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Resumo

SANTAMARIA, Fernando Alejandro Zapata, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
marco de 2020. Médulos de Weyl e de Demazure para algebras de Lie de cor-

rentes. Orientadora: Marinés Guerreiro.

Sejam g uma &algebra de Lie simples de dimensao finita sobre o conjunto dos nimeros
complexos e sl.,1 0 conjunto das matrizes de ordem (r 4+ 1) x (r 4+ 1) com trago zero.
Neste trabalho apresentamos uma familia de médulos integréveis, denotados por W (\),
para a algebra de Lie afim estendida, com A um peso dominante inteiro de g e definimos
os médulos de Weyl para as dlgebras de loop L(g) = g ® C[t, t71], segundo um artigo de
Chari e Pressley, como sendo quocientes dos médulos W (). Esses médulos de Weyl sao de
peso méaximo, parametrizados por uma r-upla de polinémios 7, com r denotando o posto
de g. Além disso, provamos algumas propriedades universais dos médulos W(\) e W ().
Outro objeto de nosso estudo foi a familia dos médulos de Demazure, os quais definimos
sobre a algebra de correntes g[t], quando g = sl,.,;, e provamos que, em representagoes
integraveis de peso maximo da algebra de Lie afim associada a g, eles sao quocientes dos
moédulos de Weyl. A partir da nog¢ao de médulos de fusao, segundo um artigo de Chari
e Loktev, apresentamos uma relacao entre os médulos de Weyl, os modulos de fusao da
algebra de correntes g[t], quando g = sl, 1, e os mdédulos de Demazure da correspondente
algebra de Lie afim. Além disso, como uma consequéncia da relagao anterior, apresenta-
mos um caso especial de uma conjectura de Chari e Loktev sobre a estrutura e caracter

dos mdédulos fusao.

Palavras-chave: Algebra de Lie afim. Algebra de correntes. Mdédulos de Weyl. Moédulos
de Demazure. Modulos de fusao.



Abstract

SANTAMARIA, Fernando Alejandro Zapata, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
March, 2020. Weyl and Demazure modules for current Lie algebras. Advisor:

Marinés Guerreiro.

Let g be a simple Lie algebra of finite dimension over the complex numbers and sl,
be the Lie algebra of (r 4+ 1) x (r + 1)-matrices of trace zero. In this work we present a
family of integrable modules, denoted by W (\) for the extended affine Lie algebra, with
A an entire dominant weight of g and we define the Weyl modules for the loop algebras
L(g) = g ® C[t, t71], according to an article by Chari and Pressley, as quotients of the
modules W (A). These Weyl modules are of maximum weight, parametrized by an r-tuple
of polynomials 7, with r denoting the rank of g. Besides, we proved some universal pro-
perties of the modules W () and W (7). Another object of our study was the family of
the Demazure modules, which we define on the current algebra g[t], when g = sl, ., and
we prove that, in integrable representations of maximum weight of the related Lie algebra
associated with g, they are quotients of the Weyl modules. From the notion of fusion mo-
dules, according to an article by Chari and Loktev, we present a relation between Weyl
modules and the fusion modules of current Lie algebra glt], for g = sl,.,, and the Dema-
zure modules of the corresponding affine Lie algebra. Furthermore, as a consequence of
the previous relation, we establish special cases of a conjecture by Chari and Loktev on

the structure and character of the fusion modules.

Keywords: Affine Lie algebras. Current Lie algebras. Weyl modules. Demazure modules.
Fusion modules.
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Introducao

O conceito de médulo de Weyl teve sua origem no estudo das representacgoes irredutiveis
das dlgebras afins quanticas denotadas por U,(g). Em [11] Chari e Pressley tentaram
resolver o problema de estudar estas representacoes a partir do limite classico delas.
Sabe-se que as representagoes das algebras afins quanticas e suas subdlgebras tém sido
tema de muitos artigos recentes (veja [1], [11], [10], [20]). No entanto, a estrutura destas
representacoes é ainda desconhecida, com excecao de alguns casos particulares.

O estudo das representagoes das algebras afins quanticas U,(g) € feito a partir de uma
classe apropriada de representacoes da algebra de Lie afim g. A teoria de representacao
dessas algebras afins tem despertado muito interesse desde sua introducao, ha 40 anos, e
esta relacionada a uma variedade de tépicos algébricos e geométricos em Matematica e em
Fisica Matematica, incluindo bases de cristais, algebras de operadores de vértices, teoria
de campos conformes, modelos de reticulado solucionavel e solugoes para a equacao de
Yang — Baxter. As representagoes irredutiveis de dimensao finita de g foram classificadas
em [4, 8]. Nestes artigos se provou que tais representagoes sao de peso mdzimo num certo
sentido, sendo este peso maximo uma r-upla de polindmios 7, com r denotando o posto
de g. De fato, foi provado que, correspondendo a cada representagao V' (m) irredutivel de
dimensao finita, existe (a menos de isomorfismo) um tnico médulo de peso méximo de
dimensao finita W () com a propriedade que qualquer médulo de peso méaximo V' com
peso méximo 7 é um quociente de W (7). Estes médulos W () sao os chamados médulos
de Weyl.

Por outro lado, além de conhecer a estrutura das representacoes da algebra de Lie afim
g, é necessario compreender as representacoes irredutiveis de peso maximo da algebra uni-
versal quantizada U,(g). Para isto, podemos tomar como referéncia o estudo feito em [9].
Chari e Pressley provam neste artigo que as representacoes irredutiveis de U,(g) também
sao de peso maximo e que suas classes de isomorfismo sao parametrizadas por r-uplas
de polinomios 7,, com coeficientes em C(q) (o espago das fungoes racionais complexas na
indeterminada ¢). Sob uma condigao natural sobre 7, a correspondente representacao
V,(m,) de U,(g) se especializa, quando ¢ — 1, a uma representagao U,(g) de g e é um
quociente de W (m), com 7 obtido a partir de 7, fazendo-se ¢ = 1.

Em [11], Chari e Pressley conjecturaram que todo médulo de Weyl W (x) ¢é o limite
classico de um mddulo irredutivel sobre U,(g) e fizeram a prova desta conjectura para
o caso g = sly. Esta é a importancia dos médulos W (7). Eles sdo os objetos universais
com relacao a propriedade de serem de dimensao finita, ou seja, qualquer outro médulo
satisfazendo essa propriedade é um quociente de um moédulo de Weyl. Além disso, subs-
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tituem em grande parte o papel desempenhado pelos médulos Verma na Categoria O de
Bernstein-Gelfand-Gelfand.

Este trabalho esta organizado como segue: no Capitulo 1 apresentamos os conceitos e
resultados bésicos da Teoria de Algebras de Lie e no Capitulo 2, os principais resultados
da Teoria de Representacoes destas algebras que sao utilizados nesta dissertacao, com as
notagoes pertinentes. No Capitulo 3 apresentamos uma familia de médulos integraveis,
denotados por W (), para a dlgebra de Lie afim estendida em correspondéncia com cada
peso dominante inteiro de g e definimos os médulos de Weyl para as algebras de loop
L(g) = g ® C[t, t7], segundo [11], como sendo quocientes dos médulos W ()). Esta é a
parte principal do Capitulo 3. Além disso, mostramos algumas propriedades universais
dos médulos W(A) e W(m). No Capitulo 4 apresentamos os médulos de fusao, segundo
[16], provamos que os mddulos de Demazure sdo quocientes dos médulos de Weyl e esta-
belecemos uma relagao entre os médulos de Weyl, os médulos de fusao da algebra corrente
g[t], quando g = sl.,1, e os médulos de Demazure em representagoes da correspondente
algebra de Lie afim. Além disso, como uma consequéncia da relagao anterior, estabelece-
mos um caso especial da conjectura dada em [16] sobre a estrutura e caracter dos médulos
de fusao.



Capitulo 1

Algebras de Lie

A teoria das dlgebras de Lie foi iniciada pelo matemético noruegués Marius Sophus Lie e
algumas das principais terminologias dessa teoria foram introduzidas por Hermann Weyl.
Lie descobriu duas classes fundamentais de objetos da matematica moderna, que agora
levam seu nome: os grupos de Lie e dlgebras de Lie. Além disso, ele construiu uma
boa correspondéncia entre estes dois conceitos. Os grupos de Lie atualmente sao bastante
utilizados na Geometria Diferencial, enquanto as algebras de Lie evoluiram com um carater
puramente algébrico. Os primeiros resultados mais notaveis na teoria das algebras de Lie
complexas foram obtidos por E. Cartan, F. Engel e W. K. J. Killing de 1888 a 1894.

O objetivo deste capitulo é apresentar uma breve introdugao a teoria basica das
algebras de Lie. Omitiremos a maior parte das demonstragoes que podem ser consul-
tadas em [25] e [33].

1.1 Conceitos basicos
Seja K um corpo que, ao longo deste trabalho assumiremos de caracteristica zero, a menos
de mengao ao contrario.

Definicao 1.1.1 Uma algebra de Lie consiste de um espago vetorial g sobre um corpo
K munido de um produto(colchete ou comutador)

[ ]axg—=g
com as sequintes propriedades
(i) [, ] € bilinear,
(ii) [, ] € antisimétrico, isto €, [x,x] = 0, para todo x € g (o que implica [z,y] = —[y, x],
para todo x,y € g),
(111) |, ] satisfaz a identidade de Jacobi, isto €,

[z, [y, 2] + [2, [, ] + [y, [z, 2]) = 0, para quaisquer 2,y, 2 € g.

12



1.1. CONCEITOS BASICOS 13

Em geral, uma &algebra é um espaco vetorial A sobre um corpo K munido de um
produto, isto é, uma aplicacao de A x A em A. Qualquer aplicacao deste tipo que mereca
o nome de “produto” deve ser bilinear.

Se este produto é comutativo, dizemos que a dlgebra é comutativa e se o produto
é associativo, dizemos que a dlgebra é associativa. A antissimetria e a identidade de
Jacobi sao caracteristicas das algebras de Lie.

Observacao 1.1.2 O colchete de Lie nao é em geral associativo, pois em qualquer cir-
cunstancia [[x,x],y] = 0, mas nem sempre [z, [z, y]] € zero.

Uma &lgebra de Lie é dita abeliana se, e somente se, [z,y] = 0, para todos x,y € g.
A dimensao de uma &algebra de Lie g é a dimensao de g como espaco vetorial.

Observagao 1.1.3 Uma dlgebra associativa A sobre K pode ser munida de uma estrutura
de dlgebra de Lie, definindo o colchete de Lie por

[z,y] = xy — yx, para todos x,y € A.

Exemplo 1.1.4 Seja M,,(K) a dlgebra das matrizes n x n sobre K. Como M, (K) é uma
algebra associativa, podemos muni-la do colchete

A, B] = AB — BA, para todos A, B € M, (K).
Dessa forma, M,,(K) possui uma estrutura de dlgebra de Lie que, a partir de agora,
denotaremos por gl (K) ou simplesmente gl,. FEsta dlgebra pode ser identificada com

Endg(V), a dlgebra dos operadores K-lineares do espago vetorial V' de dimensao n que,
visto como uma dlgebra de Lie, serd denotada por gl(V').

Definicao 1.1.5 Seja g uma dlgebra de Lie. Um subconjunto by de g é uma subalgebra
de Lie de g se h € um subespaco vetorial de g e [x,y] € b, para todo z,y € b.

Exemplo 1.1.6 Algumas subdlgebras de gl,,(C)

(1) 50,(C) = {z € gl,,(C) : x + 2" = 0}, com ' a matriz transposta de x;
(i1) sl,(C) ={z € gl,(C) : Trxz =0}, com Tr denotando a funcdo traco de matrizes;
(11i) A subdlgebra das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

0 *
0 0
Definicao 1.1.7 Sejam g uma dlgebra de Lie e X um subconjunto de g.
O centralizador de X ¢ definido como

Co(X)={veg:[v,2] =0,para todo v € X}.
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Definicao 1.1.8 Uma subalgebra by de uma dlgebra de Lie g é um ideal se, para quaisquer
rE€gey€Eh, temos [x,y] €.

Nesta teoria os ideais desempenham uma funcao analoga aos subgrupos normais na
teoria de grupos e aos ideais bilaterais na teoria de anéis.

Observacao 1.1.9 Seja b um ideal de g. Como [h,g] = [g,b], ndo hd distincao entre
ideais a esquerda e a direita.

Exemplo 1.1.10 O centro Z(g) de g, dado por

Z(g)={x€g: [x,y] =0, para todo y € g}

¢ um ideal de g. Para verificar isto, basta utilizar a identidade de Jacobi.

Exemplo 1.1.11 A algebra derivada de g dada por

g =[g,0] = ([z,y]: v,y €g)

¢ o ideal de g gerado por todos os elementos [x,y] tais que z,y € g.

Exemplo 1.1.12 A subdlgebra sl,,(C) € um ideal de gl,,(C). De fato, dados x € gl,,(C),
y € sl,,(C), temos

Tr([z,y]) =Tr(zy —yzx) = Tr(xy) — Tr(yx) = 0.

Portanto, [x,y] € s1,(C). Além disso, s1,,(C) € a dlgebra derivada de gl,,(C).

Definicao 1.1.13 Seja g uma dlgebra de Lie tal que dimg > 1. Se g nao possui ideais
nao triviais, dizemos que g ¢ simples.

Exemplo 1.1.14 Se g = sl5(K) e car (K) # 2, entao g é uma dlgebra simples.

Definicao 1.1.15 Uma transformacgao linear ¢ : g — §, com g e b dlgebras de Lie sobre
K, é um homomorfismo de dlgebras de Lie se ¢([z,y]) = [¢(x), ¢(y)], para todos z,y € g.

Definicao 1.1.16 Seja ¢ : g — b um homomorfismo de dlgebras de Lie. O nicleo de ¢
¢ o conjunto

ker (¢) = {z € g: ¢(x) = 0}

e a imagem de ¢ € o conjunto

Im (o) ={y € b: existex € g tal que ¢(r) = y}.
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O nitcleo de um homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — b é um ideal de g, pois se
z €gezé€ Ker(¢), entdo ¢([z, 2]) = [¢(z), ¢(2)] = [¢(z), 0] = 0.

A imagem de ¢ é uma subdlgebra de b, pois se y1,y2 € Im (¢) entao existem zq, x5 € g

tais que ¢(x1) = y1 e ¢(22) = ya, daf [y1,y2] = [B(x1), d(w2)] = b([x1, 72]) € Im (¢).

Definicao 1.1.17 Seja ¢ : g — b um homomorfismo de dlgebras de Lie.

(1) Se ker (¢) ={0}, ¢ é dito monomorfismo de dlgebras de Lie;
(i7) se Im(¢) = b, ¢ € dito um epimorfismo de dlgebras de Lie;

(1ii) se ¢ for simultaneamente, um monomorfismo e um epimorfismo de dlgebras de Lie,
¢ ¢ dito um isomorfismo de dlgebras de Lie e, neste caso, as dlgebras de Lie g e b
sao ditas isomorfas;

(tv) Seg="0 e ¢ € um isomorfismo de dlgebras de Lie, ¢ é dito um automorfismo da
algebra de Lie g.

Exemplo 1.1.18 Os homomorfismos entre as dlgebras abelianas sdo as transformagoes
lineares e duas dlgebras abelianas sao isomorfas se, e somente se, elas tém a mesma
dimensao.

Exemplo 1.1.19 A aplicacio trago Tr : gl,(C) — K € um homomorfismo de dlgebras
de Lie, pois Tr([z,y]) = Tr(zy — yzx) = 0, ji que Tr(xy) = Tr(yx), para quaisquer
z,y € gl,,(C) e [Tr(z), Tr(y)] =0, uma vez que K é uma dlgebra abeliana. Observe que
Ker (Tr) =sl,(C) e Im(Tr) =K.

Definicao 1.1.20 Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. No espago vetorial

quociente g, com T = x + b, definimos

b

E f4cil verificar que esta definicao independe da escolha dos representantes das classes e

g , . , . L ol
define em = uma estrutura de algebra de Lie. Além disso, a projecao canonica

g
T, g — -
b
r —— T

¢ um homomorfismo sobrejetor de algebras de Lie.

Relacionados com os homomorfismos e as algebras quocientes, existem os

Teorema 1.1.21 [14, Teorema 2.2] Teoremas de Isomorfismo
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(i) Sep:g— g € um homomorfismo de dlgebras de Lie, entdo
g/ker(y) =~ Im(1)).
(ii) Se g € uma dlgebra de Lie e b1, by C g sao ideais de g, entdo
(b1 +b2)/b1 = b2/(b1 N bo).

(111) Se by e bs sao ideais de g tais que by C b, entdo ha /by € um ideal de g/by e

(9/b1)/(b2/b1) =~ g/ba.

Definigao 1.1.22 Sejam A uma dlgebra sobre o corpo K e ¢ : A — A uma aplicagao
linear. Logo, ¢ € dita uma derivagao de A se satisfaz a regra de Leibniz

p(zy) = vo(y) + p(x)y, para todos x,y € A.

Seja Der(A) o conjunto das derivagoes de A. Este conjunto é fechado para a adigao,
para a multiplicagdo por escalar e contém a aplicacao nula. Portanto, Der(A) é um
subespago vetorial de gl(A). Além disso, Der(A) é uma subélgebra de Lie de gl(A).

Exemplo 1.1.23 Toda transformacao linear de uma dlgebra de Lie abeliana é uma de-
TVaECA0.

Exemplo 1.1.24 A aplicacdo linear

ad, : g — g
y = ad.(y) = [z,y]

€ uma derivacao da dlgebra de Lie g, com x € g, chamada adjunta de z.

As derivagoes da forma ad,, z € g, sao chamadas derivacgoes internas de g e o espaco
destas, que é um ideal de Der(g), é denotado por Inn(g).

1.2 Algebras de Lie semissimples

Comecamos esta segao apresentando conceitos e resultados relacionados ao estudo das
algebras de Lie semissimples que, posteriormente, serao utilizadas. As seguintes definigoes
e proposi¢oes podem ser encontradas em [33]. Omitimos as demonstragdes, mas fazemos
referéncia a bibliografia pertinente.

Definicao 1.2.1 Seja g uma dlgebra de Lie. Definem-se, recursivamente, os sequintes
subespacos de g:
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g(k) = [g(k_l)’g(k_l)]
Estes subespacgos sao ideais de g. FEsta sequéncia de ideais é chamada série derivada
de g e suas componentes sao as dlgebras derivadas de g.

Definicao 1.2.2 A série central descendente da dlgebra g ¢ definida, recursiva-
mente, por:

g =9
=log=¢
g" = [g:g(’“‘”]
FEstes subespacos satisfazem
g2¢'2¢°2....

Definicao 1.2.3 Seja g uma dlgebra de Lie nao nula.

(i) Dizemos que g ¢ solivel se g™ =0, para algum n > 1.

(i1) O tnico ideal solivel mazimal de uma dlgebra de Lie g é denominado radical de
g e € denotado por Rad(g).

(i1i) Dizemos que g € nilpotente se g" = 0, para algum n > 1.

Lema 1.2.4 [14, Lema 4.4] Seja g uma dlgebra de Lie ndo nula.

(1) Seg € soluvel, entao todas as subdlgebras e imagens homomdrficas de g sao soliveis.
(13) Se I € um ideal soluvel de g tal que % ¢ soluvel, entao g € solivel.
(i4i) Se I,J sdo ideais soliveis de g, entao I + J também o é.
(iv) Se g € solivel e R é um ideal de g, entdo % ¢ solivel.

Proposicao 1.2.5 [25, Proposicao 3.2] Seja g uma dlgebra de Lie.

(1) Se g € nilpotente, entao também o sdo todas as subdlgebras e imagens homomdrficas
de g.
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.. g , . ~ e z
i1) Se ¢ nilpotente, entao g também o é.
( Z(g)

(1ii) Se g € nilpotente e g # 0, entdo Z(g) # 0.
(iv) Se g € nilpotente e I é um ideal de g, entao % ¢ nilpotente.
Defini¢ao 1.2.6 Uma dlgebra de Lie g é dita semissimples se Rad(g) for nulo.

Proposigao 1.2.7 [33, Proposigao 1.33] Sejam g uma dlgebra de Lie nao solivel e H C g

um ideal solivel. A dlgebra de Lie % ¢ semissimples se, e s se, H = Rad(g).

Proposicao 1.2.8 [33, Proposicao 1.19] Seja g uma dlgebra de Lie. Entao a série deri-
vada decresce mais rdpido que a série central descendente, isto €,

g® c g*tt, para todo k > 0.
Observacao 1.2.9 Pela Proposicao 1.2.8, toda dlgebra de Lie nilpotente € solivel.

Lema 1.2.10 [25, Proposigao 3.2.1] Seja g uma algebra de Lie nilpotente (isto é, g" = 0,
para algum n). Entdo, para quaisquer xg, x1, Ta, -+ , T, € @, temos

ad(x,) o ad(x,_1) o+ oad(x)(xg) = 0.

Definicao 1.2.11 Seja x um elemento de uma dlgebra de Lie g. Dizemos que x é ad-
nilpotente se ad(x) é um endomorfismo nilpotente.

Observacao 1.2.12 Em particular, no Lema 1.2.10, se x = x1 = x93 = -+ = Ty, entao
ad(xz)" =0, para todo x € g.

Portanto, se g é uma dlgebra de Lie nilpotente, entao todos seus elementos sao ad-
nilpotentes.

Teorema 1.2.13 (Teorema de Engel) [25, Teorema 3.2] Se todos os elementos de uma
dlgebra de Lie g # 0 sdo ad-nilpotentes, entao g € nilpotente.

Teorema 1.2.14 (Teorema de Lie) [25, Teorema 4.1] Seja g uma subdlgebra solivel
de gl(V'), com V um espago vetorial de dimensao finita. Se V # 0 entao V' contém um
autovetor comum para todos os endomorfimos em g.

Apresentamos agora, de um modo breve, a decomposicao de Jordan-Chevalley. Con-
sideremos K um corpo arbitrario e V' um espago vetorial de dimensao finita sobre K.

Defini¢ao 1.2.15 Seja x € End(V). O elemento z é dito semissimples se, e sd se, x
¢ um operador diagonalizdvel.



1.2. ALGEBRAS DE LIE SEMISSIMPLES 19

Proposigao 1.2.16 [25, Proposigao 4.2] Sejam V um espacgo vetorial de dimensdo finita
sobre K e x € End(V). Logo,

(1) existem tnicos xs, T, € End(V) satisfazendo as condi¢oes: x = x5 + xp, x5 €
semissimples, x, € nilpotente, xs e x, comutam entre si.

(13) existem polinomios p(T),q(T) em uma indeterminada, sem termo constante, tais
que x5 = p(x), ©, = q(x). Em particular, x5 e x, comutam com qualquer endo-
morfismo que comuta com .

(i1i) Se A C B C V sao subespagos, e x(b) € A, para todo b € B, entio xs(b) € A e
z,(b) € A, para todo b € B.

A decomposicao x = x, + x, é chamada decomposi¢cao de Jordan-Chevalley de x
ou simplesmente decomposicao de Jordan.

Lema 1.2.17 [25, Lema 4.4] Sejam A, B dois subespacos de gl(V'), A C B, dim(V) < o0
e M ={z € gl(V); [x,b] C A, para todo b € B}. Se v € M satisfaz Tr(xy) = 0, para todo
y € M, entao x € nilpotente.

Teorema 1.2.18 (Critério de Cartan) [25, Teorema 4.4] Seja g uma subdlgebra de
gl(V), com dim(V) < co. Se Tr(xy) =0, para todo x € g,y € g, entio g ¢ solivel.

Defini¢ao 1.2.19 (Forma de Killing) Seja g uma dlgebra de Lie qualquer. Se z,y € g
definimos

k: gxg — K
(z,y) — k(z,y) = Tr(ad(z)ad(y)).

A aplicacao k € uma forma bilinear simétrica de g, chamada forma de Killing.

A forma de Killing é associativa em relagao ao colchete, isto é:

k(2. y), ) = Tr(ad((z, y))ad(2))
)

[
= k(z, [y, z]), para todos z,y,z € g.

Em geral, uma forma bilinear simétrica [ é chamada nao degenerada se seu radical S
¢ 0, com S definido por

S={xe€g; B(x,y) =0, para todo y € g}.
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Assim como a forma de Killing é associativa, seu radical S é mais que s6 um subespaco,
ele é um ideal de g. Com alguns resultados da Algebra Linear, temos um modo de testar
se uma forma bilinear é degenerada ou nao.

Teorema 1.2.20 [32, Teorema 4.8] Seja f : V x V. — K uma forma bilinear simétrica,
com V espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K. Entao f € nao degenerada se,
e so se, sua matriz associada respeito a qualquer base tem determinante nao nulo.

Assim, fixada uma base 8 = {x, 29, -+ , x,} de g, temos que a forma bilinear simétrica
k é ndo degenerada se, e s6 se, a matriz de ordem n x n, cuja (ij)-ésima entrada é k(x;, x;),
tem determinante nao nulo.

Exemplo 1.2.21 Consideremos a forma de Killing k da dlgebra de Lie sly(K) e a base
canonica B = {x, h,y} de sly(K) :

L R A E S

Logo
0 -2 0 20 0 0 00
ad(zr)=10 0 1| ; adh)=10 0 0] ; adly =|-1 00
0 0 0 0 0 =2 0 20
Portanto, k tem matriz
0 0 4
0 8 0],
4 00

com determinante —128 e, desta forma, k € nao degenerada.

A seguir, apresentamos um teorema que nos da uma condic¢ao suficiente e necessaria
para uma algebra de Lie ser semissimples em relacao a forma de Killing.

Teorema 1.2.22 [25, Teorema 5.1] Seja g uma &lgebra de Lie. Entdo g é semissimples
se, e somente se, sua forma de Killing k£ é nao degenerada.

Vejamos agora um resultado que torna mais precisa a caracterizacao de uma algebra de
Lie semissimples e seus ideais.

Teorema 1.2.23 [25, Teorema 5.2] Seja g uma dlgebra de Lie semissimples. Entdo exis-
tem ideais simples g1,02,--- ,0: de g tais que g = g1 D g2 D --- D g¢ e todo ideal simples
de g coincide com algum dos g;. Além disso, a forma de Killing de g; € a restricao de k

agi X g
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1.2.1 Subalgebras torais maximais

Seja g uma algebra de Lie semissimples nao nula. Se g estd formada inteiramente por
elementos nilpotentes (i.e, ad-nilpotentes), entdo g é nilpotente(pelo Teorema de Engel),
mas isto nao pode acontecer, pois sendo nilpotente seria soluvel. Isto significa que g possui
elementos semissimples (i.e, ad-semissimples), os quais geram subélgebras de g consistindo
unicamente de elementos semissimples. FEstas subdlgebras sao chamadas subalgebras
torais.

Teorema 1.2.24 [25, Teorema 8.1] Uma subdlgebra toral T de uma dlgebra de Lie se-
missimples g € abeliana.

Pela Defini¢ao 6.1.1 em [12], uma &lgebra de Lie g semissimples pode conter diferentes
subalgebras torais. Algumas podem estar contidas em outras. Um subdlgebra toral é
chamada maximal se ela nao ¢ uma subalgebra prépria de qualquer outra subéalgebra
toral. Para g uma &algebra de Lie de dimensao finita, a subalgebra toral maximal existe.
Escolhemos em g uma subéalgebra toral maximal e a denotaremos por . Note que h # g,
de outra forma g poderia ser abeliana. No entanto, a subdlgebra toral maximal nao é
unica. Uma &lgebra de Lie semissimples g sempre tem automorfismos nao triviais. Se ¢
¢ um automorfismo de g, entao ¢(h) é também uma subédlgebra toral maximal de g.

Definigao 1.2.25 Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples e b uma subdlgebra toral
maximal. Entao

r = dim(h)

¢ chamado o posto de g.

Observacgao 1.2.26 Em quase toda a literatura sobre dlgebras de Lie encontramos, em
lugar de subdlgebra toral, o conceito de subalgebra de Cartan. Se g ¢ uma dlgebra de
Lie, nao necessariamente semissimples, uma subdlgebra de Cartan C' € uma subdlgebra
nilpotente tal que Ng(C') = C. Este conceito € mais geral que o conceito de subdlgebra toral.
Além disso, € mais dificil provar que subdlgebras de Cartan existem. Para dlgebras de Lie
semissimples, no entanto, uma subdlgebra toral mazimal € uma subdlgebra de Cartan.
Para mais detalhes, consulte a Se¢do 15 de [25].

1.2.2 Decomposicao de Cartan

Seja g uma algebra de Lie semissimples sobre C de dimensao finita. Fixemos agora uma
subdlgebra toral maximal b de g com dimensao r, a qual é abeliana. Em particular, ady(h)
¢ uma familia de endomorfismos diagonalizaveis que comutam entre si. Logo, g possui
uma base formada por autovetores simultaneos relacionados ao conjunto de operadores
{ad(h) : h € h}. Isto significa que g se decompoe como soma direta de subespagos. Estes
subespagos, que denotaremos por g,, sao chamados espacgos raizes e sao formados pelos
vetores  # 0 em g, C g que sdo, por definigdo, autovetores de ad(h), para todo h € h. No
entanto, devemos distinguir os autovalores dos diferentes operadores ad(h). Denotando o
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autovalor de ad(h) por a(h) obtemos, para todo h € b,
ad(h)(z) = a(h)z,
com «a € h*, a qual associa o autovalor a(h) do autovetor = ao elemento h € h). Portanto,
0o = {z € g:ad(h)(z) = a(h)z, para todo h € h}.

Alem disso, gy é o centralizador de h em g denotado por Cy(h) e, pela Proposicao 8.2,
em [25] temos Cy(h) = h. O conjunto de todos os a € h* nao nulos, tais que g, # 0 é
denotado por ® e tais elementos sao chamados raizes de g em relagao a . Observe que ®
¢ um conjunto finito. Com esta notacao, podemos escrever a decomposicao do espago
por raizes ou também chamada decomposicao de Cartan de g do seguinte modo

g = Cqo(h) & P ga-

acd

Pode ser mostrado( ver [25], se¢ao IV e V) que ® (assim como a decomposicao de Cartan)
nao depende de uma escolha particular de .

A seguir, apresentamos algumas propriedades da decomposicao de Cartan de uma
algebra de Lie semissimples g.

Proposigao 1.2.27 [25, Proposicao 8.1] Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples, b uma

subdlgebra toral maximal de g tal que g = Cy(h) & @ga é a decomposicao de Cartan de

aced
g. Entao

(1) para todos o, 5 € b*, temos [ga, 85 C Gatp-
(77) Se x € g, coma # 0, entdo ad(x) é nilpotente.

(1ii) Se a, B € h*, coma + B # 0, entdo g, € ortogonal a gz com respeito a forma de
Killing, isto €, k(ga,9p) = 0.

(iv) A restricao da forma de Killing k (da dlgebra g) a Cy(bh) € ndo degenerada.

Corolario 1.2.28 [25, Corolario 8.1] A restri¢ao da forma de Killing k& a h é ndo dege-
nerada.

O Corolario 1.2.28 nos permite identificar h com h* assim,

b* — b (1.1)
a +— t,, tal que a(h) =k(t,, h), para todo h € b.

Em particular, ® é identificado com {t, : @ € ®} C b.

As seguintes proposigoes nos fornecem propriedades de ortogonalidade e integralidade
entre os espacos de raizes.
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Proposicao 1.2.29 [25, Proposigao 8.3] Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples, b
uma subdlgebra de Cartan de g, ® o conjunto de raizes de g em relacao a b e k a forma
de Killing de g.

(1) O congunto ® gera o espago h*.
(17) Se o € ®, entdo —a € P.
(i1i) Seja o € P. Se & € go, Y € §—q, entao [x,y]| = k(z,y)ts, com t, como em (1.1).

)
)
)
(iv) Se a € D, entao [ ga, g—o] tem dimensdo 1, com base t,.
(v) Para todo a € @, temos a(ty) = k(ta,ta) # 0.

)

(vi) Se xo € um elemento nao nulo em g,, entao existe Yy, € §_o tal que Ty, Yo, ha =
[Za, Yo | geram uma subdlgebra simples com dimensao 8 de g isomorfa a sly(K), que
denotaremos por S,. O isomorfismo entre S, e sly(K) é dado por

01 00 1 0
xab—>{0 0], yab—>{1 0}, har—>{0 _1}.
2t
(Vi) hg = ———~ €  ha=—h_,.

E(ta,ta)

Proposicao 1.2.30 [25, Proposicao 8.4]

(1) Se a € @, entao dim(g,) = 1. Em particular,

Sa = 0o+ 9-a * ba, (Com bo = [gavg—aDa
e, para qualquer xo, ndo nulo em g,, eriste um Yo € g§_qo tal que [Ty, Yo | = ha.
(i7) Se a € @, entdo os unicos multiplos escalares de o que sao raizes sao La.

(1ii) Se a, B € @, entao B(hy) € Z e B—[(ha)a € ®. (Os nimeros 5(hy) sao chamados
inteiros de Cartan).

(iv) Se a, B, + B € ®, entdo [9a, 098] = Gats-

(v) Sejam «, p € ® com B # +a. Sejam 1 e q, respectivamente, os maiores inteiros nao
negativos para os quais f — ra e B+ qa sao raizes. Entao [+ ia € O para todo
L=—Te g eﬁ(hoz) =Tr—4q.

(vi) A dlgebra g € gerada, como dlgebra de Lie, pelos espacos de raizes gq.

Pelo Corolario 1.2.28, podemos transferir a forma de Killing para h* definindo

(B,a) = k(ts,to), paratodos B,a € bh*.
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Observe que, para e a em ®, os numeros de Cartan podem ser expressos em fungao da
forma (,) para bh*

2t,, 2k(ts,ta)  2(8,«)
ha) = k(tg, ha) = k [ tg, —2 ) = _ . 1.2
Blta) = K. he) = (10, s ) = s = s (1.2
Sabemos que ® gera h*, o que nos permite escolher uma base {ay, a9, -, .} de b*

consistindo unicamente de raizes «; em . E claro que, se § € ®, entao podemos escrever
T
B = E n;oy;, com n; € C.
i=1

E possivel provar que n; € Q (ver [25], Segao 8.2). Logo, podemos considerar o subespago
vetorial Eg (sobre Q ) de h* dado por

EQ:{Z(]&&: QaEQ}'

acd

Lema 1.2.31 [12, Lema 7.5.5]
(i) A dimensdo de Eq, considerado como um espago vetorial sobre Q, € igual a r =
dim(bh*).

(73) A forma bilinear (, ) de b* restrita a Eg assume valores racionais, isto €, para todos
a, p € Eg, temos (a, 1) € Q.

(i1i) A forma bilinear (, ) de b* restrita a Eq € ndo degenerada e definida positiva.

Agora vamos considerar a extensao do subespaco Eg de h* ao espago vetorial real E,

dado por
E:{ana: qaéR}.
acd

A forma bilinear nao degenerada definida positiva de Eg tem uma extensao natural a E.
Ela ¢é a restrigao da forma (, ) de h* a E. Desta forma, obtemos um subespago euclidiano
E de b*, de modo que dimg(E) = dim¢(h*) = r. (Para mais detalhes, consulte [25], Segao
8.5).

O seguinte teorema resume os fatos basicos sobre ®.

Teorema 1.2.32 [12, Teorema 7.5.6], [25, Teorema 8.5|. Sejam g uma dlgebra de Lie
semissimples, b uma subdlgebra de Cartan e ® o sistema de raizes de g em relacdo a b.
(1) O espago dual b* € gerado por ® ¢ 0 & P.

(13) O espago dual b* contém um subespaco euclidiano real E gerado por ® e sua di-
mensdo € dada por: dimg(E) = dimc(h*) = r.

(1ii) Seja a € ®. O dnico mailtiplo de o que pertence a & é —a.
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(1v) Se a, 5 € @, entdo  — MQ € o.
(a, )

2(8,a)

(v) Se a, 8 € ®, entao (0.0) € 7.

(vi) A restricao da forma ndo degenerada (, ) sobre h* ao subespaco euclidiano E é
definida positiva. Isto significa que a restricao a E € um produto interno.

1.2.3 Sistema de raizes

Nesta secao apresentaremos o conceito de sistema de raizes de um modo abstrato e in-
dependente da Teoria de Algebras de Lie. Consideraremos um espago euclidiano fixo F
(isto é, um espago vetorial sobre R com dimensao finita) e denotaremos por (, ) sua forma
bilinear simétrica definida positiva.

Uma reflexdo em E é uma transformacao linear invertivel fixando pontualmente al-
gum hiperplano (subespaco de codimensao 1) e levando qualquer vetor ortogonal a esse

hiperplano em seu oposto. Assim, observamos que todo « € E define uma reflexao o, em
E dada por

2(8,a)
(a, @)

0a(f) =5 =

Y

que fixa o hiperplano P, = {f € F : (f,a) = 0} e leva @ em —a. Ji que os nimeros
2(8,a)

(@, )

aparecem frequentemente, vamos usar a notagao

Observe que (3, «) é linear s6 na primeira varidvel. Uma caracteristica muito ttil das
reflexoes é dada no seguinte lema.

Lema 1.2.33 [25, Lema 9.1] Seja ® um conjunto finito o qual gera E. Suponha que todas
as reflexoes o, (com o € ®) deizam ® invariante. Se o € GL(E) (conjunto dos operadores
lineares invertiveis em E) deiza ® invariante, fiza pontualmente um hiperplano P de E
e envia algum o € ® (com o #0) em —a, entao 0 = 0, ¢ P = P,.

Definicao 1.2.34 Um subconjunto ® de um espacgo euclidiano E é chamado sistema
de raizes se 0s sequintes axriomas sao satisfeitos

(i
(ii

) O conjunto ® € finito, gera E, ¢ 0 ¢ ®.
)

(1ii) Se o € @, entao a reflexdo o, deiza ® invariante.
)

Se a € @, 0s unicos multiplos de a« em P sao +a.

(iv) Se a, p € @, entao (B, a) € Z.
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Os elementos de ® sao chamados raizes. De (ii) e (iii) obtemos & = —&®. Chamaremos
2

| = dim(F) de posto do sistema de raizes ®. Para cada o € E, definimos o¥ = a ] e
a, o

PV ={a': a € d}.
Lema 1.2.35 [25, Lema 9.2.1] O conjunto ®¥ é um sistema de raizes em E.

Defini¢ao 1.2.36 Seja ® um sistema de raizes de E. O subgrupo W C GL(E) gerado
por todas as reflexdes o, (com a € ®) € chamado grupo de Weyl.

Pelo item (iii) da Defini¢ao 1.2.34, W permuta o conjunto ®, o qual por (i), da mesma
definicao, é finito e gera P. E possivel identificar W com um subgrupo do grupo simétrico
de ®; em particular W ¢ finito. Existe a nogao de isomorfismo entre sistemas de raizes
®, ®" dos respectivos espacos euclidianos E, E': Dizemos que (®,E) e (®',E) sdo
isomorfos se existe um isomorfismo de espacos vetoriais (ndo necessariamente uma
isometria) ¢ : E — E' enviando ® em @ tal que ($(3),$(a)) = (B,a), para cada
par de raizes 5, em ®.

Definicao 1.2.37 Seja ® um sistema de raizes com posto | em um espacgo euclidiano E
com grupo de Weyl W. Um conjunto A C ® ¢ chamado base de ® se:

(i) O conjunto A é uma base de E.

(17) Cada raiz 5 € ® pode ser escrita como = Z koo com coeficientes inteiros kg

aEA
todos nao negativos ou nao positivos, para cada f3.

As raizes em A sao chamadas raizes simples. Em vista do item (z), da Defini¢ao 1.2.37,
a cardinalidade de A é [ e a expresao para  em (ii) é unica. Além disso, podemos definir
AY de modo analogo ao caso de V.

Corolério 1.2.38 [25, Corolario 13.1.1] Se A é uma base de ®, entao AY é uma base de
oV,

Definicao 1.2.39 A altura de uma raiz § € ®, em relagao a A, é dada por

htB = ka.

aEA

Se todos 0s ko > 0 (respectivamente todos os ko, < 0 ), dizemos que  é positiva (res-
pectivamente, negativa).

As colecoes das raizes positivas e negativas, em relacao a A, sdo usualmente denotadas
por &t e &~ Logo, ® = dT U D™,

Consideremos o conjunto A = {\ € E : (\,a) € Z, a € ®}. Cada A\ € A é chamado
2(\, «)
(o, @)

peso. Ja que (\ a) = depende linearmente sobre A, A é um subgrupo de E que
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contém @ (pelo item (iv) da Definigdo 1.2.34). Denotemos A, o reticulado das raizes (=
subgrupo de A gerado por ®):

!
Ar = @ ZO(Z'.
i=1
Definigao 1.2.40 Fizemos uma base A C ®. O elemento X € A é chamado
(i) peso dominante se (\,«) € Z>o, para todo o € A.

(17) peso fortemente dominante se (\ a) € Z-q, para todo a € A.

Fixemos uma base A = {aq, a9, -+ ,q} de ®, em que | = dim(E). Logo, os vetores
20@-

( o, O ) ’

dual (em rela¢do ao produto interno (, ) sobre E), entao

com i = 1,2,--- I, formam outra base para E. Seja {wi,ws, -+ ,w;} a base

2(wj, o))

(aj> aj)
Ja que (w;, o) € Z>g, para todo o € A, cada w; é um peso dominante. Chamaremos estes
wi, com 1 <7 <[, de pesos dominantes fundamentais (em relacao a A).

=0;;, com1<i,j<Il  ousea, (w;a;)=20; coml<i j<l

1.3 Algebras envolventes universais

Nesta secao vamos associar, a cada dalgebra de Lie g sobre um corpo K, uma algebra
associativa U com unidade 1 € K, que seja o mais “livre” possivel, sujeita as relagoes de
comutacao de g. Esta é denominada a algebra envolvente universal de g e tem um
papel fundamental na Teoria de Representacoes das Algebras de Lie. A funcao principal
de U é que reduz a teoria de representacoes de g a teoria de representacoes da algebra
associativa U. Além disso, veremos que toda algebra de Lie esta “contida” em sua dlgebra
envolvente universal. Para mais detalhes, consulte [13] e [3].

Defini¢ao 1.3.1 A dlgebra envolvente universal de g é um par (U,i) consistindo
de uma dalgebra associativa U com unidade e de um homomorfismo injetor v : g — U
satisfazendo

(i) A condigao
i(lz,y]) = i(x)(y) — i(y)i(z), (1.3)
para todos x,y € g, e que a imagem i(g) gera U como dlgebra associativa.

(ii) A seguinte propriedade universal: dada wma dlgebra associativa L com unidade e
qualquer homomorfismo de dlgebras p : g — L, (satisfazendo (1.3)), existe um inico
homomorfismo de dlgebras p : U — L tal que

Foir) = pla),
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para todo x € g. Aqui p € um homomorfismo de dlgebras associativas, isto €, satisfaz

p(zy) = p(z)p(y).

Em outras palavras, U € uma dlgebra envolvente universal de g, se para todo ho-
momorfismo de dlgebras p,(satisfazendo (1.3)) existe um unico homomorfismo de
dlgebras p tal que o diagrama abaizo comuta.
g—=U
/
7/

P ~
7P

L

}

Um objeto definido por meio da propriedade universal é tinico, a menos de isomor-
fismos, logo duas algebras envolventes universais de uma &algebra de Lie g sao isomorfas
como algebras associativas. Assim, precisamos dar uma construgao concreta para garantir
a existéncia de tal objeto. Denotaremos a algebra envolvente universal de g (que é tnica,
a menos de isomorfismo) por U(g).

1.3.1 Construgao de U(g)

Nosso objetivo agora é construir U(g). Seja T (g) a algebra tensorial de g, isto é,
T@=T'0T' ¢oT*eT°® - - 0T "®---,
comT"=gRgRgR---®g (n-vezes g). Em particular, T° =K e T' = g.

O produto em T (g) é simplesmente o produto associativo definido sobre os geradores
homogeéneos de T (g).

Seja J o ideal bilateral de T (g) gerado pelos tensores
TRy —y®x—|x,y], paratodos z,y € g.
Denotamos por U(g) a édlgebra quociente T (g)/J e consideramos a proje¢ao canonica

m:T(g) — Ulg).

Observamos que J nio contém os escalares 7° = K. Logo 7 leva K isomorficamente
em U(g). Além disso, 7 também leva g isomorficamente em U(g). De fato, definindo
i: g — U(g) como a restricao de 7 : T(g) — U(g) a T' = g, afirmamos que i ¢
injetora, pois como J s6 contém elementos de grau maior ou igual a dois, temos gNJ = 0.
Portanto, g estd “contido”em U(g).

A demonstragao de que o par (U(g),4) é a dlgebra envolvente universal de g é bastante
técnica e pode ser vista com detalhes em [25, Segao 17.2].
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Exemplo 1.3.2 Seja g uma dlgebra abeliana. Vamos obter U(g) a partir da dlgebra
tensorial T(g). Como g é uma dlgebra abeliana, temos [X,Y] = 0. Logo, em U(g) temos
a identificacao

r@y=yXx, paratodos x,y € g,

o que significa que U(g), na verdade, é a dlgebra simétrica S(g) ' de g, que € abeliana.

Seja = {x1,...,x,} uma base ordenada de g. Os elementos de U(g) sao combinagioes
lineares de monomios do tipo
Tiy oo T -
Esta implicito que o produto aqui ¢ o produto tensorial dos elementos x;, € 3, com
1 <1 < n(o simbolo ® de produto tensorial é omitido tanto por razoes de economia
de notacao quanto para enfatizar que o produto € obtido por justaposicao formal dos
elementos de g). Como dois elementos de g quaisquer comutam, pois g € abeliana, é
possivel reescrever 0§ monomios como

S1 S
R N
com s; > 0,i=1,....,n. O produto de dois desses monomios é dado como o produto de
dois mondmios comutativos nas varidveis xi, ..., x,. Portanto, U(g) € isomorfa a uma

algebra de polinomios.

1.3.2 Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

Vamos tornar mais evidente a estrutura da élgebra U(g), mostrando que esta contém
uma imagem isomérfica de g e encontrando explicitamente uma base. No Exemplo 1.3.2,
vimos que se g é uma &dlgebra de Lie abeliana, uma base de U(g) é dada a partir de
produtos ordenados de elementos de uma base de g. Na verdade, algo assim acontece nao
s6 com uma algebra abeliana. Um resultado importante sobre as algebras envolventes
universais € o teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Este teorema parte de bases ordenadas
de g e obtém, a partir da ordenagdo de monomios, bases de U(g). Formalmente, temos o
seguinte:

Teorema 1.3.3 [25, Teorema 17.3.C] Sejam g uma dlgebra de Lie e {x1,x2, 23, -} uma
base ordenada arbitraria de g. Entao os monomios do tipo

Juntamente com 1 € K, formam uma base de U(g), com
Ti(1)T4(2) * ** Ti(m) = 7T(£L’i(1) D Ti2) @+ & l‘i(m)), para m € Ly, Z(l) <. < Z(m)

Proposicao 1.3.4 [13, Proposicao 2.2.1] Sejam A uma dlgebra sobre K com unidade,
uma dlgebra de Lie g sobre K e 7 : g — A uma aplicacao linear que satisfaz

T(2)7(y) = 7(y)7(z) = 7([2,y]),

para todo x,y € g. Entdo T pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de U(g)
em A, o qual leva 1y em 14.

IEsta é quociente de T (g) pelo ideal bilateral I = (z @y —y®x; x,y € g).
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Proposigao 1.3.5 [13, Proposicao 2.2.4] Sejam g e g duas dlgebras de Lie sobre K e
© 1 g — g wm homomorfismo de dlgebras de Lie. Entdo existe um e apenas um
homomorfismo de dlgebras ¢ : U(g) — U(g), o qual é uma extensio de o tal que

V(1o = ly(y)-

g = ¢

1 1
Ulg) % U(g)

Este diagrama representa a unica extensao de .

Vejamos um caso particular da Proposicao 1.3.5. Se consideramos f uma subdlgebra
de g e o homomorfismo injetor de élgebras de Lie i : h — g tal que i(z) = x, para todo
x € b, entdo U(i) : U(h) — U(g) é um homomorfismo injetor. Por este motivo, se b é
uma subdlgebra de g, podemos dizer que U(h) é uma subdlgebra de U(g). Isto serd muito
util nas proximas secoes.

Proposicao 1.3.6 [13, Proposigao 2.2.10] Sejam g, g2,8s3 - - - , g, subdlgebras de Lie de
g sobre K tais que g = g1 D go P g3--- D g,. Entao existe um e apenas um isomorfismo
entre as algebras U(g1) @ U(g2) @ U(gs) ® --- ® U(g,) e U(g) dado por

f:U(@1)@U(g2) @U(gs) @ @ U(gn) — Ulg)

f(U1®U2®ud®®un) > UpUUS3 -+ Uy,

Pelo isomorfismo dado na Proposicao 1.3.6, as vezes identificaremos os espacos veto-
riais U(g) e U(g1) @ U(g2) @ U(gs) ® - - - ® U(g,) entre si.



Capitulo 2

Teoria de Representacoes de
Algebras de Lie

A teoria de representagoes nos permite observar uma algebra de Lie de dimensao finita
como uma subdlgebra da algebra de Lie de endomorfismos de um espago vetorial. Em
aplicagoes destas algebras na fisica e na matematica, nao se trabalha com a &dlgebra de
Lie propriamente, mas com suas representagoes lineares.

2.1 Representacoes
Nesta secao, vamos apresentar os conceitos e resultados fundamentais desta teoria. Para
mais detalhes, consulte [25], [14] e [3].

Defini¢ao 2.1.1 Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo K, a dlgebra de Lie gl(V') dos
operadores lineares de V e g uma dlgebra de Lie sobre o corpo K. Uma representacao
de g em V é um homomorfismo de dlgebras de Lie

com V denotando o espag¢o de representag¢ao. A dimensio de V serd dita a di-
mensao da representacao.

Observagao 2.1.2 A representagao p é dita fiel se ker(p) = {0}.

Exemplo 2.1.3

(i) Se g C gl(V') é uma subdlgebra, a inclusao define, trivialmente, uma representagdao de
g em V denominada representacao canénica:

I:g— gl(V)
T — .

31
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(i) A aplicagdo p : sl,(K) — gl(V'), com dim(V') = 3 definida por:

0 b 2 =2b 0
{ ~ } — |—c 0 b
¢ “ 0 2c —2a

¢ uma representacdo de sl,(K).

Exemplo 2.1.4 Representagao adjunta
Seja g uma dlgebra de Lie. A aplicagdo linear ad : g — gl(g), dada por

ad: g — gl(g)

x —> ad(x): g g
Y

.
— ad(r)(y) = [z,y],

¢ uma representacao de g em g chamada representagao adjunta de g. O nicleo da
representacao adjunta € denominado centro de g, denotado por Z(g) :

Ker(ad) == Z(g) = {x € g;ad(z)(y) = 0, para todo y € g}.

Veremos que é muito conveniente estudar a teoria de representacoes de algebras de Lie
utilizando a linguagem de mdédulos.

Defini¢ao 2.1.5 Um mddulo sobre uma dlgebra de Lie g (ou um g-mddulo) é um espago
vetorial V' munido de uma agcdo g x V. — V', denotada por (x,v) — x - v, que satisfaz
para todos x,y € g,u,v € V e a € K, as sequintes propriedades:

1. (z+y)-v=x-v+y-v.

2.z (u+v)=z-u+x-v.

3. ar-v=ux-(w).

4. [yl v=z-y-v—y -x-0.
Se ¢ : g — gl(V) é uma representagao de g em V', entdo V pode ser visto como um
g-moédulo através da acao:

gx V. — V
def

(x,v) — z-v = P()(v).
Da mesma forma, se temos um g-médulo V', entao podemos definir uma representacao de
g em V por

p:g — ollV)
z — plz): V — Vv

v — p(z)(v) “oy v, para todo v € V.

Portanto, os conceitos de modulo e representacao sao, essencialmente, a mesma coisa.
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Definigao 2.1.6 Seja V # 0 um g-mddulo.

(i) Um subespaco W C 'V € dito um g-submdédulo de V', se W é um g-mddulo.
(ii) Dizemos que V' € irredutivel se V' possui exatamente dois g-submddulos, V' e {0}.

(111) O g-modulo V' € dito completamente redutivel se V é uma soma direta de g-
submaodulos irredutiveis.

(iv) O g-mddulo V € dito ser indecomponivel se naio existem submodulos de V' ndo

nulos W e W', tais que V=W & W".

Exemplo 2.1.7
(i) Se V é um g-mddulo com dim(V') =1, entdao V' é um mddulo irredutivel.

(ii) Se g é uma dlgebra de Lie simples, entdao g visto como um g-mddulo por meio de sua
representacao adjunta € irredutivel.

Proposicao 2.1.8 (Lema de Schur) [25, Proposigao 6.1] Sejam g uma dlgebra de Lie
semissimples e ¢ - g — gl(V') uma representacao irredutivel. Entao os unicos endomor-
fismos de V' que comutam com todos ¢(x), (para todo x € g) sao mailtiplos escalares da
identidade.

Teorema 2.1.9 (Teorema de Weyl) [25, Teorema 6.3] Seja ¢ : g — gl(V') uma repre-
sentacao de dimensao finita da dlgebra de Lie semissimples g. Entao ¢ € completamente
redutivel.

O teorema de Weyl é obviamente fundamental para o estudo de representacoes de
uma algebra de Lie semissimples g. Oferecemos aqui uma aplicagdo mais imediata, ao
problema de mostrar que a decomposigao abstrata de Jordan é compativel com as diversas
representacoes lineares de g.

Teorema 2.1.10 [25, Teorema 6.4] Seja g C gl(V), com g uma dlgebra de Lie semis-
simples e V um espago vetorial de dimensao finita sobre C. Entdo g contém as partes
semissimples e nilpotentes em gl(V') de todos seus elementos. Em particular, a decom-
posicao usual e a decomposicao abstrata de Jordan coincidem.

Teorema 2.1.11 [14, Teorema 9.16] Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples e ¢ : g —
gl(V) uma representacao de dimensdo finita de g. Se x = d+n é a decomposi¢ao abstrata
de Jordan de x € g, entdo ¢p(x) = ¢(d) + ¢(n) € a decomposi¢ao usual de Jordan de ¢(x).

Definigao 2.1.12 Sejam g uma dlgebra de Lie e py, pa, ..., pn representacoes de g em
Vi, Va, ..., Vi, respectivamente. Definindo

pg — g(Vid..aV,)
r — p(z) D ... D pu(x),

podemos afirmar que p € uma representacao de g em Vi @ ... d V,,, que serda denominada
a soma direta das representacoes p;, comi=1,....n.
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Definigao 2.1.13 Sejam g uma dlgebra de Lie e py, pa, ..., pn representacoes de g em
Vi, Va, ..., Vi, respectivamente. Definimos

pr g — (Vi ®...0V,)
r — p(2)®1®.01+.4+1®..1Q p,(x),

com 1 representando a identidade em cada um dos espacos. Assim, p define uma repre-
sentacao de g em V1®...QV,, e é denominada o produto tensorial das representacgoes
pi, com i=1,....n.

Apresentamos agora o conceito de pull back.

Definigao 2.1.14 [22, Defini¢ao 4.1.10] Sejam g, go dlgebras de Lie sobre o corpo K
e ¢ 1 g — g2 um homomorfismo de algebras de Lie. Se p : go — gl(V) é uma
representagao de go, entdo po ¢ : gy — gl(V') é uma representacao de g; pelo pull back
de V' através de ¢.

Caso particular: Se g; é uma subdlgebra de Liede gy e? : g1 — g2 é o homomorfismo
inclusao, entao o pull back de V através de i é simplesmente a restricao de p para g,
denotada por

resg? V = poau.

Observagao 2.1.15 A aplicac¢dao inclusao i : g1 — go, pela Proposicdao 1.3.5, induz uma
aplicacao i : U(g1) —> U(ga). Pelo Teorema 1.3.3, esta € uma inclusao (tomando uma
base de g1 e fazendo uma extensio para uma base de gz). Logo, resgz V' corresponde a
restri¢ao usual do U(gy)-modulo V' para o U(gy)-mddulo V.

Para mais detalhes sobre o que segue, consulte [30, Capitulo 8, se¢ao 7].

Definicao 2.1.16 Sejam g uma algebra de Lie sobre o corpo K, b C g uma subdlgebra
de Lie e p : b — gl(V) uma representacio de b. O U(g)-mddulo induzido de U(b)
para U(g) € definido como

Indgﬁﬁg =U(9) ®u V,

com U(g) atuando pela multiplicagcdo a esquerda. Em particular, U(g) Quw) V € um
U(b)-mddulo a esquerda.
Proposicao 2.1.17 (Propriedade universal) Sejam g uma dlgebra de Lie sobre o corpo

K, b C g uma subdlgebra de Lie. Se M, N sao U(b)-mddulos e f: M — N é um homo-

morfismo de U(b)-mddulos, entdo existe um inico homomorfismo ]_C: U(g) @uey M — N
tal que o sequinte diagrama comuta

U(g) Quey M
T SO f
® <
M >N

com p(m) =1® m, para todo m € M.
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2.2 Representacoes de algebras semissimples

Nesta se¢ao apresentamos brevemente o estudo das representacoes de dimensao finita das
algebras de Lie semissimples. Gracas ao teorema de Weyl sobre redutibilidade completa,
sao os modulos irredutiveis os que desempenham um papel de controle no caso de dimensao
finita.

2.2.1 Espacos de peso

Sejam g uma algebra de Lie semissimples sobre um corpo K algebricamente fechado de
caracteristica zero e h uma subdlgebra de Cartan fixa de g cujo conjunto de raizes é R.
Em R escolhemos um sistema de raizes simples

A= {05170527'” 7ar}7

com r = dim(h). Sejam R o conjunto das raizes positivas, R~ o conjunto das raizes
negativas (ambas em relagao a A) e W o grupo de Weyl de R. Considere a decomposig¢ao
triangular de g dada por

g=n"@&hon, (2.1)
com
=P =D
a€Rt aER™

Observe que n~ e n* sao subdlgebras de g nilpotentes pelo fato que g possui uma quanti-
dade finita de raizes e [ga, 93] C gasp, sSe @+ [ é uma raiz ou zero, caso contrario. Além
do mais, a subdalgebra

b=hHhpnt

é a subalgebra soltivel maximal de g. A subdlgebra b é chamada subdlgebra de Borel.

Seja V um g-modulo de dimensao finita. Segue do Teorema 2.1.10 que b atua diago-
nalmente sobre V. Assim,

com Vy={veV: h-v=Ah)v, para todo h € h}.

Para um g-mdédulo V' arbitrario, os subespagos V) também sao definidos deste modo.
Se V) # 0, para algum A € h*, entdao A é chamado um peso de V(ou mais precisamente,
um peso de h sobre V), V, é chamado um espago de peso e qualquer vetor v € V, é
chamado vetor de peso \. A multiplicidade de um peso A é a dimensao do subespaco
de peso V).

Lema 2.2.1 [25, Lema 20.1] Seja V' um g-mddulo arbitrdrio. Entdo

(1) ga transforma Vy em Vyi., para todos A € h*, a € R.
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(1) A soma V' = Z Vi € direta e V' € um g-submddulo de V.

Aeh*

(i43) Se V' tem dimensdo finita, entao V ="V".

Demonstragao:

(7)

(i7)

(iid)

Sejam x € g,, v € V) e h € h. Como existe uma agao de g sobre V, entao
h,z]-v=h-z-v—x-h-v
Logo

h-(z-v)=x-h-v+[hz]-v=ax-(Nh)v)+ (ah)z)- v
=Ah)(x-v)+a(h)(z-v) = (A+a)(h)(z-v)

o que implica (z - v) € Vijq, ouseja, g Vi C Viga.

Pela parte (i), é claro que V' é um g-submédulo de V. Mostraremos que a soma dos
Vi, com X\ € b*, é direta.

Sejav € VANV, com A\, it € h* e A # p. J& que X\ # p, existe pelo menos um h € b
tal que A(h) # pu(h). Logo

h-v=Ah)v e h-v=u(h)v.

Entao
by = p(h)o,

o que implica v = 0. Portanto, a soma dos V), com X\ € bh*, é direta.

Se a dimensao de V ¢é finita, entao V' é soma direta de seus espagos de peso. Logo
V=V.

Definicao 2.2.2 Com as notacoes acima, um g-modulo V' é chamado modulo de peso
seV=V".

2.2.2 Moddulos ciclicos standard

Para estudar g-mddulos irredutiveis de dimensao finita é muito util estudar primeiro uma
classe maior de g-moédulos gerados por um vetor maximal.

Defini¢ao 2.2.3 [25, Defini¢ao 20.2.1] Um vetor de peso maximo A em um g-médulo
V' é um vetor nao nulo vt € V tal que

go v = o0, para todo a € RT e h-vt = A(h)v™, para todo h € b.
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Se V' é um g-médulo, com dim(V) < oo, entdao, pelo Teorema 1.2.14, a subélgebra de
Borel b possui um autovetor comum v tal que g, - v = 0, para todo « € R". Logo,
podemos afirmar: se dim(V') < oo, entdo V possui ao menos um vetor maximal. Por
outro lado, pelo fato de (U(g),i) satisfazer a propriedade universal (dada na Definigdo
1.3.1), uma representacao de g em V' induz uma representagao de U(g) em V. Dado v € V,
o conjunto

Ulgv={a-v:acU(g)}CV

é o menor subespaco g-invariante de V' que contém v, isto é, x- (a-v) € U(g)v, para todos
reg aclU(g),vel.

Defini¢ao 2.2.4 [25, Definigdo 20.2.2] Seja g uma algebra de Lie semissimples de di-
mensao finita sobre C. Um g-mdédulo V' é chamado um mddulo ciclico standard com
peso maximo A se existe vy € V, com vy # 0, tal que

nt.uy=0, h-vy=Ah)vy, paratodo hebh, V=U(g): v\ (2.2)

Observacgao 2.2.5 De (2.1) temos V = U(n~) - vy. Logo,

V= @ Vi, Va=Kuy, dim(V,) < oo, para todo ji € b*.

HSA
Definicao 2.2.6 Seja V' um g-modulo. Um elemento X € h*, com V\ # 0 € dito um peso

maximo de V se, para todo v € Vy, temos nt - v = 0.

O seguinte teorema caracteriza os médulos ciclicos standard.

Teorema 2.2.7 [25, Teorema 20.2] Sejam V' um mddulo ciclico standard com vetor ma-
zimal vy € Vy e RT = {04, B2, -+, Bm}. Entao

(1) V' € gerado pelos vetores yglyg;--yé:;m, comi; € Lso € Yp, € g-p, C . Em
particular, V é soma direta de seus espagos de peso.

(ii) Os pesos de 'V sao da forma p = /\—Z kioi;, com k; € | isto €, todo peso satisfaz
i=1
=< A
(i13) Para cada p € b*, dim(V,) <oo e dim(Vy) =1.

(1v) Cada submédulo de V' € soma direta de seus espagos de peso.

(v) V € um g-mddulo indecomponivel com um unico submddulo mazimal (prdprio) e um
unico quociente irredutivel correspondente.

(vi) Qualquer imagem homomdrfica nao-nula de V' € também uwm mddulo ciclico standard
de peso A.

(vii) Se V' é um g-mddulo irredutivel, entdo vy € o unico vetor de peso mdximo de V' (a
menos de multiplos escalares).
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Corolério 2.2.8 [25, Corolario 20.2] Seja V' um mddulo ciclico standard com vetor ma-
ximal vy € V. Se V' € um g-maodulo irredutivel, entao vy € o unico vetor mazximal em V,
a menos de multiplos escalares.

Queremos mostrar que, para cada A € h*, existe um tnico (a menos de isomorfismos) g-
modulo ciclico standard irredutivel de peso maximo A que pode ser de dimensao infinita.
Para isso, precisamos do conceito de médulo Verma.

2.2.3 Modbdulos Verma

Considere g uma algebra de Lie simples nao trivial e h a subalgebra de Cartan de g. Sejam
A € b* e J(N) o ideal esquerdo de U(g) gerado pelos elementos z,, o € Rt e h; — A\(h;)1,
comi?=1,2,---,r, isto é,

JO) = 3 Ul@)za + 3 U(g)(hi = Aha)1.

Seja
U(g)
M(\) = =2
(A) 70
O quociente M () possui uma estrutura natural de U(g)-mddulo & esquerda e é chamado
mddulo Verma determinado por A. Consideremos o homomorfismo canoénico de U(g)-

modulos a esquerda.

v U — M) = S8,

Seja ¥ (1) = vy, com 1 o elemento unidade em U(g). Entao
To - vy = 0, para todo a € RT,

hi - vy = A(hi)vy, paratodoi=1,2,---r. (2.3)

Ja que cada elemento u € U(g) satisfaz u = ul, cada elemento de M (A) tem a forma
uvy, para algum u € U(g). Logo, M(\) = U(g) - vx. Portanto, podemos afirmar agora
que M(A) é um mdédulo ciclico standard com peso méximo A e vetor de peso maximo
denotado por vy.

Outra maneira de construir o médulo Verma é partindo do fato que um moédulo
ciclico standard, visto como um U(b)-médulo (com b a subdlgebra de Borel), contém
um submaédulo de dimensao 1 gerado pelo vetor maximal. Por tal razao, consideraremos
D, um espaco vetorial sobre C com base vy. Definimos uma acao de b sobre D), como
segue:

Ty vy =0, para todo o € R, h-vy = A(h)vy para todo h € h e A € h* fixo.
Entao, através da representacao induzida, obtemos

M(X\) = Ul(g) @u) Da.
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Pela decomposicao triangular de g dada em (2.1) e pela Proposicao 1.3.6, temos
U(g) 2UMm ) U(h) @ Un"). (2.4)

Logo, a restri¢ao da aplicacao ¥ a U(n~) é um homomorfismo de U(n~)-médulos a es-
querda. Pela Teorema P.B.W, a aplicacao u —— u ® v € bijetora. Portanto,

Un™) = M(\) como U(n™)-mbdulos.

Lema 2.2.9 Qualquer modulo ciclico standard é um quociente de um maodulo Verma.

Demonstragao:

Seja V um g-modulo ciclico standard com vetor de peso maximo A representado por
vy. Entao nt - vy =0 e (h—A(h)-1)- vy, =0, para todo h € h. Consideremos o homo-
morfismo de U(g)-mddulos a esquerda ¢ tal que

¢: Ulg) — Vv
1 — qb(l) = Ux.

Entao ¢(u) = uw,, para todo u € U(g). Logo, o ideal a esquerda J(A) de U(g) gerado
pelos elementos x,, « € RT e h; — A(h;) - 1, com i = 1,2,--- | r, estd contido no ker(¢).
Logo, esta aplicagao se fatora através de M(\), isto é,

U(g) — M(})

go m(u) = uvy = ¢(u), para todo u € U(g). J& que vy gera V, a aplica¢do induzida 5 de
M(X) &V é sobrejetora. Portanto, V' é um quociente de M (A). n

Notamos que o médulo de dimensao infinita M(A) ndao é completamente redutivel.
Pode ser mostrado (ver [24]) que M(\) possui um tunico submdédulo maximal N(A). Defi-
nindo

M)

N’

temos que V(\) é um g-médulo irredutivel. O médulo V(A) é chamado médulo irre-
dutivel de peso maximo .

V() =

2.2.4 Modbdulos irredutiveis de dimensao finita

A maioria dos médulos irredutiveis V' (\) construidos acima como o quociente de um
modulo Verma sao de dimensao infinita. Se A € h* é tal que

A(h;) € Z", para todo i € I,
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entdo o médulo V(A) é de dimensao finita. Estes A sao chamados pesos dominantes
integrais.

Teorema 2.2.10 [24, Teorema 5.5]

(i) A dimensao de V(\) € finita se, e sé se, X é um peso dominante inteiro.

(17) Qualquer g-mddulo irredutivel de dimensao finita tem a forma de V(\), para algum
peso dominate inteiro \ € h*

A demonstracao de (i) se encontra em [25, Se¢ao 21]. Para (i7), a ideia da demonstragao
¢é: dado V um g-médulo irredutivel de dimensao finita, da mesma forma como acontece
através da representagao adjunta, é possivel mostrar que a acao de hh sobre V' é simulta-
neamente diagonalizavel. Logo, V' se decompoe em soma direta de espacos de peso. Ja
que um modulo irredutivel de dimensao finita tem apenas um nimero finito de pesos, um
dos vetores maximos gera todo o médulo V.

Este teorema nos da uma bijecao entre o conjunto dos g-moédulos irredutiveis de di-
mensao finita e o conjunto dos pesos dominantes integrais.

Parai=1,2,3,--- ,r, define-se w; € h* por
1, set =3
Wi(hj) = { 0’ sei;éj
com hj = hg,;, para todo j = 1,2,---,r. E claro que estes w; sao pesos dominantes

integrais. Eles sao chamados pesos fundamentais. Definimos

P .= ézwz y P+ = é;Zerl (25)
i=1 i=1

O conjunto P é chamado o reticulado dos pesos e¢ P* o reticulado dos pesos po-
sitivos. Afirmamos que o conjunto {wy, wa, -+, w,} é uma base para h*. Seja A € h*.
Entao podemos representar A da seguinte forma

A= awy + agwy + - - + AWy

Note que os coeficientes podem ser calculados avaliando A em h;. Assim, Portanto
A=) Ahy)w;. (2.6)
j=1

A igualdade (2.6) significa que A é um peso dominante integral se, e sé se, é uma com-
binacao linear de pesos fundamentais com coeficientes inteiros nao negativos. Em resumo,
T

para A\ = Z m;w; € P denotaremos por V() o g-mddulo irredutivel de dimensao finita
i=1

com peso maximo A e vetor de peso maximo vy. Isto é, V(X)) = U(g) - v) com relagoes de

definicao

cox=0, h-vy=Ah)vy, (2;)™ .0\ =0, paratodosi€ I, h€h.



Capitulo 3

Modulos de Weyl

A nogao de médulo de Weyl foi originalmente introduzida por Chari e Pressley em [11]
para as algebras de loop, em resposta ao problema de estudar as representacoes irredutiveis
de dimensao finita das dlgebras afins quanticas através de seu limite classico. Estes
modulos podem ser descritos em termos de geradores e relagoes, e sao caracterizados
pela seguinte propriedade universal: qualquer médulo de peso maximo de dimensao finita
que é gerado por um espaco de peso maximo unidimensional é um quociente de um
modulo de Weyl. Neste capitulo apresentamos as algebras de loop seguido de sua algebra
envolvente universal. Posteriormente, definimos os modulos integraveis e, através deles,
apresentamos os modulos de Weyl para as dlgebras de loop que, em suma, sao modulos
integravéis maximais de peso méximo, segundo [11]. Além disso, mostramos algumas de
suas propriedades universais. Finalizamos este capitulo mostrando que o produto tensorial
de médulos de Weyl é outro modulo de Weyl sempre que os polindmios associados a eles
sejam coprimos.

3.1 Algebras de loop

Uma das estruturas algébricas que utilizamos neste trabalho é a algebra de loop. Nesta
secao, apresentamos sua definicao e extensao por meio de uma derivacao d. Para mais
detalhes, consulte [26] e [§].

Dado qualquer espaco vetorial complexo V', representaremos por L(V') o espago das
aplicagoes algébricas
f:C—V
com C* o conjunto dos niimeros complexos nao nulos. O espago L(V') é isomorfo a V ®¢ L,
com L = C[t,t!] o anel de polinémios de Laurent em uma indeterminada ¢. De acordo
com [26], o isomorfismo ¢ definido associando-se ao elemento

Z 9t € Ve L

€L, x; €V

41
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a aplicagao
f:C"—V, dada por f(z) = Zzzxz

1EL

Definicao 3.1.1 Seja g uma dlgebra de Lie simples complexa. A algebra de loop de g
¢ L(g) = g®cCl[t,t7']. Um elemento de L(g) é uma soma de elementos da forma x® f(t),
comzx €ge f(t)=> ant" tal quen € Z, a, € C.

Podemos munir L(g) de uma estrutura de élgebra de Lie definindo seu colchete por
2@ F(8),y® 5(t)]10) = [0,9ly @ F(£)s(2), para todos 2,y € g, f(2), 5(t) € Clt, 7).
Aqui os subindices indicam em que algebra esta definido o colchete.

Uma derivacao d de L(g), dada por
dlx @t") =nx ®t", paratodos x € g,n € Z,
nos permite considerar a algebra de loop estendida
L(g) = L(g) ® Cd, com Cd={ad:ae€ C}.
Assim, L¢(g) tem uma estrutura natural de dlgebra de Lie dada pelo colchete

L1+ aid, fo + axd]req) = [f1, foln@) + ard(f2) — azd(f1), (3.1)

para todos fi, fo € L(g), a1,as € C. Como um caso particular, temos
@ty @t =[r,y] @t [daret]=rext’, [dd =0.

Deste modo, podemos afirmar que a algebra de loop L(g) é uma subdlgebra de Lie da
algebra de loop estendida L¢(g).

3.2 Algebra Envolvente Universal da Algebra de loop

Primeiro estabelecemos a notacao que utilizaremos de agora em diante. Sejam g uma
algebra de Lie simples nao trivial de dimensao finita sobre C e h uma subalgebra de
Cartan de g, com dim(h) = r.

Sejam I = {1,2,--- ,r}, R o sistema de raizes de g com respeito a h , R™ o sistema
de raizes positivas de g, A = {a;,7 € I} o conjunto de raizes simples. Seja § € RT
a raiz maxima em R. Para a € R temos a correspondente co-raiz h, € h e seja g, 0
correspondente espago raiz de g, com dim(g,) = 1, para todo o € R.

Para cada o € RT, fixemos z € g, e z,, € g_, tais que [z}, 2| = h,. Continuamos
com a mesma notacao w;, ¢ € I, para os pesos fundamentais, como na Secao 2.2.4.
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Sejam
Q= @Zai, e QF = @ZJFOQ. (3.2)
i=1 i=1

O conjunto Q é chamado o reticulado das raizes ¢ Q' o reticulado das raizes
T

positivas. Tomando n € QF, podemos escrever 1 = E s; o, com s; € ZT. Definimos a
i=1

ht (n) = Z Si.

Além disso, tomamos também P e P™ como foram definidos em (2.5)

altura de n por

Seja (, ) uma forma bilinear sobre P tal que (a;, w;) = d;; (fungao delta de Kronecker).

1
Definimos a;; = (o, a;), paratodos i, j € I. Para umaraiz a € R, definimos d, = é(a, a).

A forma bilinear (, ) induz um isomorfismo entre h* e b, tal que

b* — b
T T d )
6 _ Zniai cRt — hﬁ _ Z Zln] hj, (33)
— -, B
i=1 7j=1

com dj = dg;, hj = hy; para todo j € I.

Seja W C Aut(h*) o grupo de Weyl de g. Pela definigao 1.2.36 é possivel afirmar que
W é gerado por reflexoes simples o,,, com «o; € A. Lembremos que a algebra de loop
estendida L¢(g) de g é uma &lgebra de Lie

Lé(g) = L(g) ® Cd = g C[t,t '] @ Cd,

com colchete dado por 3.1. Pela identificacao de hh com h ® 1 por meio de z — =z ® 1,
para todo x € b, podemos afirmar que h® = h @ Cd, é uma subalgebra de Lie abeliana de
L¢(g). Definimos 4 € (h¢)* por

d(d) =1, &(h) =0, paratodo h € b.

Além disso, consideramos os elementos A € h* como elementos de (h®)* definindo \(d) = 0.
Assim, podemos afirmar que A C (h°)*.

Sejam

P = éZu&BZ& e Pl= é}Z*wiEBZ(S
i=1

i=1
Consideramos W agindo sobre (h¢)* da seguinte forma:
w(d) = 6, para todo w € W.

Para quaisquer z € g, m € Z, denotamos por z,, o elemento x ® t™, isto é,

Ty =2 @t" e L(g) C L(g).
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Deste modo, para x} € go, ¥, € g o € m € Z, temos

Lo =Te @7,z =x, @ (3.4)

a,m

Definindo
e =2l @1, ef =1, ®1,

)

- - -1
e =ay U, ep =g @t

os elementos e, e
oF

70

(com i = 0,1,2,---,r) junto com d geram L¢(g). Os elementos
e; , com i € I U{0}, sdo chamados os geradores de Chevalley de U®.

7

Para qualquer algebra de Lie a, a algebra envolvente universal de a é denotada por
U(a). Usaremos, a partir de agora, as seguintes notagoes:

U(L(9)) == UF, U(L(g) == U, Ulg) = U™,
Consideramos agora as subalgebras de U
U(<):=(z, n:i€l, mel),

U(>) = (xf, -1 €l, meL),
U(0) := (ham: « € R,m € Z, m #0).
Além disso, definimos

Ulin(<) :=U(<)nUI™ e UF™(>):=U(>)nU™. (3.5)

Logo, pela identificacao g — g ® 1 obtemos uma representacao mais clara dos espagos

definidos em (3.5).

Ul(<)i=(z, @t" :neZ)ynU/™ = (z; @t" :neZ)yNU(g®1)
’=“<wai®1>—U( ®1)=Um")

= Ul™(<)=2Um). (3.6)
Da mesma forma,

Urm(>) =@l @t":neZynU/" =@l @t":neZ)ynU(gel)
=l @) =Un*®1)=Un")

= UTn(>) = Unh). (3.7)

De (2.4), temos U/ =2 U(n") @ U(h) @ U(n"). Logo, por (3.6) e (3.7), obtemos
Ulrin = Ufin(<) @ U(h) @ U™ (>), ou equivalentemente,

Ulin = grin(<) U () U (>).
Por outro lado, como L¢(g) = g ® C[t,t7!] @ Cy4, entao

L(g)=n @Clt,t )@ (hC[t,t '@ Cy & (nt @ CJt,t 7).
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Usando a Proposicao 1.3.6, obtemos

Ue2Un @C[t,t ') @UbeCltt e Cy @Un @Ct,t™!])

(x, @t":neZYy@UMHRC[t,t @ Cy) @ (zl @t":n € Z)
(a, @t":neZy@U0)@UbH®1)@U(Cy) ® (z), @t" :neZ)
(o, @0t":neZ)y@U0)@Ub®Cy) @ (v, @t" :ncZ)
=U(Q)eU0)2U(b) @ U(>),

eI

12

ou equivalentemente, U¢ = U (<) U(0) U(h*) U(>).
Por um processo andlogo ao feito para U¢, obtemos

U =U(<)U0)U(H) U(>). (3.8)

Lema 3.2.1 A aplica¢ao ¢ : U — U, dada por

oz ) =a= para todos i € I,m € 7Z,

g, m a;,mtl

¢ um automorfismo de dlgebras.

Demonstragao:
Como {x ,z [z} 2, ] = ha,, com i€ I} éum conjunto standard de geradores para

g (segundo [25], p. 74), entao
{a, @t x 1t [zl @,z ®t, com j, 1l € Z,i € I}

¢ um conjunto de geradores para L(g). Logo, usando a notacao dada em (3.4), L(g) tem
como base {7, ha x;'“l, com j, k.l € Z,i € I}. Pelo Teorema PBW, podemos
afirmar que U esta formada por combinacoes lineares de monomios da forma

(e )™ o (@ 5 ) " (o)™ () (2, ) (@)

com a;, b;, ¢; € Z>o, Ji, ki, l; € Z, v € I. Assim, estendendo a definicao de ¢ linearmente
a todo U, podemos afirmar que a aplicacao ¢ : U — U é um automorfismo de U. [ ]

As relagoes que os elementos da base de U* satisfazem sao expressas a partir de algumas
identidades em U° que sao mais convenientemente declaradas usando séries. Assim, para
qualquer 8 € R*, introduzimos as seguintes séries em uma indeterminada .

o0 o0
X5 (u) = Z PRI Xl;(u):ng’mum,
m=1

m=—0oQ

oo )

Xpw) =3 ad o Xl = 3w,
m=0 m=0

e

. o0 (o] h
Hy(u) = > hgmu™", Af(u) = Agipmu™=exp (— > %ulﬁ :
m=0

m=—o0 k=1
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Para simplificar as notacoes consideraremos

= ha, = hi, Ai, = AF, Aifi o= AF

a; 70 g, m i,m) 7, M)

coml<i:<r mée€Z.

Como U(0) = (hay, :n € Z — {0}, « € R) C U, consideramos os elementos a; € A,
(com i € I) e tomamos hy, ,, (com n € Z) para gerar o espago U(0). Logo, aproveitando
as séries ja definidas, temos

- < R,
m=0 k=1

Nestas séries aparecem os termos hq, 1k, com k € Z~,. Portanto, como os elementos Ay, .,
(com m € Z,i € I) dependen dos elementos h,, 11 (com k € Z~g), podemos dizer que os
elementos A,, ,, geram U(0). Isto justifica o seguinte lema.

Lema 3.2.2 A subdlgebra U(0) de U € gerada pelos elementos A; ,, para i € I, m € Z.

Para qualquer série de poténcias f em wu com coeficientes em uma algebra A, seja f,,
. . / . . N

o coeficiente de u™, com m € Z, e seja f a derivada de f com respeito a u. Para

x €U, reZ, define-se

o =

ol

Para uma algebra qualquer A denotaremos por A, o seu ideal de aumento'. O
seguinte lema ¢ uma reformulagao de um resultado em [21, Lema 7.5].

Lema 3.2.3 Sejam s >r>1, 8 € Rt

() (@50 (25,0 = (17 (X7 (@) A (), mod UU(>)s,
(i) (@) (25,0 = (~1 (X () Af (W), mod UU(>),.

Demonstragao:

Usamos a identidade de [21, Lema 7.5] na forma dada em [10, Lema 5.1] para sua
versao quantica. Assim, para § € RT, temos

() @5) =D 3 Y (D (@ TXG @) ), L Ak (XF ()

t=0 m=0 k=0
Na soma do lado direito da igualdade, obtemos um elemento de UU(>), a menos que
t=r,m=k e, por isso, temos

(2h0) (@50 = (=17 ) (w7 X5 (@) ) | Ag mod UU(>)4

m=0
m

(1) (X5 (w)*™")

—1)" (Xﬂ_(u)(s_’")/\zg(u))s mod UU(>)4.

Af (u)m mod UU(>),

sS—m

I
~—~~ 3

'Para mais detalhe, ver [34].
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A identidade em (ii) segue da identidade em (i) aplicando o automorfismo ¢ : U — U
|

3.3 Modulos Integraveis

Introduzimos agora o conceito de médulo integrével sobre a dlgebra de Lie L¢(g). Este
conceito serd essencial para conhecer a estrutura de nosso modulo de Weyl que serd
definido na préxima secao.

Definicao 3.3.1 Sejam g uma dlgebra de Lie e V. um g-modulo. Dizemos que x € g age
localmente nilpotentemente em V se, para qualquer v € V, existe um inteiro positivo
N tal que 2 -v = 0.

Definig¢ao 3.3.2 Seja p : U¢ — gl(V') uma representagio de U¢. Dizemos que V' € um
U¢-mddulo integrdvel se
(i) os geradores de Chevalley de U, denotados por {ef : i = 0,1,2,--- 7}, agem
localmente nilpotentemente sobre V.

(ii) b age diagonalmente sobre V, isto é,

comVy={veV:h-v=Ah)v, para todo h € h°}.

O seguinte resultado forma parte da teoria classica de algebras de Lie, por essa razao
evitamos fazer sua demonstracao. Ele nos permite afirmar que os elementos x?m agem
localmente nilpotentemente sobre V, para todos € R™, m € Z.

Lema 3.3.3 [23, Lema 2.4.1] Sejam g uma &lgebra de Lie, V um g-mdédulo e M um
conjunto enumeravel.

(i) Sejam {y; : ¢ € M } um conjunto de geradores de g e x € g. Se para cada i € M
existe um inteiro positivo N; tal que ad(x)Yi(y;) = 0, entdo ad(x) atua localmente
nilpotentemente sobre V.

(ii) Sejam {v; : ¢ € M } um conjunto de geradores de V' e x € g. Se para cada i € M

existe um inteiro positivo N; tal que 2Viv; = 0 e ad(x) é localmente nilpotentemente

sobre g, entao x é localmente nilpotentemente sobre V.

Defina-se agora

Vii={veV: xgm v =0, para todos 3 € R, m € Z}.
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Se V é um modulo integrével, entdao Vi # 0 (respectivamente V," # 0) apenas se
A € P¢ (respectivamente A € P¢). Além disso, se v € V¥, entdo

(25 )"0 =0, (3.9)

Vi # 0= V,\ # 0, para todo w € W. (3.10)

Se A € P*, entao denotamos por V/"()\) o U/"-médulo irredutivel de dimensao finita
com peso maximo A. Se A € P¢, a restricao de A a h*, também denotada por A, estd em
PT. Se V é um U¢-mdédulo integrdvel e v € V", com v # 0, entao restringindo a agao de
Ue a U™ temos V um U/™-médulo e, por meio desta acio

Ulnxv — V
Ul v) —s (U™.v) CV,

obtemos U™ - v um U/™-submddulo de V. J4 que
VImA)=Um ) vy e U™.v=Un")- v, (poisve Vi)
podemos fazer a identificagao
Un™)-v—Um")- vy
definindo v — wvy. Portanto, U™ . v é um U/™-submédulo de V isomorfo & V().

A seguinte proposicao mostra as propriedades que satisfazem certos elementos de U*
quando estes atuam sobre um vetor v € V;" de peso A € P¢ em um médulo integravel V.

Proposicao 3.3.4 Sejam V um U¢-mddulo integrdvel, A € P<, v e Vi, v #0 e € RY.
Entao

(i) Ag - v =0, para todo m > X hg);

(i1) para todo r > 1, s > X(hg), temos

(X () A3@), v =0, (X5 A3), v =0

S S

(111) para todo s € Z, temos

cv =0, (ﬁﬁ(U)AE(U)) - = 0;

S

(X5 () A3 ).

(v) Ng, _pm - v =0, para todo m > \(hg);

(v) para 0 < m < \(hg), temos

A Ahg) Mg, —m =0 = Ag \(hg)—m " V.

Demonstragao:
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(i) No lema 3.2.3, (i) consideramos r = s = m e m > A(hg). Assim,
(2g0)" (w5,)™ = (=)™ (Af(w)),,
Logo, aplicando ambos lados desta equagao em v € V,", obtemos

(@50) " (@g)™ v = (=1)" (Af(w)), v

m

e, usando (3.9), a equagao anterior resulta em

0= Agm v, comm > A hg).

(77) Consideremos s > r, com s —r =11 > 1 e s > A(hg) em (i) do Lema 3.2.3. Entao

(250)" " (@50)" = (1) (X5 ()" A (w), -

s

Logo, aplicando ambos lados desta equacdo em v € V," | obtemos
0= (=1)"" (X5 (u)"Af(u)), v — 0= (X5 (u)"Aj(u)), -v.

De forma andloga, para provar a segunda parte, usamos o item (i7) do Lema 3.2.3
e obtemos

(X@O(u)”/\g(u)) -v = 0.

s

(¢4i) Consideramos r = A(hg) e s = A(hg) + 1 no item (i) do Lema 3.2.3. Logo,

(25,0)"") (5 )M = ()20 (X () AF ()

Logo, aplicando ambos lados desta equagao em v € V,*, obtemos

0= (Xﬁ_ (U)Ag(u»)\(hﬁ)_‘_l v (311)
ou equivalentemente,

Ahg)

Z g m+188\(hg)-m -V = 0. (3.12)

m=0

Aplicando hgy (com k € Z) a equagao acima, obtemos

Ahg)
S b (251 Msrg)m) -0 = 0.
m=0
A(hg)
m=0
A(hg)
Z (_2x§7m+k’+l + Ig,m+1hﬁ,k) AB7/\(h5)_m Ly = O
m=0
iy Ahs)

Y 205 it Nt om0 Y i1 B 0 = 0.
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A(hg) A(hg)

Z _ng,m+k+1A57>\(hﬁ)*m v+ Z xg,mﬂAﬁv\(hB)*mhﬁ,k v =0.

m=0 m=0
A(hg)
S <25 i A 0+ (K @AT@) B v =0 (313)
m=0

Por outro lado, consideremos xgk, com k € Z, e v € V;. Logo, por defini¢ao, temos

Portanto, a equagao (3.13) se reduz a

Alhg)
Z Lo mikr1 DgAhg)—m - v = 0. (3.14)

m=0

Observemos que, para k € 7Z, temos

<)?§ (w) AE(u)) o Z T5 ke Npm-
m=0

Logo, pelo fato de v € V,", temos

A(hg)

()A(; (u)AE(u)) ‘v = Z T3 kg Mg - V-

k+1

ou equivalentemente,

A(hg)
U= Z T3 mtk—A(hs) AgA(hg)—m " .

m=0

(X5 (w) A5 (w)

k+1

Para o termo A(hg) + k + 2, com k € Z, temos

Alhg)
‘U= Z T ki1 N A(hg)—m - v = 0, usando (3.14).

m=0

(X5 A5 ()

Mhg)+k+2

Portanto,
()?/;(u) Ag(u)>s v =0, para todo s € Z.

Provaremos agora a segunda identidade em (7ii). Aplicando x}_s_l, com s € Z,
em (3.12), de modo andlogo como se aplicou hgy, com k € Z, temos

A(hg) Ahg)
> Bpm-s Dgrng—m 0+ Y T T 1 Agatg)—m v = 0.
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Usando um processo de indugdo sobre m e pelo fato de v € V', podemos afirmar

Ahg)
Z xg,mﬂ x;,—s—lAﬁ,/\(hﬁ)_m -v=20.
m=0
Entao
Ahg)
Z hgm—s Mg ahg)—m + v = 0. (3.15)
m=0

Por outro lado, para k € Z, temos

Ahg)

<ﬁ[5(u) Ag(u)) ‘v = Z hgk—m N m - v,
m=0

k+1

ou equivalentemente
A(hg)
U= Z hg i k—M(hs) N A(hg)—m = ¥

m=0

(s A} (w)

k+1

Tomemos agora o caso particular para A(hg) — s+ 1, com s € Z.

Ahg)

(f]g(u) Ag(u)) ‘v = Z hgm—s Mg A(hg)—m - v = 0, (usando (3.15)).
m=0

)\(hﬂ)*S‘i’l

Portanto, para s € Z e v € V;t, podemos afirmar agora

(ﬁﬁ(m A;(u)> 0 =0,

S

(v) (v) Definimos Ag = A} e Kg(u) = A5 (u™"). Logo

o

Ag(u) = exp <— Z hﬁl’fku_k) .

k=1

Note que, como operadores sobre VyF, acontece
N Ay A
Hg = | AMhg) —u—+u==].
Ag Aﬁ

Logo, pela segunda identidade do item (iii), temos

(flﬁ(u) AE(u))S v =0, para todo s € Z,

ou seja, (]:Tg(u) A;(u)> atua sobre v € V" como zero, para todo s € Z. Portanto,
podemos escrever ’
Ay A _
Ag(u) | A(hg) — UA—B +u=" | = Ag(u) Hy = Hy Ag(u) =0,
B Aﬁ
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— h
como operadores sobre Vi J& que Ag(u) = Af(u) = exp (— Z %Uk> , entao
k=1

Ap(u) é um elemento invertivel. Portanto, podemos reduzir a seguinte expressao

Ag(u) | Mhg) A’lg + /N\/ﬁ 0
U —u—tu=—| =
B B Aﬂ AB

i (e )
B Aﬁ
A(hg)Ashg — gA’BKﬁ +ulgA .
Ag
AMhg)Ashs — u (A;Kﬂ - ABT\'B> ~0.

Deste modo,

Mhg)Ag(u)Ag(u) = u <A;3Kﬁ - A[Jx’ﬁ) . (3.16)

Note que ambos lados da equagao (3.16) fazem sentido como séries de poténcia em
u, ja que Ag(u), conhecido por (i), envolve apenas poténcias positivas finitas de w.
Portanto, como séries com apenas um ndmero finito de poténcias positivas (mas
possivelmente infinitas poténcias negativas), temos

A5\ _ gyt (A
&)

/EB(U) = Ag u)\(hg)’
Ag(u)

com Ag um operador sobre V)" independente de u. Os coeficientes de u*"8) nas

e também

equagoes mostram que Ag = Ag ;) €, assim, a equagao (de operadores sobre V,')
X Y
A gy (W) Ag () = w2 A g (u)

prova ao mesmo tempo os items (iv) e (v).

Fixemos agora uma ordem total < sobre RT. A seguinte proposicao mostra o que
acontece com a forma dos pesos associados ao médulo integravel V' se ele é gerado por um
vetor v € V)" de peso A € PS. Além disso, através desta proposicao obtemos uma base
para V com certas caracteristicas.

Proposicao 3.3.5 Sejam V um U¢-mddulo integrdvel, X € P, v € V¥, v # 0 tal que
V=U° .

(i) SeV, # 0, entao p = A\—n+rd, para algumn € Q*, r € Z, tais que V™ (X\),_, # 0,
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(ii) V' € gerado pelos elementos
mghﬁx,gmrz o ‘xESﬂ"s U(O) " U,

com0<r, <Ahg), 0<t<s, f1<fB<---<pB; €RT
Demonstragao:

(1) Jaquewv € V)'' entdo U(>)-v = 0. Como U¢ =U(<)U0)UHE)U(>) eV = Uc-v,
entao

V =U(<)U(0) - v.

Lembramos que, segundo o Teorema PBW, uma base para U(0) é constituida por
monomios da forma

(hﬁhm)bl (hﬁzﬂm)bz T (hﬁsms)bs?

com fy, B2, - Bs € R, by, by, -+-bs € Z>g, ny,n9, -+ ,ng € Z — {0}. Do mesmo
modo, uma base para U(<) é constituida por monémios da forma

(x;i1751 )pl ('I(;iQ,Sg)p2 e (x(;% ,85 )pjv

COM iy, Qjy,+++ 0, E AC R, p, € Lxo, 8. € Z, para todo 2 =1,2,--- j.

Pelo Lema 2.2.1 e por x, m; € B-a;, ® t"i e hg,n, €h1t", com ng # 0, entao
]7

um peso associado ao médulo V' tem a forma

s J
A+ Z bin;o + Zpt (—ay, + 8.0).
i=1 t=1

Resumindo a somatoria anterior, resulta que um peso u associado ao médulo V' é
da forma
u=\—n+qd, paraalgunsn € Q",q € Z.

Agora tomemos o € W tal que (A —n) € PT. J4 que V' é um mdédulo integravel e
Vi # 0, pela equagao (3.10), temos V() # 0. Logo, o(u) também é um peso e assim
o(u) =X —mn + @6, para algums 1, € Q1 ¢ € Z. Além disso,

o(u) =o(A—mn)+0(qd), ouseja, o(u)=oc(A—mn)+ qo.

Assim, o(A—n) =X —mn; (pois o(A—1n) € P*) e g =¢;. Como o(A—n) € PT, entdo
o(A —n) é um peso para o médulo V(). Logo

VI (N a0
Como W deixa invariante os pesos de V/™()\), entao V" ()5, # 0.

(ii) Note primeiro que se v € V' e V = U®- v, entao V = U(<) U(0) - v. Logo, pelo
Teorema PBW, elementos da forma

xgl,nxgzyrz o xfgs,rs U(O) © v, com 0<t< 8, ﬁt < R+a Ty € Zv
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geram o espaco V. Provaremos, por indugao sobre s, que tais elementos pertencem
ao espaco gerado pelos elementos da forma

x, . U(0)-wv,

x%,klx’mkz T Py km

com 0 <k <Ahy,), 1< 7< <7y 0<t<m.

Para s =1 e r; > A(hg,), tomando em ()?g(u) AE(u)) o termo r; + 1, obtemos

()?ﬁ’(u) Ag(u)> = Z L5 ey Ngrm:
m=0

ri+1

Aplicando em v € V' e usando o item (4ii) da Proposi¢ao 3.3.4, temos

)‘(hﬂl)

()?[;(u) Ag(u)) =Y @5 Asm v =0. (3.17)
m=0

ri+1

Para valores de m maiores que A(hg, ) o termo Ag, ., - v se anula e, assim, a igual-
dade (3.17) pode ser expressa por

T1
Z xfgl,ﬁ*m Aﬁlvm v =0.
m=0

Por uma mudancga de variavel escrevemos a igualdade anterior como segue

1
> a5 mApr—m v =0, com v € Vy". (3.18)

m=0

Por outro lado, como U(0) = ( hg n : 5 € R, m € Z — {0} ), entdo
UQ)-v={(hgm-v:B€R meZ-—{0}).

Ja que hg ., -v € Vit entdao U(0) - v C Vit. Portanto, usando a equagio (3.18)
obtemos

r1
Z T3, m Agr i -mU(0) -0 =0, com U(0) -v C V).
m=0

Como Ag, o = 1, entdo x5 . U(0) - v pertence ao espago gerado pelos elementos da
forma xg U (0) - v, com 0 < r < r; na qual se satisfaz a afirmagao inicial para
s =1

Se r; < 0, usaremos a igualdade

A(hs,)
x§17r+r1 AﬁlvA(hﬁl)*T v =0.
r=0
a qual segue dos itens (i) e (i) da Proposigao 3.3.4. Ja que, pelo item (v) da
Proposicao 3.3.4, Ag zn,) € invertivel, entao xy , - v pertence ao espago gerado
pelos elementos da forma x5 . -v, com 0 > r > 7. Fazendo indugao, uma vez mais,
obtemos o resultado desejado.
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Suponha agora o resultado valido para s > 1. Sejam 3; € RT er, € Zpara0 <t < s
tal que 0 <1, < A(hg,), para todo t. Logo,

Lgo,m0 Lp1,m1 Lpa,re ~ " Lgrs V= Ly :Uﬂoﬂ"o LBy rg " Lgrs "V

+ [xﬁoﬂ"o’ xﬁlﬂ"l]xﬁmrz g gtV

Ja que [xgo’m, a;gm] € gRt™1"  a hipdtese de inducao se aplica ao segundo termo
no lado direito da igualdade. Como para o primeiro termo, note que a hipotese de
indugao aplicada a xg . xg, ., "+ @5 . +v implica que este elemento pertence ao
espago gerado pelos elementos obtidos aplicando monomios ordenados em z_ ; a v,
para v € RT ¢ 0 < k < A(h,). Portanto, devemos mostrar que qualquer elemento

da forma
IELTI x’;l,lﬁ I';kaQ T I’;m,km U(O) ",
comy <y <o <qyye 0< k < Ahy,) e 1 <t <m,pode ser escrito na

forma desejada. Se 5; < 71, temos nada para provar. De outra forma, temos

— — r1+k
[Iﬁlﬂ“l’ x’Ylykl] € gptm @1 v
e AM(hg,++,) < r1+ky. Finalmente, usando a hipétese de induc@o obtemos o resultado
desejado.

3.4 Mobdulos de Weyl sobre algebras de loop

Esta secao é a principal do capitulo. Aqui apresentamos o conceito de modulo de Weyl,
sobre L(g), definido por Chari e Pressley em [11]. Lembrando as propriedades expostas dos
modulos integraveis sobre U¢, na Proposic¢ao 3.3.4, construimos o médulo integravel W (\)
sobre U¢, para cada A € P%. Depois, para qualquer r-upla m = (1 (u), ma(u), - - - , 7, (u)) de
polinémios m;(u) em uma indeterminada w com termo constante 1 e grau A(h;), definimos
o médulo de Weyl sobre U, que denotaremos por W (), como um quociente de dimensao
finita de W (). Por esta razao, mostramos que os médulos de Weyl sdo médulos integraveis
maximais de peso maximo. Além disso, apresentamos algumas propriedades universais

dos médulos W () e W(r.)

Iniciamos definindo para A € PS o ideal & esquerda I, na subalgebra U(<) U(0) U(h)
de U® gerado pelos seguintes elementos:

h—Ah)-1, Yh € b, N, 1 €1, Im| > X h),
Ai ahe) N, —m — N xh)—m»> Vi €L, 1 <m < A(h;)

(X7 (u) A () U(0), Yie I, meZ
(X o) AF (w)m U(0), Vi € I, 7> 1, |m| > A(hy).
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Seja I, o ideal & esquerda em U gerado por [y e xzm, para todo i € I, m € Z. Assim,

L=UL+ Y Uz,

i=1,meZ

Seja Tf o ideal a esquerda em U€ gerado pelos elementos TA ed—Ad) -1, isto é,

[E=UT,+ U (d—\d)-1).

Podemos fazer a seguinte identificagao
Ue U
—=2W\) == (3.19)
I I,

Ja que U® é um U modulo a esquerda e fﬁ um ideal & esquerda, entao W (\)? herda
uma estrutura natural de U°-mdédulo & esquerda. De modo analogo, W () é um U-mddulo
a esquerda pela multiplicacao a esquerda. Consideremos agora o homomorfismo natural
de U-modulos a esquerda

p: U — W(A)
1 — ¢(1) = W)y,

com r = rl, para todo r € U. Como todo elemento de W () é da forma m—i—ﬂ, com m €
U, entao

m+1Iy=¢(m)=d(m-1)=mo(l) =mwy, = m+I,=mwy, me/U.
Assim,
W) = U - w.
De modo andlogo, obtemos W (A) = U€ - wy. Além disso, U(>); - wy = 0.

Sabemos que U é um U(0)—mddulo a direita (por meio da multiplica¢ao usual em U)
e ja que I, U(0) C I, entdo I, é um U(0)—submédulo a direita de U. Assim, podemos
considerar agora W(A) como um U(0)-médulo a direita. Por outro lado, como W (\) é
também um U¢-méddulo, entao podemos considerar seus espacos de peso que sao da forma

A=n+rd, comneQ, reZ de(h°)".

Logo, fixando n € QT, definimos

WA = WA s—yers,

reZ

o qual é um espago de peso associado a W(A) como U¢—mébdulo. J& que W (A) = U w,
¢ um U(0)—mddulo a direita, entdo por meio da identificacao feita em (3.19) podemos

2Pela forma como W (\) foi construido, ele satisfaz as condigdes de um médulo integravel expostas
na proposigao 3.3.4. Logo, podemos afirmar que ele é o médulo maximal sobre U¢ que satisfaz estas
condigoes.
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dizer que W(A) = U®wy é um U(0)—mdbdulo a direita. Logo, W (A)[n] é um U(0)-mddulo
a direita para todo n € QT. Portanto,

W) = @ wnm

neQt
é um U(0)-médulo a direita.
Seja 1,(0) = I, N U(0). Pelo Teorema PBW, temos

U(o)
(0

~—

em particular,

W(NI[0] = C[Aim, Ay i €1, 1 <m < A(hy)]

como um U(0)-médulo a direita. Segue do item (ii) da Proposi¢ao 3.3.4 que, para todo
n e Qt, W(A)[n] é um U(0)-médulo finitamente gerado.

Apresentamos agora o médulo de Weyl W (r). Este médulo resulta, basicamente, de

tomar o produto tensorial entre um médulo W(A), para algum A € (h°)* e o espago
unidimensional C,, que definimos a seguir.

Seja m = (m(u), mo(u), -+ ,m(u)) uma r-upla de polinémios em uma indeterminada
u com termo constante 1. Para a € C, definimos o elemento A, , € (h°)* estabelecendo
Ar a(hi) = O(m;) (isto é, o grau do polinomio 7;), com i € I e A 4(d) = a.

Por outro lado, seja

woT) (1
m(u) =m(u), m (u) = i(u™)

= s ) para todo i € I. (3.20)

Isto é, se consideramos nosso polinomio 7;(u) de grau n;, representado por
Ti(u) = @i u™ + amiqumfl + -+ au+ 1, com a;,, # 0, a;,, € C, para todo j € I,
entao

i i—1 2 1
T (U) = Qi W™ A+ Qg™ T A g’ - aput 1

Qio ini—1 1

a
L e e TS

para todos ¢ € I, n; € Z>y.
Seja I:(0) o ideal maximal em U(0) gerado por elementos da forma

(AF(u) — w5 (u) ), para todos i € I, s > 0.

Definimos C; := como sendo o U(0)-médulo de dimensao 1 com gerador p. Logo,

(Af(u) — 75 (u))s - p =0, para todo s > 0.
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Por outro lado, ja que W(A) é um U-médulo gerado por wy, temos o caso andlogo para
W(Ara), com A, € (h%)" e vetor gerador wy, ,. Portanto, definimos o médulo de Weyl
como o U-médulo a esquerda

W(r) := W(Ara) @uo) Cr,
com x € U atuando como x ® 1, isto é,

UxW(r) — W ()
(x,b®@np) +— x-(b®np) =x-b®1-np,

com b e W(A:,), neC.

Consideremos o seguinte esquema que define w, como imagem de 1 em W (w) através
da composicao de f e g, homomorfismos de U-modulos a esquerda

U L Wi, % W ()
I — 1wy, — wry=wy, , Qp.

Notemos que (A; (u) — 5 (u) )s - wr = wy, , @ (A (u) — 7 (u) )s - p = 0, para todo s > 0.
Logo, w, ¢ a imagem de w), , com a propriedade

AF(u) - wy = 7 (u) wy, paratodoi € 1.

Além disso, a correspondéncia wy, , = wy, se estende a um homomorfismo de U-médulos
sobrejetor entre W (A, ,) e W (). Isto justifica a afirmacdo dada ao inicio desta se¢ao de
que o médulo de Weyl W (7) sobre L(g) é um quociente de W (A ).

Lembremos que a dlgebra de Lie afim denotada por g é uma extensao da dlgebra L¢(g)
por meio de uma subdlgebra central C. de dimensao 1. Assim, qualquer representagao

de L¢(g) é uma representagao de g que faz ¢ agir como zero. Definindo hy = [ef, ;]
obtemos
hy = [66’_, 66] = [:L’e_, JI;_] Rt + 15((1_1)70) ]{T(IL‘Q_, ZL’;)C,
h0: [68_7 60_] :_h9®]—+c7

hoz—h9®1+c,
= hoz—h9—|—0.

O seguinte resultado estd provado em [6, Teorema 3.2] e é necessdrio para provar
depois, de uma forma mais direta, que o médulo W () é um mdédulo integravel.

Lema 3.4.1 Seja V um g-mddulo gerado pelo vetor v € V7, com X\ € P¢, tal que

(ef) ATy =0 se A(h;y) <0,

)

(ei_)w“)Jrl =0 se Ah;) >0,

para todo 1 € I. Entao V' é um g-mddulo integrdvel.

Teorema 3.4.2 (i) Seja A € PS. Entao W(X) € um U¢-mddulo integrdvel.
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(17) Seja ™ uma n-upla de polinémios com termo constante 1. Entdo W (mw) é um U-
modulo de dimensao finita.

Demonstragao:

(i) Pelo Lema 3.4.1 é suficiente provar que

(ef)-wy=0, (&) ")t . wy =0 (iel),

(eg) - wr=0, (e wy=0.
Suponha i € I. Entdo e = 55?,[0 e, da definigao de W (\), segue e - wy = 0. Pelo
item (i) do Lema 3.2.3, temos
(250 0+ wy = (X ()AL (W) a1 - wa = 0.
Em particular, ja que (a:;o)’\(hi)*l -wy = 0, podemos afirmar que U/ - w, é um
g-médulo de dimensao finita.

Voltando ao caso i = 0, note que e; = z; , é uma combinagao linear de produtos
com: € I, m € Z. Logo, e, -w, = 0. Para qualquer m > 0, definimos
- wy. Suponha wy, # 0. J& que [e;, 75 ] = 0, segue que

da forma x;

i,m)

wm = (e )"

UP™ (<) - = UT™(<) - ((eg)™ - wa) = ()™ UT™ (<) -

Sendo U/™ - w, um g-médulo de dimensdo finita, temos que U/ (<) - w,, é de
dimensao finita. Como W(A)[n] = 0, exceto para um ndmero finito de n € Q¥
segue que

Wy, = UM o, = U™ () U(h) UT™(<) - wy,

é um g-médulo de dimensao finita. Como w,, = (eg )™ - wy, entdo ele pertence ao
espago de peso com peso dado por A + (6 — 6)(m + 1). Logo,

(W) a4 (5—6)(m+1) 7 0.

Assim, para todo o € W (grupo de Weyl de g), temos

(Wm)a()\—(m+1)0+(m+1)6)) 7é 0.

Agora, escolhamos o tal que o(f) = —ay, para algum i € I. Entao, pelo modo como
W age em ¢, temos
W(A)o(A)+(m+1)ait+(m+1)s 7 0.

Mas isto acontece apenas para um numero finito de valores de m. Isto mostra que
w,, = 0, exceto para um numero finito de valores de m. A subdlgebra de Lie ge-
rada por eoi, ho é isomorfa a sly e dessa forma fica provado que o correspondente
sly-submédulo gerado por w)y é de dimensao finita. Segue da teoria classica, que

(e o)+t ) =0,
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(ii) E suficiente notar, usando o item (ii) da Proposicao 3.3.5, que W (x) é gerado pelos

elementos da forma
xﬁlﬂ’l xﬁbﬂ’z T, ® 1’

para s > 0, 0 < r, < A(hg,), Bt € Rt. Como RT é um conjunto finito, podemos
dizer que W (m) é gerado por um conjunto finito de elementos na forma dada acima.
Portanto, W (7) é um U-médulo de dimensao finita.

Os mddulos W (A) e W(m) possuem certas propriedades universais de acordo com a
seguinte proposicao.

Proposicao 3.4.3

() Seja V um U°-mddulo integrdvel arbitrdrio gerado por um elemento nao nulo v € V,.
Entao V' é um quociente de W(\).

(i1) Seja V- um U-mdédulo quociente de dimensdo finita de W () e assuma dim (Vy) = 1.
Entao V' € um quociente de W (m), para alguma escolha de .

(¢ii) Seja V um U-mddulo de dimensao finita gerado pelo vetor v € Vit tal que dim (V) =
1. Entao V' é um quociente de W (r), para algum .

Demonstragao:

(7)

Como V ¢ um U%médulo integravel gerado por v € V!, entao v satisfaz as relagoes
dadas na Proposicao 3.3.4. Por outro lado, W () é um U¢-médulo integravel ma-
ximal satisfazendo também as relagoes da Proposicao 3.3.4. Portanto, V' é um
quociente de W (\).

Sejam V' um U-médulo quociente de W (), com dimensao finita, e ¢ 0o homomor-
fismo de U-mdédulos a esquerda tal que

p: W) — \%
wy  — p(wy) =

Como W () é um médulo integravel, entdo V' também é um mddulo integravel. Ja
que dim (V) = 1, temos

Ag.m v ="mp,v, para alguns escalares 75, € C, com 8 € R*, m € Z.
Pelo item (7) e (iv) da Proposigao 3.3.4, temos
gm = 0, para|m| > A(hg).
Para ¢ € I, definimos

WZ(U) = 7r01i,>\(hz‘) U/\(hi) + ﬂ—az‘,)\(hi)*l U)\(hi)_l + -+ Ta;,0 W .
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Ja que A; o = 1, temos m,, 0 = 1, para todo 7« € I. Logo, temos uma r-upla de
polinémios representada por m = (7 (u), - -+, m.(u)), tais que m;(u) é um polinémio
com coeficientes em C, na indeterminada u, termo constante 1 e de grau A(h;), para
todo 7 € I. Definimos também

it (u) = mi(u),

- Tai, 0 A(hi Mol A(hy)—1 T, A(hi
7T’L (fu/) = —2" ( ’L) + — ( Z) + o o _'_ #fu/o.
Ta A(hi) Tai A(hi) Tai A(hyi)

Usando o item (i) da Proposi¢ao 3.3.4 obtemos

o0 A(hi) A(hi)
Af(u) v = (Z Aivmum) v = Z (Ajp - 0)u™ = Z (Mg m - v)u™ = m7" (u) v,
m=0 m=0 m=0

para todo i € I. Por um processo similar ao feito para A (u) e usando também o
item (i) da Proposigao 3.3.4, obtemos

00 A(hs)
A7 (u)-v= <Z Ai—m um> RS Z (A —p - 0) U™, (3.21)
m=0 m=0

Logo, usando o item (v) da Proposigao 3.3.4, temos
Ai ) - Niy—m -V = T Ah)—m v, com 0 <m < A(hy),

Ni ahy) - Niyj—m - 0

=.
T, M(hi)—m

Usando a equacao anterior, além de A; zn,) - v = m; A(n,) v, obtemos

N ppov= wv, com 0<m < A(h;). (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21), obtemos

A(hi)
A7 (u) v = Z (M v) u™ =m; (u)v, para todo i € I.

3
=0 T, A(hy)

Portanto, pelo fato de V' ser um quociente de W (\), temos que V' é um quociente
de W(r), com m = (m(u),--- ,m(u)) uma r-upla de polinomios.

(7i7) Esta demonstragao é andloga a que fizemos no item (iz).
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3.5 Um teorema de produto tensorial para W ()

Aqui estabelecemos uma condicao para que o produto tensorial de médulos de Weyl seja
outro médulo de Weyl em relacao a suas respectivas r-uplas de polinomios. Iniciamos
com o teorema principal desta se¢ao, cuja demonstracao decorre dos varios resultados
provados a seguir.

Teorema 3.5.1 Sejam m = (my(u), m(u),...,m(uv)) em = (71 (u), To(u), -+ , 7 (u)) duas
r-uplas de polinomios com termo constante 1 tais que m; e T; sejam coprimos, para todos
1<, 5 <r. Entao
W(rn) 2 W(r)® W(r)
como U-mdadulos, com
TR = (M7, Mg, -+, TpTy).

Para f € RT e m como no teorema 3.5.1, definimos 7g(u) como sendo o polinémio que
satisfaz a relagao

Af (u) - wr = Tg(u)wy. (3.23)

Lema 3.5.2 Seja f = Zri a; € R™. Entdo

=1

Demonstragao:

Seja 8 = Zn a; € RT. Pela férmula para hg dada em (3.3), temos

=1

rid;
hﬁ—Zb h;, com b; = d , para todo 7 € I.

=1

Por outro lado, substituindo hg na definicao de A+ (u), temos

A;(u) = exp (— Z (2ics )&t )

k=1
0 k
K1 —1
= et )\ = noott \
= exp (—Z 1/{; uk> - exp (— Tk: uk>
k=1 k=1
= (Af ()" - (Af (@) - (A ()™

Sabemos que A} (u) - w, = m;(u) w,, para todo i € I. Logo, aplicando A} (u), temos

(AF ())? - w0y = A () - () wy) = i) (AF () - wp) = (m(w))
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Por um processo indutivo, obtemos

(AT(U))bz C Wy = (Wz(U))bl Wy, para todo i € I.

'
Logo, para 8 = Zriai € RT € R, temos
i=1

A () we = (AF ()" (A5 ()™ - (A ()" - s
= (A ()™ - (A ()™ oo (A ()" () wr
= (A @)™ (A5 ()" - oo (M) ()" (1 ()"
= (m ()" (mo(w)” - (mo(w)" wy
Portanto,
ma(w) = (ma(w)" (ma(w)™ -+ (w0, (w)" Wy, com b = d;l

A partir de agora assumiremos que, dado f € RT e uma r-upla de polinémios T,
temos definido um polindomio m3(u) pela férmula dada em (3.23). Os polinomios Wgt(u)
sao definidos como em (3.20).

A seguir, d(m;) denota o grau do polinémio ;.

Defini¢ao 3.5.3 Seja m = {my, ma, ..., 7.} uma r-upla de polindmios em u com termo
constante 1. Definimos M(mw) como sendo o U-mddulo a esquerda obtido tomando o
quociente de U pelo ideal a esquerda Iy, gerado pelos sequintes elementos

l’;rk , h@()—a(ﬂ'i) (ie[,kGZ),
(A-i(u)—w-i(u))s (1el,s>0),
<7T,g(u))N(bT(u)>S (Be Rt s€ 2Z).
Considere o homomorfismo de U-mddulos a esquerda ¢ : U — M (7). Seja ¢(1) = my.

Como todo elemento em U é da forma u -1, com u € U, entao M (w) = U - m,. Dado A3,
definimos A;(h;) = 0(m;), para todo i € 1.

Para todo 8 € R" e todo s € Z, usando a equagao (3.23), obtemos
(Ag(u) - Wét(u))s ~my = 0.

Além disso, pelo item (iii) da Proposicao 3.3.4, pela definicdo de M(7) e assumindo

3Note que A, estd associado com o médulo de Weyl W (m) = W(A;) ® C.
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Ar(hg)
mg(u) = Z Ny u'™, com n,, € C, temos

. AW(hB)
0= (Hﬁ(u) Ag(u)> My = Z hg s—1—m Ag m - M

m=0
Ax(hg)

- Z h,@,s—l—m (nmmfr)
m=0

Ax(hg)
= Z Nm hﬂ, s—(4m) - Mg

m=0

= (o) Hs(w)) -z,

Logo,
(WB(U) Hg(u)) -m, = 0, para todos 3 € R", s € Z.

Pela defini¢ao de M (7), o seguinte lema fala que M (7) se decompoe como soma direta
de seus espacos de pesos e cada espaco de peso é de dimensao finita.

Lema 3.5.4 Temos
M(r)= @ M(m)s -,

neQt

e dim M (m)y,—, < 0o. Além disso, para todo € R, s € Z, temos

(ﬂ(,.g(u))zﬂ— (u))s - M(x) = 0.
Demonstragao:

Como A (h;) = 9(m;), para todo i € I, temos A;(hg) = O(mg), com B € RT. Logo, o
conjunto

{a5,:BeR, 0< 7 < A(hg)} Ufag @t"ns(t) : B € RT, m € Z}
é uma base de

P Cz; | @Clt, 7] =n"[1).

BERF

Pelo Teorema PBW, podemos escrever
U<)=U,UT,

com U, (respectivamente U™) consistindo de monémios ordenados do primeiro (respecti-
vamente segundo) conjunto. A relagao

(ma(w) X5 () - me =0,

s
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para todo s € Z, implica (U™), - m, = 0. Usando novamente o Teorema PBW temos
M(m) = U,
como espagos vetoriais. Além disso, este isomorfismo leva M (7). _, a
Ur(n) ={zx € Uy : [h,z] =n(h)z, para todo h € h}.
J& que este espaco é de dimensao finita, a primeira afirmacao do lema fica provada.
Para a segunda afirmacgao, mostraremos, por indugao sobre htn, a igualdade

(7@5 (u) ~[;(u)> - M(7)5,—y = 0, para todos 8 € R, s € Z.

S

Lembremos que 0, esté representando a raiz curta maxima* de g. Para htn = 0, temos
n = 0. Logo, o resultado é imediato pela definigdo de M () e pela tltima parte do Lema
3.5.2. Sem perda de generalidade, tomamos como hipétese de indugao

k—1

<7T95 (u) ~B’(u)) - M(7)x,—y = 0, sempre que htn < Zﬁi, com f3; € R,

® i=1
para todos 8 € R*t, s € Z. Pela definigao de M (), sera suficiente continuar com o processo
indutivo considerando o elemento geral

k
- - - _ E : +
T T Bars " Ty " M € M(W)/\W—TH com 1 = pi € Q.
A

Assumindo 7y, (u) = Z 6;u’, com 6; € C, 6, = 1, temos
i=0

(7@5 (u) ~5_(u)>8 = Z 0i x5 o (144 Paratodo s € Z.

=0

Entao

(7'('98 (u)Xg(u))s .IEL“ e f[,‘gk,rk . mﬂ- g

w
B (Z 0; x573_(1+i)> xEMH o 'x/gkﬂ‘k n M

1=0

iTg s (144) Uy " Uy, " Mo

.ng

0

(2

M=

<9i xE—I—Bl,S-i-m—(l-l—i) + ei xglﬂ’lxgys_(l‘i‘i)) xgz,rz e xgkﬂ'k "My
0

<.
Il

w
gi x5+51,8+7"1*(1+i) Loy " Ly Mo + L8y, Z 91 $573*(1+i) Lorg " Ly " M
=0

M-

I
o

(2

Wgs(u)Xﬂ_+ﬂ1 (u))SM1 Tgymy Tgop M+ Tg (Wgs(u)Xg (u))s Tgyry T p * Min
— 0’

4Para mais detalhe, ver [25]
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com )Afﬁjrﬁl(u) =0,se f+ 01 ¢ R*. O lado direito da igualdade é zero pela hipéGtese de
inducao e, desta forma, a prova esta completa. [ ]

O seguinte resultado fala que o médulo de Weyl W (xr) é um U-médulo de dimensao
finita maximal em relagdo aos médulos quocientes de dimensao finita de M (7).

Lema 3.5.5 O mddulo de Weyl W(r), sobre U, é um quociente de M(w) e qualquer
quociente de dimensao finita de M (mw) é um quociente de W ().

Demonstragao:

Sendo M (7) um U-médulo integravel com xzzk Me =0 € ha,0 Mz = Ar(hay0) M,

temos, pelo item (i) da Proposi¢ao 3.4.3, M (m) um quociente de W(A;). J4 que V' é um
U-médulo quociente de M (7), entdo V' é um quociente de W(\,), com dim (V) < oo.
Considere ¢ um homomorfismo de U-mddulos a esquerda tal que

e: M(r) — V
my > p(mg) =v.

Ja que M(m) é um modulo ciclico standard e ¢ um homomorfismo, V' também ¢é um
modulo ciclico standard, pelo item (vi) do Teorema 2.2.7. Representando A, apenas como
A, temos

dim (V3) = dim (M (7)) = 1.

Pelo item (i7) da Proposi¢ao 3.4.3, V' é um quociente de algum médulo de Weyl W (7),
tal que o peso maximo associado a este médulo tem a forma A = Az. Como V é gerado
por v e dim (W(7)), = 1, entéo

v=po(wz), com peC e ¢:W(w) — V homomorfismo de U-mo6dulos.
Assim, pela acido de AF(u) sobre w; e sobre m,, temos
Af(u) - wz =75 (W) wz e AF(u)-my =75 (u) my.
Aplicando os homomorfismos ¢ e ¢ as equagoes acima, respectivamente, temos
AF(u)-v =7 (w)v e AF(u)-v=n"(u)v.
Portanto, m = 7.

Para mostrar que W(m) é um quociente de M(7), pelas defini¢oes destes mddulos,
apenas sera preciso mostrar a igualdade

(ﬂg(u) )Afg(u)>s cw, =0, para todo s € Z.

Ja que W(m) é um quociente de W(A;p), podemos afirmar que W(r) é um U-mddulo

+

ak Wr =0 e hgpo-we = Aro(ha,0) wr Entdo, pelo item (iii) da

integravel com x
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Proposicao 3.4.3 e assumindo mg(u) = j;‘jéhﬁ) Ny, ™, com n,, € C, temos
Am,0(hg)
O = <Xl3(u) AE(“’)) *Wr = Z xg,sflfm Aﬂvm * Wr
8 m=0
)‘W,O(hﬁ)
= xg,s—l—m (nm wﬂ)
m=0
Ar,0(hg)
= Z Mn T s (14m) ~ Wn
m=0
= (ﬂ'@ u) Xﬁ(u)) Wy
S
Portanto, a prova do lema esta completa. [

Denote por A : U — U ® U a comultiplicacao® de U definida estendendo a seguinte
correspondencia
r+— 2 ®1+1®z, paratodo z € L(g)

a um homomorfismo de dlgebras. O seguinte lema esta provado em [21, Apéndice, p. 549].
Lema 3.5.6 Para todo 8 € R™,
A(Ag) = A§ Q AT,

com

AZ;‘: ® Ai = Z (Aﬁ,:i:k: & Aﬁjim)uk—i_m.

k,m>0

Finalmente, o Teorema 3.5.1 é uma consequéncia da seguinte proposicao.

Proposicao 3.5.7 Sejam © = {my,mo, - ,m} e ® = {m, M2, , 7} r-uplas de po-
linomios com termo constante 1 tais que m; e T; sejam coprimos, para todos 1 <, j <.
Entao

(i) M(w7) = M(m) @ M(7),
(17) qualquer U-mdodulo quociente de dimensdo finita de M(m) @ M(7) € um quociente
de W (r) @ W (7).

Demonstragao:

(1) Seja A = Ar + Az. Usando a demonstragao do Lema 3.5.4, temos

M(m7)r—y = (M(m) @ M(7)),

n

como espagos vetoriais de dimensao finita. Para provar o item (i) é suficiente mostrar
que existe um homomorfismo sobrejetor de U-médulos entre M (7w 7) e M(7w) ®

°Para mais detalhes, ver [23].
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M(7). Pelo Lema 3.5.6, o elemento m, ® mx satisfaz as relagoes de defini¢ao de
M (7 7). Desta forma, podemos afirmar que existe f : M(n7) — M(7m) ® M(7)
que transforma m,z em m, ® mz. Assim, para provar (i), devemos mostrar que
se m; € T; nao tem raizes em comum, entdo o elemento m, ® ms gera o espago
M (m) ® M(7) como um U-médulo.
Seja

N=U":(m;®mz).
Suponha que, para todo n = Zriai e n= Zﬁai, com htn= Zri <s e
htn = Zﬁ < s, se tenha

M(m)r,— ® M(F)r,_7 C N.
Provaremos as inclusoes

(27 - M(T)rs—n) @ M(F)s.ei C N e M ()5, —n ® 7y, - (M(T)a.—7) C N,

para todos ¢ € I, m € Z. Isto provara
M(m)r,—n ® M(F)ap_s C N,

quando htn < s, htn < s e dai, usando inducao sobre s, provard a igualdade
N =M(n)® M(7).

Ja& que my, e Ty, sdo coprimos, entdo podemos escolher polinomios R(u), R(u) tais
que

Rﬂgs + é%ys =1.
Pela segunda parte do Lema 3.5.4, obtemos

(Rﬂ'gs)?;(u)> cw =0 e <J§7’F95)?[(u)) cw =0,

m m

para todos i € [, m € Z, w € M(m), w € M (7). Logo,

(Fro. %o (w) - (we @) = (Rmo, X ()

=w®<u_ﬁmﬁﬂm)-w

m

w@ @+ we (Rr, X (w) @

m

=W QT , W

Tomando w € M(m)y,—, € w € M(7)r.—; de modo que w @ w € N, segue w ®
~-w € N, para todos i € [, m € Z. A outra inclusao é provada de modo similar

i,m

T
e, portanto, a parte (i) estd provada.

Suponha que V' seja um quociente de dimensao finita de M (7) ® M (7) com nucleo
K, isto é,
M(m) @ M(7)

V= K
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Provaremos que, para todo r > 1,7 € I, s > \.(h;) + 1, $ > A\z(h;) + 1, temos

(mi(u) X; (w)7), - me @ M(%) C N, (3.24)

M(m) @ (mi(u) X; (u)") - mz C K. (3.25)

Ja que a soma destes subespacos é o nicleo da aplicacao quociente
M(m)® M(7) — W(r) @ W(r),

segue que V' é um quociente de W (w) ® W (7), o que prova a parte (i7).

Para provar a equacao (3.24) é suficiente (pela prova do item (i) da Proposigao
3.3.4) provar que, para todos i € I, m € Z,

(7 )" me @ mz € K,

com r; = d(m;) = Ar(hy).

Ja que V' é de dimensao finita, o elemento (z;,,)" - m, ® mz € K, para algum r > 0.
Seja 1y o menor valor de r com esta propriedade. Como

T o (@) M @Mz = (ri — 1o+ 1)(27,,)°" " e @ ma,

segue, pela minimalidade de rg, que r;+1 = rg. A equagao (3.25) é provada de modo
andalogo.



Capitulo 4

Modulos de Weyl e de Demazure
para algebras de Lie de correntes

A nocao de médulo de Weyl para dlgebra de loop pode ser naturalmente estendida para a
categoria de representagoes de dimensao finita sobre as algebras de correntes. Diante disso,
iniciamos o capitulo apresentando os conceitos necessarios para, posteriormente, apresen-
tarmos os médulos de Weyl, sob esta nova abordagem. Outra familia de médulos que tem
sido bem estudada sao os modulos de Demazure. Em 1974, o matematico francés Michel
Demagzure introduziu este conceito como sendo um submodulo de uma representacao de
dimensao finita gerada por um espago de peso maximo sob a acao de uma subalgebra
de Borel. Neste capitulo apresentamos os médulos de Demazure para algebras de cor-
rentes e provamos que eles sao quocientes de modulos de Weyl. Por outro lado, também
dedicamos uma secao a apresentar os moédulos de fusao que, inicialmente definidos em
[16] por Feigin e Loktev, sao dados a partir de um conjunto de representacoes de uma
algebra de Lie simples e um conjunto de pontos complexos. Neste mesmo trabalho, Feigin
e Loktev conjecturaram que os modulos de fusao independem da escolha dos parametros
complexos. Ao final deste capitulo, estabelecemos um caso particular desta conjectura.
Além disso, mostramos sua relacao com os modulos de Weyl e de Demazure.

Ao longo deste capitulo nos restringimos ao caso da élgebra de Lie g = sl,..1. No
entanto, preferimos usar apenas a notacao mais geral de uma algebra de Lie simples
denotada por g ja que esperamos que alguns resultados sejam validos num contexto mais
geral.

4.1 Preliminares

Nesta secao definimos as algebras de Lie de correntes e destacamos as notagoes que utili-
zaremos para o caso da dlgebra de Lie g = sl,;;, das matrizes de ordem (r+ 1) x (r + 1)
com trago nulo.

70



4.1. PRELIMINARES 71

4.1.1 Algebras de correntes

Definigao 4.1.1 A algebra de corrente g[t] associada a uma dlgebra de Lie complexa
simples g € o espago vetorial g @ Clt], com Clt] o anel de polinomios na indeterminada t.

Podemos munir a dlgebra de corrente g[t] de uma estrutura de dlgebra de Lie, definindo
seu colchete por

[t@t",y @] = [r,y] @™, para todos z,y € g, r,s € Z,.

Observe que g[t] ¢ uma subdlgebra da dlgebra de loop L(g) = g® C[t,t], pois, para todo
T € g, temos

g SN gl -4 g ® Clt]

r — 1 — ®1,
com f um isomorfismo e i a aplica¢do identidade. Denotamos por gt[t] o ideal maximal

de glt] gerado pelos elementos da forma = ® t", para todo = € g, n > 0.

Sejam Z o conjunto dos ntmeros inteiros, N o conjunto dos inteiros nao negativos e
N, o conjunto dos inteiros positivos. Sejam g = sl a algebra de Lie de matrizes de
ordem (r + 1) x (r + 1) com trago nulo, h a subélgebra de Cartan de g consistindo de
matrizes diagonais e {a; : 1 <1 < r} o conjunto de raizes simples para g com respeito a
b. Para 1 <4 < j <7 definimos a;; = (o + - - - + ;) e sejam x;; (respectivamente, z; )
a matriz de ordem (r 4+ 1) x (r 4+ 1) com 1 na (¢,j + 1)—ésima entrada e zeros no resto
(respectivamente, (j + 1,7)—ésima entrada e zeros no resto).

Definimos as subdlgebras n* de g, como segue

+ +
wt= P Caj

1<i<j<r

Para 1 < i <r+1, definimos H; como sendo a matriz diagonal com 1 na posicao (i, 1)
e zeros no resto das entradas. Os elementos h; = H; — H; 1, com 1 < ¢ < r formam uma
base para b.

Seja {w; : 1 <i <r} o conjunto de pesos fundamentais de g, isto é, uma base para h*
a qual é dual a {o; : 1 < i < r}. Consideramos os espagos Q, Q, P e P como foram
definidos em (3.2) e (2.5) no Capitulo 3. Além disso, para uma &lgebra de Lie a, o espago
U(a) ainda denotard sua élgebra envolvente universal.

Consideremos agora o anel de grupo de P sobre Z, que denotamos por Z[P]. Por
definigao, Z[P] é um Z-mddulo livre cuja base é formada pelos elementos e(p) (em cor-
respondéncia bijetora com os elementos p € P).

Definigcao 4.1.2 Seja V. um g-mddulo arbitrdrio de dimensao finita, com
V:@VM, Ve,={veV:h-v=pu(h)v, para todo h € h}.
nepP
O caracter de V é definido por
chy(V) = dim(V,,) e(n) € Z[P).

neP
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Continuaremos denotando o g-médulo irredutivel de dimensao finita por V(A) (para
T
A= Zmi w; € PT), como na Segao 2.2.4, agora para o caso g = s, 1, com relacoes de
=1
definicao dadas por

i con=0, h-vy=Ah)vy, (:zc;i)””Jrl cvy =0, paratodos 1 <i<j<r heb.

1,7 ’
Observagao 4.1.3 A dlgebra de Lie g[t] ¢ uma dlgebra de Lie N-graduada', cuja gra-
duacao € induzida por Clt], isto é, jd que C[t] = @Ct”, temos g[t] = @g ® t". Entao

neN neN
a graduagao de g[t] é dada por

alt] = Paltlln], com gft]ln] :=g@1".

Logo, U(glt]) é também uma dlgebra N-graduada. Um elemento em U(g[t]) da forma
(1 @) (22 @ %2) -+ (x, ™), com xq, Ta, --- , Tp € g,

tem grau sy + S2 + - - - + S,. Denotamos por U(g[t])[s] o subespago de U(g[t]) com grau s.

Consideremos um g[t|-médulo N-graduado M = @MS. Pela Observacao (4.1.3),

seN
temos

(g[t][n]) - (Ms) C Mg, para todos s,m € N.
Em particular, para n = 0, temos
(g[t][O]) ’ (Ms) C Ms+0 = MS?
ou seja,
(g@t°) - M, C M,

(g®1)- Mg C M,
g- My C M, para todo s € N.

Logo, M, é um g-submédulo de M, para todo s € N. Agora podemos tomar os espacos
de peso para cada Mj, que denotamos por M, s, com u € P, isto é,

M, s={veM:h-v=p(h)v, paratodo h € h}.

M= @ M.

(1, s) € PxN

Assim

Neste caso, o caracter graduado de M é um elemento de Z[t][P] definido por

chy(M) =Y dim(M, )t e(u) =) chy(M,)t".

(1, s) e PxN seN

A seguir estudaremos os modulos de Weyl para as algebras de Lie de correntes, to-
mando como referéncia o Capitulo 3.

'Para mais detalhe, consulte [2].
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4.2 Mobdulos de Weyl para algebras de correntes

Apresentamos agora o médulo de Weyl sobre g[t] tomando como referéncia a Segao 3.4
do Capitulo 3.

Seja W (m) o médulo de Weyl sobre U. Logo, W (7) pode ser visto como um ¢g|[t]-médulo
(pois g[t] é uma subdlgebra de L(g)). Lembremos que 7 é uma r-upla de polinomios em
uma indeterminada u com termo constante igual a 1.

,
Para A = Z m;w; € PT e a € C*, definimos
i=1

™= ((1—au)™, (1 —au)™, - (1 —au)™).

Observe que 9((1 — au)™) = m; = A(h;), para todo ¢ € I. Logo, para todo = € g e
s > 0, consideremos o homomorfismo de algebras de Lie ¢ dado por

vl — glt]
TRt — R (t—a).

Desde modo, podemos considerar a composi¢ao
olt] == glt] == gl(W ().

Logo, fazendo pull back do médulo W (my) através de ¢, temos que W () é um mddulo
de Weyl sobre g[t] com agao dada por p o ¢. A partir de agora denotaremos o médulo de
Weyl sobre g[t] por W()), com A € PT.

Resumindo as carateristicas do médulo de Weyl para g[t], temos a seguinte definigao.
Definigdo 4.2.1 Dado A = » mj;w; € P¥, 0 mddulo de Weyl W(X) ¢é um g[t]-mddulo

i=1
gerado pelo elemento wy, com as sequintes relagoes definidoras

t‘l+[t] Wy = O, bt[t] W) = 0, h - Wy = )\(h)w)\,

(27, ® D)™t wy =0, para todos h € b, 1 <i<r.

Como consequéncia das relagdes que definem o médulo de Weyl W () sobre glt],
obtemos o seguinte lema:

Lema 4.2.2 Sejam A € PT e W(A) o mddulo de Weyl de peso mdzimo \. Entdo

(i) o médulo de Weyl W(X) admite uma N-graduagdo induzida pela graduagdo em glt]
dada por

W) =D WO

seN



4.3. MODULOS DE DEMAZURE 74

(ii) para todo s > 0, os subespagos W () sao g-submodulos de dimensao finita e

W()‘) = @ W()‘)u,m

(u,s)€PxN

com W(A),s ={w e W(A)s: h-w=pu(h)w, para todo h € b}.

Para cada pu € P, definimos o espago de peso para W (\) por
WA, =W ={weW): h-w= p(h)w, paratodo h € h}.
seN

O seguinte resultado foi tomado do Teorema 3.4.2 e da Proposicao 3.4.3 e esta adaptado
para o caso glt].

Teorema 4.2.3 Para todo A € P, 0os mddulos de Weyl W () sao de dimensao finita.
Além disso, qualquer g[t]-mddulo de dimensao finita V' gerado por um elemento v € V
satisfazendo as relacoes

nt[t]-v=0, btlt]-v=0, h-v=ANh)v, para todo h € b, (4.1)

¢ um quociente de W (\).

4.3 Modulos de Demazure

Nesta secao definimos os médulos de Demazure e provamos que, em representacoes in-
tegraveis de peso maximo da &algebra de Lie afim associada a sl..1, eles sao quocientes
dos médulos de Weyl. Comecamos definindo as algebras de Lie afim de Kac-Moody.

Defini¢ao 4.3.1 A dlgebra de Lie afim g é uma extensio de L°(g) por meio de uma
subdlgebra central C., isto €,

g=L(g) ®C,

A estrutura de algebra de Lie em g é dada com o colchete

[z@t"y@t"] =[2,y] @t"™ + ndpimo (,9) c,
[c,8] =0
[d, x@t"] =nz®t", para todos x,y € g, n,m € Z.

A forma de Killing sobre g é representada por (, ). Seja 6 =had C. b C, a subdlgebra
abeliana de g associada a g = sl.,1. Podemos considerar h* como um subespaco de h*
definindo A(¢) = A(d) = 0, para todo A € bh*.

Para 0 <i < r, definimos os elementos A; € 6* como segue

Ai(h;) = 0;5, Ni(d) =0, Aj(c) =1, paratodol <j<r.
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Seja

ﬁ+ = {anAz tn; € ZZO} C 6*
=0

Definimos & € §* por

As raizes simples para g com respeito a 6 sao denotadas por «;, para 0 < i < 7, com
ap=0— (a1 + g + -+ -+ ;). Seja

@+ = {anaz Tn; € Z>0} C ﬁ+ C 6*
1=0

Seja Wo grupo de Weyl afim e (, ) a forma bilinear sobre h* que deixa W invariante tal
que
(A, ;) = 0,5, para todos 0 < 4,5 <,

(d,a;) =0, para todo 1 <7 <r.
O seguinte lema pode ser encontrado em [17].
Lema 4.3.2 Seja € P*. Ezistem 0 < i, < r e w(p) € W C Aut(h*) tais que

w(u)Aiu|b =, isto é, w(u)(A;,)(h) = pu(h), para todo h € b.

Definig¢ao 4.3.3 Dado A = imi/\i e Pt Seja L(A) o g—mddulo irredutivel gerado
por vy, com as sequintes relagio”:e(?s:
gtft] oA =0, (0" @1)-va =0, (h®1)-va=A(h)va,
(2, ® D™ oy =0, (af, @)™ vy =0, para todo 1 < i <,

com gt[t] o ideal maximal de g[t] gerado pelos elementos da forma x @ t", comx € g e
n > 0.

Sabe-se por [26] que o médulo L(A) é integrével e irredutivel. Apresentamos o seguinte
resultado que esta provado em [26, Proposigao 9.3].

Proposicio 4.3.4 Para A € P,

(1) temos

NeP
com L(A)y = {v e L(A) : h-v=A(h)v, para todo h € h}. Além disso,

dim(L(A) ) < 0o, dim(L(A)p)=1 e L(A)y=0seA—A ¢&Q+.
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(i1) O conjunto

wt(L(A)) ={AN € P:L(A)y #0} C A — Q"

¢ invariante por W. Além disso,
dim(L(A), ) = dim(L(A), ), para todos w € W, A € P.

Em particular, dim(L(A),a) = 1, para todo w € W.

A continuagao, apresentamos a definicao formal de nosso médulo de Demazure.
Definicao 4.3.5 Dado w € W. Sejam vyp um elemento nao nulo em L(A),p €
D(wA) = U(g[t])vwa C L(A).

O mddulo D(wA), com w € W, ¢ chamado médulo de Demazure.

A seguinte proposicao mostra que um maédulo de Demazure é um quociente de um
modulo de Weyl.

Proposigio 4.3.6 Seja A € P* ew € W tal que w./\’b € P*. Entio D(wA) é um
quociente de W(wA|h).

Demonstragao:

’

E suficiente provar
n[t] - ven =0, BE[t] - ven =0, h-vep = wA(R)vya.

Suponha
(27, ®1°) -vpr #0, paraalgum 1 <i<j<r e seN.

Como (xf ;i ® t°) pertence ao espago cuja raiz é o, ; + s6 € v, pertence ao espago cujo
peso é wA, entao (xj] ® t°) - vyp pertence ao espago cujo peso é wA + a; ; + sd. Logo,
wA + o ; + s6 € wt(L(A)). Pelo item (i7) da Proposicao 4.3.4, temos

A+w Y a;;) + 50 € wt(L(A)) € A — Q™

desta forma —w'(a; ;) — s0 € @*. Como s6 € @+ e @+ é um grupo com a operacao
soma, entao
—wil(Oéivj) < QJr.
Considerando —w™!(ay ;) = Zpl- i, com p; € Zsg, temos —w ™ (ay j)—s0 = Z(pi—s)ai,
i=0 1=0
com (p; — s) € Z>, para todo i € {0,1,2,--- ,r}. Entao

r

w Ny ;) + 86 = Z(s — pi)ay, com (s —p;) € Z<y.
i=0
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Agora, para A € P*, temos

T

(A, w ;) + 55 ( ri A\, (s —pj)a]) , com r; € Zxy.

Jj=0

<
<

=) 1) (s=p;) (A, o) 0.
1=0 j=

[e=]

=

—

A, w ;) + s6) < 0. (4.2)

Por outro lado,

(WA, ;i) = (Nw ay)) (ZmAZ,Z pjaj)
=Y —ripi (A, o)

Z] 0

< Z —TiPj Aza O‘j) Z rys (Az’ aj)
1,7=0 i,5=0

= Z —ripj +1is) (A, o) = Z ri (s —pj) (Ai, o)
1, 7=0 2,7=0

= (A, w (i) + 86) .
Logo,
(WA, a; ;) = (A w o)) < (A w e ) +s5) <0, usando (4.2).
o que contradiz wA|, € PT, a menos que
(A, w™H(aig)) = (A, w ™ (i) +50) = 0. (4.3)

Neste caso, sendo w™(a; ;) + sd € H*, podemos tomar sua reflexdo induzida (em 17\/\),
dada por

2(5, U)_l(Oél"j) + 85)
(w*l(ai,j) + 85, w*l(ai,j) + S(S)

O-wfl(ai,j)-l-s&(ﬁ) = 5 - (w_l(ai7j) + 85)’

para todo 8 € E* Quando 8 = A, temos
Tw1(a; ;)+s5(A) = A, usando (4.3)
ou seja, a reflexao oy,-1(q, ;)+s5 € W induzida por w™(a; ;) + 0 fixa A e assim
A — (W (i) + $0) = Tuwt(ar)rss (A + w ™ (i) + $0).
Como A + w™(a; ;) 4+ s6 é um peso associado & L(A), entao

A — (w (o) + s0) € wi(L(A)) € A — Q.
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= w_l(ai,j) + 56 € @+,

o que contradiz
—w N ay;) —s6 € QT

Portanto,
(x:’rj@)ts) “vppa =0, paratodos 1 <i<j<r, néeN.

Por outro lado, suponha (h ® t*) - v,p # 0, com h € b, para algum s € N. J4 que o
elemento (xfj ® t*) pertence ao espago cuja raiz é sd, entao (:v;’j ® t*) - vy pertence ao
espago cujo peso é wA + sd, ou seja, wA + sd € wt(L(A)). Logo,

A+ 56 € wt(L(A)) Cc A— Q.
Entdo —s6 € QF, o que é absurdo, pois s € N e § € QF. Portanto,
(h®1t%) - vyn =0, para todos s € N, h € b.

Finalmente, ja que D(wA) é um g[t]-mddulo de dimensao finita, entdo podemos também
considerar D(wA) como um g-médulo de dimensao finita. Logo,

h - vyn = WA(R)vya,
o que conclui a prova. n

O seguinte teorema é um caso especial de um resultado que pode ser encontrado em
[17].

Teorema 4.3.7 Suponha que A = Ny, 0 < ig <1, e que w € W ¢ um elemento tal que
T

w/\‘h = Zmi w;, com m; € N. Entao temos um isomorfismo de g-modulos
i=1

D(wA;,)) 2 V()™ @V (w)™ @ -+ @V (wg)™.

4.4 Mobdulos de fusao

Nesta se¢ao, definimos a estrutura médulo de fusao, segundo [16], provamos que o produto
de fusao de moédulos de avaliacao é um quociente de um moédulo de Weyl e exibimos a
Conjectura 1.8, de [16], que afirma a independéncia dos médulos de fusdo com respeito
a escolha dos parametros. Também provamos como os moédulos de Weyl, os modulos de
Demagzure e os moédulos de fusao se relacionam e por fim estabelecemos um caso particular
da conjectura.

Consideremos a € C e g uma algebra de Lie. Seja ev, : g[t] — g o homomorfismo de
algebras de Lie definido por ev,(x ® t*) = a®z, para todos x € g, s € N.
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Seja V um g-mdédulo arbitrario. Pelo pull back de V através de ev,, temos que V é
um g[t]-médulo com a a¢do dada por

(x®@t%)-u=a’(zr-u), paratodosz€g,uecV. (4.4)

Este modulo é chamado mdédulo de avaliacao, o qual denotamos por V,. Lembremos
que, segundo a Sec¢ao 2.2.4, V() é o g-mddulo irredutivel de dimensao finita gerado por
vy, vetor de peso maximo A € PT. Adaptando V() a dlgebra g = sl, 1, temos

nt vy =0, h-vy = A(h)vy, paratodo h € b, (z;,)™*" vy =0.

Denotamos por V,(A\) o médulo de avaliagdo correspondente a V(). Pela estrutura de
V() e pela equagao (4.4), temos que V() = U(g[t]) - vy é irredutivel de dimensao finita,
com v, satisfazendo

nt[t]-vy=0, (h®t")-vy=a A(h)vy, para todos h € b, r € Z>y. (4.5)

Consideremos agora k € Ny e V,.()\;) os g[t]-mddulos de avaliacdo, com a; € C (nao
necessariamente distintos) e \; € P*, para cada 1 < i < k. Definimos

V.(A) =V, (M) ® ... @ Vi, (M\g) e Vi=10y Q... @ Uy,
Dadosz € g, s € N, u = (u1 ® ... ® ug) € Vo(A). Podemos definir uma agao de g[t] sobre
V.()), aproveitando a acao de g[t] sobre cada V,,(\;), dada por:

(m®t5)-u::Za5" (U1 @ .. @ (T - u) @ ... @ ug). (4.6)

Deste modo, V,(\) é um g[t]-médulo.

A seguinte proposigao pode ser encontrada em [16]. Este resultado estabelece que o
produto tensorial de médulos de avaliagao é um g[t]-mddulo irredutivel.

Proposigao 4.4.1 Sejam k € Ny, \; € PT, a, € C, 1 < s <k, e assuma que as # ay se
s# 5. Entio Vo(\) = Vi (A1) @ Vi,(Ao) @ -+ @ Vi, (M) € um glt]-mddulo irredutivel.

Suponha que as hipoteses da Proposicao 4.4.1 sejam satisfeitas. Consideremos
Va(A) = Vo, (M) @ Viy(A2) @@ Vo (M) e v=uy @uy, @ @y,

Entao, pela Proposicao 1.1 de [16], v é gerador de V,(A). O mddulo V,(A) nao é um
g[t]-moédulo N-graduado. No entanto, a N-graduacao sobre g[t] induz uma filtragcdo g-
equivariante® sobre V,()\) como segue: para n € N, definimos a filtracio sobre V,(\)
dada por

V'A) :={(g-v:g€U(g[t]), g possui grau no maximo n ) C V,(A),
em outras palavras, usando a notacao dada na Observacao 4.1.3, temos

Vi) = @B Ulalt]) [s] - v.

0<s<n

2Para mais detalhe, ver [16].
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Além disso, definimos V,7'(\) :=0 e

Var (A1) # Vi (A2) -+ % Vo, (M) == @ Vo'V ) (4.7)

Podemos considerar agora a seguinte aplicagao
Va(A) — Vo (M) # Vay(Xo) oo % Vo (Ar)

/

v Co V=0 + VN,
para todos v € V() C V4()), s € N.
Lema 4.4.2 Para todos s € N, x € g, v' € Vo, (A1) * Vi (Xa) # -+ x Vi, (Ab), a formula

(x@t%) v = (x @t

define uma estrutura de g[t]-mdédulo N-graduado sobre V,, (A1) * Vay(A2) -+ % Vg (Ag).

Demonstragao:
Va' (M)

Vet (N
v’ é um elemento da forma g - v, com g € U(g[t]) de grau n. J& que

Definimos := A", para todo n > 0. Tomemos v’ € A™. Logo, o representante

(z@t)VH(A) C Ve (N),
obtemos

(z@t)- v =@ot) v +V ) =@et)h +VrT =z et) v,
—_—— N e T ~——— ~—_———
€A € Van(A) c VanJrS \) € Ants

€ gltlfs] € glt]ls]
para todo n, s € N. Logo, a acao esta bem definida. Portanto,
Vo, (A1) # Vi (A2) -+ % Vo, (Ag)
é um g[t]-médulo com graduagao do tipo N, dada por A", n € N. [ ]
Definicao 4.4.3 O g[t]-mddulo resultante (4.7) é chamado produto de fusdo dos mdédulos
Vi, (Ni), com 1 <i < k.
O seguinte lema é uma consequéncia da Proposi¢ao 4.4.1.

Lema 4.4.4 Temos

Var (M) # Vay (Ag) -+ Vo (M) = U(alt]) - v,

Demonstracao:

E claro que U(glt]) - ¥ C Vi, (A1) * Va,(A2) * -+ % Vo, (M) Provaremos a inclusio
contraria. Pela Proposicao 4.4.1 temos V,(\) = U(g[t]) - v.
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Seja P € Vo (A1) * Vay(A2) * -+ %V, (Ax) um elemento arbitrario. Logo, o representante p
pertence a V(). Entdo p = ¢ - v, com g € U(g|t]). Portanto, p € U(glt]) - V. |

A seguinte conjectura, que foi dada em [16], garante que o mddulo de fusao é inde-
pendente da escolha dos parametros ag, by € C. Mais adiante estabelecemos um caso
particular deste resultado.

Conjectura 4.4.5 Sejam k € N, \, € PT, 1 < s < k. Suponha que ag, by € C, 1 < s <
kequeas#ay, by #by ses#s el <s s <k. Entio

‘/211(/\1) * ‘/212(/\2) Kok ‘/ak(/\k) = %1(/\1) * %2(>‘2) Kook %k()\k)
como g[t]-mddulos.

Proposigao 4.4.6 Considere k € N_, \; € PT, com 1 < i <k, e ay, ag, -+ ,a; com-
plezos distintos. O produto de fusao Vg, (A1) * Vo, (A2) * -+ % Vo (Ag) € um quociente de
WA+ Ao+ -+ Ag).

Demonstragao:

Pelo Lema 4.4.4, é suficiente provar que Vv satisfaz as relagoes em (4.1). Consideremos
k

Xi € Pt com 1 <i < k. Definimos A = Z Ai. Pela equacgao (4.6), temos
i=1
k
(xz-fj@ts) -V:Zag(v,\l ®~~~®(xi+’j.v/\q)®...®v/\k)7

q=1
para todos 1 <17 < j <r e todo s > 0. Logo,

(xz—'fj'U/\l®"'®U/\k)+"'+az(v)\1®"'®:E;Lj-v)\k)
0@ - @uvx)+--+aj (@ ®0)

= (xf-@ts)-v:o, para todos 1 <i<j<r s>0.
+ S\ . —
Novamente, pela equagao (4.6), temos

(h@1)-v=> al(v,® @ (h-vy,)@ - @vy) =Y A(h)v=2Ah)V.

q=1 q=1
Entao h -V = A(h) ¥V, para todo h € h. Finalmente, temos
k
(hot+) v = (Z \(h) ) v.
j=1

Logo, para todo s > 0,

k
(h@t) 3 = (@t ) v = (Z Ajma;“) v
~ —_———

colls+1 A Astl
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k
o que implica (Z A (hi) aj”) v =0em A*™! ou seja, (h; @) - ¥ = 0, o que conclui

j=1
a prova. [

Corolario 4.4.7 Para A\ = Zmi w;, temos

=1
T 1 m;
dimw () =[] (“.L ) .
1
=1

Demonstragao:

T

A prova é imediata pela Proposicao 4.4.6, tomando os elementos k = E mi, As =
i=1

w;., 1 < s <k, e assumindo que cada w; ocorre m;-vezes. [

O préximo teorema é o principal resultado de [5]. Este foi conjecturado em [11] e
necessario em [7].

Teorema 4.4.8 Seja \ = Zmiwi € PT. Temos que
i—1

dim (W()\)) = H <T * 1). (4.8)

! 7
=1

Concluimos o capitulo assumindo o Teorema 4.4.8 e notando algumas de suas con-
sequéncias. Observe que o proximo corolario estabelece a Conjectura 4.4.5 para uma
familia substancial de médulos.

Corolario 4.4.9 Dados i1,...,1; € {1,...,r}, tome X = Y ., w; . Seja w(\) € W e
0 <y <71 como no Lema 4.3.2, para que w(\) Aixlh = \. Sejam ay,...,a € C tais que
a; # aj, para todos 1 < i # j < k. Entao temos um isomorfismo de g[t|—mddulos

Vay (Wi ) # -8 Vo (wiy ) WA = D (w(A) Ay, ) -

Demonstragao: A demonstracao segue pelo Teorema 4.4.8, juntamente com as Pro-
posicoes 4.4.6 e 4.3.6 e o Teorema 4.3.7. [

Observacao 4.4.10 Provar a conjectura de [16] para representacoes irredutiveis arbitrdrias
identificando-as com um g[t|]—mddulo, que € independente dos pontos, envolveria a iden-
tificacao de um quociente adequado de modulos de Weyl.

Para uma particdo £ = (& > & > -+ > §,41) de inteiros nao-negativos, tome A\ =
i (& — &41)w;. Dada uma partigao ¢ e considerando p = Y. nyw; € Pt como um
vetor (ny,...,n,), seja K,¢(t) o correspondente polinomio de Kostka .

3Para mais detalhes, ver [31].
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Observe que K, ¢(t) = 0, a menos que &2 = 0.

Corolario 4.4.11 Usando a notacdo do Coroldrio 4.4.9, temos

Chy (Vay (wi) % == 5 Vo (wi,) ) = chgW(A) = Y K () - chgV (Ae),
3

onde a soma € sobre todas as parti¢oes & satisfazendo &9 = 0 e £ € a parti¢ao transposta.

Demonstragao:

A primeira igualdade segue do isomorfismo entre moédulos de Weyl e o produto de fusao.
Ja a segunda igualdade segue, primeiramente, usando a identificacao entre modulos de
Weyl e de Demazure dada no Corolario 4.4.9 e depois usando o Teorema 5.2 de [29], o
qual fornece a férmula para chy(D(wA)). u

Este coroldrio estabelece um caso particular da conjectura declarada em [16]. Em [28],
outro caso foi provado, a saber, foi demonstrado que o caracter graduado do médulo

V(njwy) -+« V(ngw), n; €N, 1 <5<k,

¢ dado por uma férmula similar baseada em polinomios Kostka.



Consideracoes Finais

Esta dissertacao teve como objetivo principal apresentar os médulos de Weyl e os médulos
de Demazure, ambos sobre as dlgebras de correntes, e provar que estes ultimos sao quoci-
entes de um médulo de Weyl. Além disso, cumprimos os objetivos secundarios, a saber:
definimos os médulos de fusao e estabelecemos uma relacao entre eles e os médulos de
Weyl e de Demazure.

A nocao de médulo de Weyl poderia ser, a priori, estendida sobre qualquer algebra
e obter propriedades universais com o objetivo de classifica-los é de grande interesse aos
pesquisadores da area. Em [15], estenderam a defini¢ao desta estrutura sobre g ® A, com
g uma algebra de Kac-Moody e A uma algebra comutativa associativa finitamente gerada
com unidade sobre C e também generalizaram um teorema de decomposi¢ao de produto
tensorial para os médulos de Weyl sobre g ® A. J4 em [19], definiram os mddulos de

Clt]

tNCJt]’
os modulos de Weyl truncados sao isomorfos a um produto de fusao de certos modulos
irredutiveis, quando N é um inteiro positivo suficientemente pequeno com respeito ao

Weyl sobre as dlgebras de correntes truncadas g[tjy = g ® conjecturaram que

peso inteiro dominante \ e provaram esta conjectura quando A é um multiplo de certos
pesos fundamentais. Por outro lado, visto que a Conjectura 4.4.5 sobre o produto de fusao
dos mddulos de avaliagao foi provada para alguns casos especiais ( [5], [16], [18] ), outra
direcao de estudo futura seria prova-la para o caso geral.
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