JOAO CARLOS FERNANDES BARREIRA

MULTIPLAS SOLUCOES PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS
ELIPTICOS

Dissertacao apresentada a Universidade Federal
de Vigosa, como parte das exigéncias do Pro-
grama de Pos-Graduagao em Matemética, para
obtencao do titulo de Magister Scientiae.

Orientadora:  Jéssyca Lange Ferreira Melo
Gurjao

VICOSA - MINAS GERAIS
2020



Ficha catalografica preparada pela Biblioteca Central da Universidade
Federal de Vigosa - Campus Vigcosa

T
Barreira, Joao Carlos Fernandes, 1995-

B271m Multiplas solugdes para uma classe de problemas eliptjcos /

2020 Joao Carlos Fernandes Barreira. — Vigosa, MG, 2020.

90f. ; 29 cm.

Inclui apéndices.

Orientador: Jéssyca Lange Ferreira Melo Gurjao.
Dissertacéo (mestrado) - Universidade Federal de Vicgsa.
Referéncias bibliograficas: f.75-76.

1. Equac0es diferenciais elipticas. 2. Categoria de
Lusternik-Schnirelman. I. Universidade Federal de Vicosa.
Departamento de Matematica. Programa de P4s-Graduacdg em
Matematica. Il. Titulo.

CDD 22 ed. 514.21




JOAO CARLOS FERNANDES BARREIRA

MULTIPLAS SOLUCOES PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS
ELIPTICOS

Dissertag@o apresentada & Universidade Federal
de Vigosa, como parte das exigéncias do Pro-
grama de Pos-Graduagdo em Matemaética, para
obtengao do titulo de Magister Scientiae.

APROVADA: 20 de fevereiro de 2020.

Assentimento:

J%&{ éjeb E':Zﬂav/) Aarf.a/,L

Jodo Carlos Fer nandes Barreira
Autor

§LY)M,LQ .é)OW\UY IZ{QH/LLL AR Mﬂu f M’m}w

GJ éssyca Langg Ferreira Melo Gurjéo
Orientadora



Dedico este trabalho aos meus pais,
Walter e Marisa e a minha avo Nedina.



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar satde, sabedoria, confianga e for¢a para sempre continuar

e concluir meus objetivos.

A minha familia, por sempre estarem presentes, por me apoirem em todas as fases, por
me ajudarem a superar as dificuldades, pelas conversas, pelo carinho e amor de sempre,
o meu muito obrigado! Também a minha namorada Yasmin, por estar comigo desde o

inicio, pelo companherismo de sempre, por fazer dos dias dificeis dias mais leves.

A professora Jéssyca pela orientacao, paciéncia, dedicagao, pelos ensinamentos que
foram de muita importancia para minha formacao e elaboragao deste trabalho, levarei
estes comigo. Agradeco também a banca examinadora, por avaliarem e ajudarem no

enriquecimento deste trabalho. Obrigado!

Aos professores, funcionérios e colegas do DMA-UFV, em especial aos amigos Ray e
Maiara, por me ajudarem desde do inicio e por fazerem o ambiente de estudos um lugar

produtivo e descontraido. A UFV, por me propocionar a realizacao de um sonho.

Aos meus amigos, praticamente irmaos, em que mesmo com a distancia nao deixaram

de me apoiar, de estarem comigo. Que nossas amizades durem pela eternidade.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codigo de Financiamento 001.



O coracao do homem planeja o seu
caminho, mas é o Senhor que firma
seus passos.

Provérbio 16:9



Resumo

BARREIRA, Joao Carlos Fernandes M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2020. Multiplas solugoes para uma classe de problemas elipticos. Orientadora:
Jéssyca Lange Ferreira Melo Gurjao.

Nesta dissertacao estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugoes nao triviais

para o problema eliptico critico

—Aju = put™t +uP 7z e Q,
u(z) > 0,z € €, (P,)
u(z) =0,z € 09,

em que 2 é um dominio limitado suave de RY, N > p?, 2 < p < q < p*, p* = pN/(N —p)
é o expoente critico de Sobolev, e © um parametro positivo. Seguindo Azorero & Alonso
[13], [14] e Alves & Ding [1], mostraremos a existéncia de, pelo menos, cato(£2) solugoes

nao triviais para o problema (P,).

Palavras-chave: Métodos Variacionais. Crescimento Critico. Categoria de Lusternik-

Schnirelman.



Abstract

BARREIRA, Joao Carlos Fernandes M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February of
2020. Multiple solutions for a class of elliptical problems. Adviser: Jéssyca Lange
Ferreira Melo Gurjao.

In this dissertation we study the existence and multiplicity of nontrivial solutions for

the critical elliptical problem

—Aju = put™t +uP 7z e Q,
u(z) > 0,z € 2, (P,)
u(z) =0,z € 09,

where Q is a bounded and smooth domain of RY, N > p? 2 < p < ¢ < p*,
p* = pN/(N —p) is Sobolev’s the critical exponent and p a positive parameter. Following
Azorero & Alonso [13], [14] and Alves & Ding [I], we show the existence of, at least,

cato(€2) nontrivial solutions for the problem (P,).

Keywords: Variational Methods. Critical Growth. Lusternik-Schnirelman Category.
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Introducao

Nesta dissertacao estudamos a existéncia e a multiplicidade de solugoes nao triviais

para o problema eliptico critico

—Aju = put™t +uP 7z e Q,
u(z) > 0,z € Q, (£
u(z) =0,z € 09,

em que € é um dominio limitado suave de RY, N > p? 2 <p < q < p*, p* = pN/(N —p)
é o expoente critico de Sobolev, e © um parametro positivo.

A dificuldade em mostrar a existéncia de solugao nao trivial para esse problema critico
deve-se a falta de compacidade da imersio de Sobolev de Wy () em LF"(Q), e com isso,
em geral, o funcional energia associado a tal problema eliptico nao satisfaz a condigao de
Palais-Smale (ou condig¢ao PS). Além disso, tal espago, para p # 2, ndo possui a norma
usual proveniente de um produto interno. Associaremos a multiplicidade de solucoes
de (P,) a topologia do dominio €2, mais precisamente, usando a categoria de Lusternik-
Schnirelman.

O Capitulo 1 foi dedicado ao estudo da constante de Sobolev

S= inf [Vull>0,
ueDL:P(RN)
|u|p* =1
que sera utilizada ao longo dos proximos capitulos da dissertagao. Neste, vimos também as
consequéncias de um Lema de Concentracao e Compacidade, Lema[I.I] que caracteriza a
falta de compacidade da imersao de DVP(RY) em LP" (RY), e a existéncia de u € DYP(RY)

tal que

lu

=1 e |[Vulh =5,

ou seja, que a constante de Sobolev é atingida. O Lema [I.2] apresentado nesse capitulo
sera 1til na demonstracao de resultados do proximo capitulo.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia de solugao para o problema (P,) seguindo [13]

10



e [14]. Trabalhando com o funcional associado ao problema (FP,), dado por

1 1 .
I,(u) = —/ |VulPdr — Kk /(u+)qu - — /(u+)p dz, Yu € W*(Q),
D Ja qJa D Ja

e usando o Teorema do Passo da Montanha, Teorema provamos o resultado principal

deste capitulo que segue devido a [I3] e é dado da seguinte forma:

Teorema 0.1. Se Q ¢ um dominio limitado de RN, p> < N e p < q < p*, entio para

cada f1 > 0 o problema (P,) possui solug¢do nao trivial.

O Capitulo 3 foi voltado para defini¢oes e resultados da teoria de categoria, seguindo
Lusternik-Schnirelman [19], os quais serao utilizados no capitulo seguinte.

No Capitulo 4, estudamos a multiplicidade de solugdes para o problema (P,), com o
mesmo funcional I, do Capitulo 2, juntamente com a variedade de Nehari associada a

este funcional,

Nyo={u e WeP(Q)\ {0} : I (w)u = 0}.

Segundo Alves & Ding [1], relacionamos a quantidade de pontos criticos do funcional 1,,,
que sdo as solucoes fracas para o problema (F,), & topologia do dominio €2, obtendo o

resultado principal deste capitulo:

Teorema 0.2. Seja Q um dominio limitado suave de RN, N > p? e 2 < p < q < p*.
Entao existe p* > 0 tal que, para cada p € (0, "), o problema (P,) possui, pelo menos,

cato () solugdes nao triviais.

No Apéndice A, descrevemos uma introdugao sobre os espacos de Sobolev,
apresentando algumas definigoes e resultados.

O Apéndice B é formado por uma definicao e trés resultados que foram tteis para o
enunciado dos Lemas [L.T] e [.2l

Finalmente, no Apéndice C, enunciamos algumas defini¢oes e importantes resultados

que foram utilizados ao longo da dissertacgao.

11



Capitulo 1

A constante de Sobolev S

Neste capitulo estudaremos a constante de Sobolev S, dada por

S= inf |Vulf >0, 1.1
IVl (1.1)
|’Ll,|p*:1
ou
VulP
S = in # (1.2)
ueDLP(RN)\(0} |t
2 * pN 4 £
em que N > p°, p* = i é o expoente critico de Sobolev e

—p
DYP(RY) = {u € L" (RY): g—“ € LP(RY),Vi=1,... ,N}

Z;

1/p
full. = ( [ vl dx) .
RN

De (|1.2)) obtemos a desigualdade de Sobolev

munido da norma

ulb. < S7HVulp, Vu € DYP(RY).

Seja Q € RN, 0 espaco DyP(Q) ¢é o fecho de C5°(R2) em D(Q) munido com a norma
lellpyo @y = [Vulya.

Pela desigualdade de Sobolev, ||.|. e H.HzD(l),p(Q) sdo equivalentes em Dy (). Para todo
Q C RY temos a inclusdo WyP(Q) C DiP(Q). Além disso, se med(Q) < oo entdo

DyP(Q) = WyP(Q) e o espaco DyP() esta imerso continuamente em L?(€Q) para cada

12



q € [1,p*] e compactamente se ¢ < p*. No caso de med() < oo, DP(Q) esta imerso
continuamente em L4()) para cada ¢ € [1,p*] e esta imersao é compacta se ¢ < p*.

Veremos alguns resultados sobre S, dentre eles, que existe u € DVP(RY) tal que

[ulp- =1 e [Vulp =5,

ou seja, S é atingido em RY. Para tal, usaremos alguns resultados de Teoria da Medida
(Apéndice B) e seguiremos [4], [17], [18] e [23].

As demonstragoes dos proximos dois lemas podem ser encontradas em [17] e [18].

Lema 1.1 (Concentragao e Compacidade). Seja (u,) C D¥P(RN) uma sequéncia tal

que

u, — u em DYP(RY), (1

IV (u,, —u)|P — X em M(RY), (1.
U, — ulP” — v em M(RY), (1
(1

Up — u q.t.p. em RN,
Defina

Ao = lim lim sup/ |Vu,|? dz,
>R

=1
R—oo pnooo

Voo = lim lirnsup/ |un | du.
R ja| >R

—X0  n—oo

Entao,

[v|[P/P" < SH|A, (
VP < SN, (

limsup [Vu,[) = [Vull + || A + Ao, (

n—oo

[ SN —
O o0

)
)
)
)

lim sup |u,
n—oo

be = lulp + V]| + Voo (1.10

Mais ainda, se u = 0 e ||v|P/?" = S7Y|)||, entdo A e v sdo medidas singulares e estdo

concentradas em um unico ponto.

Lema 1.2. [1J, Lema 2.2/ Seja (u,) uma sequéncia fracamente convergente em Wy ()

para u, tal que temos as sequintes convergéncias:
(i) [Vu,[P — X em M(RY);
(i1) |unP” — v em M(RY).

13



Entao para um conjunto de indices J, no mdximo enumerdvel, temos

V= |U|p + E Vjamj, v > 0,
jeJ

A > |Vu|p + Z)\jéxj, /\j > 0,

jeJ

Vjp/p < gﬂ7

em que T; € Q, S € a constante de Sobolev e 0z; € a massa de Dirac em x;, definida por

b, (A) — 0, sex; ¢ A,
1, se x; € A,

para todo A subconjunto de RN mensurdvel.

Agora, vamos estabelecer a seguinte notacao. Dados v € D*(RY), y € RN e A > 0,

definimos
N-—p

vMNz) = A7 v +y).

Note que v¥* satisfaz

|Vvy’)‘|p = |V"U|p € |"Uy’)\

p* = v p*-

De fato,

N—p

Vol = [ IV e )P de =AY [ Rue+ )P da

= \V /N \Vu(Az + y)|P dz,
R

usando mudanca de varidveis,

1
Vol =5 [ v P d = vl
RN
(]
* —-p * * 1 *
g = [ Tl e =2 [ e dr =AY s [ a:
RN RN RN
= ]vﬁi.

Teorema 1.3. Seja (u,) C DYP(RY) uma sequéncia satisfazendo

[Unlp =1, |Vun[h — S.

14



Entdo existe uma sequéncia (Yn, \n) C RY x (0,4+00) tal que (u¥**) admite uma

subsequéncia convergente em DYP(RYN). Em particular, existe um minimizante para S.

Demonstracao. Defina as fun¢oes de concentragao de Lévy,

Qn(\) = sup / lun|P” dz, A > 0.
B(y,\)

yeRN

Note que, para cada n € N,

lim Qu(A) =0 e lim Qu(\) = 1.

A—0t

Sendo @, continua, existe A\, > 0 tal que Q,(\,) = 1/2. Mais ainda, existe y, € RY tal

* * ].
Qn(An) = sup / un|? dx =/ un|” dz = -,
yeRN J B(yAn) B(ynn) %

que

pois

lim |un|P dz = 0.
vi=oo JB(y.An)

Definindo v,, = u¥**, temos

= fue

[on o

v r =1 oall2 = [Voalp = [Vuir [f = [Vu[p — S,

]. * * * *
- :/ |un|P dx :/ |ulmA P da :/ v, [P dz = sup / |vn|P dz(1.11)
2 B BO.D) BO1) yerN JB(y,1)

Como (v,) ¢ limitada em D'P(RY), podemos supor, passando a uma subsequéncia se

necessario, que

v, — v em DYP(RY),
[V (va = v)P = n em M(RY),
v, — 0[P = v em M(RY),

Up — v q.t.p. em RV,
Pelo Lema [I.1] temos

S = lim [V, [l = limsup [Vv,[) = [Vol + |[n]] + 1 (1.12)

15



= lim |v, % = limsup [v, 2 = [0]2% + |[v]] + veo, (1.13)
com
Neo = lim limsup/ |V, |Pdz,

Voo = lim limsup/ |vn [P dx.
R |z|>R

—0  p—oo

Logo, de (1.7)), (1.8), (1.12)) e da desigualdade de Sobolev, obtemos

S > S[(Jofp )7 + I + v,

e portanto, de 1) lv

S > S[(|o]Z PP 4 W [P/P v = 0 < ([P (|| 4 R < 1

Z:, ||| € Voo devem ser iguais a 0 ou 1, pois

p* *
o <1, como p/p* <1 temos

Dai, supondo que 0 < |v
(|v|z*)p/p* > |y

Analogamente, obtemos

lAP7" > v e v > v,

e consequentemente,

[olps + 1]+ veo < (ol )P+ PP + 27 < 1,

o que contradiz (|1.13)).

Da igualdade (|1.11)), vo, < =. De fato, pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema |C.12) temos

/ [P dx + / vy — V[P dx = / [0, [P dz + 0, (1),
B(0,1) B(0,1) B(0,1)

e definindo ¢ € C°(RY) da forma

DN | —

1,z € B(0,1),
d(x) =<0,z € B(0,2)",
¢(z) € [0,1], Vo € RY,

16



temos

/ |v|p*¢da:+/ |vn—v|p*¢das:/ Pz + o (1),
B(0,1) B(0,1) B(0,1)

e Como
/ [of?"  da +/ [0 — 0P daz > / |v|p*¢d:c+/ o — of?"  da,
RN RN B(0,1) B(0,1)
segue por (LTI,
* * * ]_
/ Wl 6 da +/ 0, — v G da > / a7 dz + on(1) = = + 0n(1).
RN RN B(0,1) 2

Fazendo n — oo, obtemos

N | —

/ o Gz + (v, 6) >
RN

Como [|¢]|ec =1 € (v, ¢) < ||[v||||¢]| entao (v,¢) < ||v| e sendo 0 < ¢ < 1 temos
[ e pl = [ o
RN RN

| L

Podr+ (v, ) > %

isto &,

lv

N | —

Logo, de (T.13)

. 1 1
1:]vp*+\|u\|+yooz§+1/oo:>1/m§§,

donde podemos concluir que v, = 0. Agora, observe que, se ||v|| = 1 terfamos |v

*
Z* :0

implicando em v = 0 e, de ([1.12)),
S =0l +nee > lInll = S~ Il < 1= [lw]P".

Assim, v = 0 e de (1.7), ||v||”/?" = S~Y||n|| implicando, pelo Lema que a medida de v

esta concentrada em um tnico ponto z. Note que, considerando ¢ € C°(RY) tal que

1, x € B(z,1/2),
p(r) = 0, = € B(z,1),
o(z) € [0,1], Vr € RV,

temos

/ P d > / onl?" i dz = / onl” o dz = (0, 0) = [Wllo(z) = v]l. (1.14)
B(z,1) B(z,1) RN

17



Definindo agora v € C3°(RY) dada por

1, x € B(z,1),
¢(I) =40, z € B(zv2)c7
Y(x) € [0,1], Vo € RY,

obtemos

[
B(z,1)

De ((1.14) e (1.15]) concluimos que

[l de oL
B(z,1)

Pir= [ el vde< [ julede - ) = [elG) = I (115)
B(z,1) RN

donde, por (|1.11}),

1 * *
— = sup / |vn|P dx > / lop|P dx — |jv]| =1,
2 yeRN J B(y,1) B(z,1)

o que é um absurdo. Dessa forma, ||v|| =0 e de ((1.13]) podemos concluir que

lv Z: =1

Pela desigualdade de Sobolev, S < ]Vv|g, e usando a Proposicao temos
S =1im |V, [} = liminf [V, [} > [Vv[b,

pois v, — v em DYP(RY). Assim,

S = wllz = [Vo[f = lim [Vo,[7 = Tim [[on[]7.

Portanto, como DY (RY) ¢ uniformemente convexo (Proposicao |C.15)), concluimos, pela
Proposigao que v, — v em DYP(RY). n

Lema 1.4. W'?(RY) = W, ?(RN) C Dy*(RY) = DY (RYN).
Demonstragao. Veja [4]. u
Proposigao 1.5. Seja N > p?. A funcado
_p_ p=N 1 N
U(x) =Cn(1 + |z]7-T) 7 € DP(RY) (1.16)

18



¢ um minimizante para S, isto €, |U
_17 N-p)/p*
N—p\"!
p—1

Demonstracao. Veja [2] e [23]. u

= L e |[VUP = S5 em que Cy =

Proposicao 1.6. Para todo subconjunto aberto Q de RV,

S = inf |VulfP=S= inf VulP
@)= it [Vup=5= i Ve

Ju| e =1 Julpx =1

e S(Q) nunca é atingido, exceto quando Q@ = RY.

Demonstragio. De DyP(Q) € Dy?(RY) = DYP(RY), temos S < S(Q). Dados
u € CP(RY) e Q aberto de RY, mostraremos que existem y € RY e A > 0 tais que
u¥* € C3°(9), ou seja, supp u?* C Q. Suponha inicialmente que 0 € €. Escolhendo y = 0

obtemos

N-—p

uMz) = A7 u(Ar),

em que A > 0 serd determinado. Note que se x € supp u’* entdo existe (z,,) C RY com
N—
T — e wMNz,) = A7 u(Az,) # 0 implicando u(A\z,) # 0, ou seja, Az, € suppu

donde Az € suppu e consequentemente x € (1/)\)supp u; portanto

1
supp u® C Y, Supp -

Reciprocamente, se z € (1/\)suppu, isto ¢, se Az € suppu, entdo existe (x,) C RY

tal que =, — Av e u(z,) # 0, ou seja, z,/A — z e uz,/\) = )\¥u()\xn/)\) =

N—
A7 u(z,) # 0 o que implica z, /A € suppu® e consequentemente z € supp u®*; assim

lsu 0.A
\ ppu C suppu .

Logo, (1/\)suppu = supp u®* e para \ suficientemente grande podemos concluir que

1
supp u’? = X suppu C €2,

donde u%* € C5°(9). Se 0 ¢ Q, fixe yy € Q arbitrario e considere a translagao

T:RV — RN
r —T(z)=x—yo.

19



Observe que, sendo 7" um difeomorfismo, temos 7'(£2) um aberto com 0 € T(€2). Pelo

estudo anterior, existe A suficientemente grande tal que

1
supp u’? = N Suppu C T(Q).

A

Daif, se * € suppu o entdo existe (r,) C RY com z, — z e u A z,) =

)\¥u()\xn — A\yp) # 0, ou seja, Az — Ay € suppu donde x — yo € (1/A)suppu C T(2) e

consequentmente x = T~ (z — yo) € Q. Logo,
suppu r € Q.
Fazendo y = —\yy, obtemos
supp u?¥ C

donde u¥* € C°(Q). Com isso, considere (u,) C C°(RY) uma sequéncia minimizante
para S. Escolhendo (y,,\,) € RY x RT tal que v, = u¥"* € C(Q) C Dy (Q) temos
p = 1e5(9) < [Vu,|p, donde

U

S(Q) < nhg)lo Vo, |h = nhg)lo [Vu,|p = S.
Portanto, S(2) = 5.

Suponha agora que Q # RY e que u € Dé’p (Q) seja um minimizante para S(€2), entao
da inclusio DyP(Q) € D'P(RN) e da igualdade S(Q) = S concluimos que u também é
um minimizante para S. Assumindo que u > 0 (o que é possivel, pois |u
|Vulb = [V|u|[P), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema existe
B € R tal que

pr = |lullp- e
/ |VulP?VuVu dr = 5/ lulP" 2uvdz, Yo € Dy*(Q), (1.17)
Q Q
ou seja, u é solucao fraca para o problema
—Ayu = Bul L RN,
Fazendo v = u em (|1.17)), obtemos

S = / |VulPdr = 5/ lulP” de = B
Q Q

e consequentemente u é solucao fraca para o problema

—Apu = Su" 71 RN,
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Pelo Principio do Maximo (Teorema |C.28)), u > 0 em RY o que ¢ um absurdo, pois
u € DyP(Q), o que implica u = 0 em RN \ Q. Logo, S(Q) néo ¢ atingido quando € # RV,
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Capitulo 2
Existéncia de solugao para (F))

Neste capitulo, seguindo [I3] e [14] estudaremos a existéncia de solu¢do para o

problema eliptico critico

—Aju = put™t +uP 7z e Q,
u(z) > 0,z € Q, (£
u(z) =0,z € 09,

com 2 sendo um dominio limitado suave de RY, N > p?, 2 < p < ¢ < p*, em que
p* = pN/(N — p) é o expoente critico de Sobolev, e p um parametro positivo. Em
W, ?(Q) usaremos a norma usual |ju| = |Vul,.

O resultado principal deste capitulo é dado pelo seguinte:

Teorema 2.1. Se Q é um dominio limitado de RN, p? < N e2 < p < q < p*, entdo para

cada f1 > 0 o problema (P,) possui solug¢ao nao trivial.

2.1 Resultados Importantes

Nesta segao veremos alguns resultados que serao utilizados para a demonstracao do

Teorema principal deste capitulo.

Definicdo 2.2. Dizemos que u € Wy™(Q) ¢ solugio fraca para o problema (P,) se

/ ]Vu]p_QVqu dr = /L/ ]u|q_2uvd1’+/ ]u|p*_2uvdx, Yv € Wol’p(Q).
Q Q Q
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

I, : WyP(Q) — R ¢ o funcional energia associado ao problema (P,) dado por
1 H + 1 +\p* 1.p
I(u) =~ [ |VulPde — = [ (u")¥dz — — [ (u")" dx, Yu € Wy*(Q). (2.1)
DJa 4 Jo D Ja
O funcional I,, ¢ de classe C*(W,”(Q),R) (veja [10] e [I1]), e para todo v € W, * () temos

I (u)v = / \Vu|p2Vqudx—/L/(u+)q2uvdx—/(u+)p*2uvdx. (2.2)
Q Q Q

Afirmamos que todo ponto critico para o funcional I, é nao negativo. De fato, se u ¢
ponto critico de I, entdo I/ (u)v = 0 para todo v € Wy P(Q), em particular, fazendo
v =wu" = max{0, —u} € W;"(Q) (Proposicio [C.6), obtemos

I(u)u™ = / |VulP?Vu Vu dr — u/(u*)q%ud:c — /(u*)p*QuudQ: =0.
Q 0

Q

Observe que:

(i) u/(u*)unud:v = u/ (ut)2uu"dr + u/ (uh)??uu~dr = 0, pois
Q [u>0] [u<0]
ut=0em [u<0]eu =0em [u>0], uma vez que ut = max{0, u}.

(ii) Seguindo da mesma forma que o item (i), obtemos

/(u*)p*Qu u dr = 0.
Q

(iii) / VulP?VuVu dr = / |VulP2Vu Vu dr + / —|Vu~ [P2Vu~ Vu~ dz,
Q [u>0] [u<0]
visto que Vu = V(u™ —u~) = Vut —Vu~ = =Vu~ em [u < 0]. E sendo Vu™ =0

em [u > 0], entdo

/ IVulP?VuVu dr = —/ IVu™ P72 Vu™ |*de = —/ |Vu~|Pdx.
Q [u<0]

[u<0]

Logo, dos itens (i), (ii) e (iii),

—/ Vu~™ [Pde = T, (u)u™ =0,
[u<0]

assim,
7 = 1P,y = / YV Pdr — / YV Pda +/ V- Pdz = 0,
0" () Q [u>0] [u<0]
donde u~ = 0 q.t.p. em Q e, portanto, u = u™ q.t.p. em Q. Logo, de acordo com a
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Definicao os pontos criticos do funcional /,, sao solucoes fracas para o problema
(By)-

Teorema 2.3 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaco de Banach,
e €CHX,R),ee€ X er >0 tais que |e|| >r e

b= inf o(u) > ¢(0) = ©(e).

[[ull=r

Defina

— inf t
¢ = Inf max ©(7(1))

I'={yeC([0,1],X):7(0) =0 e~(1) =e}.

Entao existe uma sequéncia (u,) C X tal que
o(u,) = c e ¢'(u,) =0 em X'

O numero ¢ € conhecido como o nivel do passo da montanha.

Demonstragao. Tomando no Teorema M = 0,1, My = {0,1}, T =
{7}, 7(0) =0 e v(1) = e temos, parat € M,y €T, e € (0,(c—a)/2) e d >0,

p(7(1)) < maxp(y(t))

implicando, pela definicao de ¢, que
e(y(t) <c<c+e.
Portanto,
sup(p o) <c+e,
M

donde existe u € X verificando os itens (a), (b), (¢) do Teorema |[C.26, Considerando
entdo, para cada n € N, ¢ = 1/n existe (u,) C X tal que

2 2 8
_Z< < z ! < —
== <plu) Set e Il < 5

e assim, fazendo n — oo,
o(up) = ¢ e @' (u,) = 0em X',
como queriamos. |
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Definigao 2.4. Sejam X um espago de Banach e p € C'(X,R). Dizemos que (u,) € uma
sequéncia (PS)q com d € R quando

o(up,) >d emR e ¢'(u,) =0 em X'

Coroléario 2.5. Sob as hipdteses do Teorema (2.5, ¢ admite uma sequéncia (PS), em X.

Definigao 2.6. Sejam X um espago de Banach, ¢ € CY(X,R) e c € R. A fungao
satisfaz a condi¢iao (PS). quando toda sequéncia (u,) C X tal que

o(un) = ¢, Spl(un) — 0

admite uma subsequéncia convergente em X.

Definigao 2.7. Sejam X um espago de Banach e ¢ € C1(X,R). Dizemos que ¢ verifica
a condi¢io de Palais-Smale ou simplesmente, a condi¢ao (PS), quando toda sequéncia

(PS)q admite uma subsequéncia que converge forte em X.

Definigao 2.8. Sejam X um espago de Banach e ¢ € C*(X,R). Dizemos que c € R ¢

um valor critico de ¢ se existe u € X tal que p(u) =c e ¢'(u) =0.

Corolario 2.9. Sob as hipdteses do Teorema se @ verifica a condi¢ao (PS),, entdo

c € um valor critico de .

Demonstragao. Do Corolario 2.5] existe (u,) C X tal que
o(up) > cem R e ¢'(u,) = 0em X' (2.3)
Da condigao (PS), existe u € X tal que, a menos de uma subsequéncia,
U, = u em X.
Como ¢ € C'(X,R) temos
o(up) = p(u) em R e ¢ (u,) — ¢'(u) em X' (2.4)
Logo, de , e da unicidade do limite temos
plu)=c e ¢'(u) =0,

mostrando que ¢ é um valor critico de ¢. [ |
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

Lema 2.10. O funcional I, satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstragao. De (2.1), temos 1,(0) = 0. Além disso, como p < ¢ < p* temos
as imersoes continuas, ver Teorema e Teorema [C.9) de W, (Q) em LP" () e LI(Q),

donde existem aq,a > 0, tais que

[ul,- < arffull e ful, < asjul]
Dai,
Wt < Jul < aqflull” e Jutfl < Jul? < asflull’,
logo
L(u) = —fJull” = =|u™[; - EIW pe = —llull” = =aollul|” - el "
Escolhendo entéao r > 0 e considerando ||u|| = r temos

1 1 . 1 1 .
]#(u) Z —Tp — HO{QT(] — _*Oflrp —_ Tp (_ — Hoézrr-qu _ _Oélrp P)
p q p

e para r ~ 0 temos

1
I, (u) > 2—prp se ||lul| = r.

Assim, para u € WyP(Q) com |u| = r temos I,(u) limitado inferiormente, e pelo

postulado de Dedekind, existe p € R tal que

, 1
p= inf I,(u) > 2—p7“p > 0.

[[ull=r

Agora, fixe u € Wy 7(Q) \ {0}, e observe que para t > 0 temos

# L1t e
L(tu) = —ull’ = —ufg — —|u*].
e 1P .
< —ul]’ = —|u"[}. — —o0, quando t — +oo0.
p

Logo, para t; ~ +oo temos |tiu| > r e I[,(tyu) < 0. Tomando e = t;u obtemos
e € Wy(Q) \ B.(0) com I,(e) < 0 = I,(0) e, desta forma, I, satisfaz a geometria

do passo da montanha. [ |

Visto que o funcional [, satisfaz a geometria do passo da montanha, denotemos por
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

¢, o nivel do passo da montanha associado a este funcional, ou seja,

Cy = Sglf max I,,(tv) > 0. (2.5)
veWy P (Q)\{0} =2

(veja Observagao |C.27)

Lema 2.11. Sejam Q C RY um dominio limitado suave, ;1 > 0 e ¢ > p. Toda sequéncia
(PS). para I, ¢ limitada em W, (52).

Demonstragio. Seja (u,) C Wy*(92) uma sequéncia (PS), para I, isto ¢,

I

u(un) = cem R, (2.6)

1y 1y 1
I (up) = 0 em W7 (Q), em que W7 (Q) = (W, (Q)), . + P 1. (2.7)

Observe que, de (2.6) e (2.7) temos, respectivamente,

I(uy) =c+on(l) e ||]L(un)|| — 0,

e sendo
0 < 1) (25 )| = ) )| < ol = )]
! [ | [[un | R e
1
consequentemente, o, (1) = T ;. (Un)(uy). Assim, podemos escrever
1
¢+ on(1) +on(Dlunll = Lu(un) = =1, (un)(un)
q
1 /1/ 1 * 1 ,U, 1 *
= —Mlunll” = =l l§ — =l e — gHuan + g|u7ﬂ3 + 5!@ P
1 1 1 1 -
= (5= ) el (5 = o )t
p g qa p

1 1
> (— - —) unll.
p q

donde (||u,]) é limitada em R e (u,) é limitada em W, () pois, caso contrario, a menos

de uma subsequéncia, teriamos

(1_1)§c+0n(1)+ o),

poq funll? JlunlP

o que seria um absurdo. Além disso, sem perda de generalidade, podemos supor u, > 0,
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

para todo n € N, uma vez que

L (un) () = [luy, [ — 0.

Lema 2.12. Sejam Q C RY um dominio limitado suave, 1 > 0 e q > p. Se (u,) € uma
sequéncia (PS). para I,, entao, a menos de subsequéncia, u, — u em Wol’p(Q). Mazs

ainda, se Vu, — Vu q.t.p. em Q entao u € solugio fraca para o problema (P,).

Demonstra¢ao. Do Lema m temos (u,) limitada em W,”(Q), donde existe u €
Wy P (Q) tal que, a menos de subsequéncia, u, — u em W, (Q), uma vez que W,?(Q) é
um espaco reflexivo. Mostremos agora que, se Vu,, — Vu q.t.p. em €2 entao u é solugao
fraca para (P,). Note que, da imersio continua de Wy?(Q) em L”"(Q) temos u, — u em
LP"(Q2) donde, usando o Lema |C.11} |u, *

P2y, — |ulP" "2y em L#1(9), ou seja,

/Q [ |P” 2, 0 d — /Q lu[?" "2updx, Vo € L (Q),
em particular,

/Q | | 2w, @ de — /Q P 2w pdz, Vo € WyP(9). (2.8)
Seguindo de forma analoga, mostra-se que

/Q a2 o d /Q 120 p di, Yo € WEP(). (2.9)
A sequéncia (u,) ser limitada em W,”(Q) implica (Vu,) limitada em LP(Q) e de
Vu, — Vu q.t.p. em € temos, pelo Lema Vu, — Vuem LP(Q). Logo, novamente
usando o Lema , [Vt [P2V i, — | VP2V em L 1 (1), isto ¢,

/Q |Vun,|P~2Vu, ¢ dv — /Q |VulP~2Vu g dr, Yo € LP()

e consequentemente,

/ VP *Vu,Vodr — / \VulP2VuVo dz, Yo € WP (), (2.10)
0 0

j& que Vo € LP(Q) para todo v € Wy*(Q). Por fim, como visto no Lema podemos
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supor, u, > 0 para todo n € N e por (u,) ser uma sequéncia (PS). para I, temos

I (un)v :/ |Vu,|P~2Vu, Vo dr — ,u/(un)q_zunv dr — /(un)p*_Qunv dx = 0,(1),
Q 0 Q

para todo v € Wol’p(Q), e fazendo n — oo concluimos por (2.8)), (2.9) e (2.10) que
/ |VulP?VuVov dr — ,u/(u)q_qu dx — /(u)p*_2uv dr =0, Yo € W, P(Q),
Q Q Q

ou seja, u é solucao fraca para o problema (P,). [ |

Lema 2.13. Seja N > p*. Entao I, satisfaz a condi¢io (PS). para todo ¢ € (O, SN/”/N).
Além disso, ¢, € (O,SN/p/N) para >0 e q > p.

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para I, entao, do Lema [2.11] podemos
supor u, > 0 para todon € N, temos (u,,) uma sequéncia limitada em W, ”(Q) e, portanto,
existe u € VVO1 () tal que, se tomarmos a subsequéncia apropriada, se necessério, pelo

Lema [I.2] podemos assumir os casos

U, — u em Wy (Q),
u, — uem L7(2), 1 <r <pf
Uy — u q.t.p. em €,
V[P = X > [VulP +) " Xjda,

jeJ
un]?” = v = [uf” + 16,

jed

Tome ;, € Q para algum k € J, e dado £ > 0 considere ¢ € C°(RY), tal que

M N

¢ =1em B(zy,e), ¢ =0 em B(zg,2¢) e V| < —. (2.11)

A sequéncia (pu,) é limitada em W;?(Q) donde I (un)(puy,) converge para 0 e,

consequentemente,

I (un)(uy) = /Q|Vun|p2Vun.V(g0un) d;z:—u/g(un)q2(un).(g0un) dx +
‘/ﬂwn)p*-?(un).(wn) dz
= /]Vun|pQUnVun.Vgodx+/@]Vun|pdx—u/(un)qgod:v+
0 0 Q
—/(un)p*gpdx — 0,
Q
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

quando n — o0, ou seja,

lim {/ |Vun|p_2unVun.chd:E+/90|Vun|p d:v—u/(un)qudx—/(un)p*godz} =0.
Q 0 Q Q

n—o0

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [C.19)) e pelas conclusoes

do Lema [1.2] temos a existéncia do limite

lim (/ g0|Vun|pd:13—,u/(un)qudx—/(un)p*godx) :/god)\—,u/gpuqdm—/godl/,
oo \Ja Q Q Q Q Q

portanto,
lim / ]Vun\p2unVun.Vgodx:/godu+u/gouqu—/cpd)\. (2.12)
n—oo Jao Q Q Q

Dito isso, sendo

= lim
n—oo

0 < lim

n—oo

Y

/ \Vu, [P *u, Vu,. Vo do
Q

/ (VP ?u, Vu. Vo do
B(xk,2€)

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Holder (Teorema |C.20)) e de (2.11]) obtemos

/ YV, [P~?u, Vu,. Vo do
B(x,2¢)

s/ IVt [P 1|Vt Vig| de
B(x,2¢)

s/ 1Vt P2 1|Vt ||V i
B(af:k,Qé)

2
< —/ VP~ u,| do
€ JB(wy,22)

2 -1
< g|vun‘g73(g;k,25)|un|p73(ﬂ»‘k,28)

2
< gM’un|p,B(xk,2s)7

uma vez que |V, |p g2 = |uall < M, ja que (u,) é limitada em W, *(Q). Como o

limite dos extremos da desigualdade anterior existem, entao

2

. 2
0 < lim < lim = Munlp pey2e) = Z Mty sy 20)-

n—oo

/ |V, [P~ u, Vi, Vi de
B(:Bk,QE)

Agora, note que, usando novamente a desigualdade de Hélder,

1/p 1/N
[ulp Bai20) = ( / \ulpdx) = ( / 1Nda:> ( / [
B(zg,2¢) B(z2¢) B(zg,2¢)

1/N
< [(25)NwN}/ |U’p*,B(zk,2€)a

. 1/p*
p da:)
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1 1 1
pois — + N = ¢comuwy denotando o volume da bola unitaria em RY. Dalf,
p p
2 2 1/N
- Mlulp, sz < EM(%)U}N/ [l By 26) = Clulpe Bay.20),

com C' =4M w]lv/N. Assim,

0 < lim

n—oo

< Clu

/ |V, [P~ ?u, Vu,. Vi do
0

. 1/p*
*,B T 72 = C / |u|p d.r) —> O
P B2 ( B(x,2¢) €0

(2.13)
Por (2.12)), (2.13) e pelo Lema obtemos,

0 = lim {/ gpdu+u/ qupda:—/ god/\] < Vg — A,
e=0 B(xy,,2¢) B(xy,2¢) B(xy,2¢)

donde v, > \. Pelo Lema , y,f/p* < A\/S, donde v > \p, > Sy,f/p* e assim v, = 0 ou

v, > SN/P. Suponha que exista ko € J com Vg, # 0, isto &, vy, > SN/P entao

n—oo n—oo

= () fleraes () fleor e
1 .

¢= lim I,(u,) = lim <Iu(un) —%I;(un)(un)>

Fixando ¢ € C°(RY) tal que vy = 1 em Q e ) = 0 fora de uma vizinhanca de Q, temos

lim u,)? dr = lim Uy, p*wdx:/up*wdx—l—/ VOg, | ¥ dz

Q keJ
- /up*dx—l—Zyk. (2.14)
& keJ
Assim,
1 1 1 " 1
c= lim I,(u,) = p(———)/uqd:v—k—/updm—l—— Ui
n—oo () p 49/ Ja N Ja N;
1 1 1 " 1
> ul--—- /uqu—l-—/u” dr 4+ —SN/P
<p Q> Q N Ja N
1
> _—_gN/p
- N 9

pois vy, > SV/P, 0 que contradiz o fato de ¢ € (0, S"/?/N). Logo, v, = 0 para todo k € J
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e assim, por ([2.14]),

n—o0

lim (un)p*dx—/up*dx.
Q Q

Por u,, — u em W, () e pela imersdo continua temos u, — w em LP" (), dai, juntamente
g: — |u|§* podemos concluir, usando o Teorema e a Proposicao
C.18, que u,, — u em L (). Agora, demonstremos que u,, — u em Wy”(Q). Sendo (u,,)

com o fato de |u,

limitada em W,”(Q) concluimos que (Vu,) ¢ limitada em LP(Q) e seguindo as ideias de
[17] e [22] obtemos Vu,, — Vu q.t.p. em €, logo, pelo Lema de Brezis-Lieb (Lema |C.12)),

IVun|h = [Vu, — Vulh + [Vulh 4 0,(1). (2.15)
Tomando v,, = u,, — u temos, de (2.15)),
(Vun|h = [V | + [Vulh + o0,(1). (2.16)

Observe que, (u,) é limitada em VVO1 P(Q) e I},(u,) — 0 logo, pela imersdo compacta de
Wy (Q) em L9(Q) mais a convergéncia |un|§ — |u|§ e a equagao 1) obtemos

g: = V|l — plug|d — uy g:

D+ 0n(1)

= [Voulf + [[ul]” = pluld = |ul: + 0n(1)

= |an|£+l;(u)(u) + 0,(1), (2.17)

0n(1) = L)) = Juall” = pihunl? — [

= [Voulp + [Vulp = plun[g = [un

quando n — oo. Pelo Lema u & solugdo fraca para o problema (P,) donde, em
particular, I} (u)(u) = 0 e assim, de (2.17)),

on(l) = |an|£ + 0,(1),

implicando que |Vu,[b — 0. Logo, de , |Vun|h — |Vulp e, consequentemente,
u, — u em WyP(Q).

Mostremos agora que o nivel do passo da montanha ¢, pertence ao intervalo
(0,SN/?/N). Para e > 0, considere a fungio

Ue(ﬁ) _ (6 + |x _ xdp/(pﬂ))(p—N)/p) (2.18)

em VVO1 P(RY), em que U é dada por 1) Podemos assumir que 0 € 2, e considerar
o = 0 em (2.18). Seja agora ¢ € C°(€2) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga da origem e
supp ¢ C Q. Defina u.(x) = ¢(x)U.(z) e

Ue

Vv, = )
) ‘ua‘p*
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Dai, obtemos as seguintes estimativas (ver [7] e [13]):

[Volz = S+ O(eV-9/)

1l P~ D/PIIN=a(N=p)/p| < |U€|g < eoele=1)/PlIN=a(N=p)/p}

donde
[ve[¢ — 0, e = 0.

Mostremos que existe € > 0 tal que

SN/p
Igaoxl (tv.) < N
pois com isso teremos
_ SN/p
Cp = erglgl(f o I?;aOXI (tv) < max I,(tve) < N

Considere as fungoes de [0, +00) em R,

t ¢ " .
g(t) = 1,(tv.) = —/ |VUE|pdx—,u—/vgdx——*/vf dx

= —/]Vvs\pdx— —/qux——

o
g / |Vve|pdm——*.

Observe que
g(t) = —oo quando t — oo,

entao max I1,(tv.) é atingido para algum t. > 0, e dessa forma

0=4g'(t.) = té’_l/ Vo |P do — pt?™! / vl dy — 2
Q Q

= ! (/ |V |P de — ;ufg_p/ vidr —
Q Q

portanto

/ |Vu.|P de = utg_p/ vl dx + 2P > 7P,
0 0
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isto é,

1/p*—p
L < ( / |Vv€|pdx) | (2.22)
Q

Esta desigualdade implica que

9=p
* * p*—p
/ Vo Pde = 7P —l—/ﬁ?”/ vlde <t P +p (/ |Vv€|pdx> /vgd:v
Q Q 0

Q
(g—p)
= 2 4 gl ]| P o,
donde
_ p(a—p)
i e 11| OA e DA

Ps) Pl |9),

[[oelIP[1 = e |

De (2.19) e (2.21) podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo que

S

g (2.23)

De forma analoga ao estudo da fungao g, podemos observar que a fun¢ao g atinge méximo

e com isso existe t > 0 tal que §'(t) = 0 implicando que

t= (/ |Vva\pda:)p _p,
Q

e que g ¢ crescente no intervalo [0, ([, |Vv.|? dac)ﬁ] Logo, por (2.22)),

Q|

ot) = glt) —p= / ol da

q Ja
1
e 1
g </ |Vve|pdac) —,u—e/vgdx.
Q 4 Ja

IN

Note que, usando ((2.19)),

(o)
Q

*

1 7o 1 P
) = - (/ |Vo|P d:v) | ]|P — — (/ |va\pdx)
P \Ja p Q

p 1 _p*
([[vel?) 7 =2 Jve||P — E(“%Hp)*’**"

B 1
= 5!\UEI|N p\lvall”—EllvallN

—_g =
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2.1. RESULTADOS IMPORTANTES

o 1 N 1 N_ 1 N_ 1 D N/p_ 1 N—p N/p
= pleell™ = Sl ™ = llvell™ = F(llee")™ = 515+ Ote )]
1 O( M) N/p 1
e b N-—p
- = 1 — —gN/r[q v VP
Vs (25| - ol
Assim, de (2.23))
1 N-p 12 S ﬁ
t.) < —SNr[ T YL A e /qd'
Escrevendo f(t) = (1 + ¢)™¥/?, do Teorema no Valor Médio, obtemos
N-—p N/ N N_q N—p N—p N—p
L+ 0@ ) =—(1+0)» 70+ ) +1=0( 7 )+1, 0€ (0,00 ),
donde
glt.) < 8P roET) -1 <§) p/vzdx
q\2 Q
1 -p S p*qu
< NS P 4 cye™v —5(5) /Qvgdx.

q

ot < % GNP | o M (g) T Al )/pIN N )
g
< LNy ™5 e, o D/IN-a(N D) /5])
— N )

sendo N > p? entdo

S (v ).

De fato, caso contrario, por p < g teriamos

N-p p—1 q(N —p) p—1 _(p—1)
r o (N— . >< e

donde N < p?, o que é uma contradicao. Assim, para € ~ 0 temos

035¥ — pcy gl D/AIN=aN=p)/pl} .

Portanto,

SN/p
max I,(tv.) = I?g)xg(t) =g(t.) < N

)
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2.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA PRINCIPAL

e temos o resultado desejado. [ |

2.2 Demonstracao do Teorema principal

Demonstracao do Teorema |2. 1,
Pelo Lema [2.10, o funcional I, satisfaz a geometria do passo da montanha, entao existe

uma sequéncia (u,) C Wy*(Q) tal que
L(uy) = ¢ em Ree I (u,) — 0 em W7(Q) = (Wy"(Q)).

Além disso, o Lema nos garante a existéncia de u € Wy”(Q) tal que, a menos de
uma subsequeéncia,
U, — u em WyP(0).

Dessa convergéncia e da continuidade dos funcionais 1, e ,: temos
I(u,) — I,(u) em Re I;L(un) — IL(u) em W_l’p/(Q),
implicando, pela unicidade do limite,

I,(u) =¢, e I,(u) =0.

Portanto, u ¢ um ponto critico do funcional I, e, consequentemente, uma solugao nao

trivial para o problema (P,), visto que ¢, > 0.
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Capitulo 3
Categoria de Lusternik-Schnirelman

Neste capitulo apresentaremos definigoes e provaremos alguns resultados sobre a teoria
de categoria, ferramenta essencial deste trabalho. A defini¢ao de categoria a seguir foi

dada por Lusternik-Schnirelman (veja [19]).

Definicao 3.1. Um subconjunto fechado A € contrdtil em um espaco topologico X se

existem uma aplica¢io h : [0,1] x A — X continua e w € X tais que

h(0,u) = u, h(l,u) =w, Yu € A.
Proposicao 3.2. [16, Coroldrio, p.12] Seja X um espago topologico. Se X é contratil
em X, entao X € conexo por caminhos.

Definicao 3.3. Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de um espago topologico X.
Dizemos que A é deformado em B preservando Y, e denotamos por A <y B em X,
se Y C AN B e se existe h: [0,1] x A — X continua tal que

(a) h(0,u) =u, h(l,u) € B, Yu € A,

(b) h(t,Y)CY, Vt €[0,1].

Definicao 3.4. Sejam Y C A subconjuntos fechados de um espago topoldgico X. A
categoria de A em X relativa a'Y € o menor inteiro n tal que existem n+ 1 subconjuntos
fechados Ag, Ay, ..., A, em X satisfazendo:

(a) A=A

=0

(b) Ay, ..., A, sao contrdteis em X ;
(c) Ag <y Y em X.
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A categoria de A em X relativa a'Y € denotada por catx y(A).

Definicao 3.5. Seja A um subconjunto fechado de um espago topoldgico X. A categoria

de A em X € o menor inteiro n tal que existem n subconjuntos Ai,..., A, fechados e
n

contrateis em X tais que A = U A;. Usamos a notagao catx(A).

j=1

Observe que
catx(A) = catxg(A),

catx(A) = 400, se A ndo admite cobertura finita.
Exemplo 3.6. (a) Sendo B uma bola fechada do RY, entio catg(B) = catgn(B) = 1;
(b) Sendo A um anel em R?, entdo cats(A) = 2;
(c) Sendo T? o toro em R3, entdo catr2(T?) = 3.

Proposicao 3.7. Seja A um subconjunto finito e nao vazio de um espago topoldgico X .

Se catx(A) = n entao A possui, pelo menos, n elementos.

Demonstragao. Se catx(A) = 2 entdo A nao é unitario, pois a categoria de um
conjunto unitario em X é igual a 1. Com isso, A possui, pelo menos, 2 elementos.
Suponha, por inducao, que a proposi¢ao seja verdadeira para o inteiro n. Provaremos

que o resultado ¢ valido para n + 1. Se catx(A) =n + 1 entéo
A=A UAU...UA, U A,

em que A;,j = 1...,n,n + 1 sao fechados e contrateis em X. Considere Z =
AfUAU...UA,, ecomo A = Z U A, temos catx(Z) = n, pois caso contrario
terfamos uma contradi¢ao em cat x(A) = n+ 1. Logo, por hipotese, Z possui, pelo menos,
n elementos. Agora, se A,11 C Z temos Z = Z U A, 1 = A e assim catx(A) = n, o que
também é uma contradi¢ao. Portanto, existe y € A, tal que y ¢ Z donde A possui, pelo
menos, n+ 1 elementos. Dessa forma, o resultado é vilido para n+1 e, consequentemente,

temos o desejado. [ |

Lema 3.8. Sejam A, B, C eY subconjuntos fechados de X tais que Y C ANBNC. Se
A<y BeB<=<y(CemlX, entio A<y C em X.

Demonstracao. Por hipotese, existem as deformacgoes
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h:10,1] x A — X continua tal que

h(0,u) = u,h(l,u) € B,Vu € A;
h(t,Y) C Y,Vt € [0,1],

e g:1[0,1] x B — X continua tal que

9(0,u) = u,g(1,u) € C,Vu € B;
g(t,Y) CY,vt € ]0,1].

Com isso, considere a deformacao f : [0,1] x A — X dada por

h(2t,u), 0 <t <1 ueA,
fltu) = ’

g(2t —1,h(1,u)), 1 <t<1, ueA

Observe que f é continua, uma vez que os limites laterais quando ¢ tende a 1/2 sao iguais

a h(l,u), e que

f0,u) = h(0,u) = u,Vu € A;
f(l,u) =g(2.1 —1,h(1,u)) = g(1,h(1,u)) € C, Yu € A, pois h(1,u) € B.

ParaOStS%euEY,
ft,u) = h(2t,u) €Y,

epara%<t§1eu€Y,
flt,u) =92t —1,h(1,u)) € Y, pois h(l,u) € Y uma vez que u € Y.

Portanto f(¢,Y) C Y, para todo t € [0, 1], provando assim que A <y C' em X. [ |

Proposicao 3.9. Sejam A, B,Y subconjuntos fechados de X tais que Y C A. A categoria

relativa satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Normalizagio: catxy(Y) =0;
(b) Subaditividade: catxy (AU B) < catxy(A) + catx(B);

(¢c) Monotonicidade: A <y B = catxy(A) < catxy(B).

Demonstracao.
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(a) Considerando Ay =Y, temos Ay <y Y em X, poisY C AgNY,

h:[o,l]XAo — X
(t,u) — h(t,u) =u

é continua e satisfaz
h(0,u) =u, h(l,u) €Y, Yu € Ag; e h(t,Y) C Y Vt € [0, 1].

Logo, catxy(Y) = 0.
(b) Suponha catxy(A) = n e catx(B) = m, ou seja, existem Agp, Ai,..., A,

subconjuntos fechados em X tais que

n
A= U Aj, Aq, ..., A, sao contrateis em X, Ay <y Y em X,
j=0

e existem também By, ..., B,, fechados e contrateis em X tais que

B = O By.
k=1

Assim,
AUB=AU[A U...UA, UBU...UB,],

em que n + m é uma cota superior para a quantidade de elementos na uniao
entre colchetes de conjuntos contrateis em X, e como Ay <y Y concluimos que
catxy(AUB) <n+m = catxy(A) + catx(B).

(¢) Suponha A <y B pela deformacao h, isto ¢, Y C ANBeh:[0,1]]xA— X é

continua satisfazendo
h(0,u) =u, h(l,u) € B, Yvue Ae h(t,Y) CY, Vt €0,1].

Se catyy(B) = o0, o resultado ¢ imediato. Agora, se catyy(B) = n, seja

(Bo, By, ..., By) a cobertura fechada de B correspondente. Defina
Com isso, temos:

(i) A= U A;. De fato, que A; C A ¢ imediato. Por outro lado, dado v € A temos
=0
h(1,u) € B, e sabendo que (By, By, ..., By,) é¢ uma cobertura fechada de B obtemos
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(i)

B = Jj_, B;. Dai, h(1,u) € Bj para algum j = 0,1,2,...,n, e assim u € A;.
Portanto, A C A; para algum j = 0,1,2,...,n e, consequentemente, temos a

igualdade desejada.

Afirmamos que Ay <y By. De fato, a cobertura (By, By, ..., B,) satisfaz By <y Y
em X, o que nos da que Y C By. Note que, Y C By implica, pela defini¢ao de A; e
por Y C A, que Y C Ay, pois

ueY = h(l,u) €Y C By = u € A.
Portanto, Y C Ay N By . Agora, definindo

ho:[o,l] XAO — X
(t,u) —— ho(t,u) = h(t,u)

obtemos, hg continua;

ho(0,u) = h(0,u) = u, ho(l,u) = h(1,u) € By, Yu € Ay;
holt,Y) C Y, ¥t € [0, 1],

justificando assim a afirmacao. Logo, de By <y Y, segue do Lema 3.8/ que Ay <y Y.
Aj <p Bj, j=1,...,n. De fato, defina

h;:[0,1] x A, — X
(t,u) — h;(t,u) = h(t,u).

Sendo B; contratil, considere g; : [0, 1] x B; — X a respectiva deformagao e também
fi:10,1] x A; — X dada por

hi(2t,u), 0 <t <L weA,
f]<t,u) _ J 2 ) J
gj(Qt—]_,hj(l,U,)), 5 <t <1, UGAJ‘.

Observe que f; é continua, uma vez que seus limites laterais com ¢ tendendo a 1/2
coincidem. Além disso, essas fungoes implicam que os conjuntos A; sao contréteis

em X, pois
fi(0,u) = h;(0,u) =h(0,u) =u,Yu € A;,j=1,...,n,
e dados u,v € A4;, j=1,...,n, temos:

fj(lv u) = gj(lﬁ hj(lv u)) = gj(lv h(la u)),
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fj(1>v) = gj(lvhj(lﬁv)) = gj(1> h(lvv))a

como cada B; é contratil, entdo g;(1,h(1,u)) = g¢;(1,h(1,v)). Dai, f;(1,u) =
fi(L,v), para todo u,v € A;,j = 1,...,n. Portanto, cada A; com j = 1,...,n

é contratil em X. Finalmente, definindo a fungao

f: A — X
u — f(u) =h(1,u),

obtemos que a mesma ¢é continua e que A; = f~*(B;), donde cada A4;, j =0,...,n
¢ fechado em X. Logo, dos itens (i), (ii) e (iii), concluimos que catxy(A4) < n =
cath(B).

Proposigao 3.10. /25, Proposicio 5.7] Seja ¢xy uma fungao definida na classe de
subconguntos fechados de X que contém Y. Se ¢xy satisfaz as propriedades (a), (b), (c)
da Proposi¢ao entdo ¢xy < calxy.

Podemos concluir da proposi¢ao anterior que, dentre as fungoes que satisfazem as trés
propriedades da Proposicao [3.9} a catxy ¢ a que possui maior valor e, portanto, serd a

melhor fung¢ao para buscarmos a multiplicidade de solu¢oes, como veremos no Capitulo 4.

Definigao 3.11. Um espago métrico X € um extensor absoluto de vizinhan¢a (EAV),
se para todo espaco métrico E, para todo subconjunto fechado F' de E e toda aplicacao

continua f : I — X, existe uma extensao continua de f definida em uma vizinhanga de
FemkFE.

Definicao 3.12. Um espago topoldgico X € normal se para todo par de conjuntos disjuntos
fechados A e B de X existe f: X — [0,1] continua tal que f(A) = {0} e f(B) = {1}.

Observacao 3.13. Todo espaco métrico X € normal. De fato, dados A e B fechados e
disjuntos em X basta considerar a fun¢ao de Urysohn f : X — [0,1] dada por

dist(x, A)

f(x) = dist(I,A) + dist(l’, B).

Proposicao 3.14. Seja A um subconjunto fechado de um FEAV X. Entao existe uma
vizinhanga fechada B de A em X tal que catx(B) = catx(A).

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que catx(A) = 1, ou seja, que A é fechado e

contratil, e considere h : [0,1] x A — X a deformagao correspondente. O conjunto
N = ([0,1] x A) U ({0,1} x X)
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¢ fechado em M = [0,1] x X. A aplica¢do f: N — X dada por

h(t,u), t €[0,1], u € A,
flt,u) =S u,t =0, ue X,
h(]_,Uo), t:]_,UEX,

onde uy € A é fixo, é continua. Por hipotese, X é um EAV donde existe uma extensao
continua g de f definida em uma vizinhanga U de N em M. Como M ¢é um espago métrico,
segue da Observacao que o mesmo é normal. Logo, podemos supor U fechado. De
fato, sendo N e U¢ fechados disjuntos de M, existe f : M — [0,1] continua tal que
F(N) = {0} e f(U°) = {1}; considerando entdo U = {z € M : f(z) < 1}, temos U
fechado com N c U C U , pois

- 1 ~ ~
xeN:f(x):0<§:>er:NcU

N 1 - ~ _
erC:>f(a:):1>§:>:1:6UC:>UCCUC:>UCU.
Além disso, de ([0,1] x A) € N C U, temos ([0, 1] x A)NOU = (. Considerando a projec¢ao

m: [0,]]xX — X
(t,u) — w(t,u) = u,

afirmamos que 7(0U)NA = (). Com efeito, suponha por absurdo que exista v € 7(OU)NA,
entdo existe (t,v) € [0,1] x AU tal que 7(t,v) = v, mas como v € A et € [0,1] temos
um absurdo, pois ([0,1] x A) NOU = (). Assim, fazendo B = 7(U) \ int(7(0U)) temos B
fechado, A C B e ([0,1] x B) C U. Com isso, B ¢ contratil em X, visto que g : U — X ¢

continua e como ([0,1] x B) C U tome
¢ =g lpyxp: [0,1] x B = X,

que é continua e, se u € Bentdou € Aouwu € (B\ A). Seu € A, entao (0,u), (1,u) € N

e

¢(07u) = g<07u) = f(0=u> = U
Qb(l’U) = g<17u) = f(lvu) = h(lauo);

eseu € (B\A), entdo u € X de modo que (0,u),(1,u) € N, assim

¢(O7u) = g(O,U) = f(0>u> =,
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gb(l,u) = g(lau) = f(lvu) = h(lauo)-

Em vista disso,
d(0,u) =ue ¢(1,u) = h(1,ug), Yu € B,

logo B é contratil, donde
caty(B) = 1 = catx(A).

n

Se catx(A) = n, entdo A = UA“ em que cada A; é fechado e contratil, isto é,
i=1

caty(A;) = 1, para todo i = 1,...,n. Como visto anteriormente, existe B; vizinhanga

fechada de A; tal que catx(B;) = catx(A;). Definindo B = UB“ temos B vizinhaca
i=1
fechada de A com cada B;, i = 1,2,...n, contratil, donde

catx(B) < n = catx(A). (3.1)
Por outro lado, A C B implica A <y B. De fato, tomando

v [0,]]xA — X
(t,u) — P(t,u) =u,

temos v continua e,

»(0,u) =u, Y(l,u) =u € B, Yu € A.

Logo, do item (c) da Proposicao
catx(A) = catx g(A) < catxg(B) = catx(B). (3.2)

Pelas desigualdades (3.1)) e (3.2) obtemos

caty(A) = catx(B).
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Capitulo 4
Multiplicidade de solucoes para (F,)

Neste capitulo, seguindo [1] estudaremos a multiplicidade de solugées para o problema
eliptico critico (P,), enunciado no Capitulo 2, fazendo uso da teoria de categoria
desenvolvida no Capitulo 3.

O resultado principal deste capitulo é dado pelo seguinte:

Teorema 4.1. Seja Q um dominio limitado suave de RN, N > p* e 2 < p < q < p*.
Entao existe p* > 0 tal que, para cada p € (0, 1), o problema (P,) possui, pelo menos,

catq(Q)) solugdes nao triviais.

4.1 Preliminares

Considere a variedade de Nehari associada ao funcional I,,,
N, = {uec WP () \ {0} I, (u)u = 0}.

Proposicao 4.2. O nimero ¢, = inf{I,(u) : v € N} estd bem definido.

Demonstragao. Basta mostrarmos que [,(u) é limitado inferiormente na variedade

N,. Dado u € N, temos u # 0 e

I (u)u = / |VulPdx — u/(u*)qu — /(u*)p*dx =0,
Q 0 Q

ou seja,

[ull” = plut[g + [u ..
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4.1. PRELIMINARES

1

1 P Hy e +
) = ity =

o 1 1
e L e L e e R

1 1 « (1 1
=ty (5= D) el (- ).
p q p D

1 1 1 1

e sendo 2 < p < ¢ < p* temos (— — —) >0e (— — —*) > 0, assim [,,(u) > 0. Portanto,
P q p D

0 & cota inferior para o conjunto {I,(u) : u € N,} donde ¢, estd bem definido. [

p*
p*

p*

Lema 4.3. Para cada u € WyP(Q) \ {0} eziste tinico t, € (0,+00) tal que t,u €N, e

max I,(tu) = 1,(t,u).

Demonstragio. Dado u € Wy P(Q) \ {0}, defina

f :[0,00) — R

1P it P
t = f() = L(tu) = —[lufl” — —[u[g — —[u®
p q p

p*

p*’

A func@o f admite um ponto de maximo, ou seja, existe ¢, € (0,00) tal que
max I,(tu) = 1,(t,u).

Observe que t,u € N,, pois t,u # 0 e pelo fato de I,, em particular, pertencer a
C! (Wy™(2),R) temos

f(t) =0& I (tw)u =0 t,0,(tu)u =0 I (tu)(t,u) = 0.
Agora, t, € inico pois

v =0 flull” = ptPlut]] + P ut],

/ — -1 p —1y,,+14 L
() =0 ul|” — pt uT|, — 7 " u

assim, se existissem t; e to distintos tais que f'(t1) = f'(t2) = 0, teriamos

ull” = Pt |+ & Pt e Jull” = ptd Pt + 8 Pt

que seria um absurdo. Logo, f possui tinico ponto de méaximo e assim ¢, € Gnico. [ |
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4.1. PRELIMINARES

Corolario 4.4. Se u € N, entao

I,(u) = max I,(tu).

Lema 4.5. Se N > p? e p < ¢ < p*, temos ¢, = ¢, para p > 0, em que ¢, € o nivel do

passo da montanha de I, dado em .

Demonstracao. Do Teorema do Passo da Montanha, Teorema existe (u,) C
Wy P(Q) tal que
Ly(un) = Cue I (uy) — 0.

E, do Lema m, I, satisfaz a condigao (PS)z,, daf existe u, € Wol’p(Q) tal que, a menos
de uma subsequéncia,

Uy — u, em WP (Q).
Pela continuidade de I, e I, obtemos
[u(un) - [u(uu) S [L(un) — IL(“;L),
respectivamente, implicando, pela unicidade do limite, que
L (u) = ¢y e I, (u,) = 0.

Agora, observando que 1,(0) = 0e ¢, > 0, temos u, # 0 e assim u, € N,. Como u, € N,
e I,(u,) = c,, entao
c, = inf I,(u) <I,(u,) =c,. (4.1)

Por outro lado, dado v € N, temos, pelo Corolario

I,,(v) = max [,(tv) > inf max [, (tu) = ¢,

=0 ueWs P (@)\{0} 120

ou seja, ¢, ¢ uma cota inferior para o conjunto {,(u) : v € N,} e como ¢, ¢ a maior das

cotas inferiores deste conjunto, segue

Cy = uler/léu I,(u) >¢,. (4.2)

Logo, de (4.1 e (4.2)) concluimos que
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4.1. PRELIMINARES

Lema 4.6. Se pp < py entao c,, < c,,, isto €, ¢, € nao-crescente em fi.

Demonstragao. O funcional I, nos da que, se ps < iy entdo para quaisquer ¢ € [0, 00)
eue W,P(Q)\ {0} temos
I, (tu) < L (tu),

logo

max [,,, (tu) > max 1, (tu) > inf max [, (tu) = ¢,,,

120 uewgP@)\(0} 20

e pelo Lema [4.5] obtemos

Cup = Cpp = llzrjlf max I, (tu) > ¢, = cpuys
ueWo P (Q)\{0} =

como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 4.7. O funcional

1 1 .
Lo(u) = ~lul[” = —/(iﬁ)p dz,
Q

D p*

satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstracao. Anéaloga & demonstracao do Lema [ |

Proposicao 4.8. Para qualquer A > 0 eziste p = p(A), relacionado a geometria do passo
da montanha, tal que
0<p<ec,<c Vpel0,Al]

em que co € o nivel do passo da montanha associado ao funcional Ij.

Demonstragio. Dado t € [0,00) e u € W,P(Q) \ {0}, como p > 0 temos
I,(tu) < Io(tu),

donde

S S : _
max Io(tu) > max I,(tu) > uewg}’{l(l;)\{o} max I,(tu) = ¢,

ou seja, ¢, € uma cota inferior para o conjunto {r?%x Io(tu) - w € Wy P(Q)\ {0}}. Usando

o Lema 4.5 e a defini¢do de infimo, temos

co = inf max Iy(tu) > ¢, = c,,. 4.3
0= il o otu) > ¢, =¢, (4.3)
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Agora, se 1 € [0,A], entdo pu < A e, pelo Lema ,
ca < ¢y (4.4)
Como I, satisfaz a geometria do passo da montanha, sejam p > 0 e r > 0 tais que

p = inf I,(u),

l[ul|=r

logo, I (1) > p para todo u € Wy () com ||ul| = r. Observe que p é cota inferior para
o conjunto {I?EOX In(tu) - uw € WyP(Q)\ {0}}. De fato, dado u € W,7(Q) \ {0}, existe
to > 0 em R tal que |[toul| = r, daf

IA(tOU) > P,

entao
max Ip(tu) > In(tou) > p.

Portanto, novamente pelo Lema |4.5

CA = Cp = inf max I (tu) > p. (4.5)
ueW, P()\{0}} 20

Por ([4.3), e obtemos

0<p<cyr<c <.

Apresentemos agora as seguintes fungoes. Dado r > 0, seja ¢ € C°(RY) uma funcio

nao negativa que satisfaga suppt C B,(0) e ¢ = 1 em B, 5(0). Para € > 0 seja

C«N@Z)(x)e(pr)/p(pfl)
ue(z) = [ep/(P=1) 4 |z |p/(P=D)](N=p)/p’

com

Segundo [14] ou [21] temos as seguintes estimativas:

/ V[P de = SN/P 4 O(eW=P)/ (=1
RN
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/ lu|P" da = SN/p O(aN/(p_l)).
RN

Seja
v = (4.6)
entao v, é radial, nao negativa e satisfaz
[ve]|P < S + O™ P/P=D), (4.7)
Com efeito,
) e ||P SN/p O( )/ (p— 1)) SN/p 0( p)/(p— 1))
lve 1 = |u. g* - [SN/P 4 O(gN/(p DN O(eN/-1) p/p*
o 0257
SN/p
SNIP 4 O(eWN=p)/(p=1))
- SWN=p)/p[1 4 O(gN/(p—l))]p/p*
SN/p O(eN-P)/(p=1))
- SWN=p)/p[1 + O(eN/p=1))|p/p* t SWN=p)/P[1 4 O(eN/p=1))]p/p*

S O(eWN-p)/(r=1)
[T+ OE D) [+ O /w0y
S + O(e(N-»)/(-D)
[1 + O(gN/ p— 1))]p/p* ’

e fazendo f(t) = (14 t)7?/?" obtemos, pelo Teorema do Valor Médio,

1
f(O( N/ (o= 1))) [1_|_O(€N/p 1)>]p/p* = 1 _ﬁ(l_‘_e)(—p/p O( N/ e~ 1))

= 1-0(EY@), g e (0,0(eNP)).

Logo,

(r—1)
||U6||p _ [S—‘:—’g((e]v/p 1))]p/p) [S—l—O( (N—p)/(p— 1))][1—0(8N/(p_1))]

= S — 0N L QWP =Dy _ QW= =Dy (N (p=1)
S + O<5(pr)/(pfl))'

IA

SN/p

N

Lema 4.9. ¢j =

Demonstragao.  Seja v, definida em (4.6). Sendo = 1 obtemos, pelas
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desigualdades S < ||v.||P e (4.7), que

||vel|? — S, quando € — 0. (4.8)
Defina
g:[0,00) — R
() = Io(tws) = Dol = Lo
t — g(t) = Ih(tv.) = —||v:||P — —|Velsx,
P p* p
e note que g assume méaximo, donde existe t. > 0 tal que
g () =27 o ||P — t’s’*’lh}6 g: = I\(t-vo)v. = 0.

Dali,

T (fv]P = 8277) = 0= 82777 = [Jue] P = te = [Joc PP,
logo,

1 * ]. * * ]_ * * ]_

—t = N(HUEHP/(p p))p — NHUE”W /(p*—p) — N(H%Hp)N/p
e com isso,

— i mach() € max () = () = Sl - S
o = uewg?@\{o} ntqgaox o(tu) < I?SOX o(tve) = Ip(tove) = ) Ve — Ve
tzs)-i-(p*_p) tg* 1 " 1 (H Hp)N/p
= _— —_— —— = — = — v, .
p p N° N
Fazendo ¢ — 0, de (4.8]), obtemos
1 1
S loalP)r = sV,
ou seja, tomando o limite quando € — 0 temos
Co < lSN/p (49)
- N

Por outro lado, pela Proposi¢ao (1.7, o funcional I, satisfaz a geometria do passo da

montanha, logo existe (u,) C W, (Q) verificando
Io(u,) = co e Iy(u,) — 0.

Afirmamos que a sequéncia (u,) ¢ limitada em W, (). Com efeito, para n suficientemente

51



4.1. PRELIMINARES

grande, temos
]O(Un) S Co + 1,

e como . .
—— I (u,)(u,) < ‘——]' Up ) (U,
wo()() ¢0(>()

1

<
p*

[ (ot [l |

e [[Io(un)|| — 0, para n suficientemente grande, temos — || Ig(u)|| << 1 donde
p

1

Logo, para n suficientemente grande, obtemos

1 1 1 | 1
%+1+MM22hww—gﬁwwmﬂzﬂwW—EWNp—“ﬂ%W+TWH

p*
1 1
_ (———*) unl?.
D D

. . L 1. . 1 . s e
Assim, podemos concluir que (u,,) é limitada em W,”(2) pois, caso contrario, a menos

p*
p*

de uma subsequéncia, teriamos ||u,| — oo e dai

1 1 1 1
(———*)SCO+ + 71—>O,
p D JunllP llunl?

o que seria um absurdo. Desse modo, a menos de uma subsequéncia, podemos assumir

||un||P — I para algum [ € (0, +00), visto que, de
[l P = 1o (un)(up™) — 0

podemos assumir u,, > 0, para todo n € N e ainda, se tivéssemos ||u,|[? — 0 entao pela

imersio continua W, ?(Q) < LP" () teriamos a existéncia de a; > 0 tal que

*

= ag([funlP) = 0= )

Z: < |uy,

|t Z: < oq|ug, gi — 0,

donde,

1 1
Io(un) = —||un|P + —|ut
o(un) pHH W‘

p*
p* % 0’
nos dando um absurdo, ja que ¢y > 0. Logo, de

gi —0 e |Juy||”? = 1 com >0,

I(l)(un)un = |lunl|” = |un
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obtemos
vl (4.10)
: U,
Considerando v,, = ——, temos |v,[, =1 e
|tn
p
5 <l = Ll v,
’ n|p*
isto é,
S < PN, (4.11)
Agora, sabemos que
1 1
Io(un) = ~[lunll” — = unlh, — co
mas, de (4.10)), temos
1 1 . [ [ [
—unll? = = lunlp, = - — — =

e assim [ = ¢oN, donde concluimos por (4.11]) que

SN/p
(Neg)P/N > 8 = ¢y > (4.12)
Portanto, das desigualdades (4.9) e (4.12)) obtemos
SN/p
Co = N .
|
Observagao 4.10. a) Se G ¢ um dominio limitado de RY, o nivel do passo da

montanha relacionado aos funcionais

1 1
Ioc(u) = —/ [VulP dz — —*/(U+ g
PJa P Ja
IOG /‘VU

, isto €, o nivel do passo da montanha de Iy independe do dominio G.

SN/p
é

b) Vimos na demonstra¢io do Lema que podemos assumir que todas as sequéncias

de Palais-Smale de I, sao nao negativas.
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Lema 4.11. Se p,, — 0, entao c,, — co.

Demonstracao. Sabemos que
Cup, <o V€ N

Se ¢, = ¢p, o resultado segue. Para n suficientemente grande, ¢, < ¢y, entao pelos Lemas
e I,, satisfaz a condigao (PS)., . Logo, pelo Lema , para cada n natural, existe

uma sequéncia (uy,) C Wy () tal que ug >0 ,

I

o (Ug) = €, € I (u) = 0, quando k — +o0.

n

, . N . 1
Além disso, a menos de uma subsequéncia, para cada n existe u, € WyP(Q) tal que

Up — Uy, quando k — +00, em Wol’p(Q), daf,
Ly, (u) = I, (un) e I, (u) — I, (u,), quando k — 4-o00.
Portanto, a sequéncia (u,) C Wy () é tal que u, > 0 e satisfaz
L, (u,) =c,, € ILn (up) =0

e, adaptando a demonstracao do Lema existe (t,) C (0,+00) tal que t,u, € Ny =
{u e WyP()\ {0} : I}(u)u = 0} e I, atinge maximo em t,u,. Note que,

o = inf max Ip(tu) < max Io(tuy) = Lo(tauy) = 1, (thuy,) + Hn / [(toun) ]t d
> q Ja

ueWy P (Q)\{0} =0

L () + : / () dz = I, (tivn) +  ul
Q

Como I}, (u,) = 0 entao I, (u,)u, = 0 e, consequentemente, u,, € N, para cadan € N,

logo
1, (thu,) < max 1, (tu,) = 1, (u,) = cy,,
e com isso,
co < cp, + K |t 2. (4.13)

A sequéncia (t,) é limitada. De fato, suponha por contradi¢do que, a menos de uma

subsequéncia, t, — co. Sendo ¢,, < ¢ entdo (u,) é limitada em W, *(Q) pois,
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1
Cun = L (un) _]Ln(un)un
1 ILLn 1 * 1 ILLn 1 *
= —[lun|” - ?|U:§|3 — —Juy e = =lJunlP + =" Juy |2+ 5|ny o

p*
p* < Cp-

1 1 1 1
= (G2 bl (G- )l
P q q P

E, como t,u, € Ny temos max Iy(tuy,) = Iy(t,uy), ou seja,

d
= Iy(tu,
dt°<u)

= 0= |unl” =t Plug 5,
t=tn

donde |u, g: — 0, quando n — oo. Dai, pela desigualdade de interpolagao (Proposigao
A.8), [up|l — 0. Além disso, de I}, (un)u, = 0, obtemos

p*
p*

[unl[” = pin|un g + [un
implicando que ||u, ||’ — 0 e, consequentemente, da igualdade

I

1 1 1 .
n = Mn(un) = —||un||” — _n|un|q — —|up .

C
q *
p

temos ¢,, — 0, o que é um absurdo pois, sendo (y,) decrescente, p, < p; para todo
n € N, e portanto
0<ecy <cu,, VneN.

Dessa forma, (t,) é limitada e por (4.13)),

o b1 o :
co < liminf (cun Lt \Un\g) = liminf¢,, <limsupc,, < co,

e concluimos que lim ¢,, = ¢. [ ]
n—oo

4.2 Teoremas Minimax

Nesta seio considere o funcional J, € C*(W,?(Q),R) dado por

Ju(u) = ||ul|P — u/ﬂ(zﬁ)qd:v — /Q(uJ“)p*dx, Yu € WyP(Q). (4.14)
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Considere também Y um subconjunto fechado de I = {u € N, : I,(u) < d} com d € R
fixo, em que I, é o funcional energia associado ao problema (F,) e, para cada j > 1,
defina

A ={A:AC [ff, A é fechado, Y C A, catl‘cf,y(A) > j},

= s )

Observacao 4.12. O numéro c; estd bem definido para todo j > 1. Com efeito,

I,(u) <d, Vue A= supl,(u) <d,

ueA

sup I, (u) > sup [,(u), VA € A;,

ueA ueyY

donde

= I, 2 ) > 3p )

Observagao 4.13. Se catya Y(I ) >mn entaosupl, < ¢ <...<c¢, <d, para todon > 1.
Y

De fato, catya Y(I ) > n implica Id € A, e dai,

SupI <c¢, = inf sup,(u) < supI,(u) <d.

€An uerd uerd

E sendo A, C A,_1 C ... C Ay temos
1 < <<y,

donde seque a afirmacao.

Observagio 4.14. Seja P, = J, + 1. Note que N, = {u € W, *(Q) \ {0} : P,(u) = 1},
pois I),(u)u = J,(u) = 0 para todo uw € N,,. Mais ainda, P/(u) = J}(u) # 0 para todo
u € N,. De fato, se u € N,, entao

p*
p*

0= I (wu = Ju(u) = lull” — plut]? — u’

portanto,

_ + +|p*
[l = pl™[§ + ™[5

Jl(w)u = pllul|P — qulu™]d -

p*
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obtemos
J(wu = p(plu™|?+ [utP) — qulu|? — plutE.
= ulp— Q2+ (p—p) |t <0,

donde temos o desejado.

Teorema 4.15. Se

a=supl, <c=c,=...= Cpym < d,
Y
entdo para todos € € (0, (c —a)/2), 6 >0, A€ Apym e B C I fechado tais que
supl, <c+e, catfg(B) <m,
A

existe u € N, tal que

(a) ¢ —2e < I,(u) <c+ 2e;

(b) dist(u, A\ int(B)) < 20;

, 8¢
(¢) Il < =,

em que a norma do item (¢) € a norma da derivada da restri¢ao do funcional I, a N,

(ver Definigio [C-29).

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que existem € € (0, (c —a)/2), § >0, A €
Apym € B C I fechado tais que

supl, < c+e, catlg(B) <m
A

tais que, para todo u € N, com ¢ — 2 < [,(u) < ¢+ 2¢ e dist(u, A\ int(B)) < 26, temos
[7;,(w)|l« > 8¢/d. Por simplicidade, facamos S = A\ int(B). Dai, podemos escrever

8¢

Vu € I ([e — 22, ¢ + 2¢]) N Sas, temos || 1), (u)|. > 5

com

Sys = {u € WyP(Q) : dist(u, ) < 26}.

Temos S C N, pois

ueS=ucAdecomo A€ Am=>ACIICN,=>ueN,.

o7



4.2. TEOREMAS MINIMAX

Logo, pelo Lema existe n € C([0,1] x N,N,) tal que n(t,u) =
u,se t = Oparatodou € N, ouse u ¢ I '([c — 2e,¢+ 2¢]) N Sy, para todot €
[0,1], e tambémn(1, 57 N S) C IS¢, Dito isso, observe que:

(i) Y cIo=

ueY = I,(u) <c—2¢ pois supl, =a<c—2=[,(u) <c—e=uel "
Y

(i) Y € S = A\ int(B):
Y C A, pois A € Apym. Se Y Nint(B) = 0, segue o desejado. Caso contrario,
tome B = (B'\ Y,) em que a > 0 suficientemente pequeno e Y, = {u € WaP(Q) :
dist(u,Y) < a}. O conjunto B & fechado, est4 contido em Ig e catlg(é) < m, pois,
pela Proposicao , item (c),

BCB= B<yB= catlg(é) < catza(B) < m.

Mostremos que Y Nint(B) = (). Note que, Y C Y, C Y, e como

(int(B))* = (B) = (B\ Ya)* = (BNYS)c =B UY, = B°UY,,

entdo Y C (B°UY,) = (int(B))°, implicando que Y Nint(B) = @, como queriamos.
De (i) e (i) concluimos que Y C SN I57*.

(iii) I NS = S:
Se u € S entdo u € A, daf I,,(u) < ¢+ ¢, pois sup [, < ¢+ ¢, implicando u € I;*,
A

ou seja, S C I e assim S = SN IS,
(iv) n(0,u) = u para todo u € N, em particular, n(0,u) = u, para todo u € S.
(V) ueS=SNI*=n(lu) el

(vi) n(t,Y) CY, Vt €[0,1]:
Com efeito, se u € Y entao I,(u) < ¢ — 2¢, daf, u ¢ I ([c — 2¢,c + 2¢]), e assim,
u ¢ I;'([c — 2, ¢ + 2¢]) N Sys donde 7(t, u) = u para todo t € [0,1]. Portanto,
n(t,Y) C Y, vt e [0,1].

Definindo 7 = 7 |jo,1)xs : [0, 1] X S — N,,, concluimos que A\ int(B) = S <y I;°. Deste
modo, usando os itens (b) e (c¢) da Proposigao obtemos

A€ Aim = k+m < catygy(A) = catyay (A \ int(B)) U (AN B)])
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S Catlﬁl’y(A \ Hlt(B)) -+ Cat[g(A N B)
< catygy(A\int(B)) + cate(B) < catray (1) +m,

e portanto, catrey (/;°) = k. Sendo Y C I™° C I e I7¢ & fechado, entdo I € Ay, e

assim
c=cp = Ainj sup I, (u) < sup I,(u) <c—c¢,
S c—e
kucA uel]
o que é um absurdo. Logo, o Teorema fica provado. [ |

Definicao 4.16. A funcao I, ‘Nu satisfaz a condigao (PS). se toda sequéncia (u,) C N,
tal que
Li(un) = ¢, |1 (un)]l — 0,

admite uma subsequéncia convergente em N,.

Teorema 4.17. Sob a hipdtese

a=supl, <c=c,=...= Cpym < d,
Y

se I, ’N# satisfaz a condi¢ao (PS)., entdo catfg(Kc) >m+1, em que K, = {u € N, :
Ly(u) = c e |}, (u)]ls = 0}

Demonstra¢ao. Suponha que catlg(Kc) < m. Pela Proposicao existe uma
vizinhaga fechada B de K. em I tal que catre(K.) = catja(B) < m. Pelo Teorema
4.15] existe (u,) C N, tal que

Lu(un) = ¢, dist(up, Ay \ int(B)) = 0 e |1, (un)]l« =0,

em que A, € Ay, para todo n € N. Por hipotese, existe u € N, tal que, a menos de

uma subsequéncia, u, — v em N,. Em particular, I, € C'(W,"(22),R) entdo
L(un) = Lu(w), (M, (un) |l = 17, ()]« em R.
Da unicidade do limite, I,,(u) = c e [|I},(u)[|« = 0 implicando que u € K. Além disso,
d . d\ -
A, C I = Ay \int(B) C I\ int(B)
dai,

dist (un, Ay \ int(B)) = 0 = dist(uy, I] \ int(B)) = 0 = dist(u, I} \ int(B)) = 0
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e, sendo (I \ int(B)) fechado, temos u € (I¢\ int(B)). Logo, u € K. e u € (I{\ int(B))
implicando que v € K. e u ¢ int(B), o que é um absurdo, pois K. C int(B). Portanto,

cat g (K.) > m+ 1, como queriamos. [ |

Teorema 4.18. Sesupl, < ¢ e I, |N# satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € [c1,d],
%

entdo 1" ([c1,d]) contém, pelo menos, catfg’y(]ff) pontos criticos de I, |, . (ver item (c),

Definicao .
Demonstragao. Se cat[g7y(ll‘f) = n, pela Observagao obtemos

supl, <c <cp<...<¢, <d.
Y

Pelo Teorema {.17, catja(K.) > m+1 =n—1+1 = n. Se c € [c,d], entdo
K. C I ([c1,d]), dai, K. < I,/*([c1,d]) e com isso

cat (I ([er, d))) > catyg(K) > n = catyy y (I%).

Se K. ¢ infinito, entao I,/'([c1,d]) contém infinitos pontos criticos. E, se K. ¢ finito e
Catfﬁz(Kc) > n entao, pela Proposicao K. possui, pelo menos, n pontos criticos. Logo,
de K. C I,%([c1,d]) concluimos que I, '([c1,d]) contém, no minimo, n pontos criticos de
IM ’Nu : =

Teorema 4.19. Se I, |Nu ¢ limitado inferiormente e satisfaz a condigao (PS)., para

todo ¢ € [1/{/15 I1,,d], entdo I, }Nu tem um minimo e [Zl possui, pelo menos, cat[g([l‘f) pontos

criticos de I, |N# .
Demonstracao. Mostremos que ¢; = ij{}f I,. Fazendo Y = (), observe que
"

A ={A: AC IZ, Aé fechado, catg(A) > 1} ={A: AC ]ff, A ¢ fechado e nao vazio}.
Note que, dado u € Iff temos 1I,(u) > ¢; pois, fazendo A = {u} entao A C [;f e

¢ = o 21615 u(u) < USE%S} u(v) = Lu(u)

Logo, a :=inf I, > ¢;. Por outro lado, tomando (un) C I tal que I, (u,) — ¢; temos
I3

¢ > inf I,(u) Zi}ldffﬂzoc,

u€{un} d
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e portanto, ¢; = a. Escreva agora, § = ij{}f I,,. Como I;f C N, entao B < a e também
©w

d > cy = a > [ implica que g < d. Observe que, se = d entao

I d

a:ir}iffugsupfugdzﬂéagﬁ.
7d

Se B < d, seja (u,) C N, tal que I,,(u,) — . Para n suficientemente grande, I,,(u,) < d,

ou seja, (u,) C I ;Cf e assim, para n suficientemente grande,

g = uei?jn}fu(u) > i%flu = a.

Desta forma, em ambos os casos, temos [ > « donde 5 = a. Com isso, concluimos que

clzazﬁziﬁ}ffu.

Como 1, ‘NH satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € [i/{/lf[u,d] = [e1,d] entdo, pelo
Teorema m, [ M([er,d]) = I;'((—00,d]) = I contém, pelo menos, catqy(l]) =

catrg (Ilf‘f) pontos criticos de I, ‘ N, - E, pelo Teorema como I, } ~, satisfaz a condigao
(PS)e, temos catre(Ke,) > 1, ou seja, existe u € K, tal que I,(u) = ¢1 = ij{[lf[,u e

o
|1, (u)][« = 0, donde u é ponto de minimo de I, |, - u

4.3 Lemas Técnicos

Nesta se¢ao, exibiremos e provaremos lemas cruciais para a prova do Teorema principal,

enunciado no inicio deste capitulo.

Lema 4.20. Seja (u,) C WyP(Q) uma sequéncia de fungoes nio negativas tal que

[tnlp- =1 € ||un||P — S. Entao existe uma sequéncia (yYn, A,) € RY x R tal que
v () = )\gN_p)/pun()\nx + Yn)

admite uma subsequéncia convergente, denotada novamente por (vy,), tal que v, — v em
DL (RY) com v(z) > 0 em RY. Além disso,

A =0 ey, —ye.

Demonstra¢io. Como W, 7(Q) = DyP(Q) € DyP(RY) = D'(RY), a demonstracio

da primeira parte segue de forma analoga & demonstracao do Teorema Mostremos
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(Q B yn)

a segunda parte. Suponha, por contradigao, que A, — oo. Escrevendo ), = 3 ,

note que

/ |vp[Pdz < / |vp[Pdx = / IANN=PVPy (N 4 yp ) [Pd = )\flv”/ |ty (Anx + yp) |Pd.
Qn RN RN RN

Usando mudanga de variaveis, obtemos

AV=p 1 M
0< /RN |vn|Pdx = A /RN |un(2)Pdz = )\—%|un]£ < v — 0,
pois (u,) é limitada em LP(RY). A menos de uma subsequéncia, v, — v em D'P(RY)
entao da Proposicao obtemos

n—oo

0= liminf/ v, [Pdx > / lv|Pdx > 0,
RN RN

implicando que v = 0, 0 que nos da um absurdo, visto que |v, |, = 1, v, — v em D'P(RY)

e pela imersao de Sobolev, DMP(RY) < LP"(RY), obtemos

v

|vn p*-
Logo, A, — Ao > 0. Agora, se, a menos de uma subsequéncia, |y,| — oo entao

A + Yn| > |yn] — Aa|z| = 00 VI € Q,

donde, para n suficientemente grande, u,(\,x —y,) = 0 implicando que |u,

» =0, 0 que
¢ um absurdo, assim vy, — y € RY. Suponha agora que \, — \g > 0, dai,
Q- Yn 0 — Y

Q, = —Q£RY,
N h 7

Com isso, |v| .5 =1e [[v]|? = S, ou seja, v assume a melhor constante de Sobolev em (2,

o que, pela Proposicao , ndo é possivel. Portanto, A, — 0. Supondo que y ¢ Q, como
A +yp =y, Vo € Q,

para n suficientemente grande A,z + ¥, ¢ Q, donde u, (A + y») = 0 e dai |u,

»=20,0

que é um absurdo. Desta maneira, y € {2, como queriamos demonstrar. [ |

Desde que ©Q é um dominio limitado e suave de RY, podemos escolher r > 0

62



4.3. LEMAS TECNICOS

suficientemente pequeno tal que

QF = {z ¢ RY : dist(x,Q) < r}

Q. ={zx € Q:dist(z,00) > r}

sejam homotopicamente equivalentes a ) (ver Defini¢ao|C.2)) e, sem perda de generalidade,
podemos assumir B, = B(0,r) C .

Seja agora
W(Jl,fad<Br) ={u e W&7P(Br) :u é radial}
e defina
m(u) = inf{]u,BT(u) IS NM,Br}
em que

1 1 x
I, 5. (u)=— |\Vu|P de — H/ (u")lde — = | (u)" da
P JB, q JB, P JB,

Nius, = {u € Wyl y(B)\ {0} : I}, 5 (w)u = 0}.

Como na Proposicao o numero m(p) estd bem definido. Além disso, m(u) é nao
crescente em p. Denote por m(u) o nivel do passo da montanha associado ao funcional
1, B, em Wol’fad(BT). Note que, m(p) > 0 para todo p > 0.

Lema 4.21. Suponha N > p? e p < q¢ < p*. Temos:

(a) 1,p,. satisfaz a condi¢do (PS). para todo ¢ € (0,SN/P/N) em Wol,fad(BT)' Mais
ainda, m(p) € (0, SN /N) para p > 0;

(b) m(p) = m(u);
(c) m(u) — SNP/N quando p — 0.

Demonstracao. Seguindo de forma analoga as demonstragoes dos Lemas [2.13], e
temos, respectivamente, os itens (a), (b) e (c). [

Defina agora a aplicagao

B:N, — RV
u — Blu) = ﬁ/(zﬁ)p*xdm, (4.15)
Q
e o conjunto
1709 = fu € WiP(Q) : L,(u) < mu)}.

I
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Observe que a aplicagao 3 é continua. De fato, como

Blu) = <ﬁ/ﬂ(u+)”*xidI>N = (Bi(w))ily,

i=1

basta mostrarmos que f3; é continua para cada i = 1,..., N. Seja u, — u em N, note
que, para ¢t =1,..., N, temos
1 * *
, — A — +\pP" .. _ +\P" ..
i) = B = g5 | [ (1) e = [ (@) i
1 * >k
— o | [l — (oo
1 . . diam(2 .
< gy 10— @ lalds < S [y - @) a,

pois 0 € Q. Como u, — u em W,P(Q), pela imersio de Sobolev, u, — u em L” ().
Logo, w7 — v em LP"(Q) implicando (u,7)?" — (u™)?" em L'(Q) e, consequentemente
(uf)P" é limitada em L*(€). Além disso, a menos de uma subsequéncia, (u})?" — (u®)P”
q.t.p. em Q. Dai, aplicando o Lema[C.12} obtemos |(u;})?" — (u*)?"

) — )] < T ey )y 0

e assim 3 é continua.

Lema 4.22. Existe u* > 0 tal que, se p € (0, %) e w € N, N I entio B(u) € QF.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢do, que para todo u > 0, existem 1z € (0, u)
e @ € NyN ;" tal que B(7) ¢ Q. Em termos de sequéncia, existem g, — 0, u, €
N, NI tal que B(uy) € Q. Veja que

Cpp = érj\lff L, (u) < I, (u,) = /]Vun|pdx— / )4 dx ——/ )" dx
u Hn
< m(pm), (4.16)

0=1, (up)u, = / |Vu,|P de — un/(u,f)q dx — /(uf{)p dx. (4.17)
Q Q Q

Note que, do item (c) do Lema [4.21} temos m(u,) — S¥?/N. E, sendo (u,,) limitada em
Wy (), pois

1 1 1 1 1 .
m(pn) > 1, (u) — =I' (u)u, = (~-—~- /Vunpdx—l—(———)/uj{pdx
(i) > T (1) = 21, (1) (p q) |9l =) fwd
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1 1
> (——-—)nuaw,
D q

entdo pela imersdo de Sobolev, W,?(Q) < L4(Q), temos (u,) limitada em LI(Q), e
portanto, p,|u]? — 0. Além disso, de ¢g = SV?/N (Lema e ¢, — co quando

i, — 0 (Lema 4.11]), obtemos
SN/p

N Y

Cpn —
portanto, de (4.16)),

SN/p

+on(1) < 1 / V[P 1 /( +)p*d < SN/p
on(1) < = up|Pde — — | (u,) x <
N p Ja P* Jo

+oa(1), (4.18)

e, por (ET7),
/ VP — / () dz = o, (1), (4.19)
Q Q

verifica

De (4.18)) e (4.19)), a sequéncia w,, =

|“7JLr p*

=1 e / |Vw,|Pdr — S.
Q

n

|w
De fato, por (4.19)

v 0, (4.20)

[ = fuy

e sendo (uy,) limitada em Wy*(Q) entdo |ju,||” ¢ limitada em R, dai, a menos de uma
subsequéncia, ||u,||? — | para l € R. Assim, de ([4.20),

lim / |V, [Pde = lim [ (u})" de =1

N/p N/p N/p
S SE_LSS :>L:S = [ =GNP
N D p* N N N
e com isso,
[Jun ||P [[un |l SN
Pl p_ — =
JPlts = bl = " = e = G =

Dessa forma, a sequéncia w, = w; satisfaz

|wn

=1 e ||wn||P:/|vwn|deﬁs,
Q
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ja que
S < |@llP = lwg |IP < [lwa||” — S.

Portanto, do Lema [4.20] existe (M\,,7,) C RT x RY tal que a sequéncia v,(z) =

N

De

W (Ap + y,) admite uma subsequéncia que converge forte para v em DP(RY).

1 |-

Bluy,) = SN/p /Q(u;t)p*xdx: SN/p /Q(@n)p*(x)xdflf,

e fixando o € C°(RY) com () = x, para todo = € Q, temos

|t | . |2 .
B = ‘e [(@) Geds = [ (@ ) d:
lut P
— n'p ~ \p*
= B [ @ et
|u+p: .
= o [ @ O O+ )N da
RN
[sg .
= oV /RN(Un)p (@)p(Anz + yn) d. (4.21)

Observe que [u; [0 — SV/? e sendo v, o — |v],- entdo |v
Dai, aplicando o Lema A, — 0 ey, =y em . Além disso, pela continuidade de ¢,

temos

p* = |7ﬂn p* = 1 com ’Un p* = 1.

ez +yn) = o(y) =y € Q.

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [C.19)),

o (@)p(y)de = y / o (@)dz =y,

Q Q

SN/p *
i () = g [ () @O +)do = [

ou seja, para n suficientemente grande temos [(u,) € QF, o que é uma contradigao.

T

Assim, o lema fica provado. [ |

Agora, pelo Lema [.21] existe v, € N, g, tal que

LB, (v,) = m(p) = m(u),
e v, € nao negativa, pois

Lyp,(0a) = 0= I, g (vu)v, = [lu,|I" =0.
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m(p)

Defina entao a aplicagao v : 0~ — I, por

Yy):Q — R

r — Y(y)(z) = vul® —y), z€Blyr) . (4.22)

0, c.C.

Veja que, para cada y € €2 temos y(y) € LT(”). De fato,

LOW) = Sh@I - Ehel -
1

p

—ﬁ/ v (x —y)ide — r / v, (x —y)ldz
4 JB(y.r) 7 JB(yr)y

1 1
—— v (z —y)P dr — — (z —y)P da

B(y,r) p* B(y,r)c

= / Vv, (2 ]pdz——/ Uu(z)qdz——/ v, (2)P dz
B,

= I,5,(v.) = m(p),

1
o O i R B ORI
B(y,r) P JB(yr)e

em que B(y,r)° = Q\ B(y,r). Mais ainda, v(y) € N, pois para y(y) # 0, seguindo de

modo analogo ao raciocinio anterior, obtemos

p*

L) = vl — syt = v (y)lp-

/|Vvﬂ )Pdz — /v#(z)qdz—/ v, (2)P dz
B,

= [;/L,BT(’U#)'UM =0.

Portanto, para cada y € €7, a composta (3 o 7)(y) esta bem definida e

1 R 1 R
BoN0) = gup | wue 0 dr =g [ ey o

1 >k
- o [ Gy
1 1 -
= m : ZUM() dZ+ST/ yvu(z) dz,

ou seja,

(Bo)(y) = ﬁ /B yuu(2)" dz = a(p)y, (4.23)
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pois v, ¢ radial, com
1 .
o) = g5 [ o)

Note agora que a aplicacao v é continua. Com efeito, seja y, — y em €2~ e usando a
norma |.|.. de RV, dada por |z|.. = (|z71|P + ... + |zy[P)/? paraz € RV e 1 < p < o0, a

qual é equivalente a norma usual de RY, obtemos

) — @I = /vawm— pdx—/Wv@t yn) — vz — )2, da
1/p1P
= / <Z 10i(vu(z = yn) — vu(z — )P dx)

I!/Ejmlmx—%ﬁ—%@— ) da
—(/Ejﬁwa—%D—&@Ax—wW%w
- /K?w 4n)) — Bi(va(z — )P d

= ; /Q T, (0v,) () — Ty(Dyv,) ()P da
= > T (0w,)(x) = T, (0w @) >0,

pois, fixado f € LP(RY), a aplicacao

T:RYN — LP(RYN)
y — T,f: RY — R
ro— T,f(x) = fz—vy),

¢ continua (Proposigao |A.9)), implicando que 7 é continua.

Lema 4.23. Se u — 0, entdo o(p) — 1.

Demonstracao. Observe que,

SN/p
m(p) =1, (v,) = / Vv, [P de — —/ vl dr — —/ vp dr < (4.24)
q JB, N

1 1 " | *
EIL’BT(U“)U“:a ; |Vv#|pdx—E/B UZdl‘—g/ vb dx = 0.
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Com isso,

1 1 1 1 1 .
Lo (v,)— =1 g (v)v, = (———)/ Vo pdm+(———)/v” dx
u,B(u) q M,Br( u) Iz p q Br| M| q p* B, H
1 1
> (———) [ o
p q .

1 1 / SN/p
- —— Vo, |Pdx < ,
(p Q) Br‘ 2 N

mostrando que a sequéncia (v,) ¢ limitada em Wolfad(Br) e, portanto, ||v,||P é limitada

donde

em R. Logo, a menos de uma subsequéncia, podemos supor que ||v,||” — [, para | € R.
De
re=0¢e p—0,

[0ul” = sloulg = v,

temos |v, g: — . De 1) e do item (c) do Lema , obtemos | = SN/?, ou seja,
v, gi — SN/P ¢ assim
1 o g L o SN/p_l q 0
1) = =5 Uk = onyplulpr = gx7; =1, quando = 0,
como queriamos. |

Pelo Lema para pu suficientemente pequeno, fica bem definido a aplicagao

H,:0,1] x (N, NIy — RY

(t,u) — H,(t,u) = (t + —> B(u). (4.25)
Lema 4.24. FEziste p* > 0 tal que se p € (0, u*) entao

H,([0,1] x (N, N IM#)) Q.

Demonstra¢ao.  Suponha, por contradi¢do, que existem ¢, € [0,1], p, — 0 e
U, € (N, N ILZLL(“")), tais que H,, (tn,u,) ¢ Q. Sem perda de generalidade, podemos
supor t,, — to € [0,1]. Pelo Lema e como visto na demonstragao do Lema [1.22]
temos

a(pn) =1 e Bu,) >y e,

portanto,
1—-1t,

i O‘(Nﬂ)

fn (tn, un) = (tn +

)ﬁ(un) —yeq,

69



4.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA PRINCIPAL

consequentemente, para n suficientemente grande, H,, (t,,u,) € QFf

r» O que € uma

contradicao. Assim, o lema fica provado. [ |

4.4 Demonstracao do Teorema principal

Provemos alguns lemas antes.

Lema 4.25. Se u,, € um ponto critico de I, em N, isto ¢, I),(u,)v = 0 para todo v € N,

. . L 1
entao o mesmo € um ponto critico de I, em Wy (Q).

Demonstragao. Se u, € N, entao I} (u,)u, = 0. Por outro lado, pelo Teorema [C.23]
existe # € R tal que

‘[,L/L(UH/) = QJL(uu)v (4.26)

em que J, ¢ o funcional dado em (4.14). A Observagcao nos diz que

p* + +|p*
p*) - C]M|UM |g - p*|uu p*

p*
o < 0.

JZL(UM)UM = p(#|uff|3+|u,f

_ + €\ [+
= wp—qluill+ (p—p)|u,

De (I20).

0= I, (up)u, = 07, (uy)u,

e portanto, § = 0 , consequentemente, I/, (u,) = 0, ou seja, I, (u,)v = 0 para todo
v € Wy P(Q), mostrando que u, ¢ ponto critico de I, em W, ?(€). [

A seguir, denotaremos por Iy, a restri¢ao de I, em N,,.

Lema 4.26. Toda sequéncia (u,) C N, tal que I, (u,) = Iy, (u,) = ¢ < SNP/N e
I, (u,) = 0 admite uma subsequéncia convergente em Wol’p(Q), para 1 >0 ep < q < p*.

Demonstra¢ao. Tomando o funcional J, como na demonstracao do Lema entao,
pelo Teorema dado u € N,, temos

! : ! !/
Mg, ()l = min |12, (u) — 0, ()]
Logo, por hipdétese, existe (6,,) C R tal que

1, (un) e = 12 (un) = On " (un )| = 0,
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ou seja,
I (un) = OnJ) (un) 4 0n(1). (4.27)

Na Observagao [4.14} vimos que J;(u)u < 0, para todo u € N,,. Temos (u,) limitada, pois

1 1 1
c+o,(1)=1,(u,) — =TI ununz(———) U |P.
(1) = Lu(un) q“( ) P [[wn ]

Suponha entao J;L(un)un — 0. Da igualdade

p*
p*

+
n

0 = I}, (un)tn = [lunll” = pluy[§ = |u

temos

*

lunll? = gl |3 + g -

e assim,

p*
o 0.

Vo= plp — Q)luild + (p — p*)|u)

Tt )t = pllun|” = quluy |G = p*luy

Portanto,

w19 — 0, |uf[l — 0,

e, consequentemente, ||u,||? — 0, implicando que ||u,| — 0. Além disso, da igualdade

p

»~ € das imersoes de Sobolev, obtemos

[n [P = ol 1§+ Jusy

p")7

< espallunll” +

gi < pey [[un |7+ calfun

[[un||? < M|Un|3 + [tun
sendo ¢3 = max{cy, ¢}, e com isso,

1< es(pllunll "™ + [lun " 77) — 0,

o que ¢ um absurdo. Portanto, podemos assumir que J, (u,)u, — [ < 0. De (4.27)), temos
0= I, (un)un = OnJ),(un)up + 0n(1),

donde 6, — 0, e portanto, I/ (u,) — 0. Logo,
I

W(u,) = c< SNP/N e I (up) — 0,

e aplicando o Lema Iy, satisfaz a condi¢ao (PS). e assim (u,) C N, admite uma

A 1
subsequéncia convergente em Wy (). n
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Lema 4.27. Se N > p? e pu € (0,u*) (u* dado pelo Lema entdo

catwy)(lﬁ:”)) > catq(Q).

Demonstragao. Se cat 1 ([ﬁfu)) = 00, o resultado segue. Suponha que
n

)y _
catlmm(Ij\”@“ ) =n,

isto é,
m(p) _
IN# —A1UA2U...UAn,

]m(u)

com Aj;,7 = 1,...,n subconjuntos fechados e contréateis em N, ou seja, existem

h;:[0,1] x A; — Iﬁf“) continuas tais que
hj(O,U) = Uu, hj(l,u) = wy, Yu € Aj,

onde w; € Iﬁ:“) é fixo, para cada j = 1,...,n. Considere B; = v 1(A;),j = 1,...,n,
onde v ¢ dada em (4.22). Como vimos na Se¢ao a aplicacao v é continua, donde os
conjuntos B; sao fechados e satisfazem

Q- =B U...UB,.

r

Defina agora a deformagao

g; 10,1 x B; — fo
(t,y) = g;(t,y) = Hu(t, hi(t,7(y))),

onde H, ¢é a aplicagao dada em (4.25)), para p € (0, u*)(o Lema m garante que a funcao
g; esta bem definida). Como também visto na Secao , a aplicagao (3, dada em (4.15)), é
continua, donde a aplicacao H, é continua e, consequentemente, g; ¢ continua para todo
j=1,...,n. Agora, dado y € B; temos, usando (4.23)),

9;(0,y) = HL(0,h;(0,7(y))) =
Bw) _ alwy _ y
a(p) a(p) 7

H,(0.1(y)) = (o " ﬂ) B(1(»))

(L) = Hu(lhi(1L,A() = Hu(1,w;) = (1+ 1-1
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Assim, os conjuntos B; sao contrateis em 7 donde

cato(Q) = cats (Q,) <n= catlj\n[(m(lﬁ:“)).
m

Demonstragao do Teorema[{.1]

Pelos Lemas e sabemos que

SN/p
N b

Cu> m(:U“) <

para p > 0 se p* > ¢ > p. Além disso, pelo Lema Iy, satisfaz a condigao (PS).
para todo ¢ € (0, SN/?/N), e para todo u € Iﬁ:“) temos

= inf 1) < () < m(w)

Logo, pelo Teorema|4.19, concluimos que I]\nfs“ )

; (n)
contém, pelo menos, cat Iﬁ,ﬁ“) ( ]ﬁuﬂ ) pontos

criticos de Iy, e, pelo Lema [4.27, para p € (0, p*), I}\n/:“) contém, pelo menos, catq(€2)

pontos criticos da restrigao de I, em N,,. Agora, pelo Lema[4.25, como todo ponto critico
de Iy, é ponto critico de I, entao I, contém, pelo menos, catq(£2) pontos criticos. Como
tais pontos criticos estdo em N, os mesmos sdo nao nulos e sao solugdes para o problema

(P,). Dessa forma, (P,) possui, pelos menos, cato(§2) solu¢oes nao triviais.
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Consideracoes Finais

Nesta dissertacao estudamos essencialmente a multiplicidade de solugoes positivas para
o problema eliptico critico (P,). Garantimos no Capitulo 2 a existéncia de solu¢ao nao
trivial para cada p > 0 e posteriormente, no Capitulo 4, vimos que para p positivo e
suficientemente pequeno o problema em questdao possui, pelo menos, catg()) solugoes
positivas.

Uma perspectiva futura é investigar outras ferramentas que possam assegurar a
multiplicidade de solugoes no estudo de problemas elipticos, a fim de verificar se é possivel
ampliar a quantidade de solugoes positivas quando comparado, por exemplo, com a teoria

de categoria utilizada neste trabalho.
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Apéndice A
Espacos de Sobolev

Apresentaremos uma introducao sobre Espacgos de Sobolev e alguns resultados
importantes.
Por € representa-se um subconjunto aberto do RY e por 9 sua fronteira. Sera fixada

em {2 a medida de Lebesgue dz.

Definigao A.1.  Sejam u uma fun¢io numérica definida em Q, u mensurdvel, e (O;);er
a familia de todos os subconjuntos abertos de Q tais que uw = 0 quase sempre em (O;).
Considerando o subconjunto aberto O = U;c;O;, temos u = 0 quase sempre em O. Como
consequéncia deste fato, o suporte de u, o qual € denotado por suppu, € definido como

sendo o subconjunto fechado de €,
suppu = 2\ O.

Observe que se u € continua em €2 entdo

suppu = {z € Q;u(z) # 0}.

Se este conjunto for compacto, dizemos que u possui suporte compacto.

Definigao A.2. Representamos por C§°(§2) o espago vetorial das fungoes numéricas em €2,
com suporte compacto, possuindo em ) derivadas parciais continuas de todas as ordens.

Os elementos de C§°(§2) sao denominados fungoes teste em ).

Dado a = (ay,...,ay) € NV, define-se |a| = a; + ay + ...+ ay. Por D* denota-se o

operador de derivagao de ordem « definido por

ol
8x1°‘1 . 8.1']\70”\]
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e para a = (0,0,...,0) define D% = u para toda fungao u. Por D;, parai=1,2,..., N,

representa-se a derivagao parcial %.
Definigao A.3. Diz-se que uma sequéncia (¢,) de funcoes de C°(§2) € convergente para
zero, quando as sequintes condicoes forem satisfeitas:

(a) Os suportes de todas as fungoes teste (), da sequéncia dada, estio contidos num

compacto fixo K;
(b) Para cada o € N, a sequéncia (D%p,,) converge para zero uniformemente em K.
Se v € C°(R2), diz-se que a sequéncia (p,,) de elementos de C§°(§2) converge para ¢ em

Cs° (), quando a sequéncia (@, — ) converge para zero no sentido dado acima. O espago

vetorial C3°(Q2) com esta nogao de convergéncia € representado por D(2) e denominado

espacgo das fungoes teste em Q.

Definigao A.4. Representamos por LP(2), 1 < p < oo, o espago de Banach das fungoes

mensurdveis em §, cuja poténcia p, |ul’, € integrdvel no sentido de Lebesque em ),

1/p
ul, = Jul oy = ( / |u<x>\f°dx) .

Definicao A.5. Denotamos por L>®()) o espaco de Banach das fungées numérica u,

equipado com a norma

mensurdveis em ) que sao essencialmente limitadas em §2, equipado com a norma

|ulzoo () = sup ess,eq [u(z)].

p
loc

Definigao A.6. Denota-se por LT (), 1 < p < o0, o espago localmente convexo das

fungoes numéricas u : Q) — K tais que |ulP € integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada

compacto K de €.

Sejam (uy,) uma sequéncia em L} (Q) eu € LY (). Dizemos que

up — u em LY ()

se para cada compacto K de € tem-se
1/p
pi (Un —u) = </ lun () — u(ac)|pdx) — 0.
K

Notemos que L () — L} () com < denotando a inje¢io continua. Além disso,

loc loc

prova-se que LP(Q) C L},.(Q), para 1 < p < co.

loc
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Proposicao A.7. [20, Corolario 1] C§°(Q2) € denso em LP(§2) para 1 < p < 0.

Proposicao A.8 (Desigualdade de Interpolacao). [20, Proposi¢io 1.2.1] Se u €
LP(Q) N L), com 1 < p < q < oo, entao u € L"(Q) para todo p < r < q e tem-se a
desigualdade
Jul, < Julpluly™,
onde 0 <0 <1 vem’ﬁcalzg—l—l—_e.
r p q

Proposigao A.9. 20, Proposicio 1.2.2] Sejau € LP(RY), 1 < p < co. Entdo a aplicagio

T:RY — LP(RY)
y — Tau: RV — R
r — Tyu(zr) =ulz —y),

€ continua.

Definigao A.10. Sejam u € L} (Q) e a € NY. Dizemos que u tem derivada fraca de

loc

ordem «, se existe v, € L,.(Q) tal que

(D%, @) = (—=1)! (u, D*p) = /Qvacpdx,‘w,o € D(Q).

Denotamos, D*u = v,,.

Definigao A.11. O espago de Sobolev, W™P(Q)), € o espago vetorial de todas as fungoes
u de LP(Q) tais que para todo |a| < m, D*u pertence a LP(Q)), sendo D*u a derivada

fraca de u. Ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u = v, € LP(Q) para |af < m}

munido da norma

/p

1
wm—z/ww,mwm
Q

laj<m

e = 37 supess,cq Dl

|| <m

Por equivaléncia, para 1 < p < 0o a norma de WP™(Q) também pode ser dada por

[wllmp = |ulp + Z | D%ulp.

|a]=m

Proposicao A.12. [20, Proposi¢io 2.2.1] O espago de Sobolev W™P(Q) é um espago de

Banach.
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Teorema A.13. [8, Teorema 2.14] Se 1 < p < +o0 entao W™P(§) é um espago reflexivo.

Definicao A.14. O espago Wi"*(2) € o fecho de C3°(Q2) em W™P(Q), ou seja,

m, Sac VTP (Q)
Wo () = G () :
Proposigao A.15. [8, Proposicao 2.6] Se W"P(Q2) = W™P(Q), entao o complementar

de Q em RY possui medida de Lebesque igual a zero.

Proposicao A.16. [20, Proposi¢ao 2.2.4] Se w € W™P(Q) e possui suporte compacto,
entao u € Wy (Q).

Definicao A.17. Sejam 1 <p < oo el < g < 0o tais que %—i—% = 1. O espago W~"4(Q)
¢ o dual topoldgico de Wi (). Quando se diz que T pertence a W~"™9(Q)), significa dizer
que T, definida em D(Y), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao espago

W"P(QQ). Esta extensao continua € ainda representada por T. Para uma caracteriza¢ao
das fungoes de W~"™1(Q) veja o Lema 2.2.1 de [20)].

Dito isso, quando m = 1, W?(Q2) & o espago vetorial de todas as fungoes u em LP((Q)

u
pertence a LP(2), isto é,

8[Ei

tais que

Wie(Q) = {u e (@) 2

: L*Q),i=1,...,N
J e @i= 1. N

munido da norma

| u 1p = |u|p + |Vu|p;

S WP(Q)

Wo?(Q) = C5(Q) ,

equipado com a norma usual

= ( [ 1) "

Em virtude da Desigualdade de Poincaré, Teorema |C.10| as normas ||.| e |.|[1, s@o

equivalentes.
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Apéndice B

Resultados de teoria da Medida

Enunciaremos uma defini¢ao e trés resultados que foram usados nos Lemas [I.1] e

Definicao B.1. Seja Q um subconjunto aberto de RN e defina

K(Q) ={ueC(Q):suppu CC Q}

BC(Q) = {u €C(Q) : [Jul| = ilelg lu(z)| < oo} :

O espago Co(2) € o fecho de IC(2) em BC(Y) com respeito a norma uniforme. Uma
medida finita em Q é um funcional linear continuo em Co(2). A norma de uma medida
finita p € dada por

P ———

u€Cy(R2)
l[ulloo=1

Denotemos por M(Q) (respectivamente, M7T(Q)) o espago de medidas finitas
(respectivamente, espago de medidas finitas positivas, isto €, as medidas p tais que
(u,uy > 0, Yu € Co(Q2) com u > 0) em Q. Uma sequéncia (u,) converge fraco para

o em M(Q), e escrevemos
Hn - K,

se

<:un7u> - <:u7u>7 Vu € CO(Q>7
15to €,

/udun%/udu, Yu € Co(92).
0 0

Teorema B.2. [2], Teorema 10.8] Toda sequéncia limitada de medidas finitas em §2

admite uma subsequéncia fracamente convergente.
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Proposigao B.3. [2], Proposicao 10.9] Se u € M*(Q), entao

|l = (e, 1) = sup (p, u).
et

Proposigao B.4. [2]], Proposicao 10.11] Se p, — 1 em M(Q) entao (u,) € limitada e

liall < Tim inf [0
n—oo
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Apéndice C
Resultados utilizados na dissertacao

Apresentaremos definigoes, teoria e resultados importantes que foram utilizados ao

longo desta dissertagao.

Definicao C.1. Sejam X e Y dois espagos topologicos e f,g : X — Y aplicagoes
continuas. Dizemos que f e g sao homotopicas quando existe uma aplica¢do continua
H : X x[0,1] =Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), para todo v € X. A

aplicacao H chama-se entao uma homotopia entre f e g.

Definicao C.2. Uma aplicagao continua f : X — Y chama-se uma equivaléncia
homotopica quando existe g :' Y — X continua tal que fog ~ idy e go f ~ idy.
Diz-se entao que g € um inverso homotdpico de [ e que os espacgos topologicos X e Y tém

o mesmo tipo de homotopia.

Definicao C.3. (a) (Notagcio O grande de Landau)Escrevemos
f=0(g) quando x — x,
se existe uma constante C' tal que

()] < Clg(z)]

para todo x suficientemente prozimo de xg.

(b) (Notagao de o pequeno de Landau) Escremos
f=o0(9) quando x — x,

" (@)
lim g,
P lg@) =
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Definicao C.4. Dados X e Y espagos vetoriais normados, diremos que (X, ||.||x) estd

imerso continuamente em (Y, |.||y), e denotamos (X, ||.||x) oy (Y, |I-lly), quando:

(a) X € subespaco vetorial de'Y;
(b) A identidade id:(X,||.||x) — (Y, ||l.|ly) € um operador continuo.

Definigao C.5. Dados X e Y espagos vetoriais normados, diremos que (X, ||.||x) estd
imerso compactamente em (Y, |.||ly), e denotamos (X, ||.|x) ‘= (Y, |.lly), quando:

(a) X € subespago vetorial de Y;

(b) A identidade id:( X, ||.||x) — (Y, |l-lly) € um operador compacto.
Proposicao C.6. [9, Proposi¢io 5.3.3 ¢ Observagao 5.3.4] Considere u™ = max{0,u},
u~ = max{0, —u} e suponha 1 < p < co.

(i) Seuwe W'P(Q), entio u™ e u™ pertencem a W'P(Q). Mais ainda,

Vu, seu >0 —Vu, seu <0
Vut = , Vu~ = , quase sempre em ).
0, seu<0 0, seu=>0
(ii) Se p < oo, entdo as aplicagoes u — u™ e u — u~ pertencem a WHP(Q) e sdo

continuas em W1P(Q).
(iii) Se uw € W,P(Q), entdo u™ e u™ pertencem a Wy ().

Teorema C.7 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). [6, Teorema 9.9/ Seja 1 < p < N.

Entao WhP(RY) C LP"(RYN), com P i existe uma constante C' > 0, dependendo
p
somente de p e N, tal que

» < C|Vul,, Yu € Wl’p(RN).

|u

Teorema C.8. [6, Coroldrio 9.1/ Sejam Q C RN um aberto de classe Ct e 1 < p < oo.

Temos as sequintes imersoes continuas

1 1 1
a) WHP(Q) — L4(Q), Yq € [p,p*] com — =~ — —, sep < N;
(a) WH(©) = L(@), Y € [p.p"] com - =5 =
(b) WH(Q) — LU(Q), Vq € [p,+00), sep=N;
(c) WHP(Q) < L>®(Q), se p> N.
Teorema C.9 (Rellich-Kondrachov). [0, Teorema 9.16] Sejam Q um subconjunto

limitado do RN e 0 de classe C*. Entdo as sequintes imersdes sao compactas:
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1 1 1
a) WHP(Q) — L4(Q), Yq € [1,p*), onde — =~ — — sep < N;
(a) (€2) (€2) [1,p) 2T N
(b) W?(Q) — LU(Q), Yq € [p, +0), se p= N;

(c) WEP(Q) < C(Q), se p > N.

Em particular, a imersaio de W'P(Q2) em LP(2) é compacta para todo p.

Teorema C.10 (Desigualde de Poincaré). [6, Coroldrio 9.19] Suponha que 1 < p < o0

e Q um subconjunto limitado do RY. Entdo existe uma constante C (dependente de Q) e

p) tal que
july < CIVuly, Yu € WP,

Lema C.11. [15, Lema 4.8] Sejam Q um subconjunto de RY e (u,) C LP(R2), 1 < p < oo.
Se

(a) (uy,) € limitada em LP(QY);

(b) u, = u q.t.p. em €,

entao,
Uy, — u em LP(Q).

Lema C.12 (Brezis-Lieb). [25, Lema 1.52] Sejam Q um subconjunto de RY e (u,) C
LP(Q2), 1 <p < oo. Se

(a) (u,) € limitada em LP(QY);

(b) u, = u q.t.p. em €,

entao,

i (Jun — [t — ul2) = [uf]

Definigao C.13. Um espaco de Banach (E,|.||) € dito uniformemente convexo se, para

cada € > 0 existe § = 0(g) > 0 tal que
Tty
vy E, ||z <1, |yl <lelz—y|>ec= HTH <1-4.
Teorema C.14 (Desigualdade de Clarkson). [12, Teorema 2/ Se p € [2,+00), entdo

p p
- 1
'fQQ
p

< S(SI+gk), ¥f.g € IP(RY)
p

f+g
2
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Proposigao C.15. O espago (DYP(RY),||.|l.) € uniformemente convezo, em que

1/p
lull, = ( / rwpdx) |
]RN

Demonstragao. Dado € > 0, sejam u,v € D¥P(RY) satisfazendo |Jull, < 1, [[v]l, < 1e
|lu — v||« > . Pelo Teorema |C.14] obtemos

utolP fu—ol|? / Vu+VolP  |[Vu—-Volf
= + dz
2 ||, 2 | o 2 2
1
< —/ (IValP + |Vop)da
2 RN
1
= S+ ol < 1
Dai,
u—i—vp_l_ u—vllf 1_({)19'
2 |. 2 |. 2
Logo,
u+v - (1_ <§>p)1/p:1_ - (1_ <§>p)1/p |
2 2 2
e\ P\ 1/p
e tomando d(e) =1 — (1 - <§> ) > 0, temos o resultado. [

Teorema C.16 (Milman—Pettis). [0, Teorema 3.31] Todo espago de Banach

uniformemente convexro € reflexivo.

Teorema C.17. [0, Teorema 4.10, Passo 2] O espa¢o LP é uniformemente convexo, e

portanto, reflexivo para 2 < p < 0.

Proposigao C.18. [0, Proposicao 3.32] Seja (E, ||.||) um espago e Banach uniformemente
convezo e seja (r,) uma sequéncia em E tal que x, — x em E e limsup ||z,| < ||z

Entao x,, - x em FE.

Teorema C.19 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). |3, Teorema
5.6] Sejam (X, %, ) um espago de medida e (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis
em X tal que (f,) converge q.t.p. em X para uma fun¢ao mensurdvel f. Se eriste uma

ungao nao negativa g integravel em X tal que
Jung g Y g q
|ful < g qtp. em X para todon € N,

entao

lim fndu:/ fdp.
X X

n—o0
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Teorema C.20 (Desigualdade de Holder). [3, Teorema 6.9] Sejam p,q > 1 tais que

1 1

—+—-=1e(X,%, u) um espago de medida. Se f € LP(X,%, p) eg € LYX, %, n), entao
p q

fge LY (X, p) e

[fgh < 1fblgle.

Proposicao C.21. [4, Proposi¢ao 6.2.5, item (a)] Sejam E um espago vetorial normado

e uma sequéncia (x,) C E, entao

z, = x em E = (||z,||)i, € limitada e ||z|| < liminf ||z,]|.

Consideremos X um espago de Banach, ¢ € C*(X,R), V = {v € X : ¢(v) = 1}, ¢
suponha que para todo v € V' tenhamos ¢’(v) # 0.

Definigao C.22. (a) O espago tangente de V' no ponto v é dado por
T,V ={y € X : (¢'(v),y) = 0}.

(b) Sejam ¢ € CLY(X,R) ev € V. A norma da derivada da restrigio de o aV em v é
definida por
I ()]s = sup (¢'(v), y).

yeTyV
llyll=1

(¢) O ponto v € um ponto critico da restricio de ¢ a'V se a restricao de ¢'(v) a T,V €

igual a zero, isto €, se ||¢'(v)|« = 0.

Teorema C.23 (Multiplicadores de Lagrange). [25, Proposicio 5.12] Se ¢ €
CHX,R) eu €V entao

1’ ()l = min || (u) = A" (w)]].

AER

Em particular, u € ponto critico de ¢ |y se, e somente se, existe A € R tal que

¢ (u) = A (u).

A seguir, enunciaremos dois lemas de deformacao. O Lema trata-se de um lema

de deformacao para variedades e o Lema ¢é aplicado em espagos de Banach.

Lema C.24. [25, Lema 5.15] Sejam ¢ € CH(X,R), SCV, ceR, &,§ >0 tais que
(Vu € o ' ([c — 2, ¢+ 2e] M Sa5)) = [l (W) ||+ > 8e/6. (C.1)
Entao existe n € C([0,1] x V, V) tal que

87



(a) n(t,u) =u, set =0 ou se u & o' ([c — 2, c+ 2¢]) N Sas;
(b) n(1, "= NS) C s
(c) o(n(.,u)) é nao crescente, Yu € V.

Lema C.25 (Lema de Deformagao). (23, Lema 2.3] Sejam o € C*(X,R), SC X, c€
R, €,0 > 0 tais que

(Vu € o ([c — 2, ¢+ 2] N Sas)) : || ()]« > 8e/6, (C.2)
com
Sos = {u € X : dist(u, S) < 20}.

Entao existe n € C([0,1] x X, X) tal que

(1) n(t,u) =u, set =0 ou seu ¢ p ([c — 2, c+ 2¢]) N Sas;

(ir) (1, 9= NS) C e,

(111) n(t,.) € um homeomorfismo de X, Vt € [0,1];

() |In(t,u) —ul| <6, Vu € X, Vt € [0,1];

(v) o(n(.,u)) € nao crescente, Vu € X;

(vi) p(n(t,u)) < c, Yu € ¢°N Ss, ¥t € [0, 1].

Teorema C.26. Sejam X um espaco de Banach, My um subespaco fechado de um espaco
métrico M e 'y C C(My, X). Defina

['={yeCWM,X): 9|y, €To}
Se ¢ € C1(X,R) satisfaz
oo > ¢ = inf sup p(y(u)) > a = sup sup p(y(u)) (C.3)
YEl weM ~o€Tg ue My
entdo, para cada € € (0,(c —a)/2), 6§ >0 ey € tais que
sup(p o) <c+e, (C4)
M
existe u € X wverificando
(a) c —2e < p(u) < c+ 2¢;
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(b) dist(u,y(M)) < 24;

(¢) ll¢' ()] < 8e/5.

Demonstra¢ao. Suponha que o teorema seja falso, isto ¢, existem ¢ € (0, (c—a)/2), § >

0 ey el tais que
sup(po7) < c+e, (C.5)
M

e para todo u € X satisfazendo os itens (a) e (b), temos

' (u)[| > 8e/d.

Aplicaremos o Lema da Deformagao (Lema fazendo S = v(M). Note que &
satisfaz @ < ¢ —2¢e. Como v € T entdao v = 7|, € To e dai, para todo u € My,
Yo(u) € Ty e yo(u) & o ([c — 2e,¢ + 2¢]), pois p(1(u)) < a < ¢ — 2¢. Defina entao
B:M — X por B(u) =n(1,v(u)), e assim, pelo item (i) do Lema [C.25]

Bu) =n(1,70(w)) = 0(w), Yu € My,

mostrando que § € I'. De (C.5)) temos ¢(y(u)) < ¢+ ¢ para todo u € M, implicando que
v(u) € e, para todo u € M. Logo, do item (ii) do Lema |C.25)

n(Ll,y(u)) € ¢, Yu € M,

ou seja,
p(n(1,y(u)) <c—e Yue M.
Com isso,
¢ < sup p(B(u)) = sup ¢ (n(1,7(u))) < c—¢,
ueM ueM
o que é uma contradi¢ao. Portanto, o teorema é verdadeiro. m

Observagao C.27. Os nimeros

¢ = inf max [ t)) ec, = inf max I,,(tv
Yer 1€[01] w(7(t) 1 weW I\ (0} 150 u(tv)

sao iguais, em que I' € o conjunto definido no Teorema(2.9 e I, dado em[2.1] o funcional

energia associado ao problema (P,).
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Demonstragio. Sejam r > 0 e e € W,?(Q) dados pelo Lema ou seja, |le|| > re
I(e) < I,(0) = 0. Definindo 7, : [0,1] — WP (Q) por y(t) = te, obtemos 7,(0) = 0 e
(1) = e donde vy € T'. Logo,

¢= Inf max L((t)) < max Tu(0(t)) < max I, (70(t)) = max I, (te) = max I (tu),

em que u € W,"(R2) \ {0}, ou seja, ¢ ¢ uma cota inferior para o conjunto {Igaox I,(tu) :

u e WyP(Q)\ {0}} e portanto
c < ¢, (C.6)

Por outro lado, novamente pelo Lema [2.10 existe uma sequéncia (u,) C Wy () tal que
L(un) = ¢ e I (u,) =0,

Além disso, pela desigualdade (C.6) e pelo Lema obtemos ¢ < ¢, < SN/P/N e,
consequentemente, I, satisfaz a condigdo (PS).. Portanto, existe u € WyP(Q) tal que, a

menos de uma subsequeéncia, u,, — u em W, ?(Q), donde
Lu(un) = Ly(u) e I, (up) — I, (u).

Pela unicidade do limite, I,,(u) = ¢ e I,(u) = 0, isto ¢ u é um ponto critico para o

funcional I, e u € N, ja que ¢ > 0. Com isso, e pelo Lema temos
c=1,(u) >c, =7¢,. (C.7)

Por (C.6) e (C.7) concluimos que ¢ = ¢,. u

O proximo teorema pode ser visto em [15].

Teorema C.28 (Principio do Méaximo). Se u € solugdo do problema

_Apu = f(.CE),
u € DVP(RY)

com f >0, entao u > 0; e se u atinge minimo, entao u = 0.
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