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Resumo

SANTOS DAMIAN, Heydy Melchora, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
fevereiro de 2019. Existéncia de solugoes para sistemas elipticos nao li-
neares. Orientador: Edir Janior Ferreira Leite.

Neste trabalho estudamos a existéncia de solu¢ao nao trivial para sistemas elip-

ticos da forma:

—Au =Py em Q
—Av = f(u) em ()
u=0,v=0 sobre 0f)

onde p > 0, Q um dominio suave e limitado de RY, N > 2, e f : R — R uma

fungio continua que satisfaz condigoes apropriadas (por exemplo f(s) = s%e®).
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Abstract

SANTOS DAMIAN, Heydy Melchora, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
February, 2019. Existence of solutions for nonlinear elliptic systems. Ad-
viser: Edir Junior Ferreira Leite.

In this work we study the existence of nontrivial solution for elliptic systems of

the form:

—Au=P'v inQ
—Av = f(u) in Q
u=0,v=0 on 0f)

where p > 0,  is a smooth bounded domain of RY, N >2 and f: R — Ris a

continuous function satisfying appropriate conditions (for example f(s) = s%¢®).
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em algumas questoes relacionadas a sis-
temas que tém o seguinte modelo como protoétipo:

—Au=|vP"'v  em Q
—Av = f(u) em §) (1)
u=0,v=0 sobre 0f2

onde p > 0, 2 um dominio suave e limitado de RY, N > 2, e f : R — R uma
funcao continua e sem restricao de crescimento.

O problema foi amplamente investigado na literatura durante as trés ulti-
mas décadas. Para f(s) = |s|7"'s as nogoes de sublinearidade, superlinearidade
e criticalidade foram introduzidas em [9], [I7], [I8] e [22]. Note que, o compor-
tamento de é superlinear quando pg > 1, sublinear quando pq < 1 e critico
(supercritico, subcritico) quando N > 3 e (p,q) esta sobre (acima, abaixo) a
hipérbole critica

1 1 N -2
+ = .
p+1 g+l N

O caso superlinear e subcritico foi completamente estudado em [6], [11] e
[13], onde a existéncia de pelo menos uma solugao classica positiva é encontrada.
O caso sublinear foi estudado em [9], onde a existéncia e unicidade de solugao
classica positiva é obtida. Agora, foi estabelecida em [I7] em dominios estrelados,
a inexisténcia de solucoes classicas positivas no caso supercritico. Finalmente,
quando pg = 1, seu comportamento é ressonante e o problema do autovalor
correspondente foi abordado em |19].

O objetivo deste trabalho é o estudo da existéncia e regularidade de solucoes
para o sistema conforme estabelecido no artigo [10] de Figueiredo e Ruf, de
2004. Para isto, precisaremos das seguintes definigoes:

Definicao 0.1. Dizemos que o par (u,v) € E, X E,, para 1 < ¢ < 00, € solugdo
fraca do sistema se u e v satisfazem

/ VuVodr = [ v vedr, ¥V ¢ € CP(RQ)

Z}VzﬂVvdm = ]Qf(u)zbdx, Ve C°(2)

pt1

onde B, = W>"5 (Q) W, * () e E, = W24(Q) N W Q).
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Definigao 0.2. Dizemos que o par (u,v) € solugdo cldssica do sistema (1)) se
u,v € C?(Q) N Cy(Q) e satisfazem o sistema (1) pontualmente.

O principal resultado deste trabalho, pode ser enunciado como segue.

Teorema 0.3. Suponha que

s 0<p, se N=2
"1 0<p< 5, se N>3

2. f € C(R) e defina F(s) = /OS f(t)dt;

2, se p>1

> .
1+%7 se p<1 e sg > 0 tais que

(a) Ezistem constantes 6 > {

0<0F(s) < f(s)s, Y|s| > so;

o(s), se p>1
(b) e para s em uma vizinhanga de zero: f(s) = ( ); b=
o(sr), se p<1

Entao o sistema admite solucao fraca nao trivial.

Observacgao 0.4. Note que se f >0 em R, entao pelo Principio do Mdximo, as
solucoes obtidas no Teorema s@o positivas. Além disso, se f € C*(R), para
algum o € (0, 1), entao o sistema possui solucao cldssica.

Este trabalho esta subdividido do seguinte modo:

No capitulo 1, apresentaremos de forma sucinta as principais ferramentas para
o estudo do capitulo seguinte. Por exemplo, defini¢oes e resultados de Analise
Funcional, resultados de imersoes compacta e continua, e espacos de fun¢oes que
iremos trabalhar, como espacos de funcoes C*(Q) e C*(Q), espacos de Holder
Ch(Q) e C*(Q), espagos LP(), espacos de Sobolev WHP(Q) e os espacos de
Sobolev Fracionario W*P(§2). Mais ainda, apresentaremos defini¢oes e resultados
sobre a teoria eliptica e também sobre o Teorema do Passo da Montanha. As
principais referéncias deste capitulo sdo Biezuner |I], Botelho, Pelegrino e Teixeira
[4], Brezis [5], Demengel e Demengel [7] e Gilbarg e Trudinger [12].

No capitulo 2, abordaremos a prova do Teorema Uma maneira de en-
contrar solugoes de ([l é procurar pontos criticos do funcional correspondente ao

sistema .

O funcional correspondente a este sistema é dado por:

@(u,v):/Vqudx—L/|v\pd:r;—/F(u)da:
0 p+1Jg 0

no espago (Hg(€))?. A parte quadrética do funcional ®, isto é,

/ VuVudz,
Q
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é positiva sobre o subespago {(u,u) € (H3(€))?} e negativa sobre o subespago
{(u, —u) € (HY(R))?} de (H}(Q))?. Assim, o sistema (I} ¢ chamado fortemente
indefinido. No entanto, para que o funcional ® esteja bem definido e seja de
classe C!, é preciso impor restricoes muito fortes sobre F. Assim, faremos uma
reformulacao variacional adequada. Para isto, vamos dividir a prova do Teorema

em duas partes.

Para o caso p > 1 (N =
fracionarios £ = E'(Q) x E*(Q
o funcional

2) el < p < 2 (N = 3), encontramos espagos
) e operadores A° e A' adequados para definirmos

1
I(u,v):/AtuAsvdx——/ ]v|pdx—/F(u)dx
Q p+1Jg 0

associado ao sistema ([l). Nesse sentido, é necessario estabelecer os resultados
de imersdo do espago F em C(Q) x LPT1(Q). Ademais, para encontrar pontos
criticos, usaremos um Teorema de Li e Willem |15], de 1995.

Paraocaso 0 <p<1(N=23)el<p< % (N > 4), a abordagem para
fornecer os resultados de existéncia de solugao é dada por: isolando v na primeira
equacao do sistema e substituindo na segunda equacao, temos que

A (|- Aup TN (=Aw) = f(u) em O . 2)
w= —Au=0 sobre 0f2

Veremos que as solucoes do sistema serao dadas por (u,v), onde u é solug¢ao
do problema e

vi=| = Aulr (= Aw).

Para encontrar as solucoes do problema buscamos os pontos criticos do fun-
cional I € C'(E,,R) dado por

P 1
/|—Au! ;1dfc——/Fudx
p—l—l q+1Jq

que é obtido pelo Teorema do Passo da Montanha e pelas imersoes continua
e compacta E, — C(£2). Tais resultados de imersao sdo de extrema importancia,
uma vez que a funcao real f nao possui nenhum tipo de restricao de crescimento.

Em ambos os casos, usando critérios de regularidade, concluiremos a existéncia
de solugao classica para o sistema (|1)).

Como aplicagao, mostraremos a existéncia de solugao cléssica positiva para o
seguinte sistema

—Au=Pf"lv  em Q
—Av = u?e" em ) (3)
u=0,v=0 sobre 0}

1 2 1
— N > — N = 2.
ond62<p<N_2,se _362<p,se



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo do capitulo seguinte.

1.1 Analise Funcional

Nesta secao, vamos definir e apresentar alguns resultados de Anélise Funcio-
nal. Para maiores detalhes, consultar Botelho, Pelegrino e Teixeira [4], e Brezis

[5]-

Definicao 1.1. Um espago normado X que € também um espag¢o métrico com-
pleto com a métrica induzida pela norma é chamado de espaco de Banach.

Defini¢cao 1.2. Um espac¢o com produto interno H que é completo com a métrica
duzida pelo produto interno é chamado de espago de Hilbert.

Proposi¢ao 1.3. (Lei do Paralelogramo) Seja H um espago vetorial com um
produto interno. Entao

lz +ylI” + e = ylI” = 2(l2ll* + lyl*), ¥ 2,y € H.

Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Proposicao 5.1.7]. O

Definicao 1.4. Sejam (X, |.||x) e (Y, ||.|ly) espacos normados sobre R.

(1) Dizemos que T : X — 'Y ¢é um operador linear, se T for linear, isto é:

o T(z+y)=T(x)+T(y) para quaisquer x,y € X e
o T(ax) = aT(x) para todo a € R e qualquer x € X.
(i7) Dizemos que T : X — 'Y € um operador linear continuo, se além de T ser

linear T também for continuo, isto €, para todos ro € X e € > 0 existe
0 >0 tal que ||T(x) — T(xo)|ly < e sempre que x € X e ||z — xo||x <.



Definicao 1.5. (i) Uma funcao f : M — N entre espagos métricos é uma
1Mersao 1sométrica se

dn(f(x), fly)) = du(z,y), Vz,y € M.

(i1) Um isomorfismo entre espagos normados X eY é um homeomorfismo linear
T : X — Y. Neste caso, dizemos que X e Y sao isomorfos. Se além disso,
for uma isometria, isto €, |T(x)| = ||x||, para todo x € X, dizemos que T
€ um isomorfismo isométrico e que X e Y sao isomorfos isometricamente.

Teorema 1.6. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y wum operador linear.
Entao sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de X.

(e) T € continuo na origem.

(f) sup{[T(@)[| : 2 € X e |[lzf <1} <oo.

(g9) Eziste uma constante C' > 0 tal que |T(z)|| < C||z|| para todo x € X.

Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Teorema 2.1.1]. O

Definicao 1.7. Sejam (X, ||.||) um espago normado sobre o corpo R. Dizemos
que p : X = R é um funcional linear continuo se ¢ for linear e continuo. Além
disso, chamamos

X' =L(X,R)={¢: X = R;p é um funcional linear e continuo}
de espacgo dual de X.

Teorema 1.8. Seja (X, ||.||) um espago normado qualquer. Entao X' é um espago
de Banach, com a norma

lell = supfle(z)] : 2 € X, [l=]] < 1}.

Demonstrag¢ao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira |[4], Proposi¢ao 2.1.4 e Coro-
lario 2.1.5]. O

Defini¢cao 1.9. Um espaco de Banach X que contém um subconjunto enumerdvel
e denso € dito separdvel.

Proposicao 1.10. Seja X um espago de Banach separdvel e Y C X. EntaoY €
separdvel

Demonstragao. Veja Brezis |[5], Proposi¢ao 3.25]. O
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Definigao 1.11. Seja (X, ||.||) um espago normado. Definimos o bidual de X
por X" = L(X',R) ={¢: X' = R;¢p € um funcional linear continuo }.

Teorema 1.12. Seja X um espagco normado qualquer. Entao X" é um espaco
de Banach, com a norma

[ = sup{l (@)l : p € X e ol <1}

Demonstra¢ao. Note que X” = (X’)". Como X’ é um espago normado, pois ||¢|| =
sup{|¢(x)| : x € X, ||z|| < 1} define uma norma em X', obtemos pelo Teorema
que X” = (X’)" é um espago de Banach, com a norma

[l = sup{[ib(p)| : o € X' e ol < 1}.

Proposicao 1.13. Para todo espaco normado X, o operador linear
Jx : X = X" Jx(z)(p) = ¢(x) para todo v € X e p € X'

¢ uma isometria linear, chamado de merqulho canénico de X em X". Em parti-
cular, X € isometricamente isomorfo a Jx(X) C X",
Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Proposicao 4.3.1]. O

Definicao 1.14. Um espaco normado X para o qual o mergulho candénico Jyx :
X — X" € sobrejetor é chamado espago reflexivo.

Definigao 1.15. Seja X um espaco normado. Seja ()ycx: uma cole¢io de

-

funcionais o : X — R. A topologia em X gerada pelos funcionais ¢ € X' é
chamada topologia fraca em X.

Notagao: Denotamos a topologia fraca por o(X,X') e a convergéncia nessa
topologia, chamada convergéncia fraca, por x, — x.

Proposicao 1.16. Seja uma sequéncia (x,)neny em X. Entao

(i) [on =z em o(X, X)] & [f(xn) = f(x), Vf e X,
(ii) Se x, — x , entio x, = x em o(X, X’).
(i1i) Se x, — x em o(X, X"), entao (||up||)nen € limitada e ||u,|| < liminf ||z,

(iv) Sex, = x emo(X,X') e f,— fem X' entio f,(x,) — f(z) em R.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Proposigao 3.5]. O]

Corolario 1.17. Se X ¢ reflexivo, entao todo subespaco fechado de X € reflexivo.

Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Corolario 6.4.6]. O
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Definicao 1.18. Dizemos que um espaco de Banach X € uniformemente convexo
se para todo € > 0, existe § > 0 tal que

vy €X, |l <L [yl <Tellz—yll >e= |34 <1-4.
Teorema 1.19 (Milman-Pettis). Todo espago de Banach uniformemente convezo
X ¢ reflexivo.
Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 3.31]. O
Proposicao 1.20. Seja X um espago de Banach uniformemente convexo e (Zy,)nen
uma sequéncia em X tal que x, — x e

limsup 2. < [lo]|

FEntao x,, — x.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Proposi¢ao 3.32]. ]
Teorema 1.21. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequén-
cia fracamente convergente.

Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Teorema 6.5.4]. O

Definigcao 1.22. Um operador linear T : X — Y entre espacos normados € dito
compacto se T(Bx) € relativamente compacto em Y, isto é, T(Bx) é compacto
em Y. Aqui denotamos Bx = {x € X : ||z| < 1}.

Proposicao 1.23. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador
linear e continuo.

(1) Se T é compacto, entao vale a implicagao,

z,—=x em X =T(z,) = T(zr) em Y. (1.1)

(17) Se X € reflexivo, entao T € compacto se, e somente se, vale (|1.1)).

Demonstragao. Veja Botelho, Pelegrino e Teixeira [[4], Proposicao 7.2.8]. O
Definicao 1.24. Sejam X e Y dois espagos normados tais que X CY.
(a) Dizemos que X estd imerso continuamente em Y se a aplicagdo identidade
td : X =Y for um operador linear continuo. E denotamos por X — Y.

(b) Dizemos que X estd imerso compactamente em Y se a aplicagdo identidade
id : X —'Y for um operador linear compacto. E denotamos por X <» Y.



Definicao 1.25. Seja X um espa¢o de Banach e f: U C X — R uma fungao
real, onde U é um subconjunto aberto de X. Seja x € U e A um subespaco

linear de X. A funcao f € A-diferencidvel em x, se existe uma aplicacdao linear
fa(x) : A — R tal que

(@) (h) = lim L2 = [(@)

t—0 t

, para toda direcao h € A

e tal que para todo h € A, a aplicagao x — fi(x)(h) € continua. A funcdao f €
dita A-diferencidvel se é A-diferencidvel para qualquer ponto x € U.

Se X = A e fy(z) € continua em X para todo x € X, entao f é Gateaux
diferencidvel.

1.2 Espagos LP(1))

Nesta se¢ao, apresentaremos definicoes e propriedades importantes dos espa-
cos LP(Q2), 1 < p < oo, que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Seja 2 C R" um conjunto mensuravel. Denotamos por L'(Q) o espago das
funcoes de €2 em R integraveis.

Definicao 1.26. Sejap € R, com 1 < p < co. Definimos:
LP(Q) ={f:Q — R; f é mensurdvel e |f|P € L*()}

dotado da norma

11l = ( / rf|pd:c>’°.

Definigcao 1.27. Definimos:
L>*(Q)={f:Q = R; f é mensurdvel e 3C > 0 : |f(z)| < C ¢.t.p em Q}
dotado da norma
|l = nf{C - [f(z)] < C ¢.t.p em Q.

Notagao: Seja 1 < p < 0o, denotaremos ¢ como o conjugado de p o nimero,
tal que:



Teorema 1.28 (Desigualdade de Holder). Assuma que f € LP(Q) e g € L1(Q)
com 1 <p<ooeq o conjugado de p. Entao fge L'(Q) e

/Q Folde < || fllollglloe

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.6]. O
Teorema 1.29. LP(Q)) é um espago de Banach se 1 < p < oo.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.8|. O

Teorema 1.30. LP(Q2) é um espago reflexivo se 1 < p < oo.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.10]. O

Teorema 1.31. Seja (fn)nen uma sequéncia em LP(QY) e seja f € LP(Q) tal que
l|fn — fllee = 0. Entao existe (fn, )ken € uma fungao h € LP(Q) tais que

1. fo (z) = f(z) g.t.p em Q;
2. | for ()] < h(x) g.t.p em Q, Vk € N,

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.9]. O
Definicao 1.32. Seja 1 < p < oo definimos:

LP

loc

(Q) ={f:Q2—=R ¢ mensurdvel : / |f(z)[Pdx < oo, para todo K C Q
K

compacto }.

Teorema 1.33. O espago LP(2) € separdvel se 1 < p < oc.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.13]. O

Teorema 1.34 (Teorema da representagao de Riez). Sejam 0 < p < o0, q 0
conjugado de p e p € (LP(Q2))'. Entao, existe uma unica fung¢ao v € LI(Q2) tal
que

o(f) = /Qufda: ,Vf e LP(Q).

Além disso, ||ul|re = ||¢||Lry, ou seja, (LP(S2)) = LI(Q2) no sentido que estes
espacos sao isometricamente isomorfos.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Teorema 4.11]. O

Teorema 1.35 (Egorov). Assuma que |Q] < oco. Seja (fn)nen uma sequéncia
de fungoes mensurdveis, tais que f,(x) — f(x) ¢.t.p. (com |f(z)| < oo ¢.t.p.).
Entao para todo 6 > 0, existe A C Q mensurdvel tal que |A] < 0 e f,, = f
converge uniformemente em Q\A.

Demonstragao. Veja Brezis |[5], Teorema 4.29]. O
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1.3 Espacos de Holder

Nesta secao, descreveremos as notacoes e definicoes dos espacos de Holder
que serao utilizadas ao longo deste trabalho. Definiremos a seguir os espagos de
Holder que serao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Seja €2 C R”
um conjunto aberto.

Usaremos a notacao de multi-indice para denotar a derivada parcial

[vI
D)= L (),

Ox ' 0x)’...0xy"

onde v = (71,72, ., Vn) EN'e |y =71+ 72+ ... + 7

Definicao 1.36. Para k > 0 um inteiro. Definimos
CHQ) ={f:Q— R:DVf € continua em Q, V|y| < k}.

Denotaremos C°(Q2) = C'(Q).

Definicao 1.37. Seja f : Q — R continua. Definimos o suporte de f como o
conjunto

supp(f) = {z € Q; f(x) # 0}.

Se supp(f) for um compacto em 2, entdo dizemos que f possui suporte com-
pacto. Denotamos por Cy(Q2) ao espago das fungées continuas em €2 com suporte
compacto.

Definicao 1.38. O conjunto das funcoes f € C*(Q) e que tem suporte compacto
é denotado por CE(Q) (ou C(Q) se k = o).

Corolario 1.39. Seja Q C R"™ um conjunto aberto e seja u € L, .(Q) tal que

loc

/ufdx =0, Vf e C7(Q).
Q

Entao u =10 q¢.t.p. em €.

Demonstragao. Veja Brezis [[5], Corolario 4.24]. O

Definicao 1.40. Para todo k > 0 inteiro e 0 < o < 1, 0s espacos de Hélder sao
definidos como:

Chea(Q) = {f € CH(Q) : D7 f € C(Q), V| < K},

onde C*(QQ) € o espacgo das fungdes Hélder continuas, isto é, as fungoes f: Q) — R
tais que

10
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sup  HEAWI < o,

z,yeQz£Y

Nao podemos adotar a norma do sup para transformar C*(2) em um espaco
normado. Mas, lembrando que uma fungao limitada e uniformemente continua
em € tem uma tnica extensao continua limitada em Q, podemos definir o seguinte
espaco.

Definicao 1.41. Para todo k > 0 inteiro, definimos

C*(Q) = {f € C*(Q) : DVf € limitada e uniformemente continua em
Q,V|y| < k3

dotada da norma

1 ller = e 1D FI] oo

o] <k
Similarmente, definimos
Crhe(Q) ={f e CHQ) : D"f € C*(Q), Vn| < k}
e transformamos C**(Q)) em um espago normado definindo

[ fllere = || fllcx +max [D7flca,
[vI<k

onde

[D’yf]ca _ sup ‘D’yf(x) — va(yﬂ )
z,y€Qx#y |£L’ - y|a

Proposicao 1.42. C*%(Q) ¢ um espago de Banach.

Demonstra¢ao. Veja Biezuner [[2], proposi¢ao 1.21]. ]

Teorema 1.43. Seja 2 C R™ aberto. Entao para todo k e para todos 0 < o <
B < 1 valem as sequintes imersoes:

CHHQ) = CH(@),
Ch (@) — CH(Q),
CHP (@) — O (@)

Se Q € limitado, entao as duas ultimas imersoes sao compactas.
Se Q) € convexo, valem duas imersoes adicionais:

Ck-i—l (ﬁ) N Ck’l(ﬁ),
CHQ) = CF(Q)

sendo a ultima compacta se § for também limitado.
Demonstragao. Veja Biezuner |[I], Teorema 9.6]. O
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1.4 Espagos de Sobolev W"*((Q))

Nesta secao, apresentaremos as notacoes e resultados sob espacos de Sobolev,
os quais serao definidos, no que segue. Para tais defini¢coes {2 C R™ é um conjunto
aberto.

Defini¢cdo 1.44. Dizemos que u € L}, .(Q) € k-vezes fracamente diferencidvel,

se para cada o € N com |a| = aq + g + ... + oy, = k existe v, € L,.(Q), tal que

loc

[ ubmids = (-1 [ e, Vo € O (@),
Q Q

onde v, € denotada por D“u.

Definicao 1.45. W*(Q) = {u € L} (Q) : u é m-vezes fracamente diferencidvel
com 1 <m < k}.

Observagao 1.46. C*(Q) C Wk(Q).

Exemplo 1.47. Sejam Q = (=1,1) e u(z) = |z|. Entio u € W(Q), mas
u ¢ CYQ). De fato, como u é continua, entio u € L*().

Assim, u € L} (Q). Logo, para todo p € C§(Q), temos

loc

/_1 u(z)p' (v)de = — /0 z' (z)dx + /legp’(x)dx

1 -1

= /_(1 o(x)dx — /01 o(x)dx

Logo,

onde

[ -1 ,sexe(—1,0)
U<x)_{1 ,se x € (0,1)

Dai, Du = v. Assim, u € WYQ). Note que u’' ndo ¢ continua em 0. Logo

u ¢ CHQ).

Definicao 1.48. Sejam 1 < p < oo e k > 0 um inteiro. Definimos

Wh2(Q) = {u € W*Q) : D*u € LP(Q); para todo 0 < |a| < k}.

12
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Tal conjunto é chamado de Espaco de Sobolev. Fsse € um espaco normado,
munido da norma

lullwes = Y 11Dl .

0<a| <k
quando 1 < p < 00, e da norma
[|ul[wro = og\ﬁ}g{k |D%ul| L,

quando p = Q.

Definimos ainda:

TP (Q)
WaP(Q2) = Cg° () .

Observacdo 1.49. Note que das definicées de WiP(Q) e WEP(Q), para todo
p>1 ek >0 inteiro, temos que:

Ce(Q) C WEP(Q) € WEP(Q) € LP(Q).

Teorema 1.50. W5P(Q) ¢ um espago de Banach se 1 < p < oo, separdvel se
1 < p< oo, ereflexivo e uniformemente convexro se 1 < p < oo.

Demonstragdo. Seja (U, )men C WHP(Q) uma sequéncia de Cauchy. Entao para
cada |o| <k, (D*Up,)men € uma sequéncia de Cauchy em LP(S).

De fato, para todo € > 0, existe ng € N e n,m > ng temos
|| D%y — DUy || 1r < ||thny — U |[iprer < €.

Como LP(2) é um espago de Banach temos para cada |a| < k, existe v, €
LP(Q2) tal que D%u,, — v,

Por outro lado, (U, )men C Lj,.(2). Entdo existe u € L}, () tal que u,, — u,
quando m — oo.

Para concluir que W*P?(Q) é um espaco de Banach, basta provar que D%u =

vy € LP(Q2).

De fato, temos que para todo ¢ € C§°(2)

/u(Do‘ap)d:p = lim [ w,(D%)dx = lim (—1)l! /(Do‘um)gpdx
Q Q

m—r0o0 0 m—ro0

= (—1)l /Qvagod:r;.

Logo, v, = D%u e, portanto, u € W*P(Q). Para provar o resto de proprieda-
des, considere a aplicagao
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0< o<k
dada por T'(u) = (D*u)o<|aj<k- Note que T" é isometria linear.

Mostraremos que T(W*P(Q)) é fechado em H LP(Q2).

0<|a|<k
De fato, seja

D%y, — vy € H LP(2)

0<]al<k

quando m — oo. Pela definicao de fracamente diferenciavel temos, para todo
p € G5 ()

/Daumgodx: (—1)”/umD°‘g0dx. (1)
Q 0

Por outro lado,

[t — tn|lwew = [T (um) — T(uy)|| 1 £» — 0.
0<]a|<k

Assim, (U, )men € cauchy em WHP(Q). Como WHP(Q) é Banach temos
Uy — w em WHP(Q).

Dai, quando m — oo em (1) temos

/vawdx: (—1)”/uD°‘g0dx.
Q Q

Logo, v, = D*u para todo 0 < |a| < k.

Como o produto finito de subespacos fechados de espacos de Banach separa-
veis (resp. reflexivos, uniformemente convexos) sao separéaveis (resp. reflexivos,
uniformemente convexos), concluimos que WH"?(Q) = T(W*P(Q)) é separavel
(resp. reflexivo, uniformemente convexo). O

Corolario 1.51. (W*2(Q),||.||wkz2) € um espago de Banach, na verdade é um
espaco de Hilbert.
Demonstragao. Direto do Teorema e do fato que L*(Q) é Hilbert. O

Definicao 1.52. Uma fungao suavizante € uma fungao nao negativa ¢ € C§°(R™)
com supp ¢ = B1(0) e satisfazendo [, ¢(x)dx = 1.

Defini¢do 1.53. Considere u € L}, (R™). Dado € > 0, a regularizagdo u. de u

loc
¢ definida como senda a convolug¢ao
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w =3 [ (St

Proposigao 1.54 (Regra de Leibnitz). Se ¢ € C5°(Q2) e u € W*P(Q), entdo
du € Whr(Q).
Demonstrac¢ao. Veja Biezuner [[I], Proposi¢ao 11.16]. ]

Observacao 1.55. FEspacos locais T/VZIZCP(Q) podem ser definidos como aqueles
espagos cujos elementos sao fungoes que pertencem ao espago WP (QY) para todo
Q' CcC Q, ou seja, Y € compacto em Q.

Lema 1.56. Se u € W*?(Q), entio uc — u em W)

o2(Q), isto €, uc — u em
WP (QY) para todo Q' CC .

Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Lema 11.17]. O

Teorema 1.57 (Meyer). Para 1 < p < oo, C®(Q) N WkP(Q) ¢ denso em
WkEP(Q).

Demonstragio. Seja Q, = {z € Q : dist(z,00) > £} N B,(0).

Note que €2, C Q,41 € U Q,, = Q. Considere {2;,1\Q;_1}22, cobrimento de .
n=1
Seja (¢;)2, uma partigao da unidade subordinada & dita cobertura, isto é:

¢ € C (R \Qia) e Z@f%—l

Sejam u € W*P(Q) e ¢ > 0. Como ¢; € C°(QQ), pela regra de Leibniz, temos
diu € WhP(Q).

Pelo Lema [1.56] para cada 1 < i < oo, podemos escolher ¢; tal que supp(¢;u)., C
Qi+1\§ifl €

|’(¢lu)€z - ¢iu||kaT—’ < %

Considere v = Z((bzu)e c C™(Q) N W*?(Q). Entao

=1

o = ullwes = HZ o) Z@unwm
= || Z[(@-)q — ¢t || e
=1
< D [l(@u)e, — dullrs < 225 —
i=1 i—1

Assim, [[v — u||yr» < €. Portanto, C°°(Q) N WH*P(Q) & denso em WH?(Q). O
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Corolario 1.58. Wy?(R") = WhP(R"),

Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Corolario 11.21]. O
Exemplo 1.59. Seja Q = (—1,1)\{0}. A funcao

1 ,seze(0,1)
U(I)_{ 0 ,sexe(—1,0)

pertence a W12(Q) (sua deriwada fraca de ordem 1 é identicamente nula), mas

ela nao pode ser aprorimada por elementos de C*(2). De fato, se ¢ € C§°(Q),
entao

/_l u(z)y'(x)de = /_O u(x)¢' (x)dz + /01 w(z)¢ (z)dx

1 1

= /01 o' (x)dz

b
= lim o' (z)dx

b—1,a—0 a

= lim [p(b) — p(a)] =0,

b—1,a—0

pois @ = 0 numa vizinhanga de ). Assim, Du = 0 € L?(Q). Portanto, u €
W2(Q).

Agora, suponha que (U, )neny C C(Q) NWEA(Q) tal que u,, — u em WH2(Q).
Pela defini¢cao da norma em W12(Q), temos que u, — u em L*(Q). Logo, pelo
Teorema existe (Un, )ren tal que

Up, () = u(z) ¢.t.p. em L.

Logo, ja que |2 < 0o € (un, )ken € uma sequéncia de fungoes mensurdveis, pelo
Teorema de Egorov temos

Vo > 0, JA C Q mensurdvel tal que |A| < 0 e u,, — u uniformemente em Q\A.

Tomando 6 = %, concluimos que u € uniformemente continua em Q\A (pois, é

limite de fungoes uniformemente continuas). Mas isso € um absurdo, pois u nao
é continua em Q\A e, portanto, nao € uniformemente continua em Q\A.

Agora, apresentaremos defini¢oes e resultados importantes de imersoes conti-
nuas dos espacos de Sobolev que serao utilizadas ao longo das seguintes segoes.

Defini¢do 1.60. Dado x € R", escreve-se x = (2, x,) com x' € R""'. Defini-
mos:

RY = {z:x, >0}

Q = {z:|[zf <1}

Q. = QNRY

Qo = {z:z2,=0,]z] <1}
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Dizemos que um dominio limitado Q C R™ é de classe C*, se para todo x € 052,
existe uma bola U = B(x) em R"™ e uma aplica¢ao bijetiva v : Q — U tal que

e CHQ), vt e CHU), v 1 (QNU) C Qs e (UNIN) C Q.

Seyp e CH(Q) ey E_Ck’a( ), 0 < a <1, dizemos que ) € de classe cke. Em
particular, se ¢ € COY(Q) e ™ € COY(U) dizemos que 2 é um aberto Lipschitz.

Figura 1

Teorema 1.61. Seja Q0 um aberto de classe C'. Se u € W*P(Q) N C(Q), entdo
u € WyP(Q) se, e somente se, u =0 sobre Q.

Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Teorema 11.24|. O

Teorema 1.62 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja @ C R"
um conjunto aberto, limitado e de classe C*. Se 1 < p < n, entio eriste uma
constante C > 0 tal que para todo u € C3(Q) temos:

n—p

(/ |u|nnppd:v) " §C</ |Du|de)p.
Q Q

Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Lema 11.27]. O

Teorema 1.63. Seja p > 1. Entao:

1. Se kp < n, temos WEP(R") — LY(R™), VYq € [p,p}], % = %—% com
k
Pr = it

2. Se kp = n, temos WFP(R") — LI(R™),Vq € [p,>0);

3. Seja kp > n.
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(a) Se k— 2 &N, entao

WHEP(R™) — C™(R"),

ondem=1k—-2lea=Fk—
)

(b) Se k— 2 €N, entao

2= m;

WEP(R") — C™1(R"),
ondem =k — 2.
p

Demonstrag¢ao. Veja Demengel e Demengel [[7], Teorema 2.31]. O

Teorema 1.64. Sejam Q C R™ um aberto limitado de classe C* e p > 1. Entao:

1. Se kp < n, entao W*kP(Q) — LY(Q), Yq € [p,p}], piz = i—% com py = b
2. Se kp = n, entio W*P(Q) — LY(Q), Vq € [p, ).
3. Se kp > n, entao

WEP(Q) — C™*(Q)

para todo 0 <m <k — 2, 0nd€0<0&<[§]+1—%,86%€N60<a<1
se%EN.

Demonstrag¢ao. Veja Biezuner [[I], Teorema 11.33, Teorema 11.37 e Teorema
11.45). O

Proposicao 1.65 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto e limi-
tado. Se 1 < p < n, entao existe uma constante c(n,p,Q) = ¢ > 0 tal que:

\[u|| e < c||Dul|e para todo u € WyP(Q) .
Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Corolario 11.58]. O

Finalmente, apresentaremos um resultado de imersao compacta para o espaco
de Sobolev que sera utilizado ao longo das seguintes se¢oes.

Teorema 1.66 (Rellich-Kondrakhov). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe
Cl, kp<n ep>1. Entao

WHhP(Q) —» LY(Q), Vq € [1,p*).

Demonstragao. Veja Biezuner [[I], Teorema 11.49|. O

18



19

1.5 Espagos de Sobolev Fracionarios W*?(())

Nesta secao, apresentaremos defini¢coes e no¢oes preliminares dos espacos de
Sobolev fracionarios, assumindo certa regularidade para o dominio 2 C R". Apre-
sentaremos resultados importantes como os Teoremas de imersao continua e com-
pacta, que serao utilizados ao longo deste trabalho. Sejam Q C R™ aberto e
0<s< 1.

Definicao 1.67. Para p > 1 com n > 1, definimos os espagos de Sobolev
fraciondrios W*P(§2) como:

WeP(Q) = {u e LP(Q) : Ju(z) = uly)l LP(Q % Q)} .

|z —y|r*

Os espacos de Sobolev fracionarios sao espacos de Banach intermediérios entre
LP(Q) e W'P(Q) induzido com a norma

Ju(x) — uly)P )i
ullwsp = ulPdx + / ————————dzdy |
llw (/Ql | alJa |z —ylmrter

onde

hSA

é chamado seminorma de Gagliardo de u.

Proposicao 1.68. O espago C{°(R™) ¢é denso em W*P(R™).
Demonstragao. Veja Demengel e Demengel |[7], Proposigao 4.27|. O
Vamos adotar a seguinte notacao:
CF(Q) := Ck(Q).
Uma definicao analoga para os espagos de Hélder ¢ dada por
Co () = {p € CY(9) : 3C > 0;]p(x) — p(y)| < Clo —y|*, V(x,y) € 2%},

Quando A = 1, seus elementos sao chamados de func¢oes continuas e Lipschitz.
Mais geralmente:

CPNQ) = {p € CF(Q) : 3C > 0;| D () — D*p(y)| < Clz —y|*, V]a| =
k, Y(z,y) € Q*}.
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Teorema 1.69. Seja 0 <s<1ep>1.

1. Se sp < mn, entao W*P(R") — L1(R"™) para todo q < nT_";p;

2. Se sp =n, entao WP(R") — L4(R") para todo q < oo;

3. Se sp > n, entao WP(R") — L>*(R™) e, mais, precisamente,
Wer(R™) < C," ¥ (R,

Demonstragao. Veja Demengel e Demengel [[7], Teorema 4.47]. O

Definicao 1.70. Dizemos que ) admite uma (s, p)-extensao, se existe um ope-
rador linear continuo

T . Ws(Q)) —s W*(R")
dado por T(u) = 1, tal que
Ve e, ue W9(Q); Tu(z) = u(x).

Proposicao 1.71. Seja 0 < s <1 ep>1. Seja Q2 CR™ um conjunto aberto que

admite uma (s, p)- extensdo. Entao C§°(§2) € denso em W*P(Q).

Demonstragao. Veja Demengel e Demengel [[7]. Proposigao 4.52]. O

Corolario 1.72. Seja 0 < s <1 ep>1. Seja Q2 C R" aberto e Lipschitz.

1. Se sp <n, entdo W*P(Q) — LI(2) para todo q < 2
2. Se sp =n, entao WP(Q) — L) para todo q < 0o;
3. Se sp > n, entao WP(Q) — L>*(QQ) e, mais precisamente,

0,s—2

WeP(Q) — C," 7 (Q).

Demonstrag¢ao. Veja Demengel e Demengel [[7], Corolario 4.53]. O

Teorema 1.73. Seja 2 C R™ aberto, Lipschitz e limitado. Sejam 0 < s < 1,
p>1len>1.

1. Se sp < n, entao W*P(Q) —» L) para todo q < n:”;p;

2. Se sp =mn, entao W*P(Q2) —» L%(Q) para todo q < oo;

9. Se sp > n, entdo WP(Q) —» CPNQ) para A < s — 5

Demonstragao. Veja Demengel e Demengel [Veja |[7], Teorema 4.54]. O
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Definicao 1.74. Seja s € R\N com s > 1. Definimos
Wer(Q) = {u € WE?(Q) : D € W=FP(Q), Va, |a| = [s]},

onde [s] € o maior inteiro menor que s, « denota a n-upla (o, -+ , ) € N" e
la| denota a soma oy + -+ + ay,.

O espaco W*P(Q2) é um espaco de Banach reflexivo dotado da norma

hSA

ullwsw = (lullby, + [lpyemm) -

Observagao 1.75. Se s = k € um inteiro, o espago WP(Q) coincide com o
espago de Sobolev WHP(Q).

Lema 1.76. Secja p > 1 e 5,8 > 1. Seja Q C R™ aberto lipschitz. Entao, se
s < ¢, temos

We'»(Q) C W*P(Q).

Demonstragao. Veja Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [[20], Corolario 2.3]. O
Proposicao 1.77. Seja 2 C R™ aberto e Lipschitz. Para s > 0 e p > 1, temos
que:

1. Se p < 0o, W5P(Q) ¢é separdvel.

2. Sel < p<oo, W9P(Q) ¢ uniformemente convezxo (e, portanto, reflexivo).

Teorema 1.78 (Teorema da imersao continua de Sobolev). Seja Q@ C R™ aberto
e Lipschitz. Sejam s >0, p>1en > 1.

1. Se sp < n, entao W*P(Q) — L1(Q) para todo q < nﬁip;

2. Se sp =n, entao WP(Q) — L) para todo q < 0o;

3. Para sp > n, temos que:

o Ses—2 &N, entao W*P(Q2) = C, o

e Ses—2 €N, entao W*P(Q) — C, Z_M(Q) para todo \ < 1.

Demonstragcao. Consideremos os seguintes casos:

Caso 1: sp < m. Faremos a prova por inducao em [s]. Se [s] = 0, pelo
Corolario temos o resultado.

Assumindo que o Teorema esta provado para [s] = m—1, com m > 1. Suponha
que [s] = m esejau € WP(Q). Entdo, D’u € W 1?(Q), onde 8 = (0, ..., 1, ...,0)
com 1 na posi¢ao 1 < i < n. De fato,
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Dby € W=tP(Q) <= D*(DPu) € We=1=m=2(Q) V|a| =m — 1,
onde [s — 1] =m — 1. Note que
D+ = DY(DPu)
ese|a|=m—1¢e|f| =1, temos que |a+ 3] = m.
Assim,
D¥(DPu) = D Py € We—mP(Q) = W 1=(m=D»(Q) V|a + 8] = m,

pois u € W*P(Q).

Por definicio, u € W?(Q). Portanto, como (s—1)p < sp < n e pela hipotese
de inducao, temos que

WP (Q) < LI(Q), Vg < —"2

— n—(s=1)p°

Entao, DPu € L4(9), para todo q < #111)1) e como u € WkP(Q) e [s]p <

sp < n, pelo Teorema temos u € L9((2), para todo ¢ < —E—.

n—[slp

Observe que

np np
n—(s—1)p — n—I[s]p’

n—(s—1)p<nes—1</[s] implicam que p <
Logo,

DPu e L"(Q) eu e L'(Q) com r = —"2

n—(s—1)p"
Usando os fatos anteriores, concluimos que u € W (Q).
Observe que sp < n < r < n. Assim, pelo Teorema [1.64] temos que
u € LI(Q), Vg <

nr
n—r’

Em particular, para ¢ = temos que

w€ L (Q) = L7 (Q) C LU(Q), Vg < ;%

— n—sp’

Caso 2: sp = n. Note que, [s]p < ne (s—1)p < n. Seu € WP(Q), pelo
raciocinio anterior, temos u € W' (Q) com r =

Portanto, »r = n e pelo Teorema temos
Whr(Q) — L() para todo ¢ < oco.
Logo,
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W#P(Q) — L1(Q) para todo ¢ < oo.

Caso 3: sp > n. Se s — % ¢ N. Seja j um inteiro satisfazendo s — 1 — % <j<
s— 2.
p

Logo, se u € W*P(Q), entdo v = D’u € W*92(Q), onde 3 = (0, ..., j, ..., 0)
com j na posicao 1 <7 < n. De fato,

Dy € W*=P(Q) & D*(DPu) € W= s=3lp(Q) V|a| = [s — j].
Observe que,
D*(DPu) = D>y
e o] =[s —j| = [s] — [j] implica que |a + ] = [s]. Da,
D*(DPu) = Dy € w*~lslP(Q) = We—i—ls=ilp(Q),

pois u € W*P(Q).

Agora, pelo Lema [1.76]

v = Dfy € Wi»(Q) C Ws=1r(Q)

e, pelo Caso 1, D7v € W*==1P(Q), onde v = (0,..., 1,

...,0) com 1 na posicao
1 <i < n. Entao, v, D7v € Ws771P(Q),

A equagdo (s — j — 1)p < n implica que, pelo Caso 1,

WSijil’p(Q) — Lq(Q),‘v’q S %
Em particular,

We=i=1P(Q) < L™ () com r = oE

n—(s—j—1)p"

Assim, v, D7v € L"(Q2). Logo, pelo mostrado no Caso 1, v € W1 (Q). Note
que j < s — % implica que r > n.

n

0,5—%—j

Assim, v € 05’1_7(9) =C, (Q). De fato, pelo Teorema [1.64] temos

W (Q) — Cc™(Q)

para todo 0 <m <1— 2, onde

0<O<[2]+1—-2se2¢N,
0<f<lseZeN.
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Observe que, C™?(Q) = C;"(2). Em particular, quando m =0 e § = 1 — o
0,1-2 n 0,5—2—j
temos v € C;” " (€2). Como r = ooy temos que v € G, J(Q)
Sabemos que v = DPu € C’,?’S_%_j(ﬂ). Entao,
3C > 0,Y(x,y) € Q x Q, | DPu(z) — DPuly)| < Clo —y|*» .

Portanto,

n

we o ),

Se s — 2 =j €N, entao u € WsP(Q). Logo, DPu € Ws?(Q), onde 8 =
(0,...,1,...,0) com 1 na j-ésima coordenada 1 < j < n.

Além disso, D*~7u € W*=U=DP(Q) implica D*'u € W*7P(Q), onde v =
(0,...,1,0,...,0) com 1 na i-ésima coordenada 1 <17 < n. Logo,

DP~ %y, DPu € W=iP(Q) = WP ().

Dai, deduzimos que

DF=7u € WH(Q),Vq < oo.
De fato, observe que D7(D?~7)u = DPu. Pelo Caso 2, temos

DPu e WrP(Q) — LI(Q),Vq < co.
Entao,
DFfu € L1(Q),Vq < .

Assim,

DF=7u € WH(Q),Vq < oo.

Portanto, D’V € CS’A(Q), para todo A < 1. De fato, pelo Teorema
para ¢ > n, temos

D= u € Wh(Q) < C™(Q) = ()
parat0d00§m<1—§e

O0<#<[f]+1—%,se2 &N,
O<6<1,se§€N.

Em particular, para m =0e 8 = X\ < 1, temos
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0.\
Whi(Q) — C,7(Q).
Assim, D~y € C’,?’)‘(Q). Portanto, pelo mesmo raciocinio como no Caso

anterior,
ue C*r Q) para todo A < 1.
0

Isto conclui a prova.
Teorema 1.79 (Teorema da imersao compacta de Sobolev). Seja Q@ C R™ aberto,

Lipschitz e limitado. Sejam s >0, p>1en > 1.

np_ .
n—sp’

1. Se sp <n, entao W*P(Q) <—» L1(Q) para todo q <

2. Se sp =n, entao W5P(Q2) <» L%(Q) para todo q < oo;

3. Para sp > n, temos:
o Ses—2 ¢ N, entao WP(Q) —» Cb#;]’)\(ﬁ) para todo A < s — % —

[3 - %]7
o Ses— 2 €N, entdo W*P(Q) —» C, 7 (Q) para todo \ < 1.
Demonstrag¢ao. Veja Demengel e Demengel |[7], Teorema 4.58|. O
Observagdo 1.80. Nos casos (0 < p < 1)(N =2,3) e 0 < p < 175(N > 4)
temos que WQ%(Q) —» Cy(Q2). De fato, note que
1
1>M:>i1>ﬁz>g<p—+ )>N
p 2 p 2 P
vale para todo N > 2. Logo, pelo Teorema |1.79, temos:
-gtla- g2 g

p+1

. ptl
¢ N, entio W7 (Q) —» C’l[

o Se —;’TNI
) _ BN

e Se 2 — pTNl e N, entdo Wz%(Q) 3 C'; P 1’)\(Q), para todo A < 1.

Mas,
_pPN19_ PN _[9g_ BN
01[2 P+1]’2 p+1 [2 P+1](Q) C Cb(Q)
¢ 2— 2N _q )
_L_L
M) € o),

para todo A < 1.
(@),

Assim, concluimos que Wz%(Q) —» Cp(Q2)
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Teorema 1.81 (Teorema da imersao compacta de Rellich-Kondrachov). Seja
Q C R™ um dominio suave e limitado. Sejam s >0, p>1 en > 1. Entao:

s, [ _n
1. W=P(Q) < Cy(Q) se, e somente se, s — 7 > [u.

2. WorP(Q) —» W*524(Q) se, e somente se, ¢ > p,s; — B> s -1

Demonstragao. Veja Qin [|21], Teorema 1.1.16]. O

1.6 Pontos Criticos

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes e resultados que serao de grande rele-
vancia para o trabalho a seguir. Para mais detalhes consultar Evans [8] e Jabri
[14].

Sejam H espaco de Hilbert e I : H — R um funcional nao linear em H.

Definigdo 1.82. Dizemos que I € C'(H,R) se existe I'(u), Yu € H e além
disso I' : H — H' € continuo.

Definicao 1.83. Dizemos que

(i) we H é um ponto critico, se I'(u) = 0;
(ii) ¢ € R € um valor critico, se K,:={u € H : I(u) = ¢;I'(u) = 0} # (.

Defini¢cdo 1.84 (Palais-Smale (PS)). O funcional I € C*(H,R) satisfaz a con-
dicao de Palais-Smale, se qualquer sequéncia (u,)5, C H tal que

(i) 1(uy,) € limitada;
(ii) I'(u,) — 0 em H',

admite uma subsequéncia convergente em H.

Teorema 1.85 (Teorema do Passo da montanha). Seja I € C'(H,R) satisfa-
zendo (PS). Suponha que:

(i) 1(0) = 0;
(i1) Ezistem constantes r,a > 0 tais que
I(u) > a, se ||ul]| =r;
(111) Eziste v € H tal que ||v]| > r, I(v) <0.
Entao
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¢=inf maxI(g(t))

é um valor critico de I, onde I := {g € C([0,1],H) : g(0) = 0; g(1) = v}.

Demonstra¢ao. Veja Evans [[8], Teorema 2|. O

1.7 Um pouco sobre a teoria eliptica

Nesta secao, apresentaremos definicoes e resultados sobre problemas envol-
vendo operadores elipticos, o qual serd definido no que segue. Para mais detalhes
consultar Gilbarg e Trudinger [12]. Seja L um operador linear de segunda ordem
da forma:

Lu = Z aijDiju + Z bZDzU + cu, (17)
ij=1 i=1
0%u ou
8%8%’ “ 8ZL‘Z
Definicao 1.86. Dizemos que o operador L definido em (L.7)) € eliptico no

ponto x € Q, se a matriz dos coeficientes (a;;(x)) € positiva, isto é, se A(x), A(z)
denotam respectivamente o autovalor minimo e mdzimo de (a;;(x)) entdo

onde a;; = a;;(x),b; = b;j(x),c = c(x), Diju

0 < A@)[IEP < Y ay(2)6&; < A@)[E]° Vo € 2,6 € R"{o},

ij=1
onde ||€]> =& + & + ... + &

O operador € dito eliptico em € se o for em cada ponto x € Q2. Agora, dizemos
que o operador L € estritamente eliptico em § se existe \g > 0 (Ao nao depende

de ) tal que X\ > Ao > 0. Além disso, se

uniformemente eliptico.

€ limitado em ), entao L € dito

By

Teorema 1.87. (Principio do Mdzimo Forte) Seja @ C R™ um aberto. Seja L
um operador uniformemente eliptico tal que ¢ = 0. Suponha que u satisfaz Lu > 0
(Lu <0) em Q. Se u atinge o seu mdzimo (minimo) no interior de 2, entao u é
constante.

Se ¢ <0 e u atinge um mdzimo ndao-negativo (minimo nao-positivo) no inte-
rior de €, entdao u € constante.

Independentemente do sinal de ¢, se u atinge um mdzimo igual a 0 (minimo
igual a 0) no interior de ), entdo u é constante.

Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Teorema 3.5]. O
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Corolario 1.88. (Propriedade de Preservag¢ao de Positividade) Seja @ C R™
limitado. Seja L um operador uniformemente eliptico com ¢ < 0. Seu € C*(Q)N

C(Q) satisfaz

—Lu>0 em ()
u>0 sobre 0f)

entao u(x) >0 para x €  ou u = 0.

Demonstragao. Veja Sweers [[23], Corolario 2.5]. O

Teorema 1.89. Sejam Q C R™ um dominio de classe CY' e L um operador

estritamente eliptico em Q com coeficientes a;; € C(Q),b;,c € L™, com i,j =
1,...,n ec<0. Entdo, se h € LP(Q) e p € W*P(Q), com 1 < p < 00, o problema
de Dirichlet Lu = h em Q, u—¢ € Wy ?(Q) tem uma tinica solugio u € W?P(Q).
Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Teorema 9.15]. O

Lema 1.90. Seja L um operador que satisfaz as hipoteses do Teorema |1.89
FEntao, existe C' (independente de u) tal que

[ullw2r@) < CllAull e
para todo u € W2P(Q) N W,P(Q),1 < p < 0.

Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Lema 9.17]. O

Teorema 1.91. Seja u € WQ’p(Q) solucao da equagao eliptica Lu = f, num

loc

dominio €, com coeficientes de L pertencendo a CH=11(Q) (C*1%(Q)), f €
WEQ) (CF12(Q)) com 1 < p,g<o0, k>1e0<a<1l. Entio,

loc

w e WI(Q) (CF1e(Q)).

loc

Além disso, se Q € C*TH1 (C*Hhe) L € estritamente eliptico em 2 com coefici-
entes em CH=11(Q) (CF12(Q)) e f € Wh(Q) (C*1%(Q)) entao,

u € WH24(Q) (CFHH(Q)).

Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger |[12], Teorema 9.19]. O

Teorema 1.92. (Teorema de Kellogg) Seja 2 C R™ dominio limitado de classe
C** com 0 < a < 1. Sejam f € C*(Q) e g € C**(Q). Entao, o problema de
Dirichlet para equacao de Poisson

Au=f emQ
u=yg sobre 0.

possui uma tnica solugao u de classe C**((Q).
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Demonstragao. Veja Gilbarg e Trudinger [[12], Corolario 4.14]. O

Definicao 1.93. (Notacao o pequena de Landau) Sejam f,g fungées reais, de-
finidas num mesmo suconjunto de R, escrevemos

f=o(9) quando x— x

Se
L @)

= 0.
z—wo |g(7)]

Observagao 1.94. Seja f : R — R wuma fun¢do continua e defina F(s) =
Jy f(t)dt. Suponhamos que f e F satisfazem a condigio 2(a) do Teorema
entao existem constantes c,d; > 0 tais que

F(s) > c|s|’ —dy.

Demonstragao. Veja Jabri [[14], Observacao 7.5]. O
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Capitulo 2

Sistemas elipticos nao lineares

2.1 O-casop>1

Nesta secao, consideremos 2 um dominio Lipschitz e limitado de RV e 1 <
p < w25, isto &, N =2,3.

O objetivo desta secao é obter a existéncia de solugao fraca para o sistema
(1), utilizando as ideias dadas por Figueiredo e Ruf [10] e Hulshoff e van der
Vorst [13]. Estabeleceremos uma estrutura variacional apropriada para estudar
o sistema . Para isto, usaremos os espagos fracionarios E*(£2).

Considere o operador Laplaciano
—A: H*(Q) N HYQ) C L*(Q) — L*(Q).
Seja e, uma autofungao de —A dada por
e, = 0 sobre 0) ’

{—Aen = e, em §

onde A, é o autovalor correspondente de e,, 0 < A\ < Ay < A3 < -+ < — <.
Entao, {e,}°, ¢ uma base ortonormal de L?*(Q2) satisfazendo

/ ejedr = 0; ;.
Q

Seja

Es(Q) = {u e L*(Q): iAfL|an|2 < —1—00}

n=1

e definimos um operador linear

30



31

A% B5(Q) — LA(Q)

dado por
+oo .
Asu = E Ap Gy,
n=1
onde

400
u = E aney COM @, = / ue,dr.
n=1 Q2

O operador A® é linear. De fato, dados a € R e u,v € E*(Q) tais que

“+o0o +oo
U= E An€n € U = g b,e,, temos que
n=1 n=1

n=1

+oo +o0o +0o0
A(u+v) = A° <Z An€p + Z bnen> = A° (Z(an + bn)en)
n=1 n=1

+oo +oo
= Z A2 (ay, +bp)e, = Z A2 (anen + bney)
n=1

n=1
+OO S S +OO S +m S
- g (Aganen + >\T§L bnen) = E >\T§L An€n + g )\?Lbnen
n=1 n=1 n=1

Assim,
A’(u+v) = A’u+ A’v.

Também, temos

A¥(ou) = A° (a (Z anen>> = A° (Z ozanen) = Z)\%(aan)en

n=1
+00 ‘ too
= Zoz()\ganen) = az Nane, = a(Au).
n=1 n=1

Logo, A® é um operador linear.

“+oo
O operador A® é injetivo. De fato, dados u,v € E*(Q) tais que u = Zanen

n=1
400
ev= E b€,
n=1

Note que, se A’u = A®v temos que:

+o0 s 400 R
g Aa,e, = g A2b,.e,.
n=1 n=1
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Logo,

+oo s +oo s

Z Aaye, — Z Aebpe, =0
n= n=1

Z )\é(an —by)e, =0.

n=1

Como {e,, }nen € linearmente independente temos
A2 (an — by) = 0.

Assim, )\E =0oua,—0b,=0.

Note que, como A, > 0, temos a,, — b, = 0. Logo, a, = b, e, portanto, u = v.

+o0
O operador A® é sobrejetivo. De fato, dado v € L?(2), onde v = Zanen.
=1
+00 "
Tomemos u = Z —ane,. Entao,
n=1 >\7?b
+o00
Adu = Z)\2 ( anen> = Zanen = .
n=1 n=1
+o0
Afirmamos agora que u = Z —ane, € E°(Q). De fato, basta demostrar que
— A\
n=1 "\n

gan < 0.

ZAS

Note que

+oo
2 ZAS
n=1

+oo
|an| ZAn |an|* = Z |an .
>\S n=1

Logo,

00 2
vfPde = / anen
JAE (>

> /(ale1 + .. +aiei+ dz
Q

= a%/efdx—i—...%—ai/eidaj—i—...
Q Q

= al+..+a +..
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Assim,
+oo
00 > / lv]2dz > Z |a,|?d.
Q n=1

Portanto,

+o0 1 2 “+o0o

s 2
E A, —$an| = E la,|” < oo.
n=1 /\n n=1

Assim concluimos que A* ¢ um isomorfismo, ou seja, £*(§2) é isomorfo a L*().

Note que:
1
E*(Q) = H*(QQ) se 0<s< 3
EVXQ) < HQ),
1
E*(Q) = {ue H°(Q): ulogo =0} se§<5§2€s7é;,
E3/2(Q) C {U S H3/2(Q) : u|ag = O} .

Os espagos E*(£2) sao espagos de Hilbert com o produto interno
(u,v)s = / A*uA’vdz.
Q

As propriedades de produto interno sao satisfeitas pela linearidade do funcional
A® e da linearidade da integral.

As seguintes observagoes serao de muita ajuda na sessao (R.1.4).

Observacao 2.1. A partir do anterior consideremos 0s sequintes casos:

e Se 0 < s <2 temosque E5(Q) = H*(Q). Logo, H*(2) C H*(Q). Além

27

disso, H'(Q)) C H*(Q) = E*(2). Dai, obtemos H*(2) N HL(Q)) C E5(Q).

e Sei<s<2 coms#3, obtemos que E° ={u € H*(Q) : ulpg =0} com
HQ(Q) C HS(Q) Entao HQ(Q) N HL(Q) C E5(Q).

Assim, concluimos que H}(Q) N H%(Q) C E*(Q) para todo 0 < s < 2, tal que
)

Proposicao 2.2. Seja 0 < s < 2. Entao a sequinte imersao
Es(Q) C LP(QY)

1_ L _ s
é continua se, > 5 e compacta se, = > 5 — .

D=

S
N

SR

Y
N[ =

Demonstragao. Pelo Teorema item (1), a imersdo ¢ continua se,

e pelo Teorema item (1), a imersao é compacta se, % > % — N

SR
0 =k
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2.1.1 O funcional

pt1

Lembre que E, = WQ%(Q) N WJT(Q) e E, = W21(Q) N Wy(Q).

Vamos definir o espago de Hilbert £ := E*(Q2) x E*(f2), dotado da norma

N[

1w, )l = (lullEe + llolF)2.

Consideremos o funcional I : E — R associado ao sistema ([l dado por

I(u, ) :/QAtuAsvdx—/Q(Z%|v|p+1+F(u))dx (2.1)

com s e t tais que s+t = 2. O seguinte resultado garante que os pontos criticos
deste funcional é uma solugao fraca do sistema ([1).

Proposicao 2.3. Suponha que (u,v) € E'(Q) x E5(Q) é um ponto critico do
funcional I. Entao v € E, e v € E,, para todo ¢ > 1 e, portanto, o par (u,v) é
uma solucao fraca do sistema .

2.1.2 A escolha dos espagos E*(Q) e E'(Q)

Nesta subsecao, provamos que existem nimeros positivos s e t com s+t = 2
tais que o funcional I estd bem definido e é de classe C!. Para isto, provaremos
dois lemas fundamentais.

Lema 2.4. Seja 1 < p (N =2), oul < p < 2 (N = 3). Entao existem
pardmetros s > 0 et > 0 com s +1 = 2 tais que as sequintes 1mersoes $ao
continuas e compactas

ES(Q) C LP(Q), EYQ) C C(Q).

Demonstragao. Pela Proposigao a imersio F*(Q) — LPTY(Q) é continua,

1 1 s : A A 1 1 s
para todo pES] > 5 e a 1mersao € compacta se, 1 2

N N
Caso N = 2. Note que,
Loobos Ies 2 o2

— > - — == —s=s5 -
p+1 -2 2 2 p+1 p+1

Como p > 1 temos 1—1% > 0. Assim,

1 2 >1 <~ 2 > 1<:> 2 <1<:> >3

P+l 2 pr1” 27 pr1-27 P
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Entéo,parap>3eseolha0<%<1—%<s<1.

Por outro lado, para 1 < p < 3 temos

Entdo para 1 < p <3, escolha 0 <1 — -2 < 1 < 5 < 1. Logo,

T<s<l=-1<—s<—1=1<2-s<3
Assim, escolhendo t =2 — s > 1 obtemos s +t = 2. Como t > 1 temos
t 1 t o1

Pelos Teoremas e [L.79] temos o resultado.

Caso N = 3. Observe que

1 1 s __ 3—2s 6 6 3 _ 3
1337 6 :>p—+1>3—2s:>2s>3 TS >5 T pa
3 3 1 1
Como 1 < p < 2temos 0 < 5 — =5 < 3. Logosup{%—p—ilzl<p<2}:§.
3 3 1 =
Escolhai—p—ﬂ < s < 5. Entao

1 1 3
S<§:>—S>—§:>2—S>§.

Assim, escolhendo t =2 — s > % obtemos s+t = 2. Como t > % entao 2t > 3,
ou seja, 2t > N.

Finalmente, pelos Teoremas e [1.79] concluimos o Lema O

Agora, vejamos algumas propriedades importantes dos operadores A® e dos
espagos E*(£2).

Lema 2.5. Sejam s >0 et > 0.

1. z € E5(Q) se, e somente se, Az € L*(Q) e ||z||gs = ||A%2]| 2.

2. Seja z € E*H(Q) = E*(Q) C H*(Q), entao ATz = ASAlz = At A%z,
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Demonstragao. 1) Por definigdo A°z € L*(Q) & 2z € E4(Q).

Além disso:

|21

b= o [ asdtsde = [ s = A
0 Q

Portanto, [[2]|g- = A%z ;2.

+oo
2) Seja z = Zaiei € E°(Q). Logo,

=1

ATty = E A Coae

s4t = st
— 22 — 2)2
= E )\,L a;e; = E /\z )\2 a;e;
i=1

=1

+o0 .
= A’ (Z /\l?aieZ) = ASA'z.
i=1

Analogamente, A*T'z = A'A%z. Portanto, Ast'z = ASAlz = A'A%2. O

Pelo Lema podemos concluir que o operador A® é um isomorfismo iso-
métrico. Ou seja, E*(Q) ¢ isometricamente isomorfo a L?(Q2). Além disso, pelo
Lema podemos fixar s e t, tais que o funcional

I:EY(Q)x E5(Q) =R
dado por
1
I(u,v :/AtuAsvdx—/ ——|P™ + F(u))dx
(o) = | (b + Pla)

estd bem definido. De fato, se u € E'(Q) e v € E%(Q) entao Alu € L*(Q) e
Asv € L?(Q). Pela desigualdade de Hélder temos

AluAsv € LN(Q),
isto é,
/ |AtuA®v|dz < oo.
Q
Note que, v € E*(Q2) C LPT(Q). Entdo,
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/ lo[PTdr < oo.
0

Note também que u, f € C(f2), entdo pelo Teorema Fundamental do Calculo

F(s) = / f(t)dt é diferenciavel (e, portanto, continua). Entao,
0

F(u)=FoueC(Q)

e, assim,

/Q|F(u)|da: < 0.

Portanto,

1
I(u,v) = / AluAvdr — /(—\v\pﬂ + F(u))dz < oo,
Q ap+l

para todo (u,v) € E.

Finalmente, I é de classe C' em E, cuja derivada de Gateaux na direcao
(p,v) € E'(Q) x E*(Q) é dado da seguinte maneira. Tomemos

I (u,v) :/AtuASvdx
Q

1
Ig(v):/—w]p“da:
Q

p+1

L(u) = /Q F(u)da.

Entao, pela definicao de derivada de Gateaux, temos

Il((uav) + T(¢,¢)) — ]1(U,U)

Ii(u,v)(¢,¢) = lim

70 T

. Jo A(u+T0) A (v + T¢)da — [, AluASvdx
= 1m .

70 T

Usando a linearidade de A’ e A*, obtemos:

I Jo AuAspdr + 7 [ Al ASvdx + 72 [, Al¢A*ipdx
im

I (u,v)(, ) =

T—0 T
I (u,v)(,0) = lir% AtuASV,ZJdQS—F/AtQﬁASUd:E—FT/At¢A8¢dZL‘
™Y Ja Q Q

I (u,v)(p,0) = /QAtuASwda:—i-/QAtgbAsvdx.

Analogamente,
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I(u+ 7¢) — I3(u)

Liu)p = lim ?
L(u)p = liir(l)fQF(u+T¢>Csz_fQF(U)dx
Jor (fy &(F(u+ hrodh)) d

Ii(uw)¢ = lim ”<“h . )
(F + h dh) d
L) = lig%fg (s T”W) ) dr

Lwe — /Q <¢ /0 1F’(u)dh) da

Hwe = [ Floeds = [ jwod.

Agora, tomando
G(v) = % |v|P*! temos que G'(v) = |[v|P~tw.

T optl

Entao,

Ié(v)zb:/QG'(v)wd:v:/Q|v|p_1v¢dx.

Assim, a derivada de I na diregao (¢, 1) € E é dada por

I'(u,v) (9, ) :/Q(AtuAszquAtqusv)dm—/Q|v|p_lvwdx—/ﬂf(u)¢dx.

2.1.3 Existéncia de pontos criticos nao triviais

Nesta subsecdo, utilizaremos um resultado devido a Li e Willem [I5] para
obter pontos criticos nao triviais do funcional 1.

Teorema 2.6 (Li e Willem, 1995). Seja @ : E — R um funcional de classe C* e
E=Et®E", onde E* e E~ sao subespacos de dimensao infinita, satisfazendo:

A1) ® tem um entrelagcamento local na origem, isto é, para algum r > 0:

() > 0,Vz € B, ||z]p <

@(Z) S 0, Vz S Ei; ||Z||E S ry
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A2) ® leva conjuntos limitados em conjuntos limitados;

A8) Seja E; um subespago n-dimensional de Et, entao ®(z) — —oo se ||z|| —
+00, z € EF®E;

A}) @ satisfaz a condi¢io de Palais-Smale (PS).
Entao ® tem um ponto critico nao trivial.

Vamos verificar que o funcional I definido em (2.1) satisfaz as hipoteses do
teorema acima.

Vimos anteriormente que I é um funcional de classe C' em E = E'(Q)x E*(2),
onde t e s foram obtidos no Lema Consideremos os seguintes subespacos de
E:

Et ={(u,AA%) :u e E' ()} e E= ={(u,—ASA'u) : u € E'(Q)}.

Afirmamos que £ = E* @ E~. De fato, temos que ET + E~ C E. Agora, seja
(u,v) € E = EY(Q) x E*(Q). Entao, Alu, A%v € L*(Q). Logo, A% Alu € E5(Q) e
ATt A%y € EY(Q). Assim,

(§+ A7 A3 A A (34 A75)) = (3 + A4, A4 + §) € B
(% — A*tAS% —A-S At (% _ AftAs%)) _ (g _ %7 _AfsAt% + %}> c E-.
Logo,

(5o amay ) + (3 - 22 A7 A + ) = (o)

Assim, F C ET + E~. Portanto, £ = E* + E~.

Suponha que ET N E~ # {0}. Entao, existe z € ET N E~ com z # 0. Logo,

z € Bt = 2z = (uy, A= A'uy) para algum u; € E*(Q)

2z € E™ = 2z = (ug, —A 5 Aluy) para algum uy € E*(Q).

Entao,
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('Ll,l, A_SAth) = (Ug, —A_SAt'U,Q).

Assim, u; = uy e A5 Alu; = — A Aluy. Logo, 2A7*Alu; = 0. De onde obtemos
u; = 0 = uy, isto &, z = 0, contradizendo a hipotese. Portanto, £ = ET @& E~.

A1) Considere z = (u, A=*A'u) € ET. Logo,

1w, A=A = Jlullfe + 1A A'ull e = lJullfe + | A"ullZ.

Assim,

I(u, A=A )|z = V2ulle.

Dai, obtemos que
I(u, A Alu) = /AtuAS(A s Ay )da:—/(—\A SAtu P+ F(u))de
_ /yAfuy do — —/ A= Al g — / Fu)da
= ||A 2——A_8At p+1—/F dx.
Al — 1A Aul — [ Fada
Pelo Lema [2.4] existe C' > 0 tal que

| A= Atu||PHE, < C|| A5 Atul20

Lr+1

Entao,
—S At t C
e A /Fudx
p Q
> Al - Sl - /me
Q
=l — S A%l LF@M
C
ZIME—HWW/FMM-
Q
Note que,
W@
a—>0 ‘CL’

isto é, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

-
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sempre que |a| < d. Pelo Lema existe Cy > 0 tal que

sup u| < Collul.

para todo u € E*(2). Assim, se |lul|gt < Cio entao |u| < ¢ em Q. Logo,

[ ()] < eful,
sempre que |lu|| g < Cio.

Portanto,

/
< el

/QF(u)d:c

com C’" > 0, sempre que ||ul|gt < C%. Assim,

!

. C C
I(u, A= Atu) > JJullf — §llullf — /Q Fu)do > [|ullg — o llullp’ = Sellulz,

sempre que |u|| gt < CLO.

Tomemos € < % Portanto, existe r < \/50% tal que I(z) > 0, para todo
z € ET com ||z||p <.

Agora, considere z = (u, —A~*Alu) € E~. Entao,
1
I(u,— A A'u) = / Aty A® (=A™ Alu)dz — —/ | — A5 Alu|PHdr — / F(u)dx
Q p+1Jg 0
1 —S8
= Al = AT A = [ Pl

1
2 —s +1
<l = = lA A - [ Flds

/Q F(u)dz] .

Note que,

—/QF(u)da: <

Assim,

1
=474 < [l — A Al — [ Fds
Q

p+1
1 s C’
< ol = AT A + el

sempre que ||ul|g < Cio. Finalmente, tomando € < %,

existe r < \/50% tal que
I(z) <0, para todo z € E~ com ||z|]|g <.

A2) Seja B C E'(Q) x E*(2) um conjunto limitado, isto é:
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|(u,v)||g < ¢ para todo (u,v) € B.

Logo,

I, 0)I13 = l[ul% + [ol3 < ¢ para todo (u,v) € B.
Assim,

[ull ge < ¢, ||v]lgs < ¢ para todo (u,v) € B.

Mostremos que I(B) é limitado.

Dado (u,v) € B, temos que

1
/AtuAsvdm——/ |v|p+1d:p—/F(u)dx
0 p+1Jo 0
1
/ |AtuAolde + —— / P d + / P ()| da.
Q p+1Jq Q

Pela desigualdade de Holder e como p + 1 > 2, temos que

[ (u,v)] =

IN

1
[ (u,v)| < /|AtUASU|d:L’+§/|U|p+1d£€+/|F(u)|de‘
0 Q

< Al A% e + o7t + / F(u)|dz
< fulzllolle + CllollE + suplPu(o)
<

¢ + C 4 sup| F(u(x ))IIQI =
€

A3) Seja z, = 2z + 2, € Ef ® E~ uma sequéncia, tal que |z||z — +oo.
Note que, z, pode ser reescrita como:

VANES (Uk, A_SAtuk) -+ (wk, —A_SAtwk) = (Uk + wg, A_SAt(uk — wk)),

com uy € E! e w, € E'(Q), onde E! é um subespago n-dimensional de E*(Q).
Assim, o funcional I aplicado em z;, toma a seguinte forma

I(z) = /QAt(uk%—wk)At(uk — wy)dx

_ /(mm * A (uy — wy) [P +F(Uk+wk)>d
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I(z) = /(Atuk + Atwy) (Aluy, — Alwy)dz
Q

1 -5 +1
- mHA A(ug — wi) [ —/QF(ukerk)dx

= /|Atuk|2d:c—/|Atwk|2dx
Q Q
1
- m”AﬂAt(uk — wy) |l — / F(ug + wy)dz
Q
= [ A7z — [|A w72

1 —s +1
- mHA At(uk - wk)l Izp+1 - /QF(uk + wk)dx

1
= |IUk||2Et—HwkH%t——1|!A_8At(Uk—wk)|iﬁl—/F(Uk+wk)dw.
D+ Q

Note que, pela lei do paralelogramo,

Izl B = N+ wll5e + AT A (wg — wi) |5
= g + w5 + [[A" (ur — wy) |72
= Juk + wel[e + [ (e — wi) |5
= 2lJurll B + [lwillEe).

Disto, temos que
lzells = 400 <= [lurllZe + [lwellE: — +oo.
Agora, se

1) JJugllgt < c entdo, ||wg||%: — +oo. Dai, —||wg|/%: — —o0.
Assim,
I(zp) — —o0.

2) ||ug|| gt — 400, entao usando o fato que t —s > 0 e p > 1, temos que

/Q|At-8<u,€—wk>|p+ldx > of| A AN e — wi) |73

= cll(ur — w5

> el — w155

e pela Observagao temos que
/ F(ug +wi)dz > coljug + wi]|% — d. (2.2)
Q
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Agora, vamos dividir o restante da prova em dois casos:
1) p+ 1 < 6. Neste caso, pela hipotese 2(a) do Teorema obtemos

0<(p+1)F(s) <OF(s) < f(s)s

para todo |s| > s¢. Assim, pela Observagao [1.94] temos que
/ F(uy, + wy)dx > co||lug + wk||’£}L1 —d
Q
e, portanto, obtemos

I(z) < el — es(llue — wil 53"+ lug + wi|[731) +d

onde ¢3 = min{cy, c2}.

Observe que
(a+b)P <207 a? +1P), ¥V p> 1. (2.3)

Assim,
2 1 p+1
I(ze) < Jusllge — Cs@(““k — w2 + |lug + wil|z2)"" + d.

Note que,

Nurl|ze < 2[Jurllr2 = [[2uk| 2 = |lur + wi + up — wi|| 2
< ug + wgl| 2 + ||ug — wg]| 2. (2.4)

Dai,
2 1 p+1
I(z) < ||Uk||Et—03§||Uk||Lz +d.

Como em E! as normas |luy| gt e ||ug||z2 sdo equivalentes, concluimos que
I(z) = —o0.

2) p+ 1 > 6. Pela equivalencia das normas, temos que |lug|/z2z — +oc.
Logo, por (2.4)), |Jug + wk| 2 + ||ur — wi||r2 — +00. Entdo temos 2 casos:

(a) ||ugp — wg||p2 — +o0. Entdo existe ky > 0 tal que, a menos de sub-
sequéncia, |luy — wgl/zz > 1 para todo k > kq. Logo

[ w2 e - w3
Q

> | (ug, — wi)||92.
Assim, usando ([2.2)), temos que

I(z) < Nl — es(lue — willze + [lue + wil|72) + d.
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Portanto, I(z) — —oc.

(b) A menos de subsequéncia ||u; — wy||r2 < ¢ para todo k.

Neste caso, usando que
J 1A e = wptiae > el - w3
Q

e por (2.2)), temos que

I(z) urll B — cs(|lux — will55" + lug +wi)|2) +d

<
< ugllge — esllue + wi|2 + d.
Note que, por (2.4), temos que

lurllzz < |lug + w2 +c.

Assim, usando ([2.3)), obtemos que

(||lug + wgl| 2 + 0)9

ugllf. <
< 27N (Jlug 4 we|%s + F).
Dai,

1
Iz) < llunll = caggmrllunllze +ca+d

onde ¢; = c5c.

Como 6 > 2 e pela equivalencia das normas no espaco de dimensao
finita £, concluimos que I(z) — —o0.

A4) Seja (zn)nen C F uma sequéncia (PS), isto é,

I(zn)] < ¢, e [I'(zo)n] <enllnlle, YneE, e e, —0. (2.5)

Mostraremos primeiro o seguinte lema:

Lema 2.7. A sequéncia (PS) (zp)nen € limitada em E.

Demonstragao. De (2.5)) temos para z, = (uy, vy,)

1
I(uy,v,) = / Alu, Ao, dr — —/ v, [P da — / F(uy)dx < c
Q p+1Jg Q

I'(up,v0)(0,00) = /Q(AtunAsw—l—AtgbAsvn)da:—/Q|Un\p_1vnwdx—/Qf(un)(bd:v
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para todo (¢,1) € E. Tomando (¢,1) = (u,,v,) € E*(2) x E*(Q2) temos que

Ity ) (U, vp) = Z/AtunAsvndx—/|vn|p+1da:—/f(un)undx
Q Q Q

€n||<um Un)”E

IN

Subtraindo I'(uy, vy, ) (U, v,) de 21 (u,, v,) segue que

(1 -— ) /Q v [P+ e — 2 /Q F(uy)dz + /Qf<uu>undx < 2¢+ en] (un, va) | £(27)

p+1
Procedemos agora a fazer a seguinte decomposicao

/ F(uy)dxr = / F(uy)dx + / F(uy,)dz.
Q {z€Q:|un|>s0} {zeQ:|un|<so}

Agora, vamos analisar as duas integrais, separadamente.

Para a primeira integral, temos que

1
/ F(uy)dx < = / f(up)uyde.
{zeQ:|un|>s0} 0 {zeQ:|un|>s0}

Logo,

2
—2/ F(uy,)dx ——/ f(up)uyde.
{zeQ:|un|>s0} 0 {zeQ:|un|>s0}

Para a segunda integral, usando o fato que F é continua e {2 é limitado,
obtemos

2/ Flup)dr < 2/ max F(t)dz
{z€Q:|un|<so} {zeQ:|un|<so} [t|<so

= 2max F(t) (/ dx)
[t|<so {2€Q:|un|<s0}

= 2max F(t) (m({x € Q: |u,| < s0})) = 1.

[t|<so

Y

Entao,

2/ F(up)dx < ¢,
{zeQ:|un|<so}

isto é,

A%

—C1.

—2/ F(uy)dz
{zeQ:|un|<so}
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Segue disto que

2
—Z/F(un)dx > ——/ f(up)updx — c1.
Q0 6 {z€Q:|un|>s0}

Entao, de (2.7), temos que

1 - m / |0, |P T dac — / flup)updr—cq +/ fup)undr < 2c+e,||(tn, vn)| B
{zeQ:|un|>s0} Q

Note que,

/f(un)undx—/ f(un)undx—i—/ fug)upde.
Q {zeQ:|un|>s0} {xeQ:|un|<so}

Entao, existe Cy > 0 tal que

(1 Y 1) / o, [P d + (1 - —) / fup)undr < Co + €| (tn, vn) || -

Fazendo k; = 1—— >0eky= 1—ijl > 0, temos que
1
[ Hmunde < (ot el e) 2.9
Q 1
¢ 1
/ o[l < —(Co + €| (wns va) || ) (2.9)
Q ka

Agora, tomando (¢, 1) = (0, A=*Alu,) € E'(Q) x E*(Q) em (2.5), obtemos

I'(tup, v,)(0, A5 Aluy,) = /|Atun|2dx—/|Un|p_1vnA_sAtundx

Q Q (2.10)
< (0, A7 Al e

Note que,
/ oL, A= Al < /Q oo || A= Aty | dar = /Q (o [P A= Al |da
Q
Logo, de , temos que
[t = | A7 < /Q|Un|p\ASAtun|diU + enl| A7 Aluy || s

Pela desigualdade de Holder, obtemos

lwnllEe < MlonlPll xr [[A7Aup|[ o1 + €] A7 AT
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Além disso, pelo Lema temos

| A5 Alu,,|

e = || A% ]|z = |Jun]| 5.
Agora, pelo Lema E*(Q) esta imerso em LPT1(Q), isto é,
| A= Aty || poir < Cl|A™5 Aluy || s = Cllug|| &,

para algum C' > 0. Assim, concluimos que

lunliee < MvnlPll o2 [ A7 SAtun||Lp+1+€n||un||Et

P
< ( / |vn|p+1dx) ltnll e + nlltnll -

Pela equagao (2.9) temos

p

1\ p+1 b
HUnHEt <C <l€_) (CO + ETLH(umUn)HE)”“ +e,.
2

Sem perda de generalidade, podemos supor que Cy > 1, e tomando ¢y, =
_p_
C <k—12> s 0, obtemos
lunll gt < c2(Co + €| (tn, vn)|| ) + €n- (2.11)

De maneira analoga, note que A~'A%v, € E'(Q) e, assim, tomando (¢,1)) =

(A7t A%0,,0) € EY(Q) x E5(Q) em (2.5)), obtemos

I’ (U, v) (AT A0, 0) = /]Asvn] dx—/fun A%, dx

S En” tAS'U’m ||E

Logo,

|lvall%s = HAsvnHi2 < /Qf(un)AtAsvndx + || AT AR, || .

Como E'() esta imerso em C(Q), existe C; > 0 tal que
AT A%y [l < Crl|AT A%on | e,
onde

”AitASUnHEt = ”AsvnHL2 =
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Assim,
loall: < ||A_tf15vn||c/Q | (un)|dz + € [vn ]| 2
< lonlgs (C’l/ﬂ|f(un)|dx—|—en> )
Logo,
loallse < Cl/Q]f(un)|d:U—|—en. (2.12)
Note que,

Jlde = lda + ld
/Q ()| /{xeﬂ;m.gso}'ﬂ“ )|dz /{xeﬂzmm}'f(“ )| de

</ e (0o + [ [ F(u)lda
{z€Q:|un|<so} [t|<s0 {zeQ:|un|>s0}

1
< dy+— f(un)undwa
S0 J{zeQ:|un|>s0}

para algum dy > 0. Usando (2.12)), temos que

1
[valles < Ch (dz + —/ f(un)und:r) + €n.
50 J{we:|un|>s0}

Por (2.8), obtemos:

C 1
[ 0n]| e < Chdy + — (—(Co - enH(un,vn>HE)) + €n.
S0 kl

Assim,

lonllps < ds + daen]|(wn, vn)||E + €n, (2.13)

_ C1Co _ O o5 iis
onde ds = Cidy + € dy = sk 880 constantes positivas.

Agora, somando (2.11) e (2.13), obtemos a seguinte desigualdade:

lunllge + |vnll s c2(Co + enll(un, vo)llE) + €n + d3 + daen||(un, vo)l| £ + €n

<
< C + 26n + DGnH(Un7Un)”E7

onde C' = cCy+ds e D = ¢y +dy. Como

20 < (lunllee + llvnllze)?,

(s vl = Nl le + [0l
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temos que
[(un, va)llz < lunllze + [lonlles < C' 4 260 + Deg|(n, vn) | 2
= [(tn, vn)ll2 = %éﬁgémvn)llza < C+ 26
= s tn)lls < T2
Portanto, a sequéncia (z,),en € limitada em F. ]

Continuando a verificagao da condi¢do A4) do Teorema resta mostrar que
(zn)nen possui uma subsequéncia que converge em FE. De fato, considere z, =
(tn,vy). Como E'(Q) é reflexivo, pois é um fechado no espago reflexivo H*(Q2) =
Wh2(Q), e ||un||g: € limitado, pelo Teorema temos que a sequéncia (u,)52

n=1
possui uma subsequéncia (u,, )7, fracamente convergente, digamos u,, — u em

E(Q).

Como as aplicagoes
At EY Q) — L*(Q) e A% L2(Q) — E*(Q)
sao isomorfismos isométricos, temos que

A" (BY(Q), 0 (E'(Q), (E"(Q))) — (L*(Q),0(L*(2), L*(2)))

A7 (L2(Q),0(L2(Q), L2())) — (E°(Q), o (E'(Q), (E"(2))))
sao fracamente continuos. Assim,
At(up,, —u) — 0 em L*(Q)
A AUy, —u) — 0 em E°(Q).
Como E*(Q) <» LPT1(Q) e pela Proposigao [1.23} concluimos que

A5 A (uy,, — u) — 0 em LPTH(Q).

Similarmente, como E°(€2) é reflexivo e ||v,||gs() € limitado, pelo Teorema
1.21] a sequéncia (v,)%, possui uma subsequéncia (v, )7, fracamente conver-
gente, digamos v,, — v em E*(Q). Pela Proposigao [1.23| temos que v,, — v em
LPH(Q).

Logo,
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|V, [P 0, — [P~ o em L%(Q)

Escolhendo (¢, ) = (0, A=A (uy, — u)) € EY(Q) x E5(Q) em (2.6), obtemos

Es

/ Atu”kAt(unk - u)dx < / |U"k|p_lvnk (A_sAt(unk - u))dm + €nk||A_sAt(unk - U)|
Q Q

ES

= / |Unk|p_1|vnk||A_SAt(unk - u)|dx + enk”A_SAt(unk - U)|
Q

= / [On, [P|AT* A", — w)lda + €, | A7 A (un, — )| -
Q

Como o lado direito da desigualdade acima converge para 0, temos que

/AtunkAt(unk—u)dx — 0.
Q

Assim,

/ A, (Au, — A'u)dr = / | Aty |Pdz — / A, Atudr — 0. (2.14)
Q Q 0

Por outro lado, sabemos que A'u,, — A'u em L*(Q) e, usando a Proposi¢ao
segue que o(A'u,, ) — @(A'u), para todo ¢ € (L*()). Dai, usando o
Teorema de Representacao de Riesz [1.34] temos que

/Atunkfdx%//ltufdx, Ve L*Q).
Q Q
Em particular, tomando f = A'u temos:
/AtunkAtudx — / | Alu|*dz. (2.15)
Q Q

Usando (2.14)e (2.15)), obtemos a seguinte convergéncia

/|Atunk|2d:v = /|Atunk|2d:€/AtunkAtud:c+/AtunkAtudx%/ | Atu|?da.
Q Q Q Q Q

Logo,
[A w172 = A2,
isto é,

[ung lle = lull s
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Assim, pela Proposi¢ao [1.20} concluimos que u,, — u em E*(Q).

Analogamente, obtemos a convergéncia forte de (v, )32, em E*(€2). Como
A5 E(Q) = LA(Q) e AT':LAQ) — EY(Q)

sao isomorfismos isométricos, temos que

A®: (E2(Q), 0 (E*(Q), (B°(Q)))) — (LX(Q), o (L(Q), L*(2)))

AT (L), 0(L2(9), L2(2))) — (E"(Q), 0 (E* (), (E*())))
sao fracamente continuos. Assim, A~'A%(v,, —v) — 0 em E*(2), ou seja,
A7t Asy,, — AT A% em EY(Q).

Agora, como E*(Q) < C(Q) e pela Proposicao concluimos que
AP AR (v, — v) — 0 em C(9Q).

Escolhendo (¢, ) = (A7 A%(v,, — v),0) em (2.6), obtemos
/As Up,, — V) A%, do — /f Up,, )A tAS(Unk —v)dr < enk||A_tAs(vnk — )| gt
Dai,
/ A’ (v, —0) A%, de < / J(un, AT A (v, — v)d + enk||A_tAS(vnk —0)|| gt
Q Q

Como || A7t A%(v,, — v)||c — 0 segue que

/ F(tn) A A (0 — )z < AA (0 — 1) / [ (] = 0.
Q Q

Entao,

/ | A%, |Pdr — / A’v,, Alvdx = / A¥(vp,, — v) A%, dz — 0.
Q Q Q

Note que, v,, — v em E*(Q) implica que A%v,, — A®v em L*(2). Assim,
pela Proposigao temos

p(A%vn,) = p(A%); Vg € (L2(Q)).
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Usando o Teorema de representacao de Riesz temos

/Asvnkgdx%//lsvgda:; Vg € L*(Q).
Q Q

Em particular, tomando g = A%v obtemos

/AsvnkAsvda:%/Mstdaz.
Q 0

Logo,

/\Asvnde:c = /]Asvnk\Qd:r—/Astsvnkdx—i—/Astsvnkd:c—>/ |A%v |2 d.
Q Q Q Q Q

Entao,
[A% 0, |72 — [ A%0]12..

Pelo Lema v, [|%s = [Jv||%s. Assim, pela Proposicio [1.20] v,, — v em
B(Q).

Portanto,
Znp = (Uny, Un ) = (u,v) = zem E = EY(Q) x E*(Q).

Logo, as condicoes do Teorema 2.6|estao satisfeitas. Assim, obtemos um ponto
critico nao trivial (u,v) para o funcional .

2.1.4 Solucao fraca

Nesta subsecao, provaremos a existéncia de solucao fraca nao trivial para o

sistema .

Demonstracao da Proposicao Seja (u,v) um ponto critico do funcio-
nal I, isto é,

I'(u,v) (¥, ¢) = 0, V(1h, 9) € E*(Q) x £°(2).

Logo,

O:/QAtuAqudx—l—/QAtz/JAsvdx—/Q|U\plvgbdx—/gf(u)wdx,
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para todo (1, ¢) € E*(2) x E*(Q2). Tomando (¢,0),(0,¢) € E*(Q) x E*(Q),
obtemos

/AtuAsgbdx :/ lv[Plvpdr, V¢ € E5(R)
Q Q
(2.16)

/ Al APvdr = / fu)pdx, Ve EYQ)
Q Q
Consideremos a primeira igualdade de ([2.16]).

+o0 +oo
Seja ¢ € H*(Q) N HJ () C E*(Q) tal que u = Z Apen € O = Z bpen. Logo,
n=1 n=1

+00 .
Aty = 5 A2 Qpen,

n=1

+00 R
Asd) = E Ai b,

n=1

+oo
A% = ) by
n=1

Portanto,

/QAtuAsqbdx:/QuAQQde:/Qu(—Ang)dx. (2.17)

Pelo Lema como v € E*(Q) temos que v € LPT(Q). Logo, |[v|P~lv €
p+1

L v (Q). Assim, pelo Teorema [1.89|(considerando L = —A, h = |[v|P" v e p = 0),
existe uma tnica solugao y € E, do problema

Ay = [Pl em Q
y = 0 sobre 0€) -

Pela escolha de s no Lema temos —- > % — % 0 qual é equivalente a

p+l1
1 -1 1 s N 1 1 s
p+1 2 N 2 p+1 N
1 P S
:> —_ R —
2 p+1 N
Como s < 2, entao
1 s 2
2 A TN T N
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o qual é equivalente a

1 Np-2 1
1 Np—2p+1) _ ,_ N+l
2 N(p+1) Np—-2(p+1)
v ()
= 2< A
N -2 (22
p

Pelo Teorema de imersao de Sobolev

pt1

W% (Q) — L*(Q).
Como o operador Laplaciano é autoadjunto, obtemos

/Q\v\p1v¢d$:/g(—Ay)¢dx:/y(—A¢)dm. (2.18)

Q

Assim, de e (2.18)
[ ul-86)ds = [ y(-26)da,
Q

Q

ou seja,

/Q(u —y)(=A¢)dx =0, Vo€ H*(Q)N Hy(Q).

Pela Observagao [[.49]e pelo Corolario [[.39]segue que u = y. Portanto, u € E,,.

Consideremos agora a segunda igualdade de (R.16). Analogamente, para 1 €
H2(Q) N H () C EY(N), temos que

/Q (—A)vds = /Q A2pudy = /Q Aty Avdz — /Q F(u)da. (2.19)

Note que, E*(Q2) C {u € HY(Q)| u|sgq = 0} € H'(?). Pelo Lema [2.4] temos
1<t<?2, seN =2,
%<t<2, se N = 3.
Assim, 2t > N. Agora, se N = 2 temos que 0 <t — % < 1lese N =3 temos
queO<t—%<%,ouseja,t—%§éN.

Entao, pelo Teorema de imersao de Sobolev, temos

0,t

HY(Q) = WH2(Q) — CM72 () c 03 (Q).
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Assim, E*(Q) C C*(Q) com o = ¢ — 5. Entdo, u € C*() com a > 0. Isto
implica que f(u) € L>(Q) e, assim, existe uma tnica solugao w € E,,Vq > 1 do

problema
—Aw = f(u) em
w = 0 sobre 0} °

Novamente, como o operador de Laplace é autoadjunto, segue que

/Q Flu)pde = /Q (—Aw)yds = / w(—Ag)da. (2.20)

Q

Assim, de e (2.20) obtemos
/(—Aw)vdx:/w(—Aw)dx,
Q

Q

ou seja,

/Q(v —w)(—Ad)dr =0, Vo € HA(Q) N HL(Q).

Analogo ao caso anterior, como C§°(2) C H?(2) N HL(Q) segue que w = v, e
dai v € E,, para todo g > 1.

Portanto, o par (u,v) € E, x E, é uma solucao fraca do sistema (|L).

2.2 Ocasop<l1

Nesta se¢ao, consideremos os casos 0 <p < 1(N =2,3)e0<p< %(N >
4).

2.2.1 O funcional

Considere o sistema

—Au = |v[F~'v em Q
—Av=f(u) em{ : (2.21)
u=v=0 sobre 0f)

O sistema ([2.21)) pode ser escrito da seguinte forma

| — Au[r " (=Au) =v em Q

—Av = f(u) em () : (2.22)
u=v=0 sobre 0}
Substituindo v = | — Auﬁfl(—Au) na segunda equacao de (, obtemos o
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problema

—A(l = Aulr T (—Au)) = —Av = f(u) em Q
{ u=—Au=0 sobre 00 (223)

Para a equagao (2.23) podemos associar o funcional

p+1
—Au| 7 dr— | F(u)d 2.24
= [ 1= s ae = [ Pl (2.24)

p+1

que estd bem definido em E, = WQPTJ?I(Q) N WOL ” (). De fato, temos que

2, P+1

/|—Aulpdx<oo pois u € W=7 (Q).

Além disso, como f é continua em R, temos que F(s / f(t)dt (pelo

Teorema fundamental do calculo) é continua em R. Como u € W>" (Q) e pela

Observacao [1.80} obtemos u € C(€2). Logo, F(u) é continua, e daf /F(u)da: é
0

limitada. Portanto, o funcional I estd bem definido em FE,.

2.2.2 Existéncia de pontos criticos

Nesta subsecao, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha no funcional
I para garantirmos a existéncia de pontos criticos. Em seguida, mostraremos a
existéncia de solucao fraca para o sistema ([1).

Considerando o funcional

u):]ﬁ/ﬂ|—Au\p:1dx—/QF(u)dx

temos que I € C'(E,,R), cuja derivada de Géateaux na diregao v € E, ¢ dada
por

')y = /Q (| = Aulp (= Aw)) (= Av)dz — /Q Fuyvda.

Verificaremos agora que o funcional I definido em ([2.24) satisfaz as condi-
¢oes do Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabinowitz (ver

Teorema, |1.85)).

2 pt+1

1) Vimos que, pela Observagao [1.80) W* % (2) < C(f). Entao, existe uma
constante C'; > 0 tal que

HUHC < Cl||u||W2!pT+1.
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Pelo Lema [1.90, tomando L = —A el < 1% < 00, existe Cy > 0 tal que

[ul| opn < Cof = Aul| par
w= p L P

Entao,
p+1

pt1
lulle” < Csll = Aull s

onde C5 = C1C}5. Logo,

p+1

< A
Lol < al
Assim,
ptl p+1
il = el A B (2.25)
onde C' = =
Note que,
tim L,
s—0 |SE|

Entéo, para todo e > 0, existe § > 0, tal que se |s| < § entao L9 < €. Logo,

|s|P

f(s) < 1f(s)] < 6\3]5, sempre que |s| < 0. Integrando, obtemos

E€p p+1
F(s s| v, sempre que |s| < 0.
(s) < o pre que |s|
Considere I := {u € E, : ||ullc = $}. Como |u(z)| < max lu(z)] = ||ullc,
e
p+1
temos que [u(z)| "+ < [[ulle? . Logo,
p
Fu)dx < / e||u|| dx
/Q ap+1 ¢
€p p+1
< m(Q)|ull”
p+1
para todo u € I'. Entao,
F(u)d L ()l
— u)de > ———m ul|l~ 2.26
| Pt 2 —~ L@l (2.20)

para todo u € I'. Logo, de ([2.25)) e (2.26)), obtemos

Cp 5 P o
I(u) > — O)lull”
() > ijl|| ulle” p+1m( Ml
pt1
> p+1|l ull” (€ = em(€)),
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c

para todo u € I'. Tomando € = T (@

temos que
I(u) > 1(0) =0,
para todo u € I'. Portanto, 0 € um minimo local de I.

2) Considere u; € E, com u; # 0 fixo. Escreva v := su;, com s > 0. Entao,

I(suy) = ; _1; 1517%1 /Q| — Auﬂ%dx — /QF(sul)dx. (2.27)

Pela Observacao [1.94] existem constantes ¢, d; > 0 tais que

F(suy) > c|suyl’ —dy = es®|uy|’ — dy.
Dai,

—/F(sul)dac < —039/ \ulledx—l-/dldx.
Q 0 Q

Assim,
—/F(sul)d:c < —cs?|lwi]|% +d, (2.28)
Q

onde d = m(Q)d;. Logo, de ([2.28)) e (2.27), temos

I(su;) < pilsl):l/|—Au1|pzldx—cse||u1||%9+d
Q
ptl e 0 0
How) £ 2o - dul s - ol +

Note que 6 > ’%1 > 2 para p < 1 (no caso p = 1 temos 6 > 2). Assim, se s é

Pt
P

1
suficientemente grande (s — +o00) entao s’ > s » . Portanto, se s — +0o temos
que

I(su;) — —oo.

3) Finalmente, vamos mostrar que [ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS).
Seja (un)neny C E, uma sequéncia (PS), isto é:

I(un)] < ¢ e [I'(un)n| < elnlle,, ¥V € E, e €, — 0.

Temos

1" (un)n| = /Q(I —Aunlfl’1(—Aun))(—An)dﬂﬁ—/Qf(un)ndl“

< enllnlle,

para todo n € E,. Considerando 7 = u,, na desigualdade acima, obtemos:
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[ (un )| = < 6TL||7~Ln||J‘3p-

[ 1= s P~ [ flw)uds
Q Q

Observe que,

01 (un) — I'(un)tn| < 011 (un)| 4+ |1 (tn)un| < b + €,]|un £, - (2.29)

Por outro lado,

101 (up) — I' (wp)un| > (apil - 1)/Q|Aunﬁdm/g(f(un)unaF(un))da:.

Agora,
/ (F ()it — OF (u))dar = / (F )ty — OF (1))
Q {zeQ:|un|>s0}
Uy )Upn — OF (u,))dx.
4 /{MMSSO}U( ) (1))

Note que,
0< / (f(up)un, — OF (uy,))dz
{z€Q:|un|>s0}

e como {z € Q: |u,| < so} é compacto e F, f e u, sdo continuas, entdo a imagem
da funcao f(un)u, —60F(u,) é um conjunto compacto, e dai existe ¢; > 0 tal que

Entao,

—cr.m({z € Q: |u,| < sp}) < / f(up)u, — 0F (uy,)dx,
{xeQ:|un|<so}
isto é,
-C < / fup)u, — 0F (uy,)dx,
{ze:|un|<so}

onde C' = c;.m({z € Q: |u,| < sp}). Assim, obtemos a seguinte desigualdade

/Q (f ()t — OF () )dz > —C. (2.30)

Pela desigualdade ([2.30), segue que

01(wn) — I'(up)un| > <9L _ 1) / = Ay d — C
Q

p+1

p p+1
> (60— —1 — Au,l|| *., —C.
> (62 1) - dwl %
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Usando (2.29)), temos

p+1

o0+ enllunllz, 2 0 = Aunfl Gy = C
P

onde § = <9}%—1) > 0.

Pelo Lema [1.90 existe ¢; > 0 tal que ||u,||g, < cif — AunHLLH, dai
P

p+1

) ptl
c + enljun||g, > EHUHHE’; - C. (2.31)

ptl . L oqe . . .
onde d = ¢; » . Para concluir que (u,)neny € limitada, vamos considerar dois
casos:

Se |Jun|lg, <1, ¥n € N, temos o resultado. Agora suponha que, a menos de
subsequéncia, ||u,|/g, > 1. Como €, — 0, dado € = %l > 0, existe ng € N tal que
€, < €, sempre que n > ny.

Assim, de (2.31) segue que

5 5 e
b+ gllunlle, = e llunllg, — C-

P

¢

ptl
Como 1%1 > 1, temos [Juy|lz > [lun||p,. Assim, obtemos

) )
Sunlls, = C < b+ 2l

Logo,

lualls, < —20 s
g c +C)

Portanto, a sequéncia (u,)neny ¢ limitada em E,. Como E, é um espago
de Banach reflexivo, pela Proposicao (Un)nen _admite uma subsequéncia
(Un, Jken tal que u,, — w. Agora, como E, —» C(2) e pela Proposigao

temos que u,, — u em C(£2). Além disso, como F' € C(R), obtemos
F(upn,) — F(u) em C(Q).

Pelo Teorema da convergéncia dominada

/Q Flun, )dz — /Q Flu)da.

Por outro lado, (I(uy,))ken € limitado. Assim, passando a subsequéncia se
necessario, obtemos que (I(uy, ))ken € convergente.
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Observe que

I(u,) = L/Q|—Aunk|p:1dx—/QF(unk)dx

p+1
D p+1
- m” —AunkHL’;# —/QF(unk)da;.

Assim, (Auy,, )gen converge forte em LL:I(Q) Finalmente, pelo Lema [1.90
(Un, Jken converge em [,

Portanto, o funcional [ satisfaz todas as condigoes do Teorema do Passo da
Montanha Assim, obtemos um ponto critico nao trivial do funcional I.

Teorema 2.8. Seja u € E, um ponto critico do funcional I e defina
1
v:=|—Aulr”(—Au).

Entao o par (u,v) € uma solugao fraca do sistema .

Demonstracao. Seja u € E, é um ponto critico nao trivial do funcional I, entao
I'(u)p = 0,Vo € E,,
e = [ (1= duf (-au)(-Ap)ds ~ [ flupeds =0, € E,
Q Q

Defina v = | — Au|%_1(—Au). Assim,

I'(u)p = /Qv(—Agp)d:v—/Qf(u)godx =0,Yp € E,.

Logo,

0=TI(u)p = /Q(—Av)godx — /Qf(u)gadx,‘v’go € E,.

Assim, obtemos a seguinte igualdade

/(—Av)gpdw = / fu)pdz, Vo € E,. (2.32)
Q Q
Note que,
/(—Au)z/)dx = / lvP~torpdx, Vi € E,, (2.33)
Q Q
pois v = | — Au|%_1(—Au).

Finalmente, concluimos de (2.32) e (2.33) que (u,v) € E, x E, é uma solugao
fraca do sistema ([1)). O
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2.3 Regularidade de solucao

Nesta secao, mostraremos a existéncia de uma solucao classica para o pro-
blema ([1)), a partir da existéncia de uma solugao fraca.

Seja (u,v) uma solugao fraca do sistema ([l) com (u,v) € E, X E,, para todo
1 < g < o0

Pelo Teorema item (3), obtemos que v € Cy”?(Q) para algum 0 < v < 1.

Observe que, se 7 > 1 e w € Cy™"(Q) entdo |w|" " w € C4P(Q), onde

1 ser e N

§—min{y,h(r)}. h(r) = {r_ i serg N

Em particular, |w|"'w € CO?(Q). Enquanto que, se 0 < r < 1ew € CI7(Q)
entao a desigualdade (veja [[3], pagina 35])
lla|"ta — [b]" 0| < 2""|a — b|",Va,b € R (2.34)

nos da que |w|""'w € CJ7" (). De fato, seja w € Cy(Q), pela definicio de
espaco de Holder existe uma constate ¢ > 0 tal que

lw(x) —wy)| < cle—y|",V z,y € Q. (2.35)
e pela desigualdade , obtemos
[|w(@)|" " w(@) = Jw(y) " wy)] < 27" w(z) —wy),Ve,ye Q. (2.36)
Assim, de e (2.36), temos
[Jw (@) w(@) — Jw(y) " w(y)| < Cle —y":V 2,y € Q.
com constante C' = 2'~"¢". Portanto, |w|"'w € C;7"(Q).

Combinando esta observagao e o fato que v € Cy”(Q), temos que:

(i) Se p > 1, [vP~tv e CYP(Q).
(i) Se 0 <p <1, |v|P~lv € CPP(Q).

Logo, tomando o = min{j,yp}, obtemos que |[v["~'v € Cy*(Q). Aplicando o
Teorema [1.91| no problema

—Au =P/l em Q
u=20 sobre 0f2

obtemos que u € C;*(Q) com a = min{3,vp}.

Supondo agora que f € C*(R), temos que f(u) € C%*(Q). Aplicando o
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Teorema [I.91] no problema

—Av = f(u) em
v=20 sobre Of2

obtemos que v € C3*(Q) com o = min{g, yp}.

Em particular, utilizando o Teorema temos que u,v € C%(Q) N Cy(2).
Portanto, (u,v) é solucdo classica para o sistema ([1)).

2.4 O caso f(s) = s’

Teorema 2.9. Consideremos f(s) = s¢*. Entdao o sistema tém solugao

classica positiva para todo 3 <p<
se N =2.

N3 se N = 3,4,5, ou para todo 5 < p,

Demonstracao. Verifiquemos as condi¢oes do Teorema

Temos que f(s) = s?e® é continua, pois f é produto de fungoes continuas

(polinomial e exponencial).

Defina F(s) = [ f(t)dt. Assim,

F(s) = / t2eldt = s*e® — 2se® + 2 — 2.
0

, temos que:

Dado 6 > { 2,

>
T
—~
Va)
~—
I

e (s* — 25+ 2) — 20
< fef(s? — 25+ 2).

Considere sg > 0, tal que 6 < sq. Seja s tal que |s| > s.
Se s > sy > 60> 2, entao
OF(s) < fe(s* —2s+2) < se’s> = f(s)s.
Se s < —s0 < —6 < —2. Entao —s > 0. Logo, utilizando
2 —2s+2< e e —s<e’

obtemos que

OF(s) = 0le’(s* —2s+2) — 2] < se’s® = sf(s).
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Portanto, 0 < 0F (s) < f(s)s, V |s| > so.

Mostremos que: f(s) = { 1 . De fato, se p > 1 entao

Agora, se % < p < 1 entao:

. 5%’
lim — = 0.
s—0 |SP |
Observe que, se p < % entao
. st
lim —— nao existe.
5—0 ’55’

Entao, pelo Teorema o sistema (|1) admite uma solugao fraca nao trivial
(u,v) € E, X E;. Como f € C*(R) e utilizando o Teorema [1.43} obtemos que o
par (u,v) é uma solugao classica do sistema ([I). Finalmente, pelo Corolario [L.88)
temos que u,v > 0 em (2. Portanto o sistema [0.3| admite uma solugao classica
positiva. ]

65



Conclusoes e Perspectivas Futuras

Nesse trabalho, usamos métodos variacionais para mostrar a existéncia de
solucoes para sistemas elipticos nao lineares da forma (D

Uma observagao muito importante é que devido a continuidade e compacidade

das imersoes E, — C(2) e E'(Q) — C(Q), a funcdo real f ndo possui nenhum
tipo de restricao de crescimento.

Além disso, uma extensao natural desse trabalho é estudar o problema (|1

quando p > ﬁ, N > 3. Pois, nessas condicoes temos um problema em aberto

no sentido de estabelecer a existéncia ou nao de solugao nao trivial.

Outra perspectiva de futuros estudos é sobre solucoes positivas do problema

" = -
COoI1

) p= N

e limitado.

, sendo 2 um dominio estrelado em relacao a origem, suave
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