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Unidades, notacOes e convencoOes

Sao utilizadas unidades gaussianas no que o texto se refere a
efeito magneto-elétrico topolégico e propagacdo de ondas
confinadas a isolantes topoldgicos. Neste sistema de medidas, as

constantes eletromagnéticas p e € sdo adimensionais, a unidade

de medida de comprimento € o ¢cm e 0s campos elétrico e
magnético possuem mesma unidade.

Derivadas parciais espaciais e temporais de ordem n serao
an
denotadas pela notagdo compacta: —— = }},y,z,t .

PP )

Quaisquer outras convencdes serdo explicadas ao longo do texto.



Resumo

MELO, Thiago Martins, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2011.
Algumas propriedades de ondas eletromagnéticas confinadas a guias de
onda constituidos por interfaces de isolantes topoldgicos. Orientador:
Winder Alexander de Moura Melo. Co-orientadores: Afranio Rodrigues Pereira
e Daniel Heber Theodoro Franco.

Nos ultimos anos o conceito de ordem topolégica tem sido largamente
utilizado para classificar fases eletrénicas da matéria como, por exemplo, fases
gue apresentam efeito Hall quantico. Este efeito se manifesta em materiais com
forte interac@o spin-oOrbita levando a fases denominadas isolantes topolégicos.
Um isolante topologico, assim como um isolante comum, possui bandas de
valéncia e de conducdo separadas por um gap de energia, mas suporta
estados de borda sem gap de energia em suas extremidades. Neste trabalho,
revisamos as principais propriedades destes novos materiais, bem como, sua
estrutura de bandas e a classificacao topoldgica que os distingue dos isolantes
triviais. Devido as superficie destes materiais exibirem estados sem gap
energético, estes levam a uma condutividade Hall ndo-nula nas bordas, onde
ocorre a manifestacdo do efeito magneto-elétrico topoldgico, que por sua vez, é
descrito por um termo que acopla os campos elétrico e magnético, juntamente
com uma espécie de campo de axion 6 que assume valor m para isolantes
topologicos e é nulo para isolantes triviais. O efeito magneto-elétrico topologico,
modifica algumas propriedades fundamentais na propagacdo de ondas
eletromagnéticas como: a rotacéo de Kerr e Faraday, angulo de Brewster. Além
de ser possivel obter a quantizacdo da resposta eletromagnética em unidades
de constantes fundamentais como a constante de estrutura fina. Nesta
dissertacdo, estudamos os efeitos de confinamento de ondas eletromagnéticas
a guias de onda cujas paredes sdo constituidas de isolantes topologicos.
Primeiramente abordamos o guia de onda retangular, obtendo as equacfes de
onda, as componentes transversas dos campos elétrico e magnético e a
dindmica espacial das componentes axiais dos campos neste sistema.
Posteriormente estudamos em mais detalhes um tipo especifico de guia onda
denominado slab, que por sua vez, simplifica a andlise da propagacdo das
ondas eletromagnéticas devido a simplicidade de algumas equacdes neste
sistema, e as relacionamos com as condi¢cBes de contorno nao-triviais que se
originam do efeito magneto-elétrico topolégico. Em seguida comparamos 0S
resultados obtidos com alguns guias onda usuais bem conhecidos na literatura.



Abstract

MELO, Thiago Martins, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2011.
Some properties of electromagnetic waves confined to wave guides made
of topological insulators interfaces. Adviser: Winder Alexander de Moura
Melo. Co-advisers: Afranio Rodrigues Pereira and Daniel Heber Theodoro
Franco.

In recent years the concept of topological order has been widely used to
classify electronic phases of matter, like phases that present the quantum Hall
effect. This effect manifests itself in materials which present strong spin-orbit
interaction, leading to phases named topological insulators. A topological
insulator, as well as a common insulator, have the valence and conduction
bands separated by an energy gap, but allow border states with no energy gap
at both ends. In this dissertation, we review the main properties of such
materials, as their band structure and the topological classification that
distinguishes them from trivial insulators. Because the surface of these
materials exhibit states with no energy gap, it leads to a non-zero Hall
conductivity at the boundaries, where the manifestation of topological magneto-
electric effect occurs, which, in turn, is described by a term that couples the
electric and magnetic fields, with a kind of axion field 8 which has a value equal
1 for topological insulators and a null value for non-topological insulators. The
magneto-electric topological effect changes some fundamental properties in the
electromagnetic waves propagation, as the Kerr and Faraday rotation and the
Brewster's angle. Besides being possible to obtain the electromagnetic
response quantization in terms of fundamental constants units, like the fine
structure constant. In this dissertation, we studied the effects of electromagnetic
waves confinement to waveguides, whose walls are made of topological
insulators. First we deal with the rectangular waveguide, obtaining the wave
equations, the transverse components of the electric and the magnetic fields
and the spatial dynamics of the field axial components in this system. Later, we
studied in a more detailed way a specific type of waveguide, called slab
waveguide, which simplifies the propagation of electromagnetic waves analysis
due to the simplicity of some equations in this system, and relate them to the
non-trivial boundary conditions, originated from the topological magneto-electric
effect. Finally, we compare the results with some well-known waveguides from
the literature.
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Capitulo 1
Introducao e Motivacéo

As leis fisicas que governam sistemas fortemente correlacionados como
sistemas de matéria condensada (matéria nos estados liquido e sélido), assim
como os fendmenos que emergem destes, podem diferir muito dos principios
da fisica de particulas elementares e ou sistemas compostos de poucas
particulas. Uma das principais diferencas reside na variedade de vacuos que
formam o plano de fundo para as chamadas excitagcbes coletivas
(quasiparticulas) em matéria condensada, como os estados de superficie
oriundos da ordem topolégica que vigora nas fases que vamos apresentar
nesta dissertacdo, caracterizando os isolantes topolégicos [1]. Em sistemas
gue apresentam fortes correlacdes, algumas excitacdes de baixa energia
podem apresentar propriedades exoticas como 0S monopolos que emergem
em alguns sistemas de spins [2].

Enquanto que a fisica de particulas elementares demanda cada vez mais de
escalas de altas energias para ser explorada, a maioria das aplicacfes e
objetos de estudo em fisica da matéria condensada (FMC) concentra-se na
dindmica do sistema no regime de baixas energias. Além de tornar plausiveis
comprovacoes experimentais de previsdes tedricas e aplicacbes tecnoldgicas.
Ha uma tendéncia a universalidade do comportamento desses sistemas em
baixas temperaturas, tal comportamento universal independe dos detalhes
microscopicos dos materiais (ou vacuo particular do sistema), o que possibilita
unificar alguns principios que regem fen6menos coletivos na teoria quéantica de
sistemas de muitos corpos, nesses regimes [2].

Uma vez especificada a regido de interesse em FMC (setor de baixas
energias), surge a necessidade de classificar, sem ambiguidades os diferentes
estados quanticos da matéria, ou seja, especificar qual o critério formal que
descreve e distingue fases como: sélidos cristalinos, ferromagnetos e anti-
ferromagnetos, superfluidos, supercondutores e etc. A teoria de Landau-
Ginzburg descreve quase todas as fases conhecidas, sendo esta, uma teoria
de campo efetiva na qual forma a base da FMC tradicional. No ambiente desta
teoria, as fases quanticas da matéria sdo rotuladas pelas diferentes simetrias
subjacentes a estas, sendo uma transicdo, caracterizada pela mudanca de
simetria inerente a cada fase. Geralmente, cada quebra espontanea de simetria
na teoria (que classificam os estados quanticos) leva a um parametro de
ordem, que por sua vez, assume valor esperado ndo-nulo no estado ordenado,
como € o caso da magnetizacdo (parametro de ordem) na fase ferromagnética
de um dado sistema [3].



A teoria de Landau-Ginzburg é muito bem sucedida e descreve de maneira
elegante as diferencas entre as fases quéanticas da matéria por argumentos de
simetria. No entanto, desde a descoberta do efeito Hall quéantico inteiro (EHQI),
e de fases diferentes que possuem a mesma simetria, surgiu a necessidade de
uma nova classificagdo dos estados quanticos destes sistemas. Tal
classificacdo € baseada no conceito de ordem topolégica, onde propriedades
fundamentais (como a condutancia Hall, por exemplo) sdo insensiveis a
variacbes suaves nos parametros fisicos que caracterizam estes sistemas.
Essa invariancia sob mudanca nos parametros do sistema, além de levar a
uma descri¢ao similar, releva uma relagéao direta entre FMC e topologia. Para
ilustrar, relembremos que, em topologia, podemos classificar espagos
(variedades mais genericamente) pelo numero de “buracos” (tecnicamente este
namero é relacionado ao género da variedade) que ela contém. Assim, uma
esfera € topologicamente semelhante a uma elipse no sentido de que
deformacbes suaves transformam um objeto no outro. No ambito da FMC,
semelhanca topologica esta relacionada a hamiltoniana dos sistemas, ou seja,
hamiltonianas que possuem um gap de energia que separa 0 estado
fundamental dos estados excitados no volume da amostra de um material, que
podem ser suavemente modificadas (adicionar pequenas perturbacdes) de
maneira que o gap no volume seja mantido, séo ditas pertencerem a mesma
classe topologica [4]. Tal conceito pode ser aplicado em materiais isolantes,
condutores e também  supercondutores. Recentemente, materiais
bidimensionais que possuem um gap energético no volume, mas suportam
estados de borda ou de superficies sem gap em suas extremidades, foram
previstos teoricamente para existir no grafeno [5] e posteriormente, foram
comprovados experimentalmente em pog¢os quanticos de HgTe/CdTe [6]. Tal
material foi denominado isolante topolégico bidimensional ou isolante spin Hall
guantico (devido a sua superficie exibir efeito Hall quéantico, oriundo dos
estados sem gap de energia na superficie). O isolante topologico tridimensional
foi posteriormente previsto teoricamente como um novo estado e observado em
materiais como:Bi,Se;,Bi,Tes;,Sh,Te; [7]. Estas fases eletrbnicas, tanto no
isolante topolégico bidimensional tanto no tridimensional, sdo protegidas por
simetria de reversdo temporal e sdo robustas' frente a perturbacGes locais
como, por exemplo, flutuacdes térmicas. Uma importante propriedade destes
estados € a existéncia de um invariante topologico conhecido como TKNN
invariante (numero de Chern), que controla a intensidade da condutancia Hall
na superficie destes sistemas, sendo neste contexto, um invariante topologico
devido a ndo sensibilidade a pequenas mudancas na hamiltoniana do sistema,
ou em linguagem topoldgica, deformacdes suaves nesta [1,8].

! Como sera discutido posteriormente, isolantes topoldgicos tridimensionais (IT-3D) possuem ainda uma
subclassificacdo: IT fraco ou IT forte (topological insulator weak or strong), no primeiro os estados ndo
sdo robustos frente a desordem locais, ja no segundo os estados sdo protegidos topologicamente.
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Propriedades interessantes em isolantes topolégicos podem surgir quando a
simetria de reversdo temporal é preservada no volume, mas € quebrada na
superficie, separando o cone de Dirac dos estados de borda nas extremidades
do material. O fenbmeno emergente em tal situacéo € o efeito magneto-elétrico
topoldgico, que por sua vez é descrito por um termo que acopla os campos
elétrico e magnético e é proporcional a uma espécie de campo de axion (6)
[1,9], que assume valor 8 = m para isolantes topologicos e 8 = 0 para isolantes
triviais. Devido ao efeito magneto-elétrico (que tem sua origem no acoplamento
citado acima juntamente com 6 #0) topolégico, algumas leis do
eletromagnetismo usual s&o drasticamente modificadas como os efeitos Kerr e
Faraday [10], descricdo de campos estéaticos dentro de um isolante topoldgico
[11], a formula de Fresnel para reflexdo de ondas eletromagnéticas em
interfaces entre isolantes triviais e topoldgicos, o angulo de Brewster, entre
outros [12]. Além destes fendbmenos que sao significativamente modificados na
presenca de isolantes topoldgicos, tais materiais possibilitam a elaboracdo de
experimentos oOpticos que permitem medir a quantizacdo de grandezas
fundamentais, como por exemplo, a constante de estrutura fina em termos de
respostas eletromagnéticas destes materiais que (independentemente de
detalhes destes), evidenciando a natureza topoldgica dos estados emergentes
nestes materiais que dao origem ao efeito magneto-elétrico topologico.

Neste presente trabalho, abordaremos nos primeiros capitulos uma reviséo
acerca do arcabouco tedrico que culminou no desenvolvimento dos isolantes
topologicos, bem como, algumas propriedades fundamentais e alguns efeitos
peculiares que se manifestam nestes. No Capitulo 4, apresentaremos nosso
estudo realizado em um sistema que deu origem a esta dissertacéo:
propagacdo de ondas eletromagnéticas confinadas por isolantes topologicos,
onde estudamos a dinamica dos campos elétrico e magnético em um guia de
onda retangular, e mais detalhadamente em um guia de onda especifico
denominado slab (ou fenda plana) constituido de material isolante topoldgico,
onde foi possivel obter as equacfes de onda para os campos, relacdo de
dispersédo, atenuacdo dos campos ao longo da fenda, velocidade de grupo e
etc. No capitulo posterior apresentamos algumas conclusdes acerca do
problema estudado. Em seguida, apresentamos alguns meios confinantes mais
elaborados que pretendemos abordar posteriormente, como perspectivas
futuras. Esperamos, com este trabalho, ndo s6 dar uma pequena contribuicdo
ao estudo das propriedades eletromagnéticas destes sistemas, mas também
poder de maneira didatica, ajudar os futuros iniciantes nessa linha de pesquisa.
A fisica da matéria condensada proporciona ao estudante aprender e ter
contato com areas diversas como fisica do estado sdlido, teoria quantica de
campos, mecanica estatistica, eletromagnetismo e etc. A teoria dos isolantes
topologicos além de utilizar conceitos de todas essas areas, relaciona estas
com topologia, que por sua vez, € rica em abstracdo e ferramentas
matematicas proporcionando um conhecimento razoavelmente versatil além da



rigueza de aplicacbes em fisica. Além disso, guias de onda de forma e
estruturas diversas, sdo largamente utilizados para fins praticos e cotidianos
gue utilizam transmisséo de sinais eletromagnéticos canalizados, assim, guias
de onda com novas propriedades de confinamento, sdo de especial interesse
para estes fins. Foram, principalmente, com estas motivacbes, que
desenvolvemos o presente trabalho.



Capitulo 2
Classificacao Topoldgica de Fases
Eletronicas

A matéria no estado sdlido apresenta diferentes propriedades eletrénicas
devido as diversas formas de arranjo dos elétrons nas estruturas de bandas de
energia dos materiais, ou seja, metais, semicondutores, isolantes (triviais ou
nao-triviais como os isolantes topoldgicos), entre outros, possuem um espectro
distinto entre si de auto-energias separadas por regides que coletivamente
formam a estrutura de bandas do material. O gap enérgico que separa a banda
de valéncia da banda de conducdo é uma regido na qual a funcdo de onda
associada ao elétron ndo existe. Os estados eletrdnicos sdo auto-estados da
hamiltoniana de Bloch, que por sua vez, contém simetria translacional no
modelo de rede cristalina [13,14]. A Fig. 2 ilustra os niveis de energia ocupados
e 0s permitidos para 0s materiais citados acima, assim como 0 gap enérgico
entre 0s niveis permitidos, as bandas de energia sdo representadas pelas
caixas preenchidas ou vazias, a extenséo vertical das caixas indica as regides
de energias permitidas.

Energy

e £ Sinis i

Figura 2 — Representagdo esquemdtica de preenchimento dos estados eletrénicos das
estruturas de bandas de energia de isolantes (a), metais (b) e semicondutores (c) [14].

Os isolantes possuem as bandas de valéncia ocupadas pelos estados
eletrénicos e as bandas de conducdo vazias, enquanto que metais possuem
bandas de conducédo parcialmente ocupadas. Esta estrutura de ocupacéo das
bandas de energia proporciona a estes materiais respostas diferentes sob
aplicacado de campos elétrico e magnético.

Apesar de materiais diferentes apresentarem propriedades microscépicas
distintas, como principalmente o gap de energia em um isolante ser maior do
gue outros sistemas que tém estrutura de bandas semelhante, estes podem



pertencer a uma mesma classificacdo. A hamiltoniana que descreve cada
sistema pode ser continuamente “deformada” uma na outra de forma que haja
uma interpolagéo entre os dois sistemas sem que o0 gap energético em ambos
seja fechado. Deformar a hamiltoniana do sistema, no contexto de fisica da
matéria condensada, significa adicionar perturbacées ao modelo vigente sem
gue este passe por uma transicdo de fase quantica [15]. O conceito de
deformacdo suave é largamente utilizado em topologia, possuindo uma
aplicacéo pertinente na classificacdo de sistemas de matéria condensada que
diferem ligeiramente entre si pelo espectro da hamiltoniana. O processo de
deformar suavemente ou adicionar pequenas perturbac¢des as hamiltonianas de
estados isolantes proximos define uma classe de equivaléncia topoldgica entre
eles, analogamente a grupos de homotopia definirem classes de equivaléncia
entre variedades que sdo mapeadas umas nas outras em topologia pura [16].

Neste capitulo, sdo apresentados alguns dos principais desenvolvimentos
tedricos acerca da abordagem topoldgica do efeito Hall quantico, algumas
propriedades do grafeno, bem como, as semelhancas que o fazem uma
espécie de protétipo dos isolantes topologicos, que sdo abordados na Secéo
2.3 onde, nesta secéo, foi dada uma énfase na fenomenologia destes devido
aos conceitos topoldgicos (qualitativos) envolvidos na compreensédo deste
serem abordados nas Secodes 2.1 e 2.2.



2.1 O efeito Hall quantico inteiro e o invariante TKNN

7z

O efeito Hall quéntico é originado quando elétrons confinados a duas
dimensdes sao sujeitos a um forte campo magnético (da ordem de 10 Teslas)
perpendicular ao plano de confinamento, sendo resfriados a baixas
temperaturas (aproximadamente 1 Kelvin). De acordo com a teoria classica, a

7

resistividade Hall (p,,) € diretamente proporcional ao campo magnético
aplicado, tal resultado € vélido somente para campos magnéticos de baixas
magnitudes [3]. Para campos de valores maiores, observou-se
experimentalmente que a resisténcia comporta-se como plateaus (planaltos), o
comportamento classico e quantico € ilustrado na figura abaixo (onde i denota
0 numero que quantiza p,,,):

~a

wo d i=

(I | —
1| ]
Ul L e
T

]
0 § 7

Figura 2.1 — Resisténcia Hall como fun¢do do campo magnético aplicado [30].

Um elétron em um campo magnético é descrito pela hamiltoniana:
1, 1. 2
H = —(=ihdy, + eA,)? + %(—lhay +ed,)". (2.1)

Onde na equacéo acima A, e A, sdo as componentes do vetor potencial no

plano de confinamento dos elétrons, e podem ser obtidos da relacdo B=VxA.
A hamiltoniana (2.1) possui um espectro de autovalores que sdo a estrutura de
niveis de Landau, podendo ser descritos pelas érbitas de ciclotron ilustrados na
Fig. 2.1.2 [3,4]:

( Ey = %hwc
J E = (3+1) ho (2.2)
I(En = (% + n) hw,



Figura 2.2 — Orbitas de ciclotron devido a aplicacdo do campo magnético
perpendicular.

Nas auto-energias (2.2), n € um inteiro positivo e w, é a freqiiéncia de ciclotron
B e z .

dada por w, = % , onde m & massa do elétron, e sua carga, c a velocidade da

luz no vacuo e B é o campo magnético aplicado. Na presenca de um potencial

periddico os niveis de energia irdo dispersar com k, o que conduz a uma

estrutura de bandas equivalente a de um isolante comum, com um gap de
energia separando as bandas de valéncia e de conducéo.

Se além do campo magnético perpendicular, um campo elétrico uniforme (e,)
na direcdo x € aplicado paralelamente ao plano quem contem os elétrons
(como representado na Fig. 2.3), a hamiltoniana (2.1) toma a forma:

1 , 1 , 2
H = —(—ihd, + eAy)* + %(—lhay +ed,)” +eeox. (2.3)

Figura 2.3 — Movimento dos elétrons sob a aplicagéo de um campo elétrico tangencial
ao plano de confinamento [30].

A densidade de corrente correspondente aos auto-estados da hamiltoniana
acima para N niveis de Landau preenchidos, no calibre A, =0 e A, = Bx, €

denominada corrente Hall e € quantizada de acordo com a relacéo abaixo:

Iy= () ()= e =

Da equacédo acima, pode-se inferir que a condutividade Hall:



Oxy = —. (2.5)

A manifestacdo da quantizagdo da condutividade Hall & extremamente robusta
e tem sido medida experimentalmente com a precisdao de uma parte em um
bilh&o [1,17]. Esta enorme preciséo na medida de o, da indicios de uma
natureza topoldgica de tal quantidade.

A robustez na quantizacdo da condutividade Hall pode ser descrita em
termos da classificacao topologica de hamiltonianas que possuem um gap finito
de energia. Como mencionado, objetos em topologia sdo classificados pelo
género, ou grosseiramente falando, pelo numero de “buracos” que uma
superficie possui. Assim, os objetos na Fig. 2.4 sdo iguais do ponto de vista
topoldgico, pois, podem ser suavemente deformados e ainda pertencerem a
mesma classe topoldgica.

Figura 2.4 — Dois objetos pertencentes G mesma classe topoldgica [30].

As deformacdes que levam um objeto no outro na figura acima séo realizadas
através de grupos de homotopia, que realizam mapeamentos entre objetos
pertencentes a mesma classe topolégica. A analise formal de grupos de
homotopia € uma area da matematica que exige conhecimentos um pouco
mais avancados de topologia diferencial, neste texto, vamos nos ater aos
aspectos mais basicos de topologia que julgamos serem suficientes para a
compreensao da descricao topologica do efeito Hall quantico abordado nesta
secdo que culmina na classificacdo de isolantes topoldgicos, cujas algumas
propriedades de confinamento de ondas eletromagnéticas foram estudadas
nesta dissertacdo. Para classificar objetos em topologia, utiliza-se o conceito de
pacotes de fibra ou pacotes fibrosos (o termo original em inglés € bundles
fibers), qualitativamente, um pacote de fibras é uma colecdo de espacos
denominados fibras, que por sua vez, sdo indexados por parametros que vivem
em alguma variedade (ou objeto topolégico) como um toro, uma esfera, etc.
[1,8]. Tais variedades podem suportar pacotes fibrosos gerados por
mapeamentos ou func¢des continuas que, transformam a variedade M em uma
variedade T continuamente através da fungdo f, como indicado na equacao
(2.6).

fiM >T. (2.6)



Onde Me T sé&o subconjuntos do mesmo espaco vetorial e f € uma funcao
continua que realiza o mapeamento, esta definicAo ndo esta relacionada a
existéncia de uma métrica, mas sim com as caracteristicas globais dos
espacos topolégicos. Fisicamente, tal processo é analogo ao mapeamento que
um campo ¢ que permeia o0 espaco-tempo realiza, como indicado abaixo:

{ga: M->T (2.7)

z-@(z) "

Onde z é uma variavel espacial, se o sistema é unidimensional, M = [0,L] X
[0,t] € R? é o produto do intervalo de espaco pelo intervalo de tempo e T=R
sd0 0s numeros reais mapeados por ¢, ou seja, tal campo associa valores
reais as coordenadas do espaco-tempo. O funcional S, tal que S:¢ — S[¢],
denotando a ac&o no sistema, mapeia 0 campo que permeia 0 espago-tempo
em nUumeros reais, estes sdo procedimentos sao ilustrados na Fig. 2.1.3 [16].

‘1

=« |S[9]

Figura 2.5 — Mapeamento descrito por (2.7) e pelo funcional S [16].

Voltemos agora a descricdo topologica do efeito Hall quantico inteiro,
estruturas de bandas que possuem um gap de energia que separam 0S
estados ocupados dos vazios, podem ser classificadas considerando classes
de equivaléncias entre os modelos que as descrevem através de deformacdes
continuas que relacionam suas respectivas hamiltonianas (#(k)). A
hamiltoniana de Bloch # (k) para um sistema bidimensional como descrito
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anteriormente, na presenca de um potencial periédico e de um campo
magnético tem a forma:

{}[(k) = ﬁ(—ihv +hk + ed)* +V(x,y) _ (2.8)

Vix,y) =V(x+a,y)=V(xy+Db)

Na equacao acima a e b representam um deslocamento no vetor de rede ao
longo da direcdo x e da direcdo y respectivamente. Os autovalores da
hamiltoniana (2.1.8) E, (k) coletivamente definem uma estrutura de bandas que
possui um gap energético (como citado anteriormente) do tipo:

A= Eny1 (k) — Ey(K). (2.9)

Onde N é o numero de ocupacédo do estado fundamental do sistema, a
hamiltoniana (2.8) possui um conjunto de autofuncdes {a,, (k)} que descrevem
o estado fundamental deste sistema formado de muitos corpos. Os momentos

(denotados por k) do cristal “vivem” na zona de Brillouin: 0 < k, < z—z 0=k, <

27” , que por sua vez, é topologicamente um toro T2 no espaco reciproco [1]. Os
auto-estados que figuram na equagao:

}[(k) | an(k)) = En(k) | an(k)) ) (2.10)

adquirem uma fase global do tipo exp [if(kx ,ky)] devido a néo-trivialidade do
espaco topoldgico T2 que descreve a zona Brillouin. A fase complexa adquirida
pelos auto-estados de (2.10) pode ser descrita em termos da chamada funcao
transicdo @;; que sobrepbe subespacos P! e P/ que s&o vizinhangas do de T?,
tal funcéo tem a forma [4]:

®;; = exp{i[0'(kx  ky) — 07 (ky  ky)]} = exp [if (kx, ky)] . (2.11)

Na equacdo (2.11) f'e #/sio as fases adquiridas em P! e P/. O conjunto de
auto-estados { | a,,(k)) } formam um pacote de vetores sobre o toro da zona de
Brillouin, analogamente aos pacotes fibrosos mencionados anteriormente. A
conexdo de Berry (1-forma) [15,18] € invariante sob uma espécie de
transformacéo de gauge, como mostrado abaixo:
A = PAD™L + ddd~1 = A — i:dek# . (2.12)
"
Onde na equacgdo acima A =iYN_(a,(k) |Vl a,(k)) , uma vez obtida a
conexao, pode-se determinar a curvatura, que por sua vez € dada por:

24

F=dA=akU

dk, dk, =V X A. (2.13)

11



A forma da condutividade Hall expressada na equacao (2.5) pode ser obtida da

primeira forma de Chern ¢, = (i)F [4], integrando-a sobre toda a variedade
T?:

¢, = ideZk. (2.14)

Utilizando-se de um forte teorema em topologia, que afirma que a integral da
curvatura gaussiana sobre uma superficie fechada é um invariante topolégico
quantizado [1,8] que se relaciona ao género (numero de “buracos”) do objeto
topolégico, conclui-se que o nimero de Chern dado pela equacao (2.14) € um
tipo de invariante topoldgico similar, por ser igual a uma integral de uma
curvatura sobre T? onde residem os momentos do cristal, logo, comparando-se
com forma de Kubo [4], a condutividade Hall se relaciona com o C,; através da
equacao:
eZ

Oy =51 . (2.15)

Comparando a expressao acima com equacao (2.5) verifica-se que C;
desempenha o mesmo papel que N em tal equacdo, ambas as expressoes
denotam a contribuicho a condutividade Hall de uma Unica banda

completamente preenchida. O invariante topolégico C; € denominado invariante
TKNN (Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs ver referéncia [1]).
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2.2 Grafeno e o isolante topoldgico Z,

Um dos materiais mais estudados atualmente em fisica da matéria
condensada tanto teoricamente quanto experimentalmente € o grafeno. Tal
material € um arranjo bidimensional de atomos de carbono dispostos em uma
rede hexagonal e foi obtido experimentalmente em 2004 por Andre Geim da
Universidade de Mancherter . O grafeno é cerca de duzentas vezes mais forte
do que o aco estrutural e desponta como substituto do silicio na fabricacdo de
microchips, pois, pode aumentar a capacidade de processamento dos chips de
computadores atuais (cerca de 5 GHz) para 1 THz, entre outras, estas sao
algumas possibilidades tecnoldgicas que justificam o interesse no estudo das
propriedades deste material [19].

Alguns efeitos peculiares que se manifestam no grafeno, séo principalmente
devido a estrutura de bandas de energia deste material: A banda de valéncia e
a de conducéo se interceptam em pontos especificos da zona de Brillouin [1],
como ilustrado na figura abaixo:

E/v

ky/a

ky/fa
Figura 2.6 — Bandas de condugdo (parte superior) e de valéncia (parte inferior) do
grafeno e os pontos em que elas se interceptam formando um hexdgono, que por sua
vez, estd no mesmo nivel da energia de Fermi [1].

Préximo aos pontos em que as bandas de valéncia e de conducao se tocam, a

dispersdo da energia é linear, se assemelhando a dispersdo de particulas
relativisticas sem massa, que sao descritas por uma hamiltoniana de Dirac
para particulas sem massa [1,20], que possui a forma:

H(k) = h(k).o, (2.16)
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onde ¢ = (0y,0,,0,) sdo as matrizes de Pauli e h(k) = (h.(k),h,(k),0) =
hvgk, com v sendo a velocidade de Fermi (velocidade na qual quasiparticulas
se propagam no material, vwﬁ). Os pontos de Dirac (ou cones de Dirac)

possuem degenerescéncia (mais de um estado associado a mesma energia)
na qual é inerente das simetrias de reversdo de paridade (representada pelo
operador P) e de reversdo temporal (representada pelo operador T), ou seja,
aplicando-se o operador paridade em (2.16), obtém-se:

PH = h,(k) = —h,(-k), (2.17)
enquanto que aplicando-se a reverséo temporal:
TH = h,(k) = h,(—k), (2.18)

as duas simetrias combinadas implicam em h,(k) = 0, logo, a hamiltoniana
(2.16) descreve a disperséo eletronica dos pontos onde as bandas de valéncia
e de condugéo se interceptam. A simetria de paridade (representada em (2.17))
pode ser quebrada se na mesma célula dois atomos néo séo equivalentes, ou
seja, se ha uma impureza na célula, a violacdo de tal simetria, acrescenta
“‘massa” aos pontos especificos da zona de Brillouin em que as bandas se
tocam, com estes sendo descrito pela hamiltoniana de Dirac para particulas
massivas:

H (k) = h(k).o + mo,. (2.19)

Na equacado acima, m = h,(k) € massa adquirida pelos pontos de Dirac. A
dispersdo com o termo de massa nao € linear em k e possui a forma:

E(k) = +./(hvgk)? + m?, (2.20)

0 espectro eletrénico exibido acima é tipicamente de um isolante, possuindo
um gap energético entre as bandas de energia.

O modelo tedrico construido por Haldane [5] para estudo de estados Hall
quantico em uma rede hexagonal (“honeycomb lattice”, rede tipo colméia) é
idéntico ao do grafeno descrito aqui, neste modelo, a degenerescéncia dos
pontos de Dirac é levantada através de um campo magnético periédico na
rede, violando a simetria de reversao temporal, tal quebra de simetria também
contribui com um termo de massa a hamiltoniana (2.16). Em seu trabalho,

Haldane mostrou que o estado resultante (que também possui um gap de
2
energia) exibe uma condutividade Hall quantizada em unidades de % além

disso, estes estados possuem a mesma topologia dos estados Hall quéanticos
ordinarios. A condutividade Hall é calculada da mesma maneira da secao
anterior, ou seja, através da integral da curvatura de Berry adequada para tal
sistema, que por sua vez resulta em um invariante topolégico quantizado da
mesma maneira que (2.14) e tem uma estrutura do tipo [1]:

= 1 () x 0, (22, (22 oo
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O grafeno € um exemplo concreto de como o efeito Hall quantico pode ser
descrito em termos de uma teoria de campo topoldgica, e € um protétipo do
isolante topoldgico bidimensional (como sera apresentado posteriormente).
Uma das principais diferengas entre eles € no numero de cones de Dirac que
cada um possui, com o grafeno possuindo um numero par destes e 0s
isolantes topolégicos um namero impar.

Uma importante caracteristica dos estados Hall quanticos apresentados até
aqui,é que eles se propagam em uma Unica direcdo ao longo da borda do

. . . ~ . ~ dE (k
sistema, ou seja, dada a dispersao dos cones de Dirac, a relagéo hvy = di) ,
descreve um estado de borda que intercepta o nivel de Fermi com uma
velocidade de grupo positiva, ou seja, descreve movimento quiral de tal estado
em uma interface entre um isolante comum e uma superficie que exibe efeito

Hall quantico. Como indicado abaixo [5]:

Conduction Band

(b)

Valence Band
1

—n/a 0 k —mla

Figura 2.7 — Estado de borda com velocidade de grupo positiva interceptando o nivel de
Fermi no modelo de Haldane e conectando as bandas de valéncia e de condugdo [15].

A hamiltoniana proxima a interface pode ser mudada (ou deformada como
discutido anteriormente em termos de topologia) de forma que, os estados de
borda possam “cruzar’ o nivel de Fermi um numero impar de vezes, por
exemplo, duas com valor de velocidade de grupo positiva e uma com
velocidade negativa ou vice-versa. No entanto, a diferenca entre o nimero de
estados de borda (ou de superficie) que se movem com velocidade de grupo
positiva (N*) dos que se movem com velocidade negativa (N~), ndo se altera,
pois, esta diferenca é relacionada com a diferenca do niumero de Chern (sua
forma foi obtida na secdo anterior através da conexdo de Berry) AC; na
interface, como expressado ha equacgao abaixo:

N* =N~ =AC,. (2.22)

A relacdo acima é denominada correspondéncia volume-fronteira (bulk-
boundary correspondence), pois o valor de tal diferenca depende da topologia
dos estados no volume do sistema, assim como o numero de Chern (2.14)
depende da topologia da hamiltoniana como um todo.

Um importante resultado conhecido como teorema de Kramer [21], é
essencial na classificacéo topoldgica de fases eletrdnicas como a do modelo de
Haldane (semelhante o grafeno) e dos isolantes topoldgicos discutidos a
seguir. Tal teorema garante que, todos os auto-estados de uma hamiltoniana
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cujo comutador com o operador de reversdo temporal T para sistemas de spin
1 ~
o obedece a relagéo:

[#,T 1=0, (2.23)

sdo no minimo, duplamente degenerados. A hamiltoniana se transforma como:
THT ' = #(—k), assim, hamiltonianas pertencentes & mesma classificagéo,
sdo aquelas satisfazem (2.23) e podem ser obtidas uma das outras (através de
deformacbes suaves) mantendo o gap de energia. O invariante TKNN (ou o
namero de Chern) é zero para tais sistemas hamiltonianos, pois, tal invariante
topolégico é oriundo dos estados Hall quanticos em que relacdo de comutacdo
(2.23) ndo é valida. No entanto, ha outro invariante topolégico que assume 0s
valores v = 0 ou v = 1somente, onde tal valor depende da correspondéncia
volume-fronteira dada por (2.22). Tal invariante € denominado invariante Z,
[15],n0 qual, para v=0 h& um ndamero par de estados de borda que
interceptam o nivel de Fermi, ja para v =1 um numero impar deste estados
ocorre, ambos casos sdo mostrados na Fig. 2.8, sendo o ultimo classificado
como isolante topoldgico Z, 2.

(a) Conduction Band E|(b) Conduction Band

E
e~ !

E:% Er
\

Valence Band Valence Band .

i "]
%+ - %+ i

I K —— Iy Iy K —— Iy

Figura 2.8 — Pares de Kramer interceptando o nivel de Fermi um numero par de vezes
(a) e um numero impar de vezes (b), I, e I, denotam pontos de degenerescéncia na
zona de Brillouin [15].

2 . sae s ~ ~ . ep s e
O formalismo matematico por traz da classificagdo Z, envolve a construgdo de uma matriz unitaria (a
partir dos auto-estados de Bloch) e o calculo de seu pfaffian, ver referéncias citadas no texto.
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2.3 Isolantes topologicos bidimensionais (isolante de spin Hall
guantico) e tridimensionais

O isolante topolégico bidimensional (IT-2D) também conhecido como isolante
de spin Hall quéantico, é um tipo de isolante Z, como apresentado na secao
anterior, e foi primeiramente proposto teoricamente por Kane e Mele em 2005
[21] para existir no grafeno, motivado pelo trabalho de Haldane , que por sua
vez, descreve o efeito Hall quantico em redes hexagonais. A proposta de Kane
e Mele é baseada na interacdo spin-Orbita do grafeno e sua descricdo
matematica € semelhante a utilizada no modelo de Haldane (discutido na
secao anterior). Outra proposta foi apresentada de maneira independente por
Berneving e Zang em 2006 [6] baseada na interacdo spin-Orbita em
semicondutores. Nenhuma das propostas anteriores foram observadas de
imediato em sistemas reais de matéria condensada, devido a principalmente, a
pequena magnitude da interacao spin-6rbita (implicando em um gap de energia
pequeno) dos sistemas abordados (grafeno e alguns semicondutores) [ref].
Berneving, Zang e Hughes ainda em 2006 [6,15], consideraram po¢os quantico
de estruturas de HgTe/CdTe. O semicondutor CdTe possui estados da banda
de conducdo com simetria do tipo p, enquanto que sua banda de valéncia
possui simetria tipo s . Ja no HgTe as simetrias das bandas de conducao e de
valéncia sao tipo s e p respectivamente, a estrutura de bandas destes materiais
séo mostradas na Fig. 2.9 [6].

1.5 ‘ ‘ HgTe ‘ ; CdTe

1.0
I's

-1.0 I
/\ r7
-1.5 A
-1.0 = — - = o ) T 1.0 -1.0 ) ) 1.0
k(nm™) Kk(nm™)

Figura 2.9 - Estrutura de bandas do HgTe (a esquerda) e do CdTe (a direita) [1].

Na figura acima, I; e Iz denotam as bandas com simetria invertidas para cada
material. Quando o HgTe é “sanduichado” entre laminas de CdTe como na Fig.
2.10., dependendo da espessura dos pocos quanticos (d) desta estrutura,
pode ocorrer uma inversdao de bandas como ilustrado na Fig. 2.10. Se a
espessura do poco é maior do que uma espessura critica (d.=6.3 nm), ha uma
mudanca de paridade na banda de valéncia de tal estrutura, denotada pela
inversdo das sub-bandas E; e H, na figura abaixo:
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HgTe [ Lo lo——  HgTe
E1 L L
CdTe |- -—-- CdTe CdTe |- - === CdTe
H1 E1
> _rs rg < e
d < dc d > dc
Figura 2.10 — /nversdo das bandas no sistema HgTe/CdTe em fun¢do da espessura do
pog¢o qudntico [1].

Berneving, Zang e Hughes mostraram que a inversdo de bandas como uma
funcdo da espessura do poco quantico, descreve uma transicdo de fase
guéntica entre um isolante trivial e no regime invertido, um isolante de spin Hall
guéantico (ou IT-2D). No momento da inversdo, ou seja, quando d =d. as
bandas de valéncia e de conducdo se interceptam em alguns pontos, como
apresentado em outros modelos, logo, o gap de energia se anula permitindo a
existéncia de estados de borda nestas estruturas. Tais estados s&o descritos
topologicamente de maneira semelhante aos estados pertencentes as fases
Hall quanticas descritas anteriormente, com a diferenca que em estruturas de
HgTe/CdTe, ha a existéncia de dois “canais de transporte” para os estados de
borda devido a forma dos pocos quanticos, tal sistema pode ser concebido
como um modelo de Haldane “dobrado”, como indicado na figura abaixo:

Conductance
channel with
up-spin charge
carriers

Conductance

channel with
Quantum down-spin
well charge carriers

Figura 2.11 — Canais de transporte de estados de borda em HgTe/CdTe [30].

A inversdo das bandas na espessura critica equivale a topologicamente, uma
mudanca no invariante v na classificacdo através do isolante Z, discutido na
secado anterior. Os estados de borda emergentes na estrutura HgTe/CdTe séo
robustos frente a perturbacdes locais, como, espalhamento por impurezas ou
pequenas flutuacdes térmicas [12], devido a tais estados serem protegidos pela
ordem topoldgica vigente e por simetria de reversao temporal [15].
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O isolante de spin Hall quéantico possui uma generalizacdo para trés
dimensdes, sendo tal fase caracterizada por quatro invariantes topoldgicos do
tipo Z, : (vy, vy1,v,,v3,), ONde a descricdo desta fase topoldgica generalizada é
feita em termos da correspondéncia volume-fronteira discutida na secao
anterior. Na zona de Brillouin hd quatro pontos que sao invariantes sob
reversdo temporal, dependendo da subclassificacdo do isolante topolégico
tridimensional, ocorre o aparecimento de estados degenerados de Kramer. Os
isolantes topolégicos tridimensionais sao classificados como [1,7]:

{vo = 0, isolante topoldgico fraco (2.24)

vy =1, isolante topoldgico forte’

Ambas as fases séo ilustradas na figura abaixo:

Figura 2.12 — Isolantes topoldgicos tridimensionais fraco (a) e forte (b), no caso do
isolante forte ha formagdo de pontos de Dirac bidimensionais (c) [15].

Um isolante topologico forte possui um numero impar de cones de Dirac
bidimensionais, no caso mais simples de somente um cone (como na Fig.
2.12), a hamiltoniana que descreve a dinamica de tal ponto € a hamiltoniana
bidimensional de Dirac, sendo esta dada por:

}[superficial = _ihUFJ_-V- (2.25)

Os estados de superficies do isolante topoldgico tridimensional (IT-3D),
também adquirem uma fase de Berry ndo-trivial quando estes estados séo
transportados em torno da zona de Brillouin semelhantemente como
apresentado na secdo anterior. Como mencionado, para o IT-3D, existem
guatro invariantes topoldogicos, onde v, classifica-o de acordo com (2.24), os
outros trés numeros de Chern séo indexados aos planos xy, xz e yz da zona de
Brillouin. Estes trés numeros de Chern sdo combinados de forma que, as
bordas de um IT-3D exibem estados metélicos superficiais ocorrendo a
manifestacdo do efeito Hall quantico inteiro como descrito na primeira se¢ao
deste capitulo.

Os primeiros IT's-3D foram obtidos experimentalmente em ligas do
semicondutor Bi;_,Sh,-, no qual os estados de superficies foram mapeados
por foton emissdo de angulo resolvido (angle-resolved photoemission
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spectroscopy) — ARPES), esta técnica basicamente, incide luz sobre a
superficie do isolante topolégico e mapeia o angulo no qual os elétrons
arrancados da superficie atingem um detector, que por sua vez, mapeia a
textura da distribuicdo dos estados que emergem na superficie, tal experimento
€ mostrado esquematicamente na figura abaixo [22]:

photon source energy analyser

hv yies

UHV - Ultra High Vacuum
( p< 1077 mbar )

Figura 2.13 — Desenho esquemadtico da técnica ARPES [30].

Posteriormente foram obtidos outros IT’s-3D, como Bi,Ses; , Bi,Te; ,Sh,Te; , em
todos estes isolantes topoldgicos, ja obtidos experimentalmente, os estados de
superficie sdo mapeados através de técnicas de microscopia juntamente com a
técnica ARPES. Para isolantes topologicos da familia BiSe e BiTe , a
distribuicdo dos estados metélicos € quase que efetivamente superficial, e esta
é distribuida entre os atomos de Bi/Se e Bi/Te na estrutura do material, como
mostrado na Fig. 2.14 [23].

vacuum

ﬁ““ﬁ" surface
O O v O 9
d g dn g di

o O @ O =z

y X
o b4 o 4 &
P v v @ v
O O O O O

Figura 2.14 — Distribuicéo dos estados metdlicos em isolantes topoldgicos da familia
BiSe e BiTe [23].
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Os estados metalicos possuem uma distribuicéo tal que, ndo se pode afirmar
gue estes sdo totalmente superficiais (apesar de nos referimos a estes estados
como existentes somente nas extremidades do sistema), no sentido de que
préximo ao bulk (volume), alguns estados podem existir nesta regido,
consequentemente, a corrente Hall (na qual se origina da presenca de um
campo elétrico), possui um comprimento finito de penetracdo no isolante
topoldgico. Estes resultados serdo essenciais nas consideracdes que fizemos
no estudo que realizamos acerca da propagacdo de ondas eletromagnéticas
confinadas a estes materiais, pois, as paredes dos guias de ondas que
abordamos, sdo constituidas de isolantes topoldgicos e na presenca de
campos eletromagnéticos, exibem efeito magneto-elétrico topolbgico
(apresentado a seguir), que por sua vez, altera algumas propriedades da
propagacdo de ondas eletromagnéticas na presenca de tal efeito.
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Capitulo 3

O Efeito Magneto-elétrico Topolégico e Algumas de
suas Manifestacdes

Uma vez que as extremidades dos isolantes topolégicos exibem
condutividade Hall, algumas propriedades eletromagnéticas ndo-usuais se
manifestam nestes materiais. Devido a presenca dos estados metalicos de
borda (protegidos topologicamente pela correspondéncia volume-fronteira e por
simetria de reversdo temporal), na presenca de um campo elétrico, uma
corrente Hall é “excitada” na superficie, que por sua vez, origina um campo
magnético que magnetiza o material, tal magnetizacdo é uma resposta
topolégica ao campo elétrico aplicado e independe de detalhes microscopicos
do sistema. Esta resposta peculiar a campos eletromagnéticos origina o
chamado efeito magneto-elétrico topologico. Este efeito pode ser descrito uma
teoria de campo denominada eletrodindmica axial [9], que contém um termo
adicional ao modelo eletromagnético usual acoplando os campos elétrico e
magnético juntamente com um termo 6, que tem sido largamente aplicado no
contexto de fisica de particulas, a lagrangiana que descreve o efeito magneto-
elétrico topologico (EMT) € dada por:

1
1é6m

6

Liotar = Lo + Lo = lon?

FuF" + a —F, F*. (3.)

Onde na equac&o acima, FHV é o tensor eletromagnético e F*¥ o seu dual [24],

6

na forma vetorial £y = E%E.B, este termo adicional a lagrangiana usual de

Maxwell, ndo altera a estrutura das equacdes de movimento resultantes, pois,
pode tal termo pode ser descrito em termos de derivadas totais do potencial
eletromagnético A*. O campo 6 que figura na teoria de campo efetiva do EMT
€ uma variavel dinamica que assume valores distintos dependendo da classe
topologica do material:

{0 = +m, paraisolantes topoldgicos (3.2)

0 =0, paraisolantes triviais

Os valores assumidos por 6 na classificacdo acima, sdo consistentes com a
simetria de reversdo temporal e podem ser obtidos da forma de Chern (2.14)

" x 101 yn .
para oy, [1,15,22] implicando em valores para a razao % idénticas aos valores

assumidos pelo invariante topolégico v,, que por sua vez, configura uma
classificacao dos isolantes topoldgicos tridimensionais em fracos ou fortes.

A teoria de campo que descreve o EMT é valida somente no limite de baixas
energias [22], logo, um gap de energia deve, necessariamente, ser induzido
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nas bordas do isolante topologico separando os cones de Dirac existentes na
superficie. Tal gap energético pode ser obtido através da quebra da simetria de
reversao temporal aplicando-se um campo magnético externo, ou depositando-
se um filme magnético sobre a superficie do isolante topoldgico. Ao induzir um
gap na interface, ocorre uma mudanca abrupta na condutividade Hall:

__ A e?

Oxy = 57 (3.3)

logo, sob a aplicacdo de um campo elétrico (E) a corrente Hall (fHall) induzida é
dada por:

- A@Z A -
Jhau =5~ @A X E). (3.4)

Como a carga elétrica é conservada na superficie do isolante topolégico, pode-
se deduzir a “carga Hall” (py.;;) acumulada na superficie através da equacao

de continuidade juntamente com a lei de Faraday (V x E = —%atﬁ):

- - AB e =
0tPra = —V-JHau = PHau = (g%) (n.B), (3.5)

onde nas equacdes (3.4) e (3.5), 1 denota um vetor unitario perpendicular a
superficie do isolante topolégico. Como mencionado, o termo adicional ao
eletromagnetismo usual ndo altera a estrutura das equacdes de Maxwell, mas
as relacbes constitutivas dos campos sdo modificadas devido aos valores
assumidos por 8 para isolantes néo triviais, tais relacbes sdo dadas por (nas

~ . e? . .
equacdes abaixo a = —, que por sua vez, € a constante de estrutura fina):
D =eE -5, (3.6)
H=24+9F (3.7)
u T

O efeito Hall quantico que ocorre na superficie de isolantes nao-triviais,
relaciona a polarizacéo elétrica com 0 campo magnético e a magnetizacdo com
0 campo elétrico através do campo de axion 8 que tem origem puramente
topologica. Estas caracteristicas sdo em esséncia, a origem fisica por tras do
EMT.

Um fendmeno peculiar originado do EMT € a indu¢cdo de um monopolo
magnético imagem devido a aproximacdo de uma carga elétrica g de um

isolante topoldgico ocupando metade do espaco, tal arranjo € mostrado na
figura abaixo:
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Figura 3.1 - Carga elétrica situada a uma distdncia d de um isolante topoldgico [11].

Devido a configuracdo das linhas de campo elétrico originadas pela carga q,
uma corrente Hall do tipo vértice € induzida na superficie do isolante
topolégico. O campo magnético criado pela corrente Hall pode ser descrito em
termos uma carga magnética imagem no interior do isolante topolégico, que por
sua vez, pode ser calculada através do método das imagens resultando em:

4aP
(£1+£2)(1/u1+1/u2)+4a2P2 49,

g1 =—92 = (3.8)

~ . . . 1 e
na equacao acima, a é a constante de estrutura fina, P = t>. 4, € acarga
magnética imagem em (0,0,d) e g, € o monopolo magnético em (0,0, —d). As
cargas elétricas imagem se relacionam como:

1 (sl—sz)(l/u1+1/u2)—4aP2
& (£1+£2)(1/ﬂ1+1/ﬂz)+4“2P2

qd1=qz = (3.9)
A excitacdo elementar no sistema acima sdo dyons (quasiparticulas que
possuem carga elétrica e magnética), sendo estes confinados ao vacuo 6 e
suas cargas se relacionam por:

1=(29, (3.10)

da equacdo acima, observa-se que, a carga elétrica do dyon se relaciona com
sua carga magnética através do termo topologico 6. Estes monopolos que
emergem nestes sistemas podem ser sondados por microscopia de forca
magnética através do mapeamento do fluxo magnético gerado por tais cargas
[1,11,15].

O EMT pode também proporcionar a quantizacdo de respostas
eletromagnéticas de isolantes topolégicos em unidades de constantes
fundamentais. Os efeitos Kerr e Faraday, sdo observados quando ocorre uma
rotacdo no plano de polarizacdo da onda eletromagnética refletida e transmitida
respectivamente, quando a onda incidir sobre uma superficie magnética (na
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qual quebra a simetria de reversdo temporal), devido a troca de momento
angular entre a onda e a superficie [10]. Os angulos de Kerr e Faraday séo
definidos em termos das amplitudes dos campos elétricos da onda
incidente,quando a luz esta polarizada no plano xy, estes séo:

y
tan 0, =i—;

py (3.11)
tan 6y = o

onde E) e E} sdo respectivamente, as componentes x e y do campo elétrico
refletido e E/ e Ef do campo elétrico transmitido. Uma onda com esta
polarizacdo ao incidir sobre um isolante topolégico depositado sobre um
substrato trivial e na presenca de um campo magnético, como ilustrado na Fig.
3.2, apresenta assinaturas dos estados topoldgicos que residem na superficie
do isolante nao-trivial.

F}T-I Ein Ey w—p 8_{{
vacuum A.=0 B

P F' Y =0
TI 82, Mo
z={
substrate
83’ [ Bsubs - 2pTE
Et —) SF

Figura 3.2 — Medidas dos dngulos de Kerr e Faraday [26].

No arranjo acima, 8,,, = 2mp, onde p € Z, implica em valores distintos para a
condutancia Hall nas diferentes interfaces:

g0 =20¢
" (3.12)
L (p—2ye
op=0-3)
No sistema ilustrado na Fig. 3.2, refletividade definida pela equacéo:
_ 1E1?
R= L (3.13)

atinge um minimo quando a espessura [ do isolante topolégico € um multiplo
semi-inteiro do comprimento de onda da radiacdo eletromagnética dentro do
isolante topoldgico. Quando a frequéncia de operacdo da onda incidente €&
sintonizada para este minimo, encontra-se uma relacdo entre os angulos de
Kerr e Faraday e a constante de estrutura fina:
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cot @p+cot B
1+cot? 6

—ap, pEZ (3.14)

A relacdo acima evidencia a natureza topoldgica dos estados de superficie,
pois, os angulos de Kerr e Faraday sdo medidas macroscopicas da resposta
eletromagnética e do modo como figuram na equacdo (3.14) tal resposta &
guantizada em termos da constante de estrutura fina [12,15]. Outras medidas
dos angulos de Kerr e Faraday demonstraram uma rotacao universal em baixas
freqiiéncias uma rotacdo universal do angulo de Faraday 6 =tan!a,

enquanto que uma rotacao gigante para o angulo de Kerr 6y = % [10,15].

Outra manifestacdo do EMT é observada na modificacdo das formulas de
Fresnel para as componentes do campo elétrico da onda eletromagnética
refletida na presenca de um isolante topoldgico. A base de polarizacdo da onda
eletromagnética ao atingir a superficie do isolante ndo-trivial é girada por meio
de uma matriz, que por sua vez, provoca uma rotacdo nos modos de
polariza¢cBes transversais elétrico e magnético (nestes modos, as componentes
na direcdo de propagacdo sdo nulas) da onda incidente [29]. Este ultimo
resultado desempenha um papel importante na abordagem do problema de
confinamento de ondas por isolantes topoldgicos tratado nesta dissertacao,
pois, modos puramente TE ou TM nédo se propagam ao longo do guia de onda
constituido de interfaces de IT’s devido a este efeito se manifestar em toda
incidéncia da onda eletromagnética nas paredes do guia. Esta propriedade
difere o guia de onda abordado neste trabalho dos guias usuais, pois nao
apresentam esta caracteristica peculiar, que, se origina do efeito magneto-
elétrico na interface.
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Capitulo 4

Propagacado de Ondas Eletromagnéticas Confinadas por
Isolantes Topoldgicos

Uma das aplicacbes mais utilizadas das leis da eletrodinamica para fins
praticos € o envio de sinais eletromagnéticos através de guias de onda. Estas
estruturas, também denominadas linhas de transmissdo, sdo usadas
basicamente para confinar a energia associada a onda eletromagnética em
uma certa regido do espaco e guid-las numa determinada direcdo. Além de
aplicacBes tecnoldgicas, meios confinantes de onda também foram propostos
para testar teorias de campo com quebra da simetria de Lorentz no setor de
radiacdo. Dependendo da geometria e ou constituicdo do guia de onda (se o
guia for fechado em todas as direcOes sera uma cavidade ressonante), alguns
efeitos podem ser amplificados ou algumas solu¢bes modais (modos que se
propagam ao longo da direcdo de guiamento, ou modos ressonantes no caso
de cavidades) podem ser suprimidas.

Em nossa primeira abordagem, consideramos um guia de onda com
geometria retangular onde suas paredes sao constituidas de isolantes
topologicos. Foram obtidas as equacdes de onda para os campos elétrico e
magnético, bem como as equacdes de dinamica espacial para as componentes
transversais e axiais para tais campos. Como sera apresentado ao longo deste
capitulo, devido a manifestacdo do efeito magneto-elétrico topologico, quando
a onda eletromagnética incide nas paredes do guia, as condi¢cdes de contorno,
bem como, as estruturas das equacdes diferenciais parciais para as
componentes dos campos e, consequente, a relacdo de dispersdo da onda
guiada se tornam extremamente complicadas. Em seguida, é proposto uma
simplificacdo do problema acima citado, considerando uma propagacao
bidimensional do pulso eletromagnético,confinado por isolantes topoldgicos
através de um guia de onda tipo fenda plana ou slab . Tal sistema, como sera
mostrado posteriormente, simplifica a andlise da propagacdo dos campos e da
relacdo de dispersdo da onda, pois, as equacOes diferenciais parciais
acopladas se tornam equacdes diferenciais ordinarias no slab, cujo método de
solucdo é bem conhecido e as equacdes podem ser desacopladas por
diferenciacao e algumas manipulacdes algébricas.
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4.1 Guia de onda retangular constituido por paredes de isolante
topoldgico

Primeiramente, abordamos a propagacdo de ondas eletromagnéticas
confinadas a uma geometria retangular cujas paredes sao constituidas por
isolantes topologicos como indicado na Fig. 4.1, o interior do guia €
constituido de vacuo (que € uma espécie de isolante trivial) e tal estrutura é
infinita na dire¢éo de propagacao (eixo z), para que sejam evitados efeitos
de bordas que complicariam ainda mais o tratamento do problema. Além
disso, o comprimento de onda da radiacdo eletromagnética ndo pode ser
comparavel as dimensdes da fenda do guia para que ndo haja efeitos de
difracéo, por exemplo, o que poderia comprometer a analise da propagacdo
do sinal eletromagnético. Como citado anteriormente, a teoria de campo
efetiva que descreve o efeito Hall quéantico na superficie, que por sua vez,
origina o efeito magneto-elétrico topologico se aplica unicamente ao setor
de baixas energias (longos comprimentos de onda), de modo que um gap
de energia deve ser induzido na superficie, com a seguinte condicao [26]:

E
w K ?" (4.1)

Onde w € a frequéncia de operagdo da onda eletromagneética, E,€ o gap de
energia na superficie e h a constante de Planck normalizada.

ir

o

b

Figura 4.1 — Guia de onda retangular cujas paredes séo isolantes topoldgicos.

Este gap energético pode ser obtido via quebra da simetria de reverséo
temporal através da aplicacdo de um campo magnético perpendicular as
paredes do guia de onda, ou depositando uma fina camada de material
ferromagnético sobre o isolante topoldgico. Em nossa andlise, o gap na
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superficie € aberto por um filme fino de material ferromagnético como ilustrado
na Fig. 4.2. O sinal da polarizabilidade magneto-elétrica (expressada nas
equacdes (3.6) e (3.7)) que figura na equacdo do divergente do campo elétrico
e na equacao do rotacional do campo magnético é determinada pela direcédo da
magnetizacdo do material que recobre o isolante topologico nas paredes do

guia.

LN B
Tl

Figura 4.2 - Uma das paredes do guia. Uma Idmina ferromagnética (FM) recobre o material (Tl)

[1].

Tal guia de onda poderia ser construido com qualquer isolante topoldgico
tridimensional, tais como: Bi,Se; ,Bi,Te; ,Sh,Tes.

O ponto de partida foi tentar resolver as equacdes de Maxwell na presenca
do efeito magneto-elétrico topoldgico, ou seja, encontrar a dinamica e a forma
dos campos no isolante topoldgico para entdo conecta-las com as solu¢des no
interior do guia via condi¢bes de contorno, e obter os modos que se propagam,
bem como, os eventuais que seriam atenuados neste sistema. Assim, partindo
da lagrangiana efetiva, que tal como mencionada é adequada para descricao
do modelo no regime de baixas energias (como explicitado na condicéo
expressa na equacao (1)) a qual é indicada em notacao tensorial e vetorial na
equacao abaixo:

1

L=—F,F* + a-— F, F*

L , 1o 0 a ) (4.2)
L= —(sE _1p ) +2%gB

81 u 21 21

Onde na expressao (4.2) F#¥ é o tensor eletromagnético e F* o seu dual [24].
As equacfes de movimento para 0s campos, ou seja, as equacdes de Maxwell
obtidas do modelo acima tém a forma®:

*Em alguns trabalhos onde o EMT é abordado (ver referéncias [1,10,11,15,23]), as equacdes de Maxwell
que figuram a carga e corrente Hall (dadas pelas equagdes (3.4) e (3.5) respectivamente) para o isolante
topoldgico, sdo acompanhadas de uma funcdo delta de Dirac que concentra as “fontes Hall”
essencialmente a superficie. Como sera mostrado no desenvolver deste capitulo, as equagdes para os
campos obtidas figuram derivadas e multiplicagGes da funcdo delta de Dirac no mesmo ponto, porém,
estas operacBes com tal fungdo, ndo sdo bem definidas matematicamente, o que traria inconsisténcia
matematica as equagdes obtidas. Consideramos entdo, o comprimento [ de penetragdo dos estados de
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V-E=1Ha-B, (4.3)
V.B=0, (4.4)
ﬁxﬁ:—%@ﬁ (4.5)

Vx B =pE0n x E +%0,E, (4.6)

~

nestas equacgles, 7 representa o0 vetor unitario perpendicular as paredes do
guia e aponta para fora destas, 6 € o parametro que classifica o isolante como
trivial (6 =0, em nosso sistema caracteriza o0 vacuo) ou ndao-trivial (6=,
isolantes topolégicos que constituem as paredes do guia).Tais equacdes
possuem a mesma estrutura das equacdes de Maxwell na presenca de
fonte,mostradas nas equacodes (4.7) a (4.10)). Assim, o tratamento dado para
as equacdes de movimento em nosso caso, deve ser no minimo similar.

V.E = 4% (4.7)
V.E=0, (4.8)
V’x§=47”yf+%at1§’, (4.9)
VxE=-29,B. (4.10)

Como pode ser facilmente checado as equacdes (4.3) a (4.6), recobrem as
equacdes de Maxwell quando 8 = 0 (se as paredes fossem isolantes triviais, ou
condutores perfeitos), assim como as equacdes (4.7) a (4.10) recobrem o caso
livre de fontes para p = 0 e J = 0, tais equacdes sao listadas abaixo:

V-E=0, (4.11)
V.E=0, (4.12)
VxE=—--0.B, (4.13)
VxB=20E. (4.14)

Na presenca do efeito magneto-elétrico topoldgico, a densidade de carga, da
gual o divergente do campo elétrico é proporcional, € o acumulo de “carga Hall”
na superficie do isolante topoldgico, que pode ser deduzida a partir da equacao
de continuidade da carga. J4 a densidade de corrente presente na equacao

para o rotacional do campo magnético, é a corrente Hall excitada pelas
componentes tangenciais do campo elétrico que incidem nas paredes do guia.

superficies medido por algumas técnicas de microscopia em IT’s, que por sua vez, é da ordem de alguns
nandmetros (~10~°m) [23], como sendo o comprimento de penetragio da carga e da corrente Hall no
IT.
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E importante notar também que as equacbes livres de fontes permanecem
imutaveis no modelo descrito em (4.2). Tal resultado ja seria esperado, pois,
estas equacgdes sao advindas da identidade de Bianchi e
guadridimensionalmente ndo se alteram, nem mesmo com a presenca do
termo adicional a acéo eletromagnética convencional. Ja as equacdes de onda
para os campos elétrico e magnético se tornam ndo-homogéneas na regido
onde o efeito magneto-elétrico topoldgico se manifesta:

= tad ~o B a0 g~ . B
(v —202) F = w0, (5 x B) + E2(a - ) (a.15)
(vz _ %3;) B = _,i(in;'fﬁ x (7 x E). (4.16)

Ao passo que no interior do guia, constituido por vacuo, as equacdes de onda
vigentes sdo homogéneas como expressadas abaixo:

(v2 —L£52)E =0, (4.17)
(v2-£07)B =0. (4.18)

As equacdes constitutivas dos campos sao alteradas de tal maneira que
influenciam na dindmica destes. Sob a aplicacdo de um campo elétrico, uma
corrente Hall é induzida nas paredes do guia, que por sua vez, induz uma
polarizagcdo magnética, enquanto que um campo magnético pode induzir uma
polarizacédo elétrica, e esta induz uma outra corrente Hall, que por sua vez.
Como percebido, um pulso eletromagnético que uma vez se propaga no guia e
atinge suas paredes origina um “efeito em cascata”, na forma de contribuicbes
gue se adicionam como numa soma em series. Este tipo de comportamento,
parece ser tipico de uma situacdo onde a aplicacdo de métodos perturbativos
para obtencdo das solucdes que podem se propagar, dindmica e relacdo de
dispersédo dos campos, como correcdes sobre o0 caso usual (propagacdo sem a
presenca do efeito magneto-elétrico topologico), se tornam pertinentes. No
presente trabalho, no intuito de simplificar o estudo, trataremos as equacdes de
dindmica espacial bem como as equacfes de dinamica espaco-temporal
(equacbes de onda) dos campos como sendo exatas, ou seja, somente 0 que
seria a contribuicdo de primeira ordem na série perturbativa.

Devido ao efeito magneto-elétrico topoldgico, as relacdes constitutivas dos
campos sdo modificadas e tomam as formas:

D =¢k - (inif)ﬁ, (4.19)
= B +af., =
H= ; + (T)E (4.20)

Das equacOes acima e das equacdes de Maxwell na presenca do efeito
magneto-elétrico topologico, pode-se deduzir as condi¢bes de contorno para 0s
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campos elétrico e magnético nas interfaces entre as paredes do guia e o
interior composto de vacuo®. As componentes perpendiculares as paredes do
guia do campo elétrico sofrem de uma descontinuidade proporcional ao campo
magnético perpendicular a superficie do guia (ou proporcional ao acumulo de
carga Hall na superficie):

— +af. , A
Ejerp. = €Eperp. + () (" B)s . (4.21)

Ja4 o campo magnético € sujeito a descontinuidades em suas componentes
tangenciais as paredes do guia, proporcionais a corrente Hall nesta regido,
sendo assim, proporcional ao campo elétrico paralelo a superficie do referido
meio confinante:

1, tab. .
Bj =By + (@ X E)s. (4.22)

A esta altura, ja se pode notar algumas complicacdes inerentes (nas quais 0s
detalhes principais serédo apresentados mais adiante nesta se¢ao) ao efeito em
guestao, além das equacdes do divergente e rotacional para o campo elétrico e
magnético respectivamente, conterem termos lineares adicionais nos dois
campos, tornando as equacdes resultantes destas de dificil resolucdo, as
condi¢cBes de contorno agora misturam os dois campos devido a relacéo direta
entre polarizacao elétrica e campo magnético, e entre magnetizacdo e campo
elétrico. Estes dois fatos, principalmente tornam o ambiente para ondas
guiadas bem diferente dos casos usuais.

Apés a obtencao das equacdes de movimento e das condi¢des de contorno
para oS campos, 0 proximo passo € naturalmente supor uma forma estrutural
para 0os campos que satisfacam as equacOes de Maxwell nesse modelo (e
consequente as equacdes de onda (4.15) e (4.16)) juntamente com as
condicbes de contorno ndo-triviais (4.21) e (4.22). Propomos, aqui, uma
solugdo do tipo onda plana para cada campo, com “ansatz” nas formas:

E(x,y,zt) = E (x, y)elkz=o0), (4.23)
B(x,y,z,t) = B(x,y)e!(kz=vt), (4.24)

Desta maneira, os efeitos do confinamento figuram nas amplitudes transversais

dos campos elétrico e magnético, E(x, y) e §(x, y) respectivamente e, parte do
problema se reduz a encontrar as formas destas amplitudes. Um

4 . o o~ . L.

Se as paredes do guia fossem condutoras perfeitas, as condi¢cdes de contorno seriam as triviais, ou
seja, as componentes do campo elétrico paralelas as superficies do material que constitui o guia se
anularia semelhantemente as componentes perpendiculares do campo magnético (ver Apéndice A).
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guestionamento natural seria se estas seriam as solugbfes exatas das
equacbes de Maxwell no isolante topolégico. No entanto, com o intuito de
simplificar a analise da propagacédo do pulso eletromagnético ao longo do guia,
tomaremos esta estrutura como solugdo das equacdes de Maxwell neste
sistema”’.

Inserindo as equacdes (20) na lei de Faraday, obtemos:

dyE, — ikE, = —B,, (4.25)
ikE, — 0,E, = iTWBy, (4.26)
dyEy — 0,E, = %WBZ (4.27)

Da lei de Ampere (que por sua vez contém a corrente Hall) contida nas
equactes de Maxwell, obtém-se:

d,B, — ikB, = —lﬂE + u(—)(n X E)y, (4.28)
ikB, — 0,B, = —i™"E, + u(—)(n x E),, (4.29)
0xBy — d,B, = —lﬂE + u(—)(n x E),. (4.30)

Das equacdes (4.25) a (4.30) juntamente com alguma algebra, é possivel
encontrar as componentes transversais dos campos elétrico e magnético em
funcdo das componentes axiais e derivadas espaciais destas:

E, = (Hewz—kzz)(kc 0xE, + wcd, B, +ywc(—)(n X E) ) (4.31)
Ey = iy (ke?0y B, — wed B, + pwe (D)7 < E) ), (4.32)
= (kc?0yB, — pewcoy E, +uwc(Lw)(ﬁxE) ), (4.33)

By (uew2 —k2c?)
B

y (ﬂewz—kzz)(kc 0xE, + pewco, B, +uwc(—)(n><E) ). (4.34)
Inserindo as componentes transversais dos campos (obtidas acima) nas
equacoes escalares de Maxwell, ou seja, nas expressoes (4.3) e (4.4), pode-se
deduzir as equacfes de dinamica espacial para as componentes axiais dos
campos elétrico e magnético respectivamente:

+af

02E, + 02E, +(’“W kZ)E += (=)@, (an) +0,(AxE), )—(— %@ -B)=0 (4.35)

92B, + 02B, + ("EW — k) B, — u(*2

=) (0, (an) +09,(AXE) )=0. (4.36)

5 . . . o . ~ ,

Em materiais usuais que possuem uma condutividade finita, as equacGes de onda também se tornam
ndo-homogéneas (de uma maneira menos complicada do que para o caso de isolantes topoldgicos), tais
equacdes ainda admitem solugdes de onda plana (ver referéncia [27]).
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Vale ressaltar que tanto as equacdes obtidas para as componentes transversas
dos campos quanto as equagfes encontradas para as componentes axiais
elétricas e magnéticas recobrem o caso usual (sem a presenga de “fontes
Hall’) quando 6 = 0. Como a corrente Hall reside essencialmente na superficie
de cada parede do guia, ao considera-las separadamente a componente desta
corrente (proporcional ao produto vetorial 7 X E nas equacbes acima)
perpendicular a superficie deve ser nula, simplificando um pouco as equacdes
obtidas acima. Explicitemos somente as equacdes na parede onde i = X, de
modo que as equacdes (4.35) e (4.36) tomam a forma:

92E, + 02E, +("EW — k) E, -2 &0, E, - (2298, =0, (4.37)

tab

92B, + 02B, +("EW K?) B, + n(E22)0,E, = 0. (4.38)

7

Na equacédo (4.37) B, € como dado pela expressdo (4.33). O mesmo
argumento apresentado acima, se aplica a todas as equacOes anteriores.
Como as componentes transversais sao funcdes das componentes axiais e
derivadas destas, a obtencédo da forma de todas as componentes dos campos
elétrico e magnético se resume a resolucao das equacdes acima. Em sistemas
usuais de confinamento de ondas (por exemplo, guias de onda condutores,
dielétricos etc., para mais detalhes veja Apéndices A e B), neste ponto da
resolucdo pode-se tomar os modos de polarizacdo que 0s campos nestes
sistemas admitem, ou seja, os modos transversais elétrico (em tal modo, ndo
ha componente axial do campo elétrico) e/ou magnético ( neste modo
analogamente ao transversal elétrico, 0 campo magnético ndo possui
componente na direcdo z) o que facilita a resolucdo das equacdes. Na
presenca do efeito magneto-elétrico topoldgico (como mencionado no Capitulo
3) a base de polarizacdo da onda refletida é sempre girada da base de
polarizacdo da onda incidente. Conseqlientemente, mesmo que seja possivel
enviar uma onda puramente transversal elétrica e/ou magnética para o interior
de um guia de onda como 0 nosso, tal estado de polarizagdo ndo se manteria
ao longo da propagacéao da onda eletromagnética [29].

O primeiro passo na resolucao de uma equacao diferencial parcial que possui
uma estrutura complicada como no caso das equacfes acima, € classifica-la
genericamente para entdo aplicar algum método de resolucdo (em alguns
poucos casos). Antes de tentar encontrar uma classe (parabdlica, hiperbdlica
ou eliptica) [28], na qual as equacbes acima poderiam se encaixar, seria
necessario desacopla-las, o que ndo é um procedimento trivial ou
possivelmente até vidvel em nosso caso. Ao tentar desacoplar as equacfes
(4.37) e (4.38) via aplicacdo de algum operador escalar diferencial, além de
aumentar o grau das equacfes, ocorre 0 aparecimento de termos de derivadas
cruzadas complicando-as ainda mais. Até onde sabemos, ndo existe um
método padrdo para resolucdo das equacbes em questdo, dependendo da
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classe da equacado diferencial parcial, algumas mudancas de variaveis nas
equacdes sdo possiveis para simplificad-las e assim tentar obter uma solugéo
[28], mas no caso das equacdes (4.37) e (4.38) até mesmo classifica-las se
torna dificil, pois, ha parametros nas equa¢cfes que mudam continuamente
(vetor de onda k e frequéncia angular w) dificultando a tentativa de simplificar
tais equacdes, uma vez que a classificacdo pressupde que 0s parametros
sejam fixados [28]. Da mesma forma que foi proposto um “ansatz” como
solucdo das equacgBes de Maxwell no isolante topoldgico, poder-se-ia pensar
num procedimento semelhante para as equacdes (4.37)e (4.38) com solucbes
na forma de exp (ik,x) e exp (ik,y), mas a estrutura das equagdes neste
sistema confinante de onda séo tais que, fica extremamente dificil obter k, e k,,

separadamente e conseqientemente também propriedades de dispersao da
onda eletromagnética ao longo de sua propagac¢ao no guia.
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4.2 Guia de onda tipo slab constituido por paredes de isolantes
topologicos

Na sec¢édo anterior, foram levantadas algumas dificuldades encontradas ao se
tentar resolver as equacdes diferenciais relativas a propagacdo das ondas
eletromagnéticas confinadas por interfaces de isolantes topoldgicos, mesmo
numa geometria simples como a retangular. No intuito de tornarmos o
problema mais simples, de modo a podermos tratd-lo em mais detalhes, uma
simplificacdo extra sera introduzida: Consideremos a propaga¢do das ondas
confinadas bidimensionalmente por apenas duas interfaces vacuo-isolante
topolégico. Em nosso caso, consideramos a onda confinada na direcdo x, na
direcdo y (a qual seria a outra direcdo de confinamento no guia retangular)
admitimos uma extensdo infinita, logo d,, = 0, assim a onda ¢ livre nas dire¢bes
y e z. Tal estrutura € denominada slab (em portugués a traducéo literal para
esta palavra é laje) ou guia de onda tipo fenda, que por sua vez, configura uma
propagac¢ado bidimensional das frentes de onda, como é mostrada na figura
abaixo:

P L

Wave tronts

Figura 4.3 — Guia de onda tipo slab [27].

Neste sistema, as principais dificuldades na resolucédo das equacdes para as
componentes dos campos elétrico e magnético no isolante topoldgico,
encontradas no confinamento a geometria anterior ndo figuram mais. De fato,
as equacoes diferenciais parciais acopladas que nos deparamos no guia
retangular, tornam-se equacfes diferenciais ordinarias no slab e podem ser
desacopladas por diferenciacdo simples e algumas manipulacdes algébricas.
As componentes transversais dos campos sédo obtidas das equacgbes (4.31) a
(4.34) fazendo 9, = 0, estas sdo dadas por:

i
T (uew2-k2c2)

E, kc?0,E,, (4.39)
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t+afb

E (—wcdyB, — pwe(=0)E,), (4.40)

y (”ng —k2¢2)

B, = (kc?0,B, — uwe(2DE,), (4.41)

(#SWZ —k%c?)

2
B, = (ﬂng —om; KC?0<E;. (4.42)
As componentes transversas (exibidas acima) e axiais, a serem apresentadas
a seguir, dos campos devem satisfazer as equacfOes de dinamica espaco-
temporal (equacdes de onda) no slab, que assumem uma forma mais simples
neste sistema confinante:

tab

(0% + 02 =5 0DE = —u(=-

1 +ab

)0 (Ey2 — E,9) + < (5)(0:% + 0,2)By, (4.43)
(02 + 02 — %01 = (*“e)v x (B2 — E,9). (4.44)

Da mesma forma, as equacdes de dinamica espacial das componentes axiais
dos campos podem ser obtidas das equacdes gerais no guia de onda
retangular (expressbes (4.37) e (4.38)) através do mesmo procedimento
(fazendo 9, = 0 e substituindo nesta equacéo a expressao para B, no slab):

tab i +
aZE + (“8W kZ)E —( a )m(kc 6 B MWC( )E ) (445)

02B, + (“2-— k?) B, + (220, E, = 0. (4.46)

Como pode ser notado, as equacdes permanecem acopladas, mas um
procedimento relativamente simples pode ser adotado para desacoplar tais
expressodes, de forma que, o nivel de dificuldade na resolucdo das equacbes
resultantes ndo aumente a ponto de o procedimento se tornar inviavel (como
discutido para o caso do guia de onda retangular na secdo anterior).
Diferenciando a equacédo (4.45) em relacéo a variavel que representa a direcao
de confinamento (em nosso caso a direcdo x), obtém-se uma equacédo
diferencial ordinaria de terceira ordem na derivada de E,:

03E, + (M2~ k?) 0,E, + 1 229028, — £ (%D)?0,E, = 0. (4.47)

Tal equacéo possui um termo de segunda ordem na derivada de B,, 0 que
ainda ndo desacopla totalmente as equacdes (4.45) e (4.46). Isolando na
equacao (4.46) a derivada primeira de E,, encontra-se a expressao:

Tl

O, = -2 (92B, + (42— k2) B,). (4.48)

A expressao acima pode ser usada como uma relacdo de recorréncia para se
obter as derivadas de ordens superiores de E, em funcéo das derivadas de B,.
Utilizando-se destas relacfes e substituindo-as na expresséo (4.47), obtém-se
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uma equacao diferencial onde a Unica componente axial de campo que figura é
a do campo magnético:

c? e \ml c?

0:B, +2 (M- — k2 - £ (2y2) 2B, + <(%”2 - k2)2 - ﬁ(ﬁ)z (L - k2)> B, = 0 (4.49)

A expressédo (4.49) é uma equacdo diferencial ordinaria de quarta ordem
incompleta (por ndo possuir termo de terceira ordem) e a solugdo pode ser
obtida via equacao caracteristica, a solugdo possui uma estrutura exponencial
da forma®:

B,(x) = By exp(y_x) + B, exp(y,x) + B3 exp(—y_x) + Byexp (—y4x) (4.50)

Onde B,,B,,B; e B, sdo constantes com dimensdo de campo magnético e o
paréametro y, é dado por:

1

o=t () 5 (@) et —orar e () [} s

ml ml

da relacdo de recorréncia para as derivadas de E, (equacdo (4.48) pode-se
obter a forma explicita desta componente do campo elétrico.

Como as solugbes para as componentes axiais dos campos elétrico e
magnético, sdo advindas de uma equacdo diferencial de quarta ordem (em
Nosso caso incompleta), seriam necessarias quatro condi¢cdes de contorno para
as solucbes E, e B, serem unicamente determinadas. Mas tal necessidade é
unicamente devida a estrutura matematica das equacfes, ndo sao todos os
termos que figuram na equacdo (4.50), que sao solucbes fisicamente
aceitaveis, ou seja, dependendo da regido do slab alguns termos nas solucdes
para as componentes axiais dos campos podem divergir. Como sera mostrado
mais adiante nesta secdo, 0s parametros que aparecem nos argumentos das
exponenciais se arranjam de forma a adquirir uma estrutura do tipo: a +if ,
com a > 0 para uma faixa de valores de frequéncias ou comprimentos de onda
aceitaveis no regime de baixas energias onde o modelo dado pela equacéo
(4.2) é valido. Assim, alguns termos séo eliminados de maneira que, as formas
fisicamente aceitaveis de E, e B, em cada regido do slab sdo diferentes. Na
regido inferior do slab, ou seja, em x<0, a componente axial do campo
magnético € dada por (analogamente para o campo elétrico):

B,(x) = By exp(y_x) + B, exp(y+x) (4.52)

As solucbBes acima, ndo necessitam de quatro condi¢cdes de contorno para
serem Unicas, como as componentes de campo acima sao fisicamente

6 ~ .

Como pode ser observado, em todas as equacgGes obtidas no slab recupera-se o caso usual ao se fazer
6 = 0, para se obter as solugdes usuais para E, e B,, deve-se anular 8 nas equagdes (4.45) e (4.46)
respectivamente.
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adequadas, somente as condi¢cdes de contorno advindas diretamente das
equacdes de Maxwell especificam unicamente as solugcbes. No slab as
condicdes de contorno exibem a forma:

tab

Ef = £E; + (0B, (4.53)

Bf =2+ (£7) (By2 - E.9) (4.54)

Da mesma forma como procedido no caso usual (ver Apéndices A, Be C) a
relacdo de dispersdo da onda eletromagnética confinada a isolantes
topolégicos pode ser encontrada inserindo as solu¢des acima na equacao de
onda apropriada. A componente z da equacao de onda (4.44) é dada por:

(02 +07 —£07) B, = u(=2D)E,. (4.55)

Substituindo as solugbes encontradas para E, e B, na equacao acima,
encontra-se uma relacdo de dispersdao que descreve a relacdo entre a
freqUéncia de operacao e a magnitude do vetor onda no isolante topoldgico:

Y:i+y2+ ‘:—fwz —k%?=0. (4.56)

Da equacéao acima obtemos que:

w = W_(kz 2 L K (“fl’ ))1/2, (4.57)

donde a velocidade de grupo (v,) € facilmente obtida:

v c k
9= VuE K24 u(ae)

ml

(4.58)

Para verificar a consisténcia destes resultados, valoramos numericamente a
expressdo acima, substituindo os valores das constantes universais a e c,
inserindo os valores apropriados para isolantes topolégicos dos parametros 1 e
€ (u=1lee=100 para Bi,Se;) e entdo “percorrendo” o espectro
eletromagnético até o limite de comprimentos de onda no visivel. O valor
encontrado € uma ordem de grandeza menor do que a velocidade da luz no
vacuo e é uniforme para todas as frequéncias percorridas, havendo variacdes
somente para comprimentos de onda menores:
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10 4.24264x10°

100 4.24264%x10°
1000 4.24264%x10°
10000 4.24375%x10°
1000000000000000 4.24375%x10°

Tabela 4.1 — Alguns valores encontrados para velocidade de grupo das frentes de onda nas
paredes do slab para freqliéncias até a faixa do visivel.

Tanto a relacdo de disperséo (4.57) quanto a velocidade de grupo expressa por
(4.59) recobrem a disperséao e velocidade de grupo usual quando 6 = 0.

Justifiqguemos agora o motivo das solucdes fisicamente aceitaveis filtrarem
alguns termos que figuram na equacéo (4.50). Como mencionado, devido aos
parametros nas exponenciais se arranjarem em uma estrutura do tipo: a + if3,
com a >0, alguns termos podem divergir, com isso alguns termos nas
solucdes para as componentes axiais dos campos elétrico e magnético seriam
filtrados fisicamente. Os parametros das exponenciais das solucdes para E, e B,
tém a forma:

Z Z
2 co(% u(ek?c?—pew?+p 6 )
fer = J_ B k2 —E (@2 +‘/ () () (4.60)

c? ec*

Substituindo k encontrado na equacao (4.57) obtém-se uma relacdo somente
em funcéo da freqléncia w de operacao:

(4.61)

ki = J _3h(2)_ Jee(G2) e (5g) monerwrrere2b() +)

X e \ml cte
Inserindo os valores das constantes: c, a, € e y (estas duas Ultimas diferem
dependo do material, utilizamos aqui uma faixa os valores u=1e¢& = 100,
valores estes adequados para o material isolante topolégico Bi,Se;) e
“varrendo” uma faixa de frequéncia do espectro eletromagnético até a ordem
de grandeza da frequéncia do visivel (condicdo necesséria do limite de baixas
energias), encontra-se:
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1000 0.000207919 + 0.00128125i

1000000000000000 0.000207919 + 0.00128125i

Tabela 4.2 — Alguns valores encontrados para k;, no isolante topoldgico.

Dos valores acima, observa-se que para uma larga faixa de frequéncias de
operacao, k,é tal que, quando valorado numericamente, sempre tem uma parte
real positiva e uma parte imaginaria e até a casa decimal exibida na tabela
acima parece ser uniforme mesmo para todas as frequéncias de operacao,
logo se justifica as componentes axiais dos campos elétrico e magnético
exibirem apenas parte dos termos das suas solucdes.

Em guias de onda usuais como os perfeitamente condutores, ou guias
dielétricos as frequiéncias de corte sao discretas, ou seja, cada solucdo modal
(também discreta) tem uma freqliéncia de corte caracteristica como mostradas
na Fig. 4.4. A discretizacdo destes modos tem origem no fato dos campos se
anularem nas bordas das paredes destes tipos de guia onda, assim, 0 nimero
de onda para cada modo de propagacéao é dado por:

ky = (@2 - ) (4.62)

g L e
Ve
0 1 (D) O.)3 0y @5

Figura 4.4 - Nimero de onda k,, versus freqiiéncia w para vdrios modos y. w, € a freqiiéncia de
corte [28].
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Onde y € um inteiro positivo. De acordo com a equacdao (4.62) juntamente com
a figura acima, os modos que se propagam sao aqueles em que w > w,, OU

seja, quando k, € real. Para freqiéncias de operagcdo menores que a
freqliéncia de corte, k,, € imaginario e tal modo néo se propaga no guia.

Voltemos agora a relagéo (4.58), isolando-se k nesta equacao e rearranjado
alguns termos obtém-se:

_1 ufad 2
k—;\/uewz—Z—(—c) (4.63)

e\

Definindo-se a frequéncia wy = (i—f)c, a relacao (4.63) assume a forma:

k _ Jue 1_1“’_5 (4.64)
- )

w £2 w2

Como pode ser notado da equacéo acima, freqtiéncias menores do que wy nhao
podem se propagar em toda extensdo do slab ou na maior parte deste, pois
seria rapidamente atenuada, analogamente ao caso usual apresentado
anteriormente. A frequéncia de corte wy parece exibir um carater universal para
uma determinada familia de isolantes topoldgicos cujo € sSdo proximos, ou seja,
depende somente da constante de estrutura fina e do parametro topologico 6,
da velocidade da luz ndo proporcionando modos discretos de propagacéo
como em guias de ondas usuais, tal frequéncia de corte € da ordem de

%~1017Hz. Da forma da relacdo de dispersao (4.64), nota-se que frequéncias

da ordem de 10'3Hz podem se propagar ao longo do guia de onda, tal
comportamento é ilustrado no grafico abaixo:

Kn
1.000

0.999
0.998
0.997
0.996
0.995

0.994

2: 1014 41 1014 6 1014 g 104 1. 10%°
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Figura (4.5) — Numero de onda k, (kn = %) versus freqliéncia w, onde a freqiiéncia de

corte wg é mostrada para €=100.

Da relacéo (4.64) nota-se que frequéncias de corte podem ser continuamente
obtidas para uma determinada faixa de valores de ¢ (isolantes topolégicos com
caracteristicas eletromagnéticas proximas), diferindo do caso usual onde as
frequéncias de corte sao discretas.

Retomemos agora, a discussao acerca das condi¢cdes de contorno nao-triviais
gue se manifestam nas interfaces do slab. Tais condicbes de borda levam a
relagbes entre componentes do vetor de onda no interior do slab e amplitudes
dos campos elétrico e magnético nas paredes e no interior do guia. Para tal
objetivo, explicitemos novamente as condi¢cdes de contorno (4.53) e (4.54):

(FaBb)
ml

Ef =¢Ef + B,

B tab n ~
Bf =L+ (22) (By2 - E.9)

T

A condicédo de contorno sobre a componente perpendicular do campo elétrico
dada pela equacéao (4.54) relaciona valores deste campo em diferentes regides
do espaco proximas a interface entre vacuo (onde os campos obedecem a
equacao de onda homogénea) e isolante topoldgico, assim a descontinuidade,
ou seja, a diferenca entre os campos na interface é proporcional a carga Hall
na superficie da parede do slab, esta é a razdo de se introduzir os limites
laterais nos (sinais de + e — nas condi¢cdes de contorno) campos préximos a
superficie. Em nossa abordagem, consideramos que em primeira instancia (o
que seria a contribuicdo de primeira ordem em a na série perturbativa) o campo
gue polariza a superficie no momento que onda incide na parede do slab é o
campo magnético da prépria onda eletromagnética, logo a descontinuidade na
componente perpendicular do campo elétrico é proporcional ao campo
magnético da onda incidente valorado na superficie. Utilizando entdo destes
argumentos e das formas ou solu¢cdes de campo encontradas no isolante
topologico e no interior do slab, ap6s algumas manipulacdes algébricas é
possivel encontrar a componente na direcao de confinamento do vetor de onda
Nno Vacuo:

(1(22)"-#22%)5

k. =
x (Eo +(Z—?>Bo)

(4.65)
Onde na equacédo acima, B denota a amplitude constante de campo magnético
nas paredes do guia e Eye B, as amplitudes de campo elétrico e magnético
respectivamente. No interior do slab os campos obedecem a seguinte dinamica
espaco-temporal:

(02 +0z -%92)(E) =0 (4.66)

c?
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A relacdo de disperséo nesta regido € entdo dada por:
k2 + k2 — %wz =0 (4.67)

Onde no vacuo: u = e = 1. A dispersdo encontra para o interior do slab tem
algumas caracteristicas peculiares, como: mesmo se tratando da propagacéao
no vacuo o termo topoldégico figura na relacdo, as amplitudes de campo elétrico
e magnético no vacuo e no isolante topolégico também figuram na equacéo.
Para testar a validade de tal relacdo de dispersdo, substituimos os valores das
constantes «a, c, 8, dos parametros u e g, e “varremos” a mesma faixa de
frequéncias para o calculo da velocidade de grupo das frentes de onda no
isolante topoldgico, ja para as amplitudes dos campos, foi atribuido um valor
unitario para a amplitude de campo elétrico e um valor dez ordens de grandeza
menor para o campo magnético’. Apesar da relacdo de dispersdo encontrada
apresentar um aspecto peculiar, esta leva a uma velocidade da luz préxima ao
seu valor no vacuo, assim, o valor encontrado para a mesma faixa de
frequéncias utilizadas anteriormente foi de:

vy = 2.96 X 10%cm/s. (4.68)

As condicbes de contorno sobre as componentes paralelas do campo
magnético a superficie do slab exibem as diferengcas entre os campos
magnéticos proximos a interface, sendo estas proporcionais as componentes
tangenciais do campo elétrico da onda eletromagnética que incide nas paredes
do slab (analogamente ao campo magnético na condicdo de contorno (4.54)
ser considerado da onda incidente), ou seja, a descontinuidade no campo
magnético é proporcional a corrente Hall na superficie do isolante topoldogico.
Ao implementar estas condi¢cbes de contorno, encontra-se uma complicada
relacéo entre componentes do vetor de onda no isolante topoldgico e no vacuo,
e também entre as amplitudes de campo no interior do slab e nas paredes
deste. Esta relacdo parece levar a mesma relacdo de dispersdo encontrada
para a propagacao da onda eletromagnética no vacuo (equacéao (4.67)). Uma
relacéo similar parece emergir quando tentamos implementar as condicfes de
contorno sobre as componentes tangenciais do campo elétrico (advindas da lei
de Faraday), e também na implementacéo das condicdes de contorno sobre as
componentes perpendiculares (no caso do slab somente a componente B,) do
campo magnético (advindas do divergente identicamente nulo deste campo).
Estas condi¢Bes contorno sobre os campos descrevem uma continuidade das
componentes tangenciais e perpendiculares dos campos elétrico e magnético
(respectivamente) na interface entre vacuo e isolante topoldgico, pois, estas
condicBes de borda sdo advindas das equacbes de Maxwell livres de fonte,

7 . o et s
Como as equacoes livres de fontes permanecem inalteradas, os campos elétricos e magnéticos das
ondas e o vetor de onda k permanecem ortogonais uns aos outros, prevalecendo assim, a relacdo entre

as amplitudes dos campos: B = %E
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assim ndo apresentam variacdes abruptas na interface. Devido as relacdes
citadas acima até a conclusdo do presente trabalho, estarem em fase de
verificacdo (a quantidade de termos envolvidos e a relagdo entre eles é
razoavelmente complicada, logo as manipulagfes algébricas séo relativamente
dispendiosas de realizad-las) ndo apresentaremos as relacbes citadas,
deixando-as como verificagcbes e perspectivas de futuros desenvolvimentos
deste trabalho, que apesar de abordar a propagacdao de ondas
eletromagnéticas em um sistema relativamente simples como o slab, o fato de
compor as paredes deste tipo de guia onda com um material em que o efeito
magneto-elétrico topoldgico se manifesta, mesmo com a simplificacdo que leva
a uma analise bidimensional do problema abordado, complicacdes sao
introduzidas em algumas equag¢des, como as citadas anteriormente. Assim, nos
atemos somente as conjecturas levantadas sobre as relagcdes que podem ser
advindas das outras condi¢cdes de contorno sobre os campos.
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Capitulo 5
Conclusdes e Perspectivas Futuras

Nesta dissertacdo, apresentamos uma revisao acerca do arcabouco tedrico e
alguns aspectos experimentais que juntos culminaram no desenvolvimento dos
isolantes topologicos. Na primeira parte de nossa revisdo constaram
propriedades bésicas de condutores, isolantes e semi-condutores, o efeito Hall
guantico e algumas propriedades em comum entre grafeno e isolantes
topolégicos. Ainda nesta parte, revisamos as principais caracteristicas que
revelam o carater robusto dos estados de borda (ou de superficie)
evidenciando a natureza topolégica destes. Na segunda parte, revisamos
alguns trabalhos que exploram as consequéncias do efeito magneto-elétrico
gue se manifesta em isolantes topoldgicos, os trabalhos escolhidos para a
revisdo, empregando certo coloquialismo, “preparam o terreno” para o
problema abordado nesta dissertacao.

No presente trabalho, apresentamos como proposta contribuir com o estudo
de algumas propriedades que podem emergir da propagacdo de ondas
eletromagnéticas confinadas a isolantes topolégicos (diferentemente dos
trabalhos revisados, que em sua maioria, tratam de propriedades das ondas
eletromagnéticas e campos estaticos incidindo em um semi-plano infinito sem
confinamento). No guia de onda retangular, nos deparamos com equacfes
diferenciais parciais acopladas que ndo possuem método padrdo de resolucao.
As equacdes de onda que regem a dinamica espaco-temporal dos campos,
além de serem ndo-homogéneas, também sdo equacfes diferenciais parciais
acopladas. As dificuldades que residem na resolucdo destas equacdes
comprometem a analise da propagacao do sinal eletromagnético confinado a
esta geometria por isolantes topoldgicos, pois, a obtencdo das componentes
transversais, da relacdo de dispersao, entre outras propriedades, depende da
solucdo destas equacbes. O que poderia simplificar analise das equacdes e
consequentemente as propriedades na propagacdo da onda eletromagnética
no guia de onda retangular seria supor os modos transversos de polarizacao,
ou seja, 0s modos transverso elétrico (TE) e transverso magnético (TM), mas
devido ao efeito Kerr na presenca de isolantes topolégicos, ocorre uma rotacao
na base de polarizacdo original da onda incidente, impedindo entdo de um
modo puramente TE ou TM de se propagar plenamente ao longo do guia.

Diante das complica¢gdes que surgiram no guia de onda retangular, propomos
uma simplificacdo na geometria de confinamento: consideramos uma
propagacdo bidimensional da onda eletromagnética através da introducdo de
um guia tipo fenda plana ou slab. Neste novo sistema, as equagdes aparecem
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simplificadas, o que nos permitiu encontrar solugdes fisicamente aceitaveis
para as componentes axiais e transversais dos campos elétrico e magnético,
foi também possivel encontrar as solu¢des para as equacdes dos campos
mesmo que para desacopla-las aumentamos o grau da equacédo diferencial
(ordinaria) para componente axial do campo magnético. De posse destas
solugdes, encontramos uma relacdo de dispersdo que leva a uma velocidade
de grupo aceitavel das frentes de onda (uma ordem de grandeza menor do que
a da luz no vacuo) na presenca do efeito magneto-elétrico topolégico. Tal
relacéo de dispersao parece revelar uma frequéncia de corte universal para os
isolantes  topologicos com permissividade elétrica proximas, onde
diferentemente do caso usual, ndo permite modos discretos de propagacao. Ao
atribuirmos valores numéricos para as frequéncias de operacdo na faixa
aceitavel de baixas energias, nota-se que 0s campos elétrico e magnético sao
atenuados nas paredes do slab por meio de uma constante de atenuagao que
tende a um valor essencialmente uniforme para as freqiéncias consideradas.
Atribuimos esta atenuacdo principalmente ao efeito magneto-elétrico
topologico, pois, a onda eletromagnética vai continuamente perder parte de sua
energia para manter a corrente Hall nas paredes do slab toda vez que esta
incidir nas superficies deste guia.

Ao implementarmos a condicdo de contorno sobre a componente
perpendicular do campo elétrico as paredes do slab, encontramos a
componente na direcdo de confinamento do vetor de onda no vacuo (em nosso
sistema na direcdo x) que na relacdo de dispersdo da onda no vacuo, onde
vigora uma equacao de onda homogénea, conduz a uma velocidade de grupo
também aceitavel para as frentes de onda nesta regido (na mesma ordem de
grandeza do valor da velocidade da luz no vacuo). Ja as outras condi¢cdes de
contorno levam a equacdes em que a interpretacao fisica ndo € tao direta, mas
somente conjecturando, parecem levar a mesma relacdo comentada
anteriormente. A condicdo de contorno sobre as componentes perpendiculares
do campo elétrico (no caso do slab somente E,) tem uma estrutura menos
complicada do que as condi¢cdes sobre as componentes tangenciais do campo
magnético, devido ao substituir as solu¢cbes adequadas para cada lado da
interface entre isolante topoldgico e vacuo estas conterem menos termos do
gue para as componentes do campo magnético. Concluimos que a dificuldade
ao considerarmos todas as condi¢cdes de contorno, reside no fato que estas
relacionam campos valorados em diferentes regides do espaco, onde a
dindmica espaco-temporal dos campos elétrico e magnético obedecem a
equacdes de onda completamente diferentes (no interior do guia a equacao de
onda é trivial, ja nas paredes a equacao € ndo-homogénea). Essencialmente, a
nao-trivialidade das condi¢cdes de contorno complica a compatibilizacdo das
solucdes e relacdes advindas destas com todas as condi¢cdes de contorno,
mesmo numa geometria de confinamento relativamente simples com a do slab.
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Como perspectivas futuras, pretendemos completar a andlise do problema
abordado, verificando a coeréncia das solugbes de campo encontradas com
todas as condi¢des de contorno. Pretendemos também quantificar como se d&
a atenuacdo dos campos no isolante topolégico através do calculo da energia
absorvida por estes quando a onda eletromagnética incide nas paredes do guia
excitando o efeito magneto-elétrico topoldgico. Uma vertente interessante seria
considerar acopladores direcionais baseados no guia slab tratado aqui, uma
vez que, os guias podem ser dispostos paralelamente, de forma que, uma
parcela dos campos de um dos guias interaja com 0 outro, ocorrendo um
compartilhamento de energia entre os slabs. Além disso, poderiamos permutar
a composicao do guia como, por exemplo, uma das paredes ser constituida de
um bom condutor o que poderia permitir a amplificacdo de alguns efeitos como
Kerr e Faraday, ou até mesmo a obtencdo de modos de polarizacdo que um
guia constituido puramente de isolantes topolégicos ndo permite propagar
plenamente ao longo deste. Outro ambiente para estudo das propriedades
eletromagnéticas dos isolantes topologicos seria confinar ondas a cavidades
ressonantes, em geometrias diversas como cavidades cubicas, esféricas,
toroidais entres outras. As possibilidades sdo muitas, uma vez que é possivel
variar a constituicdo e geometria de meios confinantes de onda
eletromagnética plausivelmente.

Como em quase todo problema considerado dificil ou muito complexo a ser
estudado, o primeiro passo na resolucdo deste € simplifica-lo, esperamos,
através de um sistema simples como um guia de onda tipo slab ter contribuido
para o estudo futuro de sistemas mais elaborados (como os citados
anteriormente) de confinamento de ondas eletromagnéticas por isolantes
topologicos, que devido as novas propriedades que emergem destes, muitos

estudos e aplicacbes no campo do eletromagnetismo serdo possiveis.
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Apéndice A — Algumas propriedades de ondas eletromagnéticas
confinadas em guias de onda usuais

Apresentaremos aqui, alguns resultados basicos acerca da propagacédo de
sinais eletromagnéticos em guias de onda constituidos de paredes
perfeitamente condutoras. Estes resultados elucidam os procedimentos que
foram utilizados nesta dissertacdo na analise da propagacdo de ondas
eletromagnéticas confinadas a isolantes topolégicos. Guias de onda feitos de
paredes perfeitamente condutoras s&o sistemas idealizados, mas, materiais
com propriedades Otimas de condugdo sdo muito aproximadamente descrito
pela analise apresentada neste apéndice. Além disso, tal sistema serve como
protétipo para o estudo de guias de ondas mais exéticos (como o guia
constituido de paredes isolantes topoldgicos abordado neste trabalho) devido a
trivialidade das condicbes de contorno facilitarem a obtencdo de solucdes
compativeis com estas. Os resultados apresentados a seguir sdo encontrados
nas referéncias: [27,28].

Considerando um guia de onda de formato arbitrario (como ilustrado na Fig.
A.1l) e assumindo que o guia é um condutor perfeito, dentro do material que
constitui as paredes do guia, os campos elétrico e magnético se anulam.
Assim, as condi¢des de contorno sao dadas por:

{Lﬂ - % (A1)

Figura A.1 — Guia de formato arbitrario condutor perfeito [27].
Supondo ondas monocromaticas se propagando ao longo do guia, as formas

dos campos sdo descritas pelas equacoes:

- — =1 L(kZ—(l)t)
{E (x,y,2,t) = E(x,y)e (A.2)

B(x,v,zt) = B(x,y)eikz-wt)
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Sendo assim, os efeitos de confinamento figuram somente nas amplitudes
transversais na forma das funcdes E(x,y) e B(x,y). Estes campos podem ser
escritos como:

=

E=ERX+EJ+E,z2 (A.3)

Considerando juntamente com as equacdes acima, a forma geral de onda
plana dada pela equacdo (A.2) e, em seguida, inserindo-as nas equacodes
vetoriais (lei de Faraday e lei de Ampere) de Maxwell livres de fontes, encontra-
se as componentes transversais dos campos elétrico e magnético em funcao
das derivadas das componentes axiais destes campos:

E, = ﬁ (kd,E, + wd,B,) (A.4)
E, = ﬁ (kdyE, — wd,B,) (A.5)
B, = —— (kO4E, — w3,B,) (A.6)
B, = —— (kO4E, — w3,B,) (A7)

Substituindo as componentes transversas encontradas acima nas equacdes
remanescentes, ou seja, nas equacoes escalares (lei de Gauss e divergente do
campo magnético) de Maxwell, pode-se obter as equacbes diferenciais
desacopladas para as componentes axiais dos campos elétrico e magnético:

(02 + 02 + w? — k?)E, = 0, (A.8)
(02 + 02 + w? — k?)E, = 0, (A.9)

guias de onda deste tipo ndo admitem ondas transversal elétrico e magnético
(TEM) a0 mesmo tempo.
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Apéndice B — Guia de onda retangular

Consideramos agora, um guia também constituido de material perfeitamente
condutor, porém, possuindo geometria retangular como ilustrada na Fig. A.2.
As equacdes (A.4) a (A.7), admitem dois modos de polarizacdo ou dois
subconjuntos de solugbes: os modos transverso elétrico (TE) e transverso
magnético (TM), cujas solucdes sdo explicitadas a seguir.

X

Figura A.2 — Guia de onda retangular com paredes perfeitamente condutoras
[27].

Modo TM

Neste modo de polarizacdo a onda eletromagnética ndo possui componente
de campo magnético ao longo da direcéo de propagacéao. Utilizando a equacao
(A.8) e implementando a condicdo de contorno (A.1) para o campo elétrico,
encontra-se a solucao:

E, =E, sin(?) sin(%) (A.10)

Onde m e n séo inteiros positivos E, € uma constante com dimensao de campo
elétrico. Considerando todos os valores possiveis de m e n as solucdes
constituem um conjunto ortogonal de funcdes. A relacdo de dispersdo pode ser
encontrada inserindo a solucdo acima na equacao diferencial para a
componente axial do campo elétrico:

w? = k2 + (%)2 + (%)2 (A.11)

Uma frequéncia de corte definida como w,,,, limita inferiormente os possiveis
valores de frequéncias que se propagam ao longo do guia:
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Wmn = T (%)2 + (%)2 (A.12)

A velocidade de grupo das frentes de onda € obtida da equagéo acima atraves
da relagéo:

dw Wmn 2
Ug—g—c\[l—(T) <c. (A13)
Modo TE

Neste modo a componente axial do campo elétrico se anula. Da equacao
diferencial para a componente axial do campo magnético obtém-se:

B, = By cos(— ) cos(—> (A.14)

Onde m e n também sé&o inteiros positivos, B, € uma constante com dimenséao
de campo magnético e para todos 0s possiveis valores de m e n as solugdes
constituem um conjunto ortogonal de fungdes. A relacdo de disperséo,

frequéncias de corte e velocidade de grupo tém forma idénticas as do modo
TE.
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Apéndice C - Obtencao dos modos TE e TM e das solu¢des no guia
de onda retangular através de um slab.

Consideremos agora um slab constituido de paredes perfeitamente
condutoras como nas secdes anteriores deste apéndice. Tal estrutura €
ilustrada na figura abaixo:

v

A
ASELLLLLTLTEHHHLHLTEL SRS LA AT AR R AR ARR R RSN

AN \\\\;(\ yf\ AR R ERTERETEETETEEEEERESSS

Wave fronts
Figura A.3 — Slab com paredes perfeitamente condutoras [27].

Neste sistema de confinamento, as equacdes para as componentes axiais se
reduzem a:

uew?

02E, + (55— k) E, = 0, (A.15)

c2

uew?

028, + (5~ k*) B, = 0. (A.16)

c2

Para o modo TM, a solucdo encontrada tem a forma (considerando a condicéo
de contorno sobre o campo elétrico):

E;(x) = sen(%x). (A.17)

Onde m € um inteiro positivo, E, € uma constante com dimensao de campo
elétrico e a € largura do slab. A relacdo de dispersdo analogamente como
procedido no guia de retangular € dada pela equacédo (A.18) e a frequiéncia de

7 mm
corte no slab é (wn = T)

gy (m)zl (A.18)

Com a velocidade de grupo:

vy =c /1—(%")2<c. (A.19)

O modo TE é obtido da equacéao diferencial para a componente axial do campo
magnético considerando a condicdo de contorno sobre o campo magnético,
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sendo a solucdo para componente axial do campo magnético expressada
abaixo:

B,(x) = Bycos (% X). (A.20)

Onde m e n sdo como especificados no modo TM e B, uma constante com
dimensbes de campo magnético.

Para obter as solu¢des no guia de onda retangular, basta mudar a direcdo de
confinamento no slab para direcdo y em vez de x, e alterar a largura do slab de
a para b. As solugbes no guia de onda retangular serédo resultados da soma
direta dos modos obtidos no primeiro slab mais os modos obtidos no segundo
(com confinamento em y e largura b). Este procedimento simples que nos
motivou a considerar a propagac¢ao bidimensional de ondas eletromagnéticas
confinadas a isolantes topolégicos.
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