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Resumo

SCHULENBURG, Arthur Braga Silva, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, agosto de
2022. Efeitos não-lineares dos padrões de contatos em estratégias de vacinação.
Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientador: Wesley Francis Costa Cota

Com populações densas e altamente conectadas, as doenças infecciosas conseguem se ins-

talar com muito mais facilidade em nossa sociedade. Quando surge uma nova ameaça, é

extremamente importante a elaboração de medidas de mitigação a Ąm de suprimir seu

avanço. Entre estas medidas, uma das mais importantes é a vacinação, logo, a Ąm de

maximizar sua eĄciência, é necessário buscar estratégias de vacinação efetivas para mi-

nimizar os danos causados pela doença. Nesta dissertação, apresentamos um modelo

compartimental estratiĄcado por idade e orientado por dados, com o qual analisamos o

papel da razão infecção-fatalidade (IFR, do inglês infection fatality ratio), e das matrizes

de contatos sociais na deĄnição de estratégias de vacinação para três países com padrões

demográĄcos distintos (Brasil, Alemanha e Uganda), com o intuito de averiguar as es-

tratégias mais efetivas na redução de casos fatais pela doença. Constatamos que uma

vacinação, mesmo que modesta, se iniciada com antecedência o suĄciente consegue redu-

zir consideravelmente esse número. Entretanto, sua eĄciência decai rapidamente à medida

que a transmissão se torna descontrolada e/ou o atraso para se iniciar a vacinação se es-

tende. Além disso, observamos também que, para um IFR que cresce exponencialmente

com a idade, é mais efetivo uma estratégia de vacinação que prioriza os mais idosos nos

cenários de alta transmissão e, por outro lado, vacinar aqueles que realizam mais contatos

é mais efetivo no cenário em que a transmissão está melhor controlada. Os diagramas de

fase para as estratégias mais e menos efetivas dependem não linearmente dos parâmetros

epidemiológicos considerados. Observamos também que, apesar dos padrões demográĄcos

e matrizes sociais de contato alterarem quantitativamente os diagramas de fase, eles são

qualitativamente semelhantes. Concluímos, então, que indicar uma estratégia de vaci-

nação não é uma tarefa simples, pois é um processo que depende de vários parâmetros,

como o perĄl etário do IFR da doença, padrões populacionais, contatos sociais, eĄcácia

da vacina e cenário de transmissão da doença na população.

Palavras-chave: Epidemiologia matemática. Modelos compartimentais. COVID-19.



Abstract

SCHULENBURG, Arthur Braga Silva, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, August,
2022. Nonlinear effects of contact patterns on vaccination strategies. Adviser:
Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-adviser: Wesley Francis Costa Cota

With dense and highly connected populations, infectious diseases are able to occur much

often in our society. When a new threat arises, it is extremely important to develop mi-

tigation measures in order to suppress its advance. One of the most important measure

is vaccination, so in order to maximize its efficiency, it is necessary to Ąnd out effective

vaccination strategies to minimize the damage caused by the disease. In this dissertation,

we present an age-structured compartmental model in a data-driven approach, with which

we analyzed the role of the infection fatality ratio (IFR), and the social contact matrices

in deĄning vaccination strategies for three countries with different demographics (Brazil,

Germany and Uganda), in order to investigate the more effective strategies in reducing

fatal cases of disease. We found out that a vaccination, even if modest, if started early

enough can considerably reduce this number. However, its efficiency rapidly drops as the

transmission becomes uncontrolled and/or the delay in starting vaccination becomes long.

In addition, we also observed that a vaccination strategy that prioritizes the elderly people

in high transmission scenarios is more effective and, on the other hand, vaccinating those

ones who make more contacts is more effective in the better controlled transmission sce-

nario. The phase diagrams for the most and least effective strategies depend non-linearly

with the epidemiological parameters considered. We also observed that, although demo-

graphic patterns and social contact matrices quantitatively change the phase diagrams,

they are qualitatively similar. We conclude then that indicating a vaccination strategy is

not a simple task, as it is a process that depends on several parameters, such as the age

proĄle of the diseaseŠs IFR, demographic patterns, social contacts, vaccine efficacy and

the diseaseŠs transmission scenario.

Keywords: Mathematical epidemiology. Compartmental models. COVID-19.
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I Introdução

As doenças infecciosas fazem parte da história da humanidade, estando presentes

em relatos históricos primordiais, e são diversos os desaĄos para combater sua dissemi-

nação e consequências. Nos últimos séculos a população tornou-se altamente conectada,

aumentando consideravelmente a transmissão de doenças infecciosas, devido ao crescente

número de contatos realizado pela população. A pandemia da COVID-19, que se iniciou

em 2020, é um exemplo de uma doença infecciosa se espalhando rapidamente pelo mundo,

levando à necessidade de adotar medidas de mitigação, e assim, alterando signiĄcativa-

mente a forma com que as pessoas interagem. Diversas intervenções não farmacêuticas

(NPI, do inglês Non-pharmaceutical intervention) foram adotadas a Ąm de mitigar a dis-

seminação da doença, como o uso de máscaras, distanciamento social, até mesmo medidas

mais extremas como fechamento de escolas, lockdown e restrições de viagens [1Ű5]. Estas

medidas afetaram em diversos níveis as rotinas das pessoas, entretanto foram tomadas

com o intuito de suprimir a transmissão da doença e aliviar a demanda dos sistemas

de saúde [4, 5]. Elas foram bastante eĄcazes em reduzir a transmissão, entretanto não

recuperam o estilo de vida pré-pandêmico nem evitam o impacto economico [6]. Com

uma transmissão sustentada na população, favorecendo o surgimento de novas variantes

devido às mutações do vírus [7Ű13], impulsionadas pelo comportamento de muitos ao

negligenciarem as medidas de mitigação, indicando que a imunidade de rebanho natural,

na qual os individuos são imunes e o número de suscetíveis não são suĄcientes para uma

transmissão sustentada [14], é difícil de ser alcançada [15].

Apesar dos grandes esforços para suprimir a disseminação da doença, a única

medida de longo prazo que protege a população com o menor risco é a vacinação. A

vacina da COVID-19 foi desenvolvida em uma velocidade nunca antes vista, devido à

colaboração de vários pesquisadores, recursos investidos, experiências obtidas de outras

doenças infecciosas e alterações de alguns protocolos e cronogramas [16, 17]. Todas as

vacinas aprovadas para o uso emergencial mostraram-se altamente eĄcaces em prevenir

casos graves da doença após o primeiro ciclo de vacinação completa com duas doses.

Entretanto, como acontece com outras vacinas anti-virais, a eĄcácia da vacina da COVID-

19 para impedir infeccções e sintomas leves é menor que sua eĄcácia para impedir mortes

e casos mais sérios [18Ű22]. Apesar disso, embora atingir a imunidade de rebanho através

de uma vacinação massiva da população seja uma meta, o objetivo principal da vacina é

prevenir casos sérios e que possam resultar em mortes e sequelas graves [23Ű27].

Mesmo após o desenvolvimento das vacinas, há diversas barreiras a serem ultra-

passadas para garantir a vacinação em massa da população. Não somente a produção

das vacinas, mas uma distribuição justa entre os países, principalmente para os de baixa

renda, é essencial para reduzir o número de casos graves e alcançar a imunidade de reba-
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nho [28Ű30]. Ainda há outros problemas em questão, inclusive para os países desenvolvi-

dos, onde comumente há indivíduos que se recusam a se vacinar, por diversas questões.

Logo, devido a diversos fatores, incluindo a Ąnita capacidade de vacinação dos países, é

necessário elaborar estratégias de vacinação a Ąm de minimizar os danos causados pela

doença [23,24,26,27,31Ű36].

Quando estamos estudando a disseminação de alguma doença infecciosa, um dos

parâmetros mais importantes a levar em consideração é a razão infecção-fatalidade (do in-

glês infection fatality ratio, IFR), que muitas vezes é dependente da idade e pode também

ser afetada por questões de saúde dos indivíduos [37Ű43]. A COVID-19, assim como várias

doenças infecciosas, como a gripe sazonal, possui um IFR que cresce exponencialmente

com a idade, sendo consideravelmente alto para os indivíduos mais idosos, diferentemente

dos mais jovens, crianças e principalmente os recém nascidos, que possuem um valor de

IFR mais baixo [42Ű45]. Em contrapartida, os mais jovens são bem mais ativos e expostos

à infecção do que os mais idosos, sendo eles então o fator chave para a disseminação da

doença na população, principalmente na população idosa que é a mais vulnerável [46Ű48].

Logo, é de grande importância levar estas questões em consideração, assim como o nível

de transmissão sustentada, para o sucesso das campanhas de vacinação [30,33Ű35,48,49].

Outras questões importantes, ao modelar matematicamente a dinâmica de doenças in-

fecciosas, dizem respeito à estrutura da população. Uma das aproximações possíveis é a

hipótese da mistura homogênea, na qual é assumido que qualquer indivíduo possui igual

chance de entrar em contato com qualquer outro [14]. É também possível adaptar gru-

pos populacionais no contexto de metapopulações, levando em consideração a mobilidade

humana entre regiões [50Ű52].

O objetivo principal deste trabalho foi investigar o papel da vacinação, através de

um modelo compartimental estratiĄcado por idade para a dinâmica de uma doença infec-

ciosa [14]. Usamos uma dinâmica suscetível-exposto-assintomático-infectado-recuperado-

falecido (SEAIRD), estratiĄcando a população por idade seguindo uma matriz de conta-

tos [53] obtida para três países com demograĄas distintas, Brasil, Alemanha e Uganda. A

ideia fundamental por trás do modelo é unir dados a respeito da interação humana com a

dinâmica da epidemia e de vacinação [54]. Estudamos cenários epidêmicos que represen-

tam diferentes níveis de NPI, assim como atrasos para o início da vacinação. Comparamos

também os resultados para o IFR estimado da COVID-19 [42Ű44] com o IFR da inĆuenza

sazonal [45].

Entre os resultados obtidos encontramos que uma vacinação, mesmo que modesta,

é bastante efetiva na redução de casos fatais se for adotada cedo o suĄciente, e con-

comitantemente com estratégias de mitigação de contágio. Entretanto, sua eĄciência é

reduzida à medida que a transmissão da epidemia aumenta e se torna descontrolada ou,

principalmente, se há um atraso para o início da vacinação. Quando analisamos as dife-

rentes estratégias de vacinação consideradas, é possível ver que todas elas possuem grande
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eĄciência em reduzir o número de casos fatais, principalmente em cenários de baixa trans-

missão e alta taxa de vacinação. Concluímos que vacinar os indivíduos mais vulneráveis

é a estratégia mais efetiva para reduzir o número de casos fatais no cenário de alta trans-

missão, em contrapartida, vacinar inicialmente os indivíduos mais expostos é mais efetivo

nos cenários de baixa transmissão. Ao comparar os resultados do IFR da COVID-19

com o IFR da inĆuenza sazonal, notamos que a região do espaço de parâmetros onde

priorizar os mais vulneráveis é a estratégia mais efetiva depende do IFR da doença em

questão. Outrossim, mudanças nos padrões demográĄcos da população alteram quan-

titativamente os resultados das estratégias mais efetivas, mas preservam seus aspectos

qualitativos. Além das estratégias mais efetivas, analisamos também as menos efetivas

dentro do mesmo conjunto de parâmetros considerados, e encontramos uma dependência

mais complexa do que no caso das estratégias mais efetivas. Os diagramas de fase para as

estratégias menos efetivas mostram uma forte dependência tanto com o IFR quanto com

os padrões demográĄcos da população.

Parte dos resultados mostrados nesta dissertação estão presentes no artigo publi-

cado no periódico Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science [55].

A dissertação foi organizada da seguinte forma: no Capítulo II iniciamos com uma

breve revisão histórica à respeito de epidemias, na qual também foram discutidas algumas

características relevantes sobre doenças. Em sequência discutimos a COVID-19 e seu

patógeno causador, o vírus SARS-CoV-2. Na seção seguinte tratamos dass vacinas, suas

origens históricas, como funcionam, e alguns exemplos. O restante do capítulo foi dedicado

a uma descrição de alguns modelos compartimentais como SI, SIS e SIR, no qual, além da

formulação matemática, foram discutidos conceitos importantes que serão necessários na

construção do modelo. A descrição do modelo estratiĄcado por idade usado no trabalho

foi feita no Capítulo III. Nele, foram estabelecidos os compartimentos do modelo e os

parâmetros usados na modelagem orientada por dados, como os padrões demográĄcos,

eĄcácias das vacinas, IFR e parametrização da taxa de infecção. Os resultados obtidos

através das simulações computacionais foram discutidos no Capítulo IV. E, por Ąm, no

Capítulo V há uma conclusão do trabalho e um sumário sobre os principais resultados

obtidos.
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II Modelagem matemática de epidemias

Neste capítulo tratamos inicialmente a respeito da história de epidemias e dos con-

ceitos relevantes sobre doenças, que serão utilizados posteriomente nos modelos. Depois

será feita uma breve revisão da origem das vacinas e de suas aplicações, assim como suas

limitações e alguns exemplos. A seguir será introduzida a descrição de alguns modelos

compartimentais, como o SI, SIS e SIR, juntamente com adaptações relevantes para a

criação do modelo utilizado neste trabalho.

2.1 Doenças e epidemias

Ao longo de sua história, a humanidade enfrentou diversas adversidades que a

colocavam em risco, como mudanças climáticas, guerras ou predadores. Entretanto, de

todas estas ameaças, nenhuma mostrou-se tão mortal quanto as epidemias. Uma epidemia

ocorre quando há um grande aumento no número de casos de uma certa doença em

uma população. O número de mortos pelas epidemias dos últimos séculos é impreciso,

entretanto estudos sugerem que este número supera as mortes causadas por todas as

guerras até então [56].

O registro de epidemias é grande, a começar por uma das primeiras registradas

que foi a Praga de Atenas, na Grécia (430-428 a.C.), descrita pelo historiador grego

conhecido como Tucídides (460-400 a.C.) [57]. Ele tomou notas a respeito de informações

importantes como os sintomas apresentados pelos indivíduos, número de mortos e o avanço

da doença na região. Há ainda diversas outras que poderíamos citar, como a Peste de

Siracusa (395-x a.C.), Peste Antonina (166-x d.C.), Peste do Século III (251-266) ou Peste

de Justiniano (542-x d.C.) [58].

Um dos maiores exemplos do impacto que uma epidemia pode ter em uma popula-

ção é o caso da peste bubônica, que no século XIV resultou na morte de aproximadamente

25 milhões de pessoas na Europa, dentro de uma população de 100 milhões [56]. Além

deste exemplo, há outros que podemos citar, como a varíola que matou cerca de 35 mi-

lhões de pessoas no século XVI no México [59], e a gripe espanhola, que no início do século

XX, depois da primeira guerra mundial, matou aproximadamente 20 milhões de pessoas

ao redor do mundo [60].

Apesar da longa lista de epidemias que afetaram a humanidade, o estudo a res-

peito delas começou apenas há poucos séculos. Quando se trata das doenças que afetam

os seres vivos, o signiĄcado da palavra doença no dicionário nos fornece uma descrição

extremamente superĄcial de seu signiĄcado. O dicionário Michaelis [61] deĄne uma do-

ença como: “Processo de alteração biológica, com sintomas característicos, muitas vezes

imperceptíveis, que pode afetar o corpo todo ou uma ou, ainda, várias de suas partes,
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resultando na deterioração ou enfraquecimento do estado de saúde de um ser”. Esta de-

Ąnição pode representar diversas doenças conhecidas, como a AIDS (do inglês acquired

immunodeficiency syndrome), artrite, um simples resfriado ou um câncer.

As classiĄcações das doenças como objeto de estudo podem variar drasticamente

a depender do interesse cientíĄco do proĄssional que irá estudá-la. Enquanto médicos e

veterinários estarão primeiramente interessados em tratar os seus pacientes, seus interes-

ses serão principalmente a respeito da Ąsiopatologia da infecção ou dos sintomas clínicos;

já os microbiologistas possuem como foco de estudo as características do organismo cau-

sador da doença, qual organismo é, suas condições de crescimento, etc. Ainda há os

epidemiologistas que, assim como físicos e matemáticos, estão interessados nos padrões

da distribuição da doença na população [14].

As doenças podem ser classiĄcadas em dois grandes grupos, as infecciosas e não-

infecciosas. A primeira se trata daquelas que podem ser transmitidas entre os indivíduos,

como AIDS, inĆuenza e COVID-19 (do inglês coronavirus disease), já a segunda trata das

doenças que se desenvolvem ao longo da vida do indivíduo, como artrite ou câncer. O

estudo por trás das doenças não-infecciosas se dá principalmente pelo estudo dos fatores

de risco que favorecem seu desenvolvimento, como uma dieta não saudável, sedentarismo,

entre outros exemplos. Estas categorias não são excludentes, há doenças que se encaixam

em ambas, como por exemplo, o HPV (do inglês human papillomavirus) [14].

Os patógenos causadores de doenças infecciosas podem ser divididos em duas cate-

gorias, os microparasitas (como organismos unicelulares, vírus, bactérias ou protozoários)

e macroparasitas (como helmintos). O conhecimento do patógeno causador da doença

é de grande importância para o estudo da sua dinâmica. Infecções por microparasitas,

por exemplo, se desenvolvem rapidamente, sendo possível desconsiderar o ciclo de vida

de cada patógeno individualmente dentro do hospedeiro, sendo mais importante o estado

geral deste. Por outro lado os macroparasitas possuem um ciclo de vida mais complexo,

sendo necessário levá-los em conta na modelagem da dinâmica da doença, pois isto pode

ser um fator crucial no entendimento de sua transmissão [14,56].

Além destas duas categorias que dependem do agente causador da doença, as

doenças infecciosas podem ainda ser classiĄcadas quanto a sua transmissão, que pode ser

direta ou indireta. As doenças infecciosas de transmissão direta representam aquelas que

requerem um contato próximo entre dois ou mais indivíduos para que ocorra a transmissão,

boa parte das doenças ocasionadas por microparasitas possuem transmissão direta, mas

ainda há exceções, como a cólera. Em geral, os patógenos de transmissão direta não

sobrevivem por muito tempo fora de um hospedeiro, em contrapartida, os de transmissão

indireta, como leptospirose e toxoplasmose, podem possuir um tempo de vida considerável

fora dos hospedeiros [14,56].
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2.2 Pandemia da COVID-19 (2020Űx)

A COVID-19 é uma doença infecciosa causada pelo vírus SARS-CoV-2 (do inglês

severe acute respiratory syndrome coronavirus 2 ). O SARS-CoV-2 pertence ao grupo dos

coronavírus, conhecidos desde a década de 1960 e são, em maior parte, responsáveis por

infecções respiratórias brandas e moderadas [62]. Ainda assim houve surtos ao longo das

últimas décadas que levantaram preocupações consideráveis a respeito do vírus. Entre eles

podemos citar o surto de 2002 iniciado na China se espalhando para outros doze países,

causado pelo SARS-CoV, que entre 2002 e 2003 foi responsável por mais de 8 mil infecções

e cerca de 800 mortes [63]. Há também outros que ocorreram depois, como em 2012 no

Oriente Médio (MERS-CoV, do inglês Middle East respiratory syndrome coronavirus) e

em 2015 na Coreia do Sul [63].

A pandemia de 2020 da COVID-19 iniciou-se em Wuhan, na China, com os pri-

meiros casos registrados em dezembro de 2019 [64]. A Organização Mundial de Saúde

(OMS) considera que o SARS-CoV-2 tenha origem zoonótica (doenças infecciosas que

são naturalmente transmitidas de animais a humanos). Apesar das diversas medidas de

mitigação adotadas em Wuhan a infecção continuou a se espalhar, resultando na primeira

morte no dia 9 de janeiro de 2020. Em 24 de janeiro de 2020 o primeiro caso foi conĄr-

mado na França, juntamente com outros casos que foram conĄrmados ao redor do mundo

em meados de janeiro, ultrapassando cem mil mortes no dia 10 de abril e dois milhões

de infectados no dia seguinte [65]. A OMS havia classiĄcado em 20 de janeiro de 2020 o

surto como Emergência de Saúde Pública de Âmbito Internacional e em 11 de março de

2020 como pandemia [66].

A transmissão da COVID-19 ocorre através da presença do vírus em gotículas

produzidas pelas vias respiratórias do indivíduo infeccioso, expelidos através de espirros

ou tosses, com gotículas que podem atingir outras pessoas, que acabam inalando-as e

contraindo a infecção. A transmissão também pode ocorrer a partir de uma simples

fala ou respiração, através de aerosóis, partículas menores que as gotículas e, sob certas

condições, podem permanecer no ar por vários minutos [67].

Uma vez que um indivíduo contrai o vírus, este afeta, na fase mais avançada,

principalmente os pulmões, se instalando nas células alveolares e se reproduzindo, o que

resulta em sintomas respiratórios e, em alguns casos, podendo evoluir para uma insuĄ-

ciência respiratória e morte. Este vírus pode afetar outros órgãos, como o coração ou

órgãos gastrointestinais [68]. Apesar do grande potencial de causar danos a saúde, ainda

há diversos indivíduos que não chegam a ter quaisquer sintomas, mas ainda assim sendo

capaz de transmitir a doença para outros [69, 70].

Visto que a transmissão da COVID-19 se dá por meio de contato próximo com

um indivíduo infeccioso, sua transmissão é considerada direta. Dessa forma, os primeiros

meios adotados de prevenir a propagação desta nova doença estavam relacionadas a esta

forma de transmissão, como as intervenções não-farmacêuticas (NPI), tais como distan-
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ciamento social, uso de máscaras, higiene das mãos, entre outros [71]. Entretanto, uma

vez que a imunidade adquirida a partir da infecção não é permanente e coloca em risco

os indivíduos, a medida mais segura de medio a longo prazo para prevenir os casos mais

severos é através da vacina.

2.3 Vacinas

No século XVII e XVIII a Europa foi assolada por uma epidemia de varíola, com

taxas de mortalidade que chegavam a quase 30% das crianças em Londres [72]. Na

época, o método de controle da doença era chamado de variolação, que foi introduzido

na Inglaterra por Lady Mary Wortley Montagu em 1722 [72], embora o método tenha

se originado no extremo oriente por volta do século XIV [73]. Este método consiste em

transformar cascas de feridas de varíola em um pó e espalhar nos ferimentos de pessoas

saudáveis com o intuito de garantir uma proteção maior contra a doença. Este método

induzia uma certa proteção em alguns casos, mas algumas pessoas chegavam a desenvolver

a doença e podiam falecer tempos depois. Algumas décadas mais tarde, por volta de

1798, Edward Jenner soube da existência da varíola bovina, que era muito comum na

zona rural e semelhante à varíola humana, entretanto com sintomas muito mais brandos.

Desta forma, ele aplicou a variolação utilizando cascas de feridas de indivíduos infectados

com a varíola bovina e observou que a eĄciência do método contra a varíola humana

era muito mais alta, pois os indivíduos que acabavam manifestando a doença possuíam os

sintomas mais leves. Este método foi a primeira forma que a humanidade recorreu para se

proteger de alguma doença, utilizando elementos do patógeno causador para induzir uma

proteção no corpo dos indivíduos. Com esta ideia, um século mais tarde Louis Pasteur

trabalhou na vacina anti-rábica, e a partir de então houve uma corrida para a criação de

novas vacinas [72]. Em 1980, a World Health Assembly declarou que o mundo estava livre

da varíola [74], um grande feito para a humanidade.

Ao longo do século XX e início do século XXI, diversas técnicas foram desenvolvi-

das e aperfeiçoadas, resultando em vários tipos de vacinas diferentes, para as mais variadas

doenças, todas elas com suas muitas vantagens e algumas desvantagens. Em suma, as

vacinas são um produto biológico que possui intuito de induzir uma resposta imunológica

que confere uma proteção contra uma infecção e/ou doença, quando o indivíduo é subme-

tido à exposição do patógeno causador. Os programas de vacinação ao longo do tempo já

mostraram diversos resultados positivos, reduzindo drasticamente a incidência de várias

doenças, alguns exemplos podem ser vistos na Figura 2.1.

Todos os tipos de vacinas possuem o mesmo objetivo, que é induzir uma resposta

imunológica no organismo a Ąm de protegê-lo contra o patógeno causador de alguma

doença, prevenindo a infecção e/ou sintomas mais graves. Entre as tecnologias utili-

zadas atualmente podemos citar algumas na Tabela 2.1. Podemos mencionar também
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Figura 2.1 Ű Exemplos da quantidade de notiĄcações para diferentes doenças antes e após
a introdução de vacinação, (a) difteria, (b) meningococo do grupo capsular
C, (c) poliomielite, (d) Haemophilus inĆuenzae tipo B, (e) sarampo e (f)
coqueluche. Figura extraída de [72].

as principais tecnologias usadas nas vacinas contra a COVID-19, como por exemplo a

PĄzer-BioNTech e Moderna que utilizaram o RNA-mensageiro, a AstraZeneca e Jenssen

que utilizaram o vetor viral não replicante e a CoronaVac que utilizou o vírus inativado.

Segue abaixo uma breve descrição de cada tipo de vacina mencionada na Tabela 2.1:

• Atenuada (inativada ou enfraquecida): Estas vacinas possuem o patógeno inativo

ou enfraquecido, obtidos através de agentes químicos, radiação ou antibióticos.

• Toxoide: Nelas são utilizados os compostos tóxicos inativos que causam a doença,

não o agente causador em si.

• Subunidade: Em vez de utilizar o patógeno, é utilizado alguma parte dele, como

uma subunidade proteica ou polissacarídeos.
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• Conjugada: Ligando certas proteínas (como toxinas) a revestimentos externos de

polissacarídeos é possível induzir uma resposta imunológica no organismo.

• Vetor viral: É introduzido dentro de um vírus o gene que codiĄca a produção da

proteína responsável pela doença do agente causador, este vírus é modiĄcado para

que não se replique dentro do organismo. Desta forma, o organismo é induzido a

gerar uma resposta imune a esta proteína.

• RNA-Mensageiro: Semelhante à vetor viral, as vacinas carregam apenas o ácido

nucleico com o código da produção de uma determinada proteína responsável pela

doença do patógeno, induzindo a produção dela nas células do organismo, que poste-

riomente é combatido pelo mesmo, resultando em uma proteção imunológica contra

a doença.

Tabela 2.1 Ű Tipos de vacinas, exemplos e data da primeira aplicação e respectiva do-
ença/patógeno combatido. Dados obtidos de [72].

Tipo de vacina Exemplos Primeiro uso

Atenuada (inativada ou enfraquecida) Raiva, BCG, febre amarela, caxumba, sarampo 1798 (varíola)

Toxoide Tétano, difteria 1923 (difteria)

Subunidade Coqueluche, inĆuenza, hepatite B, febre tifoide 1970 (antraz)

Conjugada Haemophilus influenzae tipo B, febre tifoide 1987 (H. influenzae tipo B)

RNA-Mensageiro SARS-CoV-2 2020 (SARS-CoV-2)

Vetor viral Ebola 2019 (ebola)

Em geral as vacinas levam um tempo considerável para produção, que pode ser de

anos, ou até mesmo décadas, uma vez que precisam passar por diversos testes e fases de

estudo clínico para serem consideradas seguras e possuírem uma boa eĄcácia, então é de

grande importância que todas as etapas de produção sejam rigorosamente monitoradas,

desde o desenvolvimento do produto até os testes em humanos. Todavia, a vacina contra

a COVID-19 surgiu meses após o início da pandemia em 2020, uma vez que sua tecnologia

já estava em andamento há anos devido ao surto de coronavírus em 2003 e 2012, mas como

estes surtos acabaram rápido o suĄciente para que a imunização coletiva não tenha vindo

a ser necessária, o imunizante não chegou a Ącar pronto. Sendo assim, quando surgiu o

vírus SARS-CoV-2 a tecnologia para desenvolver a vacina já estava pronta, então com os

esforços colaborativos e investimentos, bastou adaptar a vacina para o novo vírus e alterar

alguns protocolos e cronogramas, permitindo que a vacinação contra a doença pudesse se

iniciar com a pandemia ainda em curso [75].

Quando se trata de vacinas há um conceito importante a ser levado em conta,

a chamada imunidade de rebanho. Uma vez tendo em mãos a disponibilidade de uma

vacina contra alguma doença, quantos indivíduos precisam ser imunizados a Ąm de encer-

rar a disseminação desta doença? As vacinas podem proteger diretamente um indivíduo
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vacinado, mas ainda há aqueles que não a recebem por diversas razões, como por exem-

plo questões de saúde ou comportamentais, e ainda há aqueles que a recebem mas não

desenvolvem resposta imunológica. No entanto, se há indivíduos vacinados o suĄciente

dentro da população e a vacina consegue protegê-los também da infecção, isto signiĄca

que a transmissão do patógeno pode ser suprimida e sua incidência reduzida, resultando

em uma proteção indireta daqueles que não foram vacinados.

Algumas doenças são extremamente transmissíveis, como o sarampo e coqueluche.

Para cessar a disseminação destas doenças, considerando uma vacina que protege contra

a infecção, é necessário que aproximadamente 95% da população esteja vacinada [76],

enquanto doenças menos transmissíveis requerem uma porcentagem menor de pessoas va-

cinadas para que a transmissão seja mitigada. Na Figura 2.2 pode ser visto um esquema

do signiĄcado da imunidade de rebanho e como ela fornece uma proteção indireta a indi-

víduos que não foram vacinados. Apesar da proteção indireta fornecida pela imunidade

de rebanho ser algo que pode ser aplicado para diversas doenças, existe algumas que não

se pode levar em conta, como o tétano, pois sua transmissão não se dá de indivíduo a

indivíduo, mas sim do contato de feridas na pele com uma bactéria chamada Clostridium

tetani, que causa a doença, portanto uma vacinação em massa não impede que indivíduos

não vacinados adquiram-na ao entrar em contato com o meio contaminado.

Um grande exemplo da proteção indireta resultante da imunidade de rebanho foi

a vacinação em massa contra o HPV, que causa o câncer de colon de útero em mulhe-

res. Inicialmente os programas de vacinação contra HPV foram destinados as mulheres

jovens, mas posteriormente foram encontradas evidências de proteção contra a doença em

homens heterossexuais, o que resultou em uma grande redução nos casos totais de HPV

na população [72].

2.4 Epidemiologia matemática e modelos compartimentais

A expectativa de vida humana teve um enorme aumento nos últimos séculos,

enquanto que no século XVIII a expectativa de vida na Europa e América do Norte era

por volta de 25 a 30 anos, em 1970 já era entre 70 a 75 [56]. Este avanço provém de uma

drástica redução no número de mortes devido a infecções virais e bacterianas ao longo

deste período. Entre os fatores está o aumento dos padrões de higiene e nutrição dos

indivíduos. Apesar do declínio da mortalidade, a frequência e magnitude de epidemias

cresceram durante este intervalo de tempo, como resultado das mudanças nos padrões de

contatos da população e crescimento dos centros urbanos nas sociedades industrializadas

[56].

O interesse humano pelas epidemias é bastante antigo, mas o estudo cientíĄco

da epidemiologia de doenças infecciosas só se iniciou após o desenvolvimento da teoria

microbiana das doenças no século XIX [56]. Por volta dessa época houve tentativas
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Figura 2.2 Ű Esquema da disseminação de uma doença em uma população para três cená-
rios, considerando uma vacinação que protege totalmente contra a infecção
de uma doença: cenário 1 (Ągura superior), não há nenhum imunizado e a
doença se instala na população, cenário 2 (Ągura do meio), há poucos imu-
nizados e a doença consegue se instalar na população e cenário 3 (Ągura
inferior), há muitos imunizados devido à vacina, consequentemente a doença
não consegue se instalar, uma vez que a população atingiu a imunidade de
rebanho.

de alguns cientistas de aplicar a matemática para estudar as epidemias, como Daniel

Bernoulli no Ąnal do século XVIII, na qual ele usou um método matemático para avaliar

a eĄciência no método de variolação [56, 77], ou William Farr, que em 1840 conseguiu

aproximar uma curva normal aos dados de mortes por varíola na Inglaterra no período

de 1837 a 1839 [56]. Mas uma teoria mais sólida surgiu apenas em 1927, com o estudo

de Kermack e McKendrick [78]. Esse estudo introduz um modelo que permite observar

a evolução de uma doença a partir de certos parâmetros epidemiológicos, como a taxa

de infecção e taxa de cura, além de estabelecer um limite abaixo do qual a epidemia não

se sustentaria nesta população, conhecido atualmente como modelo Suscetível-Infectado-

Removido (SIR).

A ideia por trás do modelo proposto por Kemark e McKendrick é de classiĄcar

indivíduos de uma população dentro de compartimentos que representam indivíduos em
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diferentes estágios da doença. A depender da infecção considerada, diversos outros com-

partimentos podem ser deĄnidos na descrição do modelo. Considere a Figura 2.3, baseada

na referência [14], que mostra o nível de concentração de algum determinado patógeno

dentro do organismo de um indivíduo ao longo do tempo. Antes de entrar em contato

com a doença o indivíduo se encontra em um estado suscetível, ou seja, ele pode contrair

e desenvolver a doença em seu organismo após adquirir o patógeno. No caso de infecção,

ele passará para um estado latente ou exposto, onde os níveis do patógeno não são altos a

ponto deste indivíduo transmiti-lo a outros e de apresentar qualquer sintoma caracterís-

tico. Após um período latente, ele passa a transmitir este patógeno a outros indivíduos,

passando para um estado infeccioso. Por Ąm, após seu sistema imune eliminar o patógeno

de seu organismo, ele se encontrará recuperado e não transmitirá mais a doença. Note que

o estado de infecção nem sempre coincide com o estado clínico, como no caso de mesmo

infeccioso, o indivíduo não apresentar sintomas da doença. Um exemplo é na COVID-19,

que apresenta um período assintomático (ou pré-sintomático) em que os indivíduos podem

transmitir a doença antes de desenvolver quaisquer sintomas [69,70].

Início da infecção Tempo após a infecção

Concentração
do patógeno

Resposta
imune

Exposto Infeccioso Recuperado }Estado da 
infecção

}Estado
clínico

Incubação Doente

Suscetível

Figura 2.3 Ű Exemplo da evolução temporal de uma infecção. A concentração do pató-
geno no organismo é representado pela região cinza, e a resposta imune do
hospedeiro é representada pela linha preta. Ambos estão classiĄcados em
diferentes estados a depender do instante de tempo em que se encontra a
infecção. Figura inspirada de [14].

2.4.1 Conceitos importantes

No desenvolvimento de modelos epidêmicos é importante levar em consideração

a estrutura de interação dentro da população considerada. Uma aproximação que pode

ser feita é a chamada hipótese da mistura homogênea, a qual assume que cada indivíduo

possui igual chance de entrar em contato com qualquer outro dentro desta população. Esta
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hipótese elimina a necessidade de saber a rede de contatos de cada indivíduo durante a

disseminação da doença, substituindo pela suposição de que qualquer um pode infectar

qualquer outro. Para os próximos modelos mencionados, assim como o modelo utilizado

no trabalho, será considerada esta hipótese no tratamento dos contatos da população.

2.4.2 Modelo Suscetível-Infectado (SI)

Um dos modelos mais simples que podemos mencionar é o modelo SI, Suscetível-

Infectado, um possível exemplo é a herpes, pois uma vez infectado, o indivíduo permanece

assim por tempo indeterminado. Neste modelo os indivíduos se encontram em apenas

dois compartimentos, suscetível S e infectado I, matematicamente cada sigla representa

o número total de indivíduos dentro de cada compartimento. Um indivíduo suscetível,

com uma certa taxa de infecção por contato λ, torna-se infectado ao interagir com um

indivíduo infeccioso, permanecendo assim por tempo indeterminado. Uma representação

da transição entre os compartimentos pode ser vista na Figura 2.4.

S I

Figura 2.4 Ű Esquema exempliĄcando a transição de indivíduos entre os dois comparti-
mentos do modelo SI, suscetível (S) e infeccioso (I). A seta tracejada repre-
senta o processo de infecção de um indivíduo suscetível ao entrar em contato
com um infeccioso, com uma taxa de infecção por contato λ.

Considerando a hipótese da mistura homogênea e sem dinâmica vital, isto é, não

são considerados nascimentos e mortes na população, a equação diferencial para o número

de indivíduos do compartimento I no instante de tempo t, I(t), de uma população com

N indivíduos será escrita da seguinte forma:

dI(t)
dt

= λ⟨k⟩
S(t)I(t)
N

, (2.1)

na qual estamos supondo que todos os indivíduos realizam o mesmo número ⟨k⟩ de con-

tatos, e possuem igual chance de os realizarem com qualquer outro dentro da população,

como descrito pela hipótese da mistura homogênea.

Se considerarmos a população como um termo constante N , o número de susce-

tíveis pode ser calculado como S(t) = N − I(t). Embora o termo de transmissão possa

parecer intuitivo com uma dedução direta, ele pode ser derivado a partir de primeiros

princípios (Apêndice A.1). Por conveniência podemos usar as frações (ou densidades)
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Figura 2.5 Ű Evolução temporal para a fração de infecciosos e suscetíveis no modelo SI,
a partir de uma condição inicial I(t = 0) = 1 com λ⟨k⟩ = 0,5, onde λ é a
taxa de infecção por contato e ⟨k⟩ é o número médio de contatos que um
indivíduo suscetível realiza dentro da população.

s(t) = S(t)/N e i(t) = I(t)/N , omitindo a dependência temporal e considerando o termo

constante da população na Eq. (2.1), obtendo:

di

dt
= λ⟨k⟩si = λ⟨k⟩i(1 − i). (2.2)

Resolvendo a equação diferencial (Apêndice A.2) e considerando a condição inicial

como i(t = 0) = i0 teremos:

i(t) =
i0e

λ⟨k⟩t

1 − i0 + i0eλ⟨k⟩t
. (2.3)

A partir da equação (2.3) podemos tirar algumas conclusões:

• No início da epidemia a fração de infectados cresce exponencialmente, uma vez

que os infectados presentes encontram apenas indivíduos suscetíveis ao realizar seus

contatos.

• Ao Ąnal da epidemia os infectados presentes na população passam a encontrar cada

vez menos suscetíveis para entrarem em contato, até que todos se tornem infectados,

ou seja, i(t → ∞) = 1 e s(t → ∞) = 0.

Na Figura 2.5 pode-se observar o comportamento da fração de infecciosos e susce-

tíveis em função do tempo para o modelo SI, com λ⟨k⟩ = 0,5.
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2.4.3 Modelo Suscetível-Infectado-Suscetível (SIS)

O modelo SI considera que o indivíduo, uma vez infectado, permanece infectado

indeĄnitivamente. Entretanto existem doenças cujo patógeno consegue ser completamente

eliminado do organismo do indivíduo, sem desenvolver imunidade, tornando-o suscetível

novamente, como por exemplo, a gonorréia e clamídia. É possível visualizar um esquema

compartimental para as transições entre os compartimentos do modelo SIS na Figura 2.6.

S I

Figura 2.6 Ű Esquema exempliĄcando a transição de indivíduos entre os dois comparti-
mentos do modelo SIS, suscetível (S) e infeccioso (I). A seta tracejada repre-
senta o processo de infecção de um indivíduo suscetível ao entrar em contato
com um infeccioso, com uma taxa de infecção por contato λ. µ representa
a taxa de cura, com a qual os indivíduos infecciosos tornam-se novamente
suscetíveis.

Portanto podemos reescrever o modelo SI permitindo que os indivíduos infectados

tornem-se suscetíveis novamente, chamamos este modelo de SIS. Semelhante à Eq. (2.2),

incluindo uma taxa de transição do compartimento I para o compartimento S, chamada

de taxa de cura µ, teremos:

di

dt
= λ⟨k⟩i(1 − i) − µi, (2.4)

onde µ representa a taxa com que os indivíduos infectados se recuperam da doença e

possui como dimensão o inverso do tempo. Como ainda consideramos a população como

uma constante N = S + I, podemos encontrar a quantidade S novamente através desta

relação. É possível mostrar que 1/µ equivale ao tempo médio que um indivíduo neste

compartimento permanece infeccioso (Apêndice A.3). Este modelo SIS também permite

uma solução analítica (Apêndice A.4), deĄnindo a fração de infectados em função do

tempo por:

i(t) =
(

1 −
µ

λ⟨k⟩

)

Ce(λ⟨k⟩−µ)t

1 + Ce(λ⟨k⟩−µ)t
, (2.5)

onde C = i0/[1 − i0 − µ/(λ⟨k⟩)] é uma constante. Na Figura 2.7 pode-se observar o

comportamento do número de infecciosos e suscetíveis em função do tempo para o modelo

SIS, com λ⟨k⟩ = 0,5 e µ = 1/10.
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Figura 2.7 Ű Evolução temporal para a fração de infecciosos no modelo SIS, a partir de
uma condição inicial I(t = 0) = 1 e µ = 1/10 < λ⟨k⟩ = 0,5. As linhas
tracejadas representam o limite assintótico da fração de infecciosos (linha
vermelha) e suscetíveis (linha azul).

Diferente do modelo SI, em que no limite i(t → ∞) = 1, o modelo SIS apresenta

dois regimes diferentes, a depender da relação entre as taxas de cura e infecção, estes

regimes são:

• Estado endêmico µ < λ⟨k⟩: Na situação em que a taxa de cura é menor que a taxa

de infecção, a fração Ąnal de infectados é Ąnita e entre 0 e 1. Em suma, o número

com que novos indivíduos se tornam infectados é maior do que o número com que os

infectados se curam para o período inicial da disseminação. O valor para i(t → ∞)

pode ser encontrado fazendo di/dt = 0 na Eq. (2.4), resultando em:

i(t → ∞) = 1 −
µ

λ⟨k⟩
. (2.6)

• Estado livre da doença µ > λ⟨k⟩: Nesta situação o número de infectados que se recu-

peram excede o número com que novos infectados surgem ao longo da disseminação

da doença. A Eq. (2.5) mostra que o número de infectados inicialmente decairá

de forma exponencial a partir do valor inicial i0, deixando a população totalmente

suscetível, ou seja, livre da doença.

Estes dois estados são separados por um limiar podendo ser deĄnido pelo número:

R0 =
λ⟨k⟩

µ
. (2.7)
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Este parâmetro adimensional representa o número médio de indivíduos suscetíveis que

são infectados por um indivíduo infeccioso ao longo de seu período de infecciosidade,

quando ele é introduzido em uma população completamente suscetível. Em suma, este

número nos dá quantas novas infecções um único indivíduo infeccioso consegue gerar ao

longo de seu período infeccioso. Desta forma, o valor do R0 consegue fornecer informações

importantes a respeito da disseminação da doença:
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Figura 2.8 Ű Valor estacionário da fração de infecciosos para o modelo SIS em função do
parâmetro R0, a partir de uma condição inicial I(t = 0) = 1 e µ = 0,5 e λ⟨k⟩
= µR0.

• R0 > 1: Estes valores de R0 indicam que, ao longo de um ciclo, um indivíduo con-

segue infectar mais de um suscetível, resultando em um crescimento de infecciosos

ao longo do tempo. Quanto maior o valor de R0, mais rapidamente a doença se

dissemina.

• R0 < 1: Nesta situação um individuo infeccioso não consegue infectar mais que um

suscetível em média e, consequentemente, a epidemia se extingue e a população se

torna livre da doença.

Para ilustrar o signiĄcado do R0, na Figura 2.8 pode-se observar o valor estacio-

nário de infecciosos para o modelo SIS em função do valor do R0.

2.4.4 Modelo Suscetível-Infectado-Removido (SIR)

Diferentemente do modelo SIS, no qual consideramos que um indivíduo torna-se

novamente suscetível à doença após se recuperar dela, no modelo SIR consideramos que

ele se tornará imune a ela, não participando mais do processo de transmissão. Por algum
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período de tempo após a recuperação, algumas doenças podem ser citadas como exemplos

que seguem este padrão, como a catapora, rubéola ou sarampo. Podemos escrever as

seguintes equações diferenciais, considerando N = S + I +R:

ds

dt
= −λ⟨k⟩si, (2.8a)

di

dt
= λ⟨k⟩si− µi, (2.8b)

dr

dt
= µi, (2.8c)

na qual µ agora é a taxa de recuperação que leva os indivíduos infecciosos ao comparti-

mento removido. Na Figura 2.9 pode-se observar um esquema compartimental para as

transições do modelo SIR.

S I R

Figura 2.9 Ű Esquema exempliĄcando a transição de indivíduos entre os três comparti-
mentos do modelo SIR, suscetível (S), infeccioso (I) e removido (R). A seta
tracejada representa o processo de infecção de um indivíduo suscetível ao
entrar em contato com um infeccioso.

O modelo SIR determinístico (2.8) não possui solução analítica fechada, mas é

possível obter resultados analíticos aproximados. Mas, em geral, os resultados são obtidos

numericamente. Na Figura 2.10 pode-se ver o comportamento da curva de infecciosos,

suscetíveis e removidos para o modelo SIR, para uma condição inicial I(t = 0) = 1 com

λ⟨k⟩ = 0,5 e µ = 1/10.

Assim como no modelo SIS, o modelo SIR possui um limiar que separa dois regimes,

um livre da doença e outro no qual a doença consegue se instalar, pois, em uma população

completamente suscetível, a inserção de um indivíduo infeccioso resultará em:

dI

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
= λ⟨k⟩

S(t = 0)I
N

− µI = (λ⟨k⟩ − µ)I, (2.9)

em que avaliamos a equação (2.8) para o número total de infecciosos em t = 0, quando

S(t = 0) ≈ N e I(t = 0) = 1. Portanto, o valor de R0 = λ⟨k⟩/µ para o modelo SIR é o

mesmo do modelo SIS. Note que, para qualquer tempo, teremos:

dI

dt
= I

(

λ⟨k⟩
S(t)
N

− µ
)

. (2.10)

Logo, podemos deĄnir o número de reprodução efetivo Rt = R0S(t)/N que nos dá como

está a disseminação da doença no instante de tempo t.



Capítulo II. Modelagem matemática de epidemias 27

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
t

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Fr
aç

ão
 d

a 
po

pu
la

çã
o

Suscetíveis
Infecciosos
Removidos

Figura 2.10 Ű Evolução temporal para a fração de infecciosos (vermelho), suscetíveis
(azul) e removidos (verde) no modelo SIR, a partir de uma condição inicial
I(t = 0) = 1 com λ⟨k⟩ = 0,5 e µ = 1/10.

Até agora não levamos em consideração mortes ou nascimentos na população. Mui-

tas doenças possuem um período de existência na população relativamente curto, como

surtos que se iniciam e terminam em poucos meses. Neste caso, mudanças quantitativas

na população devido ao ciclo de vida dos indivíduos podem ser facilmente desconsidera-

das. Entretanto, há doenças que persistem tempo suĄciente para que seja necessário levar

esta característica em consideração, um exemplo é a AIDS [79]. Desta forma, algumas

mudanças no modelo precisam ser feitas. Usemos como exemplo o modelo SIR. Conside-

rando uma taxa de mortalidade γ e uma taxa de nascimento Ψ, vamos assumir que todos

os indivíduos recém nascidos são suscetíveis, enquanto todos podem morrer igualmente

com uma taxa γ, desta forma as equações diferenciais tornam-se:

ds

dt
= Ψ(S,I,R) − λ⟨k⟩si− γs, (2.11a)

di

dt
= λ⟨k⟩si− µi− γi, (2.11b)

dr

dt
= µi− γr, (2.11c)

na qual Ψ(S,I,R) pode ser ajustado de forma a manter constante a população N =

S + I + R, ou permitir variações no tempo, como crescimento ou redução. Com esta

mudança no modelo o valor do R0 também se altera. Fazendo

dI

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
= λ⟨k⟩

S(t = 0)I
N

− µI − γI = (λ⟨k⟩ − µ− γ)I, (2.12)
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encontramos:

R0 =
λ⟨k⟩

µ+ γ
. (2.13)

Note que a inclusão do parâmetro γ no denominador reduz o valor do R0 se comparado

com o modelo SIR sem dinâmica vital, a razão disso é que com uma taxa de mortalidade

inclusa o tempo médio de infecciosidade é reduzido.

A inclusão da dinâmica vital pode permitir que o modelo encontre novos estados

de equilíbrio endêmico, nos quais dI/dt = dS/dt = dR/dt = 0, supondo que as taxas de

natalidade e mortalidade se equilibrem mantendo a população constante. Sendo s∗, i∗ e r∗

as populações de cada compartimento no estado de equilíbrio, é perceptível que o estado

livre da doença será dado por (s∗, i∗, r∗) = (1,0,0). Para o estado endêmico podemos

começar fazendo di/dt = 0, o que implica em:

(λ⟨k⟩s− µ− γ)i = 0, (2.14)

a qual é satisfeita para i∗ = 0 ou s∗ = (γ + µ)/(λ⟨k⟩) = 1/R0. O primeiro se refere ao

estado livre da doença, já o segundo se refere ao estado endêmico. Substituindo s∗ em

(2.11) com dR/dt = 0 encontramos:

i∗ =
µ

λ⟨k⟩
(R0 − 1). (2.15)

Como a fração da população endêmica não pode ser negativa, esta condição só é satisfeita

para R0 > 1, de acordo com a sua deĄnição. E utilizando a condição de que s∗+i∗+r∗ = 1

temos que o estado de equilíbrio endêmico será:

(s∗,i∗,r∗) =
( 1
R0

,
µ

λ⟨k⟩
(R0 − 1),1 −

1
R0

−
µ

λ⟨k⟩
(R0 − 1)

)

. (2.16)

O R0 é um dos parâmetros mais importantes na epidemiologia matemática, pois é

ele que nos diz se a doença é transmissível o suĄciente para se instalar na sociedade. Para

modelos mais simples como SIS ou SIR o seu cálculo é relativamente simples, entretanto

para modelos mais soĄsticados torna-se necessário o uso de métodos mais complexos

[14,76,80]. Um exemplo muito utilizado é o método da matriz jacobiana (Apêndice A.5),

o qual através da análise do ponto de equilíbrio do modelo podemos encontrar o valor de

R0, uma vez que o cálculo do R0 está principalmente associado à mudança de estabilidade

dos pontos Ąxos. Aplicando este método ao modelo SIR com dinâmica vital (2.11) com

equivalência entre as taxas de nascimento e morte (Ψ(S,I,R) = γ) temos que a matriz

jacobiana será dada por:

J =











−λ⟨k⟩i∗ − γ −λ⟨k⟩s∗ 0

λ⟨k⟩i∗ λ⟨k⟩s∗ − (γ + µ) 0

0 µ −γ











,
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na qual s∗ e i∗ equivalem à proporção da população nos compartimentos S e I no estado

de equilíbrio livre da doença, cujos valores são 1 e 0, respectivamente, uma vez que no

estado livre da doença em t = 0 S = N e I = 0. Igualando o determinante de (J − ΛI) a

0, sendo I a matriz identidade, teremos:

(−γ − Λ)[λ⟨k⟩ − (γ + µ) − Λ](−γ − Λ) = 0. (2.17)

Desta forma encontramos o primeiro e segundo autovalor como Λ1,2 = −γ, e o terceiro

autovalor, o qual precisa ser menor que 0 para que seja mantido a condição de estabilidade

do estado livre da doença, nos fornece R0 = λ⟨k⟩/(µ+ γ).

Uma outra adaptação possível no modelo se refere à imunidade de rebanho, ge-

ralmente relacionada com a vacinação. Vamos supor que no instante de tempo t = 0

tenhamos V indivíduos vacinados e permanentemente imunizados, ou seja, não estão ap-

tos a adquirir e transmitir a doença. "Quantos indivíduos vacinados são necessários para

que a doença não se instale na população?". A resposta para esta pergunta pode ser

obtida analisando a expressão de Rt(t = 0), dada por:

Rt(t = 0) =
λ⟨k⟩

µ
(s(t = 0)) =

λ⟨k⟩

µ
(1 − v(t = 0)), (2.18)

na qual teremos s(t = 0) = 1 − v(t = 0), com v(t = 0) sendo a fração de vacinados no

instante de tempo t = 0. Logo, para a doença não se instalar na população, a seguinte

relação deve ser satisfeita:

Rt(t = 0) ≤ 1 ⇒ v(t = 0) ≥ 1 −
µ

λ⟨k⟩
= 1 −

1
R0

. (2.19)

Alguns exemplos da porcentagem da população vacinada requerida para evitar a

dissminação da doença podem ser vistos na Tabela 2.2.

Considerar uma população homogênea nem sempre é a melhor opção. Para mui-

tas doenças alguns parâmetros dependem de características distintas dentro da popula-

ção, como por exemplo, para doenças sexualmente transmissíveis em que a transmissão

depende do número de parceiros que os indivíduos possuem, que pode mudar conside-

ravelmente dentro da população analisada. Outros exemplos notáveis são a inĆuenza e

COVID-19, que possuem riscos muito maiores aos idosos do que os jovens. Todas estas

características levam à necessidade de considerar uma heterogeneidade dentro da popula-

ção [14]. Vamos considerar inicialmente o modelo SI (2.2) com a população dividida em

dois grupos: um grupo de alto risco (grupo A) e um grupo de baixo risco (grupo B). Um

esquema de compartimentos pode ser visto na Figura 2.11. Neste modelo, os indivíduos

suscetíveis de cada grupo irão interagir com todos os outros, incluindo o próprio grupo,
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Tabela 2.2 Ű Valores estimados de R0 [76] e porcentagem necessária para alcançar a imu-
nidade de rebanho segundo a Eq. (2.19), na hipótese da mistura homogênea
no modelo SIR sem dinâmica vital.

Doença e localidade R0 1 − 1
R0

Varíola (India, 1968-73) 4.5 77%

Poliomelite (Europa, 1955-60) 6 83%

Sarampo (Gana, 1960-68) 14.5 93%

SARS (China, 2002-03) 3.5 71%

Gripe espanhola (Genebra, 1918) durante a primavera 1.5 33%

Gripe espanhola (Genebra, 1918) durante o inverno 3.8 73%

H2N2 (Estados Unidos, 1957) 1.68 40%

H1N1 (África do Sul, 2009) 1.33 25%

Ebola (Guiné, 2014) 1.51 33%

Zika (America do Sul, 2015-16) 2.06 51%

considerando ainda a hipótese da mistura homogênea para cada população, de modo a

introduzir apenas a heterogeneidade de risco.

Na Figura 2.11 a população total é N = NA +NB, e suas populações de suscetíveis

e infecciosos serão, respectivamente, SA e IA para o grupo A e SB e IB para o grupo B.

A Ąm de generalizar o modelo vamos deĄnir β = λ⟨k⟩ como o produto do número médio

de contatos com a taxa de transmissão por contato. Como temos quatro parâmetros de

interação podemos deĄnir a matriz β:

β =







βAA βAB

βBA βBB





 ,

na qual βij representa a transmissão a partir da interação entre os grupos i e j, com

origem no grupo j, ou seja, a infecção de um indivíduo do grupo i devido ao contato

com um infeccioso do grupo j. A ideia é dividir a população em dois grupos a partir

do risco de contrair a doença, que pode ser interpretada como indivíduos que possuem

taxas de transmissão λ diferentes entre si, ou indivíduos que realizem número de contatos

diferentes a depender do grupo em que estão. Desta forma, a equação dinâmica para os

indivíduos infectados do grupo A será:

diA
dt

= βAAsAiA + βABsAiB − µiA, (2.20)

e de forma análoga para o grupo B,

diB
dt

= βBAsBiA + βBBsBiB − µiB. (2.21)
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SA IA

SB IB

Figura 2.11 Ű Esquema exempliĄcando a transição de indivíduos entre os dois comparti-
mentos do modelo SI, suscetível (S) e infeccioso (I) no grupo de alto risco
(A) e no grupo de baixo risco (B). A seta tracejada representa o processo de
infecção de um indivíduo suscetível ao entrar em contato com os infecciosos
de ambos os grupos, com suas respectivas taxas de infecção por contato λ.
Todos os indivíduos infecciosos retornam ao compartimento suscetível S de
seu respectivo grupo com uma taxa de cura µ.

Como Ni = Si+Ii (i = A,B) não há necessidade de escrever a equação para os sus-

cetíveis. Para o cálculo do R0 neste modelo é necessário considerar tanto o compartimento

infeccioso do grupo A quanto do grupo B. Com a mesma ideia dos cálculos anteriores,

considerando a interação entre cada grupo, além de que sA = nA < 1 e sB = nB < 1 em

t = 0, onde nA e nB equivale a fração da população de A e B, teremos:

RA
0 =

βAA

µ
nA +

βBA

µ
nB, (2.22)

e

RB
0 =

βAB

µ
nA +

βBB

µ
nB. (2.23)

Para certos conjuntos de parâmetros os valores de cada R0 podem se encontrar em

regimes diferentes (RA
0 > 1 e RB

0 < 1, por exemplo), portanto para calcular o R0 é preciso

realizar uma média ponderada entre os valores encontrados. Uma forma de fazer isto é

através do problema de autovalor (Apêndice A.6), linearizando as equações dinâmicas no

regime inicial da epidemia para encontrar o autovetor associado ao autovalor dominante, e

assim, associar este autovetor à distribuição da infecção neste regime. Com este resultado,

podemos calcular a média de R0 com os valores de cada grupo. Obtemos assim:
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R0 = RA
0 pA +RB

0 pB, (2.24)

na qual pA e pB equivalem a distribuição de infecção de cada grupo determinada pelo

autovetor, com pA + pB = 1.

Para certas doenças, a utilização de novos compartimentos torna-se necessária para

abordar algumas das suas características importantes. Por exemplo, algumas doenças

possuem um período latente (tempo que leva entre o indivíduo contrair a doença e estar

apto a transmití-la) diferente do período de incubação (tempo até o indivíduo demonstrar

sintomas da doença), como a inĆuenza ou COVID-19. Portanto, para estas doenças a

utilização de um novo compartimento A (assintomático ou pré-sintomático) pode ser útil.

Outros compartimentos que dividem os infecciosos entre si também podem ser úteis, como

um compartimento Q (quarentena), representando os infecciosos que se isolam, reduzindo

seus contatos com os demais. A utilização de novos compartimentos pode tornar os

resultados mais realistas, permitindo interpretações mais consistentes, que não seriam

possíveis em modelos mais simples.



33

III Modelagem compartimental para COVID-

19

Neste capítulo iremos descrever o modelo compartimental para a COVID-19 es-

tratiĄcado por idade orientado por dados, no qual introduziremos uma dinâmica para

a vacinação em diferentes cenários epidemiológicos. Inicialmente discutiremos os com-

partimentos usados no modelo, juntamente com suas equações dinâmicas que descrevem

as transições entre eles. As seções seguintes serão referentes aos padrões demográĄcos e

os cenários considerados, parametrização da taxa de infecção, IFR e por Ąm descrevere-

mos como foi introduzida a vacinação no modelo, assim como as estratégias de vacinação

utilizadas.

3.1 Modelo compartimental

Esta seção será dividida em três sub-seções. Na primeira iremos descrever apenas

os compartimentos para a dinâmica da doença sem vacinação. Na segunda iremos introdu-

zir os demais compartimentos para a dinâmica da vacinação. Por Ąm, a terceira sub-seção

será destinada às equações diferenciais que regem às transições entre os compartimentos.

3.1.1 Modelo SEAIRD

Primeiramente consideramos um conjunto de compartimentos para a dinâmica da

doença sem vacinação. Com uma população estratiĄcada por idade, consideramos um

modelo SEAIRD, cujo esquema pode ser observado na Figura 3.1. Os demais comparti-

mentos serão explicados na Seção 3.1.2. Dentro de cada faixa etária i = 1, . . . , Ng, onde

Ng é o número total de faixas etárias consideradas, um indivíduo pode se encontrar den-

tro de um dos seguintes compartimentos: S (suscetível), E (exposto), A (assintomático

ou pré-sintomático), I (infectado), R (recuperado) ou D (falecido). Todas as transições

entre estes compartimentos são espontâneas, com exceção da transição de um indivíduo

suscetível para exposto, que ocorre com taxa Π(i), dada pela Equação (3.4), ao entrar em

contato com os indivíduos infecciosos de cada uma das faixas etárias, uma vez que esta-

mos tratando de uma doença de transmissão direta. As demais transições ocorrem com

as seguintes taxas: E → A ocorre com taxa µ(i)
A ; A → I e A → R ocorrem respectivamente

com taxas β(i)
I e β(i)

R ; I → R e I → D ocorrem com taxa α(i)
R e α(i)

D , respectivamente.
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Figura 3.1 Ű Esquema do modelo compartimental para a dinâmica da doença com vaci-
nação. As transições entre os compartimentos estão representadas por setas
com suas respectivas taxas. Os compartimentos com o símbolo ⋆ representam
compartimentos infecciosos. Os compartimentos com contorno tracejados re-
presentam aqueles que estão vacinados com pelo menos uma dose da vacina.

3.1.2 Compartimentos da vacinação

Indivíduos no conjunto de compartimentos Z ∈ ¶S,E,A,R♢ estão aptos a receber

a primeira dose com taxa ξ
(i)
Z , dado pela Eq. (3.15), e transitam para seu respectivo

conjunto de compartimentos vacinados Z ∈ ¶SV,EV,AV,RV♢. Com exceção do compar-

timento SV, os demais possuem uma dinâmica de transição igual aos seus compartimentos

não vacinados, pois consideramos que esses já tinham sido infectados pelo vírus ao ser va-

cinado (E e A), estavam completamente recuperados (R) ou adquiriram a doença antes da

vacina desenvolver uma resposta imunológica no organismo (SV → EV). Entretanto, um

indivíduo suscetível que recebeu a vacina (S → SV) e não adquiriu a doença em um certo

intervalo de tempo, passa para o conjunto de compartimentos Z ∈ ¶P,RP, SP, IP,DP♢,

que se refere aos protegidos, aqueles em que a chance de adquirir, transmitir e falecer

devido à doença é reduzida de acordo com a eĄcácia da vacina.

A partir do compartimento SV, o indivíduo que adquiriu resposta imunológica da

vacina transitará para o compartimento P com uma taxa ν(i)
P , cujo inverso está associado

ao intervalo entre as doses da vacina. A partir do compartimento P o indivíduo pode

espontaneamente evoluir para dois compartimentos, SP e RP, com taxas ν(i)
SP

e ν(i)
RP

, res-

pectivamente. O compartimento RP refere-se aos indivíduos completamente protegidos

contra a infecção e morte, devido à imunização da vacina ou recuperação da doença, já

os indivíduos no compartimento SP, embora protegidos com a vacina, estão suscetíveis

a adquirir a doença. A relação entre as taxas ν(i)
SP

e ν(i)
RP

dependerá da eĄcácia ψ
(i)
inf da

vacina contra infecções. A probabilidade do indivíduo do compartimento P tornar-se

completamente protegido devido à imunização da vacina (P → RP) é dada por:
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ψ
(i)
inf =

ν
(i)
RP

ν
(i)
RP

+ ν
(i)
SP

, (3.1)

que foi obtida diretamente do modelo e usada para parametrizar as taxas em termos da

eĄcácia da vacina contra infecção e do tempo característico 1/
(

ν
(i)
RP

+ ν
(i)
SP

)

. Uma vez

que os indivíduos dos compartimentos P e SP não estão completamente imunizados, eles

podem adquirir a doença com uma taxa Π(i)
P ao entrar em contato com outro infeccioso.

Desses compartimentos eles são movidos para o compartimento infeccioso IP, a partir

do qual podem se recuperar, indo para o compartimento RP ou falecer, indo para o

compartimento DP, com suas respectivas taxas α(i)
RP

e α
(i)
DP

. Estas duas últimas taxas

foram parametrizadas em termos da eĄcácia contra mortes que a vacina proporciona,

cuja relação é descrita como:

(

1 − ψ
(i)
death

)

Θ(i) =
α

(i)
DP

α
(i)
RP

+ α
(i)
DP

, (3.2)

na qual Θ(i) é o IFR para a faixa etária i; veja Figura 3.7.

3.1.3 Sistema de equações diferenciais não-lineares

A partir do modelo esquematizado na Figura 3.1, a simulação consiste em resol-

ver numericamente as equações diferenciais que regem a evolução dos indivíduos de cada

faixa etária entre os seus compartimentos com suas respectivas taxas de transição. Po-

demos dividir os compartimentos em três grupos: os não vacinados, representados pelos

compartimentos ¶S,E,A, I,R,D♢, os indivíduos vacinados, representados pelos compar-

timentos ¶SV,EV,AV, IV,RV,DV♢, e os protegidos, representados pelos compartimentos

¶P,RP, SP, IP,DP♢. A evolução dos indivíduos não vacinados são dadas pelas equações

dinâmicas:

dS(i)

dt
= −Π(i)S(i) − ξ

(i)
S S(i) , (3.3a)

dE(i)

dt
= Π(i)S(i) −

(

ξ
(i)
E + µ

(i)
A

)

E(i) , (3.3b)

dA(i)

dt
= µ

(i)
A E

(i) −
(

ξ
(i)
A + β

(i)
I + β

(i)
R

)

A(i) , (3.3c)

dI(i)

dt
= β

(i)
I A(i) −

(

α
(i)
R + α

(i)
D

)

I(i) , (3.3d)

dR(i)

dt
= β

(i)
R A(i) + α

(i)
R I

(i) − ξ
(i)
R R(i) , (3.3e)

dD(i)

dt
= α

(i)
D I

(i) , (3.3f)
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nas quais Π(i) é a taxa de infecção per capita dos indivíduos suscetíveis dentro de uma

faixa etária i e é dada por:

Π(i) =
ki

n

∑

j

Cij

(

λAA
(j) + λII

(j)+ λAV
A

(j)
V + λIV

I
(j)
V + λIP

I
(j)
P

)

, (3.4)

na qual o número de indivíduos em cada compartimento infeccioso Z ∈ ¶A,I,AV,IV, IP♢

em uma faixa etária j é denotada por símbolos itálicos, a taxa de infecção por contato é

representada por λZ . Além disso ki é o número de contatos feitos por um indivíduo de

uma faixa etária i e Cij o elemento da matriz de contatos que nos dá a fração dos contatos

que a faixa etária i realiza com a faixa etária j. A vacinação ocorre com uma taxa ξZ ,

na qual Z ∈ ¶S,E,A,R♢, e as equações dinâmicas para os indivíduos vacinados, mas não

protegidos são dadas pelas equações:

dS(i)
V

dt
= −

(

Π(i) + ν
(i)
P

)

S
(i)
V + ξ

(i)
S S(i) , (3.5a)

dE(i)
V

dt
= Π(i)S

(i)
V + ξ

(i)
E E(i) − µ

(i)
AV
E

(i)
V , (3.5b)

dA(i)
V

dt
= µ

(i)
AV
E

(i)
V + ξ

(i)
A A(i) −

(

β
(i)
IV

+ β
(i)
RV

)

A
(i)
V , (3.5c)

dI(i)
V

dt
= β

(i)
IV
A

(i)
V −

(

α
(i)
RV

+ α
(i)
DV

)

I
(i)
V , (3.5d)

dR(i)
V

dt
= α

(i)
RV
I

(i)
V + β

(i)
RV
A

(i)
V + ξ

(i)
R R(i) , (3.5e)

dD(i)
V

dt
= α

(i)
DV
I

(i)
V . (3.5f)

Já para os indivíduos que desenvolveram uma resposta imunológica a partir do

compartimento SV, as equações são dadas por:

dP (i)

dt
= ν

(i)
P S

(i)
V −

(

Π(i)
P + ν

(i)
SP

+ ν
(i)
RP

)

P (i) , (3.6a)

dS(i)
P

dt
= ν

(i)
SP
P (i) − Π(i)

P S
(i)
P , (3.6b)

dI(i)
P

dt
= Π(i)

P P
(i) + Π(i)

P S
(i)
P −

(

α
(i)
RP

+ α
(i)
DP

)

I
(i)
P , (3.6c)

dR(i)
P

dt
= ν

(i)
RP
P (i) + α

(i)
RP
I

(i)
P , (3.6d)

dD(i)
P

dt
= α

(i)
DP
I

(i)
P , (3.6e)
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nas quais, por simplicidade, consideramos Π(i)
P = Π(i) e assumimos que o infecciosos

protegidos (IP) são menos contagiosos (λIP
< λZ) pois sua carga viral é menor [81].

3.2 DemograĄa e contatos

A matriz de contatos original foi obtida da referência [53], na qual eles obtiveram

as estimativas para o número de contatos dentro da população para 152 países diferentes.

Essas matrizes foram obtidas a partir de um estudo chamado POLYMOD [82], que reuniu

dados empíricos dos contatos realizados por parte da população de oito países europeus,

e com estes dados eles obtiveram as matrizes de contatos dos indivíduos de cada país

em diferentes locais (casa, trabalho, escola, outros), além de informações detalhadas a

respeito do tempo e frequência de cada contato. Os pesquisadores elaboraram um modelo

que leva em consideração parâmetros a respeito do país em questão, tais como indicadores

sociodemográĄcos, número de trabalhadores em empregos formais, razão de professores

para alunos e taxas de matrículas escolares. Tudo isso com o intuito de estender este

modelo para estimar as matrizes de contato em outros países.

Usando o repositório da referência [53], extraímos as matrizes mij de contato para

três países: Brasil, Uganda e Alemanha. Estas matrizes fornecem uma estimativa do

número de contatos por indivíduo estratiĄcado em 16 faixas etárias com idades 0 − 4, 5 −

9, · · · ,75 − 79, onde assumimos que os indivíduos com idade ≥ 80 seguem os mesmos

padrões de contato que a faixa 75−79. Consideramos as matrizes para quatro localidades,

trabalho, escola, casa e outros locais. A partir destas informações, obtivemos os elementos

de matriz m¶X♢
ij para um determinado cenário ¶X♢ através da soma dos contatos de cada

local pesados pela fração de contatos permitidos neles.

Como estamos tratando de contatos diretos dentro da população, ou seja, se um

indivíduo A está em contato com um indivíduo B, isto implica que o indivíduo B está

em contato com o indivíduo A, logo, é importante garantir a simetria do número total

de contatos realizados entre cada faixa etária. Para isto, construímos outra matriz de

contatos c, com elementos cij tal que o número total de contatos realizados pela faixa

etária i com a faixa etária j, n(i)cij, seja o mesmo que o número total de contatos realizados

pela faixa etária j com a faixa etária i, n(j)cji. Desta forma, podemos obter cij a partir

dos elementos mij, igualando cijn
(i) ao número de contatos estimados das duas faixas,

usando a seguinte relação [83]:

cijn
(i) =

mijn
(i) +mjin

(j)

2
, (3.7)

na qual i,j = 1, . . . , 16 e n(i) é o número de indivíduos na faixa etária i. Assim, podemos

obter também a partir dos elementos cij desta matriz o número médio de contatos totais

ki realizados pela faixa etária i, dado por:
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ki =
∑

j

cij . (3.8)

Logo, para obtermos os elementos Cij da matriz Ąnal C, que satisfaz
∑

j Cij = 1, seguimos

a relação cij = kiCij.

Consideramos como jovens os indivíduos nas faixas de 0 a 19 anos, adultos os

que pertencem a faixa de 20 a 59 e os idosos os que possuem idade superior a 60 anos.

A partir das projeções demográĄcas do Brasil de 2020 [84] e para Uganda e Alemanha

[85], as proporções de cada grupo para os três países podem ser vistas na Tabela 3.1.

A motivação para a escolha dos países Uganda e Alemanha é devido à grande população

jovem, no caso de Uganda, e idosa, no caso da Alemanha, enquanto o Brasil possui um

grande número de indivíduos adultos.

Tabela 3.1 Ű Proporção da população para os grupos de jovens, adultos e idosos nos três
países considerados: Brasil [84], Alemanha [85] e Uganda [85].

Jovens Adultos Idosos

Brasil 27,9% 57,6% 14,5%

Alemanha 18,9% 52,0% 29,1%

Uganda 57,1% 39,6% 3,3%

Consideramos um cenário com distanciamento social, denotado por ¶S♢, possuindo

100%, 50%, 50% e 30% dos contatos permitidos nas casas, trabalho, escola e outras

localidades, respectivamente, e este cenário foi comparado com o sem mitigação, denotado

por ¶U♢, onde 100% de todos os contatos são permitidos. Os padrões demográĄcos da

população e contatos para o Brasil pode ser visto na Figura 3.2.

O número médio de contatos para cada faixa etária pode ser visto na Figura

3.2(a). O número médio de contatos totais realizado por toda a população do Brasil foi de

⟨k⟩¶U♢ ≈ 15 no cenário sem mitigação, e cai para ⟨k⟩¶S♢ ≈ 8,3 no cenário de distanciamento

social. Na Figura 3.2(b) é possível ver a matriz de contatos normalizada de cada faixa

etária, sendo notável a forte diagonal na matriz para os mais jovens, indicando um grande

número de contatos realizados por um indivíduo com a mesma faixa etária. Outrossim,

para as faixas etárias dos mais idosos, a distribuição de contatos é mais distribuída com

as outras faixas, revelando principalmente uma grande interação dos idosos com os mais

jovens.

Na Figura 3.3 pode ser vista a fração σij = C
¶Y♢
ij /max(C¶Y♢

ij ), na qual ¶Y♢ se refere

a cada localidade para o Brasil no cenário sem mitigação. Como esperado, as matrizes

das escolas mostram um grande número de contatos dos jovens com suas próprias faixas

etárias, assim como as matrizes do trabalho, na qual os contatos são distribuídos ao longo

do grupo etário dos adultos. Já a matriz de contatos das casas é mais espalhada entre

as faixas etárias, revelando a origem do grande número de contatos que os adultos e,
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a) b)

Figura 3.2 Ű DemograĄa e padrões de contato para o Brasil. (a) Número médio de conta-
tos totais ki (símbolos) que cada grupo etário realiza nos cenários de distan-
ciamento social ¶S♢ e sem mitigação ¶U♢ e as barras representam a fração da
população n(i)/n de cada faixa etária i. (b) Matriz de contatos Cij do Brasil
para o cenário sem mitigação. Dados obtidos e adaptados das referências
[53,84].

principalmente os idosos, realizam com as crianças.
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Figura 3.3 Ű Fração σij = C
¶Y♢
ij /max(C¶Y♢

ij ) de cada local para o Brasil no cenário sem
mitigação. Dados obtidos e adaptados das referências [53, 84].

Os padrões demográĄcos da população e de contatos para Uganda podem ser vistos

na Figura 3.4. O número médio de contatos totais realizado por toda sua população obtido

foi de ⟨k⟩¶U♢ ≈ 24,2 no cenário sem mitigação, e cai para ⟨k⟩¶S♢ ≈ 11,7 no cenário de

distanciamento social. Além da forte diagonal para os jovens, é perceptível a distribuição
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aproximadamente uniforme dos contatos dos adultos com os jovens e adultos de mesma

idade, mas principalmente podemos ver a fração majoritária de contatos que os idosos

realizam com os jovens.

a) b)

Figura 3.4 Ű DemograĄa e padrões de contato para Uganda. (a) Número médio de conta-
tos totais ki (símbolos) que cada grupo etário realiza nos cenários de distan-
ciamento social ¶S♢ e sem mitigação ¶U♢ e as barras representam a fração
da população n(i)/n de cada faixa etária i. (b) Matriz de contatos Cij de
Uganda para o cenário sem mitigação. Dados obtidos e adaptados das refe-
rências [53,85].

Já para a Alemanha, seus padrões demográĄcos da população e contatos podem

ser vistos na Figura 3.5. O número médio de contatos totais obtido foi de ⟨k⟩¶U♢ ≈ 6,8

no cenário sem mitigação e cai para ⟨k⟩¶S♢ ≈ 3,8 no cenário de distanciamento social.

Diferente de Uganda e Brasil, a matriz de contatos da Alemanha possui uma forte diagonal

para os jovens e idosos, sendo os contatos dos adultos distribuído de forma mais uniforme

com o próprio grupo etário.

3.3 Parametrização da taxa de infecção

Para o cálculo do número básico de reprodução R0, foi utilizado apenas os com-

partimentos do modelo na ausência de vacinação, uma vez que o R0 é calculado para o

modelo sem intervenções. O resultado é a contribuição de cada compartimento infeccioso

(A e I) de cada faixa etária. A contribuição para o compartimento dos assintomáticos é

dada por:
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a) b)

Figura 3.5 Ű DemograĄa e padrões de contato para a Alemanha. (a) Número médio de
contatos totais ki (símbolos) que cada grupo etário realiza nos cenários de
distanciamento social ¶S♢ e sem mitigação ¶U♢ e as barras representam a
fração da população n(i)/n de cada faixa etária i. (b) Matriz de contatos Cij

do Alemanha para o cenário sem mitigação. Dados obtidos e adaptados das
referências [53,85].

RA
0 =

∑

ij

S(i)

n
ajkiCij

λA

β
(i)
I + β

(i)
R

, (3.9)

na qual i = 1, . . . ,Ng, cada faixa etária i com uma população de n(i) indivíduos, realizando

ki contatos totais, sendo Cij a fração destes contatos realizada pela faixa etária i com a

faixa etária j, e n =
∑

i n
(i) a população total. Consideramos que a taxa de infecção

por contato λA é igual para todos os grupos etários e o período médio que um indivíduo

de idade i permanece no compartimento assintomático é 1/
(

β
(i)
I + β

(i)
R

)

. O termo aj é

a distribuição de infecção para cada faixa etária j, que assumimos ser proporcional ao

número total de contatos realizados pela faixa j em t = 0, no qual temos S(i) = n(i) ∀ i.

O termo aj é dado por:

aj =
kjn

(j)

∑

l kln(l)
=
kjn

(j)

n⟨k⟩
. (3.10)

na qual ⟨k⟩ =
∑

i kin
(i)/n. A expressão Ąnal para a contribuição dos compartimentos dos

assintomáticos é, então:

RA
0 =

∑

ij

λAn
(i)n(j)kikjCij

n2⟨k⟩
(

β
(i)
I + β

(i)
R

) . (3.11)
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O cálculo para o compartimento dos infectados é similar, entretanto precisamos

introduzir a probabilidade de um indivíduo se tornar sintomático (para os assintomáticos

a probabilidade é 1), que neste caso é β(i)
I /

(

β
(i)
I + β

(i)
R

)

, e o tempo médio que um indivíduo

na faixa etária i permanece no compartimento infetado é 1/
(

α
(i)
D + α

(i)
R

)

, resultando em:

RI
0 =

∑

ij

λI

α
(i)
D + α

(i)
R

n(i)n(j)kikjCijβ
(i)
I

n2⟨k⟩
(

β
(i)
I + β

(i)
R

) . (3.12)

Somando ambas contribuições, Equações (3.11) e (3.12), temos:

R0 =
Ng
∑

i,j=1

n(i)n(j)kikjCij

n2⟨k⟩
(

β
(i)
I + β

(i)
R

)



λA +
λIβ

(i)
I

α
(i)
D + α

(i)
R



 . (3.13)

Assumimos λZ = λ para Z ∈ ¶A, I,AV,IV♢ e λIP
= λ/2 [81]. Parametrizamos a

taxa de infecção λ em função do parâmetro de controle ω deĄnido como ω ≡ R
¶S♢
0 para o

cenário de distanciamento social, uma vez que é mais fácil interpretar ω em vez de λ como

o nível de espalhamento da epidemia em termos de uma quantidade adimensional. Os

valores de R¶X♢
0 para ambos cenários, de distanciamento social e sem mitigação, em função

do parâmetro ω pode ser visto na Figura 3.6. Esta Ągura nos mostra que, mantendo os

mesmos parâmetros e alternado os padrões de contato, o valor de R¶U♢
0 é praticamente

duas vezes maior que R¶S♢
0 , revelando a extrema importância do distanciamento social na

população como forma de mitigar o espalhamento da doença.

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
̟

1

2

3

4

R
{X

}

0

Brasil

{U}: Sem mitigação

{S}: Distanciamento social

Figura 3.6 Ű Número básico de reprodução R¶X♢
0 para os cenários de distanciamento social

¶S♢ e sem mitigação ¶U♢ em função do parâmetro ω.

3.4 Razão infecção-fatalidade (IFR) dependente da idade

A razão infecção-fatalidade (IFR), Θ(i), é deĄnida como a fração dos indivíduos

que adquiriram a doença e vieram a falecer. A partir das taxas deĄnidas no modelo

representado na Ągura 3.1, a taxa Θ(i) pode ser escrita como:
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Θ(i) =
β

(i)
I

β
(i)
I + β

(i)
R

α
(i)
D

α
(i)
R + α

(i)
D

, (3.14)

a qual podemos usar para obter a taxa α
(i)
D em termos dos valores de IFR e outros

parâmetros epidemiológicos. Na Equação (3.14) o termo β
(i)
I /(β(i)

I + β
(i)
R ) representa a

fração dos indivíduos com que assintomáticos se tornam sintomáticos, e α(i)
D /(α

(i)
R + α

(i)
D )

é o termo que representa a fração destes sintomáticos que faleceram. Utilizamos os valores

de IFR documentados para a COVID-19 [44].

Com o intuito de averiguar o impacto da IFR nos resultados, utilizamos também

outros valores a Ąm de comparação, como a IFR da inĆuenza [45] e um valor uniforme de

IFR, calculado a partir da IFR da COVID-19, como uma média ponderada pela população

de cada grupo etário. Os demais parâmetros foram mantidos os mesmos estimados para a

COVID-19, descritos na Tabela 4.1. Os valores de IFR considerados podem ser vistos na

Figura 3.7 para diferentes faixas etárias. É possível notar um crescimento exponencial em

função da idade para a COVID-19 e inĆuenza, resultados similares podem ser observados

em outras referências [42,43].
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Figura 3.7 Ű Razão infecção-fatalidade, Θ(i), para cada faixa etária i, para a COVID-
19, inĆuenza e um valor uniforme calculado a partir da média da COVID-19
pesada pela população de cada faixa i. Dados obtidos e adaptados de [44,45].

3.5 Dinâmica de vacinação

A vacinação foi implementada a partir da taxa ξ(t), que representa o número per

capita de primeiras doses aplicadas diariamente da vacina, nos compartimentos aptos a
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serem vacinados, Z ∈ ¶S,E,A,R♢. Para representar as faixas etárias que podem receber

a vacinação, deĄnimos o parâmetro Ω(i)(t), que é igual a 1 se a faixa i pode receber a

vacinação no instante de tempo t, e 0 caso contrário. Consideramos a taxa de vacinação

igual para todos os compartimentos das faixas que podem ser vacinadas. Embora a

taxa ξ(t) esteja relacionada com a população total, a taxa de cada compartimento se

refere apenas a população dos grupos aptos a serem vacinados, logo, elas não são iguais.

Podemos calcular a taxa de vacinação de cada compartimento Z ∈ ¶S,E,A,R♢ dentro de

uma faixa etária i no instante de tempo t através da expressão:

ξ
(i)
Z (t) =

nξ(t)Ω(i)

∑

j [S(j) + E(j) + A(j) +R(j)] Ω(j)
. (3.15)

A vacinação se inicia no instante de tempo tv, tal que Ω(i)(t < tv) = 0 ∀ i. A taxa

de vacinação para cada compartimento de uma faixa i é calculada a partir do parâmetro

de controle ξ(t), que por simplicidade consideramos constantes ao longo do tempo. Uma

vez deĄnida a ordem de prioridade das faixas etárias a partir das estratégias de vacinação,

o critério de mudança de prioridade se dá a partir do momento em que 80% da última

faixa prioritária recebe a primeira dose da vacina, concomitantemente com aqueles que já

iniciaram anteriormente.

Consideramos quatro diferentes estratégias de vacinação:

• Decreasing Age Priority (DAP): Esta estratégia deĄne a prioridade a partir das

idades, iniciando na faixa etária mais idosa (≥ 75 anos) e decresce progressivamente

até a faixa etária mais jovem (0-4 anos);

• Highly-Vulnerable Priority (HVP): A prioridade a partir das idades é considerada

apenas para os idosos (≥ 60 anos), no qual cada faixa etária é incluída individual-

mente, assim como na estratégia DAP. Após os idosos, os adultos (20-59 anos) são

incluídos todos ao mesmo tempo e depois os jovens (0-19 anos);

• Decreasing Contact Priority (DCP): A prioridade desta estratégia corresponde ao

número de contatos de cada faixa etária. Iniciando pela faixa com o maior número

de contatos, as seguintes são incluídas progressivamente até aquela que realiza o

menor número de contatos;

• No Priority (NP): Esta estratégia simplesmente não considera nenhuma prioridade,

todas as idades são vacinadas concomitantemente no instante de tempo tv.

Enquanto a estratégia DAP prioriza cada faixa etária individualmente, a estratégia

HVP o faz apenas com o grupo dos idosos. Uma vez que os adultos podem representar

a população economicamente ativa, esta estratégia visa avaliar se a participação deles na

disseminação da doença é um fator de maior impacto do que sua vulnerabilidade perante

ela. Já a estratégia DCP avalia isto de forma mais direta, ignorando a mortalidade em
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função da faixa etária e priorizando apenas o número de contatos que cada uma realiza.

Esta estratégia corresponde vacinar primeiramente os mais expostos, em vez dos mais

vulneráveis.

Os indivíduos já são considerados vacinados após a primeira dose, entretanto eles

não adquirem proteção imediatamente. Eles adquirem proteção se permanecerem tempo

o suĄciente no compartimento dos suscetíveis vacinados (SV → P), o que acontece após

um intervalo médio de tempo 1/ν(i)
SP

, que pode ser interpretado como o intervalo entre as

doses.
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Figura 3.8 Ű EĄcácias contra infecções (ψinf) e mortes (1−ψdeath) para as os dois modelos
considerados, uniforme e dependente da idade (realista). Os dados para a
eĄcácia realista foram baseados na referência [86].

Nós adotamos dois modelos para a eĄcácia da vacina, primeiramente nós considera-

mos um modelo uniforme, com eĄcácia contra infecções moderada de 50% (ψ(i)
inf = 50% ∀ i),

e uma eĄcácia completa contra mortes (ψ(i)
death = 100% → α

(i)
DP

= 0 ∀ i). No segundo mo-

delo consideramos eĄcácias dependentes da idade, baseado nas eĄcácias para duas doses

de CoronaVac da referência [86], na qual os indivíduos mais idosos possuem uma eĄcácia

contra infecção e mortes reduzida. Na referência [86] são reportados os valores de eĄcácias

para os grupos etários de idades < 60, 60-69, 70-79, 80-89 e ≥ 90 anos. A partir destes

dados assumimos uma eĄcácia constante contra infecção para < 75 anos, e uma eĄcácia

constante contra mortes para < 70 anos. O valor reportado para a eĄcácia contra mortes

para 70-79 anos foi utilizado para o grupo etário de 70-74 anos, enquanto para os indiví-

duos com idade superior a 75 anos foi realizado uma média ponderada pela população a

partir dos dados da referência.

Após o indivíduo receber a segunda dose e ir para o compartimento P, ele perma-
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nece neste compartimento por um tempo médio de 1/ (νRP
+ νSP

) = 7 dias, tornando-se

completamente imunizado (RP) ou permanecendo suscetível a doença (SP), a depender

da eĄcácia da vacina considerada.
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IV Resultados

Neste capítulo apresentaremos os resultados obtidos através das simulações com-

putacionais do modelo compartimental descrito no Capítulo III. Primeiramente, serão

mostrados os resultados obtidos utilizando apenas a vacinação DAP, comentado na Seção

3.5. Em seguida mostraremos os resultados para as demais estratégias utilizadas, além

de compararmos os resultados do IFR da COVID-19 com o IFR uniforme e da inĆuenza

sazonal. Por Ąm, na última seção do capítulo, apresentaremos os resultados onde anali-

samos os efeitos dos padrões demográĄcos da população utilizando os dados da Uganda

e da Alemanha (Seção 3.2) e comparando-os com o Brasil.

Utilizamos o intervalo ω ∈ [1,2], compatível com o intervalo R0 ∈ [2,4] estimado

para SARS-CoV-2 no início da pandemia [87Ű90], como visto na Figura 3.6. Podemos

interpretar este intervalo como diferentes intensidades de uso de NPI tais como uso de

máscaras e precauções sanitárias.

Consideramos uma condição inicial em que um individuo exposto é inserido em

uma faixa etária s de uma população total de n = 105 (os resultados independem deste

parâmetro se este for grande o suĄciente). Integramos numericamente as equações dife-

renciais utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem e os resultados foram obtidos

a partir de uma média sob a condição inicial s = 1, . . . ,Ng, ponderados pelo número total

de contatos da faixa etária s. Em suma, os resultados para um compartimento X no

instante de tempo t podem ser expressos como:

⟨X(i)(t)⟩ =
Ng
∑

s=1

X(i)
¶s♢(t)

n(s)ks

n⟨k⟩
. (4.1)

Na tabela 4.1 temos os valores de todos os parâmetros usados no modelo.

4.1 Vacinação DAP

Primeiramente analisamos a fração de indivíduos infecciosos ρinf (I, IV, A, AV e IP)

e a fração de indivíduos falecidos ρd (D, DV, e DP), considerando ω = 1,3, um cenário de

distanciamento social, uma taxa moderada de vacinação ξ = 0,15%, eĄcácia dependente

da idade, um período de atraso de tv = 30 dias e com a estratégia DAP, deĄnida na Seção

3.5. Fizemos uma comparação com o caso sem vacinação e os resultados para a evolução

temporal de ρinf e ρd podem ser vistos na Figura 4.1(a,b,d,e). Dividimos as proporções

correspondentes aos grupos etários dos jovens, adultos e idosos de acordo com os padrões

demográĄcos do Brasil.

Se compararmos a redução do caso em que a vacinação está inclusa com o que não

está, pode-se notar que mesmo uma taxa de vacinação moderada (ξ = 0,15%), quando
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Tabela 4.1 Ű Tabela com os parâmetros epidemiológicos usados no modelo, suas descri-
ções, valores e referências.

Parâmetro Descrição Valor Referência

λZ , Ů Taxa de transmissão para Z = A, I,AV, e IV Equação (3.13) Ů

Ů, λIP
Taxa de transmissão para os indivíduos parcialmente protegidos

λZ

2
[81]

µ
(i)
A , µ(i)

AV
Taxa para o período latente (5,2 dias)−1 [87]

β
(i)
I , β(i)

IV
Taxa para o período dos assintomáticos (2,6 dias)−1 [87]

α
(i)
R , α(i)

RV
Taxa de cura (com sintomas) (3,2 dias)−1 [91, 92]

β
(i)
R , β(i)

RV
Taxa de cura (sem sintomas)

1
βI

−1 + αR
−1

Ů

α
(i)
D , α(i)

DV
Taxa de morte Equação (3.14) Ů

Ů, ν(i)
P Taxa de resposta imune (21 dias)−1 [93, 94]

Ů, ν(i)
RP

Taxa de sucesso da vacina
1

7 dias
ψ

(i)
inf Ů

Ů, ν(i)
SP

Taxa de insucesso da vacina
1

7 dias

(

1 − ψ
(i)
inf

)

Ů

Ů, α(i)
RP

Taxa de cura para os indivíduos protegidos β
(i)
R Ů

Ů, α(i)
DP

Taxa de morte para os indivíduos protegidos Equação (3.2) Ů

Θ(i) Infection Fatality Ratio (IFR) Figura 3.7 [44,45]

ψ
(i)
inf EĄcácia contra infecção Figura 3.8 [86]

ψ
(i)
death EĄcácia contra mortes Figura 3.8 [86]

iniciada com um pequeno atraso (tv = 30), é possível reduzir substancialmente a fração

de mortos ao longo da epidemia, em contrapartida o mesmo não é observado de forma

tão expressiva na redução de infecciosos, já que a vacina apresenta uma eĄcácia menor

contra infecções.

Nas Figuras 4.1(c,f) é possível ver as relações entre os grupos etários no que diz

respeito à proporção de cada um nas frações de infecciosos e falecidos. Podemos perceber

que sem vacinação o perĄl de participação dos grupos etários na fração de infecciosos,

Figura 4.1(c), está altamente correlacionado com os padrões demográĄcos do Brasil, in-

dicados na Tabela 3.1, enquanto que na fração de falecidos, Figura 4.1(f), o perĄl de

participação corresponde ao IFR da COVID-19, mostrado na Figura 3.7, para a qual as

mortes estão predominantemente concentradas nos idosos, embora eles correspondam a

uma fração menor da população em comparação com os dois outros grupos etários.

Podemos ver claramente na Figura 4.1 o impacto que a estratégia de vacinação

DAP resulta na participação de cada grupo etário na fração de infecciosos e, considera-

velmente mais, na de falecidos. A estratégia DAP é capaz de reduzir drasticamente o

número de falecidos de cada grupo; note que as escalas das Ąguras 4.1(d,e) são diferen-

tes. Além disso a participação dos adultos e idosos é praticamente invertida, indicando

que o perĄl de fatalidade por idade é fortemente afetada pela estratégia utilizada. Um

exemplo real disto aconteceu no primeiro semestre de 2021 no Brasil, onde foi adotada
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Figura 4.1 Ű Evolução temporal da (a-b) fração de infecciosos e (d-e) mortes acumuladas
seccionados pela proporção de cada grupo etário, jovens (0-19 anos, azul),
adultos (20-59 anos, laranja) e idosos (≥ 60, verde) para a estratégia DAP
com eĄcácia de vacinação dependente da idade. Os parâmetros são ξ = 0,15%
e tv = 30 dias, no cenário de distanciamento social com ω = R

¶S♢
0 = 1,3. Os

pares (a,d) e (b,e) representam, respectivamente, o cenário sem vacinação e
com vacinação, enquanto que em (c) e (f) temos a proporção de cada grupo
etário na fração de infecciosos e falecidos, respectivamente, sendo as linhas
sólidas e tracejadas o resultado sem e com vacinação, respectivamente. Os
triângulos representam o início da vacinação no grupo representado pela
respectiva cor.

a estratégia DAP após a vacinação dos trabalhadores na área de saúde e pessoas com

comorbidades [95]. Além disso, o perĄl de falecidos começa a mudar substancialmente

após o período de resposta imune da vacina 1/ν(i)
P = (21 dias) após completar as doses

necessárias para um primeiro ciclo de imunização.

Na Figura 4.1 foram utilizados dados de eĄcácia dependentes da idade (eĄcácia

realista) para a vacina, tanto contra a infecção quanto para mortes, já na Figura 4.2

utilizamos valores uniformes de eĄcácia, e resultados similares podem ser vistos na fração

de infecciosos, e uma diferença considerável na fração de falecidos. As diferenças podem

ser justiĄcadas devido à uniformidade da eĄcácia para todas as idades e devido ao fato

da eĄcácia contra mortes ser considerada ideal (100%), o que explica o alto desempenho

da vacinação DAP para a redução de falecidos nos idosos.

Uma outra forma de analisar as relações entre os parâmetros é através do espaço

de parâmetros ξ versus ω e ξ versus tv, observando o comportamento da redução de

certas quantidades, como o número de recuperados e o número de falecidos ao Ąnal da

epidemia. As reduções foram computadas em relação ao valor das quantidades no cenário
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Figura 4.2 Ű Evolução temporal da (a-b) fração de infecciosos e (d-e) mortes acumuladas
seccionados pela proporção de cada grupo etário, jovens (0-19 anos, azul),
adultos (20-59 anos, laranja) e idosos (≥ 60, verde) para a estratégia DAP
com eĄcácia de vacinação uniforme. Os parâmetros são ξ = 0,15% e tv = 30
dias, no cenário de distanciamento social com ω = R

¶S♢
0 = 1,3. Os pares

(a,d) e (b,e) representam, respectivamente, o cenário sem vacinação e com
vacinação, enquanto que em (c) e (f) temos a proporção de cada grupo etário
na fração de infecciosos e falecidos, respectivamente, sendo as linhas sólidas e
tracejadas o resultado sem e com vacinação, respectivamente. Os triângulos
representam o início da vacinação no grupo representado pela respectiva cor.

sem vacinação. Primeiramente investigamos a relação entre a taxa de vacinação ξ e a

taxa de efetividade da infecção parametrizada por ω considerando a estratégia DAP e

valores de eĄcácia para a vacinação dependentes da idade, Ąxando o parâmetro tv = 30

dias para o início da vacinação. Depois investigamos a relação entre a taxa de vacinação

ξ e o atraso para o início da vacinação tv Ąxando ω = 1,3 (R0 > 1 para ξ = 0). Os

resultados para a redução na fração de falecidos ao Ąnal da epidemia podem ser vistos na

Figura 4.3, enquanto para a redução no número de recuperados podem ser visto na Figura

4.4, ambos com os mesmos conjuntos de parâmetros. Nestes dois resultados comparamos

os dois cenários, sem mitigação {U} e com distanciamento social {S} para os padrões

demográĄcos do Brasil.

Como veriĄcado nos resultados da evolução temporal da Figura 4.1 e 4.2, a re-

dução na fração de falecidos é muito mais expressiva em comparação com a redução no

número de recuperados, para ambos cenários. Na Figura 4.3(a) podemos observar que a

estratégia DAP é bastante eĄcaz em reduzir o número de falecidos ao Ąnal da epidemia

no cenário de distanciamento social, com exceção das regiões em que a taxa de vacinação

é muito baixa e a taxa de efetividade de infecção alta (ω maior). Mas quando estamos
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Figura 4.3 Ű Mapas de calor para a redução de óbitos usando a estratégia DAP e valores
de eĄcácia dependentes da idade para a vacinação comparando os dois cená-
rios utilizados, (a,c) distanciamento social {S} e (b,d) sem mitigação {U}.
Fixando os parâmetros tv = 30 para o atraso no início da vacinação em (a,b)
e Ąxando uma taxa de efetividade da infeccção ω = 1,3 em (c,d).
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Figura 4.4 Ű Mapas de calor para a redução de recuperados usando a estratégia DAP
e valores de eĄcácia dependentes da idade para a vacinação comparando os
dois cenários utilizados, (a,c) distanciamento social {S} e (b,d) sem mitigação
{U}. Fixando os parâmetros tv = 30 para o atraso no início da vacinação
em (a,b) e Ąxando uma taxa de efetividade da infeccção ω = 1,3 em (c,d).
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tratando do cenário sem mitigação mostrado na Figura 4.3(b), mesmo para taxas de va-

cinação altas (ξ = 0,5% por dia), a redução de óbitos não é tão signiĄcativa quanto no

cenário de distanciamento social se o valor de ω for alto o suĄciente, sendo necessária

uma redução neste valor mantendo uma alta taxa de vacinação para que a redução seja

signiĄcativa. Ainda assim, redução alguma acima de 10% pode ser observada quando

analisamos a redução de recuperados na Figura 4.4(b), enquanto ainda é possível ver um

efeito signiĄcativo no cenário de distanciamento social, Figura 4.4(a).

Para estes últimos resultados mencionados, consideramos um atraso de vacinação

de tv = 30 dias. É preciso analisar também a relação entre ξ versus tv, uma vez que

tv é outro parâmetro chave para o desempenho da estratégia de vacinação. Nas Figu-

ras 4.3(c,d) e 4.4(c,d) podemos observar os resultados para este espaço de parâmetros,

Ąxando ω = 1,3. Nos resultados podemos observar que atrasos para o início da vacinação

podem ser bastante prejudiciais para a redução de óbitos, salvo para o cenário de distan-

ciamento social. Em contrapartida, para o cenário sem mitigação a redução de óbitos é

extremamente baixa até mesmo para altas taxas de vacinação, sendo ainda praticamente

inexistente para um valor de tv ≳ 80 dias. Já para a redução de infecciosos os resultados

são ainda menos expressivos. Enquanto que no cenário com distanciamento social redu-

ções signiĄcativas no número de infecciosos só é observada para valores ξ > 0,25% e baixo

tv, no cenário sem mitigação não é observada nenhuma redução.

4.2 Comparando estratégias

Nesta seção comparamos diferentes estratégias de vacinação. Uma vez que em mui-

tos locais do mundo o número de vacinas disponíveis é limitado, é de grande importância

uma distribuição eĄciente a Ąm de maximizar o número de vidas salvas. Primeiramente

analisamos os mapas de cores para a redução de óbitos para cada estratégia no espaço

de parâmetros ξ versus ω, Ąxando tv = 30 dias no cenário de distanciamento social {S}

e uma eĄcácia de vacinação dependente da idade. Na Figura 4.5 podemos observar que,

qualitativamente, todas as estratégias possuem o mesmo comportamento de redução de

óbitos ao Ąnal da epidemia, embora seus desempenhos sejam diferentes a depender da re-

gião do espaço de parâmetros. Observe que para valores baixos de ω e altos de ξ, todas as

estratégias são muito próximas em questão de desempenho, mas, à medida que ξ diminui

e ω aumenta, a estratégia DCP supera as demais. Em contrapartida, seu desempenho é

menor para valores altos de ω e baixos de ξ, que, por sua vez, é a região onde as estratégias

DAP e HVP reduzem mais o número de óbitos.

Em seguida comparamos as estratégias mais e menos efetivas no espaço de pa-

râmetros ξ × ω, Ąxando tv = 30 dias e usando padrões demográĄcos do Brasil (Figura

3.2). A Ąm de isolar o efeito dos diferentes perĄs etários do IFR (Figura 3.7), foram

considerados os mesmos parâmetros epidemiológicos da COVID-19, com exceção do IFR,
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Figura 4.5 Ű Mapas de calor para a redução de óbitos no cenário de distanciamento social,
Ąxando tv = 30 e utilizando eĄcácia dependente da idade para a vacinação.
Na Ągura é mostrado as reduções de óbitos ao Ąnal da epidemia para cada
uma das estratégias, (a) DAP, (b) HVP, (c) NP e (d) DCP.

utilizando uma eĄcácia uniforme da vacinação. Os resultados podem ser observados na

Figura 4.6.

Na Figura 4.6 (a) temos o resultado para o IFR uniforme, a estratégia mais eĄcaz

para esta situação é aquela que prioriza o número total de contatos de cada faixa etária,

a DCP, seguido da estratégia NP, uma vez que os adultos representam as faixas etárias

que realizam o maior número de contatos e correspondem à maior parcela da população.

Já a estratégia menos efetiva, mostrada na Figura 4.6(b), é a estratégia DAP, pois para

valores uniformes de IFR, as maiores contribuições para o número de falecidos são os mais

expostos na população, logo, uma estratégia que prioriza os idosos antes dos adultos e

jovens acaba sendo a menos efetiva nesta situação, pois eles realizam o menor número de

contatos e correspondem à menor parcela da população.

Quando olhamos os resultados para o IFR da inĆuenza e da COVID-19, os padrões

são mais distintos. Para o IFR da inĆuenza, na Figura 4.6(c), observamos que priorizar os

indivíduos mais expostos é mais efetivo em uma grande região do espaço de parâmetros,

principalmente se ω é baixo ou a taxa de vacinação é alta. Para a região que corres-

ponde a uma transmissão descontrolada (alto ω), vacinar os mais vulneráveis primeiro,

priorizando uma ordem decrescente com a idade, é mais efetivo. Quanto à COVID-19,

na Figura 4.6(e), qualitativamente o padrão é semelhante ao da inĆuenza. Entretanto,

aqui a estratégia DAP corresponde a uma região maior do espaço de parâmetros uti-

lizado, comparado com a estratégia DCP, que só é a mais efetiva em uma região bem

mais estreita. Estes resultados indicam que as melhores estratégias de vacinação são as



Capítulo IV. Resultados 54

0.0

2.5

5.0

ξ

×10−3
a)

[Uniforme]
b)

[Uniforme]

0.0

2.5

5.0

ξ

×10−3
c)

[Influenza]
d)

[Influenza]

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

̟

0.0

2.5

5.0

ξ

×10−3
e)

[COVID − 19]

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

̟

f)
[COVID − 19]

DAP HVP NP DCP

Estratégia

Brasil ({S}, uniforme)

Figura 4.6 Ű Diagrama comparando as estratégias mais (esquerda) e menos (direta) efeti-
vas para a redução de óbitos no espaço de parâmetros ω versus ξ. Três IFR
foram consideradas: (a,b) uniforme, (c,d) InĆuenza e (e,f) COVID-19. Os
outros parâmetros considerados foram um atraso Ąxo de vacinação tv = 30
dias, eĄcácia uniforme de vacinação, padrões demográĄcos do Brasil e pa-
drões de contato do cenário de distanciamento social {S}. Os gradientes de
cores se referem à redução de mortes, no qual mais escuro signiĄca maior a
redução. Regiões em cinza representam uma diferença menor que 5% entre
a estratégia mais e menos efetiva.

que correspondem a uma priorização total na faixa etária (mais vulneráveis até os menos

vulneráveis) ou no número total de contatos. Não há nenhuma região em que a estratégia

HVP é a mais efetiva, sendo esta a estratégia que prioriza por faixa etária apenas os mais

vulneráveis (idosos), seguido do grupo completo dos adultos e jovens.

Enquanto que para valores uniformes de IFR, apenas uma única estratégia menos

efetiva domina quase em sua totalidade o espaço de parâmetros considerado, para o IFR

da inĆuenza e o da COVID-19, dependentes da idade, os padrões são mais complexos.
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Figura 4.7 Ű Diagrama comparando as estratégias (a) mais e (b) menos efetivas para a
redução de óbitos no espaço de parâmetro ω versus tv. Considerando o
IFR da COVID-19, cenário de distanciamento social, eĄcácias de vacinação
dependente da idade, padrões demográĄcos do Brasil e taxa de efetividade
da infecção dada por ω = 1,3. Cores como na Figura 4.6.

Mesmo a estratégia de vacinação dos mais expostos, que foi amplamente discutida ao longo

da pandemia da COVID-19 [24, 25], corresponde a uma parte do espaço de parâmetros

no qual ela é a menos efetiva, que é para uma situação descontrolada de infecção (alto ω).

O mesmo pode ser dito à respeito da estratégia DAP, que representa a estratégia menos

efetiva para uma situação altamente controlada da epidemia (ω = R
¶S♢
0 ≈ 1). Além

destes, as estratégias HVP e NP representam a maior parte do espaço de parâmetro no

que diz respeito à estratégia menos efetiva.

Também foi feita uma análise da comparação entre as estratégias no espaço de

parâmetros ξ versus tv. Na Figura 4.7(a) podem ser vistos os resultados com ω = R
¶S♢
0 =

1,3, cenário de distanciamento social, IFR da COVID-19 e valores de eĄcácia contra morte

e infecção dependentes da idade. Para grandes atrasos de vacinação ou baixa taxa de

vacinação a estratégia DAP se torna a mais efetiva, mas um comportamento curioso pode

ser observado por volta de tv ∼ 115 dias, em que a estratégia DCP é a mais efetiva apenas

para valores intermediários de ξ, enquanto que para valores altos ou baixos a estratégia

DAP retorna como a melhor. Já na Figura 4.7(b) temos que a estratégia menos efetiva

corresponde a NP, sem priorização, na maior região do espaço de parâmetros, reservando

apenas uma pequena região para baixo valor de tv e ξ intermediário na qual a estratégia

HVP é proeminente.
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4.3 Efeitos dos padrões de contatos sociais e demograĄa

Nesta seção analisaremos os efeitos da demograĄa e padrões de contatos de dois

outros países: Uganda, que possui um grande número de indivíduos jovens, e Alemanha,

com um grande número de indivíduos idosos. Na Tabela 3.1 é possível ver as diferenças

populacionais entre os grupos etários para os três países considerados, já nas Figuras

3.4 e 3.5 podemos ver a distribuição populacional e padrões de contatos para Uganda e

Alemanha para cada uma das 16 faixas etárias.

Inicialmente é possível mostrar como que diferentes padrões demográĄcos afetam

o cronograma de uma estratégia de vacinação. Na Figura 4.8 podemos ver o início da

vacinação para cada faixa etária com as estratégias DAP e HVP para cada um dos países

considerados. Fixando tv = 1 dia (intervalo para a vacinação se iniciar na faixa etária

prioritária), cenário de distanciamento social e ξ = 0,005, nota-se que a proporção de

idosos afeta a velocidade de vacinação para cada país. Enquanto na Uganda a vacinação

nos idosos progride rapidamente até atingir os adultos e, posteriomente, os jovens, na

Alemanha, que possui uma fração considerável de idosos em sua população, sua vacinação

progride mais lentamente. Iniciando no mesmo dia a vacinação na Uganda e Alemanha,

uma mesma faixa etária pode ter sua vacinação iniciada com uma diferença de até ≈ 90

dias com a estratégia DAP.

a) b)

Figura 4.8 Ű Início da vacinação para cada grupo etário (começando com tv = 1 para
o grupo mais vulnerável) e para cada país, Brasil (verde), Uganda (verme-
lho) e Alemanha (azul), com cenário de distanciamento social e ξ = 0,005.
Duas estratégias são comparadas, (a) DAP e (b) HVP. As linhas tracejadas
representam a divisória entre os grupos etários dos jovens (região inferior),
adultos (região intermediária) e idosos (região superior).

Na Figura 4.9 são observados os mapas de cores para a redução de óbitos no

espaço de parâmetro ξ versus ω para cada estratégia usando os padrões demográĄcos da

Alemanha, no cenário de distanciamento social {S}, com tv = 30 dias. Assim como o

Brasil, todas as estratégias possuem um comportamento qualitativo semelhante, mas, a
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depender da região do espaço de parâmetros, cada uma possui um desempenho distinto.

Para valores baixos de ω e altos de ξ todas as estratégias são igualmente efetivas, com

poucas diferenças entre elas. À medida que ξ diminui e ω aumenta podemos perceber

que a estratégia DCP permanece altamente efetiva na redução de óbitos, mas a partir das

regiões intermediárias de ω a estratégia DAP se mostra a mais efetiva, seguida da HVP.
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Figura 4.9 Ű Mapas de calor para a redução de óbitos no cenário de distanciamento social
para a Alemanha, Ąxando tv = 30 e utilizando eĄcácia dependente da idade
para a vacinação. Na Ągura é mostrado as reduções de óbitos ao Ąnal da
epidemia para cada uma das estratégias, (a) DAP, (b) HVP, (c) NP e (d)
DCP.

Na Figura 4.10 temos a análise da comparação entre as estratégias no espaço de

parâmetros ξ versus tv para a Alemanha com ω = R
¶S♢
0 = 1,3 e cenário de distanciamento

social. Na Figura 4.10(a) temos o diagrama para as estratégias mais efetivas. Podemos

observar que para valores altos de ξ todas as estratégias são igualmente efetivas, com

poucas diferenças entre elas, o mesmo observado em uma região estreita para valores

baixos de ξ. Para as demais regiões do espaço de parâmetros a estratégia DCP é a

dominante, com exceção de uma estreita região para altos valores de tv. Na Figura

4.10(b) temos as estratégias menos efetivas, com a maior região do espaço de parâmetros

dividida entre as estratégias NP e HVP.

Na Figura 4.11 temos os mapas de cores para a redução de óbitos para cada

estratégia para a Uganda, no cenário de distanciamento social {S}, com tv = 30 dias. Os

padrões qualitativos dos pares de estratégias DAP-HVP e NP-DCP são muito distintos

entre si, devido ao padrão populacional de Uganda, no qual apenas 3,3% da população

é idosa. Por esta razão, apenas em uma pequena região de alto ξ e baixo ω todas as

estratégias possuem um desempenho similar. Diminuindo ξ e aumentando ω a estratégia
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Figura 4.10 Ű Diagrama comparando as estratégias (a) mais e (b) menos efetivas para a
redução de óbitos no espaço de parâmetros ξ versus tv. Considerando o
IFR da COVID-19, cenário de distanciamento social, eĄcácias de vacinação
dependente da idade, padrões demográĄcos do Alemanha e taxa de efetivi-
dade da infecção dada por ω = 1,3.

DCP se destaca como a mais efetiva, mas logo superada pela HVP e DAP que se tornam

as mais efetivas para valores baixos de ξ e altos de ω.
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Figura 4.11 Ű Mapas de calor para a redução de óbitos no cenário de distanciamento social
para a Uganda, Ąxando tv = 30 e utilizando eĄcácia dependente da idade
para a vacinação. Na Ągura é mostrado as reduções de óbitos ao Ąnal da
epidemia para cada uma das estratégias, (a) DAP, (b) HVP, (c) NP e (d)
DCP.

Analisando o espaço de parâmetros ξ versus tv para Uganda, com ω = R
¶S♢
0 = 1,3
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no cenário de distanciamento social, temos o diagrama para as estratégias mais e menos

efetivas. Mostrado na Figura 4.12(a), temos as estratégias mais eĄcazes para Uganda,

onde diferentemente do Brasil e Alemanha, é observado que todas as estratégias são

igualmente eĄcazes apenas em uma pequena região de alto ξ e baixo ω, sendo a estratégia

DAP a predominante para a maior região do espaço de parâmetros, com apenas uma

pequena parcela ocupada pela estratégia DCP. Já na Figura 4.12(b) temos o diagrama

para as estratégias menos efetivas. Com exceção da região onde todas são igualmente

efetivas, o restante é ocupado apenas pela estratégia NP.
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Figura 4.12 Ű Diagrama comparando as estratégias (a) mais e (b) menos efetivas para
a redução de óbitos no espaço de parâmetros ξ versus tv, considerando o
IFR da COVID-19, cenário de distanciamento social, eĄcácias de vacinação
dependente da idade, padrões demográĄcos de Uganda e taxa de efetividade
da infecção dada por ω = 1.3.

Na Figura 4.13 temos os resultados para as estratégias mais (esquerda) e menos

(direita) efetivas com valores de eĄcácia contra infecção e mortes dependente da idade,

IFR da COVID-19, cenário de distanciamento social de acordo com os padrões de contato

do Brasil, Uganda e Alemanha e um atraso de vacinação tv = 30 dias. Podemos observar

que os padrões das estratégias mais efetivas são qualitativamente semelhantes para os

três países. Enquanto que para o regime de alta transmissão (alto ω) a estratégia mais

efetiva é a DAP, para o regime de baixa transmissão (baixo ω) ou alta taxa de vacinação a

estratégia DCP segue sendo a mais efetiva. Para o regime de baixa transmissão e alta taxa

de vacinação todas as estratégias são equivalentes (representado pela região cinza). Entre

os três diagramas, é possível perceber que o do Brasil e Alemanha são mais próximos

entre si que o de Uganda. Para este último, mesmo possuindo uma proporção muito

pequena de idosos (3,3 % de indivíduos com idade ≥ 60 anos), podemos notar que a

estratégia DAP possui uma região do espaço de parâmetros signiĄcativamente maior em

comparação com o diagrama do Brasil e Alemanha. Uma vez que o IFR da COVID-19

cresce exponencialmente com a idade, uma possível justiĄcativa para este comportamento
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no diagrama da Uganda é olhar onde a população mais exposta está presente. Enquanto

no Brasil e Alemanha os adultos representam maior parte dela, em Uganda esta população

é representada pelos mais jovens.
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Figura 4.13 Ű Comparação entre as estratégias mais (esquerda) e menos (direita) efetivas
para padrões demográĄcos do (a,b) Brasil, (c,d) Uganda e (e,f) Alemanha
no espaço de parâmetros ξ versus ω, com IFR da COVID-19, atraso de
vacinação tv = 30 dias, eĄcácia de vacinação dependente da idade e cenário
de distanciamento social.

Quando analisamos as estratégias menos efetivas os padrões são mais complexos,

mostrando uma forte correlação com a demograĄa e padrões de contatos de cada país. A

estratégia sem prioridade (NP) está presente em uma ampla região do espaço de parâme-

tros para o Brasil e Uganda, enquanto que para a Alemanha, a estratégia NP ocupa uma

região mais estreita, aumentando o espaço ocupado pelas outras estratégias. A estratégia

que prioriza o número de contatos ocupa a região com alta transmissão e baixa taxa de

vacinação para os três países, sendo mais perceptível na Alemanha. Em contrapartida a
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estratégia que prioriza a idade (DAP) está presente para valores baixos de ω e, no caso

de Uganda, alta taxa de vacinação. Já a estratégia HVP está presente em uma região de

transmissão moderada e no intervalo de toda a taxa de vacinação estudada, com exceção

de Uganda no qual a estratégia também está inclusa para baixo ω.
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Figura 4.14 Ű Diagramas das estratégias mais efetivas no espaço de parâmetros ξ versus
ω para os grupos etários de (a,d,g) jovens, (b,e,h) adultos e (c,f,i) idosos
para o (a-c) Brasil, (d-f) Uganda e (g-i) Alemanha, considerando o IFR
da COVID-19, um atraso de vacinação igual a tv = 30 dias, eĄcácia de
vacinação dependente da idade e cenário de distanciamento social.

Efeitos não-lineares podem ser vistos também nos diagramas isolados para os gru-

pos de jovens, adultos e idosos, de cada país. Os resultados para as estratégias mais e

menos efetivas podem ser vistos nas Figuras 4.14 e 4.15, respectivamente. Para a popu-

lação jovem, a estratégia mais efetiva é a DCP, uma vez que eles são menos afetados pelo

IFR da COVID-19 e mais pelos padrões de contatos, o que justiĄca a estratégia DAP ser a

menos efetiva para este grupo. Como os idosos são os mais afetados pelo IFR da COVID-

19, os padrões para as estratégias mais e menos efetivas são semelhantes ao da população

inteira. Já os padrões para a população adulta depende fortemente da demograĄa do

país considerado: enquanto o Brasil e Alemanha compartilham diagramas semelhantes,
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a Uganda possui uma distribuição de estratégias mais complexa. Note que mesmo as

estratégias consideradas menos efetivas ainda reduzem consideravelmente o número de

óbitos (Figuras 4.5, 4.9 e 4.11).
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Figura 4.15 Ű Diagramas das estratégias menos efetivas no espaço de parâmetros ξ versus
ω para os grupos etários de (a,d,g) jovens, (b,e,h) adultos e (c,f,i) idosos
para o (a-c) Brasil, (d-f) Uganda e (g-i) Alemanha, considerando o IFR
da COVID-19, um atraso de vacinação igual a tv = 30 dias, eĄcácia de
vacinação dependente da idade e cenário de distanciamento social.
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V Considerações Ąnais

A existência de doenças infecciosas sempre foi um fato ao longo da história da

humanidade [56]. Mas o surgimento de uma nova doença, altamente letal e transmissível,

pode trazer consequências catastróĄcas se ela for negligenciada pelas pessoas. Sendo assim

necessário adotar medidas de mitigação a Ąm de controlar sua disseminação e, principal-

mente, casos mais severos. Os desaĄos em adotar medidas de controle de alguma doença

nova que dissemina na população são enormes, desde econômicos a psicológicos [4Ű6].

A velocidade com que estas medidas são tomadas afeta diretamente a disseminação da

doença, principalmente quando se trata de uma doença infecciosa com uma alta trans-

missão e grande potencial para sintomas severos. Entre as diversas medidas que podem

ser adotadas, a mais viável de médio a longo prazo é a vacinação em massa da população,

que visa principalmente a redução de casos severos causados pela doença [24Ű26].

Vivenciamos o notável sucesso das campanhas de vacinação contra a COVID-19,

com a redução considerável dos casos graves nos mais diversos locais em que as vacinas

foram adotadas. Apesar disso, as condições não são as mesmas em todos o globo: baixas

taxas de vacinação, números limitados de doses, atrasos dos programas de vacinação,

desprezo pelas medidas de mitigação, são problemas encontrados em diversos países; tais

problemas afetam consideravelmente o controle da doença.

As estratégias para implementar as medidas de mitigação, assim como os planos

de vacinação, podem visar tanto diminuir a disseminação da doença quanto proteger a

população de casos fatais, sendo este último o principal objetivo das vacinas. Apontar

a melhor estratégia de vacinação na redução de casos fatais é uma tarefa extremamente

complicada, uma vez que a análise envolve diversos parâmetros epidemiológicos relevantes.

Neste trabalho, estudamos os efeitos dos padrões sociais de contato (Seção 3.2) e da

razão infecção-fatalidade (Seção 3.4) nas estratégias de vacinação, através de um modelo

compartimental estratiĄcado por idade e orientado por dados.

Inicialmente usando dados demográĄcos do Brasil, observamos que a estratégia que

prioriza os mais vulneráveis (priorização por idade) consegue alterar substancialmente o

perĄl etário dos casos fatais da doença, para o qual, na presença da vacinação, os adultos

representam a maior parte dos falecidos, situação contrária ao caso sem vacinação, em que

os idosos representam a maior parcela. Entretanto, o mesmo não é observado com os perĄs

etários de infecção, possuindo uma menor alteração após a inclusão da vacina. Observamos

também que a eĄciência da vacinação possui uma dependência muito forte com as medidas

de mitigação, tais como as intervenções não farmacológicas por exemplo. Em uma situação

de alta disseminação da doença, a eĄciência da vacinação é consideravelmente reduzida.

O mesmo é válido para atrasos para o início da vacinação, que pode tornar as estratégias

quase completamente inefetivas para grandes atrasos e/ou alta disseminação da doença.



Capítulo V. Considerações Ąnais 64

Apesar disso, veriĄcamos que com uma modesta taxa de vacinação todas as estratégias

conseguem reduzir signiĄcativamente o número de casos fatais ao Ąnal da epidemia, se a

vacinação é iniciada precocemente.

Já quando averiguamos as estratégias mais e menos efetivas, veriĄcamos uma de-

pendência também com o perĄl etário do IFR. VeriĄcamos que as estratégias mais eĄcazes

priorizam a idade ou os mais expostos, a depender do cenário epidemiológico, sendo a pri-

meira estratégia a melhor no cenário de alta disseminação da doença, enquanto a segunda

é melhor no cenário em que a doença está bem controlada, ou seja, com uma baixa taxa de

transmissão. Este padrão observado para o IFR da COVID-19 é qualitativamente seme-

lhante ao padrão observado quando utilizamos o IFR da inĆuenza, com a diferença de que

a estratégia que prioriza os mais vulneráveis é mais restrita, no intervalo analisado, para

o IFR da inĆuenza do que para da COVID-19. Para o IFR uniforme observamos que a es-

tratégia mais eĄcaz depende unicamente dos contatos realizados, sendo assim, a estratégia

que prioriza os mais expostos torna-se dominante em todo o espaço de parâmetros.

Com o intuito de investigar o impacto da demograĄa e dos padrões de contato

sociais, utilizamos também os dados para as populações de Uganda e da Alemanha. Ana-

lisando os resultados, constatamos que a comparação entre as estratégias mais eĄcazes

não apresenta grandes alterações, revelando uma baixa dependência qualitativa com es-

tes parâmetros demográĄcos. Por outro lado, ao analisar as estratégias menos eĄcazes,

observamos padrões distintos, indicando uma alta sensibilidade com estes parâmetros.

É imprescindível ressaltar que os resultados aqui apresentados não representam

uma previsão quantitativa do número de mortos ou infectados pela COVID-19 com e sem

vacinação. O objetivo deste trabalho foi levantar considerações importantes a respeito da

relação de alguns parâmetros epidemiológicos juntamente com a inĆuência das estratégias

de vacinação utilizadas na disseminação da COVID-19. O modelo base estratiĄcado por

idade permite uma adaptação para o estudo de outras doenças infecciosas utilizando

uma população estratiĄcada por idade, permitindo a análise de outros possíveis cenários

epidemiológicos ou até mesmo com outros padrões de contato.
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APÊNDICE A Ű Cálculos suplementares

para a Seção 2.4

A.1 Termo de transmissão para o modelo SI

A partir do modelo contínuo (Equação 2.2), iremos aqui derivar o termo de trans-

missão a partir de um processo microscópico que descreve a interação entre dois indivíduos.

Considere o contato entre um indivíduo suscetível com um indivíduo infeccioso. Se a taxa

de infeccção por contato é λ, então ao longo do intervalo de tempo t e t+δt a probabilidade

deste contato resultar em uma infecção será λδt. Considerando que o indivíduo suscetí-

vel realize ⟨k⟩ contatos, dentre eles ⟨k⟩I/N contatos com indivíduos infecciosos, onde I

representa o número de infecciosos dentro de uma população com N indivíduos, a proba-

bilidade de que o indivíduo suscetível não seja infectado será (1 − λδt)⟨k⟩I/N . Assumindo

λδt ≪ 1, a probabilidade δϕ de que o indivíduo suscetível seja infectado será:

δϕ = 1 − (1 − λδt)⟨k⟩I/N ≈ λ⟨k⟩I/Nδt. (A.1)

Desta forma obtemos a taxa de transmissão por indivíduo suscetível:

dϕ

dt
= λ⟨k⟩i, (A.2)

que podemos estender para toda a população de suscetíveis, resultando em:

ds

dt
= −λ⟨k⟩si. (A.3)

A.2 Solução analítica para o modelo SI

A partir da Equação (2.2), podemos resolvê-la escrevendo-a como:

(1
i

+
1

1 − i

)

di = λ⟨k⟩dt. (A.4)

Integrando ambos lados e isolando i, temos:

i(t) =
eλ⟨k⟩tC

eλ⟨k⟩tC + 1
, (A.5)

na qual C é a constante de integração. Com a condição inicial i(t = 0) = i0 temos que

C = i0/(1 − i0), o qual substituindo na Equação (A.5) obtemos a Equação (2.3).
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A.3 Tempo infeccioso médio para o modelo SIS

As equações dinâmicas são a soma de um conjunto de termos que representam a

entrada (termos positivos) de novos indivíduos no compartimento com a saida (termos

negativos) daqueles que já estão no compartimento. Vamos considerar aqui a Equação

(2.4), mas ignoraremos o termo de entrada, pois nosso interesse é no tempo médio em

que os indivíduos que já estão no compartimenbto permanecem nele. Mantendo apenas

os termos negativos, temos que a solução da equação, integrando de ti = 0 a tf = t será:

dI

dt
= −µI ⇒ I(t) = I(0)e−µt, (A.6)

na qual I(0) é o número de indivíduos dentro do compartimento I em t = 0.

Em um dado momento t = t′, teremos um número de infecciosos restantes I(t′), que

representa o número de indivíduos infecciosos que possuem um tempo de infecciosidade

maior que t′. Podemos fazer a seguinte pergunta: Quantos indivíduos possuem um tempo

de infecciosidade entre t e t+δt? A resposta para esta pergunta é simplesmente a subtração

do número de infecciosos no instante de tempo t com o instante de tempo t+ δt, uma vez

que a função decai exponencialmente. Teremos, assim:

I(t) − I(t+ δt) = −dt
dI

dt
. (A.7)

Logo, o tempo médio de infecciosidade será dado pela média ponderada do tempo de

infecciosidade t pesado pelo número de infeciosos que existem naquele tempo:

−
( 1
I0

)

∞
∫

0

t
dI

dt
dt = −

∞
∫

0

d

dt
[tI(t)]dt+

∞
∫

0

I(t)dt =

1
I0

[tI(t)]∞0 −
1
µ

(e∞ − e0) =
1
µ
.

(A.8)

Portanto, podemos associar o tempo médio de infecciosidade que um indivíduo

possui com a taxa de recuperação µ, tornando possível a obtenção deste valor através de

dados epidemiológicos obtidos do histórico da doença em questão.

A.4 Solução analítica para o modelo SIS

A partir da Equação diferencial (2.4), podemos reescrevê-la como:

(1
i

+
1

1 − µ
λ⟨k⟩

− i

)

di = (λ⟨k⟩ − µ)dt. (A.9)

Integrando ambos lados e isolando i, temos:
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i(t) =
(

1 −
µ

λ⟨k⟩

)

e(λ⟨k⟩−µ)tC

e(λ⟨k⟩−µ)tC + 1
, (A.10)

na qual C é a constante de integração. Com a condição inicial i(t = 0) = i0 temos que

C = i0/(1 − µ
λ⟨k⟩

− i0), o qual substituindo na Equação (A.10) obtemos a Equação Ąnal

(2.5).

A.5 Método da matriz jacobiana

Primeiramente assumamos que temos n variáveis, Ni(i = 1, 2, . . . , n) e que o sis-

tema em questão possui um conjunto de n equações diferenciais ordinárias acopladas:

dNi

dt
= fi(N1, N2, . . . , Nn), i = 1, 2, . . . , n. (A.11)

Sendo o estado de equilíbrio, f ∗
i = 0 ∀i, teremos que a estabilidade do ponto de

equilíbrio será determinada pelos autovalores Λi da matriz jacobiana. Se Re(Λi) < 0 ∀i

então é garantido que o ponto de equilíbrio é estável [14]. A matriz jacobiana é dada por:

J =























∂f∗

1

dN1

∂f∗

1

dN2
. . .

∂f∗

1

dNn

∂f∗

2

dN1

∂f∗

2

dN2
. . .

∂f∗

2

dNn

...
...

. . .
...

∂f∗

n

dN1

∂f∗

n

dN2
. . . ∂f∗

n

dNn























,

na qual f ∗
i se refere às funções fi(N1,N2, . . . ,Nn) calculadas no equilíbrio, ou seja,

fi(N∗
1 ,N

∗
2 , . . . ,N

∗
n). Após determinar a matriz jacobiana, os autovalores Λ serão as soluções

de det(J − ΛI) = 0, na qual I é a matriz identidade de ordem n.

A.6 Problema de auto valor para o cálculo da distribuição de in-

fecção no período inicial da epidemia

Primeiramente vamos considerar a dinâmica da infecção no início da disseminação

da doença. Linearizando as equações dinâmicas teremos:

diA
dt

≈ (βAAnA − µ)iA + βABnAiB, (A.12a)

diB
dt

≈ βBAnBiA + (βBBnB − µ)iB, (A.12b)

nas quais foram feitas as aproximações sA = nA e sB = nB logo no início da infecção.

Reescrevendo estas equações na forma matricial dX/dt = MX, temos:
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dX
dt

=







diA

dt

diB

dt





 , X =







iA

iB





 e M =







βAAnA − µ βABnA

βBAnB βBBnB − µ





 .

Assim, dinâmica será regida pelo autovalor dominante Λmax:

iA ∝ eΛmaxt e iB ∝ eΛmaxt. (A.13)

Desta forma, podemos determinar o peso que cada grupo infeccioso terá na disse-

minação da doença a partir do autovetor associado ao autovalor dominante. Se deĄnirmos

pA e pB como a distribuição de infecção de cada grupo determinada pelo autovetor, assu-

mindo pA + pB = 1, teremos:

R0 = RA
0 pA +RB

0 pB. (A.14)
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