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Resumo

SILVA, Marlon Marques da, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2019. Uma
proposta de grandeza fisica de medida de emaranhamento quantico. Orientador:

Oswaldo Monteiro Del Cima. Coorientador: Daniel Heber Theodoro Franco.

O Emaranhamento quantico teve seu primeiro destaque no trabalho de Einstein, Podolsky
e Rosen em 1935, mas foi somente nos anos 80, apds as primeiras comprovacoes experi-
mentais, que o emaranhamento passou a ser de grande interesse da comunidade cientifica.
Na década de 90 vieram as primeiras grandes aplicacoes baseadas em tecnologias de ema-
ranhamento. Os grandes problemas atuais do emaranhamento sao detectar e quantificar
o emaranhamento. Varias propostas existem, mas o assunto ainda permanece em aberto,
tanto do ponto de vista tedrico como filosofico. Neste trabalho, o principal objetivo é estu-
dar o emaranhamento quantico dando enfase a medidas de emaranhamento via distancia
entre estados, tema que é pouco abordado na literatura. Particularmente, analisaremos
o emaranhamento térmico em sistemas magnéticos descritos pelo modelo de Heisenberg
para dimeros de spin-1/2, dimeros de spin—(%,l) e trimeros de spin-1/2 isotrépicos e ani-
sotrépicos, na presenca de campos magnéticos homogéneos e inomogéneos. Mostraremos
os métodos e possibilidades de abordar o assunto com a medida proposta. Apresentare-
mos calculos analiticos para temperaturas criticas de emaranhamento, medidas de ema-

ranhamento e condigoes necessdarias para que o emaranhamento se manifeste nos modelos

citados.

Palavras—chave: Emaranhamento. Distancia entre estados. Norma de Hilbert-Schmidt.

Modelo de Heisenberg.



Abstract

SILVA, Marlon Marques da, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2019. A
proposal of physical greatness of measure quantum entanglement. Advisor:

Oswaldo Monteiro Del Cima. Co-advisor: Daniel Heber Theodoro Franco.

Quantum Entanglement first featured in the work of Einstein, Podolsky, and Rosen in
1935, but it was only in the 80s, after the first experimental proofs, that entanglement
became of interest to the large scientific community. The early years of the decade of 90
saw the first important applications based on entanglement technologies. The major up-
to-date problems related to entanglement concern its detection and quantification. Several
proposals exist but the subject remains open, from both the theoretical and philosophi-
cal points of view. In this work, the main objective is to study quantum entanglement
emphasizing entanglement measurements via distance between states, a theme that is lit-
tle addressed in the literature. In particular, we will analyze the thermal entanglement
in magnetic systems described by Heisenberg’s model for spin-1/2 dimers, spin-(3,1) and
spin-1/2 trimers, isotropic and anisotropic, in the presence of homogeneous and inomo-
geneous magnetic fields. We will show the methods and possibilities of approaching the
subject with the proposed measure. We will present analytical calculations for critical
entanglement temperatures, entanglement measurements and conditions required for en-

tanglement to manifest in the cited models.

Keywords: Entanglement. Distance between states. Hilbert-Schmidt norm. Heisenberg

model.
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Introducao

Em um artigo de 1935 [1], Einstein, Podolsky e Rosen questionaram se a mecéanica quantica
era uma teoria completa e além disso questionaram a sua realidade, isto é, se os fenomenos
que ela descrevia eram fenomenos reais. Nesse trabalho, frequentemente chamado de EPR,
os autores evidenciam, pela primeira vez, o carater nao local da mecanica quantica. As
criticas dos autores a teoria quantica acabaram por dar origem a percepcao do fenomeno
do emaranhamento. Isso leva Niels Bohr, no volume seguinte da revista [2], a publicar
sua resposta refutando, em termos um tanto obscuros, as ideias Einstein, Podolsky e
Rosen. Debates posteriores sobre o fenomeno fizeram Einstein chamar o emaranhamento
de “acgao fantasmagodrica a distancia”. Para Einstein, criador da teoria de relatividade, que
tem como base o fato de que toda comunicagao é propagada a uma velocidade nao superior
a da luz, ver que a teoria quantica previa correlagoes instantaneamente estabelecidas entre
duas particulas distantes s6 podia ser um artefato de uma teoria incompleta.

Passados quase trés décadas desde o artigo de Einstein, a questao se o emaranhamento
é algo real ou apenas uma consequéncia abstrata do formalismo matematico da teoria
ainda estava em aberto até que, em 1964, John Bell mostrou que, se nos ativermos a
suposicao de localidade, entao nao pode haver uma conclusao da mecanica quantica no
sentido do EPR. Bell apresentou desigualdades matematicas, as chamadas “desigualdades
de Bell” [3], que sempre sao satisfeitas no ambito da fisica classica, mas que no ambito da
fisica quantica podem ser violadas em casos especiais, tais como nos casos em que haja
emaranhamento. O trabalho de Bell causou uma euforia no mundo filoséfico, pois parecia
impor limites severos a visao do mundo oferecida pela fisica. A partir dos trabalhos de
Bell, quase 20 anos depois, foi possivel mostrar experimentalmente [4] que as desigualdades
de Bell eram violadas em casos especiais, previstos apenas no contexto da fisica quantica

e corroborando a favor de Bohr contra Einstein.
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No inicio de década de 90 o emaranhamento passou a ser considerado como um re-
curso que permite fazer coisas que seriam impossiveis de outras maneiras, tal como o
teletransporte quantico [5,/6]. O emaranhamento também tem se mostrado fundamental
para o avanco de vdrias areas da fisica, tais como nas transigoes de fases quanticas [7,/8],
informagao quantica [9], biologia quantica [10-12].

Nesta tese, estudaremos o emaranhamento em materiais magnéticos ferromagnéticos
e antiferromagnéticos, que sao descritos pelo modelo de Heisenberg. Estudos em cadeias
de Heisenberg vém sendo realizados em modelos cujo Hamiltoniano comuta com a com-
ponente z do spin total [13,/14]. O emaranhamento através da susceptibilidade magnética,
da magnetizacao ou da energia interna podem ser encontrados nos trabalhos [15H17]. Ex-
perimentos mostraram que spins desemparelhados por algumas centenas de angstrons sao
emaranhados através de uma colegdo de singletos de spins feitos de cadeias de spin-1/2
antiferromagnéticas [18§].

Queremos quantificar o grau de emaranhamento de um sistema e para isso utilizaremos
um método denominado distancia entre estados . Nossa escolha por esse método se deve a
sua interpretacao fisica e seu apelo geométrico. Outro ponto que motivou a sua utilizacao é
o fato dele ser independente da dimensao e do tamanho do sistema. Apesar da proposta de
medir o emaranhamento via distancia entre estados ser de 1997 [19,20], ela nao vem sendo
utilizada na literatura devido ao fato da necessidade de se usar métodos numéricos para
aplica-la. Como medida de distancia, utilizaremos a norma de Hilbert-Schmidt para medir
a distancia entre os estados quanticos para os quais estamos interessados em saber o grau
de emaranhamento. Foi amplamente estudado que essa norma satisfaz as condigoes de uma
boa medida de emaranhamento [21-23]. Veremos que tal norma mostrou-se prética e efici-
ente como quantificador de emaranhamento. Mostraremos que, em sistemas de dimensao
2 ® 2, nosso método é equivalente, em resultados, ao método mais amplamente utilizado,
a concorréncia. Além disso, aplicaremos esse método em sistemas onde a concorréncia nao
se aplica, tais como sistemas de dimensao 2 ® 3.

Esta tese esta estruturada da seguinte forma:

No primeiro capitulo, revisamos o conceito fenomenolégico e matemético do emaranha-
mento. Apresentamos alguns critérios para dizer se um dado estado é ou nao emaranhado.

Uma vez detectado o emaranhamento, apresentamos alguns quantificadores de emaranha-
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mento e em especial, o objeto de trabalho chave desta tese, a distancia entre estados.

No segundo capitulo, estudamos o emaranhamento em sistema dimeros de spin-1/2
na presenca de campo magnético uniforme e nao uniforme, em modelo isotrépicos e ani-
sotrépicos. Nesse capitulo, sera discutido em detalhes o método para se calcular o ema-
ranhamento via distancia entre estados utilizando a norma de Hilbert-Schmidt. Por esse
motivo, serd o capitulo mais longo da tese para proporcionar aos leitores uma maior fami-
liaridade com o método. Mostraremos que, em algumas situagoes, a temperatura critica
de emaranhamento pode ser obtida antes mesmo de se calcular o emaranhamento.

No terceiro capitulo, continuaremos analisando sistemas dimeros, mas agora num sis-
tema de dimensao maior, composto de spin % e spin 1. Apresentaremos as semelhancas e
diferencas entre os dois sistemas.

No quarto capitulo, estenderemos o método para um sistemas tripartite, um trimero
de spin-1/2. Aqui, analisamos o emaranhamento entre pares de spins vizinhos que sao
conectados por constante de troca e também de spins que nao sao vizinhos e nao inte-
ragem via constante de troca. Mostraremos quais sao os efeitos sobre o emaranhamento
entre pares quando estes estiverem interagindo com terceiro spin e comparamos com o
emaranhamento entre pares isolados calculados no capitulo 2.

Finalmente, encerraremos o texto com as conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo 1

Emaranhamento

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de emaranhamento quantico. Comecaremos
apresentando o fendmeno e suas “estranhezas” com relacao a fisica classica. Posterior-
mente, daremos uma definicao mais formal e matematica para o emaranhamento e apre-
sentaremos alguns critérios para classificar se um sistema estd ou nao emaranhado. Uma
vez detectado o emaranhamento, apresentaremos algumas técnicas para quantificar o ema-
ranhamento, dentre as quais a medida que usaremos neste trabalho, a distancia entre

estados.

1.1 Correlacoes quanticas

O emaranhamento é uma caracteristica fundamental da mecanica quantica que chamou a
atencao da comunidade cientifica pela primeira vez em 1935 quando Einstein, Podolsky
e Rose publicaram o artigo “Can Quantum-Mechanics Description of Physical Reality Be
Considered Complete?” (EPR) [1], onde encontram uma caracteristica “assustadora” da
mecanica quantica. Eles viram a existéncia de estados globais de um sistema composto
que nao podem ser escritos como o produto dos estados de subsistemas individuais. Nesse
artigo, os autores questionam a interpretacao de Copenhaguem da mecanica quantica.
Tal interpretacao fora criada e defendida por Niels Bohr. Esse foi o auge das famosas
discussoes entre Einstein e Bohr, iniciadas nas conferéncias de Solvay [24].

Uma das ideias centrais do artigo EPR ¢é a definicao dos autores sobre o que eles

consideram como requisitos necessarios para uma “teoria completa”, dada por: “Todos
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os elementos da realidade fisica devem ter uma papel na teoria fisica”. A outra é o que
os autores consideram como “elemento de realidade”, dada por: “Se pudermos prever
com certeza o valor de uma quantidade fisica sem perturbar o sistema, entao existe um
elemento de realidade correspondente a essa quantidade fisica.”

Para uma quantidade fisicamente observavel, existe um operador A que ao atuar sobre
uma autofuncao ¥, resulta em um autovalor a que pode ser medido (A¥, = aW,). Isso
significa que o observavel A tem certamente o valor a quando o sistema esta no estado
V¥, implicando, segundo EPR, na existéncia de um elemento de realidade correspondente
a medida A.

Sejam a e b os autovalores de duas quantidades fisicas, digamos A e B, respectivamente.
Se essas quantidades nao comutam, ou seja, AB # BA, isto significa que o conhecimento
preciso de um deles depende do conhecimento do outro (Principio da incerteza). Além
disso, qualquer tentativa de determinar experimentalmente o tultimo, implicara em alte-
rar o estado do sistema de maneira a destruir o conhecimento do primeiro. Assim, da
definicao de elemento de realidade do EPR, conclui-se que se a é conhecido, b nao apre-
senta realidade fisica. Dessa forma, podemos chegar a duas hipéteses: (1) a descrigio da
mecanica quantica da realidade dada pela fun¢ao de onda nao é completa ou (2) quando
dois operadores nao comutam, as duas quantidades fisicas relacionadas a eles nao apre-
sentam realidade fisica simultaneamente. Eles alegam que se ambos tivessem realidade
simultanea, e consequentemente valores bem definidos, esses valores entrariam na des-
cricao completa, de acordo com a condi¢ao de completude. Se a funcao de onda fornecesse
uma descricao tao completa da realidade, ela conteria esses valores; sendo esses, entao,
previsiveis. Nao sendo este o caso, eles ficam com uma das hipdtese acima.

Agora, consideremos que conhecamos, em ¢t = 0, o estado de dois sistemas, A e B,
que interagiram entre si por um tempo finito ¢;. O estado do sistema combinado, em um
tempo t > t; é dado por

Vap(@a,op) = Y Y (p)tm(za) , (1.1)

m=1

onde x4 e xp s@o varidveis que descrevem os respectivos sistemas. u,,(z4) sdo autofungoes
de um operador A relacionado ao sistema A com autovalores aj,as, . ¥, (xp) sdo os
coeficientes da expansao W 45 na base ortogonal u,,(x4). Quando efetuamos um medida A

no sistema A, obtemos o autovalor a,, e o estado do sistema colapsa para ¥, (zg)u.(z4) e
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dizemos que o sistema A encontra-se no estado u,(x4) e o sistema B encontra-se no estado
wr (xB )
O conjunto de fungoes u,, (1) ¢ determinado pela escolha da quantidade fisica A. Se ao

invés disto, tivéssemos escolhido uma outra quantidade fisica, digamos B, com autofuncoes

vn(z4) e autovalores by, by, - - -, entao o sistema tria a seguinte expansao
oo
Vap(ra,25) = bnlr5)vn(24) , (1.2)
n=1

com coeficientes ¢, (xg). Ao aplicarmos o operador B no sistema A, obtemos b, e assim
o estado do sistema colapsa para ¢s(xp)vs(z4), de modo que o sistema A encontra-se no
estado vs(x4) e o sistema B no estado ¢4(xp).

Nesse experimento mental (Gedankenexperiment) proposto no EPR, conclui-se que
duas medidas diferentes no sistema A deixam o sistema B em dois estados distintos (di-
ferentes fungoes de onda). Como para t > t; os sistemas ja nao interagem mais, algo
que seja feito no sistema A nao deveria provocar nenhuma alteragao no sistema B. Entao,
conclui-se que os dois estados ¥, e ¢4 correspondem ao mesmo elemento de realidade, ou
seja, os estados correspondem ao sistema B apds a interacao com A.

Os autores mostram que medindo A ou B, associados ao momento e posicao de uma
particula (logo ndo comutam), eles sdo capazes de predizer com toda a certeza e sem
perturbar uma segunda particula, o valor do momento ou da posicao da segunda particula.
Dessa forma, autofuncoes de operadores que nao comutam pertencem ao mesmo elemento
de realidade.

Os autores consideraram como falsa a hipdtese (1) e chegaram a conclusdo que as
autofuncgoes de operadores que nao comutam correspondem a mesma realidade. Assim,
chega-se a uma contradi¢ao, pois a negagao de (1) leva a negacao de (2), fazendo os
autores concluirem que a fungao de onda nao fornece uma descri¢gao completa. Por fim, eles
finalizam o trabalho justificando que a realidade do momento e posicao do segundo sistema
depende do processo de medicao realizado no primeiro sistema, o que nao perturba o
segundo sistema de forma alguma, e concluem que nenhuma definicao razoavel de realidade
poderia permitir isso.

Motivado pelo trabalho de Einstein, no mesmo ano, Schrodinger publica o seu famoso
trabalho onde ele analisou as consequéncias fisicas da mecanica quantica, e percebeu que

o EPR para duas particulas nao permite que os estados individuais de cada particula
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sejam atribuidos ao subsistema, resultando no emaranhamento de previsoes para os sub-
sistemas [25]. Schrodinger conclui que ha uma disposigao (até que o outro seja resolvido
pela observagao real) de apenas uma criagao comum dos dois estados naquele espago de
maior dimensao. Esta é a razao pela qual o conhecimento dos sistemas individuais pode
diminuir ou desaparecer, enquanto que o sistema combinado permanece continuamente
maximo. Isso quer dizer que o melhor conhecimento possivel de um todo nao inclui o
melhor conhecimento possivel de suas partes.

Como exemplo, considere um sistema com duas particulas de Spin—%, ou de massa nula,
que sao descritas, por simplicidade, apenas por seus spins (ou helicidades). Temos entao
quatro estados diferentes: |++),|4+—),|—+) e | ——) . O estado mais geral desse sistema
serd uma combinacao qualquer dos estados |V) = a| ++4) +b| + —) +¢| — +) + d| — —).
Observe que, para um estado com a forma |V); = a| + +) + b| + —), somos capazes de

fatora-lo, isto é, escreve-lo como
W)s = |4) ® (al+) +b]—)) - (1.3)

Isto significa que o primeiro elétron tem spin up, enquanto o segundo esta em um estado
de superposicao de spin, com spin up e down.

Agora, considere o estado |¥), = a| + —) + b| — +). Este estado nao pode ser fatorado
como fizemos com o estado anterior. Isto significa que nenhuma das particulas tem um
estado de spin bem definido. Nessa situacao, o maximo que podemos dizer é que o sistema
estd em uma configuracao na qual existe uma probabilidade |a|? de que a primeira particula
tenha spin up e a segunda spin down, e probabilidade de |b|?> do primeiro elétron ter spin
down e o segundo de ter spin up.

Este é um caso tipico de particulas correlacionadas, pois o estado de uma delas depende
do estado da outra. O sistema como um todo possui um estado bem definido, mas as
particulas individuais nao possuem. E esse tipo de estado que foi abordado no artigo
do EPR e que leva os autores a considerarem a mecanica quantica como uma teoria nao
completa. A esta propriedade chamamos de emaranhamento quantico e estados com essa
propriedade, tal como [¢))., sdo chamados de estados emaranhados.

Atualmente sabemos que o emaranhamento é a manifestacao mais radicalmente nao
classica do formalismo da mecanica quantica e que foi usado no EPR para atribuir valores

a quantidades fisicas antes da medicao. Em 1964, Bell aceitou a conclusao do artigo EPR
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(de que a descri¢cao quantica da realidade fisica nao estd completa) como uma hipétese
de trabalho e formalizou a ideia de EPR do mundo determinista em termos do modelo de
varidveis ocultas locais. Assumiu que (i) os resultados das medidas sao determinados pelas
propriedades que as particulas carregam antes e independente da medida (realismo); (ii) os
resultados obtidos em um local sao independentes de quaisquer agoes realizadas em uma
separagao espacial (localidade); e (iii) a configuragao do aparelho local é independente das
variaveis ocultas que determinam os resultados locais (livre arbitrio). Bell provou que essas
suposicoes impoem restricoes na forma de desigualdades, as chamadas “Desigualdades de
Bell”. Ele mostrou que as probabilidades para os resultados obtidos quando algum estado
quantico emaranhado tem propriedades adequadamente medidas violam a desigualdade de
Bell. Desta forma, o emaranhamento é a caracteristica do formalismo quantico que torna
impossivel simular correlagoes quanticas em qualquer formalismo cléssico [3].

Agora vamos analisar um pouco do experimento de Bell e ver o efeito que uma medicao
do spin de uma das particulas tem sobre o sistema. Considere que em algum instante essas
particulas interagiram formando um estado singleto, isto é, um estado com spin total nulo.
Posteriormente, as particulas foram levadas para laboratorios distintos: a particula A esta
no laboratorio L4 e a particula B esta no laboratorio Lg. Considere novamente o estado
|¥). = a| + —) +b] — +). Uma medida na componente z do spin da particula B, realizado
em Lg, tem probabilidade |a|? de obter o resultado down e |b]* de obter o resultado up. Ao
invés disso, realiza-se uma medida (componente z) no spin de A, realizada no laboratério
L4, e obtemos o resultado up. Entao, automaticamente, o spin da particula B, localizada
no laboratorio Lpg, passa a ser spin down. Note que a experiéncia de medir o spin da
particula B, que era um processo aleatério em Lp, passa a ser um processo deterministico
depois da medicao de A.

Nota-se que medidas sobre a particula A, realizadas no laboratério L 4, influenciam ins-
tantaneamente os resultados de medidas sobre a particula B, realizadas no laboratério B.
A funcao de onda colapsa instantaneamente. Essa acao a distancia é completamente inttil
como mecanismo de transmissao de informacao. Essa acao é revelada somente através da
comparagao entre os experimentos feitos independentemente, nao violando assim a causa-
lidade. A proposta de Bell possibilitou levar o emaranhamento aos testes experimentais

e um dos primeiros testes que verificaram o emaranhamento foi realizado em 1982 por
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Aspect e colaboradores [4]. Eles utilizaram as ideias do EPR para medir a correlacao
da polarizacao linear de pares de fétons emitidos por uma fonte radiativa. Os resultados
violaram a desigualdade de Bell e tiveram grande concordancia com a mecanica quantica.
Outros experimentos podem ser encontrados na referéncias [26-30].

Mesmo tendo passado mais de 80 anos dos primeiros debates entre Bohr e Einstein,
o tema nao é considerado totalmente compreendido e é motivo de muitas discussoes na
comunidade cientifica. Isso fez com que o emaranhamento tenha se tornado um dos temas

mais interessantes da mecanica quantica.

1.2 Emaranhamento de estados puros

Vamos comecar definindo matematicamente o emaranhamento quantico para um sistema
quantico bipartite, isto é, formado por duas partes. Sejam A e B dois subsistemas com
H 4 e Hg sendo espacos de Hilbert associados a cada subsistema.

O subsistema A é descrito por |a) cujo espaco dos estados é o espago de Hilbert Hy,
e o subsistema B é descrito por |b) € Hp. Se o espago de Hilbert de A é de dimensao
d4 e o sistema B estd em um espacgo de Hilbert Hig de dimensao dg, o sistema composto
por ambas as partes, denotado por |a) ® |b) = |a)|b) = |ab), é descrito por um produto
tensorial dos dois subespagos H = H, ® Hp, cuja dimensao é dy X dg. Podemos agora
definir o emaranhamento de estados puros.

Definigao 1: Um estado puro 1)) € H € dito ser um estado separdvel se puder ser

escrito (decomposto) na forma

[¥) = [¥*) ® [v7) (1.4)

onde [p?) € Hy e [P) € Hp. Caso contrdrio (se a decomposi¢io nao for possivel), |¢) é
dito ser um estado emaranhado.

Um estado [¢*) produzido em A e outro produzido independentemente em B, |[¢F),
sao estados separaveis. Se uma medida do observavel A é feita no subsistema A e outra
medida do observavel B é feita no subsistema B, a probabilidade de ambos os resultados
sao independentes. Qualquer intervencao feita em um dos subsistemas é dita ser uma
operagao local. Uma comunicagao por “meios cldssicos” (telefone, jornal, e-mail...) entre

o subsistemas, A e B, para combinar operagoes locais sem envolver “meios quanticos” (sem
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interagao direta das partes e sem interagao de ambos com outros sistemas quanticos) é de-
nominada opera¢ao local com comunicagao cléssica (com sigla em inglés LOCC), podendo
gerar correlagoes que sao descritas classicamente mas nao gerando emaranhamento [31].
Para um estado [¢) formado por N subsistemas, temos a seguinte definicdo para o
emaranhamento:
Definigao 2: O estado puro [¢) € H = QN H; € dito ser k-separdvel se puder ser

escrito na forma

[¥) = Ly [vs) com |¢s) € Hi. (1.5)

Se k= N o estado é completamente separdvel.

1.3 Emaranhamento de estados mistos

Quando nao conhecemos o estado exato de um sistema quantico e o0 maximo que conhe-
cemos é a probabilidade p; de alguns estados |¢;) € H, o sistema é entao descrito pelo

operador densidade
P = ZM%)(@M , (1.6)

com 0 < p; <1le) .p; =1 O operador densidade é positivo semidefinido (p > 0), é
Hermitiano (p! = p) e possui trago unitario (Tr(p) = 1). Se o estado é puro, o operador
densidade é idempotente (p = p*) enquanto para estados mistos o operador densidade nao
é idempotente (p # p?).

Considere que p” seja o operador densidade que atua em Hy e pP o operador densidade
que atua em Hp.

Definicao 3: O estado € dito separdvel se existe p; e pit @ pP de forma que o operador

densidade do sistema composto puder ser escrito na forma
p=> pirf @l (1.7)

Caso contrdrio, o estado € dito emaranhado.
Em analogia ao sistema bipartite, segue a definicao de emaranhamento de estados
mistos. Considere um estado misto formado por N sistemas A;--- Ay com espaco de

Hilbert HAI"'AN = ®z]\i1HAz
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Definicao 4: O estado misto p € dito ser k-separdvel se puder ser escrito na forma

p= sz‘ <®?:101'Aj> (1.8)

Se k= N o estado é completamente separdvel.

Dadas as defini¢coes de emaranhamento, resta agora saber determinar quais estados sao
ou nao emaranhados, o que de certa forma se resume a saber se a matriz densidade que
descreve o sistema pode ou nao ser escrita na forma . As defini¢oes de emaranhamento
dadas acima sao muito uteis em varios aspectos, mas sao muito pouco aplicaveis em modos
gerais. O problema consiste em sabermos se um dado estado sera ou nao emaranhado.
Este nao é um problema facil, devido a nao existir um critério geral para a separabilidade.
Na secao seguinte, apresentaremos alguns critérios tteis para determinar se um estado

estd ou nao emaranhado.

1.4 Critérios de separabilidade

Apresentaremos alguns critérios mais importantes para o emaranhamento bipartite e que

serao utilizados ao longo deste trabalho.

1.4.1 Critério de Peres

O critério de Peres [32] baseia-se na aplicacao de mapas positivosE] (via transposigao par-
cial) que ndo sdo completamente positivos. Podemos expandir qualquer matriz densidade
de um sistema quantico composto em um produto de bases 33|, tal como

p=Y_ sl (il @ k) - (1.9)

ij okl

Dada essa decomposicgao, a transposicao parcial de p com respeito a um subsistema consiste
em tomar a transposta apenas de um dos subsistemas do produto tensorial, isto ¢, H™4 =
H% ® Hp ou H® = H, ® HE. A transposta parcial com respeito ao subsistema B ¢ dada
por

70 =37 bl (Gl @ 1) (k] (1.10)

.5 kil

'Um mapa A é dito positivo quando leva operadores positivos A em operadores positivos: A(A) >

0, VA>O.
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Podemos agora apresentar o primeiro critério.

Critério 1: Se algum autovalor da transposta parcial de p for negativo, p € emara-
nhado.
O critério de Peres (ou critério PPT)EI afirma que se p! for negativo, isto é, tiver pelo
menos um autovalor negativo, o sistema é emaranhado. Dado este critério, resta saber se
ele 6 uma condicao suficiente para a separabilidade, isto é, serd que p? > 0 implica em

separabilidade? A resposta para essa pergunta sera dada pelo préximo critério.

1.4.2 Critério de Peres-Horodecki

Para sistemas de dimensao 2®2 e 2®3 o critério de Peres deixa de ser um condicao apenas

necessdria e torna-se uma condigao necesséria e suficiente para a separabilidade [34].
Critério 2: Se p € um estado de dimensio 2 ® 2 e 2 ® 3 e os autovalores da sua

transposta parcial sao positivos, p é separdvel.

Para estados com dimensoes maiores, 2 ® 4 ou 3 ® 3, existem exemplos de estados emara-

nhados cuja transposta parcial é positiva [35].

1.4.3 Testemunha de emaranhamento

Outra forma de detectar o emaranhamento é denominada testemunha de emaranhamento
(com sigla em inglés EW) [34,36,[37]. Podemos definir a testemunha de emaranhamento
da seguinte forma.

Critério 3: Um observavel W é chamado uma testemunha de emaranhamento, se

Tr (Wps) > 0 para todo ps separdvel
Tr (Wpe) < 0 para alguns p. emaranhados . (1.11)

Isto significa que se T'r (W p) < 0 ndo sabemos se o estado p é emaranhado ou separével.

O fato das testemunhas de emaranhamento serem quantidades mensuraveis as tornam
ferramentas muito tuteis na analise experimental do emaranhamento, sendo o principal
método experimental para detectar emaranhamento. O valor esperado de um observavel
depende do estado. Assim, o conjunto de todos os estados onde Tr (Wp) = 0 é um

hiperplano no conjunto de todos os estados, separando este conjunto em duas partes. Na

2PPT ¢ a sigla para a denominacio em inglés para Positive Partial Transpose Criterion
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Wi

A

o A

Figura 1.1: Ilustragao esquematica para a testemunha de emaranhamento, onde W; sao

as testemunhas que tangenciam o conjunto da matrizes densidades separaveis.

parte com Tr (Wp) > 0 estd o conjunto de todos os estados separdveis e a outra parte
com Tr (Wp) < 0 é o conjunto dos estados detectados por W. A Figura ilustra o
significado geométrico da testemunha de emaranhamento, onde A é o conjunto de todas
as matrizes densidade, S é o conjunto das matrizes densidades separaveise E=A —S é o
conjunto das matrizes densidades emaranhadas. Desta interpretacao geométrica segue que
todos os estados emaranhados podem ser detectados por testemunhas de emaranhamento,
sendo que para cada estado emaranhado p. existe uma testemunha de emaranhamento

que o detecta [34].

1.4.4 Critérios de entropia

Vale-se da observacao classica de que, em um sistema de duas partes, a desordem do
sistema global é maior que a desordem de cada parte. Da estatistica, sabemos que uma
das formas de quantificar a desordem de um sistema é utilizando entropia. Assim, a
entropia do sistema global nao pode ser menor que a entropia de uma das partes. Escolhida
uma entropia S(p), a entropia condicional é dada por S (A|B) = S (A4, B) — S(B), sendo
S (A, B) a entropia global, e S (A|B) a entropia de A uma vez que tenha ocorrido B.
Devido a convexidade de S, S (A|B) serd nao-negativa para um estado separavel. Assim,
podemos introduzir mais um critério [3§].
Critério 4: Se S(A|B) <0, entdo pap ¢ emaranhado.

Para estados separaveis, o fato do estado global psp ser necessariamente mais mistu-
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rado que os estados locais p4 e pg, conduz a mais um critério.

1.4.5 Critério da majoragao

Critério 5: Se pa (ou pp) for mais misturado que pap, entao pap € um estado emara-
nhado.

O nome ¢ devido aos autores chamarem a relagao de “ser mais misturado que” de
“majoracao”’. Para outros critérios baseados em entropias, ver refs. [39-41].

Uma vez que temos alguns critérios que nos permitem determinar se um dado estado
é separavel ou emaranhado, resta-nos dizer o quanto um determinado estado estd ema-
ranhado, ou quando e sob quais condicoes determinado estado serda emaranhado, sendo
essa uma tarefa nada simples. Na préxima secao, apresentaremos algumas técnicas para

quantificar o estado emaranhado.

1.5 Quantificadores de emaranhamento

Nos tltimos anos, diversas propostas foram feitas nesse sentido, com quantificadores base-
ados em desordem, em aspectos geométricos etc |15,42,43]. Nesta se¢ao, apresentaremos
alguns quantificadores de emaranhamento mais frequentemente utilizados.

Listaremos a seguir alguns critérios mais aceitos para uma medida de emaranhamento
E(p). Esse é um assunto ainda nao fechado na fisica, existindo assim muitas propostas
de quantificadores de emaranhamento que nao satisfazem os critérios a seguir, o que nao
significa que nao possam ser utilizados.

Listaremos aqui a proposta apresentada por Vedral et al. [19], para que uma funcao

seja uma boa medida de emaranhamento:
e Se p € separdvel, entio E(p) = 0.
Estados separaveis nao possuem emaranhamento.

e Operagoes locais unitdrias deizam & invariante, isto €, E(p) = E(Ux ®UB,0UL®U}T9).

Transformacgoes unitarias produzem apenas uma mudanga nas bases do sistema de

carater local, o que nao altera as correlagoes.
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e Como o emaranhamento nao pode ser criado por LOCC, devemos ter que o emara-
nhamento do sistema nao pode aumentar devido a operacoes locais com comunica¢ao

cldssica, isto é, € (Arocc(p)) < E(p).

Qualquer aumento nas correlagoes do sistema por meio de LOCC deve ser de natureza

classica, portanto nao aumenta o emaranhamento do sistema.

Na sequéncia apresentaremos alguns quantificadores de emaranhamento mais utilizados
na literatura. Por ultimo, apresentaremos a distancia entre estados como medida de

emaranhamento.

1.5.1 Emaranhamento de formacao e concorréncia

O emaranhamento de formagao vem do fato de que o emaranhamento de estados mistos
pode ser visto como uma mistura de estados puros. Tendo que estado pap pode ser escrito

como uma decomposicao em combinagoes convexas de estados puros, isto é

PAB = Zpkh/%)(l/)k\- (1.12)

A ideia é quantificar a desordem usando a entropia. O problema é que uma mistura
tem muitas decomposicoes diferentes e cada uma com uma média de entropia diferente.
Calcula-se a entropia de cada estado puro, S(¢), e posteriormente toma-se uma com-
binagao convexa destes resultados. Entao, para nao termos ambiguidades, escolheremos a
entropia de mistura que possuir a menor média de entropia. Isto é a chamada entropia de

formacao |31}/44}45], dada por
Er(pap) = min Zpk5(¢k) - (1.13)
k

Escolher uma entropia de mistura que fornega a menor média de entropia, isto €, uma
minimizagao sobre todas as possiveis decomposi¢oes (preparagoes) do estado pap, faz
com que o emaranhamento de formacao seja dificil de se aplicar, ou seja, torna-se nao
operacional. Para sistemas de dimensao 2 ® 2 é possivel obter uma expressao analitica

para o emaranhamento de formacao [46], dada por

Ep(C) = H (%+%\/1—0) | (1.14)
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para 0 < C <1 e afuncao H é dada por
H(C) = -z loga(x) — (1 — x)loga(1 — ) (1.15)
com

11
r=5+5V1-C, (1.16)

sendo C' chamado de concorréncia (do inglés, concurrence), que também é considerada uma
medida de emaranhamento, sendo uma funcao monétona do emaranhamento, podendo
variar de 0, nao emaranhado, até 1, maximamente emaranhado. A concorréncia ¢é definida

como

C’:max[O,\/)\_l—\/)\_g—\/)\_g—\/)\_zl}, (1.17)

sendo os A] autovalores, em ordem decrescente, do operador
R=p(c?®d%)p" (0¥ ®adY) (1.18)

com ¥ sendo a matriz de Pauli

oV = Al (1.19)

1.5.2 Negatividade

Uma simples e calculdvel medida de emaranhamento é a negatividade [47], que é relacio-
nada ao critério de Peres-Horodecki; mais especificamente, é dada como uma violagao do

critério PPT. Tal medida é dada por

Np) =3 A (1.20)
iA<0

onde \; sao os autovalores da transposta parcial de p. Uma outra versao da negatividade,

chamada negatividade logaritmica, proposta para tornar esta quantidade aditiva ¢é

Ex(p) = logsl 9" | (1.21)

onde || - - - || denota a norma trago, isto é, ||A|| = Tr [\/ ATA} , que é igual a soma dos valores

absolutos dos autovalores do operador A, quando A é Hermitiano [48]. Para matrizes

31



densidade, todos os autovalores s@o positivos e assim ||p|| = Tr[p] = 1. A transposta
parcial pT™4 também satisfaz Tr[p?4] = 1, mas como pode ter autovalores negativos \; < 0,
esta norma trago em geral é |[p™|| = 1+ 2|>. \i| = 1+ 2N(p). Logo, podemos escrever
a negatividade como

Il -1

N(p) = 11—, (1.22)

que se anula para estados separaveis.

1.5.3 A distancia entre estados como quantificador de emara-

nhamento

Nesta secao, vamos apresentar alguns conceitos de medida de emaranhamento baseados
em distancia entre estados. Como mencionamos, a quantidade fisica proposta para me-
dir o emaranhamento térmico é a distancia entre estados introduzida em [19,20]. Para
isso, considere A sendo o conjunto de todas as matrizes densidades, que consiste de dois
subconjuntos disjuntos: o subconjunto dos estados separdveis (ndo emaranhado), S, e o
subconjunto dos estados emaranhados, E = A — S. A proposta de medida de emaranha-
mento (€£) é uma quantidade fisica que “mede” a distancia entre o estado emaranhado em
andlise e um estado separdvel do subconjunto S. Considere que p. seja o estado emara-
nhado e py seja um estado separavel. A ideia fundamental é a de que py nao seja qualquer
estado separavel, e sim o estado separavel mais proximo de p., que consequentemente esté
na borda de S, conforme a Figura[l.2] Assim, nossa medida de emaranhamento é realizada
medindo a menor distancia entre o estado emaranhado p, € E e o estado separavel ps € S,

sendo dada por
E(pe) = Emin Dlpcllps) | (1.23)
psES

onde D(p||ps) ¢ uma medida de distancia entre p, e ps. O parametro & ¢é a constante de
normalizacao para assegurar que a condi¢ao 0 < £ < 1 seja satisfeita. A equacgao ((1.23)
mede apenas as correlacoes quanticas remanescentes. As correlagoes classicas sao dadas
por

E(pe) = D(psllps) (1.24)

onde ps ¢ o estado separavel que minimiza a distancia D até o estado emaranhado p. e

pE = pi ® py, sendo pY e py as matrizes densidades reduzidas do estado ps [19)].
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min 2
min 2(Pe |l o)

Figura 1.2: Representacao esquematica da distancia minima entre os estados p. e ps.

Um ponto chave é garantir que exista apenas uma unica menor distancia entre p. e p;.
Para isso, devemos observar a convexidade do conjunto das matrizes densidade. Considere
um conjunto C' em um espaco vetorial V. Dizemos que C' é convexo, se para qualquer dois
pontos u,v € C e A € [0, 1], a combinagdo Au + (1 — A\)v (combinagdo convexa) pertence
a C [49]. Isto significa que a reta que liga dois pontos quaisquer desse conjunto também
pertence a esse conjunto.

Sejam p4 e pp duas matrizes densidades. Considere a combinagao convexa da forma
p=Apa+(1—=A)ps (1.25)

com A € [0,1]. Como p é positivo semidefinido, Hermitiano e possui trago unitario, o
conjunto das matrizes densidade é um conjunto convexo [50]. Pode-se mostrar que todos
os conjuntos convexos fechados nao vazios sao um conjunto de Chebyshev e, portanto,
todo ponto do espago vetorial V contém uma unica menor distancia ao conjunto S [51].
Isso significa que ao medir a distancia entre o estado emaranhado p. e o estado
separavel p, € S, estaremos fazendo isso de forma tunica.

Usaremos a distancia entre estados quanticos para quantificar o grau de emaranha-
mento de um estado p. e precisamos definir qual a quantidade D(p||ps) que utilizare-
mos para isso. Como medida de distancia entre estados usaremos a norma de Hilbert-
Schmidt [21,22]. A norma de Hilbert-Schmidt vem do produto interno definido no espago

vetorial das matrizes Hermitianas dado

(A, B) = Tr (AB) , (1.26)
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que gera a norma

Al = (A, A) = /Tr (A?) (1.27)

que fornece a métrica Euclidiana no espaco vetorial real das matrizes Hermitianas, a
métrica de Hilbert-Schmidt. Logo, a distancia entre duas matrizes pela norma de Hilbert-

Schmidt (ou norma de Frobenius) é dada por

A= B|=/Tr [(A- B)] . (1.28)

A medida de emaranhamento ((1.23]) pode ser reescrita como

E(pe) = Eomin v/ Trl(pe = )] (1.29)

A norma de Hilbert-Schmidt é preservada sob o mapa de transposicao parcial. Entao, a
medida proposta pode ser definida no espago de matrizes densidade de transposta parcial
como a distancia minima de p, a superficie de matrizes positivas semidefinidas com trago

1, sendo estd superficie o contorno dos estados PPT [52].
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Capitulo 2
Dimero de spin-1/2

Nesta tese, estudaremos o emaranhamento térmico no modelo de Heisenberg unidimen-
sional com um campo magnético externo uniforme e nao uniforme. Estes sistemas vém
sendo estudados por varios autores desde os anos 90, e muitos avangos tém sido feitos na
area. Particularmente, analisaremos os modelos X X X, XX e XX 7.

Neste capitulo, mostraremos uma forma de se calcular analiticamente o emaranha-
mento térmico na presenca de campo magnético externo, na direcao z, via distancia entre
estados. Algumas andlises com campo magnético em outras diregoes sao feitas para efeito
de comparacao. Primeiramente, obteremos as condicoes de emaranhamento do sistema
e apresentaremos uma maneira de se calcular a temperatura critica de emaranhamento
apenas pela analise de autovalores do sistema. Uma vez encontradas as condicoes de
emaranhamento e separabilidade, usaremos essas condicoes para construir a distancia en-
tre estados via norma de Hilbert-Schmidt. Para os modelos X X X, mostramos que nao
existe emaranhamento quando a interacao é ferromagnética e que neste caso o campo
magnético nao induz emaranhamento no sistema. Para interacoes antiferromagnéticas,
temos uma temperatura critica que nao depende do campo magnético quando este for
uniforme. Na sequéncia, analisamos os efeitos da anisotropia e encontramos as condicoes
para a existéncia de emaranhamento no modelo X X7, e mostramos que, no modelo X X,
temos emaranhamento tanto no caso ferromagnético quanto antiferromagnético.

Por fim, analisamos os efeitos de um campo magnético inomogéneo. Encontramos que
a temperatura critica dos modelos X X X e X X depende apenas da diferenca dos campos

em cada spin, sendo que, para o modelo X X, obtivemos um resultado analitico.
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Os resultados apresentados neste capitulo geraram o artigo “Magnetic shielding of

quantum entanglement states” publicado na revista Quantum Studies: Mathematics and
Foundations (DOI /10.1007/s40509-018-0172-z) [53].

2.1 Modelo XXX na presenca de campo magnético

—

B =D0B.z

No modelo de Heisenberg, um dimero de spin-1/2 submetido a um campo magnético

constante é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H=Hxxx +Hmag
HXXX - _ng : 5:2

(2.1)

2

Hmzzg = —guB Z B - Sz
=1

onde J é a constante de troca, S; (i=1,2) sao os operadores de spin, B é o campo magnético
externo aplicado ao sistema, ug ¢ o magneton de Bohr e g é o fator giromagnético.

A fim de trabalhar no formalismo matricial, vamos escrever os operadores de spin em
termos das matrizes de Pauli

, —i I
g7 =

, (2.2)
v 0 0 -1

tal que os operadores de spins (para A = 1) em termos das matrizes de Pauli sao S
131 =1 (07, 0Y,0%) e Sy = 155 = 1 (03,0%,03), onde as matrizes & sdo

51 =001 = (0],0{,07) = (0" ®@Ls,0Y ®15,0° ®1I,) (2.3a)
Go=1®d = (05,05,05) = (Lo ®c", [, ®c" I, ®c7), (2.3b)

onde I, = [54» é a matriz identidade 2 x 2.

Considerando que o campo magnético aplicado é constante e na direcao z, B = Bz, o
Hamiltoniano ([2.1)) é reescrito como

J, 1 z z
H= _101'02—§9MBBz(01 +05)=——

X X zZ 4 1 V4 z
4(‘71‘72 +0?{U?ZJ+0102)_§9MBBZ(01 +03) . (2'4)
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Desta forma, temog|

51 . 62 = (Ox ®H2)(H2 X Ux) + (O’y ®]I2)(I[2 ®O’y) + (UZ ®H2)(H2 X O'Z)

0001 0 0 0 —1 1 0 0 0
0010 0 01 O 0 -1 0 0
= - +
0100 0 1.0 O 0 0 —-10
1 000 -1 00 O 0 0 0 1
1 0 0 O
0 -1 2 0
= ; (2.6)
0 2 —-10
0 0 0 1
e o termo de interagao com o campo magnético é
10 0 O 1 0 0 0 200 0
01 0 O 0 -1 0 O 000 O
00 -1 0 0 0 1 O 000 O
00 0 -1 0 0 0 -1 000 -2
Na forma matricial, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como
—1—Bgus 00 0
0 z -4 0
0 -5 9 0
0 0 0 —Z—i-Bzg,uB

O estado do sistema em equilibrio térmico para temperatura finita é representado pelo
operador densidade p = Z7le " onde Z = Tr(e M) é a funcio particio do sistema e

B = (kgT)~'. A matriz densidade de um dimero de Heisenberg de spin-1/2, sujeito a um

1O produto tensorial de duas matrizes A e B de dimensao (m x n) e (p X q), respectivamente, é

annB  ai2B -+ a1,B
A®B= : S : : (2.5)

am1B  am2B -+ ampB

onde A ® B é uma matriz (mp X ng).
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campo magnético uniforme na direcao z é escrita como

P11 0 0 0

0 p22 p3 O
0 p32 p33 O

0 0 0 pu

onde
1 7.5
puu = it T (2.10a)
P22 = P33 = %egf cosh (%) (2.10b)
P23 = P32 = %e_fT sinh (%) (2.10c)
pas = %e{T? (2.10d)

e a funcao particao, Z = Z(J,B,T), é dada por

eT +e T 4elte

8

Z = 4T

_4B+3J ( B+J 2B+J B

) , (2.11)

sendo J = J/kp e B = B,gup/kg, onde kg é a constante de Boltzmann.

2.1.1 Condicao de emaranhamento e determinagao da tempera-

tura critica

A distancia entre estados é aplicada para medir a distancia entre um estado emaranhado,
pe € um estado separavel, p,. Logo, necessitamos encontrar uma maneira que garanta
a separabilidade do sistema. Para isso, usaremos o critério de Peres-Horodecki [32,[34]
para determinar qual a condigao de separabilidade do sistema. Vimos na secgao que
a positividade da transposta parcial é uma condicao necessaria e suficiente para garantir
a separabilidade. A transposta parcial consiste em tomar a transposta somente em um
dos subespagos do sistemas e depois realizar o produto tensorial. Se |m;) e |n1) € Hj e
|ms) e |ng) € Hy sdo bases ortonormais arbitrarias de dois subsistemas, 1 e 2, temos que
Im1) ® |ma) = |my1,ma) € |n1) ® |na) = |ny,ne) € Hy ® Hy, a transposta usual atuaria
da seguinte forma: (my,ma|p|ni, na) = (n1,na|plmyi,me). J& a transporta parcial

em relagao a um dos subsistemas, digamos o subsistema 2, consiste em trocar apenas os
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indices relativos ao sistema 2, isto é, (my, ma|p|ni, no) — (mq,na|plni, ms). A matriz
T

densidade (2.9) na base padrdo {|00), |01),]10), |11)} ¢%

00/ p|00)
01]|00)
10]]00)
11]p]00)

00|p|01
01|p[01
10| p|01
11|p|01

00|p|10
01|p|10
10/p|10
11]p|10

00/pl11)
01lpl11)
10]p|11)
1]p|11)

( ( ) K
| o1y (O11]10) | 01o)
{ { ) ! A
( ( ) S
A transposta parcial de p relativa ao subespaco 2, denotada por pT1§2) € H,@HY, é dada

por

00||00
00/p|01
10]p[00

01/p|00
01|p|01

00| |10
00[p[11

01|p[10
01)p|11
11|p|00

10[p|10) (11]p|10

(001100) (01]}00) (00],]10) (01]10)
g _ | {00lon) {0116l01) (00lol11) (oLlpn) | 013
(10p100) (11]}00) (10],]10) (11]10)
(10pl01) (11]pjo1) (10p]11) (11]p11)

10]p[01) (11]p|01) (10|p|11) (11|p|11

que comparada com (2.9) e (2.12)), resulta em

P11 0 0 P23
2 0 0 0
P = P22 . (2.14)
0 0 p33 O

pz2 0 0 pu

Claro que quando tomamos a transposta parcial de p com relacao ao subsistema 1, obtemos
ey T , . 72
a transposta parcial p'»° € Hj ® Hy, que é uma matriz diferente de p'» *, mas que
resulta nos mesmos autovalores. Logo, deste ponto em diante, nao nos referiremos mais
com relacao a qual subespaco a transposta parcial foi tomada e diremos apenas transposta
parcial.
O critério de Peres-Horodecki nos diz que se um dos autovalores da transposta parcial

for negativo, isto implica que o sistema é emaranhado. Calculando os autovalores da

2Devemos lembrar que a transposta parcial depende da base em que é realizada, mas o seu espectro

independe da escolha da base
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transposta parcial de p, isto é, os autovalores de p’?, obtemos

A = pa (2.15a)
N = pas (2.15b)
Az = % (/)11 + paa+V/ (p1 — pua)? + 4/?23032) (2.15¢)
Ay = % (Pn + pas = V(11 — paa)® + 4P23P32> (2.15d)

Usando os elementos de matriz p;; da equagao podemos verificar que os autovalores
A1, A2 e A3 sao todos positivos para qualquer valor, positivo ou negativo, da constante de
trocaﬂ J. Ja o autovalor A4 merece uma atencao um pouco mais detalhada. O autovalor
A4 é positivo (A\y > 0) para qualquer temperatura desde que J > 0 (ferromagnético). Isso
é suficiente para garantir que o sistema é separavel (nao emaranhado) se 7 > 0, mostrando
que nao existe emaranhamento no dimero ferromagnético de spin-1/2 na presenca de um
campo magnético constante na direcao z. Se J < 0 (antiferromagnético), o autovalor A4
pode ser negativo ou positivo, dependendo apenas da temperatura 1. A4 é positivo se a
temperatura T' for maior ou igual a uma temperatura critica do sistema, denotada por 7.
Nessas condigoes o sistema é nao emaranhado. Mas se T' < T,, o autovalor A4 é negativo
(A4 < 0) e o sistema esta emaranhado.

A temperatura critica, T,, citada acima é definida como a menor temperatura para
qual o sistema nao exibe emaranhamento. Para determina-la, basta igualar o autovalor \4
a zero e assim encontrar o valor de T'em que A4 se anula. Assim, tomando A\ (7, B, T.)=0

obtemos 2e7 + 3¢ — 1 = 0, cuja solugao é

T, =— . (2.16)

A equacao nao depende do valor do campo magnético externo (na dire¢do z). Para
qualquer que seja o valor do campo magnético externo na direcao z o sistema antifer-
romagnético (J < 0) permanece emaranhado abaixo da 7., independente do campo
magnético externo aplicado, B. Isto significa que o emaranhamento nesse sistema nao
pode ser destruido por exposicao ao campo magnético, sendo magneticamente blindado.

Uma das vantagens deste método de andlise é que podemos determinar a temperatura

3Usaremos este abuso de linguagem para nos referir a J como constante de troca, ja que J = J/kp.

Pelo mesmo motivo, chamaremos B de campo magnético, uma vez que B = B,gup/kp.
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critica de uma forma simples, direta, e antes mesmo de obtermos uma medida do ema-
ranhamento. Na secao seguinte, calcularemos a medida de emaranhamento via distancia

entre estados e, a partir dessa, obteremos a mesma temperatura critica da equagao (2.16|).

2.1.2 A medida de emaranhamento via distancia entre estados

Nesta se¢ao, a quantidade fisica proposta para quantificar o emaranhamento é a distancia
entre estados [19,20]. A distancia é definida pela norma de Hilbert-Schmidt [22]. Agora que
ja vimos quais sao as condigcoes para o sistema estar emaranhado ou separavel, podemos
determinar o emaranhamento via distancia entre estados. A medida de emaranhamento

mostrada na equagao (|1.23]) é reescrita aqui:

E(pe) = & min D(pel|ps) (2.17)
ps€ S

onde D(ps||pe) é a medida de distancia entre o estado emaranhado p. € E = A —S e o
estado separavel p; € S e & é a constante de normalizagao que garante que 0 < E(p.) < 1.
Os estados ps e p. sd@o determinados pela condi¢do de separabilidade (emaranhamento)
baseada na positividade (negatividade) dos autovalores da transposta parcial de p, p’».
O estado separavel p, é definido como o estado com todos os autovalores da transposta
parcial sendo positivo-definidos. Ja p. é a matriz densidade que tenha pelo menos
um dos autovalores da sua transposta parcial sendo negativo. Como mencionamos na
secao anterior, entre todos os autovalores , somente o autovalor \; (2.15d)) tem
possibilidade de ser negativo, dependendo da constante de troca 7. Dessa forma, podemos

escrever a seguinte desigualdade:

(053)% > pripas (2.18a)
(033)% < p11pas, (2.18b)

onde o indice “e” indica a condigao de emaranhamento e o indice “s” indica a condicao

de separabilidade. Desta maneira, a matriz densidade py) ¢ dada por

P11 0 0 0

0 po Py O
ps(e) - s(e) ) (219)

0 pys psz 0
00 0 pu
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onde p§; é o elemento da matriz densidade do estado emaranhado e satisfaz a equacgao
([2-184)). J4 p34 é o elemento da matriz densidade do estado separdvel e satisfaz a condi¢ao
(2.18b)).

Como ja mencionamos, para medir a distancia entre o estado p. e ps usaremos a norma

de Hilbert-Schmidt. Tal norma é dada por D(pc||ps) = /Tr[(ps — pe)?], onde

pii 0 0 0 pu 0 0 0
0 p2 p55 0 0 p p33 0
Pe — Ps = - : (2.20)
0 pS5 p22 O 0 p35 p22 O
0 0 0 P44 0 0 0 P44

Da operagao matricial acima, temos

D(pellps) = VTr[(ps — pe)?] = V2(p535 — p33)?
= \/§|P§3 — P33l - (2.21)

Para assegurar que a distancia seja minima devemos usar a condigao (2.18]), observando
que p11 € pyq S0 positivos e, para J < 0, po3 é negativo. Tal condi¢do (2.18) pode ser

reescrita como

Po3 < —+/P11P4a (2.22a)
—v/P11pas < p33 < 0. (2.22b)

Observe que D(pe||ps) serd minimo quando pj, for minimo, ou seja, quando pi; = —./p11pas-
Assim, a medida de emaranhamento ¢ dada por £(p.) = E0v/2|p%s + +/P11pas|- Como o
elemento p§, ¢ negativo e menor do que —,/p11pa4, 0 argumento da norma é negativo e

podemos escrever a medida de emaranhamento do estado emaranhado p. como

E(pe) = —EoV2 (P55 + v/pripaa) - (2.23)

Pode-se verificar que o valor maximo de £(p.) é 1/4/2 e com isso a constante de norma-
lizacdo é & = /2, para garantir que 0 < £ < 1, com & = 0 sendo ndo emaranhado e
& = 1 sendo maximamente emaranhado.

Vimos que mesmo para J < 0 podemos ter um estado separavel se a temperatura 7'
for maior ou igual a temperatura critica T,. Esta mudanca de um 7' < T, para um T > T,

[Pk

corresponde ao elemento po3 mudar de indice “e” para indice “s”, ou seja, po3 mudar de
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elemento de um estado emaranhado para elemento de um estado separavel. Observe que a
equagao é valida para um estado emaranhado p.. Assim, com o intuito de escrever
uma expressao geral para a medida de emaranhamento, isto é, que seja valida tanto para
estados emaranhados (p.) quanto para estados separdveis (ps), a equacao pode ser

escrita como:
E(p) = max [0, =2 (pa3 + /p11paa)] - (2.24)

Nessa equagao, o “max” significa que deve-se escolher o maior valor entre as duas funcoes
dentro do colchetes. A equacao pode ser obtida através da matriz densidade (2.9))
pelo calculo da concorréncia [54,55]. Isso mostra que apesar de serem métodos completa-
mente diferentes, temos uma equivaléncia entre as medidas. Se T' < T, o segundo termo
é sempre maior que zero e temos um estado emaranhado (p23 — pS3), sendo a medida de
emaranhamento dada pelo segundo termo entre colchetes. Se T" > T, o segundo termo
é menor ou igual a zero e teremos um estado separdvel (pa3 — p33) e assim a medida de
emaranhamento é zero.

A medida de emaranhamento (2.24) pode ser expressa em termos da funcao particao,
numa férmula que engloba a medida para o emaranhamento de um dimero de spin-1/2
tanto na auséncia quanto na presenca de campo magnético. Tal forma é dada por
e~ it (1 — 36%>

£ B,T) = max |0, —pr |

(2.25)

onde

Zp_o = e~ + 36%, quando B =0
Z = : (2.26)
Zpso, quando B #0
Na auséncia de campo magnético, usa-se a funcao particao Zz—g, €, na presenc¢a de campo

magnético, usa-se a func@o parti¢do Zp dada em (2.11)). Considerando os elementos da
matriz densidade (2.10) e efetuando as devidas substituigoes, obtemos

1 — 3e¥

E(T,B,T) = 0, .
( ) = max e (2COSh (%)—1—1)—}—1

(2.27)

A Figura[2.1]ilustra a relagao entre a medida de emaranhamento ([2.24] [2.27)) com o auto-
valor A4 (2.15d)) e a condigao de emaranhamento (2.22)), que depende de como o elemento

po3 se comporta com relagdo a —./p11py. Podemos ver que sé existe emaranhamento &

43



0.4

A4
""" = P23
027 ===== =V P11 P44
&

0 2 4 6 8 10

Figura 2.1: Relac@o entre a medida de emaranhamento (2.27)), o autovalor A4 (2.15d)) e a
condi¢ao de emaranhamento (2.22)) para B = 10K e J = —10K.

enquanto o autovalor \; for negativo. Mas isto s6 ocorre se o elemento po3 da matriz
densidade for menor que —,/p11pas, fato que s6 é verdade abaixo da temperatura
critica T, representada pela linha vertical pontilhada que passa na interseccao das curvas.
Se isto ocorre, entao o elemento peg é pss € 0 estado é emaranhado (p¢). Quando T > T, ,
temos pa3 > —./pr1pas de modo que po3 € p53, 0 que indica que o estado ¢ nao emaranhado
(p*)-

Este mesmo resultado é similar ao obtido via concorréncia [56]. Na auséncia de campo
magnético externo (B = 0), a medida de emaranhamento recupera o resultado
obtido pela concorréncia [57]. A proposta de medida de emaranhamento , baseada
na distancia entre estados, é definida através da norma de Hilbert-Schmidt e pode ser
usada de modo similar para obter medidas de emaranhamento em sistemas de dimensao
2 ® 3, tal como dimeros de spin-(1/2,1).

Como ja mencionado e calculado anteriormente, a temperatura critica (7.)-definida
como a temperatura a partir do qual o emaranhamento se anula— pode ser obtida também
através da equacao ou, mais facilmente, pela equacao . Resolvendo (T, B, T.) =
0, a solucao é exatamente a mesma obtida somente pelo critério de Peres-Horodecki. Tal
congruéncia entre o critério de Peres-Horodecki e medida de emaranhamento proposta—
expressada através da norma de Hilber-Schmidt mostra o potencial da medida de emara-

nhamento.
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A medida de emaranhamento ([2.27)) depende de trés parametros: um intrinseco ao sis-
tema, a contante de troca (J); e dois extrinsecos, a temperatura (7') e o campo magnético

externo (B). A seguir, analisaremos o resultado (2.27)) e a dependéncia com respeito as

quantidades fisicas extrinsecas.

2.1.3 Emaranhamento como funcao da temperatura

O comportamento da medida de emaranhamento (2.27) com respeito a temperatura pode
ser explicitado em trés regimes de campo magnético externo em comparagao com a cons-
tante de troca: campo fraco (|B| < |J|), campo médio (|B] = |J|) e campo forte
(IB| > |J|). Como vimos, independente de qual seja o regime, a temperatura critica
¢ independente do campo magnético aplicado e, além disso, esteja o sistema submetido
ou nao a um campo magnético externo, quanto maior for o modulo da constante de troca
maior sera a temperatura critica.

A Figura mostra a condi¢ao de campo fraco para um valor fixo de J = —10 K
e diferentes valores de campo magnético. Na condicao de campo fraco, nés temos que o
emaranhamento sempre diminui com o aumento da temperatura. Observamos que quanto
mais B aproxima-se de J, menor o emaranhamento do sistema, mas sempre com (T —
0) =1.

O comportamento do emaranhamento no regime de campo médio (|B| = |J|) é mos-

1.0

0.8

PR |

N _
0.6 \ :

&

0.4

02r

0.0t 1 . : " = o |

10

T(K)

Figura 2.2: Medida de emaranhamento térmico para campo fraco (|B| < |7|): E(J,B,T)

com J = —10K e véarios valores de B.
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Figura 2.3: Medida de emaranhamento térmico para campo médio (|B| = |TJ|): (T, B, T)
com J =—-HKe J =—10K para B=0e¢ B # 0.

trado na Figura[2.3|para J = —5K e J = —10K, observando que nao importa qual o valor
da constante de troca, o emaranhamento quando a temperatura tende a zero é reduzido
pela metade, € = 1/2, desde que |B| = |J|. Também ilustramos o emaranhamento na
auséncia de campo para os mesmos valores de J com linha tracejada e linha sélida, respec-
tivamente para J; e Jo. Independente da situacao, temos o mesmo valor de temperatura
critica para os mesmos J. Observe que para campo médio, a medida de emaranhamento
também sempre diminui com o aumento da temperatura.

Por 1ltimo, nés temos a tnica situacao em que o aumento da temperatura pode au-
mentar o grau de emaranhamento, que acontece na condigao de campo forte (|B| > |J|).
A Figura mostra a condi¢ao de campo forte para J = —10 K a varios valores de B.
Nesta situacao, para qualquer valor de B, o emaranhamento é zero em 7" — 0 e aumenta
com o aumento da temperatura até atingir um valor maximo e entao decresce até zero,
quando atinge a temperatura critica. Assim, os trés regimes de campos comportam-se,

quando 7" = 0, da seguinte forma:

1, se [B|<|J]

. ) B

lm E(T,7,B) =\ 3, se [B]=|J]| - (2.28)
0, se |B|>|J]

Vemos nesse modelo X X X que, quanto maior o campo magnético, menor sera o emara-
nhamento do sistema para um dado valor de T'. Verifica-se, através da equacao ([2.27)), que

a medida de emaranhamento permanece inalterada com a orientacao do campo magnético
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Figura 2.4: Medida de emaranhamento térmico para campo forte (|B| > |J|): E(J,B,T)
com J = —10K e diferente valores de B.

externo ao longo da direcdo z, isto é, E(T,7,B) = E(T,J,—B). Isto é devido ao fato de
ser um dimero de spin-1/2, nao privilegiando nenhum sentido do campo magnético. Mais
adiante trataremos um sistema dimero onde a medida de emaranhamento ird se alterar

com o sentido do campo.

2.1.4 Emaranhamento em funcao do campo magnético

O comportamento da medida de emaranhamento para um determinado material com uma
constante de troca J numa temperatura fixa mas com campo magnético variando é mos-
trado na Figura[2.5] Como esperado, e j& mencionado, o emaranhamento depende apenas
do valor absoluto do campo magnético externo (|B|) e ndo da sua orientagao ao longo da
direcao z. Na Figura 2.5, com contante de troca J = —10K, sempre que B = F7, temos
a transicao do regime de campo fraco para o regime de campo forte. Além disso, o eixo das
abscissas é a assintota horizontal da medida de emaranhamento como funcao do campo
magnético, nao existindo nesse modelo um B que anule £. Da equacao , somente
quando B — +oo que terfamos £ — 0. Um grafico 3D da medida de emaranhamento da
equacao ¢ mostrado na Figura . O gréfico (a) mostra como o emaranhamento
cai com o aumento do campo e a independéncia da temperatura critica com o campo.
O gréfico (b) ilustra a linearidade da temperatura critica com a constante de troca J.

O gréfico (¢) mostra a auséncia de emaranhamento no caso ferromagnético, que também

47



0.8

0.6

0.4

0.2F

0.0k

Figura 2.5: Medida de emaranhamento térmico (7, B, T) em fun¢ao do campo magnético

para J = —10K e diferentes valores de temperatura 7'

pode ser observado em (b).

Para ilustrar o efeito da blindagem magnética, um sistema [Fes(SC3H5N3)2(NO)4l, o
ferro nitrosyl, um composto binuclear , pode ser considerado. O ferro nitrosyl é um
dimero antiferromagnético de spin—1/2 com J = —136K, e que, pela equagao (2.16))
apresenta uma temperatura critica de aproximadamente 7, ~ 123, 793K. Se submetido a
um campo magnético externo |B| = 10K (|B| ~ 7,456T) na temperatura 7' = 60K, a
medida de emaranhamento serd £ ~ 0,52, assim como, se |B| = 140K (|B| ~ 104,238T)
entdo £ ~ 0,32. O emaranhamento quantico em dimeros antiferromagnéticos de spin—1/2
no modelo X X X sobrevivem mesmo sob a acao de campos magnéticos muito altos, da

ordem de magnitudes de vérios Teslas.

Figura 2.6: Medida de emaranhamento £(J,B,T). (a) J = —8K, (b) B = 2K e (c)
T =0K.
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2.1.5 Emaranhamento e susceptibilidade

Para o modelo X X X, a susceptibilidade magnética para um dimero de spin-1/2 é dada

pela equagao de Bleaney e Bowers [58,[59]

_ 2NaB(gup)’eT 590
B 1+ e’ 7 (2.29)

onde N4 é o nimero de Avogadro.
Queremos escrever a equagao (2.24) em funcao da susceptibilidade magnética. Na
auséncia de campo magnético, a equacao (2.24) torna-se

1—36%

2.30
3e¥ +1 ( )

E(T,T,B=0)=max [O,

SIS

Invertendo a equacao ([2.29)), temos eT = . Substituindo na equacao ([2.30)),

X
2NB(gup)’—3x

obtemos o emaranhamento em funcao da susceptibilidade magnética, dado por

3x(T) }
2NAB (gup)’]

A equacao [2.31] é a medida de emaranhamento na auséncia de campo magnético colo-

E(J,T,B=0)=max lo, 1— (2.31)

cada em funcao da susceptibilidade, recuperando, de uma forma diferente, o resultado
apresentado na referéncia [16]. Algo que estamos trabalhando no momento é escrever o
emaranhamento em fun¢ao da susceptibilidade em outros modelos, tais como o modelo

dimero X X Z e para trimeros.

2.2 Modelo XXX na presenca de campo magnético

=g A

B =B,z
Todo modelo construido até aqui foi feito para o caso de um campo magnético aplicado
na direcao z. Podemos comparar essa situacdo com o caso em que temos um campo
magnético aplicado na direcao x. Os céalculos para a medida de emaranhamento para um
dimero submetido a um campo magnético constante na diregao z é feito no Apéndice [A]
resultando em

—26% — 36% +1
4eF cosh (%) + 2¢% cosh (%) + F +1

E(p) = max |0, (2.32)
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Figura 2.7: A medida de emaranhamento £(7,B,,T) para J = —4K nos trés regimes de

campo magnético.

Mostra-se, que para o campo magnético na dire¢ao x, também temos que (7,7, B,) =
E(T,J,—B.), e que a temperatura critica nessa situagao também é independente do campo
magnético (B,), tendo o mesmo valor que obtivemos quando o campo magnético era na
direcao z, dado em . A Figura mostra os trés tipos de comportamento da
medida de emaranhamento em termos de como o campo magnético externo se compara
com a constante de troca.

Segue que os trés regimes de campo obedecem a seguinte relacao:

1, se |B;| <|J| — Campo fraco

%E%S(Tv J,B;) = se |B;| =1|J|— Campo médio - (2.33)

D
0, se |B.|>|J|— Campo forte
A principal diferenca com relagao ao caso anterior é que para a situacao de campo médio
(|B:] = |T|), no limite em que T tende a zero, o emaranhamento ¢ igual a 1/4, isto é,
E(T —0,|Bl=1|J]) =1/4.

Em todas as situagoes em que comparamos as medidas de emaranhamento com campos
B, e B, de mesma intensidade, isto é, |B,| = |B.|, o emaranhamento com campo na diregao
z mostrou-se maior do que o emaranhamento com campo na direcao x conforme a Figura
2.8
As equacgoes de medida de emaranhamento, e , nos fornecem uma forma de

igualar uma com a outra. Para uma dada temperatura 7" e um dada constante de troca

J, podemos aplicar um campo magnético, digamos na dire¢gao z, mas que seja equivalente

20



0.8

0.6

0.4
0.2

0.0
0

Figura 2.8: Comparacao entre as medidas de emaranhamento com campo magnético na
diregdo x e z para os trés regimes de campo com J = —6K: a) B,, = 4K, b) B, . = 6K
ec) B,,=8K.

a um campo na diregdo z. Tomando E(T, 7, B,) = E(T,J, B.), cujo resultado é

(oo (B o () 1
oot (QZT%) Fcosh (B?) - 2) (2 (e% + 1>)_1] L (2:34)

Isso significa que se aplicarmos o campo magnético da equagao na direcao z, seria

B, =T log

equivalente a aplicar um campo na dire¢ao = (B,), pois obterfamos o mesmo resultado
na medida de emaranhamento. Mesmo quando temos um campo magnético do tipo B =
B,z + B.z, com B, = B,, a temperatura critica permanece inalterada pelo campo, sendo
a mesma que encontramos para os campos separadamente. Nesta situacao, o autovalor A4

(ver Apéndice [B)) é igual a

1 3

A = ﬁx_ly_% (x(y +1) = Va2 (2 —y+1) — 20y + y) ’ (2.35)

onde z = ef ey = 27 Igualando a equagao ([2.35)) a zero, obtemos z(3x + 2) = 1.

Observe que, pelas definicoes de = e y, esta equacao também nao depende do campo
magnético, e com isso a temperatura critica nao varia com esse campo. Tomando apenas
as solugoes reais para T, obtemos a mesma temperatura critica (T, = %) dos resultados

anteriores, equacao (|2.16|).
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2.3 Modelo XXZ na presenca de campo magnético

—

B=DB.z

Nesta secao analisaremos um modelo com anisotropia, onde o Hamiltoniano Hyxyxx da
lugar a Hxxz, tal que Hxxz = — (Js7sh + Jsisy + J.sis3). Dessa forma, o modelo X X Z
para um dimero de spin-1/2 em um campo magnético (externo) constante na dire¢ao z,

B= B. 2z, é descrito pelo Hamiltoniano
H=—J(s]s5 + s{sy) — J.sis5 — uggB (s] + s3) (2.36)

onde J e J, sao as constantes de troca. Desta forma, a matriz Hamiltoniana é escrita

como
—Bgug—2% 0 0 0
0 L -4 0
H— 4J J? . (2.37)
0 -4 L 0
0 0 0 Bgug— %

A matriz densidade (2.9)) tem agora os seguintes elementos

1 aB+a.

P11 = Ee T (2.38a)
P22 = P33 = %e_fﬁ cosh (%) (2.38b)
P23 = P32 = %e_% sinh (%) (2.38c¢)
pas = %e”im“ : (2.38d)

sendo Z = Z(J,J,,B,T) a funcao parti¢ao, dada por

A B\ z J
Z =2 (COSh (T) e2r + cosh (ﬁ)) : (2.39)

onde J = J/kg, J. = J./ks e B = gugB/kg. Observe que estes elementos sdo muito
similares aos elementos da equagao (2.10), com a diferenga de que agora 7, aparece expli-

citamente separado dos demais.
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2.3.1 Condicao de emaranhamento e determinacao da tempera-

tura critica

O calculo da transposta parcial é exatamente o mesmo do caso X X X, dado na equagao
, tendo os mesmos autovalores das equagao , de forma que teremos a mesma
condicao de emaranhamento . Uma rapida analise d os elementos ([2.38)) mostra que
os trés primeiros autovalores da transposta parcial sao todos positivos, para qualquer valor,
positivo ou negativo, das constantes de troca. Ja A4 pode ser positivo (ndo emaranhado)
ou negativo (emaranhado) sob certas circunstancias. Dos elementos (2.38)), conclui-se
que o autovalor A4 é invariante sob mudanca de sinal de B, J ou ambos, Ay (B, J) =
A (=B, —J). Isto mostra que o modelo X X apresenta emaranhamento tanto para J > 0

(ferromagnético) quanto para J < 0 (antiferromagnético), e que eles sdo para o mesmo

| T|.

Analise do autovalor \; no modelo XX

No modelo XX (J. = 0), o autovalor Ay ¢ negativo (A4 < 0) desde que a temperatura

esteja abaixo da temperatura critica. A temperatura critica pode ser facilmente calculada

substituindo os elementos de matriz da equacao (2.38) no autovalor A4 (2.15d)), tomando

J. = 0 e igualando a zero, obtendo sinh (%) = 1. A solucao desta equacao é dada por
X +7 —se J <0

770 = —/————— . (2.40)
21n(1+\/§) +tseJ >0

Observe que a temperatura critica do sistema também nao depende do campo magnético.
Isto significa que o sistema, abaixo da temperatura critica T-XX, permanece emaranhado
independentemente do campo magnético aplicado, assim como no modelo X X X. Devido
a A4 nao mudar com respeito a mudanca de sinal de 7, o modelo X X apresenta emaranha-
mento em ambos os casos, antiferromagnético ferromagnético, o que pode ser observado
no grafico da Figura [2.9]

A Figura também mostra que para uma dada temperatura fixa, T, existe um valor
minimo que J necessita ter para que o autovalor A4 seja negativo e que, consequentemente,
o sistema seja emaranhado. Este valor minimo, 7,.;,, € obtido diretamente da equacao da

temperatura critica. Assim, podemos afirmar que para uma dada temperatura 7', teremos
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Figura 2.9: A4 em funcao da constante de troca J para T = 3K com dois campos

magnéticos distintos, B=1K e B=3 K.

emaranhamento somente se |J| > |Jnin|, dado por

— 0
Tonin = +2T1n (14 V2) eJI<0 (2.41)
+se J >0

Isto significa que se —27In (1 + \/5) < J<+2TIn (1 + \/5), o autovalor \4 é positivo e

o sistema é emaranhado, para uma dada temperatura 7'.

2.3.2 Analise do autovalor \; no modelo X X7

No modelo XX Z, se tomarmos Ay = 0 e utilizarmos os elementos de matriz (2.38) para
obter a temperatura critica, veremos que nao podemos obter uma expressao analitica,

resultando na equacao

¢ = sinh? (%) : (2.42)

que pode ser resolvida numericamente. De qualquer forma, a equacao (2.42)) mostra que
a temperatura critica nao depende do campo magnético.
A positividade ou negatividade do A4 deve ser considerada para o caso ferromagnético

(J, J.>0) e para o caso antiferromagnético (J, J, > 0) separadamente.

Antiferromagnético

Noés podemos ter emaranhamento no caso antiferromagnético se a temperatura for menor

que a temperatura critica. Na Figura [2.10] as linhas verticais referem-se as temperaturas
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Figura 2.10: A\ em fungao da temperatura T para J = —8K e B = 0K. O grafico a) com
J.=0K,b) com J, = —4K, ¢) com J, = —8K e d) com J, = —12K.

criticas dos modelos XX e XXX. Quando |J,| < |J| (Figura [2.10p)), a temperatura
critica do modelo X X Z é menor que a temperatura critica do modelo X X X ([2.16)), mas
sempre maior do que a temperatura critica do modelo XX (2.40). Quando |7.| > |J|
(Figura2.10d)), a temperatura critica do modelo X X Z é maior que a temperatura critica
do modelo X X X. Os graficos a) e c) da Figura representam A\, como uma fungao da
temperatura dos modelos XX e X X X.

Ferromagnético

No caso ferromagnético, temos emaranhamento no sistema se T esta abaixo da tempera-
tura critica, mas desde que J, < J. Para J, > J, A4 é positivo e nao temos nenhum
emaranhamento no sistema como mostra a Figura ) A temperatura critica para

o caso ferromagnético, quando J, < J, é sempre menor que a temperatura critica do

modelo X X (Figura[2.11h)) .

2.3.3 Distancia entre estados

A condi¢do de emaranhamento (2.18)), diferentemente do que foi feito no modelo X X X,

necessita ser analisada separadamente para os casos ferromagnético e antiferromagnético.
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Figura 2.11: A4 em fungao da temperatura 7' com J = 8K e B = 0K. O grafico a) com
J.=4K e b) com J, = 10K.

Com o auxilio dos elementos (2.38)), temos que pj; e peg sdo positivos para qualquer
constante de troca, positiva ou negativa; ja o elemento po3 > 0 se J > 0 e po3 < 0 se

J < 0. Assim, a condi¢do de emaranhamento (2.18)) deve ser reescrita como:

J <0 = p5. < —
A < 0 P2s pripu (2.43a)

J > 0= pSy > +/pripu
J < 0= —/p11pas < p33 <0

A >0 (2.43b)
J >0=0< p33 < +/p11paa
A medida de emaranhamento, &(p, ), ocorre quando a distancia D(ps||pe) = /2 (55 — pis)”
for minima, isto é
E(pe) = EV/2min|phy = pis| (2.44)

onde & é a constante de normalizacao.

Para o caso J*° < 0 (antiferromagnético), a condigao (2.43)) nos mostra que a distancia
D(ps||pe) serd minima quando p5; = —,/p11pas. Assim, a medida de emaranhamento &(p.)
é dada por

E(pe) = EoV2|p%s + /pripaal
= —&V2 (s + V/pripm) (2.45)

ja que |pss| > }—« /P11 p44‘. Esta equacao é vélida para o caso onde o estado é emaranhado
(pe), isto é, satisfaz a condicdo (2.43a). Essa equagao pode ser facilmente generalizada

para qualquer estado p e é dada por

£(p) = max [o, —EV2 (pas + \/pripas)| - (2.46)
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Para o caso onde J* > 0 (ferromagnético), a condigao (2.43)) nos mostra que D(ps||pe)
sera minimo quando p35 for maximo, isto é, quando p5; = \/p11pas- Assim, a medida de

emaranhamento é dada por

E(pe) = &EV2|p5 — vpipal
= &V2(pss — v/pripas) (2.47)

jad que p§s > (/pripas. Esta equacao é valida para o caso onde o estado é um estado
emaranhado (p,), isto é, satisfaz a condigao (2.43b]). Novamente, podemos colocar numa

forma em que seja valido para qualquer estado p, tal que

£(p) = max [0,50\/5 (p2s — mﬂ . (2.48)

Das condigoes dadas na equacao (2.43), podemos escrever uma equagao que satisfaca
simultaneamente os dois casos, equagoes ([2.46]) e (2.48)). Isto significa que podemos des-
crever a medida de emaranhamento para ambos os casos, antiferromagnético (J* < 0) e

ferromagnético (J° > 0). Esta equagao é escrita como

€(p) = max [0,50\/5(\P23| - \/011044)} : (2.49)

Observe que se pa3 < 0, recuperamos a equagao ([2.46)) e se pag > 0, recuperamos a equagao
(2.49)). Substituindo os elementos de matriz (2.38)), obtemos

e~ i <|sinh ()| - e%)
Z

E(p) = max |0,2 (2.50)

onde Z é dado na equacao (2.39) e a constante de normalizaco utilizada foi £ = /2 para
assegurar que 0 < £p) < 1. A seguir, quantificaremos o emaranhamento em cada caso

separadamente.

2.3.4 Modelo XX

Tomando J, = 0 na equagao ([2.50]), obtemos

|Sinh (%)‘ -1
" cosh (%) + cosh (%)

E(p) = max |0 (2.51)

A Figura ¢ um plot da medida de emaranhamento (2.51) em fungao da constante

de troca J. Ela mostra o que ja haviamos antecipado pela andlise do autovalor \4, onde
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Figura 2.12: Emaranhamento térmico do modelo X X em funcao da constante de troca,

para B = +2K.

observamos que o modelo X X exibe emaranhamento tanto no caso ferromagnético quanto
no caso antiferromagnético. Neste modelo, a medida de emaranhamento exibe paridade
com relagao a constante de troca, E(T,B,J) = E(T,B,—7J). As linhas verticais indicam
0 Jmin e mostram que abaixo deste valor de J o sistema nao ficara emaranhado. A
situagdo em que |J| < 27"In (1 + \/5) refere-se a positividade do autovalor Ay mostrado na
Figura[2.9, Observe que se fixarmos uma temperatura, o emaranhamento sempre aumenta
com o aumento do moédulo da constante de troca.

Uma situacao muito interessante é que o emaranhamento em uma temperatura menor
nem sempre sera maior que o emaranhamento em uma temperatura mais alta, com ambos
sujeitos a0 mesmo campo magnético. A Figura [2.13| mostra que existe um intervalo de
valores de J em que o emaranhamento é maior no sistema que tem maior temperatura.
Para um campo B = 4+3,5K, podemos observar que o emaranhamento no sistema com
uma temperatura de 7" = 0,5 K entre J ~ 2,8293 K e¢ J =~ 6,2378 K é menor do que
o emaranhamento na temperatura T'= 1,5 K. Isto significa que mantendo B = £+3,5 K,
seja qual for J entre 2,8293 K e 6,2378 K, o emaranhamento do sistema com maior
temperatura sera maior que o emaranhamento do sistema com menor temperatura.

O grafico da Figura [2.14] mostra que se mantivermos J fixo e aumentarmos a inten-
sidade do campo magnético, observamos que a partir de um uma certa intensidade de
campo, o sistema que tem maior temperatura apresenta maior emaranhamento do que o

sistema que estd em uma menor temperatura. Isto mostra que nem sempre os sistemas
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Figura 2.13: Emaranhamento térmico do modelo X X em funcao da constante de troca

para B = 43,5K.
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Figura 2.14: Emaranhamento térmico do modelo XX em funcao do campo magnético

para J = £+10,0K.

que estao em menores temperaturas terao maiores emaranhamentos que os sistemas que
estao em menores temperaturas.

Na Figura [2.15 podemos observar que, em 7" = 0, o emaranhamento assume trés valo-
res distintos que dependem da comparacao do valor do campo magnético com a constante

de troca J, dados por:

1, se |B| < |J|/2 — Campo fraco
, se |B|=|J|/2 — Campo médio - (2.52)

lim E(T,7,8)=¢ 1
T—0 2
0, se |B|>|J|/2 — Campo forte
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Figura 2.15: Emaranhamento térmico do modelo XX em funcao da temperatura para
J = £8K. Curva 1 representa o campo fraco (B = £3K), curva 2 o campo médio

(B =44K) e curva 3 o campo forte (B = £5K).

Quando o médulo do campo magnético € inferior a metade do médulo da constante de
troca, isto é, |B| < |J|/2, o emaranhamento em 7' = 0 ¢é igual a um 1, maximamente
emaranhado, e decai monotonicamente com o aumento da temperatura até atingir o valor
zero (ndo emaranhado). Se o mddulo do campo magnético é igual a metade do mdédulo
da constante de troca, o emaranhamento em 7" = 0 é igual 1/2, e depois decai mono-
tonicamente com o aumento da temperatura até atingir zero. Para o médulo de campo
magnético maior que a metade do médulo da constante de troca, o emaranhamento em
T = 0 é igual 0, aumenta com o aumento da temperatura até atingir um valor maximo
e depois decai até atingir o valor zero. A temperatura na qual o emaranhamento alcanca
zero é a mesma para todos os casos e é a temperatura critica 7-X% dada na equagao ([2.40)).
Essa mesma temperatura pode ser obtida considerando [J, = 0 na equacao (2.50) e igua-
lando a equacao a zero. A Figura [2.16| mostra o comportamento do emaranhamento no
modelo X X: o gréafico (a) mostra que a temperatura critica nao depende do campo e que
o emaranhamento é simétrico com relagdo ao mesmo; (b) mostra a simetria com relagao a
J e linearidade da temperatura critica com J; (¢) mostra que J;, € sua nao dependéncia

de B. A linha branca dos graficos 3D mostram onde o emaranhamento passa a valer zero.
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Figura 2.16: Emaranhamento do modelo X X: (a) J = 10K, (b) B=2K e (¢) T = 2K.

2.3.5 Modelo XXZ

A medida de emaranhamento do modelo X X Z é obtida da equacao (2.50)) por substituicao
da funcao parti¢ao (2.39)). Com algumas simplificagoes, obtemos

’sinh (%) e

cosh (%) o5 + cosh (%)

E(p) = max |0, (2.53)

Como no modelo XX, o emaranhamento no modelo X X7 se comporta de 3 maneiras
distintas de acordo com a relagao entre |B| e J. De fato, neste modelo, as trés situagoes
de campo mencionadas anteriormente dependem de como |B| é comparado a uma com-
binacao das constantes de troca, J e J,. A andlise do autovalor A\; mostrou que este
modelo, diferentemente do que ocorre no modelo X X X, apresenta emaranhamento na

fase ferromagnética se e somente se J, < J, como veremos mais adiante.

Antiferromagnético

Para o caso antiferromagnético, as situacoes de campo fraco, médio e forte se assemelham
ao modelo X X, mas agora dependem da combinagao de |J| e |J.|, conforme descrito

abaixo:

1, se |B|<|J+ J.|/2 — Campo fraco
se |B| =1|J + J.|/2 = Campo médio - (2.54)

lim E(T,J,J.,B) =<} 1
T—0 27
0, se |B|>|J + J.|/2 — Campo forte

Com esta nomenclatura que estamos adotando, campo fraco, campo médio e campo
forte (Figuras e , 0 emaranhamento em 7' = 0 assume os valores 1, 1/2 ¢ 0,

respectivamente. Podemos comparar os resultados deste modelo com o modelo XX e
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Figura 2.17: Emaranhamento térmico do modelo X XZ antiferromagnético. Todas as
curvas sao para J = —6K e B = 1K. Curvas 1 e 2 correspondem aos modelos X X X
(J.=J) e XX (J. =0). Curvas 3 e 4 correspondem ao modelo X X7 com J, igual a

—4K e —8 K, respectivamente.

XXX, que também exibem emaranhamento na caso antiferromagnético. Primeiro vamos
comparar este modelo X X Z com os modelos X X e X XX quando todos tiverem o mesmo
J, mas, para o modelo X X Z, veremos o que acontece quando 7, é maior ou menor que
J. Essa comparagao é mostrada na Figura para o caso em que B = +1K. As linhas
verticais representam as temperaturas criticas dos modelos X X e X X X respectivamente
dados por TX* = -7/ [2In (1 + v2)] e TX*¥ = —7/In(3). Quando ambos os modelos
tiverem o mesmo J em comum, se o modelo XXZ tiver |7.| < |J|, a temperatura
critica do modelo X X Z é sempre menor que a temperatura critica do modelo XXX e
sempre maior que a temperatura critica do modelo X X, ou seja, se prevalecer |J,| <
|T| = TXX < TXXZ < TXXX (Figura 2.17) curva 3). para |7,| > |J|, sempre teremos
TXXZ > TeXXX > TXX (Curva 4). Observe que a Figura ¢é correspondente ao caso
de campo fraco, mas tudo é repetido para os casos de campo médio e de campo forte (veja
a Figura , ja que, como vimos, a temperatura critica nao depende do campo ([2.42)).
Como vimos, no modelo X X, a existéncia de um 7,,;, para ter emaranhamento em uma
determinada temperatura, no modelo X X7 também se apresenta esse mesmo comporta-
mento. A diferenca é que, no modelo X X7, o J,.:» depende tanto da temperatura quanto

da constante de troca J, e é obtido da equacao de emaranhamento (2.50)), igualando a
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Figura 2.18: Emaranhamento térmico do modelo X XZ antiferromagnético com J =
—6K. As curvas 1 e 2 correspondem aos modelos XXX (J, = J) e XX (7., = 0),
respectivamente. As curvas 3 e 4 correspondem ao modelo X X7 com 7, iguais a —4K e

—8K, respectivamente. (a) B=6K. (b) B="TK.
zero e resolvendo por J. Desta forma, obtemos que o J,,;, do modelo é
Tmin = —2T arcsinh (ei%z“) ) (2.55)

Esse mesmo resultado pode ser obtido como uma solugao da equacao . A equacao
(2.55)) mostra que quanto maior o médulo 7, menor o J,,;, a uma dada temperatura 7'
Por outro lado, quanto maior a temperatura 7', maior serd o J,,;, para um dado 7.

Na auseéncia de campo magnético, o sistema com temperatura mais baixa sempre exibe
mais emaranhamento do que o sistema com temperatura mais alta, independente das
constantes de troca, mas desde que o J,,;, seja satisfeito, como vemos na Figura [2.19|
Com o sistema submetido a um campo magnético, essa situagao pode ser revertida para
certos valores das constantes de troca. A Figura [2.20| mostra que, para certas constantes
de troca, existe a possibilidade de que o emaranhamento seja maior em temperaturas mais
altas do que em temperaturas mais baixas. Quanto maior o médulo 7., menor a chance de
isso acontecer, ou seja, quanto maior o médulo de 7,, maior o campo magnético para que
possamos ter o emaranhamento a uma temperatura mais alta maior que o emaranhamento
a uma temperatura mais baixa. Este efeito é mais relevante para baixas temperaturas.
Em altas temperaturas, precisamos de campos mais intensos para que isso acontega.

A Figura apresenta alguns graficos 3D da medida de emaranhamento ([2.53|) para
o caso antiferromagnético. O gréfico (a) mostra como o emaranhamento aumenta com o

aumento de J e J,. Ja o gréafico (b) mostra a ndo linearidade da temperatura critica com
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Figura 2.19: Emaranhamento térmico do modelo X XZ antiferromagnético em funcao
da constante de troca J para trés temperaturas , 1K, 2K e 3K, na auséncia de campo

magnético e com J, = —4K.
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Figura 2.20: Emaranhamento térmico do modelo X X Z antiferromagnético em funcao
da constante de troca J para duas temperaturas, 1K e 2K. As duas curvas sao para

J.=—2K e B=16K.

J, enquanto (¢) mostra relaciona o aumento do emaranhamento com o aumento de 7.

Ferromagnético

Para o modelo X X Z, ao contrario do modelo X X X, o sistema apresenta emaranhamento
para algumas situagoes no caso ferromagnético. Da equacao (2.53)), teremos emaranha-

mento se £ > 0, o que, para o caso ferromagnético (J > 0), implica que sinh (J/2T) >
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Figura 2.21: Emaranhamento térmico do modelo X XZ para B = 2K com (a) T = 2K,
(b) J. = —8K e (¢) J = —8K.

e7=/?T Assim, passando de exponencial para notacio trigonométrica, temos

: J : J. T
sinh (ﬁ) — sinh (ﬁ) > cosh (ﬁ) ) (2.56)

onde a equacao acima nunca podera ser satisfeita se 7, > J, ja que o lado esquerdo ficaria
negativo e cosh (J,/2T) é positivo. Essa situacao foi analisada no grafico do autovalor \4

(Figura [2.11)). No caso ferromagnético, as situagoes de campo fraco, médio e forte sao

dadas por:
1, se |B|<(J—J.)/2— Campo fraco
%iiﬂmg(T;j > J.,B) = %, se |B|=(J —J.)/2 — Campo médio - (2.57)
0, se |B|>(J—J.)/2 — Campo forte

Neste modelo, quanto maior a diferenca entre J e J,, maior o emaranhamento, tal que,
no limite de J, — 0, temos o maior valor possivel para o emaranhamento, que é quando
o modelo X X Z tende ao modelo X X. Na contra-mao dessa situagao, quanto maior 7,
menor o emaranhamento, sendo que no limite de J, — J, o modelo XX Z tende ao
modelo X X X, que é nao emaranhado.

Como temos emaranhamento no dimero ferromagnético apenas para o caso em que
J. < J, a Figura [2.22] mostra que quanto maior 7., menor o emaranhamento que temos
no sistema em qualquer uma das trés situagoes de campo. O gréfico (a) da Figura
mostra o comportamento de emaranhamento em funcao de J, onde J,,;, que aumenta
com a temperatura e, diferentemente do que aconteceu com o dimero antiferromagnético,

aumenta com o aumento de J,. O gréfico (b) mostra que aumentando o campo B de
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Figura 2.22: Emaranhamento térmico do modelo X X Z ferromagnético. Em todos os trés
graficos temos: J = 10K e curva 1 com J, = 11K para qualquer valor de campo. Curva
2 com J, = 0K (modelo XX) e (a) B = 1K, (b) B =5K, (¢c) B =6K. Curva 3 com
J.=6K¢e (a) B=1K, (b) B=2K, (c) B=3K. Curva4 com J, =4K e (a) B=1K,
(b) B=3K, (c) B=4K.
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Figura 2.23: Emaranhamento térmico do modelo X X Z ferromagnético em fun¢ao da cons-
tante de troca para trés temperaturas, 1K, 2K e 3K, e J, = 4K. Os campos magnéticos

sdo (a) B=2K e (b) B=5K.

2 K para 5 K o emaranhamento com a temperatura mais alta torna-se maior que o
emaranhamento com temperatura mais baixa em uma faixa especifica de valores de J. Os
graficos 3D da Figura mostram o emaranhamento no modelo X X Z ferromagnético,
tendo em (a) o emaranhamento em fungdo das constates de troca J e J., enquanto o
grafico (b) mostra o aumento da temperatura critica e do emaranhamento com o aumento

de J, e, por sua vez, o grafico (¢) mostra que a temperatura critica diminui com o aumento

de J,.
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Figura 2.24: Emaranhamento térmico do modelo X X Z ferromagnético para B = 2K e

com (a) T =2K, (b) J. =2K e (¢) J =8K
2.4 O efeito da inomogeneidade do campo magnético
no dimero de spin-1/2

Vimos nas secoes anteriores que o modelo X X X nao apresenta emaranhamento no caso
ferromagnético, tanto na auséncia de campo magnético como na presenca de campo
magnético homogéneo. Na sequéncia, vamos analisar a influéncia de um campo magnético
nao homogeneo, tal que H,,q, da equacao é dado por

1
Hmag = ig/J'B (Ble'f + BQzO-S) (258)

e o Hamiltoniano do dimero é agora dado por

2AB + J, 0 0 0
1 0 2B — J, 2. 0
HXXZ = —— s (2.59)
4 0 2.J —926B — J. 0
0 0 0 J. — 2AB
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onde 0B = By, — By, e AB = By, + By.. Os elementos da matriz densidade agora sao

dados por
1 z42a8
P11 = 26 AT (260&)
) e [\/mcosh (—” 522;‘72) -+ 9B sinh (—V 6822;‘72)
Pos = — (2.60b)
2= 2 o) 7
1 ..76*277{ sinh (—V 622;‘72)
P23 = P32 = = (2.60c¢)
Z V6B + 72
] e~ T {\/ OB + J2 cosh (—“5322;72) — 0B sinh (—Mg?ﬁ)l
P33 = = NG (2.60d)
1 7.2
pis = zeij A (2.60e)

com os demais elementos iguais a 0, isto €, p1o = po1 = P13 = P31 = Pos = Pag = P34 =

pa3 = 0. A funcao partigao é dada por

/SR 2
Z = 26_4%2“ lcosh (M> + 62%2“ cosh (AB)

5T o7 (2.61)

A transposta parcial e seus autovalores sao dados nas equagoes (2.14) e (2.15)), respecti-
vamente. Da equagao (2.49)), obtemos a medida de emaranhamento do caso com inomo-

geneidade do campo, dada por

Jsinh(i‘W) - ]
Jroe |
€ = max |0, (2.62)
\ 6B2+72 Tz AB
cosh (T) + e27 cosh (ﬁ)

Observe que este resultado é muito semelhante ao resultado de campo homogéneo da
equacao . E f4cil verificar que quando By, = By, = B, temos 0B =0e AB =28, e
consequentemente a equagao se reduz a equagao (2.53). Observe que mesmo com a
inomogeneidade do campo magnético, o emaranhamento permanece inalterado diante de
uma inversao dos campos magnéticos, ja que a inomogeneidade do campo, dB, aparece

quadraticamente na equagao.
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2.4.1 Modelo XXX

No modelo XX X (J, = J), igualando ({2.62)) a zero, obtemos
J sinh <—\/~72+552>

2T

VJ?+ 08

= o7 | (2.63)

que nao tem solucao analitica mas mostra que a temperatura critica desse modelo depende
da diferenga dos campos, dB. Os graficos da Figura ilustram o efeito da inomoge-
neidade no modelo X X X. A Figura a) mostra que aumentar o grau da inomogeneidade
do campo, eleva a temperatura critica, mas, ao mesmo tempo, reduz o valor maximo
do emaranhamento, que nesse caso é em T = 0. A linha vertical pontilhada representa
a temperatura critica do modelo X XX com homogeneidade dos campos, 6B = 0. Em
b) a inomogeneidade do campo magnético é capaz de induzir emaranhamento no caso
ferromagnético.

Na Figura , o grafico a) mostra como 7, aumenta com o aumento de 3, enquanto
o grafico b) mostra que o aumento de 053 diminui o emaranhamento no caso antiferro-

magnético e aumenta no caso ferromagnético.

1.OF

08k Curva 1

0.6 0.61
0.4

0.4} \

021

0.0 &=L

T(K) T(K)

Figura 2.25: Emaranhamento térmico do modelo X X X: a) Caso antiferromagnético com
AB =2K, J = —6K e as curvas 1 e 2 com 6B = 0K e §B = 10K, respectivamente. b)
Caso ferromagnético com AB = 2K, J = 6K e as curvas 1 e 2 com 0B = 0K e 6B = 10K,

respectivamente.
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Figura 2.26: Emaranhamento térmico do modelo X X X: a) AB = 4K com J = —6K e
b) AB=0K com T = 1K.

2.4.2 Modelo XX

No modelo XX (7.,=0), a temperatura critica pode ser obtida analiticamente igualando

a equagao (2.62)) a zero, resultando em

XX VB + J?

XX _ . (2.64)
2sinh™* (, / ‘wj;zjz)

Isto significa que quanto maior for a diferenga entre os campos, |0B|, maior serd a tem-

peratura critica. Isto pode ser visto na Figura que compara o resultado com e sem
campos iguais. No gréfico a), podemos ver que em certas situagoes o emaranhamento no
caso de campo iguais (835&:0) pode ser maior que o emaranhamento para campos distintos
(ng,?o), abaixo de certas temperaturas. Isso sempre ocorrera quando o emaranhamento
para campos iguais estiver na situagdo de campo fraco. No grafico b), temos um caso em

que o emaranhamento para campos iguais sera, para qualquer temperatura, menor que o

emaranhamento para campos distintos.

2.4.3 Modelo XXZ

Para campos iguais (68 = 0) vimos que para o caso antiferromagnético, se |J| < |T.|,
temos TXXX > TXXZ > TXX (Figuras e [2.18). Com a inomogeneidade do campo

(6B # 0), mantém-se a condigao TXXX > TXXZ > TXX mas acontece o mesmo efeito
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Figura 2.27: Emaranhamento térmico do modelo XX para J = 5K e 0B = 8K: a)
AB=4K eb) AB=6K.
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Figura 2.28: Emaranhamento térmico do modelo X X Z: a) Caso antiferromagnético com
AB = 2K, J = —6K e 0B = 4K. As curvas 1 e 2 correspondem as modelos XX
(J. = 0K) e XXX (T, = J).
J. iguais a -4K e -8K, respectivamente. b) e ¢) Caso ferromagnético com AB = 2K,

J = 6K. As curvas 1 e 2 correspondem as modelos XX (J, =0K) e XXX (J, =J),

As curvas 3 e 4 correspondem ao modelo XXZ com

respectivamente. As curvas 3 e 4 correspondem ao modelo X X Z com J, iguais a 4K e

8K, respectivamente. Foram usados em b) 08 =10K ec) T = 1,4K.

do caso X X X, isto é, 6B faz a temperatura critica aumentar, diminuindo o valor maximo
do emaranhamento em 7' = 0, conforme o grafico a) da Figura Vimos que, no caso
ferromagnético com campo homogéneo, o modelo X X X nao apresentava emaranhamento
e que o modelo X X7 s6 apresentava emaranhamento se J > 7, (Figura . Com
inomogeneidade do campo, tanto o modelo X X X quanto o modelo XX 27 com 7, > J
podem apresentar emaranhamento, conforme o grafico b) da Figura Mas para que isso
ocorra, nao basta qualquer valor de éB. O gréfico c) da Figura mostra que existe um

valor minimo para que este efeito possa acontecer. Esse 0B,,;, pode ser calculado igualando
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& a zero e resolvendo numericamente para 0B. Para os valores usados para construir o
grafico ¢) da Figura , e independentemente de qualquer valor AB, o valores minimos
de 6B sao 0B, = 6.8633K e 0B,,;,, = 10.2142K para as curvas 2 (XX X) e 4 (XXZ),
respectivamente. Isto mostra que dB pode prolongar o emaranhamento para suportar
temperaturas mais elevadas, tanto mais acima das temperaturas criticas na presenca de
campo magnético homogéneo quanto maior for [B|. Algo que chama muito a atencao
é o fato de que para grandes 6B todos os modelos convergem para uma so curva, como
mostrado no grafico ¢). Isso indica que a anisotropia perde o seu efeito na presenga de
grandes inomogeneidades de campo magnético, tanto para o caso ferromagnético como

para o antiferromagnético.
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Capitulo 3

Dimeros de spin—(%, 1)

Estudaremos aqui as propriedades do emaranhamento de um dimero misto de spin-1 e spin-
1/2 no modelo de Heisenberg [60]. Um modelo misto de spin-1/2 e spin-1 é o primeiro
passo na analise de sistemas de spin misto, uma vez que envolve os possiveis valores mais
baixos de spin e com menos estados [61-63]. Iniciaremos o estudo na auséncia de campo
magnético externo para ganhar familiaridade com o modelo. Determinamos analiticamente
a temperatura critica dos modelos X X X e X X e mostramos que quanto maior o termo de
anisotropia, maior serd a temperatura critica e menor sera o emaranhamento maximo. Na
sequéncia, introduzimos um campo magnético uniforme e mostramos que este nao altera
a temperatura critica do sistema, mas que para baixas intensidades de campo podemos
potencializar o emaranhamento, tanto no modelo X X X quanto no X X. Concluimos o
capitulo analisando os efeitos de um campo inomogéneo em spins mistos, onde verificamos

que tal campo induz emaranhamento no caso ferromagnético.

3.1 Modelo anisotrépico na presenca de um campo
magnético inomogéneo

Nesta secao, vamos analisar o modelo de um dimero anisotrépico, o modelo X X7, na a
presenca de campo magnético inomogéneo. O Hamiltoniano para o dimero anisotropico

de spin-(%, 1) na presenca de um campo magnético inomogéneo é dado por:
29 s

H=—J (515 + s157) — T=515; — (Bisi + B2S3) (3.1)
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onde s§, a = x, y, z, sao0 os operadores associados ao spin-1/2, dados por §; = (s7, 57, %) =
% (0" ®13,0Y @ 13,0% ® [3), sendo o as matrizes de Pauli da equagao |D Ja os opera-
dores S§ sao os operadores associados ao spin-1 dados por 5§ = I, ® S, onde

010 0 — 0 10 0

1 1
[ 1 SY=—1| 4 0 —i S“=100 0 . 3.2
\/§ 0 \/§ ! ’ ( )

010 0 ¢« O 00 -1

A forma matricial do Hamiltoniano (3.1) é dada por:

BB —Z 0 0 0 0 0
B
0 -5 0 -7 0 0
0 0 -2 4+B+<L 0 —-Z 0
H = 2 T V2 (3.3)
0 -% 0 B_B,+Z 0 0
J By

0 0 —Z 0 B 0
0 0 0 0 0 B4B I

Escolhendo a base {‘—% ,—1> ,

=3:00 =5 1) 5. -1 5.0),

densidade e sua transposta parcial sao dadas por

% ,1>}, a matriz

pu 0 0 0 O O pii 0 0 0 pyu O
0 p 0 pau O 0 0 pr O 0 0 pss
0 0 p33 0 p35 O @) 0 0 ps3 0 0 O
- 0 pi2 0 pyu 0O O o= 0 0 0 pua 0 O B
0 0 ps3 0 ps5 O piz 0 0 0 ps5 O
0 0 0 0 0 pes 0 ps3 0 0 0 pes
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onde

pu = %6;6(361_7) (3.5a)

Pos = %eiﬁ(wn&) Q2 cosh (%) g—z w sinh (%) (3.5b)

Dot = P = ée}lﬁ(wHBl)Q\/ﬁj sgi)nh (%) (3.5¢)

= L s 19 ) P (4 -

P35 = P53 = %615(”_231)2\/5‘7 Slinh (%) (3.5¢)

pas = %eiﬁ(wwl)wsinh (22) ;—)Qcosh (22) (3.56)

= Lt P () i (4 -

Pe6 = %eéﬁ(ws&) ; (3.5h)

onde ) = m W= — —2[31—1—282, I'=8J2+%, v=—-J.+2B, — 2By e

e3B(T=+B1+282) - Og autovalores da transposta parcial sdo dados por

)\1 = p33 (36&)

A2 = paa (3.6b)
1

A3 = 3 <P22 + pos + V/ (pa2 — pes) 2 + 4P35P53> (3.6¢)
1

Ay = 5 (pn + P55 + \/(Pn — pss) 2 + 4024,042) (3.6d)
1

As = B <P22 + pes — /(P22 — pes) > + 4P35,053> (3.6¢)
1

A = B <P11 + P55 — \/(/)11 — ps5) 2 + 4/)24P42> (3.6f)

Podemos fazer uma andlise rapida das condigoes de emaranhamento usando o critério de
Perez-Horodecki, que diz que se todos os autovalores da transposta parcial forem posi-
tivos, o sistema ¢ nao emaranhado. Os tnicos autovalores com possibilidades de serem
negativos sao A5 e A\g. Dessa forma, se A5 e/ou Ag for negativo, implica que o sistema serd

emaranhado. Isto nos leva a seguinte condicao:

(P54)% > pu1pss (3.7a)

(P55)? > Pazpes » (3.7b)
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Vamos agora calcular a distancia entre os estados, e para isso devemos calcular

pu 0 0 O O O pr 0 0 0 0O O
0 p 0 p3 0 O 0 pe 0 p3y 0 O
0 0 ps3 0 p5 0 0 0 ps3 0 p35 O
De — ps = — , (3.8)
0 p5y 0 paa O 0 0 p3y 0 puu O 0
0 0 p55 0 pss O 0 0 p35 0 pss O
0 0 0 0 0 L66 0 0 0 0 0 P66
tal que
D(pe|lps) = Tr((ps — pe)?]
= V20051 — 302 + 2(p%5 — P3s)? (3.9)
sinh( ZX )esch( 22 615(7_“’_48 )
Colocando p3; em funcao de poy, obtemos p3; = sinh () h<F4 et i p2s. Desta

forma, a distancia entre o estado emaranhado p. e o estado separavel p; é dada por:

2 <F2 + 02 sinh? (%) csch? (%) eéﬁ(v—w—wl))

D(pellps) = 3 P34 — P54 (3.10)

A medida de emaranhamento ¢ dada minimizando a distancia . Para isso,
observe o diagrama da Figura [3.1] Note que se pyy < 0, a distancia serd minima se pj,
for minima, isto é, quando p3, = —/p11ps5. Assim, a distancia (3.9)) torna-se D(p.||ps) =
—\/5(/)54 + \/M), onde o é o argumento da raiz da equagao . Se pa > 0,

a distancia sera minima se pj, for maximo, isto é, quando pj, = +./p11p55. Assim, a

distancia 1} torna-se D(pe||ps) = Va (p§4 — ‘/p11p55). Essa distancia pode ser gene-

ralizada para qualquer positividade ou negatividade de pa4, sendo dada por D(p.||ps) =

Va (1p54] = /Piipss). Assim, a medida de emaranhamento (2.17) é dada por £(p.) =
Eov/a (|p5s] — /P11pss), vélida para um estado emaranhado p.. Para um estado qualquer,

a medida de emaranhamento é dada por

E(p) = max [0, Eova (|paa| — /o1ipss)] - (3.11)

S S >
P34 P4 P24 P24
L : L
=V P11 P55 0 +V P11 P55

Figura 3.1: Diagrama da condicao de emaranhamento.
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Substituindo os elementos 1D e tomando & = v/2, obtemos

. 9 <F2 + O2sinh? (%F) csch? (%) e%ﬁ(%w—wl))
) E F2

E(p) = max

« [2vaehoamie | LT
gl
_\/616(4Bl—v> (T cosh (£5) —vsinh(%))” ' (3.12)

Na sequéncia, vamos analisar primeiramente alguns casos particulares e mais simples. Por

fim, voltaremos a este caso mais geral.

3.2 Analise do emaranhamento na auséncia de campo

magnético

3.2.1 Modelo XXX

Fazendo J, = J na equacao (3.12)), obtemos

2\/56% ‘sinh (%H — \/ge% e~ + 2e T
37
6e2r + 3

E(p) = max |0, (3.13)

Para analisar a temperatura critica deste modelo, devemos considerar a situacao antifer-
romagnética e a ferromagnética separadamente. Igualando o numerador da equacao
a zero e considerando J < 0, obtemos Te3t + 4 = 2. Fazendo z = e%, temos duas
solugbes para x: x = —2 e x = 1/4. A solugdo para < 0 nao resulta em solucdo real
para a temperatura. Assim, com z = 1/4 obtemos a temperatura critica do modelo X X X

para um dimero de spin-(1/2, 1) na auséncia de campo, dada por

XXX _ 3J
T TR (3.14)

Observe que a temperatura critica do dimero de spin-(1/2,1) é sempre maior que a tem-
peratura critica do dimero de spin-1/2. Se tomarmos J = —1K, recuperaremos o mesmo
resultado obtido em [64}/65]. Se, agora, igualarmos o numerador da equagao a Zero
e considerarmos J > 0, encontraremos a mesma equacao para ser resolvida, mas que

agora nao tera solucao real e nem positiva para 7. Isto significa que este modelo X X X
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nao apresenta emaranhamento no caso ferromagnético, assim como o modelo XXX de
spin-1/2.
3.2.2 Modelo XX

Tomando a equacao (3.12) com J, = 0K, obtemos a medida de emaranhamento para o
modelo X X, dada por

; J J
sinh (W) ‘ — cosh (W)
E(p) = max [0,V2 - , (3.15)
1 4+ 2 cosh (E)
cuja temperatura critica é
+ —se J <0
X = J : (3.16)

C V2esh T (G (14VE)) | +se T >0

Isto significa que este modelo exibe emaranhamento tanto no caso ferromagnético quanto

no caso antiferromagnético, sendo simétricos com relagao a 7, isto é, Exx(J) = Exx(—T).

3.2.3 Modelo XXZ7

O caso anisotrépico é obtido, na auséncia de campo magnético, tomando-se B = 0 na

equacao (3.12)). Dessa forma, a medida de emaranhamento torna-se

sinh( 5~
v o (T )

2 cosh (%) + e iF

J sinh( )

4 3

E(p) = max |0, : (3.17)

onde £ = /8J2%+ J2. No caso anisotrépico, a temperatura critica ndo pode ser obtida
analiticamente, mas podemos estuda-la numericamente e comparar com os outros modelos.
O grafico a) da Figuramostra que, para o caso antiferromagnético na auséncia de campo
magnético, o modelo com menor temperatura critica é o modelo XX (Curva 4), mas que
por sua vez é o que apresenta o maior valor de emaranhamento em T' = 0, diferentemente
do que ocorre no dimero de spin-1/2 que mantinha o mesmo valor méximo nos trés modelos.
No modelo XX Z (Curvas 1 e 2), sua temperatura critica depende de J,. Se |J.| < |J|,

as temperaturas criticas obedecem & seguinte desigualdade: T:XX < TXXZ < TXXX " Ao
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Figura 3.2: Comparacao entre o emaranhamento térmico dos modelos X X X, X X e X X7
na auséncia de campo. Em a) temos o caso antiferromagnético, com J = —7K. As curvas
1 e 2 representam o modelo X X Z com J, = —4K e J, = —10K, respectivamente. A curva
3 representa o modelo XXX (7, = J) e a curva 4 representa o modelo XX (J, = 0).
Em b) temos o caso ferromagnético, com J = 7K. Curva 1 e 2 representam o modelo
XXZ com J, =4K e J, = 10K, respectivamente. A curva 3 representa o modelo X X X
(J. = J) e a curva 4 representa o modelo XX (7, = 0).

mesmo tempo, o valor maximo do emaranhamento apresenta uma ordenamento inverso ao

5T—>0

S o e T-0 70 750 _ _ 2
da temperatura critica, isto é, Ex3° > Exx¥y > Exxx, onde Ex¢° = Xxx = 3- Para

1
% €
asituacio em que | J,| > | 7|, a temperatura critica aumenta, de modo que TX¥% > TXXX

)

mas com E439 < EL3% . Podemos concluir que, no caso antiferromagnético, aumentar |7, |

faz aumentar T, e a0 mesmo tempo diminuir £%3Y%. O grafico b) da Figura|3.2| representa
o caso ferromagnético (J° > 0). Nesse caso, o modelo X X Z s6 apresenta emaranhamento
se J, < J. Observe que o modelo X XX (Curva 3) e o modelo XX Z com J, > J (Curva
2) nao apresentam emaranhamento. Diferentemente do caso antiferromagnético, diminuir

T—0

TXXZ ¢ também £L3Y, atingindo seu valor méximo quando 7, — 0.

J. faz aumentar
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3.3 Analise do emaranhamento na presenca de campo

magnético uniforme

3.3.1 Modelo XXX

Fazendo J, = J na equagao (3.12)) e considerando B; = By = B, obtemos a medida de

emaranhamento no modelo X X X na presenca de um campo magnético uniforme:

2V2eit Ve T + 1 (2\/56% ‘sinh (%)} —/3eTIT\ e=5T + QGJ/T)

3 ((3% + 1) (e% T e%>

E(p) = max |0, (3.18)

Observe que o termo entre parénteses do numerador da equagao (3.18)) é idéntico ao nu-

TXXX = _ 37

merador da equacao (3.13)), isto é, ~Tin@)-

Logo, se igualarmos a zero, obtemos

a mesma temperatura critica do modelo X X X na auséncia de campo, dada na equacao
. Isto significa que a temperatura critica, para o caso de campo uniforme, nao de-
pende do campo magnético. A equacao mostra que o campo magnético também
nao induz emaranhamento no caso ferromagnético, onde continuamos com emaranhamento
apenas no caso antiferromagnético. Mais adiante faremos uma comparagao com os outros

modelos. Além disso, temos também:

(

%, se B=0 — Auséncia de campo

i & T 7B %, se |B| < % — Campo fraco 319
= = = po médio
0, se |B|]> % — Campo forte

Observe que para campo fraco (|B| < %) temos uma elevagao do valor da medida de
emaranhamento em 7" = 0 por um fator multiplicativo de v/2 (ver grifico a) da Figura
3.3), com relagao & medida de emaranhamento na auséncia de campo. Isso nao é algo

exclusivo do modelo X X X| e como veremos a seguir, também ocorre nos modelos X X e

XXZ.
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3.3.2 Modelo XX

Considerando J, = 0K e By = By = B na equagao (3.12), obtemos a medida de emara-

nhamento para o modelo X X na presenca de campo magnético uniforme:
Ve T inh (YZ2)| — 7
ertVe T +1 ( sinh (\fﬂ)‘ cosh (\/§T>>

cosh (%) <2 cosh <%> + 2 cosh (%) — 1)

E(p) = max |0, : (3.20)

Novamente vemos que o numerador da equagao (3.15)) é igual aos termos entre parénteses
do numerador da equagao (3.20), mostrando que o campo magnético também nao influ-
encia na temperatura critica deste modelo. O grafico b) da Figura mostra o compor-

tamento da medida de emaranhamento na varias situacoes de campo, dadas por:

p

\/Li’ se B=0 — Auséncia de campo
. 1, se |B|< % — Campo fraco
lim EXX(Ta ._7, B) = 71 (321)
T—0 1 _ ’ 1:
3 se |B[ =% — Campo médio
171
| 0, se |B| > 35— Campo forte
1LOFT T T T T = LOFFsT w w w
= a) \ b)
\ \
sl ‘.\ Curva 1 1 sl '\‘\ Curva 1
£ - Curva2 N e = Curva2
0.6F Curva 3 1 o6k Curva 3
@ Curva 4 5 ——- Curva 4
0.4r 0.4F
0.2 0.2
0.0 = 0.0 &t
0 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5 6
T(K) I'(K)
Figura 3.3: Modelos XXX e XX com J = —7K na presenca de campo magnético

uniforme. Em a) temos o modelo X X X com as curvas 1, 2, 3 e 4 com campos B = 0K, 3 X
6/2K (campo fraco), 3 x 7/2K (campo médio) e 3 x8/2K (campo forte), respectivamente.
Em b) temos o modelo X X com as curvas 1, 2, 3 e 4 com campos B = 0K, 6/v/2K (campo
fraco), 7/v/2K (campo médio) e 8/v/2K (campo forte), respectivamente.
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3.3.3 Modelo XXZ

Para o caso anisotrépico, basta tomar By = By = B na equacao (3.12), obtendo

sinh( -5 2 2 » sin £
)

634JTZ (e’% + e%) + 2 (e’% + 1) cosh (%)

We T 41 (2\/5

E(p) = max |0, (3.22)

onde £ =/ J + J.. Vemos que este modelo também nao tem a temperatura critica afetada
pelo campo magnético uniforme, pois quando igualamos a equacao a zero ficamos
com o termo entre parénteses do numerador sendo igual a zero, e este nao depende do
campo magnético.

Neste modelo de dimero de spin-(1/2,1), o campo magnético na situagdo de campo
fraco eleva o emaranhamento méximo de todos os modelos por um fator v/2, diferentemente
do dimero de spin-1/2, que nao tem o valor maximo afetado pela presenca de campo fraco.
O gréfico a) da Figura ilustra esta situagao. J& o grafico b) mostra como o campo
magnético influencia o emaranhamento. Temos que, ao elevar o campo magnético a partir
de zero, o emaranhamento aumenta com o aumento do campo, atinge um valor maximo e

a partir de um certo valor de B decai rapidamente. Quanto maior |7 + 7|, mais resistente

1.OFE LOFT

\
osl \\ Curva 1 1 ol Curval |
N i === Curva 2 g Curva2
0.6f \\ Curva 3 1 o6k Curva3 |
) \\ Curva 4 ©

0.4 0.4F

0.2

a)

0.0 k1 0.0 k1 ; T

T(K)

Figura 3.4: a) Comparacao da medida de emaranhamento dos trés modelos em fungao da
temperatura para J = —7TK e B = 3K. As curvas 1 e 2 representam o modelo X X7
com J, igual a —10K e —4K, respectivamente. As curvas 3 e 4 representam os modelos
XXX (J.=J)e XX (J. =0K). b) Medida de emaranhamento em fungao do campo
magnético para J = —7K e T = 0,5K. As curvas 1, 2 e 3 representam os modelos X X7
(J. = —-10K), XXX (7, =J) e XX (J. = 0K), respectivamente
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ao aumento do campo sera o emaranhamento, isto é, maior tera que ser o campo para
termos uma diminuicao abrupta do emaranhamento.
Nos trés modelos tratados aqui, a inversao do sentido do campo magnético nao altera

o emaranhamento, ou seja, £(B) = £(—B) para as trés equagoes da medida de emaranha-

mento, (3.18), (3.20) e (3.22). Vale lembrar que no final da Subsecao do Capitulo

2, pensdvamos que o sentido do campo magnético, mesmo que uniforme, talvez pudesse
influenciar no emaranhamento de dimeros de spins distintos, mas o que vemos até aqui é

exatamente o contrario.

3.4 Analise dos efeitos do campo magnético inomogéneo

Para dimeros de spin-1/2 vimos que nem mesmo a inversao de sentido de um campo
magnético inomogéneo alterava o emaranhamento. Aqui, para spin-(1/2,1), veremos que
a inversao de sentido de um campo magnético inomogéneo altera o emaranhamento do
sistema. O gréfico a) da Figura mostra que a inomogeneidade altera a temperatura
critica do sistema. Ja o grafico b) mostra que inverter o sentido do campo muda também
a medida de emaranhamento. Observe que enquanto em um sentido aumentou a tempe-
ratura critica, no outro ja diminui. Apesar de a) e b) serem gréficos do modelo X X X,
o mesmo acontece nos modelos XX e XX Z. O grifico ¢) mostra que a inomogeneidade

do campo magnético induz um emaranhamento nos modelos ferromagnéticos, X X X e

1O 1O 05[]

0.8 N 0.8 N 04F O\

0.6 0.6 N, 03 "\

0.4 0.4 R

0.2 0.2 0.1

0.0 0.0 - 0.0k Mmoo

Figura 3.5: Efeito da inomogeneidade do campo magnético. Em a) e b) temos o modelo
XXX com J = —6K. a) Curva 1: B = —3K e By = —8K. Curva 2: B; = By = —3K.
Curva 3: By = By = 0K. b) Curva 1: By = 3K e By = 8K. Curva 2: B; = By = 3K.
Curva 3: By = By = 0K. Em c), temos B; = —10K e By = +10K. Curva 1: Modelo
XXX com J =6K. Curva 2: Modelo XXZ com J =6K e J, = 10K.
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Figura 3.6: Efeito da inomogeneidade do campo magnético para 7' = 1K. a) Modelo
XXX com J = —6K, b) Modelo XX com J = —6K e ¢) Modelo XXZ com J = —6K
e J,=—10K.

XXZ, mesmo se J, > J. Esses efeitos serao maiores quanto maior for a inomogeneidade
do campo.

Uma visao mais geral do efeito da inomogeneidade pode ser tomada na Figura [3.6
onde plotamos o grafico da medida de emaranhamento £ em fungao do campos B; e Bs.
Observe que o emaranhamento no modelo X X X, dado no grafico a), atinge seu maximo
quando os campos tem o mesmo sentido. Ja o modelo X X, dado no grafico b), apresenta
neste quesito um comportamento oposto ao modelo X XX, isto é, tende a ter menor
emaranhamento quando os campos estao no mesmo sentido. O modelo X X7 apresenta

um comportamento semelhante ao do modelo X X X.
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Capitulo 4

, . ]
Trimero de spin-5

Neste capitulo, trataremos do emaranhamento, na presenca de campo magnético externo,
entre pares de um sistema de trés spins-1/2 em duas configuragoes distintas. Inicialmente,
investigaremos o emaranhamento entre pares vizinhos e analisaremos qual a influéncia de
um terceiro spin neste par. Mostraremos que, em algumas situagoes especiais, seremos
capazes de determinar a temperatura critica analiticamente e em outras conseguiremos
fazer uma andlise grafica que mostrarda a influéncia do campo no emaranhamento desse
par. A segunda parte deste capitulo é dedicada a analise e comparagao do emaranhamento
entre os pares que nao sao vizinhos e nao interagem via constante de troca um com o
outro. Por fim, vamos comparar nossos resultados com resultados experimentais das duas

situagoes descritas anteriormente.

4.1 Trimero de spin-1/2 na presenga de campo
magnético

Recentemente, foi demonstrado que no anel de spin molecular, a célula de spin triangular
ou outras configuragoes de rede de spin tém um importante potencial em computacao
e informagao como um recurso de emaranhamento. Estados emaranhados de trés spins
mostraram possuir vantagens sobre os estados de dois spins em teletransporte quantico
[66,67]. Neste trabalho, trataremos um sistema de trés spins, na auséncia de frustracao 58],
esquematizado na configuracao a) e b) da Figura . Consideraremos que as constantes

de troca entre os spins 1 e 2 e entre 2 e 3 sao iguais e anisotrépicas do tipo X X 7, isto é,
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Figura 4.1: Esquema da configuracao de spins do trimero.

a interacao entre o par 1 e 2 é descrita por —J; (s¥s3 + s¥s8) — JT.18785.
O Hamiltoniano total destes trés spins na presenca de um campo magnético inomogéneo

¢é dado por

H = —Ji(sis5 + 8585 + s1sy + s353) — T (5785 + 5355) — Jo (5755 + s1s3) — Toas(s3

— (Blsf + BQS; + Bgsg) s (41)

a__ 1 _«
onde s = 507

(o =uz,y,2) e
g1 = (0’%,, 0'11/, O'T) == (O’I X ]12 X ]12, oy X ]IQ X ]12, o X ]12 X ]12) (42)
gy =(05,05,05) =(lb®c*" R, L®c’ @I ®o°® 1)
o3 =1(05,08,05) = (LRLR"LILKRY L, K®o?) (4.3)
sendo I = Ihy» a matriz identidade 2 x 2. Consideraremos o caso de campo uniforme,

com B; = By, = B3 = B. O Hamiltoniano na forma matricial é dado por

hiy—3% 0 0 0 0 0 0 0
0 F-f -F 0 =% 0 0 o
0 —L hp—-5 0 —4 0 0 0
- 0 0 0 2422 0 -4 2 0
0 A 0 &-5 9 0 0
0 0 0 e 0  hs+s -4 0
0 0 0 ~Z 0 2 Bida
0 0 0 0 0 0 0  hn+%
onde hy = _i (2T + T.2) € hag = %1(2._721 — J.2). A base de vetores do Hamiltoniano

sao {|——=), | ——+), | —+=), | —++), |+ =), |+ —+), |+ +-),| + ++)}, onde

|s15283) é autoestado de s7,s5,s5 com correspondente autovalor da matriz (4.4)).
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Analisaremos aqui o emaranhamento entre pares, mais especificamente o emaranha-

mento nos pares 12 (€12 = E93) e 13 (£13) das configuragoes a) e b) do esquema da Figura

O propésito é analisar como um terceiro spin influencia no emaranhamento do par

e comparar com os resultados para pares isolados obtidos no Capitulo [2l Para estudar o

emaranhamento térmico, primeiramente devemos obter os autovalores e autoestados do

Hamiltoniano (4.4)). Em seguida, vamos computar a densidade de estados do trimero e

assim obter a matriz densidade reduzida dos referidos pares que queremos estudar. Apds

este procedimento, vamos calcular a medida de emaranhamento via distancia entre estados.

Para trés spins-1/2, os autoestados sao

) = |——)

o) = |+ ++)

s) = [+—=)—|——+)

[a) = |++-)—[—++)

s) = [——F)+(WwH+O[—+=)+[+——
o) = |—++) + @ +0)|+—+) +]++-
) = [——H+w=0)[—+-)+[+——
[Us) = =40+ (@ =B+ —+) + |+ +-

e os correspondentes autovalores sao dados por

E, =
E, =
Ey; =
E, =

E; =

/8T H(Ta+Te1—T22)?
20

onde § = e w

estados é descrita por

p(T)

;1 (=68 —2T.14 — T.2)
HUBEVARY S

;1 (—2B+ 2 + JT.z)

;L 2(B+ J) + T-0)
(2B, Tyt T
1 (2B~ %+ T)
(BT~ T+ T
1B+ 0T— T+ Ta)
= Zle M
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%jf@?. No equilibrio térmico, a densidade de



= Z7) e Ry (il (4.7)

k=1
cuja funcao particao é Z = Zi:l e PEr . Logo, dos autovetores 1} obtemos
p(T) = 27 e (| -+ w =0+ ——+) + |+ =) (= + ~l(w—0)

z-
+ (——+H+HF——)+e™(|—-+)0+w) + |- =)+ |+ ——))
(—+—10+w) + {(——++{F =) +e (| +—+)w—-0)+|—++)

X

+ o+ ) ((F—Hw =)+ (—+++ (F+ =)+ e (| + =)0+ w)

+ =+ +H [+ +-D)([(F =+ +w) + (—+++ (++—])

+ e = e (= =) = [ =) (= (=)

+ e (=) = [+ +) [+ A+ = (F+ =) + e+ )+ + +])
(4.8)

Nas proximas segoes, iremos calcular a medida de emaranhamento nos pares 12 (&;2)

e 13 (&13) em alguns casos especiais e em outros mais gerais.

4.2 Emaranhamento &5

Devemos agora calcular a matriz densidade reduzida, pj, tomando o traco parcial de p

da equagao (4.8) sobre o terceiro subespago, isto é, piy = Tr3(p) = >4 __ .y (ks|plks) =
(—3lp|—3) + (+3|p|+3). Com algumas simplificacoes, obtemos

o, = Z—1<(e—BIE1+€—BE3+€—,BIE5+6—BE7) 11|

+ (70— w)® + e (0 4 w)? + e e emFES) | TT)(T])]

b o 0) + e o 0) 4 e (0 w) + e 0 w) [T
O S Aoyt ety

+ (77 (0 — w)? + e (0 + w)® + e B 4 e B g 7B | TTT)V(IT]]

b (ePBe 4 e FEs 4 o~ | o—fE2) |IV><IV|) (4.9)

sendo |[I) = |—1—2), [II) = |—1+2), |[I1]) = |+1—2) e |[IV) = |4+1+2). A matriz densidade

reduzida do par 12 tem exatamente a forma da matriz densidade de dois spins-1/2 obtida
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na equagao ([2.9)), mas com os seguintes elementos nao nulos:

P11 = E (e PEL 4 o=PBs 4 o=FBs 4 o ’BE7) (4.10a)
P29 = % (e 7" ( 2 e B (04 w)? 4 e B e B e ') (4.10Db)
P23 = P32 = % (e (w—0)+e ™ (w—0)+e ™ (0 +w)+e (0 +w)) (4.10c)
P33 = % (e 7% ( 2 pe P (9 w) e PB4 e B 4 e P7) (4.104)
Pas = % (e7F%4 4 e Ple o7l 4 o= F2) (4.10e)

Devido a mesma forma da matriz densidade, teremos os mesmos tipos de autovalores
da transposta parcial , cujo unico com possibilidade de ser negativo é o autovalor
A4. Como vimos no Capitulo , equacao , a medida de emaranhamento, é dada por
E(p) = max [0,80\/§ (]p23| — \/M)}. O grande numero de variaveis torna o estudo
analitico bastante complicado. Por esse motivo, vamos fazer uma andlise dos modelos
XXX e XX, isto é, J,; = T e T = 0 (i = 1,2), respectivamente. A constante de
normalizacao é tomada igual a ﬁi para assegurar que 1 > £ > 0. Assim, a medida de
emaranhamento é dada por

512 = Imax

22

0, L ( | (775 + e P58) (w—0) + (77 + e F%0) (0 + w)|

— \/(G_BEl + e_ﬁE?, + e_ﬁEE) + 6_6E7) (e_ﬁEQ + 6_,8E4 + G_BEG + 6_5E8)>] (4]_1)

4.2.1 Modelo XXX

Aqui vamos tomar J,1 = J1, J.2 = J> e analisaremos cada umas das outras possibilidades

separadamente.

Emaranhamento quando 7, =0

Vamos analisar o sistema considerando um modelo X X X na auséncia de interacao por

constante de troca no par 13, isto é, vamos considerar /o = 0. Dessa forma, a equacao
(4.11) toma a forma

3J1

EPTY = max [O, ((eT + 1) ‘—2+6 2T
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2B+37, Iy 371 B+ 26437, B 37,
— e 2T +eT 4 e2T —|-1 e T e 2T +eT +e2T

= |27 (e% + 1) <68+Tj1 TIPS N e%> : (4.12)

Na auséncia de campo magnético, a temperatura critica éﬂ T. =~ —2.725777, para o caso
antiferromagnético e nao apresenta emaranhamento para o caso ferromagnético (Gréfico b)
da Figural4.2)). Temos quatro comportamentos distintos para o emaranhamento conforme

a intensidade do campo magnético, dados por

(

%, se B=0 — Auséncia de campo
 eZeo 1, se |B]<? ‘271 — Campo fraco
lim &4y (T, Jh, B) = " (4.13)
=0 3, se |B| =1 — Campo médio
| 0, se |B| > 3“271‘ — Campo forte

e mostrados no gréafico a) da Figura [£.2] Diferentemente de dois spins-1/2 isolados, a
temperatura critica da equagao depende do campo, sendo tanto maior quanto maior
for o campo magnético (subgrafico em a)). Outra caracteristica deste emaranhamento é
o fato da possibilidade do campo magnético aumentar o valor maximo da medida de

emaranhamento méaximo, o que também nao ocorria nos dimeros de spin-1/2.

J
2 1og(T12 ( %/647+36\/ﬁ+ %/647736@71))

1O resultado numérico exato é T, =

1.OF

----- -2 4 08f

081 0.004

0.003
0.6

0.002

0.001
0.4

0.000 =
16.3 164 16.5 16.6 16.7 16.8

0.0k : ‘ ] ok

T'(K)

Figura 4.2: Medida de emaranhamento E%X:)g com J; = —6K. a) As curvas 1, 2, 3 e 4
sao para B = 8K, 9K, 10K e 0K. b) A temperatura é T'= 1K e as curvas 1 e 2 sdo para
B=6Ke0K.
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Emaranhamento quando 7, = J;

Essa situacao é representada pelo configuracao a) da Figura onde temos um caso

puramente ferromagnético. Uma analise rapida pode ser feita tomando Jo = J; > 0 e

B = 0 na equacao (4.11)). Desta forma, obtemos %2 =1 = 32‘;1 = Ini 3, mostrando

que nao temos solucao para J; > 0. Esta é uma consequéncia da impossibilidade de
emaranhamento quando o sistema estd nessa configuraco, isto é, £y " = 0.
Emaranhamento quando [/, = —7;

Agora estamos na situacao representada pelo configuragao b) da Figura , onde apenas

Js é positivo.

6B+ 2B4+57, 371

EPT = max |0,e T |e AT (1—1—6%)‘( 2+€2T>‘

B 571 B, 371 3J1 271 B+2J1 B, 371 3J1
— \/e_T_2T<6T+2T +e2r +e T —|—1>< +6T+2T +6T+62T>

B—-T1 B+, 4B+J1 J1

+ 2(6%—1-1) <e T +e T 4e T +eﬁ) (4.14)

Novamente, nao podemos determinar a temperatura critica analiticamente, mas podemos
observar que ela também depende do campo magnético, sendo elevada por este (gréfico
a) da Figura . Na auséncia de campo magnético, a temperatura critica é dada p01E|
T. ~ —3.12004.7;, que é maior do que a temperatura critica quando J, = 0. Aqui também
temos quatro comportamentos distintos para o emaranhamento e sao exatamente iguais
aos da situacao em que Jo = 0, mostrada na equacgao . Os resultados sao muito
semelhantes aos encontrados quando [J, = 0, mas com uma maior temperatura critica e

maior emaranhamento, conforme mostra a Figura [4.3|

Emaranhamento quando 7, # 0

Nesta parte, além de considerar que J, > 0, estaremos analisando a configuracao b),

pois, como vimos, nao temos emaranhamento na configuracao a), o caso puramente ferro-

20 valor numérico exato da temperatura critica é

_ J1
T. =
log <\/ {/19+6v10+ %/19—6\/10+17—§\/—4 ¥/19+6v/10—4¥/19—6v/T0+

560 +136+4
\/3 1946104 V/19—6v104+17
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= 20,0030
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0.0010
0.0005
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1

&
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02f [?2:0 1 02
J2==J1
/a) T~
0.0 = ! ! 1 T —— ) 0.0
0 5 10 15 20
T(K)
Figura 4.3: Medida de emaranhamento 85?2)(:);“71 com J; = —6K. a) As curvas 1, 2, 3 e 4

sao para B = 8K, 9K, 10K e 0K. b) As curvas 2 e 4 sdo para B =0 e as curvas 1 e 3
sao para B = 8K.

magnético. Dessa forma, a equacgao para o emaranhamento é dada por

J2>0
Eviy = max]|0,
2B—375 2B—471+J> 2B+271+T3 68+271 +T3 —2B-471+J>
— e 4T + e AT + e AT + e AT e AT
—6B+271 +J> —2B+271+J> _ 2B+379 3 —2B-471+J2 B 37y
+e aT +e aT +e aT +e aT eT +1 e2T — 2

_ 6B+47143J9 B B+J1 B+J2 4B+371+272 3714272
= (e ey eT+1) (e T +e T +e 2  +e o (4.15)

Um primeiro ponto a se observar é que os regimes de campo nao dependem de J>, sendo
dados pela mesma equacao . Claro que [J, interfere na intensidade do emaranha-
mento, mas, sempre, no limite de 7' — 0, o emaranhamento obedece .

O efeito de J5 no sistema é muito semelhante ao efeito que J, tem num dimero de
spin-1/2 no modelo X X Z analisado no Capitulo [2| (Ver Figura e . Temos que
quando 0 < J» < |J1], o emaranhamento e a temperatura critica seguem a mesma ordem:
R < £ IN « efm o < g2 o TR0 o TSRS o = o TP R
geral, qualquer que seja o valor da constante de troca entre os spins 1 e 3, representada

por Js, esta faz aumentar o emaranhamento e a temperatura critica no par 12.

4.2.2 Modelo XX

Consideramos aqui 7,1 e J,2 iguais a zero e analisaremos cada umas das outras possibili-

dades separadamente.
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Emaranhamento quando 7, =0

Na auséncia de constante de troca no par 13, isto é, J5 = 0, temos
B V271
(1+68) (-1+5)]
B+v27, Bl 7 N V2T, B+vV2T, B, 71 B I
— e T (eT V2T 4 eV2T + e T —|—1> (e T + eT " Var -}-67—}—6\/%)

B _3B4V2Ty [ BHV2T 4B+v27) B U
= (2 <eT—i-1>€ 2T (e T 4e 2T HeT —l—eﬁT>)] (4.16)

— _ B+V27
ELTY = max [o, <\/§e 27

Na presenca de campo, a temperatura critica nao pode ser calculada analiticamente, mas

podemos calcular a temperatura critica na auséncia de campo. Assim, impondo B = 0 na

_ N
equagao (4.16]) e igualando o numerador a zero, obtemos a seguinte equagao: 7e V2T —

T 27
11ev2r +7evar —11 = 0. Com um pouco de manipulaciio, obtemos (x4+1)(z(Tx—18)+7) =
J
0, onde z = ¢v27. Tomando as solugoes reais para 7', obtemos a temperatura critica na

auséncia de campo

T T —se J1 <0
’ \/Eln(% (9i4\/§)) +se Ji >0

(4.17)

O modelo XX apresenta menor temperatura critica que o modelo X XX nas mesmas

condigoes, mas ao mesmo tempo apresenta emaranhamento no caso ferromagnético, como

mostra o grafico a) da Figura , tal que EY°(T,B,J) = EX(T,—B,~J1). Os

0.5F—

0.4r

021

0.1r

0.0k

Figura 4.4: Medida de emaranhamento 53?2;)? com J; = —6K e B=9K. As curvas 1, 2,

3 e 4 sao para Js iguais a 3K, 12K, 0K e 6K, respectivamente
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1.0F T T T ™ 1.OFT T T T T T ™
Curva 1

..... = Curva2 0.008 ]

0.8

B 0.6F Curva 4

0.6 oz 0.004

&

0.002

0.4

= 0.0 e . : ‘ . )

Figura 4.5: Medida de emaranhamento 53??,(:0 onde as curvas 1, 2, 3 e 4 tem campos
magnéticos B iguais a 5/v2K, 6/v2K, 7/v2K e 0K, respectivamente. a) T = 1K e b)
Jp = —6K.

regimes de campo nesse caso do modelo X X sao dados por
(

\/Li — 4—11, se B=0 — Auséncia de campo
1 |71
—, se |B] <t — Campo fraco
lim E270(T, 7, B) = v s 1Bl < P . (4.18)
70 ﬁi’ se |B| = % — Campo médio
|71
| 0, se [B|> "5 — Campo forte

O emaranhamento nos regimes de campo descrito acima sao representados no grafico b) da
Figura [£.5] Assim como no modelo X X X deste capitulo, a temperatura critica depende
do campo magnético e aumenta com o aumento do campo, conforme mostra o subgrafico

em b).

Emaranhamento quando [/, = J;

Tomando J» = J; > 0, configuragdo a) da Figura . Nessa situacao, a medida de

emaranhamento é dada por

— B
ELTT = max |0, <GT<

B+, _ B+J; 2B+ 37 2B+37, B J1
— e 2T e T e 21 4 e2r +2 e 2T 4+ 2eT 4+ e2T

L9 <€% n 1> (—ew;le +€4BQ—;:71 +62B;-;J1 +26% +6%> ‘ (4.19)

Com o intuito de calcular a temperatura critica tomamos B = 0 na equagao (4.19) e

. . ~ T
igualamos o numerador a zero. Dessa forma, pode-se obter a seguinte equacao: 4e>7 +
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3J1

e + 20e 57 + 27 — 3¢ 7 — 12 = 0. Com um pouco de manipulagao algébrica, chega-se

a(2—z)(3z® + 2 —2) (x(x+2)+3) =0, onde x = e, A temperatura critica na auséncia

de campo magnético é obtida tomando-se a tinica solucao real e positiva para T', dada por

Neste modelo, os regimes de campo sao dados por

; J2=T1
%}LI%)SXX (Ta \7178)

(

\

O AR NI A

se

se

Se

se

T
4.20

In(4) (4.20)

B=0 — Auséncia de campo

B| < — Campo fraco
Bl < 5 e (4.21)
|B| = J1 — Campo médio
|B| > J1 — Campo forte

Na Figura [£.6] temos o emaranhamento nos regimes de campo citados acima e vemos,

assim como nos casos anteriores, que a temperatura critica aumenta com o aumento do

campo. Mas, diferentemente do modelo X X X deste capitulo, a existéncia de uma cons-

tante de troca entre os spins 1 e 3 (J2 # 0) faz o emaranhamento e a temperatura critica

diminuirem.

0.5F"

03r

&

0.2F

0.0 Ex

----- - Curva?2

Curva l

Curva 3 0.005

0.004
Curva 4
0.003

0.002
0.001
0.000

T(K)

Figura 4.6: Medida de emaranhamento 53?2)(:‘71 com J; = 6K onde as

tem campo magnético B iguais a 5K, 6K, 7K e 0K, respectivamente.
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Emaranhamento quando [/, = —7;

Para J, = —J1, onde J; < 0 (Representado na configuragao b) da Figura , temos que

a medida de emaranhamento é dada por

2B+3J1
e 2T

- B _3n
5?‘}(_ S = max [O, <<€T + 1) ‘2 — e 3T
3B+27 B B B
— e T ! \/e JFTQJ1 (e +le + 2@% + 1) <2@2 ;rgjl + e% + e%)

- (4 (ﬁ + 1) e 42 (e% + 1) eT 4+ 27 <e? + 1)) L (4.22)

A equacao (4.22)) e a equagao (4.19) foram obtidas para J; < 0 e J; > 0, respectivamente.
Pode-se verificar que de uma das equagoes chega-se na outra apenas trocando J; por —Ji.
Desta forma, obtemos os mesmos resultados da equacao (4.19)) com a equagao (4.22)), desde

que ambas tenham o mesmo |J1|, isto é, £ (T, B,|71|) = E2CT(T, B,|J1]). Com

isso, a temperatura critica nesse caso ¢ dada por T, = — ﬁﬁ)' Assim obteriamos o mesmo
grafico da Figura [4.6| se usarmos [J; = —6K e todas as conclusoes anteriores se repetem.

Emaranhamento quando J; # 0

Para 0 < J5 < |J1], vale o emaranhamento 5}?2)?0, equacao (4.11) com 7.1 e J,o iguais a

zero, e temos Ev5 0 > ELTT > 5}?2;"7”, juntamente com a temperatura critica. Quando

Jo > |Ji|, o emaranhamento diminui e a temperatura critica também. Enquanto no

Curva l
0.8+

----- - Curva2

0.6

0.4

02r

0.0

Figura 4.7: Medida de emaranhamento 5}?2;0 com J; = —6K e B=2K. Ascurva 1, 2, 3

e 4 sao para J, iguais a 0K, 6 K, 4K e 8K, respectivamente
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modelo XXX o efeito de J5 é semelhante ao efeito que J, tem num dimero de spin-
1/2 do modelo X XZ, aqui no modelo X X a constante de troca tem um efeito oposto,

diminuindo a temperatura critica e o emaranhamento conforme vemos no grafico da Figura

5]

4.3 Emaranhamento &3

Para obter a matriz densidade reduzida, pf;, devemos tomar o trago parcial sobre o segundo

subespaco, isto é, piy = Tra(p) = 3oy, 1y (ka|plka) = (—alpl—2) + (+2]p|+2). Assim, a

matriz densidade reduzida, para o par 13, é

27 (70— w)? + e (0 4+ w)? 4+ ) 1)1
(e7PBs e P 4 omPB7 4 =P8 4 o =PBs 4 o= PBs) | TT)(]]|
(—e —BEs 4 o—BEs 4 o—BEr _ —BE1 4 —FEs | e_B]ES) \[IT)(I11]|
(—e P58 e 4 o7 PBT — em Pl g 7Pl o=08) | TTT) (11|
(
(

T
P13

e 5E3+e 51}55_'_6 ﬁIE7+e BE4+6 5E6+€ BEs) |[][><[[[|
BB (g — ) +e%%w+w)+e%%HnouvD (4.23)

+ o+ o+ o+ A

sendo |I) = | —1 —3), |[[I) = | =1 +3), |[[II) = | +1 —3) e [IV) = | +1 +3). Os elementos

de matriz sao entao dados por

== (e7PP1(0 — w)* + 77 (0 + w)® + e ™) (4.24a)
Poo = P33 = % (e’ﬁER’ + e PBs 4 o7 PET 4 o7BEa 4 o—BRs e’ﬁEg) (4.24b)
P23 = P3g = % I e A e I ) (4.24c¢)
Pag = % (7750 — w)? + e 750 (0 + w)? + e 7™ (4.244)

tal que a medida de emaranhamento via distancia entre estados (2.49) é dada por
13 = max [0 1 ( ‘—6_5E3 — e PB4 o7PEs | omPBs 4 P74 o—PEs
' Z

- ( (e’ﬂIE7 (0 —w)* 4+ e 55 (0 + w)* + e’BEl)

X

(e P55 (0 — w)? + e 750 (0 + w)? + e 7™2) )é)] . (4.25)

Nesta secao, vamos analisar apenas a situagao com auséncia de interagao por constante de

troca entre os spins 1 e 3 (J2 = 0) para compararmos com alguns resultados experimentais.
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Modelos com interagao por constante de troca entre os spins 1 e 3 estao em fase de

desenvolvimento.

4.3.1 Modelo XXX
Consideraremos J.1 = J1 € J.2 = Jo = 0. Assim, a medida de emaranhamento toma a
seguinte forma:

_ B+27y
e 2T

ELTY = max [0, ((eg + 1) ‘1 — Tttt

— \/BMTQJ1 ((e% + 1) e% +4) ((e% + 1) e% +4e?>>

o () ((F e ) L

Primeiramente, vamos analisar o emaranhamento na auséncia de campo magnético. To-

mando B = 0 na equagao (4.26)), temos

I ENGY
‘1—€T + e2T

— (e% +2)

EPE=0 = max |0, 7 e = 0. (4.27)
eT +2e2T 41
para qualquer J; e T real. Isto significa que quando [J = 0 na auséncia de campo

magnético, nao existe emaranhamento no par 13 no modelo X X X, conforme é mostrado
no grafico a) e ¢) da Figura [1.8] Este resultado estd de acordo com os resultados ex-
perimentais [68]. Ao aplicar um campo magnético, este induz emaranhamento, no caso
antiferromagnético, no par 13. Para cada valor de T" e J; existe uma intensidade minima
de B (Buin) que induz emaranhamento no par (Ver gréifico b) da Figura [4.8)). Igualando
a zero e resolvendo para B, obtemos

n+TE 4\/m>

n—1

onde n = 2eF + 23 — + 2¢%% . Esse mesmo B,.in pode ser obtido por andlise do
autovalor negativo da transposta parcial, tal como foi feito no Capitulo 2] Uma andlise

dos regimes de campo mostra que

1, se |B| < 3";7” — Campo fraco
%ig}) ELn (T, Jh, B) = %, se |B| = 3"271| — Campo médio . (4.29)
0, se |B|]> 3"271| — Campo forte
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Figura 4.8: Medida de emaranhamento entre o par 1 e 3 para J, = 0, £y v. Em a)
T =1K eas curvas 1, 2, 3 e 4 com B iguais a 0K, 4K, 6K e 8K, respectivamente. Em
b) J1 = —6K e as curvas 1, 2 e 3 com T iguais a 0,5K, 1,0K e 1,5K, respectivamente.
c) J1 = —6K e as curvas 1, 2, 3 e 4 com B iguais a 0K, 8K, 9K e 10K, respectivamente.

Observe que o par 13 (J; = 0) tem o mesmo regime de campo que o par 12 (J, = 0), dado
na equagao (4.13)), com excegdo para B = 0 onde o emaranhamento em 7" — 0 é zero.
Outro fato parecido é devido a temperatura critica aumentar com o campo magnético,

mas com um aumento maior do que no emaranhamento do par 12, conforme grafico c) da

Figura [4.8

4.3.2 Modelo XX

Tomando J,1 = J.2 = J> = 0, obtemos a medida de emaranhamento para o modelo X X,

dada por

— I V2
ELTY = max [O,((e?—i—l)‘l—e\/ilT bt

_ \/<2€B+\T[JI —|—26T —|—efT) <6T+fT—|—2@ T +2)>

V2 4B4/2. J:
. <\/§ (eé 4 1> ok (65+Tal =22 - HﬁT))] . (4.30)

Assim como na secao anterior, temos que na auséncia de campo magnético o emaranha-

mento é
\fjl
-2 l—efT—i—e T

22 <em +1> 2

para qualquer valor de [J;. Isto significa que na auséncia de campo e quando Jp =

+26 7 +efT + 2

EPE=0 =0 (4.31)

=max [0, —

0, o par 13 é ndo emaranhado (ver grafico a) e b) da Figura [1.9). O modelo XX ao
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receber uma intensidade minima de campo magnético torna-se emaranhado tanto no caso
antiferromagnético quanto no caso ferromagnético (£(J,) = E(—J1)), conforme mostra o
grafico a) da Figura , diferentemente do modelo X X X que apresenta emaranhamento
apenas no caso antiferromagnético. Igualando a equagao (4.30) a zero e resolvendo para B,
obtemos o valor minimo do campo magnético capaz de induzir emaranhamento no modelo

XX, dado por

4 cosh (‘/§le> +8008h< Vil ) +3

B,in, = £T ArcCosh (4.32)
2 <2 cosh <\/§le> — 8cosh (\/‘751T> + 3)
O regime de campo para o emaranhamento no par 13 quando J; = 0 ¢ dada por:
\/Li’ se |B| < % — Campo fraco
lim EA(T, 1, B) = § 7l se B =1 — Campo médio . (4.33)
0, se |B|> % — Campo forte

Observe que o regime de campo no par 13 é o mesmo que no par 12 (J, = 0), dado na
equacao , com a mesma excecao do modelo X X X anterior, isto é, quando B =0 o
emaranhamento em 7" — 0 ¢é zero. O grafico ¢) da Figura mostra que a temperatura
critica também aumenta com o aumento do campo.

Para ilustrar o efeito do campo magnético nos pares do trimero comparamos nossos
resultados com o resultado obtido no material NayCuzSi;Oq4 [68]. Mais detalhes sobre
o material podem ser encontrados em [69,(70]. Esse material em questao é tratado pe-

los autores [68] como um dimero-trimero, isto é, um dimero que tem uma interacao via

1.0 1.0 ==
—_— - — 1
05} ¥ ! 08 O
- -~ o, -
0.6f ', T -2 7 0.6 \ 2
W \‘ . W ‘\
0.4 N 3 - 04 " 3
\ , N
0.2 N 4, 02 SR 4
N e <
0.0 -2 0.0k S
-10 -5 0 5 10 0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35
J1(K) T(K)

Figura 4.9: Medida de emaranhamento no par 13 para Jo = 0. Em a) T'= 1K e as curvas
1, 2, 3 e 4 com B iguais a 0K, 4K, 6K e 8K, respectivamente. Em b) J; = —6K e as
curvas 1, 2 e 3 com T iguais a 1,0K, 1,5K e 2,0K, respectivamente. Em ¢) J; = —6K e
as curvas 1, 2, 3 e 4 com B iguais a 0K, 2v2K, 3v/2K, 4y/2K, respectivamente.
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constante troca com um trimero. Os valores das constantes de troca desse material foram
obtidos experimentalmente e valem [70]: Jp = 40, 22K (constante de troca intra-dimero),
Jr = —224,9K (constante de troca intra-trimero) e Jpr = —8,01K (constante de troca
entre o dimero e o trimero). Vamos comparar nossos resultados do emaranhamento entre
pares do trimero, dados nas equacoes e (4.26)), com os resultados do emaranha-
mento nos pares 12 e 13 do trimero do dimero-trimero. Achamos que podemos fazer essa
comparagao devido ao valor da constante de troca intra-trimero (Jr) ser “muito maior”
do que a contante de troca entre o dimero e o trimero (Jpr). Nesse material nao existe
interacdo via constante de troca no par 13 (J2 = 0) do trimero. Eles investigaram o
emaranhamento entre os pares 12 e 13 no modelo X X X. O experimento mostrou que
na auséncia de campo magnético, nao existe emaranhamento no par 13, apenas no par
12, como mostramos (4.27) e ilustramos na Figura [4.8] Eles verificaram que o campo
magnético aumenta a temperatura critica e para campos menos intensos eleva o emara-
nhamento, assim como os nossos resultados (Ver Figuras e [£.8). Para comparar o
nosso modelo com o resultado do trabalho [68], usamos a constante de troca do trimero,
Jr = —224,9K, e plotamos o emaranhamento dos pares 12 e 13, dados no gréfico a) e
¢) da Figura respectivamente. Os gréficos b) e d) sdo os resultados obtidos em [68].
Observe que o comportamento dos nossos resultados sao muito similares aos resultados
obtidos por eles. Como o nosso modelo é um modelo trimero e o deles é um modelo dimero-
trimero, achamos que esta diferenca é devido ao dimero, que apesar da interagao entre o
dimero e o trimero ser fraca, interfere no emaranhamento, mesmo o dimero ferromagnético

nao apesentando emaranhamento, como vimos, na Segao [2.1.1]
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Figura 4.10: Emaranhamento nos pares 12 e 13 do modelo X X X em funcao do campo
magnético para J; = Jr = —224,9K. a) Curvas 1, 2, 3 e 4 sdo para 7T igual a 8K, 50K,
100K e 150K. c) Curvas 1, 2, 3 e 4 sao para T iguais a 8K, 30K, 50K e 7T0K. b) e d)

sao os resultados do trabalho [68].
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Conclusoes e perspectivas

Conclusoes

Tratamos o problema do emaranhamento térmico em um modelo de Heisenberg usando a
distancia entre estados como quantificador do grau de emaranhamento. Tal escolha deveu-
se ao fato de ser uma ferramenta pouco explorada na literatura. Usamos como medida
de distancia a norma de Hilbert-Schmidt, que nos permitiu obter expressoes analiticas
para as medidas de emaranhamento e, em alguns, casos a sua temperatura critica. Tal
método apresenta uma vantagem com relagao ao quantificador de emaranhamento mais
amplamente usado na comunidade, a concorréncia, ja que a concorréncia so é aplicavel a
sistemas de dimensao 2 ® 2, enquanto a distancia entre estados nao apresenta limitacao

quanto a dimensao do sistema, tal como foi mostrado no calculo do emaranhamento no

1
29

sistema dimero de spin—( 1), que possui dimensao 2 ® 3.

Analisamos o emaranhamento térmico em dimero de spin-1/2 em modelos com e sem
anisotropia. Apresentamos, no Capitulo[2] como a distancia entre estados estd relacionada
com o critério de Peres-Horodecki. Encontramos que a temperatura critica nao depende
do campo magnético desde que este seja uniforme. Isto significa que, em tais sistemas, a
aplicacao de campo magnético nao destréi o emaranhamento, sendo o estado magnetica-
mente blindado com relagao ao campo. Mostramos que o emaranhamento para campos
magnéticos orientados tanto na direcao z quanto na direcao x apresentam a mesma tem-
peratura critica. Obtivemos, para a maioria dos casos, o regime de campo que governa
o emaranhamento, mostrando que em todos os casos quando o campo atinge o valor de
campo médio, o emaranhamento maximo reduz-se para a metade e quando o campo ultra-
passa o campo médio, o emaranhamento tende a zero quando a temperatura tende a zero.

No modelo anisotrépico, encontramos uma condicao para que ocorra emaranhamento no

caso ferromagnético, sendo que tal fato s6 ocorre quando J, < J. Quando temos um
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campo magnético inomogeéneo, obtivemos que as temperaturas criticas dos modelos X X X
e XX dependem somente das diferencas entre os campos e nunca da sua soma, sendo
tanto maior quanto maior for este grau de inomogeneidade.

Em dimeros de spin-(1/2,1), conseguimos calcular analiticamente a medida de emara-
nhamento e a temperatura critica na auséncia de campo magnético externo nos modelos
XXX e XX. O modelo XXZ, diferentemente do que ocorre com o dimero de spin-1/2,
tem o seu valor maximo de emaranhamento alterado por 7., sendo que quanto maior .J,
maior serd a temperatura critica e menor serd o emaranhamento maximo. Mostramos
que, ao aplicar um campo magnético, a temperatura critica permanece inalterada. Ao
analisar o efeito do grau de inomogeneidade do campo magnético, observamos que para
altos valores de inomogeneidade (03) os trés modelos, X X X, XX e XX Z, tendem a ter
um unico comportamento de emaranhamento.

No Capitulo[d] propomos um modelo bastante geral para um trimero, jd que na grande
maioria dos casos ele é sempre abordado no modelo X X X. Nesse modelo, consideramos
que os spins 1 e 3 podem ter interagao via constante de troca. Obtivemos resultados
analiticos para o emaranhamento e mostramos que a temperatura critica entre pares, mas
agora na presenca de um terceiro spin, ¢ alterada pelo campo magnético. Mostramos
que se o par 13 tiver interacao via contante de troca, o emaranhamento e a temperatura
critica no par 12, modelo X X, serao tanto menor quanto maior for a interacao entre 1 e 3,
revelando comportar-se de forma totalmente oposta ao que ocorre no modelo X X X. Para
o emaranhamento no par 13, mostramos que este nao é emaranhado na auséncia de campo
magnético. Além disso, obtivemos uma expressao analitica que fornece a intensidade
minima de campo magnético que se deve aplicar ao sistema para que o emaranhamento no
par 13 seja diferente de zero. Por fim, comparamos numericamente os nossos resultados
para o emaranhamento entre pares de um trimero com os resultados experimentais do
emaranhamento entre pares realizado num dimero-trimero, valendo-se do fato da constante
de troca entre e dimero e o trimero ser muito pequena quando comparada com a constante
de troca do trimero. A nosso ver, os resultados mostraram-se satisfatérios, ainda mais

devido a serem duas técnicas de quantificacoes diferentes.
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Perspectivas

Uma das nossas perspectivas é abordar o emaranhamento em sistemas de dimensoes maio-
res, onde nao é mais possivel aplicar o critério de Peres-Horodecki. Para tal situacao, umas
das possibilidade é usar a entropia de Nielsen-Kempe (ou critério da entropia condicio-
nal) |71}, que fornece um critério para dizer se um estado é separdvel em sistemas bipartites
de dimensoes arbitrarias. Outro problema que queremos tratar é o sistema dimero- trimero
de uma forma geral, ja que no Capitulo [l mostramos que o emaranhamento no sistema
trimero se aproximou do emaranhamento do dimero quando o acoplamento entre o dimero
e o trimero era pequeno quando comparado ao acoplamento do trimero. Nesse sentido,
pensamos em trabalhar em duas frentes. A primeira é obter o Hamiltoniano do modelo
dimero-trimero e calcular o emaranhamento com o auxilio das matrizes densidades redu-
zidas. A segunda é explorar o emaranhamento no par trimero e dimero, considerando que
o spin total do trimero (antiferromagnético) é % e o spin total do dimero (ferromagnético)

2

¢ 1. Depois dessa aproximacao, abordar de forma semelhante ao que foi feito no Capitulo
B

Algo que temos muito interesse é em dar sequéncia aos calculos de emaranhamento em
funcao de quantidades facilmente mensuraveis no laboratério, tais como a susceptibilidade
magnética e a energia, ja que tais medidas podem ser realizadas aqui nos laboratérios do
nosso departamento. Na realidade tal trabalho em funcao da susceptibilidade magnética
ja encontra-se em fase bem avangada e sé nao entrou nesta tese devido a algumas correcoes

que terao que ser feitas.
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Apeéendice A

Modelo X XX na presenca de campo

—

magnético B = Bx

No modelo com campo magnético na direcao x, o Hamiltoniano de interacao com o campo

magnético ¢ Homag = —39upB. (07 + 05 ), onde
0010 0100 01 10
00 01 1000 1 001
oy + 05 = - = (A1)
1 000 00 01 1 001
0100 0010 01 10
O Hamiltoniano do modelo é dado por
J 2B.gup 2B.gup 0
1| 2B, —J 2J 2B,
_ 1 iz IHE (A.2)
Y1 2Bgus 2J —J  2B.gup
0 2B,gup 2B.g9up J
e os elementos da matriz densidade desse caso sao:
1 B,
P11 = Paa = Z cosh? <ﬁ) {Sinh <%) + cosh (4T)]
11 B
Pl2 = P21 = =3 sinh (?) {sinh (%) + cosh (4T>}
11 B,
P22 = P33 = 2567% e7/T cosh (?) + 1} (A.3)
11 B,
P23 = P32 = 2567% e?/T cosh <?) — 1]




11 g-45, 2

sendo os demais elementos iguais & pio, isto €, p1o = po1 = P13 = P31 = Poa = Paz = P3a =
paz. O céleulo de Z = Z(J, B,,T) fornece o mesmo resultado da equagao , com a
diferenca que agora B, = B,gup/kp.

Devemos calcular a transposta parcial para obter a condigao de emaranhamento. Fa-
zendo uso da matriz transposta parcial da equacao e como nao temos nenhum

elemento de matriz nulo, obtemos

P11 P21 P13 P23 P11 P12 P12 P23

,0T1‘§2) _ | P2 P2 pra P | | P12 P22 Pua P12 ’ (A4)
P31 P41 P33 P43 P12 P14 P22 P12
P32 P42 P34 P44 P23 P12 P12 P11

cujos autovalores sao dados por:

Al = P22 — P14 (A.5a)

A2 = p11 — P23 (A.5D)
1

Az = B (Pn + P14+ P22+ pa3t \/16P%2 + (p11 — pra — p22 + p23) 2) (A.5c)
1

A= 5 (Pn + P14+ P22 + P23 — \/16P%2 + (P11 — p1a — p22 + p23) 2) (A.5d)

A partir dos elementos de matriz (A.3)), verifica-se que os trés primeiros autovalores da
transposta parcial sdo positivos (A1, Ag, A3 > 0) para qualquer valor da constante
de troca e do campo magnético. O autovalor A4 é positivo para J > 0. Assim, da mesma
forma que no modelo com campo na direcao z, o sistema também nao é emaranhado para
o caso ferromagnético se o campo magnético tiver direcao x. Se J < 0, o autovalor A4 é
positivo se a temperatura for maior ou igual a temperatura critica, o que significa que o
estado é nao emaranhado. Se T' < T,, o autovalor o autovalor A4 é negativo e o estado ¢é
emaranhado. Como a negatividade A\, estabelece a condi¢ao de emaranhamento, tomando
M (T, B, T.)=0 obtemos a mesma temperatura critica que obtivemos quando o campo era
na direcao z, dada na equacao ([2.16)). Isso significa que mesmo que o campo magnético
seja na diregao x, o sistema nao deixard de ser emaranhado por aplicacao desse campo. O

sistema serd emaranhado se Ay < 0. Logo, impondo esta condigao para A4 (A.5d), obtemos
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a seguinte condicao de emaranhamento:

4P%2
S A .6a
P23 P14 + P22 i ( )
40%2
by > ———— — A.6b
Pas = P14 + P22 1 ( )

Como colocamos a condigao de emaranhamento novamente em fungao do elemento pas,
obtemos a mesma distancia entre estados da equagao . Para a distancia entre estados
ser uma medida de emaranhamento, ela deve ser minima, o que ocorre quando p34 for
minimo, isto é, quando
2
Pi3 = ﬁ —p1 - (A.7)
Dessa forma, a medida de emaranhamento para um estado emaranhado p. é dada por
2
() =~ gt = (50— )| (A8)
que é generalizada para um estado qualquer:
42
E(p) = max {O, —EV2 <p23 S B pn)} , (A.9)
P14 + P22
Com o auxilio dos elementos de matriz , podemos escrever a medida de emaranha-

mento
e~ 3 (—26‘7/T 3% 4+ 1)

z <Z _ 2&)

E(p) = max |0, (A.10)

Observe que podemos expressar a medida de emaranhamento de forma que a dependéncia
com o campo magnético externo (B, ) apareca aparega somente em Z. Na equagao (A.10)),
j4 adotamos que & = /2 pelo mesmo argumento usado no Capitulo . Na forma mais
geral, substituindo a fungao Z, temos:

—2eF — 3 +1
4e7 cosh (8) + 2¢*F cosh (=) + eF 41

&(p) = max [0, (A.11)

Observe pela Figura como a medida de emaranhamento esta diretamente re-
lacionada com o critério de Peres-Horodecki pelo fato de que s6 ha emaranhamento se o
autovalor A4 for negativo, como discutimos anteriormente. A Figura ilustra
muito bem a condi¢do de emaranhamento obtida (A.6)), onde a linha vertical pontilhada

é a temperatura critica.
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ozr: T it = P23 ]
2
_____ 4 .
0.1F P14+P22 ,

&

0.0fF=—m— i 1

O e

-—~o

Figura A.1: Medida de emaranhamento (A.11]), autovalor Ay (A.5d)) e a condi¢ao de ema-
ranhamento (A.6) para B, = 10K e J = —10K.
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Apeéendice B

Modelo X XX na presenca de campo
magnético B = Bx + Bz

O Hamiltoniano de interagao com o campo magnético ¢ Hyeg = —38-6 = —3B(0] + 0§ +

o} + 03). Assim, o Hamiltoniano do modelo, na forma matricial, é dado por

AB+J 2B 2B 0

1 2B —J 2J 2B
H=—- (B.1)

41 28 29 -g 2B

0 2B 2B J —4B

e os elementos da matriz densidade sao

1 7 : V2B V2B
P11 = Be iT |1+ 2v2sinh <T> + 3 cosh (T) (B.2a)
1 sy V2B
P22 = P33 = 3¢ —if [ <COSh < ) ) +2 (B.2b)
— — _1 T h? (B 2 )
P12 = P13 = 226 sin =€
1 V2B
P23 = —4267% [ej/T (cosh T ) ) ] (B.2d)
1 J 428
Dot = P34 = SZ aT <e T —1 [( 2—1)6 T +v2+ 1} (B.2e)
B - (V2B V2B
pa4 = Eeﬂ 1 — 2v/2sinh (T) + 3 cosh ( T )] (B.2f)

com p;; = pji, 0s demais elementos nulos e Z = e it [ej/T (2 cosh (%) - 1) - 1} .
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A transposta parcial é dada por

7 P12
P12
P23

cujo os autovalores sao

1
)\1 = ﬁ.ﬁ(:i% (x + 1)

1
)\2 = iﬂ?—% (ZB + 1)
B 1
~ oz
1

~ 2z’

A3

IS

Mg

T 2v28
ondex=eT ey=e T .

P12
P22
P14
P24
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P12
P14
P22
P24

P23
P24
P24
P44

4,3 [;p(y +1)+ Va2 (P —y+1) =2y +y

]

yo? [w(y+1)—\/xz(yQ—y+1)—2xy+y

]



