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A Geometria faz com que possamos adquirir o habito de raciocinar, e esse
habito pode ser empregado, entdo, na pesquisa da verdade e ajudar-nos na
vida.

(Jacques Bernoulli)



AGRADECIMENTOS

A Deus, que fez a promessa e a cumpriu, realizando sonhos muito
maiores que 0s meus.

Ao corpo docente que nos deu a oportunidade de crescer em
conhecimento e pela dedicagao e carinho que assim o fez.

Ao meu marido Marlon, pelo incentivo e apoio incondicional.

Ao meu filho que compreendeu os momentos de auséncia e foi o
motivador em cada dia dificil.

Aos meus pais que foram exemplos em minha vida e me ensinaram a

transpor as barreiras e lutar sempre.



Sumario

RESUMO ......oooiiiiiiiiiiiiiiiennninnnnnne s s e nn s s s s nn s s s s s s s s s ss s s s s ssssssssssRRsRsRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRS vi
= 1S 8 2 X O vii
INTRODUGAGO........ccoeeecceececrrereesseseesessesseesessessessessessesssssesssssssssssesseesssssessessessessensenees 1
(0. Y2 1 11 1o 2 3
GEOMETRIA SEGUNDO O PCN E O CBC........ccccooiiinnss s sssssssnsnes 3
PRt T = 3
122 7 =T P 5
(0 Y2 1 11 ] 1o 2 2 9
GEOMETRIA EUCLIDIANA ... s 9
2.1 Um Pouco da HiStOMa..... ..o 9
2.2 A Geometria e Os Elementos de Euclides...........cccooviiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee, 10
2.3 Elementos PrimitiVOS .........oiii i 12
2.4 ANQUIOS ..ottt 12
2.5 POSICA0 €Nre retas......cuvueiiii i 13
2.6 CONQGIUENCIA ...uui et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e enaaa s 13
A (o] 1 4= T PSS 13
2.7.1 AXiomas de INCIAENCIA. .......ccoeeiiiiiiii e 14

A V2V (0] 4 F= TS0 L= @ ] o 1= o o I 14
2.7.3 Axiomas de Continuidade.............cooevvriiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e 14
2.7.4 Axiomas de CONGIUENCIA .........cuuuuiiiiiie ettt 15
2.7.5 Axiomas do ParaleliSmo ..........oouuuiiiiiiii e 16

2.8 POlIQONOS. ... 16
2.8.1 THANQGUIOS.....eeeeeee e e e e e e e et e e e e et eeeeananns 17

P I O 18 = Vo [y F= 1 (= o 1 18

2.9 Férmula para CAICUIO da Ar€a...........ccccooieiieieeeee ettt 19
2.9 1 O REtANQUIO .....oooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeee e 20
e I @ B @ TU L= To | =T Lo F PP 20
2.9.3 O Paralelogramo ..........ccouuiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeeeeeeeeeeeee ettt 20

P @ B I 7= o To 1 | o PP 21
e IR T O N I - [ o= .4 o TR 21
RS I G @ B o7 o o PP PPPPPPPPP 22



2.10 Semelhanga de figuras planas ..........cccooooiiiiiiiiiiii e 23

2.11 Teorema de PIAGOIas .......cooviiiiiiiieie et 24
CAPITULO 3.....ooeeeeecceeereeas e sse e se s ss e se st s et s e sneasanens 25
MATERIAIS MANIPULAVEIS COMO METODOLOGIA DE ENSINO ..................... 25
(02 1 11 ] 0 1 U 29
O ORIGAMI E A GEOMETRIA PLANA ...t 29

S I O70] 015 U To7= Lo R o [N = = 1 34

4.2 Bissetriz, Mediatriz € Mediana.............ooouiieiiiiiiee e 35

4.3 Construgao de Poligonos ..........coeiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeee ettt 37

4.3.1 REIANGUIO ..ottt e e e e e e eeeeeeees 37
G T @ U= T | =T o T 38
4.3.3 TridnguIO €QUIIALEIO.......ceviiiiiiiiiieiieeeeeeeeeeeee e 39
4.3.4 Pentagono RegUIAT............ouiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee ettt 40
4.3.5 Hexagono RegUIAT............ouuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee ettt 41
4.3.6 OCtOGONO reQUIAT........cccoeiiee e 42
4.4 Propriedades e Pontos Notaveis de um Triangulo ..............cccoeeeiiiiiiiiieninnnnnn. 43
g B O3] (o1 U g o7 =T o | o TP 43
A = T 4 o7 T | (o T 44
G T [ Tt = o 1 o P 45
@ T (o1 0 | (o PP 46

4.5 Questdes relacionadas ao Origamii..........ceeeveeeieeieiiiiiiiiiieiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 47
(07X 2 1 1 1] X0 2 TR 54
TANGRAM E A GEOMETRIA PLANA ... 54

5.1 Areas dos Poligonos Obtidos por um Quadrado ..............ccceveeeeevieeeeeeeennen, 56

5.2 Perimetro dos Poligonos pela Divisdo de Figuras............cccccoeiii, 59

5.3 Angulos Internos dos Poligonos do Tangram .............ccceceeveveeeeeeeeeeeneeenenen, 64

5.4 Questdes relacionadas ao Tangram ... 67
(031 21 U | o I TP 73
GEOPLANO E A GEOMETRIA PLANA ... 73

6.1 Construindo as Férmulas com ajuda do Geoplano............ccccoeeeiiiiiii. 75
CONSIDERAGOES FINAIS........ccocceeeeeieeetreeseeassessesassessessssessessssessessssessssssssssssssaes 79
Referéncias Bibliograficas........ccccccuuemmmmmmmmmmmmmimmiieeeeeeeeeeeerreeeees e 80



RESUMO

GUIMARAES, Viviane Guerra, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, abril de
2015. Ensinando a Geometria Euclidiana no Ensino Fundamental por Meio
de Recursos Manipulaveis. Orientador: Mercio Botelho Faria.

Nesta dissertagdo elaboramos uma proposta de atividade educacional que
envolve o ensino da Geometria Plana através de recursos manipulaveis. O
trabalho consta de revisédo bibliografica, apresentando a proposta de ensino do
PCN e CBC em relagdo a Geometria, um breve histérico do Origami, do
Tangram e do Geoplano e as habilidades desenvolvidas por esses
instrumentos, dando subsidios para elaboragdo de atividades em sala. Neste
contexto, apresentamos atividades que podem ser utilizadas como estimulo ao
envolvimento com a geometria. Concluimos citando alguns outros recursos

didaticos que podem ser utilizados pelos professores e alunos.
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ABSTRACT

GUIMARAES, Viviane Guerra, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, april of
2015. Teaching Euclidean Geometry in Elementary Education by Means of
Manipulable Resources. . Adviser: Mercio Botelho Faria.

In this dissertation developed a proposal for educational activity that involves
the teaching of plane geometry through manipulatives resources. The work
consists of bibliographic review, presenting the proposal for teaching the PCN
and CBC in relation to geometry, a brief history of Origami, Tangram and
Geoplano and skills developed by these instruments, providing subsidies for
preparation room activities. In this context, present activities that can be used
as a stimulus to the involvement with the geometry. We conclude by quoting

other teaching resources that can be used by teachers and students.

Vi



INTRODUCAO

De acordo com os Paréametros Curriculares Nacionais (PCN'’s) ao final
do Ensino Fundamental os alunos devem ser capazes de questionar a
realidade utilizando o raciocinio l6gico, a criatividade, a intuigdo e a capacidade
de analise critica. E é a Matematica que possibilitara ao aluno a capacidade de
“estruturagcdo do pensamento e a agilizagao do raciocinio dedutivo”.

Porém é a Matematica que apresenta o maior numero de insatisfagao
tanto da parte do aluno quanto professor devido ao baixo desempenho ao final
de cada etapa. Na nossa opinido isso se deve ao ensino muito mecanico e que
nao apresenta significado. O desafio do professor € apresentar ao aluno um
ensino com base nos recursos manipulaveis que o estimule a buscar
resultados e assim tornando o aprendizado mais atrativo. Nesse momento a
escolha dos recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras,
computadores e outros materiais tém um papel importante no processo de
ensino e aprendizagem. Mas precisam gerar uma analise e reflexdo sobre o
conteudo.

Sabe-se que a Geometria esta presente em nosso meio e os alunos tém
contato constante com essa area da matematica em seu cotidiano, mas faz-se
necessario que esse conhecimento seja estruturado e consequentemente
ampliado em sala de aula. Porém sdo poucos os professores que tém essa
preocupacao e o estudo da Geometria entra em decadéncia.

O ensino da Geometria deve estar completamente ligado a varios
recursos didaticos, mas muitos professores tém utilizado apenas os livros
didaticos contribuindo para um desinteresse maior dos alunos.

As aulas que consistem em “quadro e giz” nao sao satisfatérias para a
construgcao do conhecimento e os alunos demonstram grande interesse quando
o ensino parte de outras ferramentas. Nesse momento, os professores recuam
devido a falta de infraestrutura das escolas e suporte tecnolégico. Mas para o
ensino ser aceitavel podemos usar diversos recursos didatico-metodologicos
simples que sao acessiveis a qualquer instituicdo independentemente de seu

poder aquisitivo.



Partindo desse pressuposto, a ideia é que os professores e alunos
trabalhem uma forma diferenciada no ensino da Geometria Euclidiana,
apresentando seus conceitos e definicbes a partir de dobraduras em papel,
conhecido como Origami, o quebra-cabega Tangram e o Geoplano.

Para isso dividimos o trabalho em cinco capitulos distribuidos como
segue:

No capitulo 1 apresentamos os curriculos que norteiam o trabalho do
professor no Brasil e no estado de Minas Gerais, além das habilidades
requeridas no conteudo matematico.

Em seguida, no segundo capitulo delimitamos, em um primeiro
momento, a abordar a histéria da Geometria Euclidiana. Ja em um segundo
momento, apresentamos os principais conceitos da Geometria Plana.

O capitulo 3 é dedicado ao Origami. Nele apresentamos onde e quando
essa atividade surgiu, também explicita as relagdes que possui com o0s
conceitos da Geometria Plana e como construi-los através das dobraduras. Ao
final destacamos exercicios retirados da pagina virtual da OBMEP que podem
ser resolvidos através dos conceitos construidos com o Origami.

Ja o capitulo 4 é reservado ao quebra-cabega Tangram. Nele expomos
sua histdria e a construcao a partir de madeira ou papel baseado nos conceitos
explicitados por Souza (1997) e GENOVA (1998). A partir dele desenvolvemos
o calculo do perimetro dos poligonos formados por suas pegas e também
acrescentamos exercicios das Olimpiadas de Matematica e suas respectivas
solucdes, que podem ser trabalhadas apds consolidada as habilidades.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos o Geoplano, no qual sao
demonstradas as férmulas para calculo de area do tridngulo e dos

quadrilateros.



CAPITULO 1
Geometria Segundo o PCN e 0o CBC

A Geometria ensinada na sala de aula parte de alguns curriculos que
ddo uma diregdo ao trabalho pedagdgico. Para o territdrio nacional temos o
PCN (Parametro Curricular Nacional) e em Minas Gerais o CBC (Curriculo
Basico Comum). A Revista Presenga Pedagdgica relata que “enquanto os
PCN’s apontam o caminho a ser seguido pelas escolas, o CBC se propde a ir
mais além e detalha o trabalho que pode ser realizado pelo professor com seus
alunos”.

Portanto, abordaremos de forma objetiva a descricdo desses dois
curriculos citados. Iniciaremos pelo PCN destacando seus objetivos e
sugestdes, em seguida o CBC, muito utilizado nas escolas publicas de Minas

Gerais, descrevendo sua fungao na educacéo.

1.1 PCN

Defendendo a “urgéncia em reformular objetivos, rever conteudos e
buscar metodologias compativeis com a formacdo que hoje a sociedade
reclama”, o Parametro Curricular Nacional (PCN) nasceu a partir de uma
analise dos resultados do Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica (SAEB)
que tem como objetivo avaliar a Educagao basica brasileira, onde os resultados
se mostravam insatisfatérios e diferenciados nas regides do pais.

Para garantir que todos os brasileiros tenham os conhecimentos basicos
em cada disciplina, o PCN gera um norte para que os professores possam
direcionar todo o trabalho realizado em sala de aula e ao mesmo tempo refletir
sobre os objetivos que devem ser alcangados.

Portanto, para buscar uma harmonia de aprendizado em diversas
localidades, no caso da Matematica, o PCN esta pautado em diversos

principios, sendo alguns deles:

- A Matematica precisa estar ao alcance de todos e a democratizagao
do seu ensino deve ser meta prioritaria do trabalho docente;



- A atividade matematica escolar nao € “olhar para coisas prontas e
definitivas”, mas a construgado e a apropriagdo de um conhecimento
pelo aluno;

- Recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras,
computadores e outros materiais tém um papel importante no
processo de ensino e aprendizagem. Contudo, eles precisam estar
integrados a situagdes que levem ao exercicio da analise e da
reflexdo, em ultima instancia, a base da atividade matematica.

Em relagao ao professor, o PCN destaca como importante caracteristica
poder perceber facilmente as suas proprias ideias da Matematica. Elas serao
as responsaveis por sua pratica em sala de aula, as escolhas pedagodgicas, a
definigdo de objetivos e conteudos de ensino e as formas de avaliagao.

O PCN também apresenta algumas propostas como caminho para a
construgao do conhecimento, dentre elas, a utilizacdo de recursos como:
histéria da matematica, as tecnologias e os recursos metodologicos. Dentro do
ultimo tépico, cita os jogos, pois eles provocam o aluno, gerando interesse e
prazer.

Através da atividade ludica o aluno desenvolve o autoconhecimento e o
conhecimento dos outros. Nao podemos deixar de citar, como consequéncia
desse trabalho, o desenvolvimento cognitivo e a expansédo do seu raciocinio
l6gico. Portanto sugere que as atividades tenham como ponto de partida a
“analise das figuras pelas observagbes, manuseios e construcbes que
permitam fazer conjecturas e identificar propriedades” (PCN, 1998).

Acredita-se que esse mecanismo contribui no alcance dos objetivos que
possui o ensino da Geometria. Denominado dentro dos blocos do
conhecimento como “Espaco e Forma” e “Grandezas e Medidas”, tem como
finalidade: “desenvolver um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que
vive” (PCN, 1998).

Os conteudos conceituais e procedimentais sugeridos no PCN,
relacionados a Geometria Euclidiana que estdo descritos nos terceiros e

quartos ciclos, sao:

e Distingdo e classificacdo de figuras bidimensionais, descrevendo
algumas de suas caracteristicas, estabelecendo relagbes entre elas e
utilizando nomenclatura propria.

e Composicao e decomposicao de figuras planas.
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e Ampliagdo e reducdo de figuras planas segundo uma razdo e
identificacdo dos elementos que ndo se alteram (medidas de angulos)
e dos que se modificam (medidas dos lados, do perimetro e da area).

e Construgao da nogao de angulos.

e Verificagdo da soma dos angulos internos de um triangulo.

e Verificar propriedades de tridngulos e quadrilateros pelo
reconhecimento dos casos de congruéncia de tridngulos.

¢ |dentificacdo e construgdo das alturas, bissetrizes, medianas e
mediatrizes de um triangulo.

e Compreensao da nogao de medida de superficie e de equivaléncia de
figuras planas por meio da composi¢cao e decomposicao de figuras.

e Calculo da area de figuras planas pela decomposi¢céo e/ou composi¢cao
em figuras de areas conhecidas.

e Construgcao de procedimentos para o calculo de areas e perimetros de

superficies planas.

O PCN também defende que o processo de ensino-aprendizagem
envolve o lado afetivo, ou seja, a predisposigao, o interesse e a motivagao do
sujeito desse processo. A sua importancia equivale aos conceitos que seréo
construidos.

Portanto é fundamental que o professor identifique sempre o perfil da
turma que esta trabalhando para que tenha objetivos claros e sucesso em seu
desenvolvimento.

Neste momento introduziremos o que diz o CBC a este respeito.

1.2 CBC

O Conteudo Basico Comum é utilizado no estado de Minas Gerais e tem
como objetivo “toma-los como base para a elaboragao da avaliagao anual do
Programa de Avaliacdo da Educacgéo Basica (PROEB) e para o Programa de
Avaliagdo da Aprendizagem Escolar (PAAE) e para o estabelecimento de um
plano de metas para cada escola” (CBC).

Baseado no curriculo de cada etapa escolar ja descritos no PCN, o CBC

também sera um apoio ao professor em sala de aula. E caracterizado como um
5



norte para o professor e nele estdo descritos os conceitos “que ndo podem
deixar de ser ensinados e que o aluno ndo pode deixar de aprender”’, assim
como “as habilidades e competéncia que ele ndo pode deixar de adquirir e
desenvolver” (CBC).

Todas as informacdes e orientacbes necessarias para um suporte ao
professor podem ser obtidas através da pagina virtual do Centro de Referéncia
Virtual do Professor. Nele estao contidos a Proposta Curricular, Orientagdes
Pedagdgicas, Roteiros de Atividades e outras ferramentas auxiliares. Na
pagina virtual também é possivel obter o quadro abaixo que detalha alguns
tépicos, habilidades e sugestdo de carga horaria em cada série para o ensino

da Geometria.

Eixo Tematico lll Tema 1: Relagbes Geométricas entre Figuras Planas
Espacgo e Forma

) Anos / C. Horaria Anual
TOPICOS HABILIDADES
6° 7° 8° 9°

13.0. Conceitos 8

13.1. Reconhecer as principais

propriedades dos tridngulos isésceles e

equilateros, e dos principais quadrilateros: 11 7 7
quadrado, retadngulo, paralelogramo,

trapézio, losango.

13.2. Identificar segmento, ponto médio de
um segmento, tridngulo e seus elementos,
poligonos e seus elementos, circunferéncia, 7 5 6
disco, raio, diametro, corda, retas tangentes
13. Figuras planas = e secantes.

13.3. Identificar &ngulo como mudanca de
direcao.

13.4. Identificar retas concorrentes,
perpendiculares e paralelas.

13.5. Reconhecer e descrever objetos do
mundo fisico utilizando termos geométricos.

13.6. Reconhecer a altura de um tridngulo
relativa a um de seus lados.

15. Congruéncia 15.0. Conceitos

de triangulos 15.1. Reconhecer triangulos congruentes a S
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partir dos critérios de congruéncia.

15.2. Resolver problemas que envolvam 6
critérios de congruéncia de triangulos.

15.3. Utilizar congruéncia de tridngulos para

descrever propriedades de quadrilateros: 4
quadrados, retangulos, losangos e

paralelogramos.

16.0. Conceitos

16.1. Construir perpendiculares, paralelas e

16. Construgdes mediatriz de um segmento usando régua e 5 5 3
geométricas compasso.

16.2. Construir um tridngulo a partir de seus 5 4

lados, com régua e compasso.

17.0. Conceitos

17.1. Resolver problemas que envolvam o 8
17. Teorema de teorema de Tales.
Tales e
semelhanga de 17.2. Reconhecer tridngulos semelhantes a 10
triangulos partir dos critérios de semelhancga.

17.3. Resolver problemas que envolvam 8

semelhanca de tridngulos.

* Reconhecer as propriedades do ponto de
encontro das medianas de um tridngulo
(baricentro).

* Reconhecer as propriedades do ponto de
encontro das mediatrizes de um tridngulo
(circuncentro).

* Reconhecer as propriedades do ponto de

V. Pontos N Y
o encontro das trés alturas de um tridngulo
notaveis de um
n (ortocentro).
triangulo

* Reconhecer as propriedades do ponto de
encontro das bissetrizes de um tridngulo
(incentro).

* Resolver problemas que envolvam
segmentos que unem cada vértice de um
tridngulo a pontos do lado oposto
(cevianas).

* Para o ultimo topico néo se estabelece uma sugestéo de carga horaria e fica a critério do professor.

Tema 2: Expressbes Algébricas

. Anos / C. Horaria Anual
TOPICOS HABILIDADES
6° 7° 8° 9°

19. Medidas de 19.0. Conceitos




comprimento e 19.1. Reconhecer a necessidade de 6
perimetros medidas padrao.

19.2. Relacionar o metro com seus multiplos 2 >
e submultipos.

19.3. Escolher adequadamente multiplos ou
o ) 1 2
submultiplos do metro para efetuar medidas.

19.4. Utilizar instrumentos para medir 1 >
comprimentos.

19.5. Fazer estimativas de medidas lineares

! : 1 2
tais como comprimentos e alturas.
19.6. Resolver problemas que envolvam o 5 7
perimetro de figuras planas.
20.0. Conceitos 2
20.1. Relacionar o metro quadrado com 3 2

seus multiplos e submultipos.

20.2 . Escolher adequadamente multiplos ou
submultiplos do metro quadrado para 1

e efetuar medidas.

medidas
20.3. Fazer estimativas de areas. 2

20.4. Resolver problemas que envolvam a
area de figuras planas: tridngulo, quadrado, 8 7
retdngulo, paralelogramo, trapézio, discos
ou figuras compostas por algumas dessas.

Tabela 1.1: Fonte: http://crv.educacao.mg.gov.br.

Observando que a Geometria Euclidiana esta mais concentrada no ciclo
3° ciclo e 4° ciclo do PCN que se referem as turmas do 6° a 9° ano do Ensino

Fundamental, o presente estudo se atera apenas a essas séries indicadas.




CAPITULO 2
Geometria Euclidiana

2.1 Um Pouco da Histéria

A Geometria (em grego antigo significa: geo — “terra”, metria — “medida”)
consiste no estudo de forma, tamanho e posi¢ao relativa de figuras, além das
propriedades do espaco. De acordo com historiadores, o primeiro passo para
esse tipo de estudo foi dado pelos egipcios as margens do rio Nilo, onde as
pessoas trabalhavam com o cultivo. Foi nesse periodo que deu inicio as
comunidades fixas, abandonando a vida ndmade, tendo como base a atividade
agricola.

Por volta de 3.500 a.C. a cobranca de impostos era baseada na altura
da enchente no ano e na area de superficie das terras gerando a necessidade
de conhecimentos da geometria. Leonard Mlodinow (2010) em “A Janela de
Euclides” conta que “como muita coisa estava em jogo, 0s egipcios
desenvolveram métodos bastante confiaveis, embora tortuosos, para calcular a
area de um quadrado, de um retangulo e de um trapezoide”. Tal estudo foi
desenvolvido e aprimorado, desencadeando nas constru¢des das piramides.

Porém, no mesmo periodo, na Mesopotdmia, os babildnios
apresentavam uma matematica mais complexa e elaborada. E através de
alguns objetos foi constatado que ja possuiam algum conhecimento do
Teorema de Pitagoras.

Todo esse conhecimento comegou a ser sistematizado por Tales de
Mileto (624-547a.C.) e estabelecida como teoria dedutiva definindo a
veracidade das proposi¢coes geométricas. Eves (2008) descreve Tales como o
primeiro a quem se associam descobertas matematicas e credita a ele alguns

resultados da Geometria que obteve mediante raciocinios Iégicos e n&o pela

intuicao:

1. Qualquer didmetro efetua a bissec¢do do circulo em que é

tracado.

2. Os angulos da base de um tridngulo isésceles s&o iguais.

3. Angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

4. Se dois tridngulos tém dois angulos e um lado em cada um
deles respectivamente iguais, entdo esses triangulos sao
iguais.

5. Um angulo inscrito num semicirculo é reto.
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Pitagoras, um de seus discipulos, da continuidade aos estudos e nasce
a escola pitagorica responsavel pela descoberta do teorema relacionado aos
tridngulos reténgulos, ja conhecido pelos babilénios, mas que foi capaz de
fazer sua primeira demonstragdo. Através de seus estudos em relagdo aos
numeros inteiros e as fragdes estabeleceu um sistema que mudou o rumo da
matematica.

Por volta do século lll a.C. passamos a ter as primeiras influéncias de
Euclides. Apesar de ter poucos registros a seu respeito, acredita-se ter nascido
na Siria. Viveu em Alexandria, onde foi convidado a lecionar na escola
chamada “Museu”.

Em pouco tempo vem a publicacdo de “Elementos” de Euclides. A obra,
composta de treze volumes, consiste em principios da geometria, que hoje da-
se 0 nome de geometria euclidiana, deduzidos a partir de um conjunto de
axiomas. Os livros abordam a teoria dos tridngulos, algebra geométrica, teoria
dos numeros, geometria dos soélidos entre outras.

Definiram-se entdo os trés conceitos que sao a base de toda a
geometria: ponto, reta e plano. Essas nogdes primitivas sdo aceitas sem
definigdo. Todos os outros conceitos sdo gerados a partir desses trés

primeiros, como os angulos e as figuras geométricas.

2.2 A Geometria e Os Elementos de Euclides

Além de dominar o ensino da geometria, nenhum outro livro, exceto a
Biblia, foi tdo usado e estudado. Publicado até os dias atuais, Os Elementos
estao divididos em treze livros abordando a geometria, a teoria dos numeros e
a algebra. Os conceitos da geometria plana elementar sdo abordados nos seis
primeiros livros. Euclides foi capaz de deduzir 465 proposi¢cdes a partir de
apenas 5 postulados. BOYER (1996, p.73) descreve que dos manuscritos de

Os Elementos encontramos as dez pressuposigdes seguintes:

Postulados. Seja postulado o seguinte:

1. Tracar uma reta de qualquer ponto a qualquer ponto.

2. Prolongar uma reta finita continuamente em uma linha reta.

3. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

4. Que todos os angulos retos sao iguais.

5. Que, se uma reta cortando duas retas faz os angulos interiores de
um mesmo lado menores que dois angulos retos, as retas, se
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prolongadas infinitamente, se encontram desse lado em que os
angulos sdo menores que dois angulos retos.

Nogbes comuns:

1. Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sdo também iguais
entre si.

2. Se iguais sdo somados a iguais, os totais sdo iguais.

3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra sdo iguais uma a outra.

5. O todo é maior que a parte.

Em Elementos a organizagao que compde os livros é:

e Livro |: primeiros principios e geometria plana de figuras retilineas:
construgcao e propriedades de triangulos, paralelismo, equivaléncia de
areas e teorema de Pitagoras.

e Livro Il: contém a algebra geométrica, abordando igualdades de areas
de retangulos e quadrados.

e Livros Ill e IV: propriedades de circulos e adicdo de figuras, como
inscrever e circunscrever poligonos em circulos.

e Livro V: teoria das propor¢cdes de Eudoxo, razdes entre grandezas de
mesma natureza.

e Livro VI: aplicagbes do livro V a geometria, semelhanga de figuras
planas, aplicacédo de areas.

e Livros VIl a IX: estudo dos numeros inteiros — propor¢des numeéricas,
numeros primos, maior divisor comum e progressées geométricas.

e Livro X: propriedades e classificacdo das linhas incomensuraveis.

e Livros Xl a Xlll: geometria solida em trés dimensdes, calculo de

volumes e apresentagao dos cinco poliedros regulares.

Com todos esses conceitos e muito estudo construiu-se grande parte da
Geometria Euclidiana Plana que é utilizada até hoje e aplicada ao nosso
cotidiano.

Para desenvolvimento deste capitulo e apresentacdo dos principais
conceitos utilizamos como referéncia: MACHADO, P. F. Fundamentos da
Geometria Plana e BARBOSA, J. L. M., Geometria Euclidiana Plana — SBM.
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2.3 Elementos Primitivos

Os elementos primitivos sao afirmacées matematicas que nao definimos.
Esses elementos exprimem a nogao de algo sob o ponto de vista geométrico.
Na geometria euclidiana séo trés os elementos: ponto, reta e plano.

O ponto é a unidade base de toda a geometria. Ele ndo possui
dimensdo, nem forma e refere-se, originalmente, a uma dada posigcéao
especifica. Sua indicagao é dada por letra maiuscula latina. Ja a reta é formada
por um conjunto de pontos que se sucedem uns aos outros em uma sequéncia
infinita, ou seja, a reta ndo tem inicio nem fim. Para sua representagdo usam-
se setas nas extremidades para indicar continuidade nos dois sentidos e
indicados por letra minuscula latina. Temos também os elementos derivados de

uma reta:

e Semirreta que é a parte de uma reta que possui um ponto de
origem e é ilimitada em apenas um sentido;
e Segmento de reta que é a parte de uma reta que possui um ponto

de origem e um de fim, que s&o as suas extremidades.

Finalmente chegamos ao plano, considerado como um conjunto infinito
de retas ndo coincidentes, paralelas e postas lado a lado. Ele possui duas
dimensbes, dados por comprimento e a largura. Podemos dizer também que é
infinito nos dois sentidos de todas as direcbes contidas nele e € denominado
por letras gregas. Dada sua situacdo € comum trabalharmos mais com regides
planas que com planos propriamente ditos. Essas regides sao delimitadas e

comumente chamadas de figuras planas.

2.4 Angulos

Ao unirmos duas semirretas de mesma origem nao colineares estamos
estabelecendo um angulo, conhecido também como giro. S&o trés as unidades
de medida de angulos mais utilizadas: o grau, o radiano e o grado. Adotando
como unidade de medida o grau trataremos de quatro tipos:

e Agudo - 0° <A <90°
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e Reto— A=090°
e Obtuso - 90° < A < 180°
e Raso - A =180°

2.5 Posicao entre retas

Pensando novamente em reta, teremos mais alguns conceitos quando
tratarmos das relagcdes que existem entre duas retas. Posicbes de duas ou
mais retas. Elas serdo consideradas paralelas quando nao se tocam. Definimos
como perpendiculares no caso em que duas ou mais retas fazem entre si um
angulo de 90°. Por fim sdo chamadas de obliquas se duas ou mais retas fazem

entre si um angulo inferior a 90°.

2.6 Congruéncia

Dados dois segmentos AB e CD dizemos que eles sdo congruentes se
seus comprimentos s&o iguais, isto €, se AB = CD. A relagéo de congruéncia

[{pp—t]

sera denotada pelo simbolo “=", ou seja, AB = CD. A partir dai é possivel

estabelecer o lugar geométrico do ponto médio, definido como o ponto que
divide um segmento de reta em dois outros congruentes. Todo segmento de
reta possui um unico ponto médio e esta em seu interior.

No caso de angulos dizemos que dois angulos ABC e EFG sao
congruentes se suas medidas sdo iguais, isto é, se ABC = EFG. Dado um
angulo ABC dizemos que uma semirreta BD é uma bissetriz de ABC se o ponto
D pertence ao interior de ABC e ABD = DBC. A reta BD serd chamada de reta
bissetriz de ABC. Com isso concluimos que cada angulo possui uma Unica

bissetriz.

2.7 Axiomas

O axioma consiste em uma sentenca que ndo é demonstrada, mas
considerada como uma verdade universal. Euclides descreveu em seu livro

diversos axiomas, apresentando algumas lacunas. Essa situagao fez com que
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diversos matematicos tentassem reorganizar a geometria euclidiana e extinguir
os questionamentos existentes. O alemao David Hilbert reescreveu o sistema
de axiomas de forma mais completa e organizada da geometria euclidiana,
ganhando notoriedade. Portanto, nesse trabalho, citaremos tais axiomas que
foram definidos em cinco grupos (HILBERT, 2003).

2.7.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma 1. Para cada dois pontos A e B ha sempre uma reta que esta
associada aos dois pontos A e B.

Axioma 2. Para dois pontos A e B ndo ha mais do que uma reta que esta
associada aos dois pontos A e B.

Axioma 3. Sobre uma reta ha sempre, pelo menos, dois pontos. Ha pelo

menos trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta.

2.7.2 Axiomas de Ordem

Axioma 4. Se A, B e C sdo pontos tais que C esta entre A e B entdo
estes trés pontos séo distintos, colineares e C esta entre B e A.

Axioma 5. Dados dois pontos distintos, A e B, existem um ponto C entre
A e B e um ponto D tal que B esta entre A e D.

Axioma 6. Dados trés pontos quaisquer de uma reta, ndo ha mais do
que um que esta entre os outros dois.

Axioma 7. (Axioma de Pasch) Sejam A, B e C trés vértices de um
triangulo e seja r uma reta que ndo contém nenhum destes pontos. Se r corta o

segmento AB, entdo ela também corta o segmento AC ou o segmento CB.

2.7.3 Axiomas de Continuidade

Axioma 8. (Axioma de Arquimedes) Se AB e CD sdo segmentos
quaisquer, entdo existe um numero natural n tal que n segmentos congruentes
a CD construidos continuamente a partir de A sobre a semirreta AB, contera o

ponto B.
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Axioma 9. (Axioma da Continuidade Circular): Se uma circunferéncia C
tem um ponto no interior e um ponto no exterior de outra circunferéncia D,
entéo as duas circunferéncias se cortam em dois pontos.

Axioma 10. (Axioma da Continuidade Elementar): Se uma extremidade
de um segmento de reta esta no interior de uma circunferéncia e a outra

extremidade no exterior, entdo o segmento corta a circunferéncia em um ponto.

2.7.4 Axiomas de Congruéncia

Axioma 11. Se A e B sé&o dois pontos de uma reta r e A' é um ponto de
uma reta r', pode-se sempre encontrar sobre uma semirreta de r' um ponto B’
determinado por A' tal que o segmento AB seja congruente ou igual ao
segmento A'B’".

Axioma 12. (transitividade) Se os segmentos A'B' e A"B" sé&o
congruentes com um mesmo segmento AB, também o segmento A'B' é
congruente com o segmento A"B".

Axioma 13. Sejam AB e BC dois segmentos da reta r sem pontos
comuns, e por outro lado A'B' e B'C' dois segmentos sem pontos comuns sobre
a mesma reta r ou sobre outra distinta r': se AB = A'B'e BC = B'C' entdo AC =
A'C.

Axioma 14. Sejam dados um angulo (h, k) , uma reta a' e um dos lados
determinados por a', e representemos por h' uma semirreta de a' que parte de
O': existe entdo uma e uma s6 semirreta k' tal que o angulo seja congruente ou
igual ao édngulo (1, k"); utilizando simbolos: ~(h, k) = ~(h', k") e tal que por
sua vez todos os pontos interiores do dngulo ~(h',k")estao situados no lado
dado em relagdo a a'. Todo angulo €& congruente consigo mesmo, isto é,
verifica-se sempre <(h, k) = A(h',k").

Axioma 15. Se em dois tridngulos ABC e A'B'C' se verificam as
congruéncias AB = AB', AC = A'C', «.BAC = «B'A'C’, entdo tem-se sempre
também que BC =B' C’
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2.7.5 Axiomas do Paralelismo

Axioma 16. Seja r uma reta qualquer e A um ponto exterior a r; entdo, no
plano determinado por r e A ha, no maximo, uma reta que passa por A e ndo

cortar.

2.8 Poligonos

Quando conectamos segmentos de reta através de seus extremos sem
que sejam colineares formamos figuras geométricas, denominadas poligonos.
Além disso, se a partir de dois pontos quaisquer internos a figura, obtivermos
um segmento de reta que esteja interno a mesma figura, o poligono sera
classificado como convexo.

Os elementos de um poligono sao: lado, vértice e angulo. Os lados sao
exatamente os segmentos de reta que compdem a figura. Os vértices serao os
encontros das extremidades dos lados. Por fim, os angulos serdo formados
pelos lados consecutivos.

Esses poligonos serao classificados de acordo com o numero de lados

que possuir, conforme Tabela 2.1.

Nome Nudmero lados
Tridngulo 3
Quadrilatero 4
Pentagono 5
Hexagono 6
Heptagono 7
Octdégono 8
Eneagono 9
Decagono 10
Undecagono 11
Dodecagono 12
Pentadecagono 15
Icosagono 20

Tabela 2.1: Numero de lados dos poligonos.

Quando os lados forem congruentes o poligono € denominado regular.
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2.8.1 Triangulos

Descrevemos como tridngulo o poligono formado por trés lados. Eles
podem ser classificados quanto a medida dos angulos ou quanto aos lados. No
primeiro caso denominamos acutangulo aquele que apresenta todos os trés
angulos com a medida menor que 90°. Para aquele que possuir um angulo de
90° define-se como retangulo e quando possuir um angulo maior que 90° se
enquadra como obtusangulo. Ja no segundo caso, o triangulo que possui 0s
trés lados com a mesma medida sera classificado por equilatero,
consequentemente possui os trés angulos internos com a mesma medida.
Quando a congruéncia existir apenas por dois lados denominam-se isosceles e
0 mesmo ocorrera com dois de seus angulos. Ja aqueles que se difere em
todos os lados classificam-se como escalenos e novamente apresenta a
mesma caracteristica em relagdo aos angulos.

Quando comparamos dois triangulos eles podem ser congruentes, isso
significa dizer que é possivel, através de uma rotagéo ou reflexdo, sobrepor um
triangulo ao outro. Consequentemente podemos admitir que exista uma
congruéncia dos lados e dos angulos. Para isso temos que estabelecer os
lados correspondentes (ou homdlogos), ou seja, aqueles que se opdem a

angulos iguais. Sdo quatro os casos de congruéncia que podemos estabelecer:

— Caso LLL (lado, lado, lado): dois triangulos que tém todos os lados
correspondentes congruentes.

— Caso LAL (lado, éngulo, lado): dois tridngulos que tem dois lados
correspondentes e o angulo formado por eles forem congruentes.

— Caso ALA (éngulo, lado, éngulo): nessa condi¢do os dois tridngulos
ter&o os dois angulos correspondentes e o lado compreendido entre
eles, todos congruentes.

— Caso LAA, (lado, angulo, angulo oposto): Se dois triangulos tem de
forma ordenada a congruéncia de um lado, um angulo adjacente e um

angulo oposto a esse lado, entdo eles sdo congruentes.

Todo triangulo possui pontos que se denominam pontos notaveis.

Pontos notaveis de tridngulos sao certos pontos determinados por elementos
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do tridngulo que possuem alguma propriedade especial. Os mais conhecidos
sao quatro: o baricentro, o circuncentro, o ortocentro e o incentro.

A mediana de um triangulo é o segmento de reta que une um vértice ao
ponto meédio do lado oposto. Portanto, qualquer triangulo apresenta trés
medianas. As medianas de um tridngulo intersectam-se num unico ponto
chamado baricentro, que dista dois tercos do vértice da mediana
correspondente (Teorema de Ceva).

A mediatriz do lado de um tridangulo é uma reta perpendicular ao lado no
seu ponto Médio. Ao estabelecermos as mediatrizes dos trés lados de um
tridngulo, elas intersectam-se num unico ponto, chamado circuncentro. A
caracteristica desse ponto é que ele equidista dos trés veértices do triangulo.

O ortocentro € o ponto de encontro das trés alturas relativas de um
tridngulo.

Por fim temos o incentro que é estabelecido no ponto de encontro das
bissetrizes dos angulos internos do triangulo e ele € equidistante aos lados.

Todo triangulo possui também uma base média, caracterizado como o
segmento de reta que une os pontos médios de dois de seus lados. Esse

segmento possui a metade da medida do terceiro lado e sera paralelo a ele.

2.8.2. Quadrilateros

Considerado como todos os poligonos que possuem quatro lados €
possivel reclassifica-los a partir das caracteristicas dos lados e angulos. Temos
o retadngulo, que é uma figura geométrica plana cujos lados opostos sao
paralelos, de mesma medida e com todos os angulos medindo 90°. O quadrado
€ uma figura geométrica plana regular em que todos os seus lados e angulos
sao congruentes, sendo, portanto um tipo de retangulo. Ja o paralelogramo
constitui em todo quadrilatero cujos lados opostos sao congruentes e paralelos,
sem medida definida para seus angulos internos. Quando o quadrilatero possui
apenas dois lados paralelos recebem o nome de trapézio. E por fim, temos o
losango que é um quadrilatero que possui lados opostos paralelos e todos
congruentes, além de duas diagonais que se interceptam exatamente no ponto
médio de cada uma e sdo perpendiculares. Todo losango €& também

paralelogramo.
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2.9 Foérmula para Calculo da Area

Como visto na histéria da geometria, a mesma surgiu a partir da
necessidade de definir o espago ocupado por uma determinada regido. Esse &
0 conceito de area, que € dado por um valor positivo. O calculo de area tem
sua aplicabilidade no dia a dia, como por exemplo, a construgdo de um muro, a
quantidade de piso a ser utilizado em uma sala ou o tamanho de uma cortina
no quarto. Mas todos esses calculos sdo feitos a partir de regides poligonais
convexas. Na obra de Euclides a ideia de area esta associada ao conceito de
igualdade entre figuras (equivaléncia).

Mas para medir a superficie de uma regido € necessario utilizar outra
superficie como unidade de medida e verificar quantas vezes essa unidade
cabe dentro da regido a ser medida.

Na sua obra, Lima (1991, p. 21) descreve as seguintes propriedades:

Seja P um poligono no plano. A cada poligono P se pode associar um
numero real ndo negativo, chamado area de P, com as seguintes
propriedades:

1) Poligonos congruentes tém areas iguais.

2) Se P é um quadrado com lado unitario, entdo a area de P = 1.

3) Se P pode ser decomposto em n poligonos Py, ..., P,, tais que dois
quaisquer deles tém em comum no maximo alguns lados, entdo a
area de P é a soma das areas dos P..

Na maior parte das obras literarias se adota como unidade de area uma
regido quadrada cujo lado mede uma unidade de comprimento, denominando

regido quadrada unitaria, e tem por defini¢gdo area igual a 1.

. 1u.a

Figura 2.1

Cada poligono tem uma forma para calcular sua area, mas todos podem
partir do mesmo principio de encontrar quantas regides quadradas unitarias
comportam em determinada figura. O presente estudo abordara os seguintes
tipos de superficie: retangulo, quadrado, paralelogramo, tridngulo, trapézio e

losango.
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2.9.1 O Retangulo

Para sabermos a area de um retangulo, determinamos quantos

quadrados unitarios sdo necessarios para preenchermos o poligono.

Figura 2.2

Portanto, se denominarmos a medida da base por b e a medida da altura
por h, basta multiplicarmos as duas dimensdes e obtemos a area do retangulo.
A=b.h

2.9.2 O Quadrado

Partindo da ideia da area do retangulo, para calcular a area de um

quadrado basta que se multipliquem dois dos seus lados L entre si.

L

L

Figura 2.3
A=b.h ou A=1

2.9.3 O Paralelogramo

Para definir sua area é necessario dividir a figura em duas partes e

construi-lo novamente invertendo as partes.

Figura 2.4
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Portanto, verificamos que a area de um paralelogramo pode ser
calculada da mesma forma que um retangulo, ou seja:
A=b.h

2.9.4 O Triangulo

Conhecendo a area de um paralelogramo fica mais simples determinar a
area de uma regiao triangular. Isso porque todo triangulo € exatamente a
metade da regido limitada por um paralelogramo com mesma base e mesma

altura.

Figura 2.5

Como o paralelogramo pode ser decomposto em dois triangulos
congruentes pelo caso L.L.L. (se os trés lados de um tridngulo sdo, em alguma
ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro triangulo, entao
os dois tridngulos sao congruentes), a medida da area triangular sera a metade

da area do paralelogramo.

b.h

A= —
2

2.9.5 O Trapézio

Para determinar sua area, também €& possivel definir a partir de um

retdngulo e dois tridngulos, completando a figura.

b X b ¥

Figura 2.6
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O trapézio tem bases B (base maior) e b (base menor). Para completar a
figura e transforma-la em um retangulo é necessario prolongar a base menor
de forma que fique do mesmo tamanho que a maior. Transformando em um
retangulo de base B obtemos dois triangulos de base x e y, respectivamente,
com mesma altura do trapézio. Portanto, a area procurada sera a area do

retdngulo subtraido das areas dos dois triangulos obtidos.

A=B.h (x'h+y'h>—3 -y
2Bh—h(B—b) 2Bh—Bh+ bh
A: =
2 2
B+b).h
A=( 2)

Concluimos que para definirmos a area de um trapézio multiplicamos a

soma das bases pela altura e dividimos por dois.

2.9.6 O Losango

A determinacdo da sua area sera obtida pela divisdo em dois triangulos,
um superior e outro inferior com bases na diagonal menor do losango.

Denominamos na Figura 2.7 em destaque a diagonal da horizontal por d e a
vertical por D.

Figura 2.7

Temos dois tridangulos iguais e calculamos a area:

d.

(] lw)

A=2.

N |
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2.10 Semelhanca de figuras planas

Quando existir uma correspondéncia entre os vértices das figuras em
estudo, de forma que os angulos sao congruentes e os lados correspondentes
estabelecem uma mesma razdo k entre eles, ou seja, s&o proporcionais,
denominamos como figuras semelhantes. Ja a razdo entre as areas de figuras
semelhantes € igual ao quadrado da razdo de semelhancga.

Como todo poligono pode ser dividido em tridngulos iremos usa-lo como

base na demonstragao.

AI
A
C m B c' H' B'
Figura 2.8
Assim temos:
_ BC__AH
- B'C’ - A'H'

Denominamos as respectivas areas por S e S’. Portanto:
BC x AH
2
B'C'x A'H'
S'= ———
2
Procurando a raz&o entre as areas concluimos que:

BC x AH

S_ _—7— _ BCxAH _ .,
ST BCxAH  BCxAH X7
—
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2.11 Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras € uma equagao matematica muito utilizada em
qualquer triangulo retangulo. Ele define que se elevarmos a medida da
hipotenusa (lado oposto ao angulo reto) ao quadrado, seu resultado sera igual
a soma dos quadrados dos catetos (lados adjacentes ao angulo reto).

LIMA (2006, p. 54) demonstra a féormula decompondo um trapézio em
trés triangulos retangulos, conforme Figura 2.9. Estabelece a base maior por b
a menor por c e a altura relativa por ¢ + b. A partir dai calculasse a area total do

poligono.

_(c+b).(c+b) c*+2bc+b?

A
2 2

Em seguida calculamos novamente a area do trapézio, mas

considerando-o0 como a soma da area dos trés triangulos.

Igualando as duas equacgdes, temos:

b +a2_ c? + 2bc + b?
€Ty T 2
a?+ 2bc = b+ c* + 2bc

a?=b*+c2.

Figura 2.9
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CAPITULO 3
Materiais Manipulaveis como Metodologia de Ensino

Muitos tém a visdo da Matematica como um conhecimento pronto e
acabado, com isso o papel dos professores em muitas escolas é de apenas
informar esses conhecimentos. O aluno entéo é visto como um agente passivo
em sala de aula e existem aqueles que tém o pensamento de que essa area do
conhecimento é acessivel a pessoas com um nivel elevado de inteligéncia.
Como consequéncia, o aprendizado fica prejudicado. Mas sabemos que o
conhecimento esta em constante construgédo e isso deve ocorrer no ambiente
escolar com a interagdo de todos. De acordo com o pensamento de Carvalho
(1994, p.15) “os individuos, no processo de interacdo social com o mundo,
reelaboram, complementam, complexificam e sistematizam o0s seus
conhecimentos”.

Concluimos que a sala de aula deve ser o ambiente que propicia a troca
de saberes e o professor assumira o papel de sistematizar a ideias geradas.
Ele deve dinamizar suas aulas e com isso, deve refletir bastante de como
planejar as aulas, pois o professor ndo sera mais aquele que entrega as
férmulas prontas, mas o orientador e mediador entre as habilidades pré-
existente dos alunos e o conhecimento consolidado.

Porém isso nado sera possivel se nado for bem aceito da parte do
educador, pois ele tem grande importancia nesse processo educativo. Seu
papel tem sofrido mudangas com o tempo e faz-se necessario sua adaptacao a

nova realidade. D’Ambrdésio (2012, pg. 73) afirma que:

O professor que insistir no seu papel de fonte e transmissor de
conhecimento esta fadado a ser dispensado pelos alunos, pela escola
e pela sociedade em geral. O novo papel do professor sera o de
gerenciar, de facilitar o processo de aprendizagem e, naturalmente,
de interagir com o aluno na produgcdo e na critica de novos
conhecimentos, e isso € essencialmente o que justifica a pesquisa.

Nesse sentido, Alves (2001) fala sobre alguns aspectos que regem a

formacgao do professor:

ter consciéncia do que faz ou pensa a respeito de sua pratica
pedagdgica, ter visao critica das atividades e procedimentos na sala
de aula, ter uma postura de pesquisador, além de possuir um melhor
conhecimento dos conteldos e de seus alunos.
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O professor precisa ser criativo e inovar em suas aulas, despertando o
interesse continuo do aluno. E nesse momento que abordamos a didatica, que
se refere a arte de ensinar ou o procedimento usado para transmitir
experiéncias. Nao existe um unico método de ensino, esse deve ser sempre
adaptado a turma a qual se pretende alcancar.

A didatica ndo sera uma receita que tera sucesso em todos os casos.
Para isso é necessario um bom diagndstico da turma a ser ensinada para que
as acgoes tenham éxito. Num contexto onde existem o estimulo e o significado
das agdes executadas, tanto professor quanto aluno, reconhecerdo quais sao
suas responsabilidades dentro da esfera escolar.

Uma das ferramentas que o professor tem para desenvolver o processo
de estudo se refere ao uso de um material didatico adequado, que sera
qualquer instrumento que propicia o ensino-aprendizagem. A utilizagdo de
materiais manipulaveis € um grande recurso nesse contexto. E quando falamos
de matematica gera a possibilidade de transformar o conhecimento em algo
palpavel. Moraes (1959, p. 120), classifica os materiais manipulaveis, de

acordo com suas caracteristicas nos seguintes grupos:

. Material instrumental ou de trabalho: giz, quadro-negro,
cadernos, régua, compasso, esquadros, transferidor, tabuas (de
logaritmos, de numeros primos, de quadrados, de raizes quadradas
etc.), gonibmetro, curvimetro, réguas de calculo, planimetro, estdjo de
desenho, maquina de calcular, etc.

. Material ilustrativo: desenhos, esquemas, quadros murais,
colecdes de figuras, modelos de desenhos e ilustracdes de verdade,
gravuras, discos, filmes, projecbes (e os respectivos aparelhos),
vitrolas, televisdo, gréficos estatisticos, mapas de simbolos
convencionais, ampliagdes, selos, bandeiras, etc.

. Material analitico ou de observagao: corpos geométricos,
modelos para observagdo e analise de algumas proposicoes
geométricas para o ensino de projecdes, para ensino de numeros
irracionais, etc.

. Material experimental ou demonstrativo: aparelhos para
demonstragdo intuitiva: do teorema de Tales, do de Pitagoras, da
igualdade de tridngulos, da equivaléncia de area, da geragdo de
solidos, da variagao das linhas trigonométricas etc.

. Material informativo: livros, revistas, enciclopédias, dicionarios,
fontes de referéncia, ficharios, etc.

Ao deparar com essa visdo, parece que estamos diante de um
paradoxo: como tornar a matematica mais “concreta” sem abdicar da

capacidade de abstracdo que o seu aprendizado proporciona?
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Possivelmente, quando as pessoas pedem que a matematica se torne
mais “concreta”, elas podem nao querer dizer, somente, que desejam ver esse
conhecimento aplicado as necessidades praticas, mas também que almejam
compreender seus conceitos em relacdo a algo que lhes dé sentido. E a
matematica pode ser ensinada desse modo, mais “concreto”, desde que seus
conceitos sejam tratados a partir de um contexto. Isso n&o significa
necessariamente partir de um problema cotidiano, e sim saber com o que
esses conceitos se relacionam, ou seja, como podem ser inseridos em uma
rede de relagdes. Tratando-se de Geometria, esse recurso se torna quase que
indispensavel, pois estamos tratando de espaco e formas, e o concreto deve
estar presente dentro deste contexto.

Pesquisas na area mostram que alunos que passaram por uma
aprendizagem usando materiais manipulaveis obtiveram um resultado positivo

diante de varias questdes do conteudo abordado. Dante cita em (2005, p.11):

E preciso desenvolver no aluno a habilidade de elaborar um
raciocinio légico e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos
disponiveis, para que ele possa propor boas solugdes as questdes
gue surgem em seu dia-a-dia, na escola ou fora dela.

Podemos entdo, despertar o interesse dos alunos com a utilizagdo do
ludico em nossa metodologia de ensino, que geralmente € bem recebida da
parte dos discentes. Esse método faz com que os alunos sejam provocados a
investigacdo do conhecimento, ele passa a questionar a agao, aprende e
aprimora as habilidades. Isso porque o ludico esta relacionado com atividades
que despertam o prazer. E o conhecimento passa a ser mais acessivel, visto
de uma forma mais agradavel.

A sala de aula pode ser entendida como um ambiente que proporciona
ao professor a liberdade de acéo, porém muitas sao as desculpas para nao agir
e se deixam cair na rotina.

Lorenzato (2006) defende a criagdo de um laboratorio de ensino de
matematica (LEM) que “pode ser um espago especialmente dedicado a criagao
de situagdes pedagogicas desafiadoras” e completa afirmando que “o professor
precisa de materiais de facil acesso”. No entanto, nem todas as escolas estéao
propicias a essa pratica, seja por falta de espaco ou a escassez de materiais

manipulaveis. Entdo, quando falta no ambiente escolar material sofisticado,
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devemos buscar recursos que sdo faceis de encontrar em nosso cotidiano,
como o papel, madeira e outros.
Lorenzato (2006, p.18) ressalta que por melhor que seja o manipulavel
nao sera garantia de um aprendizado significativo e seu papel € o de auxiliar o
ensino. Por isso alguns cuidados devem ser tomados antes de introduzi-los em
sua pratica. Conforme Régo e Régo (2006, pg.56) os aspectos mais
importantes sao:
° Dar tempo para que os alunos conhecam o material
(inicialmente é importante que os alunos o explorem livremente);
. Incentivar a comunicagao e troca de ideias, além de discutir
com a turma os diferentes processos, resultados e estratégias
envolvidos;
. Mediar, sempre que necessario, o desenvolvimento das
atividades, por meio de perguntas ou da indicagdo de materiais de
apoio, solicitando o registro individual ou coletivo das acdes
realizadas, conclusdes e duvidas;
. Realizar uma escolha responsavel e criteriosa do material;
. Planejar com antecedéncia as atividades, procurando conhecer
bem os recursos a serem utilizados, para que possam ser explorados
de forma eficiente, usando o bom senso para adequa-los as
necessidades da turma, estando aberto a sugestdes e modificagcbes
ao longo do processo;

. Sempre que possivel, estimular a participacao do aluno e de
outros professores na confecgdo do material.

Com tudo isso, vimos que 0s recursos materiais ndo sdo apenas uma
op¢ao, mas uma necessidade no cotidiano da sala de aula.

Nesse momento € que introduzimos as técnicas e materiais tais como
Origami, o Tangram e o Geoplano como uma ferramenta de ensino da
Geometria Euclidiana, utilizando apenas recursos que sao acessiveis a
qualquer escola, fazendo com que a Geometria deixe de ser abstrata e passe
para o concreto. Com o Origami podemos construir os axiomas que € a base
da Geometria Euclidiana. Com o Tangram exploramos os angulos, areas e
perimetros de figuras planas. Ja o Geoplano os alunos podem manipular as
propriedades dos poligonos e demonstracao das formulas de areas.
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CAPITULO 4
O Origami e a Geometria Plana

Com a intengdo de descrever um estudo da geometria partindo dos
conceitos do Origami descrevemos o seguinte capitulo baseado na literatura de
Aschenbach, Régo (2004), Régo (2006) e Imenes, Geometria das Dobraduras
segundo seus moldes.

O papel surgiu na China por volta do ano 123 antes de Cristo e desde
entdo varias utilidades foram aplicados a ele, uma delas € o Origami. O
Origami é considerado uma arte milenar que acredita-se ter surgido no Japao,
esta associada também a uma filosofia e uma tradigdo entre o povo, devido aos
seus costumes. A técnica de dobraduras de papel, que vem da jungao dos
termos ORI (dobrar) e KAMI (papel) ORIGAMI (arte de dobrar papel), é
conhecida hoje em todo o mundo.

Tal arte possui grande importancia na cultura japonesa e é passada de
geragao a geragao. Possuem representagdes diversas, como animais, flores e
objetos. Muitos possuem um importante significado, como por exemplo, o tsuru.
Originalmente tinha apenas a funcao decorativa, mais tarde passou a fazer
parte dos templos junto as oragdes, representando a felicidade, boa sorte e
saude. Surgindo entdo a lenda que diz que a pessoa que fizer 1000 tsurus,
usando a técnica do Origami, podera ter um desejo realizado.

Temos como nomes de destaque na arte do Origami: Akira Yoshizawa e
Kunihiko Kasahara. Akira foi considerado o pai do Origami, nomeou os
movimentos basicos das dobras, também ensinava Geometria usando os
Origamis e aplicou uma técnica que umedecia os papéis dando uma aparéncia
mais real aos objetos criados. Kunihiko é escritor de varios livros sobre Origami
e entre eles podemos citar Amazing Origami que demonstra alguns teoremas
matematicos e a criagdo de poliedros regulares. Outro grande nome ligado ao
Origami é Friedrich Froebel, nascido na Alemanha e criador do jardim de
infancia. Mesmo sem conhecer a palavra Origami, ensinava a técnica as
criangas identificando os principios da Geometria Euclidiana.

A linguagem do Origami € universal e esses simbolos, na maioria das

vezes, dispensam explicacdes nas etapas das dobraduras. Sao eles:
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Linha do vale
(significa que
dobramos o papel

na nossa dire¢ao)

Linha da montanha
(significa dobrar o

papel para tras)

Dobrar para frente

Dobrar e volta

(vincar)

Dobrar para tras

-

Virar o modelo

Girar o modelo

S
s

Tabela 3.1

O Origami € capaz de despertar a criatividade e facilitar o entendimento

de conceitos matematicos, na geometria auxilia na aprendizagem, saindo do

abstrato e incluindo o concreto com a manipulagdo de simples pedacgos de

papel. Dentro da sala de aula, pode se tornar um método bastante atrativo,

incentivando os alunos a participagcao das aulas. A partir da experimentacgao, é

possivel gerar uma investigagao e levantamento de hipéteses, possibilitando ao

educando construir o seu conhecimento. Com esse método é possivel também

desenvolver o raciocinio légico e a visdo espacial interagindo o manipulador da

arte com a figura construida. A dobradura pode ser utilizada como recurso na
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exploragdo das principais propriedades geométricas de figuras planas e
espaciais.

O matematico Humioki Huzita, nascido no Japao, percebeu que muitos
conceitos geométricos estao inseridos no Origami e assim foi o responsavel
pela construgdo de seis operagbes geomeétricas que posteriormente seria
completado por Koshiro Hatori e chamado de Axiomas de Huzita-Hatori
(CAVACAMI e FURUYA, 2009). Os axiomas definem o que é possivel construir
com uma unica dobragem, incidindo combinag¢des entre pontos e retas.
Apresentamos a técnica utilizando o papel de seda para uma melhor
visualizacao.

Axioma 1 — Dado dois pontos distintos A e B, existe apenas uma
dobragem que passa por ambos, Figura 4.1.

Figura 4.1

Axioma 2 — Dados dois pontos distintos A e B, existe apenas uma

dobragem que os torna coincidentes, Figura 4.2.

Figura 4.2

Axioma 3 — Dadas duas retas distintas, s e t, existe uma dobragem que
as tornam coincidentes, Figura 4.3 e 4.4.

31



Retas concorrentes

Figura 4.3

Retas paralelas

Figura 4.4

Axioma 4 — Dado um ponto P e uma reta r, existe somente uma
dobragem que é perpendicular a reta r e que passa pelo ponto P, Figura 4.5.

Figura 4.5

32



Axioma 5 — Dados dois pontos distintos A e B e uma reta r, se a
distancia de A a B for igual ou superior a distdncia de B a r, ha uma dobragem

que faz incidir A e r e que passa por B, Figura 4.6.

Figura 4.6

Axioma 6 — Dados dois pontos A e B e duas retas r e s, se as retas
forem concorrentes ou, se forem paralelas e a distancia entre elas nao for
superior a distancia entre os pontos, ha uma dobragem que faz incidir Aem re

Bem s, Figura4.7.

Figura 4.7
Axioma 7 — Dados um ponto A e duas retas r e s, se as retas ndo forem

paralelas, ha uma dobragem que faz incidir A em r e é perpendicular a s, Figura
4.8.
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Figura 4.8

4.1 Construcao de retas

Com as dobraduras é possivel aplicar algumas atividades em sala de
aula usando apenas uma folha do tipo A4, ou um pedaco qualquer de papel.
Como por exemplo, a construcao de retas perpendiculares e paralelas.

Conforme a Figura 4.9, para construir retas perpendiculares iniciou-se o
processo obtendo uma dobra qualquer, de baixo para cima. Em seguida da
direita para a esquerda, faremos uma nova dobra coincidindo as partes da
base da folha que foram dividas pela primeira dobra. Ao abrir novamente a
folha, os vincos obtidos formam retas perpendiculares.

Figura 4.9
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Ja na obtencdo de um par de retas paralelas, utilizamos os mesmos
passos das retas perpendiculares, mas antes de abrirmos o papel, ao final do
segundo passo, faremos uma nova dobra da esquerda para a direita,
coincidindo as partes da base. Ao abrirmos, os vincos obtidos na vertical

formaram as retas paralelas. Veja a Figura 4.10.

Figura 4.10

Nesse momento o professor podera explorar a definicdo de retas

paralelas e perpendiculares e outros conceitos.

4.2 Bissetriz, Mediatriz e Mediana

Outros conceitos muito importantes sdo os elementos relacionados as
retas e angulos, que podem ser estabelecidos pela técnica do Origami, sao
eles: a Bissetriz, a Mediatriz e a Mediana. Para isso cada aluno devera
construir um tridangulo qualquer, mas aconselha-se que utilize um triangulo
acutangulo devido as particularidades que acontecem em relagdo ao
Ortocentro em outros tipos de triangulos.

Para estabelecer a bissetriz de um angulo o aprendiz escolhera um dos
vértices do tridngulo a ser manipulado. Observando a Figura 4.11, essa

atividade consiste em realizar uma dobra coincidindo dois lados adjacentes.
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Fazendo o procedimento em cada um dos vértices é conhecida a bissetriz de

cada um dos angulos.

Figura 4.11

Quando construimos as mediatrizes dos lados realizamos uma dobra
que estabelece uma perpendicular a cada um dos lados passando pelo ponto
meédio. Mas para que esteja no ponto médio do lado € necessario fazer uma
dobra que coincida os vértices pertencentes a esse lado. Operando o
procedimento em todos os lados conheceremos as trés mediatrizes do

triangulo. Veja Figura 4.12

Figura 4.12

Na Figura 4.13 apresentamos a construgdo das medianas. O primeiro
passo para se definir a mediana de cada um dos lados é a realizagédo de uma
dobra que divida o lado trabalhado em duas partes iguais, s6 assim seremos
capazes de conhecermos o ponto médio referente ao lado em questdo. Em
seguida a segunda dobra a realizar deve formar um segmento que tenha como
extremidades o ponto médio e o vértice oposto. O vinco obtido pela segunda

dobra denomina-se mediana.
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Figura 4.13

4.3 Construcgao de Poligonos

Outra aplicagao interessante ao Origami € a constru¢cdo de figuras
planas. E possivel construir quadrilateros e outros poligonos regulares. Assim o
educando observa varios conceitos basicos e permite um entendimento das

propriedades que cercam as figuras construidas.

4.3.1 Retangulo

Ao construir um retadngulo com as dobraduras, sera possivel ao aluno
observar algumas particularidades que o cercam. Como por exemplo, que 0s
lados opostos sao paralelos e de mesma medida, além de compreender que os
angulos sao retos, pois sdo construidos a partir de retas perpendiculares.
Nessa atividade o aluno segue os mesmos passos da construgdo de retas
paralelas, acrescentando uma dobra de cima para baixo, coincidindo as laterais
do papel. Geralmente a folha de papel utilizada ja é retangular, mas 0 mesmo

pode ser feito com um papel de qualquer formato de papel. Veja Figura 4.14
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Figura 4.14

4.3.2 Quadrado

Para essa atividade o interessante € que se utilize o papel retangular,
caso contrario, obtenha o retédngulo através das instru¢gdées do item anterior. O
professor solicita que o aluno dobre o papel na diagonal até unir uma das
laterais a base do papel, pede-se que recorte a sobra que nao foi coberta. Ao
abrir o papel o aluno tera um quadrado. Através do vinco obtido na dobra é
possivel observar a diagonal do quadrado, que é também a bissetriz do angulo

reto. Veja Figura 4.15.
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Figura 4.15

4.3.3 Triangulo equilatero

Para a construgcdo de um triangulo que tenha seus lados com a mesma
medida faz-se necessario um folha retangular que tenha altura maior que a
base. Dobra-se e desdobra a folha de papel obtendo um vinco vertical que
demarca o meio da folha. As pontas das bases serdo dois dos vértices do
tridangulo. Obtemos o terceiro ao dobrar uma das pontas da base até que
encontre o vinco na vertical. A observagao leva a concluir que a primeira dobra
se refere a mediatriz da base do tridngulo e a segunda dobra € a bissetriz do
angulo formado pelos lados do triangulo, ja que o segundo vinco forma dois
tridangulos congruentes. O aluno pode conferir as afirmagées com o uso de

régua e transferidor. Veja Figura 4.16

Figura 4.16
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4.3.4 Pentagono Regular

Ao construir esse poligono, por se tratar de muitos passos, € importante
acompanhar a Figura 4.17 para um melhor entendimento. E solicitado ao aluno
primeiramente que tenha em maos uma folha quadrada de lados ABCD. Facga
uma dobra ao meio, de cima para baixo, determinando os pontos E e F. Outra
dobra devera ser feita estabelecendo um segmento de reta que une os pontos
CeF. Outro passo sera determinar a bissetriz do angulo ECF obtendo um
segundo segmento de reta e o ponto G. Dobrando novamente o papel,
coincidam os pontos B e G. Com o vinco formado obtém-se um ponto na base
superior (I) € um na base inferior (H), o ultimo sera um dos vértices do
pentagono. Outros dois pontos serao formados quando realizamos a mesma
dobra no lado esquerdo obedecendo a distancia de IB, denominados JK. Leve
0 ponto H até o lado AC, a intersec¢do sera o ponto L. Dobrando o papel ao

meio pela vertical estabeleca o ponto M na parte superior € com a mesma

altura LC obtenha o ponto a ND no lado direito da folha. Temos agora o
pentagono LMNHK.
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Figura 4.17

4.3.5 Hexagono Regular

A construgéo da figura parte de uma sequéncia de outras construgoes,
assim para formarmos um hexagono regular, sera necessario ter em méos um
tridngulo equilatero. O segundo passo sera definir o ponto de encontro dos dois
vincos obtidos ao construir tal tridngulo. Em seguida faz-se a unido, através de
dobras, dos vértices do tridngulo com o ponto marcado. As novas dobras

formam os lados do poligono procurado. Veja Figura 4.18
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Figura 4.18

4.3.6 Octégono regular

Trabalharemos aqui com um papel quadrado. Deve-se fazer uma
primeira dobra coincidindo as laterais verticais e uma segunda coincidindo as
laterais que estdo na horizontal, obtendo um novo quadrado de tamanho
menor. Nesse momento a proxima dobra devera ser realizada na diagonal do
quadrado apenas para obter o vinco. Continuando, o préximo passo sera
coincidir a lateral direita ao vinco obtido e a base inferior com 0 mesmo vinco.
Recorte a sobra ndo coberta pela dobra. Ao desfazer todas as dobraduras,

temos um octégono destacando as diagonais e apétemas. Veja Figura 4.19.

Figura 4.19
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4.4 Propriedades e Pontos Notaveis de um Triangulo

Os triangulos possuem uma propriedade particular relativa a soma de
seus angulos internos. Essa propriedade garante que em qualquer triangulo, a
soma das medidas dos trés angulos internos & igual a 180° graus. E possivel
verificar essa afirmacao usando as dobraduras.

Para experimentacao basta que cada aluno tenha em maos um triangulo
qualquer, enumerando os seus angulos. Faremos duas dobras, onde os
vértices das bases se encontram com o vértice da altura, um de cada vez.
Realizando uma dobra de cima para baixo, coincidimos o vértice da altura com
a base, e em seguida, unindo os outros dois veértices ao primeiro, eles se
encaixaram perfeitamente. Tendo a constatacdo da tese como apresentado na
Figura 4.20.

Figura 4.20

4.4 1 Circuncentro

Na constru¢do do circuncentro de um tridngulo, o ideal é que se utilize
um tridngulo acutédngulo, para que o ponto esteja no interior da nossa figura. A
primeira etapa consiste em encontrar uma reta perpendicular em cada um dos
lados, entdo realizamos as dobras de forma que um vértice coincida com o
outro e o vinco passe pelo ponto médio do lado trabalhado. A unido desses
vincos ao interior do tridngulo consiste no circuncentro procurado. Pega apenas
aos alunos que construa retas perpendiculares aos lados, assim sera possivel
concluir que foram determinadas as trés mediatrizes do triangulo em méaos, e
ele mesmo concluira que essa € a definicdo de circuncentro. Conforme se vé

na Figura 4.21
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Figura 4.21

4.4.2 Baricentro

Como o baricentro estd no centro de qualquer tridngulo ndo sera
necessario definir um tipo de tridngulo para ser manipulado. O procedimento a
ser realizado, conforme Figura 4.22, consiste em definir o ponto médio de cada
um dos lados e em seguida realizar uma dobra que liga o ponto médio ao
vértice oposto. Os vincos se encontram em um Uunico ponto, denominado
baricentro. Nessa construgdo o aluno devera identificar que foram obtidas as
medianas do triangulo. O mais interessante e curioso € que podemos propor
uma brincadeira ao aluno e mostrar que é possivel equilibrar o triangulo na

ponta do dedo, se este estiver sob o baricentro.
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Figura 4.22

4.4.3 Incentro

Assim como demonstra a Figura 4.23, construimos vincos obtidos a
partir das dobras geradas pelo encontro dos lados. Assim observamos que
foram definidas as bissetrizes dos angulos do tridngulo. Esse ponto de
encontro € conhecido como incentro. Se o aluno construir uma circunferéncia
no interior desse triangulo, ele podera notar que os pontos em que os lados do
tridangulo tangenciam a circunferéncia formam um angulo reto em relagéo ao
raio da circunferéncia, basta pedi-lo que faca uma dobra nesse ponto e

observar se conseguiu construir uma reta perpendicular ao lado.
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Figura 4.23

4.4.4 Ortocentro

Conhecido pelo encontro das alturas, definiremos como um dos passos
a construgdo da perpendicular em relagdo a um dos lados do tridngulo
trabalhado, mas que passe pelo vértice oposto ao lado. Utilizando esse
processo em todos os lados, distinguiremos o Ortocentro no ponto de
intersecgado dos segmentos construidos. Veja Figura 4.24.

46



Figura 4.24

4.5 Questoes relacionadas ao Origami

Com a intencdo de mostrar que os conceitos trabalhados através de
dobraduras terdo validade na resolugdo de problemas geométricos
apresentamos algumas questdes da OBMEP retiradas de seu banco de
questdes na pagina virtual. Junto com suas solugdes também servem como
sugestdes de trabalhos em sala de aula.

Atividade 1 - Julio Daniel tem um quadrado de papel com vértices A, B, C e D.
Ele primeiro dobra este quadrado de papel ABCD levando os vértices B e D até
a diagonal, como mostra a Figura 4.25.

Figura 4.25

E em seguida, Julio Daniel leva o vértice C até o vértice A, obtendo

assim um pentagono, como € mostrado na Figura 4.26.
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A A
Figura 4.26

a) Mostre que o angulo a mede 90°.

b) Determine a medida do angulo b.

Solugéo:

a) Abrindo o quadrado de papel dobrado, pode-se notar que o anguloa é o
mesmo angulo do vértice A do quadrado ABCD. Logo, como todos os angulos
internos de um quadrado sao iguais a 90°, concluimos que a = 90°.

b) Desdobrando o papel (apenas a ultima dobra), obtemos:

Figura 4.27

O angulo ACN é metade da metade do angulo original do vértice C do
quadrado. Como o quadrado tem todos os seus angulos iguais a 90°,
concluimos que ACN = 90°:4 = 22,5°. Por simetria, o angulo CLN é igual a
90°. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°,
observando os angulos do tridngulo CLN, temos que 90° + 22,5° + LNC = 180°.
Portanto, LNC = 67,5°. Como LNC + b = 180°, obtemos a partir dai que
b = 112,5°.

Atividade 2 — a) Um quadrado de papel de lado 1 foi dobrado conforme mostra
a Figura 4.28. Sabe-se que o comprimento do segmento que liga os pontos A e
O é igual a 1/3. Qual a area da parte da face superior do papel que continuou

visivel? (Ou seja, a parte em branco na figura abaixo a direita.)
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B P Cc P B C
Figura 4.28

b) Um outro quadrado, este de lado 5, foi dobrado conforme a Figura 4.29,
sendo o comprimento dos segmentos FG e HI iguais a 1. Apos a dobradura,
qual é a area da face superior do papel que continuou visivel?

F G F

—

H H

I I
Figura 4.29
¢) Um terceiro quadrado, de lado 1, foi dobrado duas vezes como mostra a

figura abaixo. Qual o comprimento do segmento que liga os pontos M e N?

rd

—

Figura 4.30

Solugao
a) Como podemos ver na Figura 4.31, a area da parte superior do papel € um
retdngulo de altura 1 e base 1/3 (este retangulo é o retangulo abaixo

hachurado com linhas curvas). Logo, sua area éiguala1 x 1/3 = 1/3.
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1/3 1/3 1/3

Figura 4.31
b) A area que ficou visivel é igual a area do quadrado menos duas vezes a

area do triangulo FGH. Para ver isso, observe a figura:

F G
—
H
I I
Figura 4.32

O triangulo pintado de cinza é o tridngulo FGH virado para baixo. Logo,
tem a mesma area do tridngulo FGH. Como o quadrado tem lado 5, sua area é
5x5 = 25. Vamos calcular a area do tridangulo FGH. Como HI mede 1, e o lado
do quadrado mede 5, concluimos que GH mede 4. Além disso, o segmento FG
mede 1. Como a area de um tridngulo é igual a base vezes altura sobre dois,
obtemos:
Area do triangulo FGH = (4x1)/2 = 2.Logo, a area que ficou visivel é igual a
25 —2x2 = 21.
c) Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 1 é igual a V2. Observe a figura abaixo. Como o lado do

quadrado foi dobrado de modo a cair na diagonal, concluimos que o

comprimento do segmento tracejado no quadrado da direita é igual a v2 — 1.

Figura 4.33
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Na dobradura seguinte, este segmento tracejado foi dobrado de modo a

cair na diagonal, conforme observamos em seguida:

Figura 4.34

Como a diagonal mede V2, e subtraimos dela duas vezes este

comprimento v2 — 1, concluimos que o segmento MN medev2 — 2x(v2 — 1) =
2 -2,

Atividade 3 — Priscila tem uma folha de papel, branca de um lado e cinza do
outro. A folha é quadrada e tem 20 cm de lado. Ela dobrou essa folha duas
vezes, como indicado na figura. Depois disso, qual foi a area da parte branca

que ficou visivel?

20 em 12 em
- >

B cm } .

Figura 4.35
Solugéo:
A figura ilustra a sequéncia de dobras e as medidas dos segmentos
determinados por elas. Apds a 12 dobra, a parte branca visivel € um retangulo
de 20 cm por 8 cm. Apds dobrar a 22 vez, a parte branca visivel € um retangulo

de 4 cm por 8 cm. A area desse retangulo € 4 x8 = 32 cm?.

51



20 cm Sem . 12em gcm  4cm

2 cm 2 cm
14 cm i

6 cm & cm ‘

& cm

Atividade 4 — Uma folha de papel quadrada de area 16 cm?, branca de um
lado e cinza de outro, foi dobrada como indicado ao lado. O ponto O € o centro

do quadrado e M é o ponto médio do segmento AB.

b KB

Figura | Figura 1l Figura 11l

Figura 4.36
a) Qual é a area da regido branca na Figura I?

b) Qual é a area da regiédo branca na Figura 11?

c) Qual é a area da regido branca na Figura Il1?

Solugéo:
O quadrado original tem area de 16 cm?; vamos dividi-lo em 16 quadradinhos

de area 1 para proceder a solucgio.

Figura 4.37
a) 12 solugdo: A primeira dobra deixa como parte ndo pintada uma regiao
equivalente a 12 quadradinhos unitarios. Portanto, a area da regiao nao pintada

da figura | € 12cm?.

Figura 4.38

52



b) A segunda dobra deixa como partes ndo pintadas dois retangulos iguais,
cada um deles composto por dois quadradinhos unitarios. Portanto, a area da

regido nio pintada na figura Il € 2 + 2 = 4cm?.

Figura 4.39
c) As duas ultimas dobras horizontais deixam em branco apenas dois

quadradinhos unitarios. Portanto, a area da regido nao pintada na figura Ill é

iguala 1+ 1 = 2cm?.
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CAPITULO 5
Tangram e a Geometria Plana

Pouco se sabe sobre o surgimento do Tangram, mas existem varias
historias que sdo contadas sobre sua criacdo. Uma das histérias que se
contam € que um chinés de nome Tan deixou cair um pedaco de ceramica que
se partiu em sete partes e ao tentar junta-lo formou figuras variadas. Dizem
também que um imperador chinés quebrou um espelho acidentalmente e ao
tentar remonta-lo viu a possibilidade de criar formas como a de pessoas,
animais e objetos. Outros afirmam que seu aparecimento se deu na tribo
Tanka, eram grandes comerciantes e quando visitados pelos mercadores
ocidentais eram entretidos pelas medidas Tanka com este quebra-cabeca.

O certo € que ele € um jogo milenar chinés composto de sete pegas,
sendo elas: cinco triangulos, um quadrado e um paralelogramo, gerados a
partir de um quadrado. O objetivo é formar figuras diversas utilizando suas
pecas. Também ndo exige muita habilidade, apenas criatividade e paciéncia
para manipular as partes. A unica regra € que todas as pecgas sejam utilizadas

sem sobrepoé-las.

Figura 5.1

Uma possibilidade para o uso do Tangram é na Geometria Plana. E
possivel trabalhar angulos, congruéncia de figuras, areas e perimetros.

Para construir um Tangram devemos ter em m&os um quadrado de
qualquer tamanho, mas que possibilite sua manipulagdo. O primeiro passo é
tracar uma das diagonais dividindo o quadrado em dois tridngulos congruentes.
Escolhendo um dos tridngulos obtidos, determine o ponto médio dos lados

externos e ligue-os, construindo uma reta paralela a diagonal do quadrado
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inicial. Nessa reta devemos demarcar o ponto médio e construir, a partir dele,
outro segmento que é perpendicular e intersecta a diagonal, o ponto médio e o
vértice do outro triangulo serdo as extremidades deste segmento. Foram
construidos agora dois trapézios, neles determinamos os pontos meédios da
base maior de um deles. No primeiro trapézio é tragado a altura que passa pelo
ponto médio e no segundo, um segmento que ligue vértice da base maior com
angulo de 90° ao vértice oposto da base menor. Assim sédo estabelecidas as

pecas do Tangram.

~N

Figura 5.2
Borin (1996, p.9) diz que:

Outro motivo para a introdugéo de jogos nas aulas de matematica é a
possibilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de
nossos alunos que temem a Matematica e sentem-se incapacitados
para aprendé-la. Dentro da situagédo de jogo, onde é impossivel uma
atitude passiva e a motivagdo é grande, notamos que, a0 mesmo
tempo em que estes alunos falam Matematica, apresentam também
um melhor desempenho e atitudes mais positivas frente a seus
processos de aprendizagem.

Portanto, a ideia € que os alunos comecem as atividades construindo o
seu proprio Tangram na sala, essa manipulagdo desenvolvera o interesse pelo

seu estudo e o entendimento das medidas de cada um dos lados das pecas.

95



5.1 Areas dos Poligonos Obtidos por um Quadrado

O primeiro tépico a ser trabalhado com o Tangram nas mé&os sera o
conceito de area, partindo do quadrado inicial. Ndo se faz necessario que o
aluno conheca a medida dessa area, pois poderdo ter figuras de tamanhos
diferentes, entdo sera estabelecido que o quadrado tenha 1 (uma) unidade de

area.

Figura 5.3

O resultado da area de cada peca sera conhecido a partir de cada etapa
na construcéo do jogo. No primeiro momento, conforme Figura 5.4, dividimos o
quadrado ao meio por uma diagonal e pelo caso LLL o aluno chegara a
conclusao que os dois triangulos tem a mesma area, logo o valor da area de

cada triangulo é 1/2 u.a.

Figura 5.4

Em seguida (Figura 5.5), com a construgdo da paralela a diagonal do
quadrado inicial, o aluno devera ser capaz de identificar quais figuras ele
obteve. O trapézio, por ter apenas dois lados paralelos, e o tridangulo, pois tem
apenas trés lados. Comegamos por identificar a area do triangulo, isso porque
os novos lados foram construidos da figura em questado. Logo, a area sera:

_12x12 1

2 8
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Figura 5.5

Se o triangulo maior é formado pela soma das areas do triangulo menor

e o trapézio, sera possivel definir a area do trapézio pela dica anterior:

E = g + ATrap.
1 1
ATrap E - g

Figura 5.6

Agora, como podemos ver na Figura 5.7, foi construida uma
perpendicular a diagonal do quadrado, que acaba dividindo o trapézio pela
metade, por ser estabelecida através do ponto médio de sua base maior por
um angulo reto e consequentemente divide o outro tridangulo em dois

congruentes.

Figura 5.7
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Se a area do tridngulo era de 1/2, teremos agora dois tridngulos de area
1/4 cada. E o trapézio inicial que ocupava um espago de 3/8, foi subdivido em
dois trapézios menores de area 3/16 cada. Mas se faz necessario justificar
essa conclusao. Portanto, comece observando as caracteristicas da Figura 5.6
e 5.7. Os tridngulos menores foram formados a partir da perpendicular a base
que a dividiu em dois segmentos congruentes, portanto, possuem a mesma

altura do triangulo anterior, porém, metade da base.
A_baxh_ bxh 172 1
2 4 2 4

Ja em relagdo ao trapézio, a altura dos objetos menores permaneceu a
mesma, mas a base maior e a base menor foram divididas em dois segmentos
congruentes.

A_(Ba+ba).h_ 12.(B+b).h 1 (B+b).h
B 2 B 2 2 2

13
2'8 16
Na penultima etapa (Figura 5.8) um dos trapézios foi novamente dividido

e sera necessario identificar primeiro as figuras formadas para que em seguida

se estabeleca a nova area.

Figura 5.8

Pelo Teorema da Base Média de um tridngulo, sabemos que se uma
paralela a base tem suas extremidades nos pontos médios dos outros dois
lados, esse segmento tera a metade da medida da base, e a altura do triangulo
sera dividida. No Tangram vimos que a base maior e a base menor foram
divididas ao meio pelo segmento perpendicular a elas. No trapézio superior
tracamos a altura do vértice da base menor em relacdo a base maior e pela

nova divisdo obtemos um quadrado e um quarto triangulo.
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Este o quarto tridngulo encontrado, pelas caracteristicas apresentadas
anteriormente, nos permite observar que em relagdo ao primeiro triangulo

formado, possui 1/2 da altura e 1/4 da base do triangulo da Figura 5.4.
L bAxh2 1bxh 111

2 8 2 82 16

A préxima etapa divide o trapézio da parte inferior em dois tridngulos.

N

Figura 5.9

Para esse processo a sugestdo € seguir os mesmos passos das

demonstracdes anteriores.

5.2 Perimetro dos Poligonos pela Divisao de Figuras

Perimetro de um poligono é estabelecido pela soma das medidas de
seus lados. Para o Tangram é necessario conhecer o lado do quadrado inicial.
Como a diagonal é o primeiro lado conhecido da divisdo do quebra-cabeca
trabalhamos o Teorema de Pitagoras, isso porque conhecido um dos angulos
observamos que se trata de um tridngulo retangulo originado da primeira

divisdo. Considerando o lado do quadrado por x, obtemos a diagonal d:

X

Figura 5.10
a’*=b*+¢*
d? = x* + x*

d= \/ﬁ = x\2
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Figura 5.11

Como temos duas figuras congruentes, o perimetro serd x + x + x\2 =
2x + x\2
Pela nova divisdo teremos que definir o lado do novo tridngulo conhecido

quando construimos a reta paralela a diagonal, que denominaremos por L.

Figura 5.12

Sabe-se que o novo lado é a base média do tridngulo, portanto possui a
metade da medida da diagonal do quadrado, ou seja, metade da medida da

hipotenusa do triangulo maior.

- d _ xV?2
22
d=xvy2
xy 2
Figura 5.13

Agora temos trés poligonos, dois tridangulos e um trapézio. Seus

respectivos perimetros sao:



Poligonos formados Perimetro
2p = 2x + xV/2
xV2 x  «x
2p=—+=+ = 2
p=—+5+ 3 +xV2
xV2 4 2x + 2x/2
2p =
2
3xV2
2p = +x
2
2y = x\2 x+ X
P="3" 72772
xV2
Zp = T +x

Tabela 5.1

A diagonal que sera tragada em seguida pode ser vista como
incompleta, portanto, ndo podemos dizer que tem a mesma medida na primeira
diagonal. Mas resta saber qual é essa diferenca. Como forma um angulo de
90° com a hipotenusa do triangulo menor, espera-se que o aluno entenda que
a diferencga refere-se exatamente a medida da altura desse tridangulo menor que

nao € interceptado pela diagonal.

Figura 5.14
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Quando trabalhado a area foi observado que a area do triangulo maior
(1+2) é metade da area do quadrado e o menor (5) é 1/8 do mesmo quadrado,
logo concluimos que a area do tridngulo menor (denominado As) equivale a 1/4
de area do maior (denominado 4, ,). E possivel gerar o seguinte calculo para

conhecermos a altura procurada:
1
As = Z Ay
Ja sabendo que a hipotenusa menor (bs) corresponde metade da

hipotenusa maior (b, ,), continuamos:

b5 X h5 _ 1 b1,2 X h1,2
2 47 2
by, x hs _ by x hy,
4 8
hi,2
he = —=
5T 2

Assim, identificamos que a altura do menor tridngulo refere-se a metade
da altura do tridngulo maior. Consequentemente, sabendo que a altura maior

corresponde a metade da diagonal do quadrado, temos:

b= d _ xV2
2727 2
T4
Logo, essa € a diferenga que procuravamos. Esse segmento possui
medida xvZ — 22 = 22
1 2p = xV2 + AL +

\\\\//// P=my Ty X

2p = xV2 + x

xV2  x\2
2p=—F-+—-+x

2 2
2
2p = xV2 + x

62




W2 x xV2 xV/2
E Tttt
x  3xV2
2p=5+ 2
2p=ﬂ+£ ﬂ_kﬂ
2 2 4 4
N o
2p=§+ 2
xV2
2p=T+x

Tabela 5.2

Para a nova divisdo, devemos instigar o aluno a encontrar as novas

medidas a partir da observagao dos valores anteriores.

Figura 5.15

Nessa observacédo € importante entender que as pecas 1, 2, 4 e 5 nédo
sofreram alteragées, ocorrendo mudangas apenas na pecga 3 da figura 5.13 que
agora representa a jungdo das pegas 3 e 6 representadas na figura 5.14.
Portanto, vamos nos ater apenas a identificar o perimetro dessas duas pecas.

Ao trabalharmos a area de cada pecga, concluimos que a peca seis

. . : . V2
corresponde a um quadrado. Ja que € conhecido um dos lados, medindo xT,

podemos encontrar seu perimetro ao multiplicar pelo numero de lados, ou seja:

x\/2
2p=x\/7
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Ja no caso da atual pega 3, dois lados ja foram identificados

anteriormente:

B |
b ]

vy
4

Na pare superior da peca 3 e 6 tinhamos a metade de uma diagonal,
que foi dividida ao meio quando realizamos essa separagao. Entdo o terceiro
lado da peca 3 corresponde a %.

Assim temos o perimetro a peca 3:

XX/?_'_X\/E X XX/E-FX

4 2 T3 73

2p =

Agora ocorre a ultima divisdo e o reconhecimento do perimetro das
novas pecas formadas (4 e 7) devem ser encontradas utilizando os mesmos

critérios ja apresentados.

4
5\?

Figura 5.16

5.3 Angulos Internos dos Poligonos do Tangram

O estudo dos angulos internos compreende pelas divisdes que ocorrem
com o quadrado que da origem ao Tangram. A primeira propriedade que deve
ser explorada é a medida dos angulos internos do quadrado. O aluno deve
compreender que todo quadrado deve possuir quatro angulos de 90°, isso
porque a soma dos angulos internos de todo quadrilatero possui 360°.
Seguindo os passos da construgdo do quebra-cabeca faremos a diagonal e

teremos entdo dois tridngulos.
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a

p

Figura 5.17

Apo6s um corte pela diagonal podemos observar que os angulos a e 3
possuem a mesma medida, pois se sobrepdem através de uma reflexdao em
relacéo a diagonal e formam um angulo de 90°. Portanto a e § medem cada um
45°, Concluimos ainda que a diagonal passa a ser a bissetriz do angulo de
origem.

Para o segundo passo (Figura 5.18), o interessante é explorar a
semelhancga de tridngulos, pois ela ndo altera a medida dos angulos internos,
com isso ja temos conhecida a medida dos angulos do triangulo menor. E
possivel também estudar o conceito de angulos suplementares a partir da ideia
de angulo raso. Quando o aluno ja entende que toda reta possui um angulo de
180°, o aluno sera capaz de compreender que os angulos 3 e 0 juntos tem essa

medida, assim gera a analise da medida de 6, que corresponde a 135°.

6

B

Figura 5.18

Na proxima etapa sera necessaria a compreensao das fases anteriores
para dar o prosseguimento. Isso porque novamente sera tragado a bissetriz,
que sendo perpendicular a reta paralela a primeira diagonal, trara o
entendimento para mais alguns angulos. Veja Figura 5.19.
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Figura 5.19

Agora, conforme figura 5.20, teremos a construgdo de um novo
quadrado, que apresenta menos trabalho para o estudo, pois até aqui o aluno

ja sabe distinguir as medidas de seus angulos.

Figura 5.20

Para a conclusdo do trabalho obtemos duas figuras construidas
mediante a reta paralela a base inferior do quadrado formado, o tridngulo e o
paralelogramo. Como anteriormente foi percebido que uma paralela ndo altera
a medida dos angulos, o lado superior do paralelogramo fara esse papel na
construcao do triangulo acima. Determinamos agora um novo angulo a. Nesse
triangulo ficam conhecidos, entdo, dois dngulos, um de 90° e outro de 45°. Para
obter o valor do terceiro € necessario trabalhar a propriedade da soma dos
angulos internos de um triangulo. Assim saberemos que 0 novo angulo mede

também 45°.

a

AN

Figura 5.21
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No paralelogramo, os angulos da parte inferior ja eram conhecidos e
pelos conceitos de angulo complementar e suplementar obtemos os valores

dos angulos da parte superior da figura 5.21.

5.4 AQuestodes relacionadas ao Tangram

As atividades apresentadas foram retiradas integralmente do banco de
questdes da OBMEP.
Atividade 1 — Na figura ABCD € um quadrado cujo lado mede 1cm, E é o ponto
médio da diagonal BD e F o ponto médio do segmento BE. Qual é a area do

triangulo BCF?

B c

Figura 5.22
Solugéo:
As diagonais do quadrado ABCD dividem o quadrado em 4 tridngulos iguais,
logo a area do triangulo BCE é 1:4 = 0,25 cm?. Como o comprimento de BF é a
metade de BE e a altura relativa aos lados BF e BD é CE, entao a area do
triangulo BCF é a metade da area do triangulo CBE , temos, portanto

0,25:20,125cm?>.

Atividade 2 — O retangulo da figura esta dividido em 8 quadrados. O menor
quadrado tem lado 1 cm e o maior 14 cm.
a) Determine o lado dos outros quadrados.

b) Qual é o perimetro do retadngulo?

Figura 5.23
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Solugéo:

a) Se o menor quadrado tem 1 c¢m de lado, entdo o lado do quadrado A
mede 1x4 = 4cm e do quadrado B mede 4+ 1 =5cm. Como o lado
maior do quadrado mede 14cm, entdo o quadrado C tem de lado
14 —4 -5 = 5cm.

14

5 5 4
c B |A
Figura 5.24

b) Os lados do retangulo medem 14 cm e 14 + 5 = 19cm, logo o perimetro
€ 14x2 4+ 19x2 = 66¢cm.

Atividade 3 - Uma folha retangular de cartolina foi cortada ao longo de sua
diagonal. Num dos pedacos obtidos, foram feitos 2 cortes paralelos aos 2 lados
menores e pelos pontos médios desses lados. Ao final sobrou um retangulo de
perimetro 129 cm. O desenho abaixo indica a sequéncia de cortes. Qual era o

perimetro da folha antes do corte?

Figura 5.25

Solugéo:

Os lados do retangulo final obtido apds os cortes sao, cada um, a metade dos
lados da cartolina original. Assim, o perimetro do retangulo original € o dobro
do perimetro do retangulo final. Logo, o perimetro da cartolina antes do corte &
2x129 = 258cm.

Atividade 4 - Uma folha de papel é retangular, com base igual a 20 cm e altura
10 cm. Esta folha é dobrada nas linhas pontilhadas conforme a figura abaixo, e
no final recortada por uma tesoura na linha indicada, a qual é paralela a base e

esta na metade da altura do tridngulo.
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Figura 5.26
a) Depois de cortar no local indicado, em quantas partes a folha ficou

dividida?
b) Qual a area da maior parte?
Solugéo:
a) Vamos marcar a linha cortada pela tesoura em cinza, e fazer o processo

inverso, que corresponde a abrir a folha depois de cortada:

Figura 5.27
Logo, a folha foi dividida em trés pedacos.

b) Como se pode observar, os quadrados recortados nos cantos superior
esquerdo e inferior direito tem lado igual a 5cm. Como a area de um
quadrado é o lado ao quadrado, a area de cada quadrado é igual a
5x5 = 25cm?. A folha € um retangulo de base 20cm e altura 10cm. Logo,
como a area de um retangulo é base vezes altura, a area da folha é de
20x10 = 200cm?. Subtraindo a area total pela area dos dois quadrados
nos cantos, concluimos que a area do pedaco maior da folha apds o
corte pela tesoura € 200 — 2x25 = 200 — 50 = 150cm?.

Atividade 5 - O quadrado ABCD é dividido em 6 triangulos is6sceles como

indica a figura a seguir:

A = D

Figura 5.28
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Se a area do tridangulo pintado € 2, calcule a area do quadrado.

Solugéo: Pela informagao do problema, o tridangulo PQR da figura tem area 2.

B c

Q

P, ",i?

A 51 y 8}

Figura 5.29

Mas, por ser um tridngulo retédngulo, a area do triangulo PQR pode ser

PR x QR

calculada como . Ja que PR = QR, concluimos que PR = QR = 2. Agora,
sabemos que PRS é também um tridangulo retangulo isdsceles, portanto

RS = PR = 2.

B&—dn

Figura 5.30
Como o triangulo retangulo QSD é isésceles podemos concluir que SD = QS =
2+ 2 =4. Por outro lado, como os triangulos PQR e APS s&o tridngulos
retangulos isosceles, entdo PAS = PQR = 45°.

B &)

Q

=]

AF————p
Figura 5.31
Isso implica que o tridngulo AQS é isdsceles e portanto AS = SQ = 4. Até aqui,
temos que o lado do quadrado mede AD = AS + SD = 8. A area do quadrado &,

portanto 8% = 64.

Atividade 6 - A Figura | mostra um quadrado de 40cm? cortado em cinco

tridngulos retangulos isésceles, um quadrado e um paralelogramo, formando as
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sete pecgas do jogo Tangran. Com elas é possivel formar a Figura Il, que tem

um buraco sombreado. Qual é a area do buraco?

‘M

Figura I

Figura |

Figura 5.32

Solucgdo: Abaixo vemos as figuras do enunciado da questdo. A descricao das
pecas da Figura | implica que os pontos M e N s&o pontos meédios dos lados
AB e AC. A Figura lll, onde P é o ponto médio de BC, mostra que a area do
triangulo AMN é igual a quarta parte da area do triangulo ABC, que por sua vez

tem area igual a metade da area do quadrado. Logo, area do triangulo

(AMN) =ix%x40 = 5cm?. A Figura |l mostra que o buraco consiste de trés

triangulos iguais ao tridangulo AMN; logo sua area é 15cm?.

B M A
A
N | | /MON\
B C
Figura | 2 £
Figura Il Figura Il
Figura 5.33

Atividade 7 - A figura 7.2 é um retangulo cuja area sombreada foi feita
utilizando pegas de um tangram que formam um quadrado de 10cm?®de area,

mostrado na figura 5.31.

/

AN

Figura 5.34
Qual é a area do retangulo?
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Solugéo:

No Tangram temos: dois triangulos maiores de area 1/4 do quadrado, isto €,
104 cm?; um tridngulo, um quadrado e um paralelogramo de area 1/8 do
quadrado, isto €, 108 cm? e dois triangulos de area 1/16 do quadrado, isto &,
10/16 cm?. Na decomposigdo mostrada na figura 7.4, o retdngulo formado
possui, além das pegas do Tangram, quatro quadrados de area 10/8 cm? e seis
triangulos de area 10/16 cm?, numa area total de 4x10/8 + 6x10/16 = 35/4 cm?.
Finalmente, a area do retangulo é 10 + 354 = 75/4 = 18,75cm?.

- "
*
El

__.l__ B -I
'E_ -l

Figura 5.35
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CAPITULO 6

Geoplano e a Geometria Plana

A palavra Geoplano descreve a jung¢ao de "geo" que vem de geometria e
"plano" que significa tabua ou superficie plana. Um dos primeiros a utiliza-lo foi
o educador egipcio Dr. Caleb Gattegno (1911-1988) que por muito tempo
dedicou-se a criagao de materiais pedagogicos (ROCHA, 2007).

O Geoplano € um material simples de utilizar e confeccionar. Basta
possuir uma tabua de madeira quadrada que sera a base, alguns pregos de
preferéncia sem a cabecga e elasticos ou barbantes coloridos que formarao as
figuras quando presos aos pregos. A distancia entre os pregos deve ser a

mesma, medidas através de uma régua.

I
| | | Pregos
I

I

Elastico

Placa de superficie plana (madeira, isopor, etc

Regua
Papel
_Tinta
Martelo

Figura 6.1 — Fonte: ROCHA (2007)

Lapis

Através desse material € possivel explorar ideias como: Teorema de
Pitagoras, areas, tipos de triangulo, reta, segmento de reta, angulos, entre
outros. Quebrando a barreira do ensino tradicional, € capaz de tornar o
aprendizado mais consistente através de sua manipulacdo em relagcdo a
simples figuras desenhadas nos livros didaticos, Pavanello (2002) acrescenta
que “nesses materiais, as figuras estdo fixas no papel, sem qualquer

mobilidade, de modo que nao é possivel gira-las, coloca-las em posicoes
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diferentes ou umas sobre as outras para facilitar sua comparacao”. Sua fungao
em sala de aula é concretizar os conceitos ja estudados, ou seja, um suporte
concreto.

E por meio dele que o professor pode explorar alguns axiomas, como
por exemplo, que por dois pontos € possivel tracar uma uUnica reta. A partir dai
sugerir uma analise de quantas retas podemos tragar por trés pontos quando
sao colineares e quando nao sao.

Outro estudo proveniente desse objeto é o conceito de angulos. Portanto
sugere-se que tenhamos dois elasticos para construir dois segmentos de
retas. A principio um elastico devera estar sobreposto ao outro, partindo do
angulo nulo. Em sequéncia pede-se que desprenda a ponta de um dos
elasticos e comece a fazer um giro e prendendo em outro prego. Se o aluno
esticar o elastico e ndo conseguir manter o comprimento inicial possibilitara o
entendimento que o angulo independe da medida do segmento de reta.

Depois de observado o conceito de angulo e sua medida torna possivel
o trabalho com poligonos. O aluno é capaz de manipular tridngulos,
caracteriza-los como congruentes ou n&o, classifica-los em relagdo aos
angulos e aos lados. Em seguida parte para o quadrado, o interessante nesse
momento é comegar partindo da ideia que os lados e os angulos sao
congruentes, posteriormente define a diagonal e gera a conclusdo de sua
medida e os angulos formados por ela. Se esticarmos dois dos elasticos
opostos e paralelos construimos um retangulo e se inclinarmos os outros dois
paralelos com 0 mesmo giro teremos um paralelogramo.

Nas aulas tradicionais as formulas sao “decoradas” pelos alunos que
ndo conhecem o fundamento dos calculos desenvolvidos, fazendo de forma
mecanica. Por isso que Serrazina e Matos (1988) declaram: “Muitas vezes o
perimetro e a area sao introduzidos através de férmulas. Mais tarde é pedido
aos alunos que determinem o “comprimento a volta”, ou o “espag¢o ocupado”, e
muitos ndo sdo capazes de reconhecer aquelas ideias (...). Os alunos devem
passar por muitas experiéncias concretas construidas por eles proéprios, até
chegarem a compreensao da utilizacdo das formulas” (p.114). Essa experiéncia
descrita pelo autor pode ser desenvolvida através do Geoplano, que possibilita

a demonstracao ou construgao das formulas.
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6.1 Construindo as Féormulas com ajuda do Geoplano

Tendo por base as demonstragdes de LIMA (1991) iniciamos o processo
considerando que o menor quadrado formado por quatro pontos sera a unidade
de area (Figura 6.2). E a partir dele serdo construidas as férmulas das areas
dos principais poligonos. Torna-se interessante a transcricdo de todo o
desenvolvimento em um papel quadriculado a medida que os poligonos sao

manipulados.

Figura 6.2

Para a construirmos a formula da area do retdngulo podemos partir de
dois métodos, obtendo varios quadrados ao mesmo tempo, ou ja definindo o
retangulo e solicitar a observagado dos quadrados que ocupam o interior desse

retdngulo. Consideremos a primeira situagéao na Figura 6.3.

Figura 6.3

Ja que o aluno identificou que cada quadrado possui 1 u.a. ele podera
concluir que o retadngulo do exemplo tera 3 u.a. Assim sera possivel mostrar
que mantemos a altura e apenas a base foi alterada. Portanto, temos trés
bases da medida anterior e mesma altura. Para concluir é importante fazer

mais uma observagao modificando agora a altura.
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L] L] [ . L [ L

Figura 6.4

Peca ao aluno agora para identificar qual a nova area determinada
(Figura 6.4), assim como no momento anterior ele ira contar o numero de
quadrados e descobre que a area € 6 u.a. Como a altura equivale duas
unidades da anterior, 0 aluno ja sera capaz de raciocinar em relagcéo a formula
da area, encontrando A = b x h.

Desenvolvida a formula para area de um retdngulo o aluno podera
observar e concluir as areas de paralelogramos e triangulos. Iniciando pelo
paralelogramo constroi-se a figura e com a ajuda de outro elastico faremos as
divisdes necessarias.

Como nesse momento o aluno identifica o retangulo com os angulos de
90°, com a ajuda do segundo elastico estabelece a altura do paralelogramo

formando tal angulo na base, conforme Figura 6.5.

Figura 6.5

Ele tera que trabalhar agora a rotagao do triangulo obtido encaixando no
outro lado da figura (veja Figura 6.6). Para ndo perder as caracteristicas do
tridngulo é conveniente que o aluno recorte em um papel um triangulo de

mesma medida para sobrepor ao outro lado.

Figura 6.6
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Agora ele se depara com outro retangulo de férmula conhecida.
Concluindo que calculamos a area do paralelogramo baseado na mesma
férmula do retangulo que ja € conhecida: A = b x h. O professor ndo podera
deixar de salientar a importancia de que no paralelogramo o aluno deve ter
bem claro qual segmento refere-se a altura, pois alguns confundem com a
medida dos lados.

Para trabalhar a formula de area do tridngulo vamos iniciar pelo
reconhecimento de um paralelogramo (Figura 6.7). O primeiro passo sera
tracar uma das diagonais do poligono. Instigue o aluno a entender que agora

obtemos dois tridngulos iguais, isso ocorre pelo caso de congruéncia LLL.

Figura 6.7
Tendo entdo dois tridangulos iguais, sabemos que a area do quadrado
corresponde a soma da area dos triangulos obtidos. Logo a area do triangulo
tera a seguinte féormula:
Ao bxh
2
Por fim, vamos estabelecer a equacao que transmite o valor da area de

um losango. Para tal estudo utilizamos trés elasticos. Dois deles devem ser
colocados de forma que estabelecam dois segmentos de retas perpendiculares
que serao as diagonais do poligono. Com o terceiro elastico vamos contornar a
figura estabelecendo os vértices do losango nas pontas dos outros dois

elasticos. Veja Figura 6.8.

Figura 6.8
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Peca ao discente que observe a congruéncia estabelecida quando as
diagonais foram divididas pela interseccdo dos segmentos. Pelo caso LLL
também concluimos que o losango pode ser desmembrado em dois triangulos
congruentes.

Denominamos a area de losango por 4;, do tridngulo por A;, a diagonal
horizontal por d e a vertical por D.

A area do losango sera encontrada ao somarmos as areas dos dois

triangulos.
Al = At + At
Para estabelecer a area de cada triangulo temos que:
D
dx7 dxD
At — —
2 4

Logo:
de+de_de
4 4 2

Al:
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CONSIDERAGOES FINAIS

Neste trabalho, expomos alguns recursos manipulaveis que podem se
tornar um auxilio no ensino da Geometria Plana. A ideia foi oferecer, com esse
tipo de atividade, uma abordagem diferente que desperte o interesse do aluno.
Lembrando que esse método ndo nos da garantia de sucesso em nosso
trabalho e tendo sempre em mente que todas as agdes devem ser pensadas e
discutidas.

Constatou-se, a partir do que foi discutido, que esse processo incentiva
a criatividade e o aprendizado dos alunos, além de instigar o trabalho em
equipe. Podendo ser um diferencial na vida escolar dos alunos do Ensino
Fundamental de qualquer escola por se tratar de materiais de baixo custo.

E importante ressaltar que outra proposta deste trabalho é numa
proxima fase trabalhar outros tipos de recursos manipulaveis na Geometria
Plana, como por exemplo, o Mosaico. Mas também desenvolver recursos que
desenvolvam os conceitos da Geometria Espacial e para esse caso temos as

atividades geradas com canudos e elasticos.
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