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Resumo

SANDER, Renan Servat, D.Sc., Universidade Federal de Vicosa, setembro de 2016. Processos
epidémicos em redes complexas: mecanismos de ativacao e métodos computacionais. Ori-
entador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marcelo Lobato Martins e Tiago José
de Oliveira.

Transi¢Oes de fase para estados absorventes (TFEAs) sdo um tépico de fronteira na fisica estatis-
tica. A comunidade cientifica tem dedicado esfor¢os ao estudo de processos que exibem TFEAs
em redes complexas, ja que tais redes tem sido alvo de crescente interesse por descreverem uma
grande variedade de sistemas com relevancia tanto tecnoldgica quanto intelectual. Levando em
conta a natureza dindmica e o enorme tamanho das redes reais, a abordagem da mecanica esta-
tistica mostra-se conveniente devido a sua ligacdo com a teoria de grafos e a caracterizacio de
fendmenos macroscépicos emergentes em termos da dindmica de elementos basicos que com-
poem o sistema. Em um dos tépicos apresentados nesta tese, utilizamos o tempo de vida da
atividade nos vértices mais conectados (hubs) de uma rede sem escala para investigar a relacdo
entre mecanismos de ativacdo de fases epidémicas em redes complexas, baseando-se princi-
palmente no modelo infectado-suscetivel-recuperado-suscetivel (SIRS) para redes sem escala
sintéticas e para redes reais. Foi desenvolvido um critério geral para identificar a natureza do
limiar epidémico em redes, seja ele devido a um processo de ativacdo e reativacdo mutua dos
hubs, levando a um limiar epidémico nulo no limite termodinadmico, ou devido a uma ativagao
coletiva que gera um estado endémico no qual a atividade encontra-se espalhada por toda a ex-
tensdo da rede, correspondendo a uma transi¢cdo de fase padrao ocorrendo para um valor finito
da taxa de infec¢cdo. Também comparamos diferentes métodos quase-estaciondrios de simula-
¢do para contornar o(s) estado(s) absorvente(s) do sistema (conservando o limite termodinamico
da dindmica original para os processos analisados), a saber, o método quase-estacionario (QE)
padrio, o método de condi¢do de fronteira refletora, em que a dindmica retorna a configuracio
pré-absorvente e o método de reativacdo de hubs, no qual os nds mais conectados s@o reativados
apds uma visita a um estado absorvente. Este trabalho foi exemplificado por meio dos ja bem
conhecidos processo de contato (PC) e modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS). Todas as
técnicas investigadas fornecem o mesmo limiar epidémico para ambos os modelos. Mostramos
que, para o PC, os métodos sdao equivalentes, enquanto para o modelo SIS apenas o método
QE padrio e de reativacao de hubs sdo capazes de capturar fases endémicas localizadas. Por
fim, verificamos a equivaléncia entre o método de condicao de fronteira refletora € um campo

externo fraco que gera atividade espontinea na rede.



Abstract

SANDER, Renan Servat, D.Sc., Universidade Federal de Vigosa, September, 2016. Epidemic
processes on complex networks: activation mechanisms and computational methods. Ad-
viser: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-Advisers: Marcelo Lobato Martins and Tiago José de
Oliveira.

Phase transitions to absorbing states (APTs) are a topic at the frontier of statistical physics. The
scientific community has dedicated efforts to the study of processes exhibiting APTs in complex
networks, since such networks have been subject of increasing interest to describe a wide variety
of systems with both technological and intelectual relevances. Considering the dynamic nature
and huge size of real networks, the statistical mechanics approach has proved to be conveni-
ent due to its connection with graph theory and the characterization of emerging macroscopic
phenomena in terms of the dynamics of basic elements constituting the system. In one of the
topics presented on this thesis, we used the lifespan of the activity at the most connected ver-
tices (hubs) of a scale-free network to investigate the relation between activation mechanisms
of epidemic phases in complex networks, based mainly on the susceptible-infected-recovered-
susceptible (SIRS) model in synthetic and real scale-free networks. We developed a general
criterion to identify the nature of the epidemic threshold on networks, due to a collective activa-
tion and reactivation process of the hubs, leading to a vanishing threshold at the thermodynamic
limit, or due to a collective activation which generates an endemic state where activity spre-
ads out through the whole network, corresponding to a standard phase transition taking place
at a finite value of the infection rate. We also compared different quasi-stationary simulation
methods to circumvent the absorbing state(s) of the system (preserving the thermodynamic limit
of the original dynamics for the analyzed processes), namely, the standard quasi-stationary (QS)
method, the reflecting boundary condition, in which the dynamics returns to the pre-absorbing
configuration and the hub reactivation method, in which the most connected vertices are reacti-
vated after a visit to an absorbing state. These methods were applied to the well-known contact
process (CP) and susceptible-infected-susceptible (SIS) models. All the investigated techniques
provide the same epidemic threshold for both models. We showed that, for the CP, all methods
are equivalent, while for the SIS model only the standard QS and hub reactivation methods
are able to capture localized endemic phases. Finally, we verified the equivalence between the
reflecting boundary condition method and a weak external field which generates spontaneous

activity in the network.

xi



Capitulo 1

Introducao

Nas dltimas décadas tornou-se notério o fato de que varios conceitos da fisica estatistica
podem ser aplicados além do contexto termodinamico [1]; foram desenvolvidas teorias gerais
de fendmenos criticos e transi¢des de fase, unificando a compreensdo tedrica de fendmenos ja
bem conhecidos experimentalmente, como transi¢des magnéticas, transi¢cdes gas-liquido, cris-
tais liquidos e outros sistemas que podem ter seu comportamento critico descrito de maneira
similar. Esta grande atividade foi acompanhada por desenvolvimentos paralelos em sistemas
fora do equilibrio e até em sistemas sem termodinamica, para os quais os conceitos de energia e
trabalho ndo podem ser aplicados sequer de maneira aproximada. Dentre os desenvolvimentos
da Fisica que foram exportados para outras dreas do conhecimento, certamente as ideias e o
tratamento formal das transicdes de fase se destacam como parte das que deram melhores re-
sultados; seus conceitos s@o utilizados desde a teoria da computacao, inteligéncia artificial até
a teoria de populacdes bioldgicas. Definimos uma transicao de fase de maneira informal, mas
adequada para propdsitos introdutdrios, como uma mudanga singular e abrupta das proprieda-
des macroscopicas de um sistema composto por muitos entes interagentes, em funcao de um ou
mais parametros de controle. Os sistemas ja familiares da termodindmica estdo inclusos nesta
descricao, assim como os sistemas fora do equilibrio, dentre os quais percolacdo e processos
epidémicos sdo bons exemplos.

Uma classe de processos dindmicos que desperta grande interesse, € para a qual esta tese
volta seu foco, é a de modelos com estados absorventes [2]. Transi¢cOes de fase para estados
absorventes (TFEAs), configuracdes do sistema das quais o sistema nao pode escapar, sdo um
tépico na fronteira da fisica estatistica fora do equilibrio devido a sua ampla aplicacdo em dreas
de interesse multidisciplinar. Inicialmente, estudos sistemadticos destes processos foram realiza-
dos em redes de topologia regular e homogénea. Nestes substratos, espera-se que transicoes de
fase para estados absorventes em modelos com um parametro de ordem escalar positivo, intera-
cdes de curto alcance e sem simetrias adicionais ou desordem congelada pertencam a classe de
universalidade da percolagdo direcionada (PD) [3]. Vale observar que o interesse neste tipo de
transicao de fase aumentou apds a observagdo experimental desta classe de universalidade em
transi¢des para estados absorventes [4, 5]. Por outro lado, mesmo sendo esta a classe de univer-

salidade mais robusta para este tipo de transi¢do de fase, a determinacdo numérica precisa dos



expoentes criticos de um modelo especifico pode ser “mascarada” por fatores tais como difusdao
e desordem congelada.

E natural que se queira estender o estudo de modelos que apresentam TFEAs para o caso
em que os mesmos ocorram sobre redes que representem a realidade de maneira mais fiel,
dado o modo como os diversos tipos de rede existentes estdo presentes, sendo responsdveis, em
parte, pelo modo como pensamos e agimos. Cabe aqui definir, de modo geral, que uma rede é
basicamente qualquer sistema que pode ser representado matematicamente por um grafo: um
conjunto de nds conectados aos pares por ligacdes que representam algum tipo de relagdo ou in-
teracdo. Particularmente, redes complexas tém sido alvo de crescente interesse da comunidade
cientifica, haja visto que descrevem uma grande variedade de sistemas que possuem relevancia
tanto tecnoldgica quanto intelectual [6]. Tome como exemplo a Internet, uma rede complexa
composta por roteadores e computadores conectados por ligacdes cabeadas ou sem fio; ideias e
fatos se espalham rapidamente por redes sociais, cujos nés representam pessoas € as conexoes
representam um certo tipo de relac@o social (como podemos observar nas redes sociais do Twit-
ter, Facebook, Instagram e assim por diante); a World Wide Web (WWW) € uma rede virtual
gigantesca composta de paginas da Web conectadas por hiperlinks. De fato, os dados disponi-
veis para estudo passam por diversas dreas multidisciplinares do conhecimento. Portanto, é de
grande interesse caracterizar e analisar sistematicamente as propriedades fundamentais destas
redes.

Impulsionado por recentes desenvolvimentos que se tornaram possiveis devido a andlise de
um grande banco de dados ja disponivel acerca de redes reais, uma grande variedade de novos
conceitos e medidas de diferentes grandezas tém sido propostos e investigados. Dentre estes,
no contexto deste trabalho, em relacdo ao modo como atualmente pensamos sobre redes com-
plexas, destacamos: a distribuicdo de conectividade' e a propriedade de mundo pequeno?.

Ao levarmos em conta a natureza dindmica e o enorme tamanho das redes complexas reais,
nota-se que a abordagem da fisica estatistica € muito conveniente devido a sua relacdo com
a teoria de grafos e a possibilidade de caracterizar fendmenos macroscopicos que emergem a
partir da evolu¢@o dindmica de elementos basicos que compdem o sistema e regras de interagao
relativamente simples. Os avangos recentes no sentido de compreender as propriedades de gran-
des redes complexas t€m atraido a atencdo da comunidade cientifica para as implica¢des que a
sua estrutura topoldgica possa ter sobre questdes importantes a respeito de processos dinami-
cos ocorrendo sobre tais redes. Apesar de as defini¢des basicas de cada modelo permanecerem
inalteradas, existe a necessidade de investigar rigorosamente € comparar o impacto dos varios
tipos de rede sobre as caracteristicas de processos de equilibrio e de nao equilibrio [7].

Inicialmente esperava-se que teorias de campo médio para processos dinamicos com TFEAs

em redes complexas funcionassem corretamente [8], devido a dimensionalidade infinita destas

' P(k) é a probabilidade de que um né escolhido ao acaso esteja conectado com outros k nés e estd relacionada
diretamente com o nivel de heterogeneidade da rede.

Nas redes que apresentam esta propriedade, a distincia média entre dois nés quaisquer cresce logaritmica-
mente com o nimero total de nés.



redes e as suas propriedades de mundo pequeno. Para verificar essa suposi¢cdo, foram desenvol-
vidas teorias de campo médio heterogéneas (HMF?) para analisar o comportamento de modelos
ja bem conhecidos em redes regulares. Levando em consideracio sua relevancia para este tra-
balho, destacamos dois modelos, o modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) e o processo
de contato (PC), exemplos classicos de processos dinamicos simples que pertencem a classe
PD em redes regulares. No modelo SIS, individuos infectados em um substrato podem curar-se
espontaneamente com taxa fixa ou infectar cada um de seus vizinhos suscetiveis com uma taxa
que chamaremos de A\. No PC a infeccdo ocorre com uma taxa efetiva igual a A dividido pelo
numero de conexdes feitas pelo vértice em questdo. Resultados anteriores [11] mostram que o
PC € bem descrito por uma teoria HMF e apresenta uma transi¢do a um limiar finito para um
estado endémico que estd relacionado a uma ativacdo coletiva dos nds da rede, enquanto no
modelo SIS o valor do limiar epidémico de transi¢do tende a zero e um estado ativo persistente
¢ sustentado pela mutua ativagdo entre os nds mais conectados da rede (hubs). O modelo SIS
¢ um caso particular do modelo suscetivel-infectado-recuperado-suscetivel (SIRS), que acres-
centa um terceiro estado possivel, o de “recuperado”, a fim de emular um efeito de imunizagdo
tempordria em um contexto epidémico. Variando a taxa de recuperagdo, o modelo SIRS tem os
modelos SIR* e SIS (cotas inferior e superior desta taxa, respectivamente) como casos limite.
Nesta tese, os objetivos principais sdo: estudar analiticamente e numericamente a relagao
entre ativacdo de hubs e ativagdo coletiva na rede por meio de uma andlise da criticalidade do
modelo SIRS em topologias complexas e comparar diferentes técnicas de simulacdo do estado
quase-estaciondrio, em que lidamos com os estados absorventes de maneira adequada a atingir o
limite termodinamico da dindmica original do processo. O trabalho estd organizado da seguinte
maneira: no capitulo 2, apresentamos uma breve revisao sobre redes complexas (com énfase
nas propriedades mais relevantes para este trabalho e alguns modelos cldssicos para o estudo
de processos dindmicos). No capitulo 3 revisamos os principais conceitos e resultados sobre o
estudo das transi¢cdes de fase e, particularmente, para estados absorventes em redes complexas.
No capitulo 4, cujos resultados foram publicados no periédico Physical Review E [9], discuti-
mos trés diferentes métodos de simulagdo do estado quase-estacionario e, no capitulo 5, cujos
resultados foram publicados também no periédico Physical Review E [10], analisamos meca-
nismos de ativacdo, baseando-se principalmente na dindmica do modelo SIRS. Reservamos o

capitulo 6 para as conclusdes acerca deste trabalho.

3Do inglés, heterogeneous mean field.
“Modelo suscetivel-infectado-recuperado (ou removido), que invariavelmente tende a um estado estaciondrio
em que todos os sitios encontram-se recuperados ou suscetiveis.



Capitulo 2

Redes Complexas

Descrevendo de modo geral, uma rede € qualquer sistema que pode ser matematicamente
representado como um grafo cujos nds identificam os elementos do sistema e o conjunto de
ligacdes existentes representa uma interacao ou relacdo entre estes elementos. Tal nivel de abs-
tracdo aplica-se a uma grande variedade de sistemas e, no ambito tedrico, o conceito de redes
permite uma boa representagcdo das inter-relacdes em sistemas complexos cuja caracterizagao
requer o mapeamento das interagdes entre um grande nimero de individuos.

A linguagem matemdtica utilizada para descrever redes € a da teoria de grafos. No entanto,
estudos recentes de redes muito grandes trouxe a necessidade de definir novas métricas e ob-
servdveis estatisticos especificamente voltados para o estudo de sistemas de grande escala. Este
capitulo baseia-se principalmente na dissertacdo de mestrado Transicoes de fase para estados
absorventes: um estudo em redes regulares e complexas (R. S. Sander) [12]. Nele serdo introdu-
zidas algumas nog¢des fundamentais, defini¢cdes e a notacao bdsica utilizadas em teoria de redes.
Também serd analisado o caso especial das redes sem escala e, por fim, revisaremos alguns
modelos cldssicos de rede que surgem naturalmente ou que sdo uteis no estudo de processos

dinamicos.

2.1 Conceitos fundamentais em teoria de grafos

A teoria de grafos, um vasto campo de estudo da matemaética, tem sua origem no trabalho
pioneiro de Leonhard Euler (1707-1783) ao resolver a famosa questdo das pontes de Konigs-
berg, um problema popular entre os cientistas de seu tempo. Este consiste no seguinte questi-
onamento: partindo do centro de Konigsberg (atual Caliningrado, Russia), é possivel dar um

passeio pela cidade atravessando cada uma das sete pontes (figura 2.1) uma tnica vez?

A situacdo € mostrada esquematicamente na figura 2.2 (a esquerda) e sua solucao geral re-
quer certa abstracdo matemdtica. A ideia de Euler foi abordar o problema utilizando um mapa
simplificado de Konigsberg (figura 2.2, a direita). Nesta representacdo, distincias reais sao

grandezas irrelevantes para o caso em questdo: partes distintas da cidade serdo tratadas como



Figura 2.1: As pontes da cidade de Konigsberg. Fonte: goo.gl/7JYXwX.

nos, ou vértices; se uma parte da cidade estd conectada a outra por uma das pontes, tragamos
uma linha, ou ligacdo, entre estes vértices. Agora, o mapa da cidade tornou-se um grafo e,
de posse deste novo formalismo, o problema assume uma forma mais abstrata: serd possivel

encontrar um caminho que passa por todas as ligagdes, apenas uma vez em cada uma delas?

Figura 2.2: A esquerda, um mapa simplificado do centro da cidade de Kénigsberg, como era na época
de Euler. A direita, sua representagio como um grafo. Figuras retiradas de [13].

Note que, de certa forma, esse procedimento facilita a resolucao do problema, ja que agora
todas as partes da cidade sdo descritas exatamente da mesma maneira (como vértices do grafo).
Assim, uma solugdo, se existir, deve depender diretamente das propriedades intrinsecas deste
grafo. Uma grandeza intrinseca deste objeto € o grau de um né 7, ou nimero de conexdes de um
vértice, que serd denotado por k;. Se k; for par, percebe-se que o vértice é um ponto de cruza-
mento, ou seja, pode-se entrar no nd por uma ligacdo e sair pela outra. Se o grau do vértice for
impar, este s6 pode ser um ponto de inicio ou de término do caminho. O requisito para passar
por cada ponte apenas uma vez s6 € satisfeito se ndo houver nenhum vértice de grau impar (de
modo que os pontos de inicio e término coincidam) ou se houverem apenas dois vértices com
grau fmpar (nesse caso, os pontos de inicio e término do caminho sdo distintos). Temos entao
a solucdo para o problema das pontes de Konigsberg: observando o grafo da figura 2.2 nota-se
que todos os vértices possuem grau impar, ndo satisfazendo portanto as condi¢des acima. Logo,

ndo existe caminho possivel que passe apenas uma vez por cada uma das sete pontes. O estudo
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deste tipo de problema contribuiu para que a teoria de grafos evoluisse desde entdo e, como
veremos adiante, para grafos muito grandes (com muitos vértices), fez-se necessdrio o uso de
conceitos estatisticos para descrevé-los. A seguir, trataremos de alguns aspectos do formalismo
matematico utilizado para descrever tais objetos.

Define-se um grafo nio direcionado como um par de conjuntos dado por G(V, E), em que
V' € um conjunto ndo vazio e contdvel de elementos, ditos vértices (ou nds), enquanto £ € um
conjunto ndo ordenado de pares de vértices, ditos ligacdes (ou conexdes). Ao longo desta tese,
iremos nos referir a um vértice pela sua ordem ¢ no conjunto V. A conexao (7, j) une os vértices
i e j, que sdo ditos adjacentes ou conectados!. Denota-se por N o niimero total de nés do grafo

e esta grandeza define a ordem do grafo.

Figura 2.3: Representacdo grafica de um grafo.

Para um grafo de ordem N, o nimero méaximo de ligacdes é dado pelo nimero de manei-
ras como podemos escolher dois deles em um total de N, ou seja, (g ) = N(N —1)/2. Um
grafo em que todos os possiveis pares de nds estdo conectados é chamado de grafo completo.
Graficamente, costuma-se expressar um grafo como um conjunto de pontos, representando os
vértices, com linhas unindo-os, representando as conexdes (figura 2.3). Também podemos de-
finir um grafo matematicamente de maneira conveniente utilizando a matriz de adjacéncia

An = {z;;}. Trata-se de uma matrix N x NN definida do seguinte modo:

1 se(i,j) el

0 se(i,j)¢FE

Para grafos ndo direcionados a matriz de adjacéncia € simétrica (z;; = x;;), logo contém infor-
macoes redundantes.

Um aspecto importante acerca da estrutura de grafos € a acessibilidade dos nos, isto €, a
possibilidade de sair de um vértice e chegar em outro seguindo as conexdes presentes na rede.

Analisaremos as propriedades de conectividade definindo um caminho P, ; em um dado grafo

05in

ITambém é comum chamar vértices conectados como primeiros vizinhos ou vizinhos mais préximos.



G = (V, E) como uma colec@o ordenada de n + 1 vértices Vp = {ig, i1, ...,i,} € n conexdes
Ep = {(ig, 1), (11,12), ..., (in—1,1n)}, de modo que i, € V € (iq_1,7,) € E para todo a. O

caminho P, ; conecta os nds ig e i,, € 0 comprimento deste caminho é dado por n. Um ciclo,

0,in
ou loop, € um caminho fechado (o = ,,) no qual todos os nds e todas as ligacdes sdo distintas.
Diz-se que um grafo € conectado se existe um caminho que conecta quaisquer dois vértices da
rede.

O conceito de “caminho” € a base da definicao de distancia entre nds. A medida natural da
distancia entre dois vértices 7 e j € definida como o nimero de nés que o menor caminho /;;
entre ambos cruza. Usando o comprimento do menor caminho como uma medida de distancia
entre vértices, € possivel definir o tamanho tipico e o didmetro de um grafo, em que o didmetro
¢ definido como

dg = max l;; (2.2)
[2¥}

Outra defini¢do aceita para o tamanho linear de um grafo é o menor caminho médio, definido

como o valor médio de [;; sobre todos os pares de vértices na rede
[ p— > (2.3)
SNV -1 & '

Exemplos simples de distancias em grafos incluem o grafo completo, em que (I) = l e a
rede hiperctibica em D dimensdes com N vértices: (I) ~ N'/P. Na maior parte dos grafos ale-
atérios, o menor caminho médio cresce com o logaritmo do ndmero de nds como (l) ~ log N,
ou até mais lentamente. Trata-se de um crescimento bem mais lento do que aquele observado
para redes hipercubicas. O fato de que quaisquer dois nos estdo conectados por um caminho
que possui um valor relativamente baixo constitui o chamado efeito de mundo pequeno.

Em particular, para este trabalho, um tipo especial de grafo apresenta grande relevancia?, o
grafo estrela. Em teoria de grafos, uma estrela .Sy, € o grafo bipartido completo K ;[14]: uma
drvore com um no interno, formando £ ligacdes com outros nds que estdo conectados apenas
ao no central (ou seja, uma drvore com nimero k£ de folhas). Alternativamente, alguns autores
definem Sy, como sendo a drvore de ordem k£ com didmetro maximo igual a 2. Neste caso, uma

estrela com k£ > 2 apresenta k£ — 1 folhas.

2Como veremos adiante, sua importincia neste trabalho se d4 em um contexto de espalhamento e sustentacio
de uma epidemia. Outra aplicag¢do importante ¢ na modelagem de problemas em computagao distribuida.
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Figura 2.4: Um grafo estrela Sg.

2.2 Caracterizacao estatistica de grafos

O recente desenvolvimento da ciéncia de redes deu-se em parte devido ao fato de que, nas
ultimas décadas, foi possivel a aquisi¢ao sistemadtica e manipulacdo de uma grande quantidade
de dados para redes de grande escala. Porém, a andlise de sistemas grandes ndo pode ser feita
apenas observando elementos ou propriedades locais pois isso € impraticavel. Ou seja, para
levar em conta o comportamento global de certas grandezas, devemos lancar mao de medidas
estatisticas.

Comecaremos a nossa descri¢éo introduzindo a distribui¢do de conexdes P(k), que é de-
finida como sendo a probabilidade de que um n6 escolhido ao acaso tenha conectividade (ou
grau) k, ou seja, a chance de que este n6 faca ligacdo com outros k£ nds. Podemos obter esta
distribui¢do construindo um histograma normalizado dos graus dos vértices da rede. Definimos

o grau médio de um grafo ndo direcionado como

(k) =+ Y k=) kP(k)= - (2.4)

J4 que cada ligacdo contribui para o grau de um né. De maneira andloga ao que foi feito para

(k), definimos o n-ésimo momento da distribui¢do de conexdes como
(k") = k"P(k). (2.5)
k

Veremos adiante que as propriedades de P(k) sdo fundamentais para identificarmos diferentes
classes de rede.

De acordo com P(k), é comum classificar as redes em duas grandes classes: homogéneas
ou heterogéneas. Nas redes homogéneas, observa-se que P(k) decai rapidamente (é frequente
dizer que uma distribuic@o deste tipo apresenta uma “cauda leve”). Exemplos de distribui¢des
que apresentam essa propriedade sdo a Gaussiana e a de Poisson. O segundo tipo corresponde

a redes que possuem uma heterogeneidade estatistica intrinseca (distribuicdes com “cauda pe-



sada”) e, em geral, a distribuicdo de conexdes para tais redes apresenta um decaimento em lei

de poténcia da forma
P(k) ~ k7. (2.6)

Assim, note que € possivel, mesmo que pouco provavel, encontrarmos nds com grau k tal que
k> (k).

Para obtermos uma melhor compreensdo sobre o significado de tal heterogeneidade, obser-
vemos os dois primeiros momentos de k. Aproximando k£ como uma varidvel continua (o que é
plausivel no limite termodinamico, em que N — o0), podemos obter o primeiro momento pela
expressao

ke
k) ~ / kP(k)dE, 2.7)

m
em que k. < N € o maior grau existente para um né na rede e ko > 1 € o menor grau existente.

Assim, usando P(k) (normalizado, com k. — o0) de acordo com a equag@o (2.6), obtém-se:

ke
k) ~ (y— k5™ / Lk
k

0

—1
_ h(kg—” — k). (2.8)

Agora, fazendo k. — oo e 7 > 2 obtém-se

Y — 1 2
k) =——ky " 2.9
< > 'Y . 2 0 ) ( )
que € um valor finito e bem definido no limite termodinamico. Calculando o segundo momento,

obtemos
(k*) ~ k37, (2.10)

Define-se a variincia normalizada da distribui¢do P (k) como ¢2/(k)?, em que a variancia o2 é
igual a (k?) — (k)2. Mas, ao tomarmos o limite assint6tico para redes infinitas (k. — o) nota-se
que, para vy < 3, (k?) — oo. Ou seja, nestas condigdes as flutuagdes se tornam infinitas! E daf
que surge o termo rede sem escala: como estas flutuacdes divergem no intervalo 2 < v < 3, 0
valor médio ndo pode ser interpretado como uma escala caracteristica para este sistema.
Pode-se definir um parametro x para determinar o grau de heterogeneidade da rede como

2
L= ) 2.11)

(k)
Como foi observado anteriormente, a rede é sem escala se Kk — oo. Entretanto, para redes
homogeéneas, k ~ (k). Assim, levando em conta que na natureza (e até mesmo computacional-
mente) ndo existem redes infinitas, podemos dizer que redes sem escala sdo aquelas nas quais
k> (k) [13].

Apesar de a distribui¢do P(k) ter atraido a aten¢do da comunidade cientifica como um fator
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determinante para compreender a estrutura de redes de grande escala, hoje € claro que esta é
apenas uma dentre vdrias grandezas estatisticas que podem ser usadas para caracterizar a orga-
nizacdo estrutural e hierdrquica de um grafo. Sendo mais especifico, ndo € de se esperar que
vértices conectem-se uns aos outros independentemente de seu tipo ou de suas propriedades.
De fato, em muitos casos observa-se, através da coleta de dados de redes reais, justamente o
contrdrio. Um comportamento padrdo tipico bem conhecido nas 4reas de ciéncias sociais®, eco-
logia e epidemiologia como associatividade refere-se a uma tendéncia que os vértices t€ém de
se conectar com outros vértices que tém propriedades similares. De maneira andloga, podemos
definir um padrdo de desassociatividade, que ocorre quando os constituintes da rede preferem
ligar-se com outros que possuem diferentes atributos. Tais padrdes exercem um efeito signifi-
cativo nas propriedades topoldgicas de um grafo, afetando o modo como sdo formados grupos
na rede e sendo determinantes em relagdo ao arranjo das conexdes entre os vértices.

Padrdes de associatividade podem ser definidos com relagdao a qualquer propriedade dos
n6s. Porém, no caso de estruturas de grande escala, o foco dos pesquisadores tem sido no es-
tudo da associatividade com relagdo ao grau dos vértices. Na situagdo em que os nds tendem
a conectar-se com outros de grau similar, dizemos que a rede € associativa. Em contraste a
isso, observa-se que conexdes em muitas redes bioldgicas e tecnoldgicas sdo mais propensas
a unir vértices com grau consideravelmente diferente. Nesse caso, diz-se que o grafo € desas-
sociativo. Apesar de outras possibilidades, as correlagdes sdo frequentemente caracterizadas
de acordo com a probabilidade condicional P(k’,k”,... k™ | k) de que um vértice de grau
k esteja simultanemanente conectado a outros n vértices com graus k', k”, ..., k™. Dizemos
que uma rede € ndo correlacionada quando a probabilidade condicional acima é independente
da estrutura do grafo, caso no qual a tnica fun¢do relevante € a distribuicao de conectividade
P(k).

A probabilidade condicional P(k’ | k), a probabilidade de um vértice de grau k estar co-
nectado a um vértice de grau k', fornece detalhes sobre a correlagdo de graus na rede. Apesar
de simples, o cdlculo direto desta funcdo a partir de dados empiricos geralmente é uma tarefa
muito trabalhosa. Uma grandeza mais pfatica para estudarmos a estrutura da rede é dada pela

média dos graus dos vizinhos mais proximos de um né ¢:

1

' jev()

em que a soma ¢ feita sobre os vértices que sdo vizinhos mais proximos de 7. A partir desta
grandeza, obtemos uma medida conveniente para investigar o comportamento da funcdo de

correlagdo de graus a partir do grau médio dos vizinhos mais préximos, k,(k), para vértices

3E uma observag¢do comum neste contexto o fato que pessoas tendem a se associar com outras que compartilham
dos mesmos interesses.
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de grau k:
1
kpn(k) = — ki 2.13
(k) = 5= 2 Fn (2.13)
i/ki=k
em que Ny € o nimero de nés com grau k. Esta dltima quantidade € relacionada as correlagdes

entre os graus de vértices que estdo conectados e também pode ser escrita como
kon(k) =Y K P(K | k). (2.14)
k/

Se os graus dos vértices vizinhos forem descorrelacionados, P(k’ | k) é uma fun¢do apenas de
k' e, portanto, k,, (k) é uma constante. Se houver correla¢des, identificamos duas classes gerais
de redes analisando o comportamento de k,, (k). Se k,,, for uma fun¢do crescente de k, vérti-
ces com grau elevado tem uma probabilidade significativamente maior de estarem conectados
a vértices que também possuam grau elevado e isso corresponde a uma rede associativa. Por
outro lado, um comportamento descrescente da fungio k,, (k) define uma rede desassociativa,
no sentido que vértices com alto grau possuem uma vizinhanga composta de vértices com grau
baixo e o contrario € verdade para nés com menor grau.

E importante frisar, entretanto, que dada uma certa distribui¢io de conexdes, uma rede de ta-
manho finito completamente descorrelacionada com relagc@o a graus nem sempre € possivel por
causa de vinculos estruturais, tais como a existéncia de multiplas ou autoconexdes. Qualquer
rede com tamanho finito apresenta um cutoff estrutural* k. e redes com distribui¢des delimita-
das e segundo momento (k?) finito apresentam um grau maximo k., necessariamente abaixo
do cutoff estrutural.

Para o caso de redes ndo correlacionadas, podemos obter uma forma explicita para a proba-
bilidade condicional P(k’ | k). Conforme ja mencionado, esta probabilidade nio depende de k
e sua relagdo funcional em termos de k' pode ser obtida calculando a probabilidade de que um
dado vértice aponta para um outro vértice com grau k’. Esta probabilidade é dada pelo nimero
total de ligagdes saindo de nds com grau &’ dividido pelo nimero total de conexdes que saem

dos nés de qualquer grau. Ja que cada um dos NV, nds possui k' ligagdes, obtemos

kI/Nk/
P (k' | k) = =———. 2.15
( | ) Zk// k//NkN ( )
Considerando que P(k) = Ny /N, temos
1
P..(K'| k) = —FK P(K). (2.16)

(k)

Segundo esta expressdo, mesmo em uma rede descorrelacionada, a probabilidade de que qual-
quer ligagdo aponte para um né com dado grau £’ ndo é uniforme, mas proporcional ao préprio

grau. Ou seja, seguindo qualquer conexdo aleatoriamente € mais provavel que terminemos em

“Valor méaximo para o grau que um né pode ter em uma dada rede.
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um né com grau elevado (hub). Em um grafo, quanto mais conectado se €, mais facil € de ser
encontrado. Este resultado € especialmente relevante para o caso de redes em que os valores
atribuidos para os graus variam muito e serd particularmente ttil em diversos calculos analiticos
onde a natureza heterogénea da rede afeta processos de equilibrio e de ndo equilibrio, mesmo
no caso ndo correlacionado. Para este caso, o comportamento de k,,,(k) é facilmente obtido
quando substituimos a equagao (2.16) na equacao (2.14):
]{32
kre(k) = u (2.17)
(k)
Logo, em uma rede aleatdria ndo correlacionada, o grau médio dos vizinhos mais proximos

nao depende de k e assume um valor constante determinado pelos dois primeiros momentos da
distribuicdo P (k).

Foi observado que a maioria das redes reais apresentam correlacdes entre graus. No entanto,
para muitos propdsitos, as redes aleatdrias ndo correlacionadas sdo importantes, especialmente
para o tratamento analitico de sistemas dindmicos, cujas solucdes geralmente estdo disponiveis
somente para este tipo de rede [15].

O algoritmo mais difundido para construir redes aleatérias com uma distribui¢do P (k) ar-
bitraria ¢ o modelo de configuracoes (configuration model, ou CM). Pela defini¢do original
do algoritmo, atribui-se a cada vértice ¢ (dentre N vértices) um nimero k; de ligacdes que este
nod ird fazer, de acordo com a distribui¢do P(k), com ko < k; < N e impondo a condicdo de
que ) . k; seja um nimero par. Completa-se a rede unindo estas ligagdes entre pares de nds
escolhidos ao acaso. Desse modo, ao fim do procedimento, teremos uma rede com distribui¢cdo
de conexdes P(k) que, em principio, ndo apresenta correlagdes entre graus, pois os nds foram
escolhidos aleatoriamente.

Este procedimento funciona muito bem para redes nas quais (k?) € finito. Porém, para redes
sem escala, deve-se tomar um certo cuidado. De fato pode-se mostrar que, para estas redes,
¢ possivel construir uma rede ndo correlacionada apenas assinalando aleatoriamente os graus
para cada n6 de acordo com a distribui¢do desejada. No entanto, procedendo deste modo, ha-
verd uma fracdo de auto-conexdes e conexdes multiplas, que sdo perfeitamente aceitdveis no
contexto da teoria de grafos, mas, em geral, ndo servem para a modelagem de sistemas reais.
Normalmente bastaria impor restri¢des para evitar multiplas e auto-conexdes durante o processo
de construcdo do sistema, porém, isso acaba por introduzir correlagdes na rede.

De acordo com [15], para construirmos uma rede nao correlacionada, evitando auto-conexoes
e ligacdes miiltiplas, o cutoff k. da rede deve crescer no maximo tio rapidamente quanto N''/2.
De fato, para uma rede com distribui¢do em lei de poténcia, o grau do vértice mais conectado

escala com o tamanho da rede como[15]
Emaz(N) ~ NY0O=D, (2.18)
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Se tomarmos vy < 3 obtemos kjq > N2, 0 que explica o fato de haverem correlagdes
quando utilizamos este algoritmo. Para v > 3 esse problema ndo ocorre, ja que neste caso
Emaz(N) < N2,

Assim, ja que o problema estd na forma como k,,,, escala com o tamanho da rede, foi
proposto [15] o algoritmo do modelo de configuracdes ndo correlacionado (originalmente, un-

correlated configuration model, ou UCM), que baseia-se nos seguintes passos:

e Assinale para cada vértice ¢ (de um conjunto de /V vértices desconectados), um nimero k;
de ligacdes a serem realizadas por este vértice, de acordo com a distribui¢do P(k) ~ k=7,
impondo que Y, k; seja par e ko < k; < N2,

e Construa a rede efetuando as ligacdes em pares de nds escolhidos aleatoriamente de
acordo com uma distribui¢do de probabilidades uniforme, evitando auto-conexdes e co-

nexodes multiplas.

Conforme discutido anteoriormente neste capitulo, para redes nao correlacionadas o grau médio
dos primeiros vizinhos k,,, (k) deve ser independente de k. Isso pode ser observado no grafico
da figura 2.5. Na figura 2.6 mostramos a distribuicdo de conexdes para alguns valores de ~.
Neste trabalho, o algoritmo UCM sera utilizado no estudo de um processo dinamico em redes

sem escala.
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Figura 2.5: Gréfico k,,, x k gerado para N = 10000 e ky = 6, mostrando a independéncia do grau
médio dos primeiros vizinhos k,,, em relacdo ao grau k para quatro valores do expoente .
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Figura 2.6: Gréfico P(k) x k gerado com os mesmos pardmetros N e kg da figura anterior, mostrando
trés exemplos de distribui¢do em lei de poténcia geradas computacionalmente.
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Capitulo 3

Transicoes de fase para estados absorven-

tes em redes complexas

O objetivo deste capitulo € apresentar de maneira geral algumas idéias e conceitos que se-
rdo utilizados ao longo desta tese, tais como ferramentas para o estudo de fendmenos criticos
(tanto no equilibrio quanto fora do equilibrio) e a descri¢cdo de um sistema de particulas por
meio de equacdes mestras. Enfatizaremos processos nos quais hd transi¢do de fase para um
estado absorvente, utilizando como exemplos principais o processo de contato € o modelo SIS.
Inicialmente os conceitos serdo apresentados de maneira mais geral e, em seguida, para o caso

de redes complexas sem escala.

3.1 Processos dinamicos

Para descrever a dindmica de um sistema de particulas estocéstico associaremos a cada si-
tio ¢ da rede uma varidvel o;, que caracteriza o seu estado dindmico. Se cada né representa
um individuo, a varidvel o; pode representar um certo atributo particular deste individuo. Por
exemplo, considere o caso tipico do espalhamento de uma epidemia: nesse cendrio, o; indica
se o individuo ¢ estd saudavel ou infectado por uma certa enfermidade. Para cada nd, pode-
mos enumerar todos os estados possiveis o; = 0,1,2,..., a e o conhecimento da varidvel de
estado de todos os nds da rede nos permite definir um estado microscopico do sistema (micro-
estado), ou seja, podemos representar uma configuragdo particular no tempo ¢ pelo conjunto
o(t) = (o1(t),09(t),...,on(t)),emquei =1,2,..., N.

3.1.1 A equacido mestra

Em geral, ndo é possivel seguir estritamente a dindmica microscépica de sistemas muito

grandes devido ao enorme nimero de varidveis envolvidas e a natureza estocdstica intrinseca da
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maioria dos fendmenos em questdo. A dindmica do processo é dada por meio de transi¢des ins-
tantineas o — ¢’, que ocorrem espontaneamente a uma taxa W,_,,» > 0. Sendo assim, temos
que o estado inicial, o conjunto de todas as configuragdes e as taxas de transicdo descrevem por
completo o modelo estocdstico a ser estudado.

Seja P(o,t) a probabilidade de, no instante ¢, encontrarmos o sistema no microestado o.
Considere que W,_,, é a taxa por unidade de tempo' com que ocorre a transi¢io de um estado
o para um estado ¢’. Se a evolugdo temporal de P(o,t) pode ser determinada completamente
pela distribuicao de probabilidade no tempo ¢ (sem depender do histérico da evolugdo do sis-
tema) diz-se que o processo dinAmico apresenta a propriedade markoviana.

Podemos descrever a dindmica de um sistema estocdstico na forma de uma equacao mes-
tra, que serd formulada em termos das taxas W de transi¢do entre cada estado. Trata-se de uma
equacao diferencial linear que descreve o fluxo de probabilidade “entrando” e “saindo” de uma
certa configuragdo o. A equagdo de evolugdo temporal para P(o,t), ou equagdo mestra, é dada

por
—Pat ZW% (0") =Y  Wosw P(0). (3.1)

v vV
entrando saindo

Note que hé termos de fluxo de probabilidade de entrada e saida do estado o no tempo ¢, de

modo que deve ser obedecida a condicao de normalizacao
> Plot)=1. (3.2)

A principio, de posse da solucio da equagcdo mestra podemos calcular os valores esperados
de todas as grandezas de interesse do sistema. Dada qualquer funcgdo de estado A(c), obtém-se

prontamente seu valor médio no tempo ¢ como
=> A(0)P(a,1), (3.3)

em que (A(t)) representa a média de A(co) no instante ¢. Esta grandeza pode ser vista como
uma média sobre diferentes realizacdes estocdsticas da evolucdo de um mesmo sistema, que
comegam a partir das mesmas condi¢des iniciais. Neste contexto, hd um interesse particular por
sistemas que possuam um limite assint6tico bem definido:

lim P(o,t) = Ps(0). (3.4)

t—o00

Entdo dizemos que o sistema estd em um estado estacionario, no qual a média sobre a distri-
buicao estaciondria vale como representacao do sistema apds um certo tempo transiente.

A equacao mestra descreve um processo de Markov, que niao depende dos estados anteri-

!'Vale ressaltar que, em geral, os coeficientes W ndo sio probabilidades. Logo, podem ser maiores que 1.
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ores do sistema. Em sistemas que apresentam um ndmero finito de estados, esta caracteristica
garante a unicidade do estado estaciondrio[3]. Em geral, para a maioria dos sistemas (mesmo
aqueles muito simples), ndo € possivel obter uma solugdo analitica da equagao mestra. Assim,
¢ comum empregar métodos aproximados para a obten¢do de uma solucdo. A aproximacgdo de
campo médio (CM) € uma das abordagens mais comuns e consiste em substituir as varidveis
microscopicas pelos seus valores médios, sejam estes temporais ou espaciais. Estes modelos de
CM levam a equagdes cinéticas que apesar de serem, em geral, acopladas e ndo lineares, podem
ser analisadas numericamente.

Uma outra possibilidade, que serd muito utilizada nesta tese, € o estudo dos modelos esto-
casticos por meio de simulagdes numéricas, nas quais taxas e probabilidades sdo representadas
em um computador por meio da utilizacdo de geradores de nimeros aleatdrios. Calcula-se
numericamente a distribui¢do de estados do processo através da escolha randomica dentre as
possiveis transi¢cdes para um estado, associando uma certa probabilidade a cada uma destas
transi¢des. Ao fim de cada transicdo, tipicamente incrementa-se o tempo em unidades que sdao
multiplos de passos de Monte Carlo[16]. Espera-se que o sistema atinja o estado estacionario
apOs um certo nimero de passos e que a distribuicdo dos estados convirja para a distribui¢dao
que € solucdo estaciondria da equacdo mestra que descreve tal processo.

Um processo markoviano obedece a condi¢do de balanco detalhado se a equagdo
W01H0P<OJ) = WUHOIP(O) (35)

¢ verdadeira para todo par de estados o e ¢’. Esta ¢ uma condi¢ao forte que, em outras palavras,
nos diz que cada par de termos de “entrada” e “saida” tem contribui¢do nula na equacao mestra.

No equilibrio devemos ter

B}
5 P01 =0, (3.6)

logo, conclui-se que o balanco detalhado € uma condi¢do suficiente para o equilibrio. Processos
fora do equilibrio ndo satisfazem esta condi¢@o, pelo menos nao localmente. Na maioria dos
casos, este tipo de processo esta sujeito a forgas e correntes externas, adi¢ao de energia ou novas
particulas, ou até mesmo apresenta dissipacdo. Por consequéncia, em geral, a distribui¢cdo esta-
cionaria de probabilidade fora do equilibrio é desconhecida®. A condicdo de balango detalhado

nos diz se o sistema € reversivel microscopicamente ou nao.

3.1.2 Transicoes de Fase

H4 muito tempo a fisica estatistica tem dedicado esfor¢cos para compreender o fendmeno

das transicoes de fase: na medida em que variamos um parametro de controle, ocorre uma

2Note que a falta de balanco detalhado ndo implica a auséncia de um estado estaciondrio.
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mudanca no comportamento macroscopico do sistema em questdo. O exemplo mais comum,
porém nao-trivial, de uma transi¢do de fase € a transformacdo fisica pela qual a dgua passa
entre as fases liquida, sélida e gasosa, quando varia-se a sua temperatura: na pressao atmosfé-
rica, a d4gua torna-se gelo sélido precisamente a 0°C' e sofre ebulicdo a 100°C'. Outro exemplo
¢ a mudanga de fase em um material ferromagnético: ao elevar a temperatura acima de uma
temperatura critica, o material muda da fase ferromagnética para a fase paramagnética. Neste
exemplo, a magnetizagdo € o parametro de ordem do sistema, a temperatura ¢ o parametro
de controle e a temperatura critica na qual ocorre a transi¢cdo de fase denominamos ponto de
transicao.

Segundo a fenomenologia de Landau, em uma transi¢do continua o parametro de ordem
varia continuamente entre as fases do sistema, enquanto que em uma transi¢cdo descontinua o

parametro de ordem apresenta um ‘“‘salto” no ponto de transicao.

M4

T, T

Figura 3.1: Grifico que ilustra a transi¢do de fase em um ferromagneto, com campo externo nulo.
Figura retirada de [3].

No ponto de transi¢do, os potenciais termodindmicos tornam-se ndo analiticos (suas deri-
vadas divergem acima de uma certa ordem), caracterizando a transi¢ao de fase. Quando uma
derivada primeira da energia livre € descontinua temos uma transicao de fase de primeira ordem
e, quando a singularidade ocorre na derivada segunda da energia livre, temos uma transi¢ao de
fase de segunda ordem, caracterizada por um ponto critico. Esta ndo-analiticidade ndo aparece
para sistemas pequenos. A causa de tal comportamento singular é dada por flutuagdes micros-
copicas que atingem escalas macroscopicas, originando um comportamento coletivo que fica
melhor caracterizado quando a correlacio entre os constituintes do sistema € investigada. No
exemplo do processo de solidificagdo da dgua, a entropia do sistema (uma derivada primeira da
energia livre de Gibbs) € descontinua, caracterizando uma transicdo de fase de primeira ordem.
No caso do ferromagneto, a transicdo € classificada como sendo de segunda ordem, pois a sin-
gularidade ocorre na segunda derivada da energia livre.

Sistemas estaciondrios fora do equilibrio podem sofrer transi¢des de fase. Entretanto, dife-
rentemente de sistemas em equilibrio termodindmico, geralmente ndo € possivel relacionar as

grandezas relevantes do problema a derivadas das energias livres[17]. Conhecemos estas tran-
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si¢des por transicdes cinéticas, ou transi¢des de ndo-equilibrio[18, 19].

3.2 Processos fora do equilibrio

Um processo € considerado fora do equilibrio se sua dindmica microscépica viola o princi-
pio da reversibilidade microscépica (ou balanco detalhado). De um modo geral, todos os siste-
mas macroscépicos que estdo submetidos a uma forca externa ndo-conservativa ou a uma fonte
de energia encontram-se fora do equilibrio. Isso geralmente é devido ao fato de que, mesmo no
estado estaciondrio, a transi¢do para um certo subconjunto pode ser favorecida. Existem pro-
cessos que violam o principio da reversibilidade microscépica de tal modo que nao podemos
aplicar os conceitos da mecanica estatistica de equilibrio sequer de maneira aproximada. Estes
processos sdo chamados de processos longe do equilibrio.

Em particular, temos sistemas com estados absorventes. Esta denominacdo ¢é atribuida a
uma configuracio na qual um sistema fora do equilibrio pode ficar “aprisionado” em definitivo
durante sua evolugdo. Um estado absorvente pode ser atingido a partir de outros estados, mas
qualquer outro estado ndo pode ser atingido a partir do estado absorvente. Para um sistema fi-
nito com pelo menos um estado absorvente acessivel, os estados ndo absorventes sao chamados
de estados transientes. Processos com estados absorventes sdo um tipo de processo longe do

equilibrio.

Figura 3.2: Um simples processo de trés estados. Os estados 1 e 2 sdo transientes, enquanto o estado 3
¢ absorvente.

Para exemplificar, considere um processo simples que possui apenas 3 estados possiveis.
As possiveis transi¢des sdo exibidas de maneira esquematica na figura 3.2. Note que é pos-
sivel acessar os estados 2 e 3 a partir do estado 1, assim como € possivel fazer a transi¢ao
para os estados 1 ou 3 a partir de 2. Ou seja, para este modelo, partindo de 1 ou 2 € possivel
acessar qualquer outra configuracdo do sistema, fato que caracteriza estes estados como sendo

transientes. Porém, uma vez que o sistema atinge o estado 3, jamais saird desta configuragdo.
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Empregando linguagem coloquial, pode-se dizer que a dinamica do sistema foi “absorvida” no
instante em que foi atingido o estado absorvente 3.

Um tipo especial de transi¢do de fase fora do equilibrio € a que ocorre em sistemas com
estados absorventes que admitem um ou mais estados estaciondrios ativos (ndo-triviais) além
do estado estaciondrio absorvente. Denotamos estas transi¢cdes por transicoes de fase para
estados absorventes.

Processos com estados absorventes aparecem com frequéncia na modelagem de fendmenos
em diversas dreas do conhecimento, tais como reagdes quimicas, epidemiologia e dindmica po-

pulacional.

3.3 Universalidade

O conceito de universalidade [20] € importante para o estudo de transi¢cdes de fase, tanto
no equilibrio quanto longe dele. Em Mecanica Estatistica, universalidade € a observagdo de
que existem propriedades do sistema que ndo dependem dos seus detalhes dinamicos e isso é
verdadeiro para uma grande classe de processos. Com este conceito, espera-se que 0 compor-
tamento critico de tais transi¢des possa ser associado a um conjunto finito de possiveis classes,
as quais denotamos classes de universalidade. Este conceito foi proposto originalmente por
fisicos experimentais cujo objetivo era descrever sistematicamente a observagdo de que varios
sistemas, aparentemente nao relacionados, apresentavam o mesmo tipo de comportamento sin-
gular em uma transicdo de fase. Transi¢cOes continuas sdo caracterizadas pela auséncia de um
comprimento caracteristico que, em geral, sdo caracterizados por leis de poténcia. Analisamos
as classes de universalidade em termos de expoentes e fungdes de escala definidos préoximos da
criticalidade. Logo, uma estimativa precisa destes expoentes é fundamentalmente importante

oS

3.3.1 Expoentes criticos

Na Mecanica Estatistica de equilibrio, descrevemos as transi¢des de fase em termos de uma
teoria de escala fenomenoldgica. Por exemplo, considerando que um dado campo externo H €
nulo temos que, abaixo de uma certa temperatura critica® 7,,, um ferromagneto ideal apresenta
uma magnetizagdao M ndo nula. Observa-se que, na fase ordenada (7' < 7..), na medida em que

nos aproximamos de 7., essa magnetizacao espontanea vai a zero seguindo uma lei de poténcia

|M| ~ (T, —T)". 3.7)

3Esta temperatura critica é conhecida como a temperatura de Curie.
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O expoente (3 ¢ um expoente critico.
Também foram introduzidos outros expoentes para descrever o comportamento de grande-
zas tais como o calor especifico C' e a suceptibilidade magnética y que, na criticalidade, também

apresentam comportamentos em leis de poténcia:
C~IT.—-T|™® (3.8)

X~ |T.—T|7. (3.9)

Sabemos que grandezas fisicas como calor especifico, suceptibilidade magnética e magneti-
zacdo sdo propriedades macroscopicas da matéria, fazendo parte da descricao termodinamica de
um sistema. Mas, como nosso objetivo € estudar o comportamento do sistema préximo a uma
transi¢cao de fase, € necessario entender o que acontece neste sistema na escala microscépica.

Para o fim de obter uma descricdo microscépica dessa transi¢do de fase ferromagnética,
a interacdo entre spins é o elemento mais importante. O modelo microscOpico mais simples
utilizado para descrever a transicao de fases em um ferromagneto € o modelo de Ising, cuja

hamiltoniana é definida como
H=-J) o, (3.10)
(i,4)

em que J € a constante de troca, o; = +1 € a varidvel de spin que representa 0 momento
magnético em cada sitio e o indice (7, j) indica que a soma deve ser feita sobre sitios i e j que
sejam primeiros vizinhos. Devido a sua simplicidade, o modelo de Ising tem sido estudado
extensivamente tanto em situagdes nas quais os elementos do sistema estdo localizados em
reticulados D-dimensionais, quanto no caso em que todos estdo conectados uns aos outros. O
primeiro caso corresponde a situagdes mais proximas da realidade dos materiais magnéticos;
por outro lado, no segundo caso, cada spin estd submetido 2 mesma “influéncia” (ou campo
médio) com relacdo aos outros.

E 1itil definir uma funcio de correlagio, c(r),
c(r) = (ai0;) = (i) {0) (3.11)

em que r = |r; — r;|. Esta func@o permite analisar como a varidvel de estado em uma posicao
correlaciona-se com o estado de um sitio que estd a uma distancia r. Assim, se fizermos r — oo,

¢(r) vai a zero. Para valores longe do ponto critico, ¢(r) decai exponencialmente como
co(r) ~e s, (3.12)

em que ¢ € o comprimento de correlaciao do sistema, que depende da temperatura.

Para temperaturas proximas de 7., é observado o aparecimento de correlacdes de longo
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alcance (ou seja, & — oo*) e, nessas condigdes, a funcdo de correlagdo decai como

1
C(T’) ~ Td_T777 (313)

em que d € a dimensdo do sistema e 77 € um expoente critico associado a funcao de correlagao.
Isso quer dizer que, fora da criticalidade, um sistema composto por muitos corpos apresenta

correlagdes entre seus constituintes que estdo limitadas por um comprimento &. Na criticalidade,

as correlagdes decaem lentamente, sem que haja qualquer comprimento caracteristico. Quando

T — T., o comprimento de correlagio diverge como
E~|T-T77, (3.14)

em que v € outro expoente critico. De fato, caracterizamos o ponto critico pela inexisténcia de
uma escala de comprimento, tornando o sistema invariante sob transformacgdes de escala.

No caso das transi¢des de fase para estados absorventes ocorre algo similar. Entretanto, sis-
temas longe do equilibrio devem necessariamente possuir uma dinadmica, de modo que passam
a existir dois comprimentos de correlacio diferentes: o comprimento de correlacio espacial
¢ e o comprimento de correlacao temporal, ou tempo caracteristico, 7, juntamente com 0s
respectivos expoentes associados v, e v|. Chama-se a razdo entre esses expoentes, z = v JVi,

de expoente dinamico por relacionar as escalas espacial e temporal na criticalidade.

3.4 Processo de contato

O Processo de contato (PC) foi proposto por T. E. Harris em 1974 como um modelo simples
para propagacao epidémica, consolidando-se posteriormente como um dos processos dindmicos
mais simples a apresentar uma transicao de fase para um estado absorvente. Na interpretacao
do modelo, cada sitio ¢ de uma rede (em um caso tipico, uma rede hipercubica d-dimensional)
representa um individuo que pode estar em um de dois estados: infectado (o; = 1) ou sauddvel
(o; = 0). Para este modelo diz-se que sitios infectados sdo sitios ativos e estes, por sua vez,
transmitem a infeccdo através do contato com os vizinhos mais préximos. Um sitio saudavel
somente pode tornar-se infectado (o;(t) = 0 — o0;(t) = 1) se houver um primeiro vizinho que
estd ocupado. Esta ocupacdo se d4d a uma taxa Am, em que A € a taxa de infeccao (ou taxa de
replicag@o) para o sistema e m € a fracdo de primeiros vizinhos do sitio ¢ que estd infectada.
Por sua vez, sitios infectados se recuperam a uma taxa unitdria e prontamente estao suscetiveis
a reinfeccdo. Consequentemente, é facil perceber que o estado o; = 0,V ¢ é um estado absor-
vente.

Pode-se interpretar o PC como um processo no qual uma certa condi¢do transiente ou excita-

“Esta divergéncia de ¢ é a origem primdria de todos os fendmenos que sio associados a criticalidade.
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¢do no sistema se espalha através de uma influéncia de curto alcance [2] e, se este espalhamento
nao for suficientemente rapido, tal excitacdo desaparece. A fronteira existente entre a persistén-
cia e a extincdo da atividade € marcada por um ponto critico finito, ndo nulo, \. bem definido.
No PC o parametro de ordem, de maneira andloga a magnetizacdo no modelo de Ising, é
a densidade de sitios ativos (ou particulas) no estado estaciondrio, p, que € nula no estado ab-
sorvente. Na medida em que A aumenta além de \., ocorre uma transi¢ao de fase continua do

estado absorvente para um estado ativo estaciondrio, como ilustrado na figura 3.3.

Figura 3.3: Densidade de particulas no estado estaciondrio em fung¢do da taxa de replicag¢do para o PC.

Este modelo ndo possui solugdo analitica conhecida, mas vdrias propriedades importantes
associadas a ele estio rigorosamente bem estabelecidas e seus pardmetros criticos sdo conheci-
dos com elevada precisdo por meio de estudos numéricos. Assim, ¢ comum dizer que o PC é
o “modelo de Ising” das transi¢des de fase para estados absorventes, servindo como ponto de

partida para o estudo de problemas de ndo equilibrio.

3.4.1 Ciriticalidade

No estado estaciondrio, quando o sistema se encontra proximo ao ponto critico, observa-se

que a densidade de sitios ativos segue uma lei de poténcia
P~ A=A (3.15)

em que p = p(o0) e [ é o expoente critico associado ao pardmetro de ordem.
Podemos analisar a evolugdo temporal do PC (figura 3.4.1) comecando a dindmica do sis-
tema a partir de uma configuracdo pré-absorvente simples: uma unica particula no centro da

rede vazia. Sendo assim, um ensaio (ou amostra) pode simplesmente cair no estado absorvente
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apds o primeiro passo de tempo, mas também pode “sobreviver” por um tempo grande. Cada
amostra de simula¢d@o termina no instante de tempo até o qual o sistema permaneceu sem cair no
estado absorvente. Nesta simulacao de espalhamento, as grandezas mais bésicas para a andlise

sdo o nimero médio de particulas

n(t) = Z oi(t) (3.16)

e a probabilidade de sobrevivéncia média Ps(t), que é a probabilidade de, no instante ¢, o

sistema encontrar-se em um estado ativo. Na criticalidade, observa-se a lei de poténcia
Pg(00) ~ A = A7 (3.17)

Para o PC, g = p’ [21]. Isso implica que, quando t — oo, Pg se torna proporcional a p.

Figura 3.4: Amostras do PC, comeg¢ando com uma tnica particula na origem de uma rede vazia. A
esquerda: A < A.; centro: A = A.; a direita: A > A..

Considere a fungdo de correlacio para pares de pontos
C(x) = {oy00) — P° (3.18)
e a funcdo de correlacao temporal
Cs(t) = Probabilidade[o(tg + t) = 1;00(t) = 1] — 7%, (3.19)

assumindo A > \. ety — oo. Quando as varidveis x e ¢t assumem valores muito altos, espera-se

que estas correlagdes decaiam exponencialmente como

C(x) oc e~ XI/¢ (3.20)

Cg(t) oc eV (3.21)



Tanto o comprimento de correlacdo espacial £ quanto o temporal 7 (tempo caracteristico) di-
vergem na medida em que A\ — \. e seus comportamentos criticos sdo caracterizados pelos

expoentes /| € v/, respectivamente. Assim, na vizinhanga de A, temos as leis de poténcia:
£~ | A= AT, (3.22)
T~ A= A THL (3.23)

Outras quantidades que fornecem informagdes relevantes acerca do processo sdo: o espa-

lhamento médio das particulas a partir da particula de origem

R*= %) <Zr20r> (3.24)

e a variancia da densidade de sitios ativos no estado estacionario

X = N{p*) — (), (3.25)

em que [V € o niimero de sitios do sistema. Essa variancia nos fornece uma medida das flutua-
coes do parametro de ordem. Na vizinhanca do ponto critico, estas flutuagdes tornam-se muito

grandes, de acordo com a seguinte lei de poténcia:
X~ A=A ] (3.26)

No regime subcritico (A < A.), Ps(t) quanto n(t) decaem exponencialmente. As particu-
las geradas a partir da particula original se espalham difusivamente via sequéncias nas quais
uma particula gera outra em um sitio vizinho e desaparece logo em seguida. Nestas condicoes,
R%(t) ~ t.

No regime supercritico (A > A.), uma amostra pode sobreviver por tempo indefinido (Ps(t) —
Pg(o0) > 0, quando ¢ — oo). E, no ponto critico, as grandezas Ps(t), n(t) e R?*(t) seguem as

leis de poténcia:

Ps(t) ~ 7, (3.27)
n(t) ~t", (3.28)
R2(t) ~ t¥~. (3.29)

As trés equacdes acima sao validas para tempos longos e requerem que o sistema seja grande o

suficiente para que nenhuma particula atinja a fronteira.
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3.4.2 Escalonamento de tamanho finito

Quando o sistema encontra-se nas proximidades do ponto critico, suas propriedades inten-
sivas apresentam grande dependéncia com relacdo ao seu tamanho. De fato, para fins préticos
de andlise numérica utilizando simulacgdes, o sistema necessariamente terd um tamanho finito.
A técnica de escalonamento de tamanho finito (ETF) nos permite localizar o ponto critico e
fazer estimativas dos expoentes criticos com base em dados para sistemas com véarios tamanhos
[22]. Esta teoria baseia-se na hipétese de que, proximo a criticalidade, a dependéncia com L
das propriedades intensivas é dada unicamente por meio da razdo /&, que representaremos por
ALYvs,

Sabemos que, para modelos com estados absorventes em redes de tamanho finito, que por-
tanto possuem um nimero finito de configuragdes, o tnico estado estaciondrio € justamente o
estado absorvente. Por essa razdo, quando desejamos obter informagdes acerca do estado es-
taciondrio por meio de simulagdes, analisamos o estado quase-estacionario (QE), como sera
visto em detalhes no Capitulo 4. Em uma amostra de simulagdo, o estado QE ¢ atingido ap6s
um certo transiente, que é uma fungdo da distancia ao ponto critico A = |\ — \.|, do tamanho
do sistema e da condicdo inicial. Quando tomamos uma amostragem grande para calcular as
grandezas relevantes, o estado QE € contabilizado apenas com as amostras que ndo atingiram o
estado absorvente até o instante ¢. Na figura 3.5 vemos como a densidade média de particulas
no estado quase-estaciondrio p,, (ou densidade quase-estacionaria) atinge um valor constante
ap6s um certo tempo. A figura 3.6 ilustra como os valores obtidos para p,, em fungio de A
convergem para o seu valor estaciondrio na medida em que L cresce, tornando a transi¢do de

fase cada vez mais evidente.

— L=025

r — L=050 1
L =100

r — L =200 1
L =400

Ll Lol Co ol Ll Lo
1 10 100 1000 10000 le+05
t

Figura 3.5: Gréfico p(t) x t mostrando a relaxacéo para o estado quase-estaciondrio para os tamanhos de
rede L = 25,50, 100,200 e 400 (curvas na cor preta a laranja, na ordem decrescente, respectivamente),
com A\ = A\,
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Figura 3.6: Densidade de particulas no estado quase-estaciondrio em func¢éo da taxa de replicagio para
o PC unidimensional.

Para A\ = )., com L grande, podemos escrever a densidade de sitios ativos no regime QE,
Pge(A, L), como
DA, L) ~ L7 (ALY (3.30)

A fungdo de escala f(x) deve escalar como f(x) ~ x” para valores grandes de z (ou seja,
L > €),jidque p ~ AP. Entdo, de acordo com esta forma de escala, se tracarmos um gréfico
LA/v. Pge X ALY": devemos observar que curvas para diversos valores de L devem coincidir.
E de fato isso acontece, como podemos verificar na figura 3.7, em que os dados da figura 3.6
colapsam perfeitamente na curva f(x). Quando ndo conhecemos \. e/ou os expoentes podemos

variar seus valores de modo a produzir o melhor colapso [23].

N
L . . i
Laa
T E
F & |
[ B, 4
r 0s ]
[ te 1
L .| |
= L=020 .
10 = L=050 -
E L =080 . 3
F & L=400 ]
r a ]
1 2 3
10 10 10 10

Figura 3.7: Grafico reescalonado utilizando os dados da figura 3.6.

Pela andlise de ETF, podemos determinar o ponto critico usando a dependéncia de p,, em
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L. No ponto critico, pela equacdo (3.30), temos
Pye(L) ~ L7P/x, (3.31)

Logo, para A = A, a inclinagdo de um grafico Inp,, x In L nos fornece o valor do expoente
B/v, . Quando fora do ponto critico, ndo encontramos uma lei de poténcia, mas sim curvas com
concavidades para cima no regime supercritico (A > \.) e concavidades para baixo no regime
subcritico (A < A.). Uma andlise de curvatura neste tipo de grifico pode ser utilizada para
determinar o valor de ..

Se aplicarmos a técnica de ETF para a variancia da densidade quase-estaciondria, obtemos
X(A, L) ~ LY g(ALY), (3.32)

de modo que agora temos a fungdo de escala g(x) ~ x~7 para valores grandes de x. No ponto
critico,
x(L) ~ LY/ (3.33)

Agora, considere a evolucao do sistema partindo de uma rede com todos os sitios ocupados.
Podemos caracterizar o tempo de vida do sistema de diversas maneiras como, por exemplo, por
meio do tempo 7, necessdrio para que a probabilidade de sobrevivéncia caia pela metade. Para
tamanhos de sistema muito maiores que o comprimento de correlacdo, essa grandeza escalona

v,

como 7, ~ A7"I. Seguindo um procedimento similar ao anterior, temos

Tm(A, L) ~ LV G(ALYY) (3.34)

em que G(x) ~ 27 para x muito grande. Para A\ = \., 7,,, ~ L"I/V+. Note que, para A > .,
Tm Cresce exponencialmente e, para A < A., um valor constante € atingido na medida em que
L — oo. Novamente, podemos realizar um estudo de curvatura sobre 7, como funcdo de L e
A, determinar ). e obter o expoente v /v, .

Na figura 3.8, resultados de simula¢des confirmam algumas leis de poténcia que esperava-

mos para o PC.

3.4.3 Teoria de campo médio

Conforme discutido anteriormente, podemos escrever uma equagao mestra para o PC a fim

de analisar a evolugdo temporal de p(x, t), sendo que p(x,t) = Prob[o(t) = 1]. Consequente-
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Figura 3.8: Dependéncia de p ., T € x com o tamanho do sistema para o PC unidimensional no ponto
critico.

mente, 1 — p(x,t) = Problox(t) = 0]. Tal equagdo de movimento é dada por

% (x,1) = —p(x,t) + 2 > " Probloy (t) = 1, 04(t) = 0], (3.35)
y

em que y sdo os vizinhos mais préximos de x, ¢ é o nimero de coordenagio da rede’ e

Probloy (t) = 1,0x(t) = 0] é a probabilidade de que o sitio em x esteja vazio, dado que o

sitio vizinho em y estd ocupado. O primeiro termo no lado direito desta equacdo representa a

aniquilacdo de particulas, enquanto o segundo termo representa a criacdo de uma particula no

sitio em x pela particula em y.

A equacdo acima € exata, porém nao podemos resolvé-la analiticamente, ja que hd uma de-
pendéncia com a probabilidade conjunta de dois sitios, mas esta, por sua vez, depende da de
trés sitios e assim por diante, de modo que hd uma hierarquia infinita. A aproximacao de campo
médio usual, assume que a probabilidade de ocupagado p para um dado sitio é independente dos

seus primeiros vizinhos. Assim, tem-se que
p(o; =1lo; =0) = p(o; = 1)p(o; = 0). (3.36)

Substituindo a equacdo (3.36) na equagdo (3.35) encontramos

d

yn (t) = p(A = 1) = A\p?, (3.37)

onde definimos p(o; = 1) = p(t) e p(o; = 0) = 1 —p(¢). A expressdo acima é conhecida como
equacdo de Malthus-Verhulst e modela, por exemplo, a evolugao temporal do tamanho de uma

populacdo cujo crescimento € limitado pela oferta finita de recursos no ambiente [2].

SPara reticulados hipercubicos, ¢ = 2d.
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Tomando o limite do estado estaciondrio, dp/dt = 0, temos que p(t) — p, em que

—1
p=0 ou p= )\T (3.38)

Para todo A tal que A < 1, a unica solucdo estaciondria € a solucdo trivial, ou seja, o estado
absorvente p = (. Entretanto, para A > 1, existe um estado estaciondrio ativo dado pela
equacdo (3.38). Desse modo, A. = 1 marca o ponto critico onde o parimetro de ordem sofre
uma mudancga continua, conforme foi visto no diagrama de fases para o PC.

Para A > 0, a equagdo (3.37) nos mostra que
p=A/X (3.39)

Préximo ao ponto critico, o parAmetro de ordem escalona como p ~ A?. Logo, a teoria de

campo médio fornece S = 1. Analisemos agora a solucdo geral da equagdo (3.37)

A—1

p(t) = P (3.40)

em que consideramos como condicdo inicial todos os sitios da rede ocupados (p(0) = 1). Na

regido subcritica, p(t) decai a zero exponencialmente como
p(t) = Ae” 17N (3.41)

quando ¢ >> 1/(1 — \). Na regido supercritica, p(t) relaxa para p como

—1
p(t) = AT — Be~ D1, (3.42)

De maneira mais sucinta, para A # 1, tem-se
p(t) —p ~ exp(—|1 — Alt). (3.43)

Logo, 7 = |1 — A\~L
Agora, substituindo \. na equacdo (3.37), obtem-se

d 2

Zo(t) =" (3.44)

Portanto, no ponto critico, a densidade de particulas sofre um decaimento assintético em lei de
poténcia como
-1
pt) ~ 17, (3.45)

No ponto critico, temos que p(t) ~ ¢°, em que § = 3/ e, portanto, v = 1.

Resta agora obter o expoente v, , relacionado ao comprimento de correlacdo & e, por con-
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sequéncia, com a escala espacial do sistema. O procedimento para fazer isso € escrever a equa-
¢a0 (3.37) na sua forma continua [2], de modo que a funcdo ¢(x, t) representa a densidade local
de particulas. Acrescentando um termo de difusdo para levar em conta flutuagdes espaciais,

temos a equagao

% (x,t) = (A= 1)d(x,t) — A\p*(x,t) + DV?¢(x, 1), (3.46)

sendo D > 0. Impondo a hipétese de invariancia de escala, é possivel mostrar[2] que §/v, = 2,
logov, =1/2.
Entdo, relembrando, os valores obtidos para os expoentes criticos pela teoria de campo

médio sdo

g =1
v = 1
v, = 1/2

Por meio de outros métodos também podemos obter estes expoentes, para fins comparati-
vos. Ao fazer isso, nota-se que os valores obtidos pela teoria de campo médio sdo quantitativa-
mente incompativeis com aqueles obtidos por métodos mais sofisticados, como uma expansao
em série [24]. A explicagcdo para isso € o fato de que, na teoria de campo médio, despreza-
mos as correlagdes dindmicas entre os sitios, tratando-os como estatisticamente independentes,
e estas correlacdes sdo tdo fortes quanto menor for a dimensionalidade do sistema. Consi-
dere o processo ocorrendo em um reticulado hipercubico: para d = 1, foi encontrado o valor
Ae = 3,297848(20) (por meio de expansdes em série) para o ponto critico do PC, que € distante
do valor A\, = 1 previsto pela teoria de campo médio. Porém, do ponto de vista qualitativo, a
teoria fornece bons resultados. Ao analisar o modelo em redes regulares comd = 2 e d = 3,
observa-se que o valor para o ponto critico e dos expoentes aproxima-se cada vez mais dos
valores de campo médio. Para d > 4, em reticulados, os expoentes previstos pela aproximagao
de campo médio sao exatos. Nesse caso, diz-se que d. = 4, em que d. € a dimensdo critica

superior do modelo.

3.5 Processo de contato em redes sem escala

Nesta se¢do, trataremos do processo de contato em uma rede heterogénea. Sendo mais es-
pecifico, mostraremos uma teoria de campo médio para o PC em redes sem escala de acordo
com os trabalhos das referéncias [8, 25, 26, 27].

Nos ultimos anos, o estudo de processos dindmicos em redes complexas tem recebido
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grande atencao na comunidade cientifica. Para redes regulares a abordagem por teoria de campo
médio mostrou-se importante, descrevendo qualitativamente a maioria das transi¢des de fase.
Para estas redes, em baixas dimensdes, ndo podemos desprezar o efeito causado pelas flutua-
coes, mas, acima da dimensao critica para o0 modelo em questdo, a teoria torna-se quantitati-
vamente correta com relacdo aos expoentes criticos obtidos. Para o caso das redes complexas,
como a maioria delas apresenta a propriedade de mundo pequeno, podemos trati-las como
sendo sistemas de dimensao infinita. Logo, é de se esperar que a teoria de campo médio forneca
uma descri¢do correta para processos dinamicos neste tipo de substrato.

Obteremos agora a equagdo para a evolucdo temporal de py [8], a densidade de sitios com
grau k que estdo ocupados. A densidade total de sitios ocupados € obtida por meio da relacdo
p(t) = >, peP(k). Considere uma rede caracterizada por uma distribuicdo de conexdes P (k)
e correlacdes entre graus dadas pela probabilidade condicional P(k’|k). Sendo assim, tem-se

d P(KE)pre (1)

23 PR(8) = —pi(t) + AR[L — pu(t)] >, - (3.47)
k,

Como no caso de redes regulares, o termo de aniquilacdo de particulas em vértices de grau k é
proporcional a py(t). J4 o termo de criagdo é proporcional a taxa de criag@o A, a probabilidade
de que um né de grau k esteja vazio [1 — py(2)], que este nd esteja conectado a outro né ocupado
de grau k' e finalmente que o vizinho escolha criar a nova particula no vértice de grau k que
estamos considerando (fator 1/%’ no somatdrio).

Assumindo que a rede ndo apresenta correla¢o entre graus, temos que a equagio P(k'|k) =

k'P(k")/ (k) é valida, de modo que a equagdo de taxa toma a forma

d k
—pr(t) = —pi(t A—11 — t)|p(t). 3.48
TrPe(t) = —pi(t) + <k>[ pr(t)]p(t) (3.48)
A solug@o da equagio acima depende da forma de P (k). Para redes homogéneas (nas quais
P(k) decai exponencialmente para grandes valores de k), todos os vértices sdo aproximada-

mente equivalentes. Sendo assim, temos py(t) ~ p(t) e k ~ (k). Desse modo, temos

d

Splt) = =M(1) + (A= p(t) (3:49)

Esta equacdo descreve o PC em uma rede de dimensdo infinita, caracterizado por um ponto
critico \c = 1,de modoque f =1ley = 1.

Para redes heterogéneas, a distribuicdo P(k) apresenta cauda pesada. Assim, é necessario
considerar explicitamente o modo como as densidades parciais p; dependem de k. Impondo a

condicdo do limite estaciondrio a equagdo (3.48), obtemos as solucdes

Akp/ (k)
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Para determinar o comportamento de p(\), devemos analisar a equagdo auto-consistente para
esta grandeza, que € obtida combinando a equagdo (3.50) com a expressao para p em fungado de

pi. Dai, temos

_ XD kP(k

p:——Z}——él—, (3.51)

(k) —~ 1+ Mkp/ (k)

que depende explicitamente da distribui¢do de conectividade. Conforme foi visto no capitulo
2, para redes sem escala e tomando k£ como sendo uma varidvel continua, esta distribuicao é
expressa como

Pk)=(y—1)m 'k, (3.52)

em que m € o menor grau da rede. A solucao da equacao auto-consistente depende diretamente
do expoente . Ao substituir o somatério da equag@o por uma integral, no limite de tamanho

infinito
1

xom/ (k)]

em que Fla,b,c,z] é a fungdo hipergeométrica de Gauss. Utilizando a expansdo assintética

p=F|ly-17, (3.53)

da fung¢@o hipergeométrica para = — 0o, podemos inverter a expressao 3.53 e assim analisar a

criticalidade para valores pequenos de p. Procedendo desta maneira, temos

PN ~ A—DYOD 2<yc3
ﬁ()\) ~ )‘_17 7>3

A partir disso, A\, = 1 tanto para 2 < v < 3 quanto paray > 3 e o expoente critico 3 é dado por

1
- 2<~y<3

=2

B =1, v >3
Agora, devemos considerar para o sistema os efeitos de tamanho finito, que devem afetar os
resultados obtidos até o momento. No caso de redes sem escala infinitas, temos k € [m, o0].
Porém, para uma rede finita com um certo tamanho N, existe um grau maximo k., de modo
que agora k € [m, k.]. Este k. apresenta uma dependéncia com o tamanho da rede e, para redes
nio correlacionadas geradas pelo algoritmo UCM, k, ~ N'/2 [15]. Entio, para redes finitas e

novamente tomando & continuo, a equagado (3.51) nos leva a

7I) NS ] (’“)F[l Lyt (3.54)
P = VY — L, = -\ Y — L, = . .
Apm/ (k) m Apk./ (k)

Para obter o comportamento critico de campo médio, a expressdo acima serd resolvida para o

limite em que p — 0 para um certo valor de pk.. Feito isso, tem-se
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em que f(x) é a inversa da fungdo

_ FlLy =15, -1/a] + T2 — )22t

(3.56)

Para v > 1, f(z) diverge como x'/0=2), que concorda com o limite de tamanho infinito. Para
valores pequenos de x, f(z) — 0 parax — 7, tal que 7o > 0. Entdo, se a quantidade A\ — 1 é
diminuida abaixo de um valor que seja proporcional a k277, entdo p = 0.

Daqui em diante, para prosseguir com a andlise, utilizaremos a técnica de ETF. Porém, al-
guns cuidados devem ser tomados neste momento. Pelo que ja se conhece do PC em redes regu-
lares uma idéia inicial aparentemente coerente seria assumir que a densidade quase-estaciondria

de particulas na rede p,.(A, N) fosse expressa como [8]
Pge = N7P/VL fF(ANY/VLY, (3.57)

ou seja, isso equivale a afirmar que, em uma rede sem escala descorrelacionada com relagdo a
graus, os efeitos de tamanho finito que este processo apresenta s6 dependem do tamanho N do
sistema. Entretanto, existe uma outra classe de processos, 0s quais apresentam uma anomalia
nos efeitos de tamanho finito [25]: além da dependéncia com N, suas propriedades dependem
de maneira explicita e independente também do grau de corte k. da distribuicdo P(k). An-
teriormente foram publicados estudos feitos em redes infinitas, porém com a imposi¢ao de um
cutoff artificial [28]. Foi encontrada uma dependéncia com k. e isso levou a um comportamento
critico completamente diferente daquele previsto para redes infinitas. Note que levar em conta o
verdadeiro “limite termodindmico” para redes sem escala equivale a tomar N — oo e k. — o0
simultaneamente. Quando k. é fixado, o segundo momento (k?) torna-se finito até mesmo para
v < 3. Desse modo, a rede passa a ter escala caracteristica. Assim, vemos que o modo de
atingir tal limite nfo € Unico. Os valores que podemos escolher para k. podem ser expressos
como

k.~ NY*  2<w< . (3.58)

Ocorre que a teoria de campo médio para o PC em redes heterogéneas exibe este compor-
tamento de escala anomalo, o que no fim das contas explica as discrepancias entre a teoria de
campo médio e simulacdes realizadas em redes com vizinhanga aleatéria que foram encontra-
das na literatura [29]. Estd demonstrado que alguns estudos nos quais foi empregada a técnica
de ETF padrao (que presume uma dependéncia exclusiva em V) estdo incompletos.

Para compreender de fato os efeitos de tamanho finito do PC utilizaremos a idéia de que,
no regime de campo médio e com baixas densidades, este processo pode ser visto como uma
simulagdo do processo de espalhamento®, idéntico aquele que foi analisado para redes regulares

(iniciando com uma Unica particula ativa na rede). As taxas de transi¢@o para este processo sao

6Mais rigorosamente, a nivel de campo médio, o PC serd mapeado em um processo de um passo (um passeio
aleatorio tendencioso).
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dadas por [27]

Wn—>n— 1 = N

WanJrl = )\n|i

1 — M] 7 (3.59)

(k)

em que um fator W,,_,,,, denota a taxa com que ocorre a transi¢cao de um estado com n particulas
para um estado com m particulas. Entdo, sabendo que, préximo a \., p € muito pequeno tal que
p(t) < (k)/k, o termo com k no denominador da equagdo (3.50) pode ser desprezado. Assim,

esta equacdo toma a forma
D =~ Mkp/(K). (3.60)

Agora, considerando que p = n/N e substituindo a expressdo aproximada para ;, nas equagdes

de taxa, obtém-se

Wn—m—l = n
Wnar = An(1-g%), (3.61)
N
em que ¢ = (k?)/(k)%. Com base em evidéncias numéricas e argumentos de escala (que,

mais tarde foram confirmados mais rigorosamente nas referéncias [26, 30]), foram propostas as

seguintes leis de escala para o tempo caracteristico 7 e a densidade estaciondria p:

T o~ (N/g)'? (3.62)
p o~ (Ng) 2 (3.63)

Para uma rede com expoente da distribui¢ido de conexdes 7y, um grau de corte dado como na

equacdo (3.58) e tomando N grande, temos as seguintes leis de escala para g:

g ~ k7, 2<y<3
g ~ constante. v >3
Consequentemente,
X 1 3
5~N7  emque ¥=-+max | —10]), (3.64)
2 2w

enquanto, para o tempo caracteristico, obtém-se

R 1 3
T~ N em que & = — — max —’Y,O (3.65)
2 2w

No regime supercritico de campo médio foi verificado que p ~ A”, em que 3 = 1/(y—2), com

A = X — \.. De acordo com [26], a densidade QE para sistemas finitos tem um comportamento
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andmalo dado por

1
PAN)=—G | A N 7comé<<w

3.66
V9N g g ke’ (3.66)

em que G(z) ~ z, parax > 1 e G(z) = constante para r < 1.

Estes resultados foram verificados por simulacdes [27], que confirmam as leis de escala
acima. Na aproximac¢do HMF de um sitio, alguns aspectos importantes tais como o ponto de
transi¢do e corregdes ao escalonamento finito, observadas em simulagdes, ndo sao reproduzidos
de maneira quantitativa. Para capturar estes aspectos, na referéncia [11] foi realizado um estudo
detalhado baseado em uma teoria HMF utilizando uma aproximagdo por pares, que é a teoria
mais simples a levar em conta correlacdes dinamicas entre nds da rede. No limite de tamanho
infinito, os expoentes criticos obtidos sdo 0os mesmos da aproximag¢do de um sitio, porém as
correcdes de tamanho finito obtidas para o escalonamento de tamanho finito na aproximacgao
por pares permitiram uma excelente concordancia com simulagdes QE para expoentes dentro
da faixa 2,3 < v < 3,5 no intervalo de tamanhos de rede investigados 10®> < N < 107, inclu-

sive eliminando desvios observados nas leis de escala para valores baixos de 7.

3.6 Modelo SIS em redes sem escala

O modelo suscetivel-infectado-suscetivel (SIS) é um processo dindmico simples proposto
para modelagem de propagacdo epidémica, que difere do processo de contato no que diz res-
peito a taxa de infec¢do. Na interpretacdo do modelo, novamente cada sitio ¢ de uma rede
representa um individuo que pode estar em um de dois estados: infectado (sitio ativo) ou susce-
tivel (sitio inativo). Os sitios ativos sdo responsaveis por transmitir a infec¢do pelo sistema na
rede, o que ocorre através do contato com os vizinhos mais proximos. Portanto, um sitio sus-
cetivel somente pode tornar-se infectado se houver ao menos um primeiro vizinho infectado,
o que se d4 a uma taxa A. Sitios infectados recuperam-se a uma taxa y e prontamente estao
suscetiveis a reinfeccdo. Daqui em diante, sera estabelecido 1 = 1 (definindo assim uma escala
de tempo). E fécil perceber que o estado o; = 0,V i é um estado absorvente.

Mostraremos brevemente uma teoria de campo médio heterogénea, de acordo com os tra-
balhos das referéncias [31, 32]. Para isso, obteremos a equagdo para p(t), a densidade total
de sitios com grau k que se encontram infectados no instante ¢. A densidade total de sitios
infectados pode ser obtida facilmente por meio da relagdo p(t) = >, prP(k). Considere uma
rede caracterizada por uma distribuicio de conexdes P(k) e correlagdes entre graus dadas pela

probabilidade condicional P(k’|k). Sendo assim, temos a equacdo de evolugio temporal

 oult) = —put) + K[~ pr()Ou(0) (3.67)
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em que

Ou(t) = Y P(K|k)pw(t). (3.68)

O primeiro termo no lado direito da equacdo (3.67), que representa a aniquilagdo de particulas
em vértices de grau k, é proporcional a px(t). Ja o termo de criacdo é proporcional a taxa de
criagdo )\, a probabilidade de que um né de grau k esteja vazio [1 — py(t)] e que este né esteja
conectado a outro n6 ocupado de grau k’.

Assumindo que a rede ndo apresenta correlac@o entre graus, temos que a equagdo P(k'|k) =

k' P(k")/(k) é vilida, de modo que o termo O}, toma a forma
1
Oult) = 7 > K P )pwo (1), (3.69)
k/

que € independente de k: @, = ©@. Podemos obter informago a respeito do limite ¢ — oo

impondo a equacdo (3.67) a condi¢io de estacionariedade dpy(t)/dt = 0:

kO

T 1+ MO 670

Pk

Este conjunto de equacdes mostra que quanto mais alto for o grau de um vértice, maior € a
sua probabilidade de estar infectado. Substituindo 3.70 em 3.69 obtemos a equacdo de auto-

consisténcia
kO

1

cuja solu¢do nos permite calcular © (e, consequentemente, p;) como uma funcdo da taxa de
infeccao .
Na referéncia [6], € utilizado um argumento geométrico para calcular o limiar epidémico

MNIME 3 partir da equagdo (3.71). Assim, obtém-se o limiar

k
NHME <<k—2>> (3.72)
Este resultado confirma que quanto maior forem as flutuacdes topoldgicas da rede, menor seré
o limiar epidémico.

De certo modo, € possivel computar explicitamente o comportamento da densidade estacio-
ndria de individuos infectados p = lim,_,., p(t) como uma fun¢do de A em redes sem escala ndo
correlacionadas. Considere uma rede que, na aproximacao de £ continuo, apresenta uma distri-
buicdo de conexdes normalizada P(k) = (y—1)k] 'k~ e grau médio (k) = (y—1)ko/(7—2),
em que ko € o menor grau da rede. De acordo com o resultado geral 3.72, o limiar epidémico

para redes infinitas é inversamente proporcional ao segundo momento da distribuicdo P(k) e é

37



dado, como uma func¢éo de v, por

¥—3
R el (3.73)
0 sey <3

O comportamento de p pode ser obtido resolvendo explicitamente a equagdo auto-consistente
para © no limite em que A — MMF O célculo completo nos leva a diferentes casos, depen-
dendo da faixa de valores do expoente v em questdo [31]: Quando 2 < v < 3, considerando

os termos dominantes em A da solugdo, temos
D~ AVGY), (3.74)

Esta relag@o ndo apresenta qualquer limiar epidémico e nos d4, no limite estacionério, um valor
de p ndo nulo para todos os valores de A. Note que o expoente 1/(3 — v) é maior do que 1. Isto
implica que, para A pequeno, o valor de p cresce muito devagar, ou seja existe uma grande faixa
de valores de A para os quais p < 1.

Para v = 3, correcdes logaritmicas dominam a forma de escala da solu¢do, de modo que
p e tiod (3.75)

Neste caso também hd auséncia de limiar epidémico e p vai a zero continuamente, apresentando
um valor exponencialmente pequeno para uma grande faixa de valores de \.

Considerando o caso 3 < v < 4 e tomando a solu¢@o ndo nula para ©, temos

1/(v=3)
_ -3
~(-nhom) 70

em que uma persisténcia de p em lei de poténcia € observada. Isto estd associado a existéncia
de um limiar epidémico nao nulo, de acordo com a equagao (3.73).
Por fim, quando v > 4, os termos mais relevantes da expansido para © agora revelam o

comportamento
U
P ko(y —2)’

que resgata o resultado ja conhecido para redes homogéneas [6].

(3.77)

Apesar de bem sucedida por quase dez anos, alguns resultados da teoria HMF para o modelo
SIS foram postos em cheque por abordagens tedricas recentes que obtiveram novos resultados.
Chatterjee e Durrett [33, 34] provaram de maneira rigorosa que, para tamanhos infinitos, o
limiar epidémico € nulo para qualquer expoente vy da distribui¢cao de conexdes. Ainda na década
passada, uma nova abordagem de campo médio foi proposta por Wang et al [35, 36]. Esta nova

aproximacdo foi denotada por teoria de campo médio quenched’ (quenched mean-field, QMF)

"Denota-se uma rede que nio evolui no tempo como uma rede guenched.
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[37]. A idéia fundamental desta aproximacdo € determinar a equacdo de evolugdo temporal para
a probabilidade p; de que um certo sitio ¢ esteja infectado, levando em conta todas as conexdes
da rede como aparecem na matriz de adjacéncia. Esta abordagem prevé, para qualquer grafo,
um limiar epidémico dado por

AGME ﬁ (3.78)
em que Ay é o maior autovalor da matriz de adjacéncia. Este resultado, combinado com a

expressdo para Ay obtida por Chung et al [38]

Ay ~ max[\/Epaz, (k) /()] (3.79)

nos da o limiar

1/vVkpae para~y > 5/2
aaur o ) para y > 5/ (3.80)

% para2 <y < 5/2

em que k., € o maior grau da rede. Esta relacdo concorda com o resultado exposto na refe-
réncia [33], j4 que o limiar epidémico vai a zero para N — oo desde que k4, divirja com N
independente do valor de 7.

Vale ressaltar que, apesar de a equacdo (3.78) representar um avanco em relacdo ao resul-
tado da teoria HMF®, ela ndo é exata. Ambas as abordagens baseiam-se em uma aproximacio
de campo médio que fatoriza a probabilidade de os sitios vizinhos estarem infectados como o
produto das probabilidades dos sitios individualmente. Assim ficam negligenciadas correlacdes
dindmicas, que podem ser relevantes, entre os estados de nds adjacentes. Por esta razdo, a real
precisdo da equagdo (3.78) precisa ser verificada caso a caso.

Recentemente, Mata e Ferreira desenvolveram uma extensao da teoria QMF, a aproximacao
de campo médio quenched por pares’ (PQMF) [39] e compararam os resultados com as teo-
rias HMF e QMF. Nesta referéncia, os limiares para redes com distribui¢do em lei de poténcia
foram obtidos a partir de solu¢des numéricas para um problema de autovalor. Foi mostrado que
o escalonamento dos limiares epidémicos com o tamanho do sistema na teoria PQMF ocorre
de acordo com o escalonamento da teoria QMF. Porém, em relacdo a teoria quenched original,
os limiares encontrados utilizando a aproximagdo de pares sdo quantitativamente muito mais
proximos daqueles obtidos via simulagdo.

Resumindo o conteddo tedrico que foi apresentado até o momento, conclui-se que: para
v < 3, existe um consenso a respeito dos limiares epidémicos do modelo SIS: as teorias QMF
e HMF sdo equivalentes e semelhantemente precisas para v < 5/2; no regime 5/2 < v < 3
somente a teoria QMF funciona corretamente; para v > 3 a teoria HMF prevé um limiar epidé-

mico finito, enquanto a teoria QMF prevé um limiar nulo, o mesmo que previu para valores de

8A expressdo para ATMF pode ser obtida a partir da equagdo (3.78) inserindo o maior autovalor para a rede
annealed.

°Note que esta teoria é um aprimoramento em relacio a teoria QMF, pois a aproximaco por pares passa a
considerar a correlagdo de estados entre nés adjacentes.
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~ em todas as outras faixas [37, 39].

Ainda a respeito desta controvérsia, Lee et al [40] propuseram que, para uma faixa de va-
lores )\?M F < X < A\, (com )\, ndo nulo) os hubs em uma rede aleatdria tornam-se infectados,
porém a atividade na rede fica restrita a vizinhanca dos mesmos. Sitios altamente conectados
sdo responsaveis por dominios locais de atividade que sdo independentes quando estes sitios
nao estdo conectados entre si. Os tamanhos destes dominios ativos crescem com o aumento
de )\ eventualmente levando a uma superposi¢ao destes dominios e a uma fase endémica da
epidemia quando A > A.. Note que, em redes onde quase todos os hubs estdo conectados
entre si diretamente, € possivel manter uma fase endémica na rede até mesmo para valores de
A muito pequenos devido a frequentes eventos de mutua reinfec¢do entre os hubs conectados.
Inspirados pelos argumentos de Lee et al [40], Boguiid et al [41] propuseram uma abordagem
semi-analitica levando em consideracdo um mecanismo de reinfeccao de longo alcance e ob-
tiveram um limiar epidémico que tende a zero para v > 3. Para isso, os autores compararam
suas previsdes tedricas com simulagdes comegando a partir de um tnico sitio infectado na rede
e utilizaram um critério de lifespan (tempo de vida) divergente para determinar os limiares epi-

démicos.
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Capitulo 4

Simulacao do regime quase-estacionario em

redes regulares e complexas

Quando se trata da simulacido de processos dindmicos que apresentam transi¢cdes de fase
para estados absorventes, o maior problema a ser contornado € o fato de que tais analises numé-
ricas devem ser, necessariamente, realizadas em sistemas finitos. E, se considerarmos tempos
suficientemente longos, inevitavelmente um estado absorvente serd visitado pelo sistema por
flutuacgdes estatisticas e devido ao fato de haver um nimero finito de configuracdes acessiveis.
Isso implica que os tnicos estados estaciondrios reais para sistemas finitos sdo estados absor-
ventes. Além disso, algumas técnicas bastante difundidas, como simulacdes dinamicas de es-
palhamento [2], ndo podem ser aplicadas para redes complexas devido a propriedade de mundo
pequeno destas redes!. Uma alternativa é considerar o estado quase-estacionario (QE), no qual
a dinamica original € perturbada para contornar o estado absorvente de tal modo que esta per-
turbacgdo seja irrelevante em relacdo as grandezas de interesse e o limite termodinamico correto
(assim como seu conjunto de expoentes criticos) seja obtido por meio de uma técnica adequada
de escalonamento de tamanho finito. Neste capitulo, iremos comparar majoritariamente, em
redes regulares e complexas, os resultados de quatro métodos de simulag@o, a saber, o método
quase-estacionario padrio (S0S?), o método de condicio de fronteira refletora (RBC?), o
método de reativacdo dos hubs (HRB*) e o método de campo externo (EF°). Simulacdes
foram realizadas para dois processos dinamicos bem conhecidos que apresentam estados absor-
ventes: o processo de contato e o modelo SIS. Os resultados deste capitulo foram publicados

em outubro de 2016, no peridédico Physical Review E [9].

ITais simulagdes requerem um sistema que seja grande o suficiente para que a dinamica nio atinja uma das
fronteiras da rede, o que explicitaria a finitude do sistema.

Do inglés, standard quasistationary method.

3Do inglés, reflecting boundary condition.

‘Do inglés, hub reactivation method.

Do inglés, external field.
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4.1 Estados quase-estacionarios

Comumente, a terminologia QE, em um contexto de simulacoes, € atribuida as médias ape-
nas das amostras que nao visitaram um estado absorvente durante a execucdo da dinamica origi-
nal. Entretanto, aqui, este termo serd empregado em um contexto mais geral, sendo interpretado
como uma perturbacdo na dindmica, que € aplicada ao sistema para evitar que o0 mesmo fique
preso ao estado absorvente, enquanto as grandezas QE intensivas convergem para os valores
estaciondrios correspondentes no limite termodinamico.

Antes de prosseguir para o detalhamento das técnicas especificas para simular o estado QE,
€ necessario compreender alguns conceitos basicos. Para este fim, considere um processo de
um passo [42] X;, que serd o processo estocdstico original (este inclui o estado absorvente com
n = 0 sitios ativos®). Agora, seja X; um processo similar, no qual a possibilidade de haver
um estado absorvente é excluida. Para X/, a evolugdo temporal é a mesma que a de X; quando
n > 0, amenos de uma mudanca nas regras que deverd ser desprezivel no limite termodindmico
da fase ativa. Assim, apos um tempo finito, o processo X retorna para uma fase ativa sempre
que houver uma tentativa de visita a um estado absorvente.

Sejam P, e P a probabilidade de que hajam n sitios ativos nas dindmicas original e pertur-
bada, respectivamente. Em acordo com conceitos do capitulo anterior, a equacao mestra para o

processo original é dada por

% =S WP — S WP, 4.1)

em que w,, ,, € a taxa de transi¢do de estados com m para n sitios ativos. Introduzindo a fonte de

atividade perturbativa, que remove os estados absorvente, chega-se 4 nova equacdo dinAmica’

dpPy
dt

> wamPh =Y wanPr+ (P, Py, (4.2)
em que a relacdo funcional F' ird depender do método QE em particular. A partir da distribuicdo

QE P, que é a solucdo estaciondria da equacdo (4.2), podemos extrair as grandezas quase-

estaciondrias basicas.

4.2 Método quase-estacionario padrao

Conforme mencionado anteriormente, este método consiste em calcular médias apenas so-

bre as amostras que estdo no estado ativo até um instante de tempo ¢. Para o processo dinamico

®Nessa andlise, sio permitidos miltiplos estados absorventes.
"Neste caso esta equagiio ndo serd necessariamente uma equagiio mestra, ji que termos nio lineares podem ser
incluidos.
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original, a distribuicao QE ¢ dada por

= . Put)
P, = tlg({lo P(l)’ n >0 4.3)
em que
Pi(t) =) Pu(t) =1— Py(t) (4.4)
n=1

¢ a probabilidade de sobrevivéncia do sistema, ou seja, a probabilidade de que o processo nao
tenha atingido o estado absorvente até o instante . De um ponto de vista pratico essa estratégia
pode ser problematica, ja que, para valores criticos e subcriticos do pardmetro de controle A
o sistema acessa o estado absorvente com muita frequéncia, resultando em intervalos curtos e
ruidosos para os dados estaciondrios. No ano de 2005, De Oliveira e Dickman propuseram uma
estratégia eficiente para contornar este tipo de problema: sempre que houver uma tentativa de
visita ao estado absorvente, o sistema assumird uma configuragao ativa selecionada ao acaso a
partir da distribui¢cdo QE. Em outras palavras, o fluxo de probabilidade para o estado absorvente
€ redirecionado para configuragdes ativas pelas quais o sistema passou ao longo da simulagdo,

de modo que o termo de fonte /' na equacdo (4.2) € dado por
F =wyP;, 4.5)

em que wy =y, 40 Wo,m € a taxa total de entrada para os estados estaciondrios. Verifica-se
que a solucdo estaciondria da equagdo (4.2) com este termo de fonte em particular corresponde
a solucdo QE da equacdo (4.1) [43].

Tomando-se a derivada temporal da equacao (4.4) e assumindo a existéncia do regime quase-
estaciondrio quando ¢t — oo, obtemos

dP,  dPy,
el Tl P1Py(t), (4.6)

em que usamos a equacio mestra 4.1 com a condicion = O e P, = P,P, paran > 0. A

solugdo é P ~ exp(—t/7,), em que
1

~ P

¢ o tempo tipico de relaxacao para passar de um estado QE ativo para um estado absorvente.

4.7)

Ta

Um empecilho para a realizacdo de amostras de simula¢do utilizando esta técnica € o fato
de que a distribuicdo QE nao é conhecida previamente. Porém, este problema é resolvido
construindo-se uma lista (histograma) com M configuragdes ativas (pelas quais o sistema pas-
sou ao longo da simulagdo), que serd utilizada para escolher ao acaso um novo estado apds cada
tentativa de entrada no estado absorvente. Para que a distribui¢cdo deste histograma convirja para
a distribuicio QE do processo [44], a lista € atualizada constantemente substituindo-se uma con-

figuracdo aleatdria pela configuracio atual do sistema com uma probabilidade p, a cada passo
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de tempo.

4.3 Método de condicao de fronteira refletora

Nesta técnica, evita-se o estado absorvente retornando o sistema a configuracdo ativa na
qual ele se encontrava no passo exatamente anterior a tentativa de visita ao estado absorvente®,

representando uma fronteira refletora [45]. O termo de fonte para a equacio dinamica 4.2 torna-

se, entao,
F = (610 — o) F}- (4.8)
A distribui¢io QE é dada por P,, = lim,_,, P? e, paran = 0, a equagio (4.2) assume a forma
simplificada .
dj; 0 =P - P (4.9)

No limite estaciondrio, P} torna-se constante, de modo que P; = Py. Aqui, Py é a probabili-
dade de o sistema encontrar-se no estado absorvente, no regime estacionério. Logo, o sistema
estd na fase ativa com a probabilidade complementar 1 — P,. Para calcular o tempo de vida
(lifespan), considere uma dindmica com tempo discreto, de passo 7 = 1, interpretado como
sendo o tempo médio que o sistema permanece na fase absorvente. A probabilidade de que o
sistema esteja em um estado com n > 0 para s — 1 passos e retorne ao estado n = 0 no passo s

é (1 — Py)*~1Py. Assim, o tempo médio entre duas visitas ao estado absorvente é dado por

- - 1
=10 t(1— Pg)' 1Py = ;—0 =—, (4.10)
t=0

o P

recuperando a equacio (4.7). E importante observar que, conceitualmente, este tempo difere
daquele para o método SQS, ja que este € o tempo médio para visitar o estado absorvente par-
tindo de um tnico sitio ativo. Logo, as propriedades de escalonamento podem ser diferentes ao
compararmos os dois métodos. Considere um processo epidémico ocorrendo em um reticulado
d-dimensional. Em grafos homogénenos (o que inclui reticulados) o processo de contato € o
modelo SIS podem ser mapeados um no outro e apresentam a mesma criticalidade, pertencendo
ambos a classe de universalidade da percolacdo direcionada [2]. A probabilidade de que a epi-
demia esteja ativa em um instante ¢, tendo iniciado com um unico sitio infectado é dada pela
probabilidade de sobrevivéncia P; e, no ponto critico \., esta probabilidade segue a relagdo de
escala

P, ~ t%exp(—t/t,)[2], 4.11)

em que a finitude da rede é “sentida” em um tempo caracteristico t, ~ N* , sendo que N = L¢

¢ o ndmero de sitios para uma rede de dimensao linear L. Assim, o tempo médio entre duas

8Estados com n = 0 sdo acessados neste caso, porém o processo retorna ao estado anterior com taxa igual a 1.
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visitas ao estado absorvente é dado por

[ee] P [ee] .
T, = 30 4y P,dt ~ N*(1-9) (4.12)
dt
0 0

para d menor que a dimensio critica superior d. = 4, para a qual 6 < 1. A dltima integral foi
resolvida utilizando o método do ponto de sela. Acima da dimensdo critica superior, corres-
pondente ao campo médio de maior interesse para este trabalho [46, 47], tem-se que 6 = 1 e
t, ~ N1/2. Resolvendo a integral explicitamente, encontra-se um valor de 7, que aumenta com

o logaritmo do tamanho do sistema.

4.4 Método de reativacao de hubs

Para o caso de redes heterogéneas, investigou-se também uma alternativa ao método RBC,
que consiste no seguinte procedimento: apds visitar o estado absorvente, a atividade sempre

recomeca a partir do sitio mais conectado da rede.

4.5 Método de campo externo

Neste método, um campo externo acoplado ao sistema cria atividade com uma taxa f es-
colhida de modo a se anular no limite N — oo [48]. Para esta técnica, o termo de fonte na
equagdo (4.2) é dado por

F=f(N—n+1)P", —f(N=n)P, n>0 (4.13)

Este termo ja leva em conta o fluxo de entrada e saida em P devido a criacdo espontanea pelo

campo externo acoplado. Para o estado absorvente, temos

AP}

O regime estaciondrio € atingido para tempos longos, oque implica em F: =fN FS. Logo,

1
=== (4.15)
PO Pl

onde levamos em conta que o tempo médio que o sistema permanece no estado absorvente é

dado por 7o = 1/(fN).

A densidade critica de sitios ativos produzida por um campo externo fraco f segue a re-
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lacdo de escala prr ~ N7, Impondo a condicdo de que esta densidade critica torna-se
desprezivel quando comparada com a densidade QE e assumindo f ~ N~%, temos que a
condigdo ppr < pop € satisfeita se a > (%0, > 1 também for’. Verifica-se esta dltima
desiguldade utilizando os conjuntos de expoentes criticos 5* = (0, 252; 0, 398; 0, 464; 0, 500) e
on = (9,23;3,72;2,52;2,00) da classe da percolagdo direcionada parad = 1, 2,3 e d > 4,
respectivamente. Dessa maneira, a taxa total de criacdo tende a zero no limite termodindmico e
o sistema permanece no estado absorvente durante intervalos de tempo que divergem neste li-
mite. Como veremos adiante, para a implementagdo computacional isso ndo serd um problema,
ja que isso é implementado com um passo de tempo At = 1/(fN). Apenas deve-se observar
que, nesse caso, as distribui¢des QE devem ser construidas usando apenas as configuracdes na
fase ativa das simulagdes como -

e Py = 0. Neste limite, os métodos RBC e EF tornam-se equivalentes.

4.6 Algoritmos

Os algoritmos para simulacdo nos métodos SQS, RBC e HR, no modelo SIS, sdo imple-
mentados da seguinte maneira [37]: A cada passo de tempo, é computado o nimero de sitios
infectados /NV; e o numero total de ligacdes que estes sitios fazem N,,. Com probabilidade
N;/(N; + AN,,) um sitio infectado, selecionado ao acaso, torna-se suscetivel. Com a proba-
bilidade complementar AN,,/(N; + AN,,), seleciona-se uniformemente ao acaso uma conexao
partindo de um sitio infectado (cada um dos sitios ativos tem a mesma chance de ser escolhido)
e a infecc@o € enviada no sentido do outro componente da ligacdo, possivelmente em estado
suscetivel. O nimero de nds infectados e as conexdes relacionadas a eles sdo atualizados de
maneira apropriada, o tempo é incrementado por um fator At = 1/(N; + AN,,) e o processo
todo € iterado.

Para a simulacdo com o método EF ha um terceiro evento possivel: a infeccdo esponta-
nea de um sitio ao acaso com taxa f. Neste caso, o primeiro evento mencionado no paragrafo
anterior (cura) passa a ocorrer com probabilidade N;/(N; + AN,, + fN), o segundo evento
(possivel transmissdo da infec¢do) ocorrerd com probabilidade AN,,/(NV; + AN,, + fN), en-
quanto o evento adicional (infec¢do espontdnea) ocorre com a probabilidade complementar
fN/(N; + AN,, + fN). O incremento de tempo passa a ser At = 1/(N; + AN,, + fN).

As simulagdes para o processo de contato sdo realizadas utilizando um procedimento pa-

drdo [2]: A cada passo de tempo, computa-se o nimero de individuos infectados /V;. Um sitio

965, é um expoente da classe de universalidade PD, definido quando h4 um campo externo fraco acoplado ao
sistema [2]
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infectado € selecionado ao acaso com probabilidade uniforme e tenta infectar um dos vizinhos
mais proximos, novamente selecionado aleatériamente com probabilidade A\/(1 + A). Com a
probabilidade complementar 1/(14 \) ocorre a cura de um sitio infectado selecionado ao acaso.
O tempo aumenta de uma quantidade At = 1/(V;+AN;) e, mais uma vez, o processo ¢ iterado.
Para o método EF as probabilidades de infec¢do espontanea, infec¢do devido a um vizinho pré-
ximo e cura espontanea sdo, respectivamente, fN/(N; + AN; + fN), AN;/(N; + AN; + fN)
e N;/(N; + AN; + fN) e o incremento de tempo é At = 1/(N; + AN; + fN).

As grandezas QE relevantes sdo calculadas durante um tempo de média ¢,,,, decorrido apds
um tempo de relaxagio ¢,. Durante o intervalo ,,, é computada a distribuicio P,,, de modo que
cada configuracdo com n sitios ativos contribui para a distribui¢do QE com uma probabilidade
que € proporcional ao seu tempo de vida. Em redes complexas, foram usados tempos de média
da ordem de 108, tempos de relaxagdo da ordem de 10° e p, = 1072 (para 0 método SQS). Para

reticulados, foi adotado ¢, > 107.

4.6.1 Caracterizacio numérica do ponto critico

O comportamento critico de processos tanto de equilibrio quanto fora dele, apresenta com-
primentos de correlacio espacial e temporal que divergem no limite termodinamico devido a
flutuacdes no espaco e no tempo que sdo, por si sO, divergentes. A anélise de um comprimento
de correlacdo em redes complexas deixa de fazer sentido, ja que este tipo de rede apresenta
a propriedade de mundo pequeno, fazendo que com que a distancia média entre dois vértices
cres¢a, no maximo, logaritmicamente [49]. Entretanto, correlagdes temporais com flutuacdes
divergentes ainda podem ser aplicadas para identificar transi¢des de fase para estados absorven-

tes [50, 11, 37]. A suscetibilidade em relacdo ao parametro de ordem
4.17)

exibe uma clara divergéncia em um ponto de transi¢do para o modelo SIS em redes com ex-
poente v < 3 [39, 37] e para o PC [11] em redes complexas. Este pico na curva y X A serd
usado para estimar os limiares epidémicos efetivos ), como fungdes do tamanho da rede. A
figura 4.1 mostra a suscetibilidade x(\) e o tempo de vida 7,()\) (inser¢do), obtidos usando o
método SQS para v = 2, 7. Para as anélises numéricas, adotaremos 7, > t,, como um tempo
de vida divergente, correpondendo a fase ativa do sistema. Note que todas as curvas para 7,
mostram uma divergéncia aproximadamente no mesmo ponto A, em que se localizam os picos
da sucetibilidade x. Assim, observa-se que nao é possivel usar o tempo de vida como um para-
metro de ordem, devido a essa divergéncia na fase ativa. Por essa razdo, utilizaremos o tempo
de autocorrelacio na proxima subsecdo. No caso da ocorréncia de multiplos picos nas curvas

de suscetibilidade [37], o limiar epidémico serd definido como sendo aquele que ocorre mais
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préximo do ponto em que o tempo de vida diverge [50].

£ T T T T T T T T ‘ T T T T T T T TA
: 106 T T TT T T T T :
L 10° : ]
<
|
107 107 ] E
Lo . ]
L 10°% - ]
X [ 107 10" ]
A
1
10 F — 20K -
0 F — 80K 1
r 320K ]
- — 1280K ]
i 5120K ]
k 20480K :
100 1 1 i 1 1 1 1 1 l i) 1 1 1 1 1 1 1
10° 10° 10"

A

Figura 4.1: Curvas da suscetibilidade versus a taxa de infec¢do para o modelo SIS em redes com
distribuicdo em lei de poténcia com vy = 2, 7 para diversos tamanhos de rede, geradas pelo método SQS.
Insercdo: graficos do tempo de vida pela taxa de infecgdo.

O tempo de autocorrelagdo de uma série temporal € definido como [51]

t(LU

1
T, = ESZ:(:]C(S), (4.18)

em que C'(s) é a funcdo de autocorrelagdo dada por

C(s) = (p(s' J(rﬁjiﬁ(S’» |

em que p(s) = p(s) — (p) é uma série temporal construida para armazenar a densidade quase-

(4.19)

estaciondria entre intervalos de tempo At = 1. Aqui, os brackets ( ) representam médias sobre
o tempo. Para evitar comportamentos espurios, especialmente na fase subcritica para o método
SQS, a série temporal deve estar isenta de grandes saltos (gaps): sempre que uma nova con-
figuracdo for selecionada ao acaso para substituir o estado absorvente, um intervalo da série
temporal € descartado de tal modo que a diferenca no nimero de sitios infectados antes e de-
pois da reposi¢io seja no maximo de!® An = 1. Séries temporais grandes (com pelo menos
107 pontos) foram usadas para calcular 7, préximo e abaixo dos limiares epidémicos. A func¢io
de autocorrelacdo para séries temporais longas é computada de maneira eficiente como sendo a
transformada de Fourier inversa do espectro de poténcias da série [51].

Para validar o método, realizamos simula¢des do modelo SIS no regime critico em reticula-

dos hipercibicos de dimensdes d = 1,2 e 3 com condi¢des de contorno periddicas. A figura 4.2

1Para os métodos RBC e EF nio existe esse problema

48



mostra o gfafico do tempo de autocorrelacdo como fungdo da taxa de infec¢do para o modelo
SIS em redes quadradas do diferentes tamanhos, no qual observa-se um pico bem pronunciado,
que diverge na medida em que o tamanho da rede aumenta. A posic¢do do pico A, converge para
o valor esperado do limiar epidémico para o modelo SIS A\. em dimensdes 1, 2 e 3, de acordo

com o escalonamento de tamanho finito padrdo [52]:
Ap — Ao ~ L7HVE (4.20)

em que v, € o expoente critico associado com a divergéncia do comprimento de correlagdo,
como Vvisto na secdo 3.3.1. A insercao da figura 4.2 mostra este escalonamento em lei de potén-
cia. Note que para redes regulares, em que todos os vértices fazem o mesmo niimero de cone-
xdes k, os pontos criticos para o modelo SIS e para o PC estdo relacionados por A5/ = \PC /L,
Usando os limiares conhecidos para o PC em redes hiperctbicas [52], temos )\f 1S — 1,648924,
0,41219e0,21948 para d = 1, 2 e 3, respectivamente.
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Figura 4.2: Tempo de autocorrelagdo como fun¢io da taxa de infecgéo para o modelo SIS em reticulados
bidimensionais para diferentes tamanhos. A insercao mostra o escalonamento de tamanho finito do limiar
epidémico parad = 1,2 e 3.

4.6.2 Comparacio entre os métodos SQS e RBC em redes regulares

A figura 4.3 mostra a densidade QE para o modelo SIS na criticalidade como fun¢ao do nu-
mero de nés da rede N (para reticulados, N = L) em reticulados hiperctibicos d-dimensionais
e redes regulares aleatérias!! (RRN)[53], nas quais todos os vértices tem o mesmo grau k = 3

e as conexdes sdo realizadas aleatoriamente. Tanto para o método SQS quanto para o método

Do inglés, random regular networks. Sio redes com dimensio infinita, onde cada né faz o mesmo niimero de
ligagdes, porém as mesmas sdo distribuidas aleatoriamente.
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RBC, foram observados decaimentos em leis de poténcia na forma p ~ N7 com os expo-
entes esperados'? para a classe de universalidade PD 3* = 0, 2521, 0, 3978, 0,4640 e 1/2 em
dimensdes d = 1, 2, 3 [52] e oo [46].
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Figura 4.3: Densidade QE como fun¢do do nimero de vértices para o modelo SIS na criticalidade
para reticulados com d = 1, 2 e 3 e RRN (d = o0) para os métodos SQS e RBC. As linhas tracejadas
representam os exponentes de ETF para a classe de universalidade PD.

Na figura 4.4, o tempo de vida critico da epidemia 7,(/N) é comparado para os métodos
SQS e RBC. As leis de escalonamento finito da classe PD 7 ~ N*', com z* = 1, 5807, 0, 8830
e 1/2 parad = 1, 2 e oo, respectivamente, sdo confirmadas para o método SQS, enquanto os
expoentes'® da classe PD z*(1 — §) = 1, 3285, 0, 4852 e 0 (logaritmico) foram observados para
o método RBC, estes dltimos de acordo com o que preve a equagdo (4.12). A figura 4.4(b)
compara os tempos de autocorrelacio integrados para os métodos SQS e RBC no ponto critico.
Nota-se que a mesma lei de escala 7, ~ N* & encontrada em ambos os métodos, evidenciando
que esta grandeza de fato fornece um tempo de relaxacdo caracteristico que diverge como 7, ~

A — Ac| 7Y+ para ambos os métodos.

4.6.3 Analise numérica em redes com distribuicao em lei de poténcia

Aqui, consideraremos redes complexas com distribui¢do de conexdes em lei de poténcia na
forma P(k) ~ k™7, geradas usando o algoritmo do modelo UCM (redes UCM). Na construgéo
das redes, impomos o grau minimo ky = 3 e o cutoff estrutural k., = N'/? na distribuigio,
garantindo a auséncia de correlagdes entre graus para qualquer valor do expoente v > 2 [54].

Foram analisados valores de ~y para os quais o modelo SIS apresenta comportamentos distintos

123* ¢ definido como 8* = 3/dv [9]
132* ¢ definido como z* = v /dv1 [9]
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Figura 4.4: (a) Tempo de vida da dindmica do modelo SIS na criticalidade em reticulados de dimensdes
d=1,2e3eRRN (d = 00). As linhas continuas sfo ajustes em lei de poténcia previstos pelo método
SQS (7, ~ N%) e as linhas tracejadas representam ajustes para o método RBC (7, ~ N Z*(lf‘s)). (b)
Tempos de correlacdo criticos integrados como funcio do tamanho da rede. Linhas continuas represen-
tam leis de poténcia 7. ~ N?  com os expoentes da classe PD.

em redes UCM de tamanhos finitos [10]. Para v < 3, o modelo SIS apresenta uma tnica transi-
¢do, bem definida, que ocorre em um limiar epidémico tendendo a zero no limite de tamanhos
infinitos. Para v > 3, o modelo exibe fases ativas localizadas, levando a multiplas transicdes
de fase no limite de tamanhos grandes [50, 55]. No caso do PC encontra-se uma transicdo, que
ocorre em um limiar finito para qualquer valor do expoente ~y [56, 11]. Sendo assim, levaremos
em consideracdo apenas 0s casos em que y > 3, para 0s quais os expoentes criticos apresentam
dependéncia com o valor de 7.

Uma comparagdo entre as curvas de suscetibilidade obtidas com os métodos RBC, SQS e
de reativacio de hubs (HR'#) para o SIS e PC é mostrada na figura 4.5(a) para uma rede com
N = 107 vértices e expoente ¥ = 2, 7. Estas técnicas se mostraram equivalentes para o PC,
sendo que a unica diferenca € que a transicao para o PC € levemente menos pronunciada no mé-
todo SQS em relagdo a observada para os métodos RBC e HR'>. J4 para o modelo SIS, o pico

de suscetibilidade obtido para o método RBC ¢ claramente mais destacado do que aquele para o

14D inglés, hub reactivation.
1SDe fato, indistinguivel nestes dois dltimos.
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Figura 4.5: Comparativo das grandezas QE em redes sem escala. (a) Suscetibilidade x(A) e, (b), o
pardmetro de ordem p(\) para o modelo SIS e para o PC (inser¢des) utilizando diferentes métodos. O
expoente da distribuicio de conexdes é v = 2,7 e o tamanho da rede é N = 107.

método HR, a despeito da similaridade existente entre seus algoritmos: o tltimo apresenta curva
de suscetibilidade proxima aquela obtida pelo método SQS, evidenciando uma suavizagdo des-
tas curvas em relacdo a correspondente ao método RBC. Este fendmeno também ¢é reforcado
nas curvas da densidade p como func¢do da taxa de infeccdo A mostradas na figura 4.5(b), nas
quais os valores subcriticos da densidade para os métodos SQS e HR apresentam-se em uma
faixa mais larga de valores do que no método RBC.

Observe que a posicdo dos picos de suscetibilidade € praticamente independente do mé-
todo utilizado, como mostra a figura 4.6. No caso do SIS, o método RBC fornece picos de
suscetibilidade um pouco acima dos outros, diferencas estas que ndo sdo percebidas no gra-
fico. Realizando um ajuste nos dados para uma lei de poténcia do tipo A, ~ N~?, 0 expoente
¢ = 0,20 foi encontrado para os trés métodos. Para o PC, neste mesmo modelo de rede e para
ambos os métodos, foi verificada a convergéncia do ponto critico para um valor fixo constante,

relatada na referéncia [11].

A figura 4.7(a) mostra o escalonamento de tamanho finito do parametro de ordem p, tomado

na posi¢ao do pico de suscetibilidade \,(N) [11] com o valor de expoente v = 2, 7. Assumindo
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Figura 4.6: Limiares epidémicos efetivos A\, como fun¢des do tamanho da rede N para o modelo SIS
(curvas na parte inferior) a para o PC (curvas na parte superior) obtidas por meio de simulagdes utilizando
os métodos SQS, RBC e HR. Os limiares para o CP foram subtraidos de uma unidade para melhor
visualizacdo. A linha continua representa um ajuste em lei de poténcia, enquanto a tracejada representa
o limiar epidémico para o PC no limite de tamanhos muito grandes, de acordo com a referéncia [11]. O
expoente da distribuicdo é v = 2, 7.

uma funcdo de escala na forma p ~ N~?", o ETF para o PC fornece'¢ 5* = 0,60(2) para os
métodos RBC e SQS, em concordancia com os resultados para redes regulares. Entretanto,
para o modelo SIS foi encontrado 3* = 0, 69(2) para o método RBC, em contraste com o valor
pf* =0,61(2), obtido para o método SQS. Note que, dentro da margem de erro com que traba-
lhamos, os expoentes obtidos para o SIS e PC com o método SQS s@o os mesmos. O ETF do
tempo de autocorrelag@o e do tempo entre sucessivas tentativas de visita ao estado absorvente é
mostrado na figura 4.7(b). Como no caso das redes RRN, observamos que o tempo de vida 7,
cresce logaritmicamente para os métodos RBC e HR. Por outro lado, os tempos de autocorrela-
cdo fornecem o mesmo expoente para RBC, HR e SQS, em concordancia com o escalonamento
de 7,, obtido pelo método SQS. Assumindo para 7 uma lei de escala do tipo 7 ~ N*", encon-
tramos, para os trés métodos, o mesmo expoente z* = 0,33(1) para 7. e 7, (no dltimo caso,
para a técnica SQS). Resultados equivalente foram obtidos para o PC, tendo sido encontrado o

expoente z* = 0,40(1).

Agora. vamos esclarecer a diferenca que existe entre as simulagdes do modelo SIS pelos
métodos RBC e HR. Para a técnica RBC, a probabilidade de retornar a configuragcdo absorvente

logo apos o reinicio da epidemia € dada por

1

- 4.21
LTk (4.21)

Pabs =

1605 valores numéricos entre parénteses representam incertezas obtidas por regressoes.
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Figura 4.7: Escalonamento de tamanho finito dos modelos epidémicos abordados, em redes geradas pelo
algoritmo UCM com v = 2, 7. (a) Densidade critica para o modelo SIS (simbolos sem preenchimento)
e para o PC (simbolos preenchidos). Os valores da densidade para o PC foram divididos por um fator 10
para uma melhor visibilidade. (b) ETF dos tempos de correlacio integrados (7.) € o tempo entre tentativas
de visita ao estado absorvente (7,) para o modelo SIS. Os dados de simulagdo pelo método SQS para 7,
foram divididos por um fator 100 para melhorar a visualizacdo e as linhas sélidas representam regressdes
em lei de poténcia. As médias foram realizadas sobre 10 redes geradas e as barras de erro obtidas a partir
desta estatistica sio menores que os simbolos.

em que k£ € o nimero de conexdes que faz o vértice no qual a atividade encerrou-se e voltou
a ocorrer logo em seguida. Haja visto que, com alta probabilidade, o estado pré-absorvente
consiste na existéncia de atividade em um vértice com grau baixo (pois estes representam a
maioria dos vértices na rede) e lembrando que A\, — 0 no limite termodindmico, a chance de
que o sistema adentre o estado absorvente novamente no proximo passo vai para 1. No método
HR, a atividade retorna para um vértice de grau k = k. ~ N'/2 de modo que A\.(N)k > lea
probabilidade de que surja um surto epidémico com n > 1 vértices infectados tende a 1. Desse
modo, conclui-se que o método HR € equivalente ao método SQS ao invés do RBC, ja que o
regime quase-estaciondrio do primeiro é constituido de um nimero grande de configuracdes
com n > 1, com vdrias delas situando-se no entorno de hubs, o que aumenta a probabilidade

de que um hub seja reativado. E importante observar que, na dindmica do PC, o sistema retorna
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para o estado pré-absorvente com probabilidade

1 1
S (> 1), 422
T <3 Ae>1) (4.22)

Pabs =

que € independente do grau do vértice e um novo surto com n > 1 ocorre com probabilidade
finita tanto no método RBC quanto no HR. Além do mais, a autocorrelagdo € insensivel a este
detalhe e fornece os mesmos expoentes de ETF para todos os métodos analisados.

Para v > 3, a distribuicao de conexdes do modelo UCM possui uma variancia finita, mas
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Figura 4.8: Curvas de suscetibilidade x () e densidade QE p(\) para o modelo SIS em redes geradas
pelo algoritmo UCM (N = 107) com v = 3,5 ((a) e (b), respectivamente) e com v = 4,0 ((c) e
(d), respectivamente), utilizando diferentes técnicas para simular o estado quase-estaciondrio. As linhas
tracejadas representam o tempo de vida da epidemia 7, = 1/P1.

apresenta alguns poucos vértices com grau muito maior do que o restante dos nds na rede.
Chamaremos estes nds muito conectados de outliers, de acordo com discussoes realizadas nas
referéncias [50, 11]. Estes outliers geram setores localizados que podem ser ativados de ma-
neira independente, dando origem a multiplos picos de transicao nas curvas de suscetibilidade
para o modelo SIS, quando simulado em redes grandes pelo método SQS [50, 39, 37]. A figura
4.8 mostra curvas de suscetibilidade comparando os diferentes métodos para uma mesma rede.
Uma diferenca marcante ocorre no que diz respeito ao pico observado para valores pequenos
de A nas curvas geradas para as simulagdes com o método SQS, que ocorre devido a atividade
localizada no vértice mais conectado da rede e sua vizinhanca. Esta transicao localizada nao
€ observada no método RBC, porém ocorre também no método HR. Os picos secundérios sdao
associados a divergéncia no tempo de vida do processo [50]. Os métodos SQS e RBC sao

equivalentes, confirmando o fato de que a ativagdo do vértice mais conectado nao € capturada
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pelo método RBC, mas € para os outros métodos. Uma suavizacao da transi¢do [55, 57, 58] é
observada para os métodos SQS e HR em relagdo as simulagdes com v = 2, 7. Como esperado,
acima do limiar epidémico, que é marcado pela divergéncia no tempo de vida, todos os méto-
dos de simulagdo tornam-se equivalentes ja que o estado absorvente ndo € visitado ao longo das
realizagdes numéricas. Vale observar que multiplas transi¢cdes de fase ndo sdo caracteristicas
exclusivas do método SQS, aparecendo também nas simulagdes utilizando as técnicas RBC e

HR.

A figura 4.9 mostra o comportamento de escala dos limiares epidémicos, dados pelo pico

0.25— T
o SQS
E (] O RB
0.20F ] o HR
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Figura 4.9: Limiares epidémicos efetivos como fung¢des do tamanho do sistema para o modelo SIS em
redes geradas pelo algortimo UCM com v = 3,5 (simbolos ndo preenchidos) e v = 4,0 (simbolos
preenchidos) para diferentes métodos de simulacdo.

de suscetibilidade proximo ao ponto de divergéncia do tempo de vida, paray = 3,5e v = 4,0
como funcdes do tamanho da rede. Pode-se notar que as dependéncias funcionais sdo similares
para os trés métodos e as diferencas encontram-se dentro das margens de incerteza.

Por fim, no limite do campo externo acoplado fraco, os eventos de criagdo raramente ocor-
rem na fase ativa. Logo, o método EF torna-se equivalente ao RBC em reticulados [48]. En-
tretanto, algumas diferencas relevantes sdo permitidas em redes altamente heterogéneas, ja que
estados pré-absorventes sdo, geralmente, configuracdes com atividade nas imediagdes de um
hub. Isso pode aumentar a chance de um surto epidémico no método RBC devido a possibili-
dade de reinicio da epidemia nas proximidades de um hub, em contraste com o que ocorre no
método EF, em que a infeccdo retorna através de um vértice selecionado ao acaso. Foram rea-
lizadas simulag¢des usando o método de campo externo com uma fonte f = N~1?°. Na figura
4.10, mostramos uma comparacdo dos métodos para o modelo SIS e a completa equivaléncia
entre oS mesmos.
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Figura 4.10: Equivaléncia entre os métodos RBC e com campo externo acoplado (EF) para o modelo
SIS em redes UCM com expoente v = 2,75. Acima, sdo mostradas as curvas (a) x(\) e (b) p(A).
Abaixo, temos o ETF para (c) os limiares epidémicos e (d) densidades criticas.
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Capitulo 5

Mecanismos de ativacao de fases epidémi-

cas em redes complexas

Como visto na secdo 3.6, resultados numéricos [59, 37, 41] indicam que a teoria QMF esta
qualitativamente correta para redes sem escala, implicando que o limiar epidémico tende a zero
no limite de tamanho infinito, em que o maior grau da rede k,,,, diverge, independente do expo-
ente v da distribuicdo de conectividade P(k). Na referéncia [41], foi dada a origem deste limiar
nulo uma interpretacao fisica ao levar em consideragdo explicitamente a intera¢ao reciproca en-
tre o tempo de vida 7/ da atividade em um hub de grau k e a escala de tempo T;nk]: , com a qual
um hub infectado de grau k transmite a infec¢@o para outro hub de grau £’. O fato de que 77
diverge com relacdo ao grau k£ mais rapidamente do que T;TZJ: para qualquer valor da taxa de in-
feccdo A seria a explicacdo definitiva para o limiar epidémico nulo do modelo SIS [33, 41, 60].
No entanto, outros processos dindmicos e modelos de propagacdo epidémica ocorrendo em re-
des complexas com distribui¢do em lei de poténcia, em particular o PC [8], que € definido por
uma taxa de infec¢@o inversamente proporcional ao grau do né infectado como A /k, apresentam
um limiar finito que € melhor explicado em termos de uma teoria de campo médio heterogénea
(HMF) [56, 11]. Esta observa¢do motiva a busca por uma compreensao mais completa acerca
do mecanismo que governa as transi¢cdes de fase em modelos epidémicos, especialmente em
relac@o as condicdes sob as quais o limiar epidémico se anula ou permanece constante.

Os resultados obtidos por Boguiia et al [41] sdo de grande importancia no sentido de com-
preender o mecanismo responsdvel pelo comportamento do limiar epidémico no limite N — oo,
porém, sdo aplicados estritamente ao modelo SIS. Desenvolveremos aqui um formalismo geral
adequado a modelos epidémicos mais complexos e realistas, que apresentam transi¢des de fase
para um, ou mais, estados absorventes. Como serd mostrado a seguir, isso serd feito por meio

rec e 7nf | respec-

da determinacdo das escalas de tempo para recuperagao e infec¢ao de hubs 7
tivamente, para modelos epidémicos genéricos que incluem imunizag¢do tempordria e taxas de
infecgdo arbitrarias dependentes do padrao de conexdes. Com base nos resultados obtidos, pro-
pomos uma forma quantitativa de classificar transi¢des de fase para estados endémicos em redes
complexas. Como evidéncia, analisaremos 0 modelo suscetivel-infectado-removido-suscetivel

(SIRS) [61], uma extensdao do modelo SIS que incorpora uma imunizac¢do temporaria dos vér-
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tices. Para verificar a aplicabilidade geral da teoria, também a aplicamos para modelos sem
imunizacdo como o PC [8] e o modelo SIS generalizado, proposto por Karsai, Juhasz e Igléi
(KJI) [62], que atribui pesos a taxa de infeccdo de acordo com o grau de conectividade dos

vértices.

5.1 A teoria

5.1.1 Um modelo epidémico geral

Para desenvolver a nossa teoria, estudaremos um modelo de propagagdo epidémica gene-
ralizado, ocorrendo em uma rede onde cada vértice pode encontrar-se em um de trés estados
possiveis: suscetivel ou saudavel (), infectado (/) e imune ou recuperado (R). Individuos in-
fectados recuperam-se espontaneamente, / — R, com taxa 3. Individuos tornam-se novamente
suscetiveis espontaneamente (jd que a imuniza¢do adquirida é tempordaria), R — S, com uma
taxa o. Vértices infectados de grau k transmitem a doenca para cada um dos nds adjacentes
suscetiveis com grau £’ a uma taxa de infec¢do heterogénea A ;. As figuras 5.1(a) e 5.1(b)
ilustram graficamente este modelo. A partir deste modelo generalizado, processos dindmicos
cldssicos podem ser obtidos como casos assintéticos: o0 modelo SIS (o — 00, Ay » = A); 0 PC
[8] (@ — 00, Ak = A/k); o0 modelo SIRS (« finito, A\xir = A); 0 modelo SIR [6] (o — 0,
Mer = A); 0 modelo KIT [62] (o — 00, A\ pr = A/ (kK')?) ete.

Para ser usada posteriormente, definimos a taxa média de infec¢do produzida, A\9* e rece-

bida, \i*, por um vértice de grau k como
A=Y MwPE[R), A= AaP (K |k), (5.1)
k! K

respectivamente, em que P(k’|k) é a probabilidade de que um vértice de grau k esteja conec-
tado a um vértice de grau £’ [63].

5.1.2 Tempo de vida de um hub

Inicialmente, voltaremos nosso foco para o tempo de vida para um hub 7, que € definido
com o tempo médio que um hub de grau k, comecgando a partir de uma configuracdo com um
unico né infectado, leva para atingir a configura¢do na qual este hub e seus primeiros vizinhos
estdo todos suscetiveis. A fim de estimar o valor dessa grandeza, aproximaremos a dindmica de
um hub de conectividade k£ como sendo a mesma de um grafo estrela, composto por um vértice

central conectado a outros k vértices (“folhas™) de grau arbitrario (os vértices em vermelho na
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Figura 5.1: Modelo epidémico genérico em redes complexas. (a) Exemplo de rede complexa com sitios
recuperados (R), infectados (I) e suscetiveis (S). (b) Taxas de transi¢do de estados para a estrela em cada
etapa com suas respectivas taxas. (c) Uma estrela “fonte” de grau k transmite a infec¢do ao longo de
uma cadeia de tamanho d até que a mesma atinja um né “alvo” de grau k. Figura retirada de [10].

figura 5.1(c), onde desprezamos a infec¢do que vem da parte externa desta estrela). Para que
possamos tratar o problema analiticamente, consideraremos um processo epidémico genérico
simplificado com dois estados, S e I, nas folhas e trés estados, S, I e R, no nd central da
estrela. A taxa de infeccdo ao longo de uma conexao que parte de uma folha e segue no sentido
do vértice central serd aproximada por A", enquanto aquela partindo do centro e indo a folha,
por A\?“* de acordo com a equac@o (5.1). Ou seja, levaremos em consideragdo o efeito das
folhas como uma média sobre seus possiveis valores de conectividade &', com respectivos pesos
atribuidos pela probabilidade condicional P(k’|k). As transi¢des I — S (folhas), I — R e
R — S (centro) ocorrem com as taxas constantes 3, 5 e «, respectivamente. O tempo de vida
para esta dindmica é maior do que o do modelo real, em que as folhas também poderiam assumir
o estado I?, de modo a fornecer uma cota superior para o verdadeiro valor de 7;°.

Assim, aproximamos esta dinamica proposta na estrela em quatro passos:

(1) No instante inicial ¢ = 0 o centro encontra-se infectado e todas as folhas estdo no estado
suscetivel.

(i) No instante ¢; = 1/ o centro torna-se recuperado e n; folhas estdo infectadas com
probabilidade

k
Pty = (Yot pr 52

em que p; = 1 — exp(—A2"*/3) € a probabilidade' de que cada folha tenha sido infectada pelo

centro no intervalo t < t;.

I'A probabilidade p; apresenta esta forma funcional devido ao fato do processo de infec¢do ser um processo de
Poisson.
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(iii) No instante ¢ = t; + 5, em que ¢, tem a distribui¢ao po(ty) = aexp(—atsy), o centro

torna-se suscetivel e nsy folhas permanecem infectadas com probabilidade
_ (™M) no n1—n2
Py(nalni) = <n )pQ (1 —p2) ) (5.3)
2

em que py = exp(—/fts) é a probabilidade de que cada folha onde haja atividade permaneca
infectada durante um intervalo de tempo 5.
(iv) Noinstante t = ¢, 4t +t3, em que t3 = 1/0, todas as n, folhas infectadas no instante

to tornam-se suscetiveis de maneira sincronizada e o centro é reinfectado com probabilidade
Pg(ng) =1- (1 — pg)nQ, (54)

em que p3 = 1 —exp(—A\"/[3) é a probabilidade de que cada folha envie a infec¢do até o centro
durante um intervalo de tempo .

Os passos (i1) e (1v) sdo, em esséncia, uma aproximacao para a dindmica do modelo SIS
em grafos estrela [41], na qual o cardter estocéstico do tempo de infec¢do e multiplas infec¢oes
das folhas sdao desprezados, enquanto o passo (iii) ndo envolve qualquer aproximacao. Tratar o
terceiro passo como estocdstico € fundamental, ja que eventos raros nos quais apenas algumas
poucas folhas infectadas sobrevivem nao podem ser negligenciados. A probabilidade de que a
estrela retorne ao seu estado inicial em um passo com tempos entre eventos 1, t5 e t3 € dada

por
k

gr(t2) = > Pi(nalk) > Pa(na|ni)Ps(ny). (5.5)

ni=1 no=1

Tomando a média de g (t2) sobre ps(t2), obtemos

Qr=1—a / e 21 — e P2 A)Mdt,, (5.6)
0

em que
A= (1—e B (1 — e NP, (5.7)

A probabilidade de que esta dinamica sobreviva por um nimero s de passos com dura¢do média
To="t1+ (t2) +t3 =2/B+1/aé

P(s) = Q' (1 - Q) (5.8)

e o nimero médio de passos para a sobrevivéncia é

(s) =3 sP(s) = 1/(1 - Qu). (5.9)
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Assim, obtemos o resultado final

To

:1_Qk'

rec

T = To(s)

(5.10)

Levando em consideracdo a auséncia de imunidade tempordria e inserindo na equagao
(5.6) o limite lim, .o, e~ = 4(t), em que 6(¢) é a fungdo delta de Dirac, e assumindo
A /BASU /B < 1, obtemos

7% ~ exp(EARAS™ /32). (5.11)

Para o caso em que « € finito, a equagdo (5.6) torna-se, apés a mudanga de varidvel u =
—pt
Ae Pt

A
o o o a—1 o k

Qr=1 —/BAa/ﬁ/o u' (1 —u)” du. (5.12)

Pode-se estimar o comportamento de (), no limite de grandes valores para & utilizando
(1 —u)* =exp[kIn(l —u)] ~ e, (5.13)

que é validapara A < 1e
A 00
/ u e dy ~ / u e " du = kT (a), (5.14)
0 0

em que I'(z) é a fun¢do gama [64], para a qual a extens@o do limite superior da integral tendendo

a infinito é valida para valores grandes de kA. Assim, pela equacdo (5.12), obtemos

o ay o,
Qr~1-— WF (5) ke/B, (5.15)

Deste resultado, e pela equagdo (5.11), segue que, no limite de valores altos para k,

o/

rree o ko8 [(1 = e N/B) (1 - G—Aé:‘/ﬁ)} (5.16)

5.1.3 Tempo para mutua infec¢ao dos hubs

Para estimar o tempo de infeccdo T,z”,f , consideraremos duas estrelas, de grau £ (a “fonte”
de infec¢do, localizada na coordenada ¢ = 0) e k' (o “alvo”, localizado na coordenada ¢ =
1,2,...,d), conectadas por um caminho composto por d vértices com grau arbitrario, como
ilustrado na figura 5.1(c). As seguintes hipdteses serdo utilizadas na derivagdo para o caso
T > 1/ A0

(i) O vértice com grau k a esquerda (coordenada 7 = 0) nunca € recuperado (ou seja, fica
permamentemente ativo) e transmite a infec¢do para o seu primeiro vizinho a direita, em ¢ = 1,

a uma taxa média N\ e, em média, um novo surto epidémico comeca em ¢ = 1 a cada 1/t
k k
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unidades de tempo.

(ii) Assumiremos aqui que, simultaneamente, Ay /5 < 1 e A\gir /o < 1 e consideraremos
apenas as rotas epidémicas nas quais um vértice infectado sempre transmite a infec¢ao para seu
vizinho a direita antes de tornar-se recuperado ou suscetivel [41]. Além do mais, tomaremos
que a taxa média de transmissdo para todas as conexdes dentro da cadeia (i = 1,...,d — 1)
A=Y w AP P(k), que leva a uma probabilidade média de transmissdo por ligagdo dada por
q=X(\+B).

(ili) A taxa com a qual um vértice infectado localizado na coordenada ¢ = d transmite a
infecgdo para o hub de grau k' mais 2 direita em ¢ = d + 1 é aproximada por A{”. A probabili-
dade média de transmitir a infeccdo para ¢ = d + 1 antes da recuperacdo em ¢ = d €, portanto,
G = Mg/ O + B).

(iv) A probabilidade de que uma infeccdo que iniciou-se em 7 = 1 atinja o hub mais a
direita, em ¢ = d + 1, de acordo com o que estamos assumindo, é dada por G 2q. Consequen-
temente, a taxa de transmissdo vale A" q¢=2gy.

Para redes com N vértices que apresentam a propriedade de mundo pequeno, a distancia

média entre vértices de grau k e k' é [65]

In(N (k) k')

Ink

d=1+ : (5.17)

em que x = (k?)/(k) — 1, resultando em uma cota superior para o tempo de infec¢do (igual ao

inverso da taxa), dada por

= )
qr’ N<l€> b
< s = — 5.18
~ Tkk )\2th ( kk/ ) ( )

T]i?]g/

em que b(A) = In(1 + 5/))/In k.
Para o caso em que 7;°° < 1/A\?", a estrela mais a esquerda recupera-se antes que possa
produzir o primeiro surto epidémico em ¢ = 1, de modo que o tempo de infeccdo torna-se

infinito.

5.2 Analise de modelos epidémicos em redes sem escala

Nesta se¢do, apresentaremos a andlise de diferentes modelos epidémicos em redes sem es-
cala caracterizadas por uma distribui¢do de conexdes P (k) ~ k=7 que, em uma rede de tamanho

finito NV apresenta grau maximo dado por [54]

N2 fory <3

: 5.19
NYO=D " for 4 >3 619

kmaX(N) ~ {

63



Nestas redes, temos

k37~ NG=/2 0 fory < 3
oo e o (5.20)
const. for v > 3

Em particular usaremos aqui redes geradas pelo algoritmo UCM [15].

5.2.1 O modelo SIS

O modelo SIS é definido por & = oo e Ay = A, independente de k e k', fornecendo
Ain — \out — X Esses valores implicam, pela equacio (5.11), em 7,°°°" ~ exp(A\?k/f3). Por
outro lado, pela equacgdo (5.18) e usando a equagdo (5.20), obtemos um valor constante para
Tli“ﬁSIS quando v < 3 (b — 00), enquanto, para v > 3 (b — constante) nota-se um cresci-
mento algébrico que, para os maiores hubs com grau k., dados pela equacao (5.19), assume
a forma 7518 ~ N %bm. Ambas as expressoes foram confirmadas por meio de simulagdes
deste modelo realizadas por Boguiia et al [41]. Portanto, temos que, para o modelo SIS, T,ﬁeC’SIS,
isto €, os hubs sobrevivem por tempos muito mais longos do que seria necessario para que eles
reinfectassem uns aos outros. Assim, existe um cendrio plausivel no qual a transi¢do para um
estado endémico localizado é governada por uma dinamica de ativacdo de hubs. Essa possi-
bilidade é refor¢ada por uma andlise da dindmica do modelo SIS quando leva-se em conta, a
um nivel de campo médio, a dindmica de recuperacao de hubs e a mutua reinfeccdo, levando a
um limiar epidémico tendendo a zero que segue uma lei de escala com o tamanho da rede, em

concordancia qualitativa com as previsoes da teoria QMF [41].

5.2.2 O processo de contato

No caso do PC [8] temos o = 0o e A\, x» = A/k, implicando em \i* = A/ (k) e \g“* = \/k.
rec,PC

Pela equagdo (5.11), 7, ~ constante. Por outro lado, pela equacdo (5.18) e usando a
equacao (5.20), obtemos que T,inf’PC diverge algebricamente. Assim, para qualquer valor de v,

7reePC « 7nbPC Egte resultado indica que é impossivel termos um cendrio no qual a transi¢do
¢ ditada pela sucessiva ativacao e reativacao de hubs. Além do mais, a transi¢do epidémica as-
sociada deve ser guiada por um fendmeno coletivo, que envolve necessariamente a ativagao da
rede como um todo. Esta transi¢do coletiva € consistente com o limiar finito observado numeri-
camente no PC em redes sem escala [27, 11], em concordancia com as predi¢gdes da teoria HMF
[8, 11]. E interessante observar que, no caso do PC, a previsao da teoria QMF [66] coincide
com a da teoria HMF [8] (A, = 1), indicando um limiar epidémico completamente indepen-
dente da estrutura da rede. Esta predi¢do tedrica ndo € completamente observada em simulacdes

numeéricas, as quais mostram um limiar constante que ¢ modulado pela heterogeneidade da rede
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(8,27, 11].

5.2.3 O modelo KJI

O modelo KIJI € definido por & — oo e uma taxa de infec¢@o heterogénea que descresce em
funcdo do grau tanto do n¢ infectado que transmite a doenca, quanto do n6 suscetivel ligado a
ele. Mostraremos a seguir uma aproximacgao de campo médio em redes complexas.

Na definicdo do modelo KJI [62], a infeccdo € transmitida por meio de uma ligacdo que

parte de um vértice 7 para um vértice ¢ a uma taxa variavel
Nij = ——_ (5.21)

em que  é um parametro de controle sob a restricdo’ 0 < § < 1. A teoria HMF para o modelo
KJI € descrita em termos da probabilidade de que um né de grau k encontre-se infectado com
probabilidade [ e suscetivel com a probabilidade complementar 1 — /. A variacdo temporal
da probabilidade [}, € escrita como [62, 6, 7]

dIy A ,
— =Tt E(1= 1)) Wlk,P(k; k), (5.22)

k/

em que P(k’|k) é a probabilidade usual de que uma liga¢ao partindo de um né de grau k aponte
para um né de grau £’. O limiar epidémico é obtido linearizando-se a equagdo (5.22) em torno
do ponto fixo I, = 0, o que fornece, para uma rede descorrelacionada gerada pelo algoritmo
UCM,

dl,
53" Ll 5.23
dt - kk' Lk, ( )
com um Jacobiano ANEEV0 Pk
—0p

(k)
O estado absorvente [, = 0 perde estabilidade quando o maior autovalor de Ly € nulo. Desse

modo obtém-se, para o estado ativo, um limiar na forma

HMF,KJI _ (k)
A = —<k2(1—9)>' (5.25)

Como podemos concluir a partir desta equagdo, # = 0 fornece o limiar epidémico do modelo
SIS dependendo indiretamente do valor de 7, enquanto § = 1/2 leva ao limiar epidémico do
processo de contato, independente da estrutura da rede. Para valores gerais de ¢, um limiar

finito de campo médio heterogéneo € esperado para v > 3 — 26 e um limiar nulo é esperado

2Um fator constante encontrado na defini¢do original [62] foi incorporado ao valor de \.
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paray < 3 — 26.
Do ponto de vista da teoria QMF, que baseia-se na probabilidade microscépica I; de que o
no ¢ esteja infectado, a equacao de taxa associada pode ser escrita como [14]:

dI; Aij
=L+ XN1-1 I —Y 5.26
at oA ); T (kikj)0 (20

em que A;; é a matriz de adjacéncia da rede. Apés o procedimento de lineariza¢do, uma andlise

de estabilidade fornece um limiar que € inversamente proporcional ao maior autovalor A? da

matriz

Dy~ (k‘AW (5.27)
na forma

AQMERIT ALD (5.28)
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Figura 5.2: Gréficos do maior autovalor AL da matriz D;; como fungdes do maior grau da rede kmax
para redes geradas pelo algortimo UCM com expoentes v = 2, 7 (acima) e v = 3, 5 (abaixo), usando um
grau minimo ko = 3 e um cutoff estrutural k., ~ N1/2. Estes resultados foram obtidos para cinco redes
independentes para v = 3, 5 e uma rede para v = 2,7, com tamanhos N = 102, 3 x 103, 10%, 3 x 104,
10%, 3 x 10°, 109, 3 x 10%, 107, 3 x 10”7 e 10%. Na figura (b) as linhas continuas representam leis de

1
N 5—0 . . ~ . .
poténcia k2ay , enquanto na figura (a) as linhas continuas sdo proporcionais a A,, /k?

max*
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Infelizmente, ndo dispomos de uma expressdo analitica geral para o maior autovalor desta
matriz de adjacéncia. Portanto, a determinagdo desta grandeza foi realizada numericamente
para redes sem escala geradas pelo algortimo UCM, como mostrado na figura 5.2. Obtivemos

que
AP Ao

m ~ 0
kmax

(5.29)

paraf < 1/2, em que A,, é o maior autovalor da matriz A
Para v > 3, jad que A, ~ Vkmax [38], temos

ij» € um valor constante para 6 > 1/2.

1_
AL~ Kiias (5.30)
paraf < 1/2e
Aﬁ ~ constante (5.31)

para @ > 1/2. O comportamento do maior autovalor neste caso ¢ marcado por fortes efeitos de
tamanho finito préximo a § = 1/2. Estes efeitos de tamanho podem ser observados no cruza-
mento de uma regiao plana a de um regime de escala k,%;g para < 1/2, com tal cruzamento
ocorrendo para valores maiores de k,,,, quando 6 aproxima-se de 1/2. Estas observagdes in-
dicam que, para § < 1/2, um limiar nulo é obtido no limite termodindmico, independente do
expoente . Para 6 > 1/2, deve ocorrer um limiar epidémico finito.

Aplicando a equacdo (5.1) ao modelo KJI, obtemos

) )\<k179>
"=\ = 5.32
que, a luz da equacdo (5.11), leva a um tempo de recuperacao dos hubs
7e*  exp(constante - k1), (5.33)

que ¢ finito para § > 1/2 e diverge como uma exponencial esticada para § < 1/2. Estes
resultados sdo refor¢ados por simulagdes do modelo em grafos estrela, como mostra a figura
5.3.

O tempo para infeccdo mitua entre hubs para § < 1/2 escalona de maneira similar a dina-

mica conhecida para o modelo SIS (secdo 5.2.1), de modo que
LinfKIT ;’—j’b(ﬂ)’ (5.34)

paray > 3e

FERIL O constante (5.35)
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Figura 5.3: Tempo de vida para o modelo KJT em grafos estrela com A(k'~%)/(k) = 0.2, confirmando
0 comportamento assint6tico como uma fungdo exponencial esticada, conforme esperado para 6 < 1/2.
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Figura 5.4: Limiares de ativacdo epidémica para o modelo KJI com diferentes valores para 6 e v = 3, 5.

para v < 3,de modo que a tnica diferenca encontra-se no fator

Y= AEO)(E') (5.36)
(k)

Para 0 > 1/2, temos 75K divergindo como no caso do processo de contato. Assim, no caso
~ > 3, para os quais as previsoes das teorias HMF e QMF sdo diferentes, com 6 < 1/2 obtemos
que, para esta faixa de valores de 6, a transi¢do € ditada por um mecanimso de ativacao de hubs,
ja que, nesta regido 77¢ > 7™ correspondendo a um limiar que tende a zero, o que concorda
qualitativamente com a teoria QMF, que prevé um limiar epidémico que escalona com o maior
grau da rede como AMFKIL k042 14 para § > 1/2, por outro lado, o tempo de vida dos
hubs € finito; isto € compativel com uma transi¢do devido a uma ativagdo coletiva dos vértices
da rede, em concordancia tanto com a teoria HMF quanto com a teoria QMF. Estas previsoes
sdo verificadas na figura 5.4 através de simulacdes do modelo KJI em redes sem escala, usando

o método quase-estaciondrio padrao (SQS) [27, 43], com o qual estimamos o limiar epidémico
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efetivo para cada tamanho de rede como a posi¢do do pico principal® da suscetibilidade x (como
definida anteriomente). Para valores de # préximos a 1/2, entretanto, longos crossovers foram
encontrados para o limiar, comportamento andlogo ao observado para o tempo de vida em gra-
fos estrela. De fato, apés um cruzamento que pode ser bastante longo na medida em que 6
aproxima-se de 1/2, o tempo de vida da epidemia no modelo KJI em estrelas cada vez maio-
res atinge o regime assintotico de uma fungdo exponencial esticada (veja na figura 5.3). Estes
crossovers, que também sdo observados na estimativa numérica do limiar epidémico, explicam
o limiar epidémico aparentemente constante que € observado na figura 5.4 para 6 = 0, 4. Situ-
acOes equivalentes podem ser delineadas para v < 3 quando tomamos valores criticos na faixa
0 <1/2.

5.2.4 O modelo SIRS

O modelo SIRS € uma extensdo do modelo SIS, com a mesma taxa de infec¢do A\ = A
constante, porém com uma taxa finita de imunizacdo temporéria para levar em consideragcdo
processos epidémicos mais realistas. Na teoria de campo médio heterogénea, as densidades de
sitios com grau k que estdo infectados, recuperados e suscetiveis sdo representadas por [, Ry e
Sk, respectivamente, e obedecem a condi¢do de normalizacdo [, + Ry + S; = 1. As equagdes

dinamicas, fixando = 1, sdo dadas por [67, 7, 6]

dly

_— = — i / .
7 I + AkS), ; I P(K k), (5.37)
) dR

Para determinar o limiar no qual um estado ativo torna-se estdvel, realizamos uma anélise de
estabilidade linear em torno do ponto fixo [, = Ry = 0, que corresponde ao estado absorvente.
Ja que estamos interessados no regime de tempos longos, aplicamos uma aproximacao quase-
estatica [68] % ~ () para obter

I, = aRy. (5.39)

Inserindo este resultando na equacao (5.37) obtemos uma equagao linearizada com o Jacobiano
Ly = =0 + MNP (K'|E). (5.40)

O estado absorvente perde estabilidade quando o maior autovalor de K, ;s € nulo. Assim, para

redes descorrelacionadas, como as que trabalhamos aqui, obtém-se que o estado infectado é

3Nos referimos aqui ao pico que ocorre no ponto onde o tempo de vida passa a divergir.
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estdvel para [67]

A > \IME — % (5.41)

No paradigma da teoria QME, o processo € definido em termos das probabilidades de que um

vértice ¢ esteja infectado, [;, recuperado, R; ou suscetivel, S;, de modo a satisfazer as equagdes
dinamicas

% =L+ S > LAy, (5.42)

J
dR;
dt

em que A;; € a matriz de adjacénciae [; + R; +S; = 1 é a condi¢do de normalizacdo. Aplicando

= —OéRi + IZ', (543)

a aproximagao quase-estatica as equagdes 5.42 e 5.43, obtemos a equacao linearizada

dl;
o= Z L1, (5.44)
J
com o Jacobiano
Lij = —(Sij + )\Aij, (545)

o que implica em um limiar epidémico dado por [39]

AOME (5.46)

A
em que A,, é o maior autovalor da matriz de adjacéncia. Note que ambas as teorias padrao de
campo médio expostas aqui conduzem ao mesmo resultado obtido para o modelo SIS. Assim,
novamente temos duas previsoes tedricas contraditorias para o modelo SIRS em redes sem
escala para v > 3. No modelo SIRS, pela equagdo (5.16) e dado que AI* = \o"' = )
obtemos

TSRS o ol (5.47)

representando um crescimento algébrico do tempo de recuperag@o dos hubs como funcio do
grau k, modulado pelos expoentes o e 3. Estd previsao analitica é confirmada em simulagdes
numéricas do modelo SIRS usando o método QE, como mostrado na figura 5.5(a). As
simulacdes do modelo SIRS, pelo método QE, foram realizadas adaptando o procedimento des-
crito no capitulo anterior fixando 8 = 1: a cada passo de tempo sdo computados o ndimero
de nés infectados /V;, o nimero de ligacdes partindo destes nds /Ny, € o nimero de nds recupe-
rados NV,, enquanto o tempo € incrementado em passos de valor dt = 1/(N; + ANy, + aN,.).
Seleciona-se um né infectado ao acaso com probabilidade N;/(N; + ANy + aN,.) para torna-lo
recuperado. Com probabilidade aN,./(N; + ANy + aN,.), um sitio recuperado € selecionado e
0 mesmo torna-se suscetivel, enquanto com probabilidade ANy /(N; + ANy + aN,.) é realizada

uma tentativa de infeccdo em dois passos: (i) Um vértice infectado j € selecionado probabili-
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Figura 5.5: (a) Tempo de vida para o modelo SIRS em grafos estrela com & folhas para A = 0,05,
B = 1 e diferentes valores de a.. As linhas continuas representam leis de poténcia teéricas 75, = k%/#.
(b) Tempos de infec¢do para vértices de grau &’ em uma rede com N = 10° vértices na qual a epidemia
comega em um vértice de grau k = 50 que estd permanentemente infectado. A linha continua representa
o valor tedrico previsto pela equagéo (5.18).
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Figura 5.6: Limiares epidémicos como fun¢des do tamanho da rede para diferentes tempos de imuniza-
¢do 1/a em redessem escala com expoente v = 2,2 (curvas inferiores) e v = 2,7 (curvas superiores).
As linhas tracejadas representam as previsdes da teoria QMF \. = 1/A,,, para os limiares epidémicos.

dade proporcional ao seu grau de conexdes e (ii) um dos primeiros vizinhos de j € selecionado
com probabilidade uniforme e, se estiver suscetivel, torna-se infectado*. A cada passo, atualiza-
se o numero de nds infectados e recuperados, o nimero de ligagdes partindo dos nds infectados
de acordo com as mudangas que ocorreram nestas grandezas e o processo todo é repetido no
passo de tempo seguinte. Nas simulagdes, armazenamos um nimero de configuracdes M = 70,
com p, = 1072 (a cada passo uma configuragio da lista é substituida pela configuragio atual
com probabilidade p,At). Apés um tempo de relaxago t,, computamos as médias sobre um
tempo t,,. Tipicamente, em simula¢des de processos dinamicos realizadas pelo método QE, um
estado quase-estaciondrio é atingido para tempos ¢ > 10*. Desse modo, adotamos ¢, = 10° para

todas as simulacdes. Por outro lado, as médias das grandezas de interesse foram tomadas sobre

4Se o vizinho selecionado estiver infectado ou recuperado nada acontece e a simulagiio avanga em um passo de
tempo.
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tempos variando de 10° (taxas de infeccdo mais altas) a 10® (taxas de infec¢fio mais baixas).

A concordancia que foi observada é esperada para valores baixos de A, ja que poucas folhas
encontram-se infectadas em cada passo, de modo que o fato de desprezar as folhas recuperadas
ao fim de cada passo torna-se uma boa aproximacao. A aplicacdo da equacdo (5.18) fornece
o mesmo resultado ja obtido anteriormente para o modelo SIS, isto €, um tempo de infec¢ao
finito para v < 3 e um crescimento algébrico para v > 3. Este resultado, que é independente
da taxa a, é numericamente confirmado como mostra a figura 5.5(b). Com relacdo a isso, vale
observar que a hipétese fundamental utilizada em nossa andlise (ver secdo 5.1.2), que considera
apenas as rotas epidémicas nas quais os sitios infectados sempre transmitem a infeccao para o
seu vizinho a direita antes de tornarem-se recuperados ou suscetiveis [41], € mais precisa para
periodos longos de imunizacdo (o pequeno), ja que multiplas infec¢cdes de um vértice ocorrem
raramente neste caminho. Isso implica que a equagdo para T,;?,g, para o modelo SIRS € uma
estimativa tao boa, ou melhor, que para o modelo SIS.

Pela combinacao dos resultados anteriores percebe-se que, para y < 3, o tempo de recupera-
cdo dos hubs é sempre maior que o tempo de infeccao dos hubs. A mesma situacdo € observada
no modelo SIS, com a diferenga de que o crescimento de 7;,°° € mais rapido (exponencial) para o
caso do SIS. O que espera-se para esta faixa de valores do expoente ~y €, portanto, uma transicao
tipo SIS, com o mecanismo de reinfec¢do dos hubs em funcionamento e um limiar epidémico
que tende a zero, em concordancia com a teoria QMF. Para checar esta previsao, realizamos
simulagdes numéricas do modelo SIRS em redes sem escala usando o método QE. Na figura
5.6(c) mostramos que, para v < 3, mesmo um pequeno valor para a razdo «/ resulta em um
escalonamento do limiar epidémico (como fun¢io do tamanho da rede) em 6tima concordancia
com a previsao da teoria QMF.

Para v > 3, por outro lado, a situag@o torna-se mais complexa e o comportamento do limiar
epidémico para tamanhos finitos depende do valor de . Pela divergéncia do grau maximo na
equagdo (5.19), obtemos

LinfSIRS Ng—jb(x) (5.48)

o/B
TreqSIRS ~ wal’ (549)
ou seja, crescimentos algébricos como fungdes do tamanho da rede em ambos os casos. Um
regime tipo SIS, em que o mecanismo de reinfeccdo dos hubs é responsdvel pela epidemia

marcada por um limiar que decresce com /N, € esperado sempre que

1/ﬁ < 7_inf,SIRS < 7_1"ec,SIRS> (550)
que corresponde a
b()\) < ﬁln/ﬁ (5.51)
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ou, equivalentemente,
A > Bi(a,y) = B/ [k/PODI 1] (5.52)

Esta igualdade € violada, a ndo ser que « seja suficientemente pequeno e/ou ~y seja suficien-
temente grande, de modo que o tempo de vida dos hubs € menor do que o tempo de infec¢ao
dos mesmos. Isso indica que um cendrio de ativagdo dos hubs ndo é vidvel e, analogamente
ao processo de contato, o0 comportamento aponta no sentido de um limiar finito. Entretanto,
para valores pequenos de J(«, ), podemos observar uma faixa de valores de A para os quais ha
predominancia do mecanismo de ativacao de hubs, conduzindo a um limiar epidémico efetivo
que decresce com o tamanho da rede N. Uma condic¢do suficiente para que este comportamento

efetivo tipo SIS seja observado é dada por
BY(a,7) < AB(N), (5.53)

em que A\S(N) € o limiar efetivo para o modelo SIS na rede de tamanho N. Em outras pa-
lavras: se a dindmica do modelo SIS ndo € capaz de ativar hubs em uma rede, a dindmica do
modelo SIRS também ndo o faz, devido ao efeito supressor da imuniza¢do. Assumindo um
escalonamento do tipo

MIB(N) ~ kt (5.54)

max’

em que ;. = 1/2 para a teoria QMF [59], este comportamento tipo SIS deve ser observado para

tamanhos
N < N, = [BI(ar, )]0 2/, (5.55)

em cruzamento para um limiar epidémico constante quando N > N..

A figura 5.7 mostra limiares numéricos para v > 3. Como podemos ver, para « suficien-
temente pequeno (o > 1 para v = 4), pode-se notar um limiar constante para valores altos de
N. Para valores altos de « a tendéncia ainda é decrescente, mas o platd no grafico surge apenas
para tamanhos do sistema que ndo foram possiveis de simular com os recursos computacionais

disponiveis.

5.3 O modelo SIRS em redes reais

Os resultados apresentados até o momento foram verificados em redes artificiais descorrela-
cionadas. Mas eles podem, entretanto, ser utilizados para a andlise e interpretacdo de fendmenos
epidémicos em redes reais que apresentam correlagcdes entre os nds, caracterizadas por uma de-
pendéncia ndo trivial da probabilidade condicional P(k’|k) com k [69]. Voltando o foco para o
modelo SIRS, nas figuras 5.8(a) e 5.8(b) apresentamos resultados de simula¢cdes numéricas em
duas redes sem escala reais. Em particular, consideramos a rede social Gowalla [70] e a rede de

compras de produtos relacionados do site da loja virtual Amazon [71], que possuem expoente
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Figura 5.7: Limiares epidémicos para o modelo SIRS como fun¢des do tamanho para redes geradas
pelo algoritmo UCM com expoentes da distribuicdo de conexdes v = 3,5 (a) e v = 4,0 (b), com grau
minimo kg = 3. O limite @ = oo do regime tipo SIS também foi incluido para comparacio.

v < 3 ey > 3, respectivamente (figura 5.8(c)).

De acordo com a teoria QMF, os limiares para estas redes s@o iguais ao inverso do maior
autovalor de suas matrizes de adjacéncia. Utilizando diagonalizacdo numérica de natrizes, obti-
vemos os valores \@MF:Govalla — () (0059 ¢ \QMEFAmazon — () (42, Nossas simulagdes mostram,
para o caso da rede social Gowalla, com v ~ 2.4, que limiares estimados numericamente sao
essencialmente independentes de o € muitom préximos a previsao da teoria QMF. Este com-
portamento € consistente com a expectativa tedrica a respeito de uma dindmica ditada pelo
mecanismo de ativagdo de hubs, a ser observado no regime em que v < 3 (figura 5.8(a)). Por
outro lado, para a rede do site de comércio online da loja Amazon, com v ~ 3,5, observamos
limiares epidémicos efetivos que diminuem com o aumento de «, aproximando-se da previsao
da teoria QMF para o« — oo. Novamente, este comportamento estd em concordancia com a
previsao tedrica para o modelo SIRS em redes sem escala com v > 3. Isso indica que hd um
limiar epidémico finito para valores baixos de «, em contraste com a previsao da teoria QMF a

respeito da independéncia destes limiares.
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Figura 5.8: Simulagdes das dinimicas dos modelos SIS e SIRS em redes reais. A densidade quase-
estaciondria de sitios ativos como func¢do da taxa de infec¢do nas redes Gowalla (a) e Amazon (b) para
diferentes taxas de imunizacio tempordaria. Setas foram utilizadas para indicar as posi¢des dos limaires
obtidos por meio do método da andlise de suscetibilidade e pela teoria QMF. Em (c) sdo mostradas as
distribui¢cdes de conectividade para as redes dos sites Gowalla (/N = 196591, knax = 14730, v = 2,4)
e Amazon (N = 334863, kmax = 549, v = 3,5). As linhas continuas representam ajustes em lei de
poténcia.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

A relagdo entre propriedades estruturais de redes complexas e a evolu¢@o dinamica de pro-
cessos epidémicos ocorrendo em redes com alto grau de heterogeneidade constitui um problema
basico do ponto de vista tedrico da ciéncia de redes e epidemiologia. Em conjunto com as téc-
nicas de andlise teérica, métodos de simulagao numérica siao ferramentas fundamentais para a
validagdo de tais teorias e conjecturas, bem como para estabelecer novas bases de compreensao
fisica e analitica. Simula¢des no regime proximo a criticalidade, nas imedia¢des do limiar epi-
démico, constituem um grande desafio ja que, em redes finitas, um estado absorvente (no qual
a doenca encontra-se erradicada) sempre serd atingido devido a finitude do nimero de configu-
racoes acessiveis [2].

Objetivando investigar processos epidémicos com estados estaciondrios € necessario recor-
rer a abordagens para analisar o estado quase-estaciondrio (que ndo mais apresenta estados
absorventes) e as técnicas analiticas adequadas para tamanhos finitos. Em tais abordagens, é
introduzida uma perturbacao (desprezivel no limite termodindmico N — oo) na dinamica ori-
ginal do processo. Investigamos métodos distintos para simular estados quase-estaciondrios:
o método SQS, no qual a amostragem € restrita as configuracdes ativas do sistema; o método
RBC, no qual a dinAmica do processo retorna a configuracdo imediatamente anterior a visita
ao estado absorvente; o método HR, em que a epidemia é reiniciada em um dos vértices mais
conectados da rede; o método EF, que introduz o evento de autoinfec¢do espontianea. Dois mo-
delos epidémicos distintos foram considerados nesta investigacdo de técnicas simulacionais: o
processo de contato e o0 modelo SIS. A natureza da(s) transicao(des) de fase nestes modelos
¢ distinta [10]: no modelo SIS a transicdo € marcada por uma ativacdo de hubs, enquanto no
processo de contato ocorre uma ativagdo coletiva da rede, caracterizando uma transi¢do de fase
padrdao. Concluimos que todos os métodos sdao equivalentes para o processo de contato, forne-
cendo os mesmos limiares epidémicos e expoentes de escalonamento de tamanho finito para as
grandezas quase-estaciondrias criticas. Para o modelo SIS, foram obtidos os mesmos limiares
para todos os métodos, mas a andlise de tamanho finito da densidade de sitios ativos provém
expoentes criticos para os métodos RBC e EF que sdo diferentes daqueles obtidos para os mé-
todos SQS e HR. Além do mais, os métodos RBC e EF ndo capturam a atividade epidémica

localizada no vértice mais conectado da rede. Entdo, se for desejavel uma andlise livre de epi-
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demias localizadas, o0 método RBC ¢ indicado. Porém, se for necessario capturar os efeitos de
localizacdo, os métodos SQS e HR sdo mais apropriados. Dentre estes dois ultimos, o método
SQS € mais bem fundamentado teoricamente [42, 47], porém seu algoritmo € mais complicado
e menos eficiente do ponto de vista computacional quando comparado as outras técnicas inves-
tigadas. Uma grande vantagem do método SQS € que ele fornece diretamente um tempo de
vida para a epidemia, calculado a partir das distribui¢cdes de probabilidade quase-estaciondrias,
que esta de acordo com o tempo de relaxacdo caracteristico tanto na fase critica quanto subcri-
tica (situagdo esta ultima na qual ocorrem grandes dificuldades quando aplica-se um método de
simulacao convencional) do processo dindmico em questdo [43]. Na fase supercritica, na qual
o tempo de vida do processo ndo € um tempo caracteristico de relaxagao, a andlise do tempo de
autocorrelacio para séries de estados quase-estaciondrios mostrou-se muito util para o célculo
do tempo caracteristico. Encontramos o mesmo expoente de escalonamento de tamanho finito
para todos os métodos de simulagdo estudados neste trabalho. Em particular, aplicando o mé-
todo de autocorrelacdo ao modelo SIS em reticulados de dimensdes d = 1, 2 e 3, bem como
na rede RRN (d = 00), obtivemos os expoentes que caracterizam a classe de universalidade da
percolacdo direcionada.

Neste trabalho também procuramos estudar algumas questdes fundamentais de nossa area,
tais como sobre que condi¢des um dado modelo epidémico apresenta limiar epidémico finito
ou nulo (ambos considerados no limite termodindmico) e como as propriedades observadas
nas transicoes de fase para estados endémicos, locais e globais, podem ser melhor descritas
do ponto de vista tedrico. Por meio de uma extensdo da teoria apresentada por Boguia et al
[41], propusemos um critério geral para compreender a natureza dos limiares epidémicos em
processos dinamicos deste tipo. Este critério baseia-se na comparacdo das escalas de tempo
para a recuperacao dos hubs da rede e para sua reinfec¢do. Quando o tempo de vida € maior do
que o tempo de infeccdo, a dinamica é marcada por um processo de ativacao de hubs, como no
ocorre no modelo SIS: estes hubs permanecem ativos por tempos muito longos e sdo capazes
se reinfectar mutuamente de modo a estabelecer um estado endémico de longa duracdo. Este
cendrio conduz a um limiar epidémico que tende a zero quando o tempo de vida diverge mais
rapidamente que o tempo de reinfec¢do no limite termodinadmico. Neste caso, as teorias QMF
mostram-se corretas qualitativamente pelo fato de as mesmas levarem explicitamente em con-
sideracdo a estrutura topoldgica completa da rede, capturando os efeitos do dominio dos nds
mais conectados do sistema. Por outro lado, para um tempo de vida menor que a escala do
tempo de infeccdo, este mecanismo de ativacdo de hubs ndo pode mais ser sustentado e pos-
siveis transi¢Oes de fase para estados endémicos resultam a partir de um processo de ativagao
coletiva global na rede, levando a uma transi¢do de fase padrdo que ocorre em um limiar epi-
démico finito, como no caso do processo de contato. Neste ultimo cendrio, teorias de campo
médio heterogéneas devem mostrar-se corretas do ponto de vista qualitativo, devido ao fato de
estas funcionarem na aproximacao de redes annealed, nas quais cada n6 interage com todos os

outros seguindo uma probabilidade dependente do grau de conectividade [7].
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Para verificar a validade do critério proposto, investigamos um modelo epidémico genérico
com certa taxa de recuperagdo espontanea, imunizacdo tempordria e taxas de infeccao depen-
dentes do grau de conectividade local em redes sem escala, para as quais é possivel determinar
expressoes analiticas para as escalas de tempo de recuperagdo e infec¢do dos hubs. Este mo-
delo tem como casos particulares alguns modelos fundamentais para a modelagem de processos
epidémicos, como os modelos SIS, SIR, SIRS, PC e até mesmo alguns mais complexos como
o modelo SIS generalizado proposto por Karsai et al [62]. Apds exemplificarmos nossa andlise
tedrica com os casos bem conhecidos do modelo SIS e PC, apresentamos uma discussdo mais
detalhada do modelo SIRS, uma extensdao do modelo SIS que leva em conta efeitos de imuni-
zacdo tempordria. Enquanto as abordagens analiticas anteriores (teorias HMF e QMF) previam
para o modelo SIRS o mesmo comportamento do modelo SIS, o resultado principal do nosso
trabalho mostra que, mesmo o efeito de uma pequena taxa de imunizacao tempordria, € capaz de
levar a um limiar epidémico finito (embora possivelmente afetado por fortes efeitos de tamanho
finito) em redes sem escala com v > 3. Este resultado entra em conflito com a teoria QMF,
valida para o modelo SIS neste regime, e concorda com a teoria HMF. Nossas previsdoes foram
corroboradas por meio de resultados de simulagdes numéricas realizadas em redes sem escala
artificiais sem correlacdo entre graus dos vértices e em redes reais correlacionadas.

O critério apresentado representa um passo adiante para a compreensdo das propriedades das
transi¢des de fase que ocorrem em modelos epidémicos, abrindo caminho assim para o estudo
de modelos mais realistas e gerais. Nesse sentido, a aplicagdo para modelos mais complexos €
direta, sendo apenas impedida pelas dificuldades que possam surgir ao extrair expressdes ana-
liticas para as escalas dos tempos de vida e infec¢do dos hubs. Mas vale observar que estas
escalas de tempo podem ser estimadas numericamente a partir de simulagdes diretas em grafos

estrela, como exemplificado neste trabalho.

78



Referéncias Bibliograficas

[1] DICKMAN A. G.; DICKMAN R.; BARBOSA F. A. Transicoes de fase sem termodind-
mica. Rev. Bras. Ens. Fis., 28, 23-33, 2006.

[2] MARRO J.; DICKMAN R., Nonequilibrium Phase Transition in Lattice Models. Cam-
bridge: Cambridge University Press, 1999.

[3] OLIVEIRA M. M., Simulagées de sistemas com estados absorventes: método e aplica-
coes.. 2007. 64f. Tese (Doutorado em Fisica) - Universidade Federal de Minas Gerais,
Belo Horizonte, MG, 2007.

[4] TAKEUCHIK. A.; KURODA M.; CHATE H.;: SANO M., Directed percolation criticality
in turbulent liquid crystals, Phys. Rev. Lett., 99, 2007

[5] CORTE L.; CHAIKIN P. M.; GOLLUB J. P.; PINE D. J., Random Organization in perio-
dically driven systems, Nature Physics, 4, 420-424, 2008.

[6] BARRAT A.; BARTHELEMY M.; VESPIGNANI A., Dynamical process on complex
netowrks, Cambridge: Cambridge University Press, 2008.

[7] DOROGOVTSEV S. N.; GOLTSEV A. V.; MENDES J. F. E., Critical phenomena in
complex networks, Rev. Mod. Phys. 80, 1275, 2008

[8] CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Non Mean-Field Behavior of the Contact
Process on Scale-Free Networks, Phys. Rev. Lett. 96, 038701, 2006.

[9] SANDER R. S.; COSTA G. S.; FERREIRA S. C., Sampling methods for the quasistati-
onary regime of epidemic processes on regular and complex networks. Phys Rev. E 94,
042308, 2016

[10] FERREIRA S. C.; SANDER R. S.; PASTOR-SATORRAS R., Collective versus hub acti-
vation of epidemic phases on networks, Phys. Rev. E 93, 032314, 2016

[11] MATA A. S.; FERREIRA R. S.; FERREIRA S. C., Heterogeneous pair-approximation
for the contact process on complex networks. New J. Phys. 16, 053006, 2014

[12] SANDER R. S, Transicéoes de fase para estados absorventes: um estudo em redes regula-
res e complexas..2009. Dissertacdo (Mestrado em Fisica Aplicada) - Universidade Federal
de Vigosa, Vigosa, MG, 2009.

79



[13] CALDARELLI G., Scale-free Networks - complex webs in nature and technology, Oxford:
Oxford University Press, 2007.

[14] NEWMAN M. E. J., Networks: An Introduction, Oxford: Oxford University Press, 2010.

[15] CATANZARO M. BOGUNA M.; PASTOR-SATORRAS, Generation of uncorrelated
random scale-free networks. Phys. Rev. E 71, 027103, 2005.

[16] BINDER K., Finite-size scaling analysis of Ising-model block distribution functions. 7.
Phys. B Con. Mat., 43, 119-140, 1981.

[17] DERRIDA B.; LEBOWITZ J. L.; SPEER E. R., Free Energy Functional For Nonequili-
brium Systems: An Exactly Soluble Case. Phys. Rev. Lett, 87, 150601, 2001.

[18] HAKEN H., Synergetics. Nova lorque:Springer-Verlag, 1983.

[19] NICOLIS G.; PRIGOGINE 1., Self-organization in Nonequilibrium Systems. Nova lor-
que:Wiley Interscience, 1977.

[20] STANLEY H. E., Scaling, universality, and renormalization: Three pillars of modern
critical phenomena. Rev. Mod. Phys., 71, S358-S366, 1999.

[21] GRASSBERGER P.; DE LA TORRE A., Reggeon field-theory (schlogl 1st model) on a
lattice - monte-carlo calculations of critical behavior. Ann. Phys., 122, 373-396, 1979.

[22] PRIVMAN V., Nonequilibrium Statistical Mechanics in One Dimension. Cam-
bridge:Cambridge University Press, 2005.

[23] AUKRUST T.; BROWNE D. A.; WEBMAN 1., Critical behavior of an autocatalytic
reaction model. Phys. Rev. A, 41, 5294-5301, 1990.

[24] JENSEN I.; DICKMAN R., Time-dependent perturbation-theory for nonequilibrium lat-
tice models. J. Stat. Phys., 71, 89-127, 1993.

[25] CASTELLANO C. e PASTOR-SATORRAS R., Routes to thermodynamic limit on scale-
free networks, Phys. Rev. Lett. 100, 1487701, 2008.

[26] BOGUNA M. CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Langevin approach for
the dynamics of the contact process on annealed scale-free networks, Phys. Rev. E, 79,
036110, 2009.

[27] FERREIRA S. C.; FERREIRA R. S.; PASTOR-SATORRAS R. Quasistationary analysis
of the contact process on annealed scale-free networks, Phys. Rev. E, 83, 066113, 2011.

[28] PASTOR-SATORRAS R., Epidemic Dynamics in finite size scale-free networks. Phys.
Rev. E. 65, 035108, 2002.

80



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Reply to Ha et al. Phys. Rev. Lett. 98,
029802, 2007.

NOH J. D.; PARK H., Critical behavior of the contact process in annealed scale-free
networks. Phys. Rev. E 79, 056115, 2009

PASTOR-SATORRAS R.; VESPIGNANI A., Epidemic dynamics in finite size scale-free
networks. Phys. Rev. E 65, 035108(R), 2002

BOGUNA M.; PASTOR-SATORRAS R.; VESPIGNANI A., Absence of Epidemic Th-
reshold in Scale-Free Networks with Degree Correlations. Phys, Rev. Lett. 90, 028701,
2003

CHATTERIEE S., DURRET R., Contact processes on random graphs with power law
degree distributions have critical value 0, Ann. Probab. 37, 2332, 2009

DURRET R., Some features of the spread of epidemics and information on a random
graph. Proc, Natl, Acad. Sci. USA 107, 4491, 2010

WANG Y.; CHAKRABARTI D.; WANG C.; FALOUTSOS C., in 22nd International
Symposium on Reliable Distributed Systems. SRDS °03, IEEE Computer Society, Los
Alamitos, 2003

CHAKRABARTI D.; WANG Y.; WANG C.; LESKOVEC J.; FALOUTSOS C., Epidemic
Thresholds in Real Networks. ACM Trans. Inf. Syst. Secur. 10, 1, 2008

FERREIRA S.C.; CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Epidemic thresholds of
the susceptible-infected-susceptible model on networks: a comparison of numerical and
theoretical results Phys. Rev. E 86, 041125, 2012

CHUNG E; LU L.; VU V., Spectra of random graphs with given expected degrees. Proc.
Natl. Acad. Sci. USA 100, 2003

MATA A. S.; FERREIRA S. C., Pair quenched mean-field theory for the susceptible-
infected-susceptible model on complex networks, Eur. Phys. Lett., 103, 48003, 2013

LEE H. K.; SHIM P.-S.; NOH J. D., Epidemic threshold of the susceptible-infected-
susceptible model on complex networks. Phys. Rev. E 87 062812, 2013

BOGUNA M.; CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Nature of the Epidemic
Threshold for the Susceptible-Infected-Susceptible Dynamics in Networks, Phys. Rev. Lett.
111, 068701, 2013

VAN KAMPEN N. G. Stochastic processes in chemistry and physics, North Holland,
Amsterdam, 1981.

81



[43] OLIVEIRA M. M.; DICKMAN R., How to simulate the quasistationary state, Phys. Rev.
E 71, 016129, 2005.

[44] BLANCHET J.; GLYNN P.; ZHENG S., Theoretical analysis of a stochastic approxima-
tion approach for computing quasi-stationary distributions, arXiv:1401.0364, 2014

[45] DICKMANR.; TOME T.; DE OLIVEIRA M. J., Sandpiles with height restrictions, Phys.
Rev. E 66, 016111, 2002

[46] LUBECK S.; JANSSEN H. K., Finite-size scaling of directed percolation above the upper
critical dimension, Phys. Rev. E 016119, 2005

[47] DICKMAN R.; VIDIGAL R., Quasi-stationary distributions for stochastic processes with
an absorbing state. J. Phys. A: Math Gen 35, 1147, 2002

[48] PRUESSNER G., Equivalence of conditional and external field ensembles in absorbing-
state phase transitions, Phys. Rev. E 76, 061103, 2007

[49] BARABASI A.;: ALBERT R., Emergence of scaling in random networks. Science, 286,
509-512, 1999.

[50] MATA A. S.; FERREIRA S. C., Multiple Transitions of the susceptible-infected-
susceptible epidemic model on complex networks, Phys. Rev. E 91, 012816, 2015

[51] PRESS W. H.; TEUKOLSKY S. A.; VETTERLING W. T.; FLANNERY B. P., Numeri-
cal Recipes 3rd Edition: The Art of Scientific Computing, 3rd ed., Cambridge University
Press, New York, NY, USA, 2007

[52] HENKEL M.; HINRICHSEN H.; LUBECK S., Nonequilibrium phase transition: Absor-
bing Phase Transitions, Springer Verlag, Netherlands, 2008

[53] FERREIRA R. S.; FERREIRA S. C., Critical behavior of the contact process on small-
world networks, Eur. Phys. J. B 86, 462, 2013

[54] BOGUNA M.; PASTOR-SATORRAS R.; VESPIGNANI A., Cut-offs and finite-size ef-
fects in scale-free networks, Eur. Phys. J. B 38, 205, 2004

[55] COTA W.; FERREIRA S. C.; ODOR G., Griffiths effects of the susceptible-infected-
susceptible epidemic model on random power-law networks, Phys. Rev. E 93, 032322,
2016

[56] FERREIRA S. C.; FERREIRA R. S.; CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R.,
Quasi-stationary simulations of the contact process on quenched networks, Phys. Rev.
E 84, 066102, 2011

82



[57] VOITA'T., Rare region effects at classical, quantum and nonequilibrium phase transitions,
J. Phys. A: Math. Gen. 39, R143, 0602312, 2006

[58] ODOR G.; PASTOR-SATORRAS R., Slow dynamics and rare-region effects in the contact
process on weighted tree networks, Phys. Rev. E 86, 026117, 2012

[59] CASTELLANO C.; PASTOR-SATORRAS R., Thresholds for Epidemic Spreading in
Networks, Phys. Rev. Lett. 105, 218701, 2010

[60] MOUTFORD T.; MOURRAT J. C.; VALESIN D.; YAO Q., Exponential extinction time
of the contact process on finite graphs. Stoch. Proc. Appl. 126, 1974-2013, 2016

[61] ANDERSON R. M.; MAY R. M., Infectious Diseases in Humans, Oxford University
Press, Oxford, England, UK, 1992

[62] KARSAI M.; JUHASZ R.; IGLOI E., Nonequilibrium phase transitions and finite-size
scaling in weighted scale-free networks, Phys. Rev. E 73, 036116, 2006

[63] PASTOR-SATORRASR; VAZQUEZ A.; VESPIGNANI A., Dynamical and Correlation
Properties of the Internet, Phys. Rev. Lett. 87, 258701, 2001

[64] ABRAMOVITZ M.; STEGUN 1. A., Handbook of Mathematical Functions, Dover, New
York, NY, USA, 1972

[65] HOLYST J. A.; SIENKIEWICZ J.; FRONCZAK A.; FRONCZAK P.; SUCHECKI K.,
Universal scaling of distances in complex networks, Phys. Rev. E 72, 026108, 2005

[66] GOMEZ S.; ARENAS A.; BORGE-HOLTHOEFER J.; MELONI S.; MORENO Y.,
Discrete-time Markov chain approach to contact-based disease spreading in complex
networks, Europhys. Lett. 89, 38009, 2010

[67] BANCALJ. -D.; PASTOR-SATORRAS R., Steady-state dynamics of the forest fire model
on complex networks, Eur. Phys. J. B 76, 109, 2010

[68] CATANZARO M. BOGUNA M.; PASTOR-SATORRAS, Diffusion-annihilation proces-
ses in complex networks. Phys. Rev. E 71, 056104, 2005.

[69] DOROGOVTSEV S. N.; MENDES J. F. F,, Evolution of networks, Adv. Phys. 51, 1079,
2002

[70] CHO E.; MYERS A.; LESKOVEC J., Proceedings of the 17th ACM SIGKDD Interna-
tional Conference on Knowledge Discovery and Data Mining, KDD 11, pp. 1082-1090,
ACM, New York, 2011

[71] YANG J.; LESKOVEC J., Defining and evaluating network communities based on ground-
truth, Inf. Syst. 42, 181-213, 2015

83



