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RESUMO

SANTOS, Rebeca Marjorie Souza dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
agosto de 2025. A maquina de adicao bilateral. Orientadora: Pouya Mehdipour.

Neste trabalho, apresentamos o odémetro, mais especificamente a maquina de
adicao unilateral, e algumas de suas propriedades dinamicas topoldgicas. Utilizando
a estrutura do espaco simbdlico Zip, originalmente proposta como uma extensdo do
shift bilateral, chamada de Zip-Shift, construimos uma extensao especifica do
odémetro denominada maquina de adicdo bilateral. Para essa nova classe de
sistemas, fornecemos uma caracterizacdo em termos de conjugacado topoldgica.
Demonstramos que a dindmica da maquina de adicao bilateral, assim como no caso
unilateral, € um homeomorfismo e possui a propriedade de minimalidade. Como
aplicacdo dessa estrutura, mostramos que as maquinas de adicdo bilaterais
definidas em espacos Zip fornecem exemplos de sistemas dindmicos que nao sao
conjugados a transformagdes do tipo Zip-Shift. Nosso estudo destaca a
minimalidade desses sistemas e seu papel na teoria da dinamica simbdlica.

Palavras-chave: dinamica simbdlica; espagco zip; maquina de adicdo unilateral;
maquina de adicao bilateral; zip-shift



ABSTRACT

SANTOS, Rebeca Marjorie Souza dos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
August, 2025. The bilateral adding machine. Adviser: Pouya Mehdipour.

In this work, we present the odometer, more specifically the one-sided adding
machine, along with some of its topological dynamics properties. Using the structure
of the symbolic space Zip, originally proposed as an extension of the bilateral shift,
called the zip shift, we construct a specific extension of the odometer called the two-
sided adding machine. For this new class of systems, we provide a characterization
in terms of topological conjugacy. We show that the dynamics of the two-sided
adding machine, as in the one-sided case, is a homeomorphism and minimal. As an
application of this structure, we demonstrate that such class of maps defined on Zip
spaces are examples of dynamical systems that are not conjugate to transformations
of the zip shift type. Our study highlights the minimality of these systems and their
role in symbolic dynamics.

Keywords: symbolic dynamics; zip space; one-sided adding machine; two-sided
adding machine; minimality; zip shift
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1 Introducao

A maquina de adi¢gao ou odémetro, € um exemplo classico no estudo da dindmica
topolégica e dinamica simbdlica. Este exemplo € um sistema minimal e equicontinuo
em um espago métrico compacto de dimensao zero. Formalmente, uma maquina de
adicdo associada a uma sequéncia de inteiros a = (j1, j»,... ), com j; > 2 para cada 7, é
um espago Shift no espago limite inverso A, = yLnZ/piZ, munido com a topologia do
produto. A dindmica da maquina de adi¢do imita a soma na base p, generalizando a
nocao de contadores digitais.

A maquina de adigcao consiste de uma estrutura simples: somar 1 com transporte.
Historicamente, este conceito foi materializado pela primeira vez no século XVII por
Pascal com o intuito de auxiliar seu pai em calculos contabeis, esta maquina possuia
seis engrenagens e quando o digito ultrapassava o 9, fazia a préxima engrenagem girar.
Entre os séculos XIX-XX, Hensel em [12] formalizou este conceito com 0os numeros
p-adicos. Apos isto, entre os anos de 1920 e 1940 matematicos como Neumann em
[20] estudou a estrutura topoldgica desse objeto, mas apenas entre as décadas de
1950 e 1970 os matematicos Gustav Hedlund e Walter Gottschalk em [11] introduziram
a nogao de maquina de adi¢do estudando sistemas dindmicos que somavam 1 com
transporte.

As maquinas de adigao possuem diversas aplicagdes na teoria de sistemas
dinamicos. Elas surgem de modo natural na classificacao de sistemas minimais, em
particular, como modelos de comportamento regularmente recorrente [4],[7], [21]. Além
disso, servem como ferramentas importantes na construgdo de representagdes sim-
bélicas de sistemas mais complexos, como subshifts € modelos de Bratteli-Vershik
[5],[10]. Sua simples estrutura com diversas propriedades topoldgicas levam a aplica-
cOes adicionais na teoria ergddica e na teoria dos numeros por meio de suas conexdes
com inteiros p-adicos [8], [2], [13]. Neste trabalho, estendemos o odémetro classico
construindo-o dentro de um espaco simbdlico conhecido como espago Zip o qual
se baseia em dois conjuntos com alfabetos distintos. Espagos simbdlicos Zip foram
introduzidos em [15] com o objetivo de estender a estrutura de espagos shifts bilaterais
[17], levando ao desenvolvimento do Zip — Shift — uma nova forma de dindmica sim-
bdlica projetada para codificar e analisar aplicagdes néo-invertiveis. A existéncia de
particbes apropriadas para sistemas nao-invertiveis pode implicar a sua conjugacao ou
semiconjugacao com aplicagdes do Zip — Shift, possibilitando o estudo de dinamicas
complexas e caobticas por meio de representacdes simbolicas.

No entanto, muitos sistemas dinamicos estdo fora da classe daqueles que
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podem ser efetivamente modelados por meio do espacgo Zip — Shift. Nesse contexto,
a construcao e o estudo de aplicagdes que nao sdo Zip — Shift tornam-se essenciais.
Neste trabalho, com base nas ideias e métodos apresentados em [3], construimos
e estudamos uma maquina de adicao bilateral que opera em um espaco Zip. Este
exemplo ilustra um homeomorfismo que ndao é uma funcéo do tipo Zip — Shift. Além
disso, fornecemos as condi¢gbes necessarias e suficientes para caracterizar estas
transformacoes.

Este trabalho esta organizado em 6 capitulos, no capitulo 2 apresentamos uma
breve revisdo sobre espacos topoldgicos, espacos métricos e sistemas dinamicos que
serao necessarios para a compreensao das propriedades topolégicas dos espacos
definidos em capitulos posteriores.

O capitulo 3 é dedicado para apresentarmos alguns conceitos basicos da di-
namica simbdlica. Trabalhamos com o espaco de sequéncias unilaterais, algumas
de suas propriedades dinamicas citadas no capitulo 2 e apresentamos uma dindmica
fundamental chamada funcao Shift. Com o objetivo de generalizar estes conceitos,
trabalhamos com o espaco S-completo sobre um alfabeto S finito e alguns subespacos
do espago S-completo. Por fim, também observamos como é possivel descrever o
espaco S-completo através de palavras proibidas ou sua linguagem.

Ja no capitulo 4, conforme [3] introduzimos o conceito de maquina de adicao
unilateral, apresentamos a aplicacédo definida neste espaco e provamos que o0 conjunto
da maquina de adi¢ao unilateral € minimal para esta aplicagéo. Por fim, depois de alguns
resultados, apresentamos uma caracterizagao para a maquina de adigao bilateral, isto
€, uma condicdo necessaria e suficiente para que uma aplicacao continua definida em
um espaco métrico compacto seja topologicamente conjugada a aplicacao da maquina
de adicdo unilateral.

No Capitulo 5, introduzimos o espaco Zip, a partir do qual generalizamos a
maquina de adicao unilateral. Definimos uma aplicacdo nesse novo espago com o intuito
de apresentar também uma caracterizagdo para essa expansao. Por fim, no capitulo
6, revisamos os principais objetivos da pesquisa, destacamos os resultados obtidos
ao longo dos capitulos anteriores e discutimos sua relevancia no contexto da teoria
de sistemas dinamicos. Também apontamos possiveis caminhos para investigacdes
futuras que podem ampliar os resultados aqui desenvolvidos.
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2 Preliminares

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns conceitos que sao essenciais
para a compreensao deste trabalho. Inicialmente, apresentamos algumas definicdoes
e propriedades de espacgos topoldgicos. Para fixar as ideias, discutiremos de forma
breve os espacos métricos e alguns de seus resultados. Por fim, apresentamos alguns
conceitos gerais sobre sistemas dinamicos, que serao utilizados até o fim deste trabalho.
As referéncias utilizadas para esse capitulo se encontram em [16], [19] e [4].

2.1 Espacos Topoldgicos

Nesta secdo vamos estudar alguns conceitos sobre espacgos topologicos.

Definicao 2.1.1. Uma topologia sobre um conjunto X é uma cole¢do  de subconjuntos
de X com as sequintes propriedades:

1. @ e X pertencemar;
2. A unido dos elementos de qualquer subcolegdo de T pertence a 7;

3. A intersegdo dos elementos de qualquer subcolegéo finita de T pertence a .

Um conjunto X para o qual foi definido uma topologia  chama-se espaco topologico.

Definicao 2.1.2. Seja (X, ) um espacgo topoldgico, dizemos que U é um conjunto
abertoem X seU e .

Definicao 2.1.3. Um subconjunto A de um espaco topoldgico (X, T) é dito fechado se
o conjunto X\ A é aberto.

Observacao 2.1.1. Dizemos que um conjunto A em um espacgo topoldgico (X,7) é
clopen se A for um conjunto aberto e fechado simultaneamente.

Definicao 2.1.4. Seja (X,7) um espaco topoldgico e A c X. O fecho de A, denotado
por A, se define como a intersecdo de todos 0s conjuntos fechados que contém A.

Definicao 2.1.5. Seja (X, 1) um espacgo topoldgico, uma base para v € uma colegédo B
de subconjuntos de X chamados elementos basicos tais que:

1. Para cada x € X, existe pelo menos um elemento basico B € B que contém x;

2. Se x pertence a interse¢do de dois elementos basicos B1, B, € B, entao existe um
elemento basico Bz € B que contém x e B; c By n Bs.
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Se B satisfaz estas condi¢coes, entdo definimos a topologia = gerada por 5 como
segue: um subconjunto U de X é dito aberto em X se, para cada z € U, existe um
elemento basico Be Btalque re Be BcU.

Definicao 2.1.6. Se (X,7) é um espaco topoldgico, um ponto x € X € dito ponto
isolado de X se o conjunto {z} é aberto em X. Um conjunto X é dito discreto se
todos os seus pontos forem isolados.

Lema 2.1.1. Seja X um conjunto e B uma base para uma topologia r sobre X . Entao
T é igual a colecio de todas as unides de elementos de B.

Lema 2.1.2. Seja (X,7) um espago topologico. Se C é uma colegdo de conjuntos
abertos de X tal que, para cada conjunto aberto U de X e cada x € U, existe um
elemento C €C talque x € C c U. Entdo C é uma base para .

Definicao 2.1.7. Uma sub-base S para uma topologia r sobre X é uma colecao de
subconjuntos de X cuja unido é igual a X . A topologia gerada por esta sub-base S se
define como a colegdo t de todas as unides de intersegoes finitas de elementos de S.

Definicdo 2.1.8. Um subconjunto A de um espago X é dito denso em X se A = X.

Definicao 2.1.9. Uma colecdo S de subconjuntos do espaco X € uma cobertura de
X, se a unido dos elementos de S coincide com X. Dizemos que S é uma cobertura
aberta de X se S € uma cobertura de X formada por conjuntos abertos de X .

Definicao 2.1.10. Um espaco X é dito compacto se para cada cobertura aberta S de
X seja possivel obter uma subcoleg&o finita que também cobre X.

Agora que ja temos uma nog¢ao sobre algumas propriedades que envolvem a
topologia de um conjunto, podemos definir o conceito de funcao continua entre dois
espacos topoldgicos. Isto é,

Definicao 2.1.11. Sgjam (X, ) e (Y, ) dois espagos topolégicos. Uma fungdo
f: X =Y édita continua se para cada subconjunto aberto V de Y, o conjunto f~*(V)
€ um subconjunto aberto de X .

Definicao 2.1.12. Sejam (X, ) e (Y, ) espacos topoldgicos e f : X — 'Y uma bije¢&o.
Se a funcao f e a funcéo inversa f~! : Y — X sdo ambas continuas, entao f é dito um
homeomorfismo.

Teorema 2.1.1. A imagem de um espago compacto sob uma aplicagdo continua é um
espagco compacto.

Proposicao 2.1.1. Se X é compacto, toda bijegao continua f : X —-Y é um homeomor-
fismo.
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2.2 Espacos Métricos

Com o objetivo de exemplificar conceitos vistos na secao anterior, nesta secao
vamos revisar alguns conceitos gerais de espag¢os métricos que serao utilizados nos
capitulos 3 e 4.

Definicao 2.2.1. Uma métrica num conjunto X € uma fungdo d : X x X - R que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um numero real d(x,y), chamado
a distancia de » a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigbes para
quaisquer z,y,z € X :

1. d(z,z) =0,

2. Sex+yentdod(x,y)>0;

3. d(z,y) =d(y, z);
4. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).
Dessa forma, um espag¢o métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto e d é

uma métrica em X. A partir desta métrica, é possivel definir alguns conceitos como
veremos a seguir:

Definicao 2.2.2. A bola de centro a e raio r € o conjunto B(a;r) dos pontos de X cuja
distancia ao ponto a é menor que r. Ou seja,

B(a;r)={xe X ;d(x,a) <r}.
Proposicao 2.2.1. Seja (X,d) um espago métrico. Entdo a colegcdo
B={B(z;e);zeX ec>0}

€ uma base para uma topologia sobre X, denominada topologia métrica induzida por
d.

Teorema 2.2.1. Sejam f: X - Y com (X,dx) e (X,dy) dois espagos métricos. Entao,
a continuidade de f € equivalente ao requisito de que, dado x € X e dado ¢ > 0, existe
0 >0 tal que

dx(2,y) <0 = dy(f(2), f(y)) <e.

Definicao 2.2.3. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Uma aplicagdo f : X - Y
é dita uniformemente continua quando para cada = > 0 dado, existirum § = §(e) > 0 tal
que, sejam quais forem x,y € X,

dx(,y) <o =dy(f(2), f(y)) <e.
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Proposicao 2.2.2. Se X é um espagco métrico compacto, entdo toda aplicacdo continua
f: X =Y é uniformemente continua.

Definicao 2.2.4. Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (X, d) é dita convergente
se existe x € X tal que
lim d(z,,z) = 0.

n—>oo

Dizemos que x € o limite de (z,,) em X.

Defini¢ao 2.2.5. Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (X, d) é dita sequéncia
de Cauchy em X, se para todo ¢ > 0 existe um N €N tal que

d(xm,,x,) < e, para todom,n > N.

Definicao 2.2.6. Dizemos que o espagco métrico X é completo quando toda sequéncia
de Cauchy em X é convergente.

Teorema 2.2.2. Todo espaco métrico compacto é completo.

Teorema 2.2.3. Um espaco métrico X é completo se, e somente se, para toda sequén-
cia decrescente Fy o F, o --- > F,, o ... de subconjuntos fechados ndo vazios F, c X,
com lim diam(F,) =0, existe um ponto a € X tal que N F,, = {a}.

n—»o00 =1

2.3 Sistemas Dinamicos

De modo geral, um sistema dinamico € uma funcao definida sobre um conjunto
X que é utilizada para analisar o comportamento de um ponto no espaco ao decorrer do
tempo. Neste trabalho apresentamos o conceito de sistema dindmico sobre conjuntos
com algumas particularidades.

Definicao 2.3.1. Segja (X, d) um espago métrico (compacto). Um sistema dinamico é
uma funcéo f : X — X continua.

A dinamica, isto €, a passagem do tempo, € vista como a iteragdo dessa funcgao.
Dessa forma, se comecarmos com um ponto = € X (correspondente ao instante zero),
depois ele estara em f(x) (instante um), depois em f(f(z)) (instante dois) e assim
sucessivamente. Para simplificar a notagdo, usaremos

@)=z, fi(z)=f(x), f2(x)=f(f(2)),....f"(x) = f(f*"'(2)), paran>1.

Respeitando as mesmas condi¢des da definicdo acima, também podemos considerar
um sistema dinamico que seja um homeomorfismo f~! : X — X. No entanto, a
dindmica agora é vista no passado, assim,

(x) = fA(f(x)) paran>1.
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Definicao 2.3.2. A evolugdo no tempo de um ponto x € X sob a agdo f, ou seja,
z, f(x),..., f*(z),... é chamada de Orbita positiva do ponto x

Of(x) = U f"(2).

neZy

Se [ for uma homeomorfismo, podemos definir a orbita negativa de um ponto = € X
ou seja,

Oj(x) = U f"(x).

nes._
De modo geral, dado f um homeomorfismo, definimos a orbita total de um ponto x € X
como

(’)}F(x) = ().

nez

Definicao 2.3.3. Dizemos que x € X é um ponto periodico de periodo p, se p é o0
menor inteiro tal que fr(z) = x. Quando p = 1, dizemos que x € um ponto fixo de f.
Denotamos o conjunto de todos os pontos periodicos de f por Per(f).

Definicao 2.3.4. Dizemos que um sistema dindmico f : X — X é topologicamente
transitivo se, para todo par de abertos U e V em X, existe um inteiron = N(U,V) >0
tal que

fMU)YNV + 2.
Se a equagéo acima for valida paran = N(U,V') <0, o sistema é dito topologicamente
bitransitivo.

Proposicao 2.3.1. Seja f : X - X um homeomorfismo. Se f for topologicamente
transitivo, entdo f € topologicamente bitransitivo.

Demonstracdo. Como f é topologicamente transitivo, entdo para quaisquer dois aber-
tos U,V c X, existe n = N(U,V) > 0 tal que

g+ frU)N V=g f(fU)NV)=Unf"™V).
Portanto, f é topologicamente bitransitivo. O

Definicao 2.3.5. Quando existe uma drbita positiva densa no sistema, dizemos que
este sistema é transitivo.

Teorema 2.3.1. Seja X um espaco métrico compacto sem pontos isolados. Um sistema
dinamico f : X — X continuo é topologicamente transitivo se, e somente se, [ é
transitivo.

Demonstracéo.

(=)
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Suponhamos que [ seja topologicamente transitivo, vamos mostrar que f possui uma
Orbita positiva densa. Como X é um espaco métrico compacto, entdo X é separavel,
logo, X possui uma base enumeravel B = {B;, B,,...}. Sendo f topologicamente
transitivo, entdo para todo aberto U c X e cada i € N, existe n € N tal que

fn(U)ﬂBZ¢®$Uﬂf_n(Bz)¢® (21)
Agora, considerando os conjuntos abertos

Vi=U f(By).

neN

Por (2.1), temos

vint = (U s @) nv - Ut <o

neN neN

e concluimos que V; é denso em X para cada i. Sendo X um conjunto compacto,
entdo é completo e pelo Teorema de Baire [19],

ﬂm:ﬂ(Uﬁ%&ﬁ

1eN 1eN \neN

€ um conjunto denso em X. Agora, dado = um elemento no conjunto acima, para cada
i €N, existe n > 0 tal que f"(x) € B;, ou seja, Oj(z) n B; # @. Portanto, f possui uma
orbita densa e é transitivo.

(<) -

Como [ € transitivo, existe = € X tal que Oj(z) = X. Dessa forma, dados U, V' dois
abertos em X, existe n; € N tal que f™(z) € U e existe ny, € N tal que f™2(z) € V.
Suponhamos sem perda de generalidade que n, > ny, tomando n = ny — n; obtemos

frm(a)) = [ (e) e V.
Como f™(x) e U, entdo existe n =ny —ny tal que f*(U)nV # @. O

Corolario 2.3.1.1. Sgja X um espago métrico compacto sem pontos isolados. Um
sistema dinamico f : X — X que também é um homeomorfismo é topologicamente
bitransitivo se, e somente se, | é bi-transitivo.

Demonstracéo. O resultado segue do Teorema anterior e da Proposi¢ao 2.3.1. O

Observagéo 2.3.1. Se considerarmos M = {0} u{1,3,%,...}, munido com a métrica
usual, este é um espago métrico compacto. Se definirmos f(x) = +, notemos que 1 é
um ponto isolado do sistema, entdo dado U uma vizinhanga de 1, ndo é possivel que

exista um inteiro n > 0 tal que f*(U)nV + @ para todo par de abertos U e V.
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Definicao 2.3.6. Um sistema dindmico f : X - X é dito positivamente expansivo se
existe ¢ > 0 tal que para quaisquer dois pontos distintos x,y € X, existe algum n ¢ N tal

que d(f"(z), f"(y)) > €.

Definicao 2.3.7. Um homeomorfismo f : X — X é expansivo se existe = > 0 tal que para
quaisquer dois pontos distintos =,y € X, existe algum n ¢ Z tal que d(f"(z), f*(y)) > €.

Definicao 2.3.8. [6] Dizemos que f : X — X tem sensibilidade as condicées iniciais
se existe ¢ > 0 tal que para todo x € X e toda vizinhanga V' de x existamyeV eneZ
tais que d(f"(x), f"(y)) 2 0.

Em relacdo a nocédo de expansividade, para quaisquer dois pontos distintos
em X, as Orbitas sempre se separam. Por outro lado, em relacdo a sensibilidade
as condicdes iniciais, para cada ponto em X, em todas as vizinhancas deste ponto
existem outros pontos cujas érbitas se separam. Dessa forma, podemos afirmar que
toda funcdo expansiva possui sensibilidade as condicdes iniciais.

Proposicao 2.3.2. Seja f : X - X um homeomorfismo. Se f for expansiva, entao f
tem sensibilidade as condi¢ées iniciais.

Demonstracdo. Consideremos f uma funcao expansiva, queremos mostrar que f
possui sensibilidade as condicdes iniciais. De fato, seja x um ponto arbitrario de X e
V., uma vizinhanga de z. Como V,, € uma vizinhan¢a qualquer, entdo podemos tomar
y + x em V,. Por hip6tese, f € expansiva, logo, existe ¢ > 0 e algum iterado k € Z tais
que d(f*(x), f*(y)) > e como queriamos demonstrar. O

Agora vamos introduzir o conceito de caos em relacdo ao nosso objeto de
estudo, ou seja, um comportamento imprevisivel caracteristico de alguns sistemas
dinamicos. Neste texto, trabalharemos com a definicdo de caos segundo Devaney,
introduzida em 1989 [6].

Definicao 2.3.9. Um sistema dindmico f : X - X ¢ dito cadtico se

1. o0 conjunto dos pontos periodicos de f é denso em X ;
2. f é topologicamente transitivo;
3. f tem sensibilidade as condi¢bées iniciais.

Definicao 2.3.10. Seja f : X - X um sistema dindmico. Um conjunto A c X é dito
f-invariante se f~1(A) = A.

Proposicao 2.3.3. Seja f : X — X uma funcgéo invertivel. As seguintes afirmacées sao
equivalentes:
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1. A é um conjunto f-invariante;

2. f(A)=A
3. f(A) = A para todo n € Z.

Demonstracgo. 1 = 2:

Se A for f-invariante, entdo f~1(A) = A, como f € invertivel, entdo A = f(A).
2= 3:

Por hipétese,

F(A) = A= f2(A) = f(A) = A.

Vamos supor que paran >0, f»1(A) = A, notemos:

frA) = frH(A) = 7 (f(A) = f7H(A) =

Logo, f*(A) = A. Para n < 0 basta aplicar o mesmo raciocinio para -n.
3=1:
Se f*(A) = A para todo n € Z, entdo para n = -1 obtemos f~1(A) = A. O

Lema 2.3.1. SejaAc X e f: X - X um homeomorfismo. A é um conjunto f-invariante
se, e somente se, A é a unido das orbitas de seus pontos. Mais ainda, O}F(:c) € sempre
um conjunto f-invariante para qualquer x € X.

Demonstragcdo. Primeiro, vamos mostrar que a Orbita total de um ponto = ¢ X é
um conjunto f-invariante. Como f é um homeomorfismo, pela Proposicdo 2.3.3,
basta mostrarmos que f (OF (z)) = O7(x). Com efeito, se y ¢ f (OF(x)), entdo existe
z€Of(z) talque y = f(2) = f"(x) para algum n € Z. Logo, f(y) = f"*'(x) € O (z). Por
outro lado, se y ¢ (’)]T(x), entdo existe n € Z tal que y = f*(x). E,

y=["(x) = f(f"H(2)).
Como f'(z) € Of(x), entdo y € f(OF(x)). Portanto, f(O7(x)) = Of(x) como
queriamos demonstrar.
(=)
Suponhamos que A é um conjunto f-invariante. Se z € A, entdo f"(z) € A para todo
neZe Of(r) c A. Assim, para todo z € A, entdo A c xLEJAO]?(x). E, sendo f um
homeomorfismo, pela Proposi¢ao 2.3.3, dado z € A, f*(x) € A para qualquer n € Z.
Assim, a orbita de qualquer ponto em A esta contida em A, isto é, U (9}?(3:) c A.
Portanto, A = UAO]?(x). !
(<) e

Suponhamos que A = U O (x), dado = € A, OF (x) € um conjunto f-invariante. Assim,
reA

A)f’(UO%@)=Uﬁ%@ﬂ@):U0ﬂm=A

zeA zeA reA
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]

Proposicao 2.3.4. Seja f : X - X um homeomorfismo. Dado A c X, se A é f-
invariante entdo A é f-invariante.

Demonstragdo. Como A é f-invariante, pela Proposicdo 2.3.3 f(A) = A4, logo, f(A) = A.
Agora, como f é um homeomorfismo, entdo f(A) = f(A). Portanto, f(A)=Ae A é
f-invariante.

[

Defini¢ao 2.3.11. Um conjunto A c X é dito f-minimal para f : X - X se

1. A é fechado e f-invariante;
2. se B c A é um subconjunto fechado e f-invariante, entao B = @ ou B = A.

Proposicao 2.3.5. Seja f : X - X um homeomorfismo. X é um conjunto f-minimal se,
e somente se, todos os pontos de X possuem Orbita positiva densa em X.

Demonstracdo. Suponhamos que exista y € X tal que O?(y) + X. Pela Proposicao
2.3.3, O?(y) € um conjunto f-invariante, logo, O?(y) também é f-invariante. Como
O}F(y) c X, entdo X nao é f-minimal. Por outro lado, se existe A ¢ X nao vazio
f-invariante e fechado. Dado y € A, O?(y) c A pois A é f-invariante. Por hipétese,

O7F (y) = X, dai,

X=0{(y)cAcX,=>A=X.

Absurdo, logo X € f-minimal. O
Observacao 2.3.2. No Teorema 2.3.1 mostramos que quando (X, f) ndo possui pontos
isolados e é topologicamente transitivo, entdo possui orbita positiva densa. Se f é um
homeomorfismo, o Corolario 2.3.1.1 nos afirma que f também é bitransitivo. Ou seja, a

existéncia de uma Orbita positiva densa garante a existéncia de uma orbita total densa
quando f é homeomorfismo.

Proposicao 2.3.6. Sejam A, B c X ambos nao vazios. Se A e B sdo f-minimais, entao
A=BouAnB-=g.

Demonstracdo. Suponhamos que An B # @. Como A e B sao f-minimais, entao
fYAnB)=f1(A)nfY(B)=AnB.

Notemos que, An B € fechado, f-invariante e esta contido em A e B simultaneamente.
Absurdo! Portanto, A= Bou An B =g. O
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Teorema 2.3.2. Seja X um espaco métrico compacto e f : X - X uma fungdo continua.
Entao todo conjunto K c X n&o vazio, fechado e f-invariante contém um subconjunto
minimal ndo vazio.

Demonstracdo. Seja F a colecao de todos os subconjuntos ndo vazios de X que sao
fechados e f-invariantes. Como X ¢ F, entdo F + @. Definimos uma ordem parcial <
em F dada por:

Ki <Ky, K,c K.

Como toda cadeia { K, }..; em F possui um menor elemento, isto &,

K* = K.

ael
Mostremos que K~ € F:
1. K* + @ pelo Teorema da Intersecéo de Cantor;
2. K~ é fechado pois é a interse¢ao arbitraria de conjuntos fechados;

3. K* é f-invariante pois

R = (m Ka) S = () K= K

ael

Assim, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento minimo M. Por fim, suponhamos
que exista J ¢ M o qual é f-minimal em F. Mas isto contradiz a hip6tese de M ser
minimo na ordem parcial <. Portanto, o elemento minimo M € o elemento f-minimal
em X. ]

Definicao 2.3.12. Sejam f: X - X eg:Y - Y duas aplicacbes. Uma conjugacao
topoldgica entre f e g € um homeomorfismo h: X — Y que satisfaz

hof=goh.

Proposicao 2.3.7. Sejam f : X - X e g:Y - Y transformacdes topologicamente
conjugadas. Se O;(x) representa a orbita positiva de um ponto em X por f, entao
h (O;(x)) representa a orbita positiva de um ponto emY por g.

Demonstracdo. Como f e g sdo topologicamente conjugadas, entao existe h: X - Y
um homeomorfismo tal que ho f=goh e f=h"1ogoh. Assim,

f2:(h_lOgoh)oh_logoh:h_logQOh.
Se f~t=h1tog»1ohcomneN, entdo, como

fn:fnflJrl:fnflOf:(hilognfloh)o(hflogoh):hilognoh_
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Logo, f*=h='og"ohcomneZ,. Notemos:

h(@;(x)) = {y €Y ;y=h(z2)z¢ (’)}(x)}
={yeY;IneZ,y=n(f"(v))}
={yeY;3neZ,y=g"(h(r))}
=0, (h(x))

como queriamos demonstrar. O

Observacao 2.3.3. Pela Proposicdo anterior, podemos concluir que a conjuga¢ao
topoldgica preserva orbitas, logo, também preserva orbitas densas e orbitas periodicas.

Proposicao 2.3.8. Sejam X e Y espacos métricos compactose f: X - X eg:Y - Y
transformacgées topologicamente conjugadas. Se f é positivamente expansiva entao g
também é positivamente expansiva.

Demonstracdo. Como f e g sdo topologicamente conjugadas, entédo existe h: X - Y
um homeomorfismo tal que ho f = go h. Sejam y;,y, € Y distintos, entdo h='(y;) =z €
h=(y2) = xo também sdo distintos. Suponhamos que f seja positivamente expansiva,
entao existe ¢ > 0 tal que se

x1,x9 € X €dx(f"(x1), f"(x2)) <e, VneN=z=y.
Por hipétese, h~!' é continua, entdo para v, 4, € Y podemos escolher ¢ > 0 tal que

dy (¢"(11), 9" (42)) <6 = dx (™' (9" (11)), h (9" (32))) <&, ¥n e N.

Como ho f=gohentdo fPoht=h"1og" Logo,

dx (W™ (9" (y1)), P71 (9" (32))) = dx (f"(F7" (1)), f"(h 7' (32))) <&, ¥neN.

Sendo f positivamente expansiva, entao h='(y;) = h~'(y2) € sendo h um homeomor-
fismo, x = y. Portanto, podemos concluir que g também é positivamente expansiva. [

Observacao 2.3.4. A conjugacgdo topologica também preserva expansividade. A
demonstragdo é analoga a demonstragdo da Proposi¢do acima.

Definicao 2.3.13. Dizemos que a transformacdo f : X - X é semiconjugada a
g:Y > Y seexister: X - Y continua e sobrejetora e que satisfaca

mof=gor.

Podemos observar que o conceito de semiconjugacao € mais fraco, ja que 7
nao necessita ser bijetora tdo pouco possuir inversa continua.
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3 Espaco Sh:ft Unilateral e Bilateral

Neste capitulo, vamos apresentar inicialmente o espaco de sequéncias unila-
teral, bilateral e algumas propriedades que podemos obter desses espac¢os quando
0s associamos a dinamica Shift. Em seguida, generalizamos os conceitos dados
anteriormente, a fim de definir o espago S-completo, com isso, abordamos conceitos
particulares como espaco Shift e Shift do tipo finito. Nesse capitulo, utilizamos como
referéncia [1], [14] e [17].

3.1 Espaco Shift Unilateral

Nesta secao apresentamos o espaco de todas as sequéncias unilaterais sobre
um alfabeto finito.

Definicao 3.1.1. Sgja S ={0,...,n -1} um conjunto de simbolos chamado alfabeto. O
espago
S% = {(z9,1,79,...); x; € S paratodoieZ,}

é formado por todas sequéncias infinitas que assumem entradas em S. Denotamos
este espago por ¥%.

Exemplo 3.1.1. Definindo S = {0,1}, um elemento x = (x,,)nez, € X5 tem a forma

z=(0,1,1,1,0,0,1,...).

Para facilitar a notagdo, denotaremos a sequéncia (0,0,0,...) por 0+=. E possi-
vel indicar a repeticdo de um bloco, isto €, uma sequéncia finita de simbolos, usando
esta mesma notagao, assim, (0,1,0,0,1,0,0,1,0,...) = 010*~. Também é possivel
representarmos a sequéncia (0,1,0,0,0,1,...) por 010001... Definimos o seguinte
conceito:

Definicao 3.1.2. Dadas duas sequéncias = = (xo,z1,22,...) €y = (Yo, Y1, Y2, - ), defini-
mos

N(z,y) = mZin{xi £}
i€Zy

Por convengéo, adotamos que N (x,x) = +oo.

De modo geral, N(z,y) descreve a primeira coordenada (da esquerda para a
direita) onde as sequéncias = e y assumem valores distintos.
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Definicao 3.1.3. Seja 0 < A\ < 1. Definimos a seguinte métrica entre duas sequéncias x
ey por
d(z,y) = AV,

Proposicao 3.1.1. A distancia definida acima é uma métrica.
Demonstragéo.

1. d(z,z) =" =0
2. d(xjy) = )\N(ffvy) = /\N(yﬂ“) = d(y)x)
3. Se z + y entdo as sequéncias z e y diferem em alguma coordenada, suponhamos

na i-ésima. Dai,
d(z,y) =X">0.

4. Devemos mostrar que vale a desigualdade triangular, isto é
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z), para quaisquer z,y, z € 3%.

De fato, se d(z,z) < d(z,y) entdo d(z,z) < d(x,y) + d(y,z). Por outro lado, se
d(z,z) > d(z,y), entdo N(x,z) < N(z,y). Sabemos que as sequéncias z e z
diferem na coordenada N(z,z) e as sequéncias z e y diferem na coordenada
N(z,y). Como N(x,z) < N(z,y) entdo as sequéncias y e = diferem na coorde-
nada N(z, z), logo, N(y,z) = N(z,z2), dai, d(y, z) = d(x, z). Pelo ltem 3, obtemos
d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

]

De acordo com a Proposigéo 2.2.1, podemos estudar o espago métrico (X}, d)
como um espaco topoldgico. As bolas abertas neste espacgo serdo definidas da seguinte
forma:

Definicdo 3.1.4. Seja x € X% uma sequéncia, consideremos a bola
B(x,e) ={y e X§; d(z,y) <e}.
Proposicéo 3.1.2. O espago de sequéncias ¥ com S = {0,...,n -1} é um espago

compacto.

Demonstragdo. A demonstracao segue da demonstracao do teorema de Tychonoff em
[19]. O

Definicao 3.1.5. Definimos W, como o espaco de palavras ou blocos de comprimento
n da seguinte forma:
Wn = {(UJ(),’LUl, cee 7wn—1); w; € S}
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Exemplo 3.1.2. Considerando S = {0,1,2,3,4}. A sequéncia w = (0,1,2,1,3) € uma
palavra de comprimento 5 em Xf.

Defini¢ao 3.1.6. Um cilindro é um conjunto definido por

Wiq oo, W .
! {l"EESaxz wij)J:1>"'7k}>

U15eenyik
COM 1y <19 <+ < Q.

Proposicao 3.1.3.
Wiy yeey Wy yeeeslim
Czllzk "= U Cgomn
anS

I ik )
comm =maz{iy,... i} €w;, =n;, paraj=1,... k.

21’ W

Demonstragdo. Seja = € C;' , entdo x;; = w;, para j € {1,...,k}. Como m =
max{iy,... i}, entdo as m + 1 prlmelras coordenadas de = sao g, x1,...,x,,. Para
cada j € {0,...,m}, podemos definir n; = z;, dessa forma,

jE{Z.l,...,Z.k}=>nj=w7;j

j¢{i1,...,ik}:>nj:xj.

Concluimos que x € C§°"""" o qual € um dos cilindros da unido. Por outro lado, se z €
um elemento da unido, entéo existe um cilindro da forma C°~"" que contém z. Por
definicao,

jE{il,...7ik}:>7’Lj:wi].:>.ij:'LUij
Je{in, k) = x5 =n;

Assim, xeC foee Wiy O]

Sk

Exemplo 3.1.3. Considerando S = {0,1,2}. O cilindro Cy3; pode ser reescrito da
sequinte forma

02,1 _ ~0,021,1 0,1,2,1,1 1,0,2,1,1 1,1,2,1,1
Cy373 =Cp1234YCo1231 Y1753, UCa3y-

Proposicao 3.1.4. A colegéo de todos cilindros forma uma base topoldgica de X};.
Demonstragcdo. Consideremos C a cole¢ao de todos os cilindros. Pela proposicéo 3.1.3,

basta mostrarmos que a afirmacéo é vélida para cilindros que iniciam na coordenada 0.
De fato,

. Dada = = (z,,)nez, UMa sequéncia qualquer em X%, existe Cj9"~1""' que contém

x.
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2. Suponhamos que Cy™ "' n Cy% "™ # @, logo, existe x = (7, )y NESta interse-
cao. Dessa forma, para algum k < mm{n,m}, temos

Wo = Vg, W1 =V1,...,Wk-1 = Vg-1.

ASSIm €T € Cw07 k’“ik 1 C C’LU(), ’wn 1 N Cv()v 7'Um 1‘

]

Teorema 3.1.1. A coleg¢ao de todos os cilindros em X% gera uma topologia equivalente
a topologia gerada pela métrica.

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.1.4, podemos considerar a seguinte base

c={C;" " my = w5 =1, kY

(AT

com i; < iy < --- < 43. E considerando a métrica d definida anteriormente e ¢ > 0,
definimos a seguinte base
B={B(z,e); xzeXt}.

1. 70 c75:
Devemos mostrar que Ofof;;;wik € C é aberto em 75. Pela Proposi¢do 3.1.3,
se x € C;"' """, entdo existe um cilindro na unido tal que = ¢ Cg®"™" com
m = max{iy,... ix}y € wy; =n;, para j =1,.... k. Sejax € C&?_%”m, tomando
e =" entédo

B(z,e) ={yeXs;d(z,y) <e}={y € X5; Yo =10, Ym = N} = Co "™

Portanto, o cilindro C”“’ -'m contem uma bola aberta, dai, C”O’ “'m & aberto em

8-

2. T C1C.
Agora, devemos mostrar que B(x,¢) € 7. Consideremos a bola B(z,¢), esco-
lhendo \-m*! < ¢ temos

Cg,(.]f.','%ﬁnm ={yeX5;Y0=10,--,Ym =nm} € B(z,¢).

Portanto, B(x,¢) é aberto em 7¢.

]

Observacao 3.1.1. Os cilindros sdo conjuntos clopens, basta notarmos que o com-
plementar de um cilindro € determinado pela unido de cilindros, logo, é um conjunto
aberto.
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3.2 Funcao Shift Unilateral

Nesta secao vamos estudar um exemplo de um sistema dinamico. Para esta
funcao, vamos trabalhar algumas caracteristicas vista na primeira secao deste capitulo
e comparar alguns resultados interessantes.

Definicao 3.2.1. Seja S = {0,1,...,n - 1}. Considerando o espago de sequéncias
X%, podemos definir um sistema dindmico o, : ¥} - ¥ dado por o ((xo, x1,22,...)) =
(z1,x9,23,...). Esta fungdo é conhecida como fungdo Shift unilateral.

Exemplo 3.2.1. Seja S ={0,1,2}, vamos considerar o seguinte cilindro Cyy’;, sabemos
que os elementos desse conjunto sdo da forma x = (0,1, z2,1, 24,1, 26, ... ). Calculando
a pré-imagem deste cilindro pela definicdo, obtemos

0! (Cozs) = {2 € X5 [ ou(w) € Gy}
= {(07 07 T2, T3, 0,$57 17 T7y... )7 (17 07 Lo, T3, O)$57 1,I’7, oo ) / z;€ S}
= Coxas U Colils
Teorema 3.2.1. A funcao Shift unilateral € uma fungdo continua e sobrejetora.
Demonstragdo. Dado ¢ > 0, escolnemos N ¢ N tal que \N < e e § = AN+, Sejam
x,y € ¥ de modo que d(z,y) < d, entdo estas sequéncias coincidem até a coordenada
N + 1. Aplicando a fungé@o Shift unilateral, o, (x) e o,(y) coincidem até a coordenada

N. Assim,
d(o.(x),0,(y)) <\ <e.

Portanto, o, € uniformemente continua, logo, é continua.
Para mostrarmos que o, é sobrejetora, basta notarmos que dado y € X%, existe uma
sequéncia x = (0, x1,z2,...) € X} tal que

o.(x) =0,((0,21,22,...)) = (x1,22,...) = ¥.

Observacao 3.2.1. A funcio Shift nao é injetora pois,
0,.(011%%°) = 110" = ¢, (1110 110**)
apesar das sequéncias 011+ e 1110 110*> serem distintas.

Proposicao 3.2.1. A fungao Shift unilateral é um sistema dindmico com propriedade
de transitividade.
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Demonstragdo. Seja S ={0,...,n—1} com n € N. Pela Proposigéo 3.1.2, sabemos que
¥ % € um conjunto compacto. Basta entdo mostrarmos que o, possui uma orbita densa.
De fato, consideremos a sequéncia

z=(01...n=10001...0n-112...1n-1...000...),

onde a sublinha foi usada somente para enfatizar blocos na sequéncia. Notemos
que, O; (x) é densa pois, tomando y € ¥} tal que y = (yo, y1,%2, .. ). Sabemos que a
coordenada y, assume algum simbolo em S, logo, usando = ou algum iterado o7 (x)
com n € N podemos garantir que a distancia € menor ou igual a 1. Para a distancia
ser menor ou igual a \, basta que a segunda coordenada de z ou o7 (z) coincidam na
segunda coordenada, 0 que acontece pois = possui todas as palavras de comprimento
2, inclusive yyy;. Portanto, o, possui propriedade de transitividade. O

Proposicao 3.2.2. A fungao Shift unilateral é positivamente expansiva.

Demonstraggo. Sejam z,y € X5 com z # y, entdo existe k € Z, tal que z;, # v, logo,
d(z,y) = M\*. Aplicando a fungédo Shift k-vezes, obtemos

U-I:(ZU) = ($k7$k+1a cee )7 O—-]f(y) = (ykayk’+1> .- )

Assim, d(o*(z),0%(y)) = 1. Portanto, para e = 1, d(o*(x),0"(y)) > 1. O

3.3 Espaco S-completo

Nesta secdo vamos generalizar alguns conceitos visto na segéo anterior, isto é,
vamos estudar as cole¢gdes de sequéncias bi-infinitas de simbolos de um alfabeto S
que seja finito.

Definicao 3.3.1. Seja S um alfabeto finito. Uma sequéncia de simbolos sobre S é
denotada por x = (x;);cz ou por

l':(...‘r,gl',ll'oxll'g )

onde cada x; € S. O simbolo x; € ai-ésima coordenada de x o0 qual pode ser descrito
por suas coordenadas ou como um “vetor infinito”.

Ao escrevermos uma sequéncia, precisamos especificar a coordenada x, assim,

utilizamos “;” para separar coordenadas x; para i > 0. Assim,

I’Z(....T_Ql’_l;xol'lflfg...)
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Definicao 3.3.2. [17] Se S é um alfabeto finito entdo o espaco S-completo ' é a
colecdo de todas as sequéncias bi-infinitas de simbolos de S. Denotado por

Ys={x=(2)iz; v;€S,VieZ}.

Também denotamos o espaco S-completo por S%, esta é a notagdo matematica
para o conjunto de todas as funcdes de Z para S e tais funcdes podem ser vistas como
sequéncias bi-infinitas de elementos de S.

Observacao 3.3.1. Quando desejamos enfatizar o indice i em uma sequéncia, escre-
vemos ;.

Definicao 3.3.3. Um bloco (ou palavra) sobre S é uma sequéncia finita de simbolos
de S. Chamamos de bloco vazio uma sequéncia finita sem simbolos e denotamos por
e, também definimos o comprimento de um bloco u, |u|, como o numero de simbolos
que u contém.

Exemplo 3.3.1. Consideremos S um alfabeto finito. Um bloco sobre S é da forma
uU=aas...4a
onde a; € S. Nao é necessario separar as coordenadas do bloco por pontuagdes e

lu| = k. Seu=e entdo |u| = 0.

Um k-bloco é um bloco de comprimento k£ € o conjunto de todos os blocos
sobre X5 é denotado por ©%. Um sub-bloco de u = a; as ... a;, € um bloco da forma
a; a1 ... a; com1<i<j<k. Porconvencdo, o bloco vazio ¢ é sub-bloco de qualquer
bloco.

Definicao 3.3.4. Dados z,y € X5, definimos
M(x,y) = ”26221{|k|; T # Yi)-

Caso x =y entdo M (x,y) = +o0. Assim, considerando 0 < A < 1, a distancia entre as
sequéncias é dada por
d(z,y) = \MED),

Observacao 3.3.2. Por simplicidade, vamos considerar X = 1 onde n = |S|.
Definicao 3.3.5. Dada uma palavra w com |w| =m + n. Definimos o cilindro por
C’wim 7777 Wooeess wnZ{ZEEES;x_mZwm,---,xo:w0>-'->$n:wn}'

Teorema 3.3.1. A colecdo de todos os cilindros do espago de sequéncias (Xs,d) gera
uma topologia equivalente a topologia gerada pela métrica d.

v Pull S-Shift
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Demonstrac&o. A prova € analoga ao caso unilateral. O
Notemos que, utilizando as definicdes da Secao 2.2 do Capitulo 2, os cilindros
no espaco de sequéncias bilaterais sdo conjuntos clopens também.

A coordenada i em uma sequéncia = = (x;);.z também pode ser considerada
como indicacao de tempo, por exemplo, a coordenada no tempo 0 de = é xy5. A
passagem de tempo corresponde a deslocar a sequéncia uma posi¢ao para a esquerda,
e isso resulta em uma aplicacao do espaco S-completo nele mesmo.

Definicao 3.3.6. A funcao Shift bilateral o no espaco S-completo Ys mapeia um
ponto x para o ponto y = o(x) cuja coordenada € y; = x;,1.

Proposicao 3.3.1. A fungao Shift bilateral € um homeomorfismo.

Demonstracdo. Para mostrar que o € um homeomorfismo, mostraremos os itens abaixo.
Com efeito,

1. Seja """ ~*" um cilindro de tamanho m +n + 1. Notemos:

ot (Ci“’m""’wo""’w") = {a: €Xs;o(x)e Ci”glm""’wo""’w"}.

my...,0,...,n yeers0,0,m

Assim, dado x no conjunto acima
[o(2)]om = wem, [0(2) ] omir = Woner, - [0(@) ]n1 = woet, [0(2) ] = wy,
e pela defini¢cao da fungao, [o(z)]; = xi:1, €SCrevemos
Tomil = Wemy, o2 = Wemily e -y Ty = Wpo1, Tyl = Wy
Como nao temos restricao para a coordenada —m, entao

0'71 (Cw—m7~--,w0:-~~7wn) — U Cawamy-":wOw-»wn

-m,...,0,...,n -m,—-m+1,...,0,....n+1"
aeS

2. Diferente do caso unilateral, a funcao Shift definida neste espaco é uma fungéo
injetora. De fato, consideremos z = (z,,),y = (y,) € Xs tal que [o(x)], = [0 (y)]n-
Dai,

[O—(x)]n = [O_(y)]n = Tn+l = Yn+l
= X1 =Y-1,%T0 = Yo, L1 = Y1, T2 = Y2, - - -

=>x=y

3. Queremos mostrar que para toda sequéncia y € X5, existe x € X5 tal que o(z) = v.
De fato, dado y = (¥, )nez, definimos a sequéncia = = (,),cz pPOr

Ty = Yn_1, VN € 7.
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Aplicando o, obtemos:
[0(2)]n = Tni1 = Yns1)-1 = Yn, VN EZ.
Portanto, a funcao Shift bilateral & sobrejetora;

4. Seja r = (x,)nez UMa sequéncia em Xs.A fungdo inversade o, € 07! : X5 — g
dada por [o7!(x)], = .1, €ssa funcao também é continua e a demonstragéo é
feita de modo analogo ao item 1.

O]

Proposicao 3.3.2. A funcdo Shift bilateral € um sistema dindmico topologicamente
bitransitivo.

Demonstragdo. Consideremos a sequéncia x € X5 com |S| > 2,

2=(0"°:01...n=10001...0n-112...1n—1...000...),

onde a sublinha foi usada somente para enfatizar blocos na sequéncia. Utilizando um
argumento analogo ao caso unilateral, concluimos que esta sequéncia possui érbita
positiva densa, dai, o é transitiva. Como s € um espaco métrico compacto sem
pontos isolados, pelo Teorema 2.3.1, f € topologicamente transitiva. E sendo ¢ um
homeomorfismo, pela Proposicao 2.3.1, garantimos que o Shift bilateral € um sistema
dindmico topologicamente bitransitivo. O

Proposicdo 3.3.3. A fungdo Shift bilateral é expansiva com é = 1.
Demonstracdo. Sejam x,y € X5 com z # y, entao existe k € Z tal que z;, # yi.

1. Se k>0, entdo M(x,y) = k. Assim, aplicando a fungéo o k-vezes obtemos
L= (-~-7$_2,fl}'_1;l’o,...,l'k,---) :Jk(x) = ("'axk—%wk—l;$k7xk+17"')

Y= (o Y2, Y15 Y0 Yho o) = 00 (Y) = (o Y2 b1 5 Yks Ykt - - )
Assim, d(o*(z),0"(y)) =1> 1.

2. Se k < 0, entdo M(z,y) = -k. Assim, podemos aplicar o~* podemos obter
d(o*(z), 07 (y)) = 1> L.

Proposicao 3.3.4. A fungdo Shift bilateral € um sistema dinamico cadtico.
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Demonstragdo. Por definicdo, devemos mostrar que o conjunto Per(o) € denso em X,
o possui sensibilidade as condi¢des iniciais e é transitivo. De fato, considerando S um
conjunto de simbolos finito com |S| > 2.

1. A transitividade topoldgica para o € garantida pela Proposicao 3.3.2;

2. Pela Proposicao anterior, a fungao Shift bilateral € expansiva e todo sistema
dindmico expansivo possui sensibilidade as condig¢des iniciais;

3. Devemos mostrar que Per(o) € denso em Y, ou seja, dado ¢ > 0 qualquer
Vo eXs,ye Per(o); d(z,y) <e.

Dado ¢ > 0 arbitrario, sejam x = (..., z_9,7_1; xg, 71, ... ) € Us € k € N tal que M+ <
e. Consideremos o bloco w = (z_g,...,xx) e asequénciay = (..., w,w,w,w,...) €
Y.s. Como o?**1(y) =y entdo y € Per(o) e

d(z,y) <\l <e

como queriamos demonstrar.

3.4 Espacgo Shift

Nesta secdo vamos introduzir o conceito de espaco Shift, este espaco é um
subconjunto do espago S-completo com algumas caracteristicas importantes.

Definicao 3.4.1. Um espaco Shift é um subconjunto X de um espa¢o S-completo X5
tal que é fechado e o-invariante.

Exemplo 3.4.1. SegjaAcXs tal A=...{0} x {2} x{0}.... Este conjunto é composto
por todas as sequéncias que alternam entre os simbolos “0” e “2”. Notemos que A é
de fato um conjunto o-invariante, e pelo Teorema de Tychonoff é fechado.

Exemplo 3.4.2. Segja x € s um ponto periddico. Pelo Lema 2.3.1, OT(z) € invariante.
Como (Xs,d) é um espago métrico e a orbita de = € um conjunto finito, entdo é fechado.
Portanto, este é um espaco Shift.

Definicao 3.4.2. Seja P uma colegéo de blocos sobre S, que chamaremos de blocos
proibidos. Para qualquer P, definimos X um subconjunto de Y¥.s composto por todas
as sequéncias que nao contém nenhum bloco em P.

Observacao 3.4.1. A colecdo de blocos P € uma colecdo enumeravel, basta definirmos
uma bijecéo f : P - N associando os blocos de acordo com o seu comprimento.
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Observacao 3.4.2. Na expressdo X = Xp, a notagcao X refere a operacao de formacao
de um espaco Shift, enquanto a notacdo X denota o resultado desta operagéo.

Proposicao 3.4.1. O espaco X = Xp para alguma colegdo P de blocos proibidos sobre
S é um espago Shi ft.

Demonstracdo. Devemos mostrar que X, € fechado e o- invariante.

Suponhamos que = € X» mas z ¢ Xp. Dessa forma, = possui alguma palavra proibida
w € P a partir da i-ésima coordenada, ou seja, z[;iw-1] = w. Como x € um ponto
aderente, entao existe uma sequéncia (z, ) c Xp tal que z,, - z. Logo, dado ¢ > 0

IngeN; Vn>ng=d(z,,z)<e.

Em particular, d(z,,x) < \* onde k = M (x,,z). Assim, para algum n > n, deve existir um
k>1i,d(z,,z) < \k. Mas isto implica que x,, possui palavra proibida, absurdo. Portanto,
Xp é fechado.

Pela Proposicao 2.3.3 basta mostrarmos que o(X) = X. De fato, seja = € X, entéo
x ndo possui blocos de P. Como a aplicacédo ¢ apenas desloca as coordenadas das
sequéncias de X, entdo os pontos em ¢(X) também néo possuem blocos em P. Assim,
o(z) e X. Tomando y € 0(X) entéo existe x € X tal que o(z) =y, isto &€, como y; = 7.1
entdo y também nao possui blocos em P. Portanto, y € X e o(X) = X. O

E possivel que para um determinado espaco Shift, exista mais de uma colegéo
de blocos proibidos o descrevendo. Quando um espaco Shift X esta contido em um
espago Shift Y, dizemos que X € Subshift de Y.

Exemplo 3.4.3. Se X =X, entdo a colecdo de blocos proibidos que podemos tomar
para representar X é P = @.

Exemplo 3.4.4. Consideremos o conjunto fechado X = {(011)>=}, como o(x) = (110),
entdo X n&o é invariante. Logo, ndo é um espago Shift.

Exemplo 3.4.5. Consideremos X o conjunto de todas as sequéncias binarias de modo
que entre qualquer dois simbolos “1” existe um numero par de simbolos “0”. Assim,

P ={10""*'1; n > 0}.
Este espaco X é chamado Shift Par?.

Observacgao 3.4.3. Seja X c {0,1}% o conjunto de todas as sequéncias que possuem
uma quantidade finita de simbolos “1”. Este conjunto claramente é o-invariante.
Suponhamos que X seja fechado, logo, X é um espaco Shift, entdo os blocos que

2 Even Shift
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possuem o simbolo “1” ndo sdo blocos proibidos. Dessa forma, a sequéncia (1)= € X,
absurdo, pois ndo € possivel afirmar que esta sequéncia possui uma quantidade finita
de simbolos “1”. Portanto, X ndo é um espago Shift.

Definicao 3.4.3. Um Shift do tipo finito (STF) é um espaco Shift descrito por um
conjunto finito de blocos proibidos.

Exemplo 3.4.6. Seja X o conjunto de todas as sequéncias binarias sem bloco “11”.
Assim, X = Xp com P = {11}, este espago é chamado de Shift Aureo. 3

Agora, veremos que também é possivel definir um espaco Shift X por meio dos
elementos que o compde.

Definicao 3.4.4. Seja X um subconjunto de um espago S-completo e seja B,,(X) o
conjunto de todos o0s n-blocos que ocorrem nas sequéncias de X. A linguagem de X
é a colecao

B(X) = L_JOBR(X)-

Exemplo 3.4.7. Seja X o espaco de todas as sequéncias que ndo possui blocos da
forma 0100,010000, ...,010?" comn > 1. Logo, a linguagem de X é dada por

B(X) ={0,1,00,11,01,10,00,000...}

Observemos que nem toda cole¢éo de blocos € uma linguagem de um espaco
Shift. A proposicao a seguir faz parte de um resultado em [17] que apresenta outra
descricao do espaco Shift.

Proposicao 3.4.2. A linguagem do espaco Shift determina o espaco Shift. Na verdade,
para qualquer espago Shift X = Xp(x).. Assim, dois espagos Shift s&o iguais se, e
somente se, eles possuem a mesma linguagem.

Demonstragdo. Se x ¢ X, entdo nenhum bloco que ocorre em x pertence a B(X)¢,
pois B(X) contém todos os blocos que ocorrem em todas as sequéncias de X. Assim,
r € Xgx)e € X c Xp(x). No entanto, como X € um espaco Shift, entdo existe uma
colegédo P que descreve X. Se x € Xp(x)-, entdo cada bloco em = deve esta em B(.X),
logo, n&o pode estd em P. Portanto, v € Xp € X = Xg(x)e. H

Observacao 3.4.4. Pela proposicao acima, para verificar se x € X, basta mostrarmos
que cada sub-bloco xy; ;1 € B(X).

Exemplo 3.4.8. O Shift Par é um espaco Shift, mas ndo é um espaco Shift do
tipo finito. Com efeito, se fosse, existiria uma colec¢ao finita de blocos proibidos P que

3 Golden mean Shift



Capitulo 3. Espacgo Shift Unilateral e Bilateral 34

descreve X. Consideremos entdo N > 1 o comprimento do maior bloco em P, dai,
podemos construir uma nova coleg¢do P de blocos de tamanho N que contém blocos
de P, esta nova colecdo também descreve X. Seja x = 0°102N+110>~, notemos que

N =1= 2 =0*100010*
e cada bloco de tamanho 1 pertence a B,(X).
N =2 = 2 =0*10000010%

e cada bloco de tamanho 2 pertence a B»(X). Por sucessédo, cada bloco de tamanho
N também pertence a By (X ), mas x possui bloco proibido também. Absurdo!

Observacao 3.4.5. Sabemos que um espaco Shift pode ser descrito por diferentes
colegbes de blocos proibidos, no entanto, a Proposicao acima mostra que a colegao
B(X) é a maior colecao de blocos proibidos que descreve o espaco Shift X. De fato,
suponhamos que exista uma colegcdo P que seja a maior colegdo de proibidos que
descreve X, logo, B(X)¢ c P. Sejaw ¢ P tal que w ¢ B(X)<, entdo w € B(X). Assim,
y € um bloco permitido, logo, existe alguma sequéncia em X que contém w, absurdo
pois w € P.
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4 A Caracterizacao da Maquina de Adi-
cao Unilateral

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de maquina de adicao unilateral e
oferecer uma caracterizacao que nos indique quando a aplicagdo da maquina de adicao
€ topologicamente conjugada a uma outra aplicagdo continua definida em um espago
métrico compacto. A base do estudo desse capitulo é o Artigo [3].

4.0.1 A Maquina de Adicao Unilateral

Definicao 4.0.1. Seja o* = (jo,71,...) Uma sequéncia de inteiros onde cada j; > 2.
Denotamos por A+ o0 conjunto de todas as sequéncias (xq,x1,...) onde cada
x;€{0,1,...,4; - 1} para cadai. O conjunto A.- é chamado de Maquina de adicao
unilateral o -ddica.

Exemplo 4.0.1. Seja ot = (2,2,2,...), entdo dada uma sequéncia (xg,x1,...), x; €
{0,1} para cadai € Z,. Assim, A+ = {0,1}%+.

Neste conjunto é possivel definirmos uma métrica d,+. Assim,

Definicao 4.0.2. Sejam = = (xg,x1,...),y = (Yo,Y1,---) € Au+,

0(i, yi
da+ (x y) Z (2“_1 Y
0

7=

onde §(x;,y;) =1 sex; +y; e d(x;,y;) =0 se z; = y;.

Proposicao 4.0.1. Sejam d,.- e d métricas sobre A+, onde d é a métrica estabelecida
no espaco S-completo. Entdo as métricas d.+ € d induzem a mesma topologia.

Demonstragdo. Podemos escrever d.(z,y) = sx¢7, conforme justificado no Apén-
dice A1.1ed(x,y) = m Para mostrar que essas duas métricas induzem a mesma
topologia, basta provarmos que uma sequéncia converge em d se, e somente se,
converge em d,+. De fato,

(=)

Suponhamos que d(xy, ) = m - 0. Como n > 2, temos:

1
nN(Ikvx)

—>03da+(l’k,$) -0

1
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(<)

Agora, suponhamos que d,+(xy, z) = Wlk) - 0. Como 2 > 1, temos:

1

W»O:N(mk,x)eoo

_ i >
= N 0 (poisn>2>1)
= d(xy,z) = 0.
Portanto, podemos concluir que as métricas induzem uma mesma topologia. O
Dado que as métricas sao equivalentes, quando a* = (n,n,n,...) adotaremos
por simplicidade o espaco A+ munido com a métrica d. Pela Proposicao anterior, d e
d.+ geram a mesma topologia métrica em A,-. Assim, de maneira analoga ao espacgo

S-completo, as bolas abertas em (A,+,d) coincidem com os cilindros ja definidos
anteriormente.

4.0.2 A Aplicacido da Maquina de Adicao Unilateral

Definicao 4.0.3. Dados (xo,z1,---), (Yo, y1,---), (20, 21,--.) € Ay+. Definimos a soma
(zo,21,... )+ (Yo, y1,---) = (20,21, .. ),
onde zy = (xg + yo) mod jo, z1 = (x1 + y1 + t1) mod j; €
t1=0, Ssexy+yo<jo
ti=1, Sexy+1yo2Jjo-
29 = (T2 + Yy + ta) mod jo €
to=0, Sexi+y+t1 <1
to=1, sexy+yi+t1 271,
E prosseguimos com este mesmo raciocinio para toda a sequéncia.

Exemplo 4.0.2. Consideremos ot = (3,2,4,7,...) e as sequéncias x = (2,1,0,1,...),
y=1(1,0,1,5,...) € A,+. Assim,

z+y = ((2+1)mod3,(1+0+ty) mod2,(0+1+ty) mod4,(1+5+1t3) mod7,...)
(3mod3,(1+0+1) mod2,(0+1+1) mod4,(1+5+0) mod7,...)
(0,0,2,6,...)

Definicao 4.0.4. Definimos a aplicacao f.- : A+ -~ A+ dada por

for () = (x0,21,...) +(1,0,...)

chamada aplicacao da maquina de adicao unilateral.
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Observacao 4.0.1. Para simplificar as demonstracées, em alguns casos deixaremos
implicito que a soma em cada coordenada é feita via mod j; para cadai.

Proposicao 4.0.2. A aplicacdo da maquina de adicdo é um homeomorfismo.

Demonstragcdo. Para mostrar que f,- € um homeomorfismo, vamos mostrar os seguin-
tes itens:

1. f.+ €injetora:
Sejam z,y € A, distintos tais que f,-(x) = fa+(y), logo
for () = far(y) = (xo+ L,xy +ty, 20+ 1o, ... ) = (Yo + L, y1 + S1,Y2 + Soy ... )
o + 1= Yo + 1
T+ tl =y +5;

$2+t2:y2+82

Por definicéo,

t1=O,SefL’0+1<j0 51=O,Sey0+1<j0
e
t; = 1, caso contrario s1 = 1, caso contrario
Uma vez que x, = yg, entdo os dois sistemas acima sao equivalentes, dai, ¢, = s;

e x1 = y;. Com base nesta linha de raciocinio, z; = y; para cada i € Z,. Portanto,
far € injetora.

2. f,+ € sobrejetora:
Sejay = (yo,y1,y2,--.) € Ao+ COmo yo € {0,1,...,70— 1}, obtemos os seguintes
casos:

a) Sey=(0,y1,ys,...), entdo existe = = (jo - 1,y1 — 1,40, ...) tal que

(jO_17y1_17y2»"')+(170707"')
(j() modjo,(y1 -1 +t1) modjl,(yg +t2) mOdjg,...).

f@+($)

Como zy + 1 = j, entdo ¢, = 1. Assim, y; — 1 +t; = y; < j;, € ndo ha mais
carregamentos. Logo, fo+(z) = y.

b) Sey=(1,y1,%,...), entdo existe = = (0, y1,v2, ... ) tal que

(0,91,%2,...) +(1,0,0,...)
(1 mod jo, (y1 +t1) mod ji, (y2 + t2) mod ja, ... ).

j;+($)

Como xp+1 =1, entdo ¢t; = 0 e ndo ha mais carregamentos. Logo, f.+(z) = y.
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c) Sey=(2,91,y2,...), entdo existe z = (1,y1,1,...) tal que

fa*(x)

(17y17y27"~)+(170,0,...)
= (2 mod jo, (y1 + t1) mod ji, (y2 + ta) mod ja, ... ).

Se jy = 2, entdo regressamos ao item «) e nada temos a provar. Por outro
lado, se j, > 2, entdo zy + 1 < jo e t; = 0. Assim, ndo ha mais carregamentos

e fa*(x) =Y.
d) Sey=(jo-1,91,92,...), existe z = (jo - 2,y1, 2, ... ) tal que

fOf'(x) = (]0 _27y17y27"')+ (170707)
((Jo— 1) mod jo, (y1 + t1) mod j1, (y2 + t2) mod ja, ... ).

Como jo-2+1=j9-1< j, entdo t; = 0 e a partir desta coordenada nao
ocorre mais carregamentos, logo, f,+(x) = y.

Portanto, f,- é sobrejetora.

3. f.+ € continua:
Devemos mostrar que a pré-imagem de um conjunto aberto em A, é aberto em
A+, isto €, basta mostrar que a pré-imagem de um cilindro também é um cilindro.

a) f.!(C:") éumcilindro. Basta notarmos

. Cy ™ se cada x; ndo assume seu maximo simultaneamente
f—l (Csz) _ 0,1,....2
o ‘ - i o
Co ! caso contrario.

Y PP

Ou seja, dado = € f ! (C;") tal que f,-(z) ndo carrega até a i-ésima coor-
denada, tomemos x de forma que x; = s;. Se f,+(z) carrega até a i-ésima
coordenada, basta tomarmos z; = s; - 1. Portanto, a pré-imagem de um
cilindro de tamanho 1 também é um cilindro.

b) Cilindros de tamanho n + 2:
Suponhamos que a pré-imagem de um cilindro de tamanho n+1 é um cilindro.
Seja Cg{*h i um cilindro de tamanho n + 2, assim

yeey 1

Jar (Cof 2 ™) = Jar (Co 2™ 0 Cit) = far (Coi 725 ) 0 far (G2

n+1

Pelo item a) e usando que a intersegéo de cilindros também € um cilindro,
podemos afirmar que fa+(C§jf?_%;7;;f"”) € um cilindro. Logo, € um aberto e
fo+ € continua.

4. f,' é continua:
Como A, é compacto e f,- € uma fungédo continua e bijetora. Ent&o, pela
proposicdo 2.1.1 f-} também é uma fungédo continua.
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Portanto, f,+ € um homeomorfismo. O

Assim, podemos considerar (A,+, fo+) € um sistema dindmico.

4.0.3 Minimalidade e Caracterizagao via Conjugacao Topoldgica

Agora, vamos demonstrar a minimalidade da maquina de adi¢ao unilateral. Para
isso, comegaremos introduzindo os seguintes lemas:

Lema 4.0.1. Seja = ¢ C;*™, entdo existe um cilindro Ci*""n+* tal que fo-(x) €

on+l
4 !
0507"'78n+1

0,...,n+1 -
Demonstracdo. Seja x € Cgffj;;;f", entdo = = (Sg,S1,---,8n, Tns1,--- ). Aplicando f,-,
obtemos f,+(x) = (so + 1,81 +t1,...,80 + tn, Tus1 + tns1,...) ONde cada ¢; satisfaz a
Definigéo 4.0.4. Agora, basta notarmos que f,(z) € Cgo L snttntnitine, O

seeynu,n+1

Lema4.0.2. Ses; e S={0,1,...,5; -1}, entdo A, = U C;° .

sijes
Demonstragdo. Sabemos que (A.+, d,+) € um espago topoldgico cuja base € a colegao
de todos os cilindros de tamanho n. Como toda base é sub-base, entdo a reunido
destes cilindros determinam o espago A,-. O

Proposicao 4.0.3. O conjunto A+ € f.+-minimal.

Demonstracdo. Como a aplicagao f,- € um homeomorfismo, pela Proposigcédo 2.3.5 e
pela Observagao 2.3.4, basta mostrarmos que todo ponto em A, possui Orbita densa.
Ou segja,

Veely =0 (2)nCplr"" # @, coms; €{0,1,....7; - 1}.

N

Provemos por indugao matematica:

e n=1:
Consideremos os cilindros de tamanho 1, C5* com s; € {0,1,...,7;—1}. Pelo Lema
4.0.2,
Agr =CQUCEU---uCPH
Dai,

2eC) = fur() eCl= fA(2)eCl= - = f1(x) e Cf

Este raciocinio pode ser aplicado de modo analogo se tomarmos x em qualquer
outro cilindro de tamanho 1, assim, podemos concluir que todo ponto em A«
possui Orbita densa.
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s n=Fk+2:
Suponhamos que a hipétese seja valida para cilindros de tamanho k + 1, isto é

VaelAy =0 (2)nCoi™ # 2.

Como a intersec¢do acima € ndo vazia, entdo existe um indice m ¢ N tal que

(7)€ C°. Nosso objetivo € mostrar que a afirmagéo é valida para k + 1,
isto €, vamos exibir um n € N tal que (f7:)"(z) pertenga a um cilindro de tamanho
k + 2. Com efeito, como s; € {0,1,...,j; - 1} entao

8054458 805-35k,0 80535k, 1 805-++5SksJk+1—1
Cor i =0 WO W G

Sem perda de generalidade, vamos supor que f(x) pertence ao primeiro cilindro
da unido acima, assim f™(z) = (so, s1,- - -, Sk, 0,...). Notemos:

fa+(fgi(l’)) = (80,81,82,. vy Sk-1,Sky - ) + (1,0,07 . )

= (80+1,51+t11,82+t21,...78k,1+tk,11,5k+tk17...)
Da mesma forma,
2+( gi(l’)) = (80+1,81+t11,82+t21,...,8k_1+tk_11,8k+tk1,...)+(1,O,0,...)
= (80+2781+(t11 +t12)782+(t21 +t22)7---75k+(tk1 +tk2),...)

Por construcdo, aplicando f,+, jo-vezes em f (x), obtemos
W (far(x)) = (s0+Jo, 51+ (ta, +-- 4ty )82+ (bay +o by )yonny skt (by +ooe+la )y )

= (s0, 1481+ (t, +o+ty, ), s2+ (B2, +ootta, )sens Skt (B +o itk )5 )

E assim, somamos 1 na coordenada 1. Notemos que o iterado f9%((f7(x)) €
aplicar f% () jo-vezes a f™ (z). Para facilitar a compreens&o, representaremos
por H os carregamentos obtidos a cada iteragéo das coordenadas de f7:(x).

j02( +(I’)):(80+j0,51+H,SQ+H,...,Sk+H,...)
(s0,2+s1+H,so+H,....,sg+H,...)

Da mesma forma, o iterado f>7° & aplicar f27°(x) jo-vezes em f7(z). Dali,

]03( "(x))=(so+Jo,2+s1+H,so+H,...,sp+H,...)
=(s0,3+s1+H,so+H,...,sp+H,...)

Seguindo este mesmo raciocinio, o iterado fi‘lﬁ é aplicar f]O 1= 1)(:1:) Jo —vezes
™ (x). Assim,

JOJl(fm(m)) (80+]0,(]1—1)+81+H $2+H Sk+H,...)
= (so,s1+ H,1+so+H,...,s,+H,...),
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e assim, conseguimos somar 1 na coordenada 2. Novamente, o iterado f7/.7°% é
aplicar f/17° mais j, - j;-vezes em f (x). Logo,

JDle(fm(x)) (so,s1+H,2+s0+H,....s1.+H,...).

Assim,
mjl”(fm(x)) (so+jo,(j1—-1)+s1+H,(jo—-1)+so+H,s3+H,...,sp+H,...)
=(s0,81+H,so+ H,1+s3+H,...).

De modo analogo, podemos somar 1 na coordenada & aplicando jo- ji---jx_1-v€ZES
em f(x). Assim,

30 J’”l( T(x))=(so+Jo,(J1—-1)+s1+H,(jo—-1)+sa+H,...,(jk-1 - 1) +sp1+ H,sp + H,...)
=(sg,s1+H,so+H,s3+H,...,1+s,+H,...),

e podemos somar 1 na coordenada k + 1 aplicando jj - ji---j,-vezes em f (x):

J" ]’“(fm(x)):(so+j0,(j1—1)+51+H,...,(jk,1—1)+sk,1+H,(jk—1)+sk+H,sk+1+H,...)
=(so,s1+H,so0+H,s3+H,...,1+s,+H,...).

Tomando todos os carregamentos iguais a zero, obtemos
] j S bA 78 ’
U ) € G

Assim, garantimos que existe um iterado n = jy- ji---jx tal que (f7)"(x) pertence a
um cilindro de tamanho & + 2. Se escolhermos (f™)(x) em outro cilindro daquela
unido, o raciocinio € anélogo.

]

Lema 4.0.3. Seja X um espago métrico compacto, f : X — X uma aplicagdo continua
e X f-minimal. Seja n um inteiro positivo, entdo para algum inteiro positivot < n e
algum conjunto N c X, f*-minimal, temos:

1. X é aunido disjuntade N, f(N),..., f&="}(N);
2. Cada um dos conjuntos N, f(N),..., f1(N) é clopen,

3. A colegdo {N, f(N),...,f"1(N)} é a colegcao de todos os subconjuntos de X
que sdo ft-minimais e f™-minimais.

Além disso, para cada x € X, O},(x) € um conjunto f"-minimal.

Demonstragéo.
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1. < Afirmacao 1: Dado N fm-minimal, existe t <n tal que f{(N)n N # @.
De fato, suponhamos que néo exista ¢ que satisfaca a afirmacéao. Logo,

FUNYAN =@, Vte{1,2,... n).

Assim,
f(NYAN =g, fA(N)nN=g,...,f*(N)nN =@.

Absurdo, pois N é f»-minimal.
+ Afirmacao 2: Para quaisquer i< j <t, f{(N)n fI(N) = @.
Ora, suponhamos que f{(N)n f/(N) # @, entdo existe y € fi(N)n fi(N) = @.
Dai,
JzeN; fi(x)=yedzeN; fl(z)=y=f(x)= f1(z) = [ (x)=2= f{(N)nN + 2.

Absurdo, pois t € 0 menor inteiro com esta propriedade. Assim, 0s conjuntos
sao dois a dois disjuntos.

+ Afirmacao 3: Se N é f»-minimal entao fi(N) é f»-minimal para qualquer
1€Z,.
Notemos que, f(fi{(N)) = fi(f™(N)) = fi(N) e fi{(N) é fechado pois f*
€ continua e X é compacto. Além disso, consideremos L c fi{(NN) fechado
e também fm-invariante, dai, f~*(L) ¢ N. Absurdo, pois N & fm-minimal.
Portanto, fi(N) é f»-minimal para cada i inteiro positivo. Em particular,
fH(N) é fr-minimal. Pela Proposi¢édo 2.3.6, como N também é fm-minimal,
entdo f{(N)=N.

« Afirmacao 4: A=Nu f(N)u---u ft-1(N) é f-minimal.
Mostremos que a unido acima € f-invariante. Seja = € f~1(A). Caso x «
f1(N), entéo

f(z)e N= f(x)e f"(N)=xe f"Y(N).

Comon-1<n,entdosen-1=t, pela Afrmacado 3, ze¢ N. Cason-1<t,a
afirmagéao é verdadeira, e se n—1 > t, existe um inteiro m tal que t + m =n -1,
em particular, n — 1 =m + kt onde m < t € k um inteiro positivo. Logo,

v e frHN) = [N = fr(fN)) = fT(N)

entdo x € A ja que m < t. Portanto, f~1(A) c A.

Por outro lado, consideremos = € A. Se x € fi=1(N) entdo pela Afirmagéao 3,
f(x)e ff(N)=Nexe f1(N)c f-1(A). Para os outros casos, o raciocinio &
analogo. Portanto, Ac f~1(A) e f~1(A) = A.

Notemos que A é fechado pois € a unido finita de conjuntos fechados, além
disso, ndo possui subconjunto com estas mesmas propriedades pois A é
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composto da unido de conjuntos que sao dois a dois disjuntos. Portanto, A é
f-minimal.

Por fim, como A e X s&o f-minimais, pela Proposigéo 2.3.6,

X = NUF(N)O...UfY(N).

2. Consideremos f*(N) e X com 1 <i <t, vimos na Afirmagéo 3 que este conjunto é
fechado. Como fi(N)c = X\{f/(N)} é unido de fechados, entdo fi(\N) é aberto.

3. Basta notarmos que, como os conjuntos sao dois a dois disjuntos e X é f-
minimal, entdo segue da Afirmacgéo 3 que cada conjunto da unido € ft-minimal e
f7-minimal.

Além disso, seja = € X, pelas Afirmagbes 1 e 3, existe fi(N) c X com 1 <i <t
tal que = € fi(N). Dessa forma, O%,(x) c f{(N). Como fi(N) é fm-minimal, entao
O () = fi(N). =
Teorema 4.0.1. Seja ot = (jo,J1,...) Uma sequéncia de inteiros com j; > 2 e m; =
Jjo-Jji--J; para cadai. Consideremos X um espag¢o métrico compacto e uma aplicacao
continua f : X - X. Entdo f é topologicamente conjugada a f.- se, e somente se, 1,2
e 3 forem validas:

1. Para cada inteiro ndo negativo i, existe uma cobertura P; de X consistindo de
m; conjuntos ndo-vazios, dois a dois disjuntos, clopens que S&o permutados
ciclicamente por f;

2. Para cada inteiro ndo negativo i, P;,, particiona P;;

3. Se Wy > Wy oW, o -« € uma sequéncia encaixada com W; € P; para cada i, entao

N W; consiste de um unico ponto.
=0

Demonstragéo.

(=)

Vamos definir uma cobertura com as propriedades acima para A+ € usar a conjugagao
para construir uma cobertura com estas propriedades para X. Com efeito, como os
cilindros formam uma base para (A,+, d,+) podemos considerar a cobertura

QOZ{OSO; 806{0717"'7j0_1}}'
Para cilindros de tamanho 2, consideremos a seguinte cobertura:

Q1 ={Cy5™ ; 50€{0,1,...,jo-1},51€{0,1,... j1 - 1}}.
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De modo geral, para cada inteiro positivo i podemos obter uma cobertura
Q; ={Cgo s € {01, ji - 1}}

para A,+ com m; = jo - j1---j; cilindros de tamanho 7 + 1. Por fim,

1. a) As coberturas definidas em A+ foram construidas de modo que, dado um
cilindro de tamanho i +1, a cobertura Q; possua todos os cilindros que podem
ser construidos com uma permutacao de i + 1 elementos que residem no
conjunto {0,1....,j; - 1}. Por sua vez, todas as permutagdes possiveis sao
dadas por jo - j1:--7i, OU S€ja, m;.

b) Basta notar que os cilindros s&o conjuntos ndo vazios, dois a dois disjuntos

e clopens.

) Dado um cilindro G35 em Qo [ (C™i°) = Ot

2. Basta notar que dado um cilindro Cso’sl’ sl em Q;.1, existe Cos-% am Q; tal
i+ 1 0,1,...,2
que

050781, +83,Si+1 0807517 S
0,1,...,2,2+1 0,1,...,2

3. Consideremos uma sequéncia aninhada
S 50,8 50,51,
Civ = Gity™ = Cityy™

com cada C;%4°;* € Q;. Como o didmetro de um cilindro de tamanho i é 7+,

entao quando i - oo, 0 didmetro de Cg%”' ;"™ € 0. Pelo Item 1.a), podemos aplicar
os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3, logo

x .
NG = o
1=0

com x e A}.

Portanto, os itens 1,2 e 3 valem para para as coberturas de A,+. Por hipo6tese, [ é
topologicamente conjugada a f,, entao existe um homeomorfismo h: X - A+ tal que
ho f = for o h. Logo, considerando C° > € Q;, podemos definir para cada inteiro nao
negativo i uma cobertura

= Xl e (0,1, 5 - 13,0 < <)

de X consistindo de conjuntos da forma X/ f = p=1(C0 5%,

7 yeeeyl

1. a) Como h é um homeomorfismo, h preserva a cardinalidade de conjuntos, logo,
como |Q;| = m; entdo |P;| = m;.
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b) Sendo h um homeomorfismo, entdo X" = h=1(Cy4™ ") + @, é clopen,
e quaisquer dois elementos em P; sédo disjuntos pois os cilindros em Q; sdo
dois a dois disjuntos.

c) Seja X[>"" = h71(Cyy":*) um elemento em P;, como f, permuta os
cilindros ciclicamente, entdo existe n € N tal que f7. (C§7%) = Col ™
Sendo f e g conjugadas, temos

rehtofroh = PHCHTT) = B B (CE))
= PTG = R G
= frhH (O ) = _1( a7
= fn(Xl(),lh . ) Xlo,lh i

Portanto, f permuta os elementos da cobertura ciclicamente.

2. Como Q;,, particiona Q;, entdo Cg%” 777" < Ct " Logo, h=1 (Cg% ™73y ) <

,,0+1 ,,0+1

1( so,sl, ,sl) Portanto lei,lll, 7l1ulz+1 c Xlo,ll, i e Pz’+1 part|c|0na 7)2
3. Consideremos uma sequéncia aninhada
X(l)o 5 X{O’ll 5 Xé(hh,lz 5

com cada X/>"" ¢ ;. Notemos:

s

X ol

050150050
NX; =
i=0

0 1=0

(2

NG R A (gl RA(E))
Sendo h € um homeomorfismo, em particular, h € bijetor, entdo 4~'({x}) consiste

de um unico ponto.

Para cada inteiro n&o negativo ¢, consideremos a cobertura P; de X denotada por
Pi= {Xlohli g e 10,1, 5 - 1},0< 7 <}

que satisfaz os ltens 1,2 e 3 do Teorema. Devemos mostrar que f € topologicamente
conjugada a f,-. Pelo ltem 1, f permuta os elementos de P; ciclicamente e pelo item 2,
Xkl ¢ xloh-l “por outro lado, para cada i inteiro ndo negativo, a cobertura Q;
de A+ também satisfaz os ltens 1,2 e 3.

Pelo Item 1, dado « € X. Para cada inteiro positivo ¢, existe um unico elemento
X/l em P, tal que z € X" e considerando Q;, como N C:°* consiste de um
o,
Unico ponto y. Podemos entao definir a aplicacao

h:X - A, tal que h(z) =y.

Provemos que h € um homeomorfismo:
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1. Afirmamos que a aplicacao h esta bem definida pois para todo = € X, a intersecéao

S0 y.++387
mCO?..,i
=0
possui um unico ponto .
2. Seja
S 78 bAd 7
V UCOOI :

ylyees?

um aberto em A, para algum i. Notemos:

-1 -1 * 80,515--+584 | _ * -1 50,515--,S
h (V) =h (UCO,OL..l.,z' ) - Uh (CO,OL 1, )’
=0 1=0
onde os cilindros acima pertencem a particdo Q;,. Como as coberturas de X
e A,+ satisfazem o Iltem 1 e a cardinalidade caracteriza cada cobertura, entao

h=1(V') € clopen em (X, f). Portanto, h é continua.

3. Sejam z,y € X tal que x + y. Suponhamos que h(x) = h(y), por defini¢ao,

m 0501,817 S0 _ m éoith -

1: 0 bt 7 : bt 7
onde x € X%y e X0 "% ambos elementos em P;. Como estas intersegdes
possuem um unico ponto, entdo s, = t, para cada 0 < r <i. Logo, = e y pertencem

ao mesmo elemento da cobertura, ou seja, = = y. Portanto, h é injetora.

4. Seja y € Aqr, como N Gy = {y} e em cada em Q; os cilindros Ciyh;
Z:
s&o associados unicamente com X' ¢ P, entéo existe Gnico = € X tal que
h(z) =y.

5. Como X é compacto, pela Proposicao 2.1.1, afirmamos que » € um homeomor-
fismo.

Mostremos agora que ho f = f,+ o h. Sabemos que, dado x € X, existe um Unico par i
tal que = ¢ X/ em ;. Como f permuta ciclicamente os elementos de P;, entéo

f (Xnyllw-yli) Xlo+1 l1+t1,...,0 i ¢ P

Dessa forma, dado € X"t f(x) e X[orthrh-lith g aggim
h(f(m)) m é(?il l71+t1,...,li+ti7
=0

com os cilindros acima pertencentes a particdo Q;. Por outro lado, dado x € X, para
cada i, existe um Gnico X*'*" que contenha =, logo

lol1,..05
h(:C) mCO?l,l R

=0
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com cada cilindro acima pertencente a particao Q;. Como os cilindros sdo permutados
ciclicamente por f,+, entédo

fa+(h($)) = (lo + 1,[1 +t1 .. ~7li +ti7 .. ) € mCé?i{l ...... z ’li.
=0

Como a intersegao é unica, entdo ho f = fo+ o h. O

Exemplo 4.0.3. E necessdrio ter atencdo ao construir as particées para o espaco A,-
ja que nem toda colecdo que cobre este espaco satisfaz os ltens 1,2 e 3 do Teorema.
Por exemplo, a cole¢do {C} u 001;117 C}} cobre o espago mas ndo é uma particdo pois
possui intersegdo. A colegdo {Cyy uCyY, Coy uCyy} ndo satisfaz o Item 1 pois ndo vale
a ciclicidade.

Definicao 4.0.5. Sejam X um espagco métrico compacto e f : X — X uma fungdo
continua. Se X for um conjunto f-minimal, denotamos por S(f) o conjunto dos inteiros
positivos i tais que para algum N c X, N é f'-minimal mas N ndo € fi-minimal com
j=1,...,i-1.

Definicao 4.0.6. Seja f : X -~ X uma fungdo continua. Dado x € X, dizemos que x é
um ponto reqgularmente recorrente se para qualquer vizinhanga V' de x, existe um
inteiro positivo n tal que para qualquer inteiro ndo negativo k, f"*(xz) e V.

Proposicao 4.0.4. Sejam f : X - X eg:Y - Y semiconjugadas. Se r ¢ X é
regularmente recorrente para f, entdoy = w(x) € Y € regularmente recorrente para g,
onde w é a semiconjugacao entre f e g.

Demonstragcdo. Fixemos uma vizinhanca U de y € Y. Como f e g sdo semiconjugadas,
ent&o existe uma aplicacdo 7 : X — Y continua tal que 7~!(U) é uma vizinhan¢a de z
em X. Como z é regularmente recorrente, existe n € N tal que

ff(z) e n7Y(U), paratodo k > 0.
E sendo 7 sobrejetora, w(f*"(x)) e U. Como 7o f = g o, temos:
" (y) = ¢"" (7 (z)) = 7 (f*(x)) e U, paratodo k> 0.

Assim, para cada vizinhanca U de y, existe n € N tal que ¢**(y) € U para todo & > 0.
Portanto, y é regularmente recorrente para g. O

Observacao 4.0.2. Pela proposicdo anterior, como pontos regularmente recorrentes
s&o preservados pela semiconjugacdo, entao também s&o preservados pela conjugacao
topoldgica.
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Definicao 4.0.7. Para cada inteiro j > 1 e cada primo p divisor de j. Definimos M;(p)
a multiplicidade de p na decomposigcdo primaria de j. Caso j =1 ou se j>1 ep ndo
divide j, definimos M;(p) = 0. Se M;(p) for arbitrariamente grande para algum p primo

fator de j € S(f), entdo M;(p) = oo. Definimos também M (p) = H}q%}i) M;(p).

Teorema 4.0.2. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X - X uma fungdo conti-
nua. Se X for um conjunto infinito, f-minimal e existe x € X regularmente recorrente.
Entao existe uma sequéncia o+ de numeros primos e uma aplicacdo m : X - A+
continua e sobrejetora tal que f,+ o = wo f. Além disso, se x € X é regularmente
recorrente, entdo n~'(n(x)) = {x}.

Demonstracdo. Antes de iniciarmos a demonstracao, nas hipéteses do teorema, pro-
vemos as seguintes afirmacgdes:

S(f) € um conjunto infinito:

Demonstragdo. Basta mostrarmos que dado k € Z3, existe n € S(f) tal que n > k.
Com efeito, seja z € X um ponto regularmente recorrente e VV uma vizinhanga de
x tal que fi(z) ¢ V parai=1,..., k. Por hipdtese, existe t € Z* tal que fit(z) eV
para qualquer i inteiro ndo negativo. Pelo Lema 4.0.3, 0%, () é ft-minimal, assim,
podemos considerar n 0 menor inteiro positivo tal que m seja f*-minimal,
logo n. € S(f). E como O%,(z) c V, entdo n > k. O

2. Se k,ne S(f) ek éum multiplo de n, entédo 9y refina Q,,:

Demonstragdo. Pelo Lema 4.0.3, para cada elemento de S(f), é possivel cons-
truir uma Unica cobertura para X. Consideremos Q, uma cobertura de X e
N c Qr tal que z € N. Assim, pelo Lema 4.0.3, O* k(z) € um conjunto f*-minimal.
Como existe t € Z tal que k = tn entdo (’)*k(x) = O m(2), dai, Ofk(x) cO07.(2). E
como O, 0+, (2) € Q,, podemos concluir que Qy, refina Q... O

3. Sejam k € S(f) e n € um inteiro positivo. Se £ for um maltiplo de n entdo n € S(f):

Demonstracdo. Por hipbtese, existe ¢ um inteiro positivo tal que k£ = gn. Como
ke S(f), existe N c X tal que N é f¥-minimal mas nao & fi-minimal para
j=1,...,k-1. Podemos entdo construir o seguinte conjunto

Ni=Nu fﬁn(N) U fﬁZn(N) U---u f*(fI*Q)n(N) U f*(qfl)n(N)'
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Dessa forma,

SN U N U PN ueeeu OO

= TN OSSN O TN v DTN o (DY)
= fTUN) U TN U (N U o fTHED(N) U ()

= ) U)LY U o (N UN

= N

f(Ny)

Assim, N; € um conjunto f"-invariante e pelo Teorema 2.3.2, afirmamos que
existe N, ¢ N; o qual & f»-minimal. Suponhamos que N, € f/-minimal para
algum j € {1,...,n -1}, dessa forma, N, n f~7(N;) + . Como N, ¢ Ny, entdo
Ny n f77(Ny). Mas pela construgéo de Ny, f{(N;)n N, =@ parai=1,...,n—1.
Portanto, N, ndo é fi-minimal para je{1,...,n-1} e ne S(f). O

4. Se k,n e S(f) e sdo primos entre si, entdo kn € S(f):

Demonstragdo. Como k,n € S(f), entdo existem Ny, N, c X tais que N; é f*-
minimal mas ndo é f/-minimalparaj=1,...,k-1€e N, € f*-minimal mas nao é
fi-minimal parai=1,...,n-1. Escolha x € Ny, entdo x estd em algum conjunto
fm-minimal N,. Considerando Y = N; n Ny, entdo f1{(Y)nY + @ se, e somente se,
t for um multiplo de n, e da mesma forma, f{(Y)nY + @ se, e somente se, ¢ for
um multiplo de k. Portanto, f{(Y)nY =g parat=1,....kn-1,dai, kne S(f). O

Seja a* = (po, p1, - - - ) UMa sequéncia de numeros primos tal que cada primo aparece
em o exatamente M (p)-vezes. Para cada i inteiro positivo, definimos m; = py - p1---p;,
pelo Afirmagéo 3, p; € S(f) para j =0,...,i e pela Afirmacdo 4, m; € S(f).

Pelo Lema 4.0.3, dado N c X fm-minimal, entdo é possivel descrevermos
X = NUf(N)U...Uft-1(N) para algum t < n. Assim, para cada n € S(f), existe uma
Unica cobertura Q,, de X consistindo de conjuntos f™-minimais, nao vazios, clopens €
dois a dois disjuntos. Dessa forma, podemos obter a cobertura 9,,, de X com estas
mesmas propriedades, e concluimos que o Item 1 do Teorema 4.0.1 é valido. Pela
Afirmacao 2, também conseguimos garantir que o Item 2 do Teorema 4.0.1 é verdadeiro.
Por fim, basta construimos uma aplicacao de forma equivalente a demonstracéo do
Teorema 4.0.1 para obtermos a aplicagdo continua e sobrejetora = : X - A, tal que

farom=mo f.

Por fim, consideremos = € X um ponto regularmente recorrente. Vamos supor
que x,y € 7 (n(xz)) com y # x. Como = é semiconjugacao, existe uma sequéncia de
conjuntos encaixados W; € Q; para cada i tal que N W, que contém x e .

=0

Seja IV uma vizinhanca de = tal que y ¢ V. Como x é regularmente recorrente, existe

n € Z* tal que para qualquer k inteiro ndo negativo f**(z) ¢ V. Pelo Lema 4.0.3, O}, ()
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é fr-minimal, logo, 0%, (x) c V. Assim, podemos tomar ¢ 0 menor inteiro positivo com
t <n tal que O%, (z) seja ft-minimal, logo, ¢ € S(f). Por outro lado, sabemos que existe
uma coordenada j na sequéncia o tal que m; € um multiplo de ¢. Da forma em que foi
construido, como x € X, existe algum j tal que x € W, assim, z ¢ W; n 0%, (z). E pela
Afirmagéo 2, W; c O%.(x), o que ndo pode acontecer pois y ¢ O%,(x) c V. Portanto,

w1 (n()) = {x). .

Corolario 4.0.2.1. Sejam X um conjunto compacto e f : X - X uma fun¢ao continua.
Existe uma sequéncia o de numeros primos tal que f é topologicamente conjugada a
far S€, € SOMente se, X € f-minimal, infinito e todo ponto de X é ponto regularmente
recorrente.

Demonstragcdo. Sendo f e f,+ topologicamente conjugadas. Como A,- € infinito, X
também é. Vimos anteriormente que A+ é f,+-minimal, logo, X é f-minimal. Basta
entdo mostrarmos que todo ponto de X é regularmente recorrente. Com efeito, como
A,+ € fo+-minimal, entdo

O; . (z)nV # g, paracada z € A,+ e para cada V aberto em A,-.
Em particular,
O; .(z)nU # @, paracada r € A,+ e para cada U vizinhanga de z.

Queremos mostrar que = € A,+ é regularmente recorrente, isto €, exibir um inteiro
positivo n tal que f*7(z) € U para cada inteiro positivo k. Com efeito, basta considerar-
mos n = m;, POis Ofnf(:c) nU + @. Portanto, como todo ponto de A+ é regularmente
recorrente, pela Propaosigéo 4.0.4, todo ponto em X também é regularmente recorrente.
Para a outra implicagao, basta notar que para todo z € X, 7-1(n(z)) = {z}. O

Corolario 4.0.2.2. Se a aplicacdo maquina de adicdo é semiconjugada a aplicacao
g:Y =Y, entdo, ou g é topologicamente conjugada a aplicacao da maquina de adicdo
ouY é uma drbita periddica.

Demonstracdo. Vimos anteriormente que todo ponto em A, é regularmente recorrente
pela f,, como f,+ € g Sd0 semiconjugadas, entdo todo ponto de Y também € regu-
larmente recorrente pela g. Se Y néo for g-minimal, entdo existe A c Y tal que A é
fechado em Y e g-invariante. Como f,+ € g sdo semiconjugadas, entdo existe 7: X - Y
continua e sobrejetora tal que 7w o f,+ = g o 7. Dessa forma, 7~!(A) seria fechado e néo
vazio em X e f,+-invariante pois:

zefol (m7H(A)) & far(z) e (A) & 1(far(2)) e A g(m(x)) € A
e n(r)eg(A)=Aeren!(A).
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Absurdo, pois A+ é f,+-minimal. Concluimos entdo que Y € g-minimal. Se Y for um
conjunto infinito, pelo corolario 4.0.2.1 g é topologicamente conjugada a f,+. Caso Y
seja finito, como Y é g-minimal, concluimos que Y € uma 6rbita periddica. O

A proposicao a seguir nos mostra que a maquina de adigéo unilateral constitui
um exemplo relevante de uma aplicagéo continua que ndo admite conjugacao topolégica
com o Shift unilateral.

Proposicao 4.0.5. Seja o, afungdo Shift unilateral, e seja X c ¥} um subshift. Entdo
n&o existe uma sequéncia ot tal que a+| « : X = X que seja topologicamente conjugada
a aplicacdo da maquina de adicao f.+ : Ao+ = Age.

Demonstracéo. Pelo ltem 3 do Teorema 4.0.1, para todo ¢ > 0 existem x,y € A+, com
x #y, pertencentes a um mesmo cilindro C; € Q;, com diam(C;) < §. Ja pelo Item 1, f,+
permuta ciclicamente os elementos de Q;, entdo f*. (), f*. (y) € C! € Q;, dai

d(f*.(x), fk.(y)) < 6 para todo & > 0.

Assim, a aplicagdo da maquina de adi¢cao unilateral ndo é positivamente expansiva.
Como o Shift unilateral é positivamente expansivo, pela Proposicao 2.3.8, néo é
possivel que o, e f,+ sejam topologicamente conjugadas. O



5 Zip- Shift e Maquina de Adicao Bila-
teral

Neste capitulo vamos estudar alguns conceitos basicos do espaco Zip com
0 objetivo de definirmos a maquina de adi¢ao bilateral e comparar com a aplicagédo
Zip — Shift.

5.1 Espaco Zip

Nesta se¢cao vamos introduzir o conceito de um espaco Zip. Consideremos dois
alfabetos finitos Z = {z1,25,..., 2} € S = {51, 82,...,8,} com k < n.

Definicao 5.1.1. Dizemos que a aplicagdo v : S - Z é um mapa de transicao se r for
sobrejetora e ndo necessariamente invertivel.

Definicao 5.1.2. Seja ¥s o0 espaco S-completo e 7 : S -~ Z um mapa de transicao.
Definimos o espago Zip denotado por ¥z s onde caday € Xz s corresponde a um ponto
x € X5 de modo que

Z; ES, sei1>0
Yi =
7(x;), sei<0.

Exemplo 5.1.1. Consideremos os alfabetos Z = {a,b} e S = {0,1,2,3}. Dessa forma,
podemos definir um mapa de transicdo v : S — Z dado por

7(0)=7(2)=ae7(1)=7(3) =b.

Assim, se tomarmos a sequéncia (...,2,0,1;3,0,1,...) € X5 entdo uma sequéncia
y € Xz s associada a x tem a forma

y=(...,7(2),7(0),7(1); 3,0,1,...)=(...,a,a,b; 3,0,1,...).

Definigdo 5.1.3. Seja ¥z s 0 espago Zip. Definimos a métricad: Y.z s x Y.z s -~ R dada
por:

d(z,y) =

1
— M (=) ) Ssex+y
0, sex=y

onde M (z,y) = min{lil; z; # y,}.

Da forma em que foi definida, esta métrica d é equivalente a métrica definida no
espacgo S-completo. Assim, também é possivel consideramos cilindros no espago Zip
com as mesmas propriedades vistas no capitulo 2.
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Defini¢do 5.1.4. Segja (Xz,d) e 7 : S - Z um mapa de transigdo. A aplicagédo
o.:Yzs— Xz dada por:

Or(ce oy Ty 15 X0 Ty e Ty ) = (o Xy o X, T(X0) 521, ey Ty e e )y

€ chamada de Zip-Shift. E se X c (Xzs) for fechado e invariante por o, entdo X é dito
espaco Zip-Shift.

Exemplo 5.1.2. Consideremos Z =8 ={0,1} onde t:S — S € a aplicagao identidade.
Entao o mapa Zip — Shift coincide com a funcao Shift bilateral ja que

(oo 9, X1 T, L1, .. .) (..o xg,2q,7(x0); 21, T9,...)
= (oo, 9,0 1,205 71, T, )

(..., T 0,T_1; T, T1,...).

Exemplo 5.1.3. Consideremos as hipdteses do exemplo 5.1.1. Dessa forma,
o.(...,a,a,b;3,0,1,...)=(...,a,a,b0,7(3);0,1,...)=(...,a,a,b,b;0,1,...)

Exemplo 5.1.4. Como o mapa de transicdo € uma aplicagdo ndo necessariamente
invertivel, entdo a aplicacdo Zip — Shift ndo é uma aplicacao injetora. Basta notarmos
que as sequéncias x = (...,a,a,b;2,0,1,...) ey =(...,a,a,b;0,0,1,...) possuem a
mesma imagem.

Proposicao 5.1.1. A aplicacao Zip — Shift € um homeomorfismo local.

Demonstragdo. Seja v = (...,72,51; 50,51,72,...) € Xzs € 0 cilindro C*/';"7*" uma
vizinhanga de z. Notemos:

1. A aplicacédo Zip — Shift € injetora na vizinhanca de z:
Sejay e C*'¢’)™ tal que o-(z) = 0, (y). Logo,

(.o x9,8.1,7(80); 81, T2y -+ ) = (oo y_2,8-1,7(S0) ; S1,Y2,--.)-

Assim, x; = y; para cada i € Z e concluimos que o,

15001 € injetora.
-1,0,1

2. A aplicacao Zip - Shift é sobrejetora:
Dadoy=(...,z_1,7(20); 21,...) € Xz, €XiSte v = (..., x_1; zg,21,...) tal que

o (x)=0.(...,x_1; x0,21,...) = (..., 21, 7(x0) ; T1,...) = ¥.

3. A aplicacao Zip - Shift é continua:
Basta notar que pré-imagem de um cilindro € a unido de cilindros (aberto).



Capitulo 5. Zip - Shift e Maquina de Adigao Bilateral 54

4. A aplicagdo Zip — Shift possui inversa continua na vizinhanga de z:
Ora,
o (O™ ) = {r e Bzs;op(2) e OO = U OO

cer~1(s_1)

onde ceS e 7(c) = 5.1 € Z. Como o;! (C°7'y’0*) € um aberto, entdo o,
possui inversa continua.

05—1750’51 e
-1,0,1

Portanto, a aplicagdo Zip — Shift € um homeomorfismo local. O

Proposicao 5.1.2. Se a aplicacdo Zip - Shift for um homeomorfismo, entdo é também
expansiva.

Demonstracdo. Vamos separar essa demonstracdo em dois casos:

1. Dados z,y € ¥z s distintos , suponhamos que z, y diferem numa coordenada maior
ou igual a zero:

Por hipotese, sejamz = (..., 2 0,2 1; %0, s Th,--- ) €Y =(. .., T2, X1} X0y Yps - - -

Notemos:
of(x)=( ..,z 1,7(x0),. .., T(Tp1) s Thy Thsts - )
of(x)=(..,2o_1,7(w0), ..., 7(Tu1) 5 Yi» Thot, - - . )
Assim, d(o%(z),0%(y)) =1> 1.
2. Dados z,y € ¥z s distintos , suponhamos que diferem numa coordenada negativa:

Como por hipétese, v = (..., Tk, T k41,---,T_1; To,...) €
Y=(o o Ybs T i1y, _1; To,-.. )., IEMOS:

o (@)= (.. oo T (@) T (@01, 20, )

U;k(y) = ( - Y-k T_l(y*k+1)7 s 77—_1(3/*1)7@/07 s )
Assim, d(o;*(z),0:%(y)) =1 > 3.

Portanto, a aplicacdo Zip — Shift homeomorfismo é expansiva. O

5.2 A Maquina de Adicao Bilateral

Nesta secdo, propomos uma generalizacdo da maquina de adi¢ao unilateral
(Au+, far), introduzindo a nogao de Maquina de adigao bilateral. Enquanto a definigéao
tradicional se restringe ao comportamento futuro da dinamica, nossa proposta amplia
esse conceito de modo a descrever o comportamento para o futuro e também para o
passado. Essa nova estrutura possui algumas propriedades analogas a maquina de

).
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adicao unilateral, e além disso, fornece um exemplo de um sistema dindmico que nao é
do tipo Zip - Shift. Para esta secéo, nos baseamos em [18].

Inicialmente, consideremos a = (...,2,2; j,7,...) com j > 2 e os alfabetos finitos
Z={ag, 01} €S ={0,1,...,7-1} com j > 2. Definimos o conjunto A, chamado Maquina
de Adicao Bilateral a-adica sendo um espago Zip associado aos conjuntos Z e S.

Pela definicdo do espago Zip, sabemos que a maquina de adigdo bilateral esta
associada a um mapa de transigdo arbitrario. A partir daqui vamos fixar o conjunto
Z ={ag, b1} € 0 mapa de transigao

ag, r; <j—1
T(x;) = : J

bl, xIr; = ] -1.
Observacao 5.2.1. O nosso objetivo € generalizar a maquina de adig&o unilateral, do
ponto de vista binario, ag =0 e b, =1 . Assim, ag+1=0b; €b; + 1 = ay.
Exemplo 5.2.1. Uma sequéncia em A, tem a forma (... ag,b1,b1; 2,0,3,...).
Exemplo 5.2.2. Consideremos o= (...,2,2;2,2,...),isto é, S = Z e 7(x) = id. Note-
mos que, as sequéncias em A, correspondem as sequéncias no espacgo S-completo
Ys, Isto pois 0 mapa de transicdo T coincide com a fungdo identidade.

Assim como no caso unilateral, definimos uma operacdo de soma entre os
elementos do conjunto A,, de modo que:

Definicao 5.2.1. Dadas as sequéncias x,y,z € A,. Asomax +y =z é dada por

>0
As coordenadas resultantes sdo: zy = (xg + yo) mod j, zy = (x1 +y1 + t1) mod j onde
t1=0, Ssexg+1yg<yj
t1=1, sexg+yo>7.
29 = (9 + Y2 + t3) mod j onde
to=0, S€x; +y; +t1 <y
ta=1, S€ex;+y +1t1 27,

Para obter os proximos termos, basta prosseguirmos com este raciocinio. Neste
caso, a soma é feita como na maquina de adi¢do unilateral.

e i < 0: As coordenadas resultantes sdo: z_1 = (x_1 +y_1 + s1)mod2 com s, =
T(xo +yo modj), z_o = (x_a + y_2 + S2) mod 2 onde

S9 =0, Se$_1+y_1+81<2

So=1, Sex_1+y_1+s1>2.
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Para obter os termos anteriores, basta prosseguirmos com este raciocinio.

Proposicao 5.2.1. A operacdo da soma esta bem definida.

Demonstragdo. Dados z,y € A,, a soma z +y € dada por
x+y = (..., (xo+y_o+s2) mod 2, (x_1+y_1+81) mod 2 ; (xo+yo) mod j, x1+y1+t1) mod j, ... ).

Como em cada coordenada a soma é feita via mod2 se i <0 e via mod j se i > 0, entao
a soma esta definida em cada coordenada e cada coordenada € um elemento do
alfabeto Z ou S. Portanto, =z +y € A,. O
Exemplo 5.2.3. Sgjaa =(...,2,2;3,3,...) e As sequéncias x = (... ,b1,a9; 3,1,...),
y=0(...,b1,01;2,0,...) e A,. Assim,
z+y = (...,(by+b1+s2) mod2, (ag+b1 +7(5mod3)) mod2; (3+2) mod3,(1+0+t;) mod3,...)
= (...,(by+b1+1) mod2,(ag + by +b1) mod2; 5 mod3,2 mod2,...)
= (...,bl,a0;2,07...)

Definicao 5.2.2. Segja f,: A, — A, dada por
folz)=(...,20,2_1; x0,21,...) + (...,a0,a0; 1,0,...)
chamada Aplicacao da maquina de adicao bilateral.

Observacao 5.2.2. Notemos que a aplicacdo da maquina de adi¢do bilateral f,, esta
bem definida, pois:

e Para qualquer x € A, existe y = f,(x) € A, :
Basta notarmos que dado x € A, a imagem f.(z) € A,, pois a soma de duas
sequéncias ainda € uma sequéncia em A,;

e Para qualquer x € A, f.(x) é Unico:
Suponhamos que x =y, entdo f.(x) = f.(y), pois a fungdo consiste na soma de
uma dada com uma sequéncia fixa, e essa operacdo preserva a igualdade.

Exemplo 5.2.4. Segjaa=(...,2,2;4,4,...)eSex=(...,a9,b1;2,1,...) € A,, entdo

falx) = (...,(ag+ag+s2) mod2,(by +ao+7(2+1mod4)) mod2; (2+1) mod4,(1+0+t1) mod4,...)
= (...,(ag+ag+1) mod2,(by +ag+b1) mod2; 3 mod4,1 mod4,...)
= (...,bl,ao;?),l,...)

Para ndo carregarmos as demonstragdes a seguir, a partir daqui iremos omitir a
soma mddulo j e médulo 2. Mas que fique claro ao leitor que as operacdes sao feitas
de acordo com a Definicdo 5.2.1.

Proposicao 5.2.2. A aplicacdo da maquina de adicao bilateral é um homeomorfismo.
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Demonstragéo.

1. f, éinjetora:
Sejam z,y € A, distintos tal que f.(x) = f.(y). Entao,

(...,Z,Q,Z,l;$0+1,$1+t1,$2+t2,...):(...,Z,Q,Z,l;y0+1,y1+51,y2+82,...).
Ou segja,

To+1l=yo+1=29=1yo
$1+t1=y1+81
1

.7)2+t2:y2+82.

Dessa forma, z_; =x_1 +7(xo+ 1modj) = y_1 + 7(yo + 1 mod j). Por defini¢ao,

tle,Se$0+1<j1 31=O,Sey0+1<j1
e
t; =1, caso contrario s1 =1, caso contrario
Como z, = yg, 0s dois sistemas sao equivalentes. Assim, ¢, = s; € x; = y; €

x_1 = y_1;. Continuando com este raciocinio, obtemos que z; = y; para i € Z.
Podemos concluir que f,, € injetora.

2. f. é sobrejetora:
Sejay=(..,y2,9-1; Y0,Y1,---) € A,. Por defini¢do, y; € {ag, b1} para cada i < 0.
Dessa forma, obtemos os seguintes casos:

a) y-1=ao:
Como yp < j—1,entdo existe x = (..., y_3,¥-2,a0; Yo — 1,41,92,...) tal que

fa(x) = (. ys9-2,005 90— Lyn,ye,- - ) + (- 40,005 1,0,..)

= (o Y3+ 83, Y2t s2,a0+T(Yo) Yo - L+ Lyn +t, 2+ 12, )

(- Y3 +53,Y-2+ 52,00 +7(Y0) 5 Yo, Y1, Y2, ---)

Se 7(yo) = ag, entdo f.(x) = y como queriamos. Por outro lado, caso
7(yo) = b1, entdo basta considerarmos = = (..., y_3,y-2,b1; o — L, y1, Y2, .. )-

b) Se Y-1 :bl:
Como yp <j—1,entdo existe z = (..., y_3,y-2,b1; yo— 1,y1,42,...) tal que
fa($) = ("'7y—37y—27b1;yO_lvylay27"')+("'7a07a0;1707"')

(...,y_3+53,y_2+32,bl+T(yo);yg—1+1,y1+t1,y2+t2,..-)

(- Y-z +83,Y_2 + 82,01 +T(yo) s Yo, Y1, Y2, - - )
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Se 7(yy) = ag, entéo f,(z) = y como queriamos. Por outro lado, caso
7(yo) = b1, entédo basta considerarmos = = (..., y_3,y-2,a0; Yo — L, Y1,Y2, ... )-

Como estudamos os dois casos possiveis, podemos afirmar que a fungéao da
maquina de adicao bilateral é sobrejetora.

3. f, é continua:
Devemos mostrar a pré-imagem de um cilindro pela aplicagdo f, também € um
cilindro. Com efeito, como os cilindros de tamanho 1 formam uma sub-base para
0 espacgo (A,,d) entdo basta mostrarmos que f;1(C;*) é um cilindro. Com efeito,
notemos que

1 A c?, se i >0 e x; ndo atinge simultaneamente o seu maximo
- CSZ _ 1
(e R y .
Cy.; 7" 7, caso contrario (com z* = j - 1).
ou
1 _ c?, se 1 < 0 e z; ndo atinge simultaneamente o seu maximo
IICOE
« )

P ces * Yo -
ux*C’f’f”’l_’Ifd b1 caso contrério (com z* € 71 (by)).

Assim, dado = € f;* (C’f) tal que f,(z) ndo é carregado para a i-ésima coordenada,
tomamos = de modo que z; = s;. Se f,(x) for carregado para a i-ésima coordenada,
simplesmente tomamos = = s; — 1. Portanto, a pré-imagem de um cilindro também é um
aberto, logo, f. é continua.

4. f-1 é continua:
Como a maquina de adicao bilateral € um espago compacto e a aplicagao f, € continua
e bijetora, pela proposigéo 2.1.1, f;! também é continua.

]

N&o apresentamos as demonstracdes dos lemas a seguir pois sdo semelhantes
ao caso unilateral.

Lema 5.2.1. Seja x € C' um cilindro de tamanho n. Entdo existe C' um cilindro de
tamanho n + 1 tal que f.(z) € C".

Lema 5.2.2. Sex; €S parai>0 e x; € {ag,bi} parai<0, entdo A, =UJCT " 570",

Aqui, estabelecemos que a maquina de adicao bilateral também preserva a
propriedade de minimalidade a qual é fundamental no estudo da versao classica.
Esse resultado é novo na literatura e constitui uma das principais contribuigcdes desta
dissertacdo, uma vez que demonstra que a generalizagdo ndo apenas amplia o conceito,
mas também mantém sua caracteristica essencial.

Proposicao 5.2.3. O espaco A, é f,-minimal.
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Demonstragdo. Para facilitar a compreensao, omitiremos os carregamentos que acom-
panham as iteragdes da fungéo a fim de nao sobrecarregar as equacgoes.

Queremos mostrar que A, € um conjunto f,-minimal, como f, € um homeomor-
fismo, pela Proposicao 2.3.5 e pela Observagéo 2.3.4, basta mostrarmos:

+ Y-kyrY-1,20,---,Tk
Vi € Ay, Of (2) n CHl im0 2 g

onde y; € {ag,b1 } parai <0 e x; €S para i > 0. Para isto, provemos usando o método de
inducdo matematica, com efeito:

1. Cilindros de tamanho 1:
Pelo Lema 5.2.2, sabemos que A, = C* u C”\. Aqui fixamos a coordenada y_, e
variamos os elementos que podem ser assumidos nesta posi¢cdao. De modo geral,
se fixarmos x; para i > 0 o raciocinio € analogo ao caso unilateral. Dessa forma,
dado z € A, tal que

reC" = x=(...,y-2,a0; To,T1,...)
= fo(x)=(..,y-2,a0; x0,T1,...)+ (... a0,a0; 1,0,...)

= fa(.flf) = (...,y_2+82,a0+7'(l'0+ 1), o+ 1,1’1 +t1,...)
Temos entdo dois casos a serem analisados:

* Se 7(xp + 1) = ap, entdo ndo ha carregamentos para o passado e f,(x) € C*.

« Se 7(xzo +1) = by, entdo ndo ha carregamentos para o passado e f,(z) € C”..
Portanto, O} (z) nC?; + @ para y; € {ag, b1 }.

2. Cilindros de tamanho 2:
Pelo Lema 5.2.2, temos:
A= o 0 Ol

onde z,€{0,1,...,7—1}. Agora, suponhamos que x ¢ Cfijg. Logo,

xeCf;’g = x=(...,92,a0;0,21,...)
= falx)=(..,y-2,a0;0,21,...)+(...,a0,a0; 1,0,...)
= fa(f):(--->?J—2+327a0+7(1)§17$1+t17--~)

Se 7(1) = ag, entéo f.(z) € C*. Caso 7(1) = by, entdo f,(z) € C*Yy.
Da mesma forma,

fa(2) €C = fa(x)= (... 4,005 La1,...)
= fX2)=(..,y2,a0; L, 21,...)+(...,a0,a0; 1,0,...)

= fi(m):(...,y,2+82,a0+7'(2);2,m1+t1,...)
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Se 7(2) = ag, entéo f,(x) € C*5. Caso 7(2) = by, entdo f,(z) e C*Y%.
Se continuarmos com este processo, podemos observar que as iteradas de =
pela f, intersecta todos os cilindros de tamanho 2 que descrevem o0 espagco.

3. Cilindros de tamanho 2k + 1:
Suponhamos entao que a hipétese é valida para cilindros de tamanho 2k + 1, isto
é
Va e Ay, Of (2) n CHE 0™ @,
Como a intersecdo acima € nao vazia, pelo Lema 5.2.1 deve existir m € N tal
que fr(x) e CYL 7. Nosso objetivo € exibir um n € N tal que (f7)"(x)
pertence a algum cilindro de tamanho 2k + 2. Sabemos que

YoksoorsY=1:8050- 5Tk _ VQ0:Y—Ks-Y=1,%0 -, Tk b1,Y—kye s Y=1,T05- T
G = Oy o P u OO

Observemos que também ¢é possivel descrever o espaco A, tomando cilindros
de tamanho 2k + 1 com a coordenada k + 1 possuindo elemento em S, e neste
caso, a demonstracao coincide com o resultado analogo da maquina de adicao
unilateral.

a0,Y~kr-yY-1,205---,T 1
Suponhamos que f7(x) € C-z-lfik,...,-ll,oo,...,kk’ dai
f&n(x) = (-~-aa0>y—k7-~7y—27y—1§3307331>~~-a$k:7--~)

= fa(f;n(x)):(“'aaO’y—kv'“ay—Qay—l;xO;xla--'axka"')+(-"7a03a0;]—707“')

=  fa(f3(x))=(...,a0+ Sk-1,Yk + Sky---,Y-2 + S2,Yy_1 +S1; To+ L, 21 +11,...)
Omitindo os carregamentos obtidos a cada iteracao da aplicacao f,, obtemos
TR (@) = (oo QO+ Shot F oo Y F ey Yl FS1F e 3 T F 2T Al e T )
e prosseguindo com estas iteracdes, obtemos
fé(f&”(x)):(...,a0+sk_1+...,y_;€+...7...,b1+y_1+...;m0,1+x1+...,xk+...,...)

Assim, para carregar b; na coordenada -1 da sequéncia, basta iterarmos j-
vezes. Da mesma forma, para carregar b, na coordenada -2 da sequéncia, basta
iterarmos (j - 2)-vezes:

fi’z(f;”(x)):(...,a0+sk_1+...,...,b1+y_2+...,y_1+...;J;O...,2+x1+...,1+x2+...,...)
Para carregarmos b; na coordenada -3, basta iterarmos (3 - 4)-vezes:

j2%2 pm

FEEFm(@)) = (o @0+ Skt Feeyee s b1+ Y3+ Yo F e Yr F e o LT )

Seguindo o processo de forma recorrente, para obtermos 1 em uma dada
coordenada k, calculamos o seguinte iterado

(fmy2 77 ().

Portanto, para carregar b; na coordenada -k - 1, pela equacao acima, basta
iterarmos exatamente n = j - 2k-vezes. Sem perda de generalidade, podemos
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H I 1 b yI=Ryd =1 [ARRE]
escolher todos os carregamentos iguais a zero, dai, (f;*)"(z) € CZp M i
e a intersegdo com a orbita de f*(x) € ndo vazia. Portanto, A, é um conjunto

minimal para f,.
0

Agora, vamos apresentar um teorema que fornece condi¢des para que uma fun-
¢ao com determinadas propriedades seja conjugada topologicamente com a aplicagao
da maquina de adicao bilateral.

Teorema 5.2.1. Sejama =(...,2,2; j,7,...) uma sequéncia de inteiros positivos com
j22em ;=2 j*! paracadaiecN ekeZ,. Seja X um espago métrico compacto
e [ : X - X uma aplicagcao continua. Entdo f é topologicamente conjugada a f., se, e
somente se, as afirmagdes abaixo forem validas:

1. Para cada par de inteiros (—i, k), existe uma cobertura P _; xy de X consistindo de
m(_; k) conjuntos ndo vazios, dois a dois disjuntos, clopens e que s&o ciclicamente
permutados por f;

2. Para cada par (—i,k), P i—nk+n) COMn € N particiona P_i_n1 kin-1);

3. Se Wi_i—1 k1) @2 Wiicare2) 2 ... € uma sequéncia encaixada com W _; 1y € P r)

para cada (-i, k), entdo (W) consiste de um unico ponto.
€N, keZ,

Demonstragéo.

(=)

Suponhamos que a aplicagao f é conjugada a aplicacao f,. Vamos mostrar que 0s
itens 1,2 e 3 sdo validos para A, e usaremos a conjugacao para mostrar o equivalente
para X.

De fato, como a cole¢éo de todos os cilindros compde uma base para o espacgo
A, € natural definir as coberturas neste espacgo por meio de cilindros. Iremos definir
as coberturas a partir de cilindros disjuntos de tamanho 2 que incluem as coordenadas
negativas e positivas, para mais detalhes, leiamos a Observacao 5.2.3. Dessa forma,
obtemos a seguinte cobertura:

Qr-10) = {C’fiféso ;51 €{ag,b1},80€{0,1,...,7- 1}}
com exatamente m_, o) = 2- j. Para cilindros de tamanho 3, obtemos a cobertura:
Q(-20) = {Cffﬁjé’so ;89,81 €{ag,b1},50€{0,1,...,75— 1}}
com exatamente m_, ) = 22 - j. Para cilindros de tamanho 4, obtemos

Qo) = {Cf;;ﬁjg)jo’sl :s;€{ag,b1} parai<0,s;€{0,1,...,5-1} parai> O}



Capitulo 5. Zip — Shift e Maquina de Adicdo Bilateral 62

uma cobertura com exatamente m_, 1y = 22 - j2 elementos. De modo geral, para cada
par (—i, k) que define cilindros de tamanho i + k£ + 1, obtemos

Quiky ={C5 5™ si€{0,1,...,j— 1} parai >0 e s; € {ag, b1 } parai <0}

como uma cobertura para A, com m_; ;) = 27 - j**1. Observemos:

1. a) As coberturas definidas em A, foram construidas de modo que, dado um
cilindro de tamanho i + & + 1, a cobertura Q,_; ;) possua todos os cilindros
que podem ser construidos por permutacdes de i elementos que residem no
conjunto {ag, b; } € de k+1 elementos que residem no conjunto {0,1,...,5-1}.
Por sua vez, todas as permutagbes possiveis sdo dadas por m_; );

b) Basta notarmos que os cilindros sdo conjuntos nao vazios, dois a dois
disjuntos e clopens;

c) Dado um cilindro O 5" % em Qi y, fa" (O30 ) = CZ 5™,

2. Dado um cilindro CZ51 % 0" Pkt em Qi k), €Xiste CZ0 %% em Q)
tal que

Csfz 1,5—45-+ 750> Sk ySk+1 CS iy00+38050+5Sk .
—-i-1,-4,...,0,....k,k+1 50,0,k

3. Consideremos uma sequéncia encaixada

CS 1750 05—275—1750781 CS 3,5-2,5-1,50,51,52

~9,-1,0,1 -3,-2,-1,0,1,2 2.

com cada C7; % em Q(_, ). Como o didmetro de um cilindro de tamanho

i+k+16é H,m, entdo quando i,k — oo, O dzam(C’s’“ 50 %) = 0. Pelo Item 1,
podemos aplicar os Teoremas 2.2.2 e 2.2.3, logo

N O™ = o}

. 7 7 kA 7
€N keZy

comzx e A,.

Assim, Q_; ) satisfaz os Itens 1,2 e 3 do enunciado. Por hipotese, f € topologicamente
conjugada a f,, logo, existe um homeomorfismo h: X - A, tal que ho f = f,oh. Dessa
forma, podemos construir uma cobertura Py = {Xl*“ (’fo’ o1 e {ag, by} parar <

2y--45U,.

0,1, €{0,1,...,j -1} parar >0} de X onde X’ = h=1(C*; “”SO’ ok,

1. a) Como h € um homeomorfismo, h preserva a cardinalidade de conjuntos, dai,
Pijey] = mi-ip;
b) Sendo i um homeomorfismo, entdo X0t = h-1(C% ™) # @, é

clopen, e quaisquer dois elementos em P(_i,k) sao disjuntos p0|s os cilindros
em Q_; ) sdo dois a dois disjuntos;



Capitulo 5. Zip — Shift e Maquina de Adicdo Bilateral 63

c) Seja X otk o pol (O sy ym elemento em Py, COMO f,, per-

muta os cilindros ciclicamente, entéo existe n € N tal que fy(C%7 %) =
Ok, Sendo f e g conjugadas, temos
fr=h"tofioh = fr(h7'(C55n™)) = W (fa(M(hH (TS5 70%))
= SUTHOSE)) = RO )
= O = )

geeegUyenny

Liyeesloyelie loiyeesloyeensl
= fn(szook ¥) = Xfi,...,Of..,k .

Portanto, f permuta os elementos da cobertura ciclicamente.

2. Como Q) particiona Q(; ), entdo CZr 70 oksket o OF 0k Logo,

5.
Uyeny

1 [ ¥S=i=155—i5-++y8058k Sk+1 1 (¥S=ir»8055Skt1 —im1oliyesloles i l_iyeensloyl
h (O—i—l,—i,...,O,‘..,k,kﬁ-l )ch (C—i,...,o,.‘.,k ). Portanto, X e e X0

€ P(_i-1,5+1) Particiona P_; 1y;
3. Consideremos uma sequéncia encaixada

l-1,lo l-2,l-1,l0,01
X > X &0 2 -

liyesloyl
com cada X" € P ). Ora,
lgyeesloyesly _ 1 ¥S—iys805-5Sk Y _ 3 -1 S—iyey805-08k | _ 7-1
Ot = Qe = (e ) a0 )
ieN ieN ieN
com z € A,. Sendo h € um homeomorfismo, em particular, i é bijetor, entao
h='({z}) consiste de um unico ponto.

Portanto, os itens 1,2 e 3 sao validos.

(<)

Agora, vamos considerar que para cada par de inteiros (-4, k), P(_; ;) representa uma
cobertura para X que satisfaz os ltens 1,2 e 3. Usaremos a notacéo

Ploiy = { X505 1 e {ao, bi} parai < 0,1;€{0,1,...,j -1} parai >0} .

Observe que pelo Item 1 as coberturas sao da forma que a cardinalidade caracteriza
cada cobertura. Vimos na implicagdo anterior que existem coberturas 9 _; i), do espago
(A, f.) tal que satisfazem os itens 1,2 e 3 do Teorema. Dessa forma, podemos definir
uma aplicagdo h: X - A,, onde A, esta coberto por colegdes Q_; ) de modo que
satisfazem os itens 1,2 e 3 do Teorema e os elementos de cada P_; ;) se associam
unicamente com elementos de Q_; ») para algum (—i, k) fixo e |Q_; x)| = |P(-ix)|- Dado
x ¢ X, para cada (i, k), existe um tnico elemento X*;;" que contém x. Como
Z‘GNQE% C—if.’..,d,.(.).’,kf " ={y}

onde y € A, e os cilindros acima pertencem a particdo Q_; »), entao definimos h(x) =y.
Provemos entao que » € um homeomorfismo:
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1. Afirmamos que a aplicacao h esta bem definida pois para todo = € X, a intersecéao

CS 5035055k
. 1. 707 7k
1N keZ+

possui um unico ponto .

2. Seja
ve U oo

. LyeensUyensy
ieNkeZ

um aberto em A, para algum (-i, k). Notemos;

V)= ( U ey ) = R (on).
1eN,keZ4 1N keZ
onde os cilindros acima pertencem a particédo Q_; ). Como as duas coberturas
(para X e para A,) satisfazem item 1 e a cardinalidade caracteriza cada cobertura,
entdo h=1 (V) é clopen em (X, f). Portanto, h é continua.

M—iyee sy Q- TN €

3. Sejam =,y € X tal que z # y, assim, existem X' Jo-le X Peik)

distintos que contém z e y respectivamente. Por defini¢éo,
h(.T) € m Ol_,zl,(,)lo,k,lk e h(y) € m Cg,i,..o.,m%,...,mk’
ieN,keZ, ieN,keZ,

onde os cilindros acima pertencem & particdo Q_;x) e as interse¢cdes acima
possuem um unico ponto. Considerando Q_;_.x+,) € uma particdo de A,, en-
tao existem cilindros nesta particao tais que contenham h(z) e h(y), como a
intersegao destes cilindros € vazia, entdo h(z) # h(y). Portanto,  é injetora.

4. Sejay e A,,como N C°* 650’ " = {y} e em cada em Q_; ) os cilindros
1eN,keZ, N

ot s@o associados unicamente com Xhi ’lo’ e P(-ir), €ntao existe

unico x € X tal que h(z) =v.
5. Como X é compacto, pela Proposicao 2.1.1, afirmamos que » € um homeomor-

fismo.

Por fim, mostremos que ho f = f, o h. Sabemos que dado x € X, existe um unico par
(-i,k) tal que z e X' em P(_; ). Como f permuta ciclicamente os elementos
de P ), entéo

liysloye- al) loi+uip1,enlot 1l +tg
f(X 0ok X ok € P(-ik)-

Dessa forma, dado x e X0, f(x) e XEittomlorhlithe g aggim

h(f(z)) € m Ci‘,ﬁ“a“l}{;“’loﬂv--~7lk+tk

. Z?"'? PARAS)
€N keZy



Capitulo 5. Zip — Shift e Maquina de Adicdo Bilateral 65

com os cilindros acima pertencentes a particdo Q_; »). Por outro lado, dado z € X,

h(z)e () Chimgort

1N keZ+

com cada cilindro acima na particdo Q; ). Como os cilindros s&o permutados ciclica-
mente por f,, entdo

Fa(P(@)) = (Lt uinn, ooy + s do+ Lo B+t ) e () Clttgnlorbe it g gy,
Como a intersegéo é unica, entédo ho f = f, o h. O

Observacao 5.2.3. Dada uma cobertura de A, € importante que o refinamento desta
cobertura aconteca para o indice positivo e negativo simultaneamente, pois caso o
refinamento seja feito apenas para um lado, o Item 3 do Teorema néo é satisfeito. De
fato, consideremos Q_; ,y uma cobertura de A, com i fixo, notemos que

Siseey805e»5k Siseey805e»Sk Skt l
. D . O...
C—z,...,(),...,k C—z,...,(),...,k,k+1

a intersecao
S—iye+y80y--+3S
ﬂ C—i,...,O,...,k §
keZ.
n&do é um unico ponto, basta notarmos que as sequéncias (..., ag, S i,---,50,---,Sk,---)

e(....,b1,84,...,80,.--,8k ... ) pertencem a intersegdo acima.

O resultado central desta dissertacao oferece condigdes para que uma fungao
continua definida em um espag¢o métrico compacto seja conjugada topologicamente
com a aplicacdo da maquina de adicao bilateral. Esse teorema constitui a principal
contribuicdo deste trabalho.

Teorema 5.2.2. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma funggo conti-
nua. Se X for um conjunto infinito, f-minimal e existe x € X regularmente recorrente.
Entao existe uma sequéncia o de numeros primos e uma aplicacdo n : X - A, continua
e sobrejetora tal que wo f = f, om. Além disso, se x € X € regularmente recorrente,
entdo ' (w(x)) = {z}.

Demonstragdo. Sejan e S(f), por definicao, existe N c X tal que N é f»-minimal mas
nao é f!-minimalcom e {1,2,...,n—-1}. Assim, pelo 4.0.3, existe t < n tal que

X = NUF(N)U...OfFL(N).

Assim, para cada n € S(f), existe uma Unica cobertura Q,, de X consistindo de n
conjuntos f™-minimais dois a dois disjuntos, clopens e que séo ciclicamente permutados
por f. Seja p um numero primo, consideremos o = (...,2,2; p,p,...) uma sequéncia de
nameros primos tal que M (2) = M(p) = co e definimos m; = m(_; ) = 2¢- pk*1. Sabemos
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que o primo p aparece M(p)-vezes, como p € um primo na sequéncia, entdo deve
existir um j € S(f) tal que p divide j e pela Afirmagao 3, p € S(f). E pela Afirmacao 4,
concluimos que m; € S(f).

Para cada i, consideremos Q,,, = {X;1,Xi2,...,X;.m,} uma cobertura de X. Pelo
Lema 4.0.3, segue o item 1 do Teorema 5.2.1, e pela Afirmacgéo 2, segue o ltem 2 do
Teorema 5.2.1. Dessa forma, podemos construir uma aplicagdo 7 : X - A, continua e
sobrejetora assim como foi feito na demonstragéo do Teorema 5.2.1 de tal forma que

7T0f=faO7T.

Por fim, provemos que n~!(7n(x)) = {z}, com efeito, seja = ¢ X um ponto regu-
larmente recorrente e suponhamos que existe y € X com y # x tal que y € 7= (7w (x)).
Dessa forma, pela definicdo da aplicacdo w, existe uma sequéncia encaixada de
conjuntos W; € Q,,. para cada i tal que

z,y € (W
ieN
Consideremos V uma vizinha de z tal que y ¢ V. Como « é regularmente recorrente,
entao existe um inteiro positivo n tal que f™*(x) € V para todo k inteiro positivo. Sabe-
mos O}, () c V, e pelo Lema 4.0.3 que O, (x) é um conjunto f"-minimal. Novamente,
pelo Lema 4.0.3, existe ¢ < n tal que O%,(z) € fi-minimal e t € S(f), assim, podemos
escolher a sequéncia « de modo que exista j tal que m; = m(_; ) Seja um mdltiplo de t.

Logo, = € W; e pela Afirmagéo 2, temos que W, c O%,(z). Comoye N W, entdo
ieN, keZ,

y € O%,(x), absurdo. Portanto, 7=(7(x)) = {z}. O

Embora o teorema principal estabeleca o resultado mais geral, na pratica a
formulacao que se mostra mais frequentemente usada € a de seu corolario, apresentado
a sequir.

Teorema 5.2.3. Seja X um espago métrico compacto e f : X — X uma fungdo continua.
Existe uma sequéncia o de numeros primos tal que f é topologicamente conjugada a
fo S€, € Somente se, X é f-minimal, infinito e todo ponto de X € ponto regularmente
recorrente.

Demonstragéo.

(=)

Sendo f e f, topologicamente conjugadas. Como A, é infinito, X também é. Vimos
anteriormente que A, é f,-minimal, logo, X € f-minimal. Basta entdo mostrarmos que
todo ponto de X é regularmente recorrente. Com efeito, como A, é f,-minimal, entao

O; (z)nV = @, paracada z € A, e para cada V aberto em A,,.
Em particular,

O; (r)nU # @, para cada = € A, e para cada U vizinhanga de .
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Notemos que, por meio da caracterizagcao dos abertos neste espaco, podemos consi-
isto &, exibir um inteiro positivo n tal que f**(z) € U para cada inteiro positivo k. Com
efeito, basta considerarmos n = 2 - j%*1, pois (9;7Lk(x) nU + @. Portanto, como todo
ponto de A, € regularmente recorrente, pela conjugacao, todo ponto em X também é

regularmente recorrente.

(<)
Para a outra implicagao, basta notarmos que para todo x € X, 7~!(n(z)) = {z}, logo, =
€ injetora. O

Além dos resultados obtidos acima, a aplicacdo da maquina de adicao bilateral
nos oferece um exemplo relevante de um homeomorfismo que néo é do tipo Zip— Shi ft.

Proposicao 5.2.4. Seja o, a fungdo Zip - Shift e X ¢ A, um espago Shift. Entdo
nao existe uma sequéncia « tal que aT\ « X = X seja topologicamente conjugada a
aplicacdo da maquina de adigc&o bilateral f, : A, - A,.

Demonstragéo. Pelo ltem 3 do Teorema 5.2.1, para todo ¢ > 0 existem z,y € A,, com
x # y, pertencentes a um mesmo cilindro C_; x) € Q(_; ), com diam(C_; xy) < d. Ja pelo
ltem 1, f, permuta ciclicamente os elementos de Q_; ), entao f%(x), fE(y) € Cliin €
Q(-ik), dai

d(f5(z), f*(y)) < 6 para todo k € Z.

Assim, a aplicagdo da maquina de adi¢ao unilateral ndo é expansiva. Como 0 Zip—Shi ft
homeomorfismo é expansivo, pela Proposicao 5.1.2 e pela Observacao 2.3.4, ndo é
possivel que o, e f, sejam topologicamente conjugadas. O
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6 Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos a maquina de adi¢éo unilateral, suas propriedades
dinamicas e, principalmente, sua caracterizacao conforme apresentada em [3]. Para
isSO, iniciamos os estudos com uma introdugao aos principais conceitos de sistemas
dindmicos topoldgicos, com énfase em dinamica simbdlica.

Em seguida, apresentamos uma generalizacdo da maquina de adicao unilateral
utilizando a estrutura dos espacos Zip — Shifts. Inicialmente, fixamos o alfabeto Z com
cardinalidade 2 e fixamos todas as coordenadas da sequéncia bi-infinita « iguais a ;.
Nesse contexto, definimos a aplicacao da maquina de adicao bilateral e demonstramos
alguns resultados que associam o espago com a sua aplicacao. Nesta etapa do estudo,
podemos observar que a dindmica da maquina de adicdo unilateral apresenta forte
semelhanca com a da maquina de adi¢ao bilateral, ou seja, até o ponto desenvolvido
nesta pesquisa, ambas compartilham as mesmas propriedades dindmicas relevantes.

O objetivo principal foi fornecer condicdes necessarias e suficientes para a
existéncia de uma conjugacgéao topoldgica entre essa aplicacdo da maquina de adi¢éo
bilateral e uma fungéo continua definida em um espago métrico compacto. Essa carac-
terizacao é de grande relevancia no estudo de sistemas dindmicos, pois a existéncia
de uma conjugacao topolégica — ou mesmo de uma semiconjugag¢ao — indica que 0s
espacos em questdo compartilham um comportamento dindmico semelhante. Como a
conjugacao preserva propriedades dindmicas fundamentais, como a densidade de 6rbi-
tas periddicas, ela se torna uma poderosa ferramenta na analise qualitativa de sistemas.
Além disso, observamos que assim como a aplicacdo maquina de adi¢ao unilateral, a
aplicacdo da maquina de adicéo bilateral constitui um exemplo de homeomorfismo que
nao é conjugado a uma aplicacao do tipo Zip — Shift. Esse resultado comprova que,
embora compartilhem aspectos simbdlicos, ha dinamicas que exibem comportamentos
essencialmente distintos do Zip — Shi ft, reforcando a importancia de sua analise como
objeto préprio na teoria.

Por fim, concluimos que este estudo também contribui para uma melhor com-
preensao de alguns conceitos da dindmica simbdlica, ao apresentar uma aplicacao
concreta dos espacgos Zip — Shifts a um conjunto minimal infinito — no caso, a ma-
quina de adicao bilateral — que atua como modelo de referéncia na classificagao
de comportamentos regulares em sistemas dindmicos [3]. Como perspectiva para
trabalhos futuros, pretendemos ampliar esta abordagem, considerando Z um alfabeto
arbitrario e permitindo a variagdo dos elementos na sequéncia «. Essa generalizagao
podera revelar uma estrutura dindmica ainda mais rica, com novas possibilidades de
caracterizagao topoldgica.
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A Apéndice

A.1 Propriedade da métrica associada a maquina de adicao
unilateral

Proposicao A.1.1. Sejam d.+ e d métricas sobre A+, onde d é a métrica estabelecida
no espacgo {0,1}%+. Entdo as métricas d,+ e d sdo métricas equivalentes.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que existem nameros reais r, s > 0 tais que
red(z,y) <dg+(z,y) < s-d(z,y).

Sejam z,y € A, distintos, entdo d(z,y) = 3= com n = N(z,y). Porém, 6(z;,y;) = 0 para
i<nedé(ryy,)=1. Assim,

Iwyz 1 — 5(1’“y1)
doc+ (ZE y) Z 9i+1 = 2_n + i:;rl T
Como L 5( )
- TiyYi
— < —+
2n - 2n Z

i=n+1

2i+1

parar=1,1-d(x,y) < du+(x,y).

Por outro lado, suponhamos que as sequéncias x e y diferem pela primeira vez no
indice n. Entao

oo 1

6 'CE’H y’L on+1 1
da*(x y) Z ( 2214—1 - 2_1 :2_n:d(l',y).
2

21+1

i=n =n

Para s = 1, obtemos d.+(z,y) < s-d(z,y). Concluimos entdo que as métricas sao de
fato equivalentes. O



