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RESUMO

ROCHA FILHO, Geado Moreira da, M. S., Universidade Federal de Vicosa,
dezembro, 2002. Sdlitons Dinadmicos em Ferromagnetos de Heisenberg
Bidimensionais de Eixo-Facil. Orientador: Afranio Rodrigues Pereira;
Conselheiros. José Arnaldo Redinz, Marcelo Lobato Martins e Ricardo Reis
Cordeiro.

Avangos técnicos na preparacdo de materiais produzem um nimero considerével
de compostos ferro e antiferromagnéticos reais quase bidimensionais disponivels,
incluindo estruturas de camada, grafite intercalada magneticamente e supercondutores a
alta temperatura baseados em cobre. Esses varios materiais ndo exibem apenas modos
espaciamente estendidos (ondas de spin) como excitagdes, mas também estruturas
espacialmente locais, tais como pares de vortices, solitons (skyrmions), paredes de
dominio, etc, que sdo caracteristicas de sistemas altamente ndo lineares. Solitons
dina@micos podem ser gerados em materiais ferromagnéticos bidimensionais ao fazermos
uso do bombeamento de microondas. A condicéo para a geracdo de solitons dinamicos é
gue a anisotropia de eixo-facil seja fraca. Nesse trabalho, estudamos a possibilidade da
existéncia de solitons dindmicos com freqliéncia de precessdo alta (w2 w,, onde w, € a
freqiiéncia de ressonancia) nos ferromagnetos classicos bidimensionais com anisotropia

de eixo-fécil. Nossos resultados mostram que na freqiiéncia de ressonancia (w = wg) , a

estrutura de um soliton parece com um voértice tendo energia que aumenta

logaritmicamente com o tamanho do sistema. Para w > w,, 0 sdliton tem um diémetro

gue depende da competicdo entre a anisotropia de eixo-facil e o termo dindmico. O

comportamento da possibilidade w <w, mostra que a solugdo soliton € instavel e

portanto nosso tratamento perturbativo ndo pode ser aplicado para esta situagao.

Vii



ABSTRACT

ROCHA FILHO, Geraldo Moreira da, M. S., Universidade Federal de Vicosa,
dezembro, 2002. Sdlitons Dinadmicos em Ferromagnetos de Heisenberg
Bidimensionais de Eixo-Facil. Orientador: Afranio Rodrigues Pereira;
Conselheiros. José Arnaldo Redinz, Marcelo Lobato Martins e Ricardo Reis
Cordeiro.

Technical advances in materials preparation have made a considerable number
of real quasi-two-dimensiona ferro and antiferromagnetic compounds available,
including layered structures, magnetically intercalated graphite and Cu-based high-
temperature superconductors. These various materials exhibit not only spatially
extended modes (spin waves) as excitations, but also spatially local structures, such as
vortex-pairs, solitons (skyrmions), domain walls, etc, characteristic of highly non-linear
systems. Dynamical solitons may be generated in two-dimensional ferromagnetic
materials by using microwave pumping. The condition of successful generation of
dynamica solitons demands the weakness of easy-axis anisotropy. In this work, we
study the possibility of existence of dynamical solitons with high precession frequency

(w3 wy, where w, is the resonance frequency) in two-dimensional classical

ferromagnets with easy-axis anisotropy. To obtain the soliton solutions we use a

perturbative treatment. Our results show that at the resonance frequency (w = wy), the

soliton structure looks like a vortex having energy increasing logarithmically with the

system size. For w > w,, the soliton has a diameter that depends on the competition

between the easy-axis anisotropy and the dynamic term. The behavior of the case

w < w, shows that the soliton solution is unstable and hence our perturbative treatment

cannot be applied to this situation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO GERAL

1.1 Materiais magnéticos em dimensdes baixas

O estudo sobre 0 magnetismo em dimensdes baixas (1 e 2 dimensdes) teve seu
impulso devido a simplificacdo dos calculos mateméaticos relacionados a
dimensionalidade baixa do sistema. Um exemplo particular € o modelo de Ising,
resolvido exatamente em uma e duas dimensoes.

Um aspecto importante em estudar materiais magnéticos em dimensdes baixas é
o fato de que a natureza nos fornece uma grande variedade de compostos com estas
caracteristicas. Ha aproximadamente trés décadas atras, fisicos e principalmente
guimicos passaram a produzir materiais magnéticos que crescem em estruturas
congtituidas de cadeias ou de camadas, dando apoio as idéias de magnetos uni e
bidimensionais. Assim novas teorias de campo e de matéria condensada em dimensdes
abaixo de trés se desenvolveram muito, pois elas poderiam ser elaboradas e
principamente testadas através destes materiais artificiais. De fato, hoje em dia
podemos dizer que, em muitas situacdes, as leis da Fisica sG0 mais complexas e
complicadas e consequentemente mais interessantes de serem analisadas em dimensdes
mais baixas, do que as existentes no mundo real tridimensional.

No magnetismo, as cadeias ou camadas que formam as estruturas dos materiais
s80 separadas por radicais organicos ou ions de metais acalinos que produzem uma
interacdo de troca inter-cadeia ou inter-camada muito fraca. O resultado disso € que o
material apresenta um comportamento de dimensdo mais baixa. Apesar da interagdo de
troca entre cadeias ou camadas ser muito pequena, estes materiais podem ainda
apresentar uma ordem tridimensional em temperaturas muito baixas, como a do hélio
liquido. Assim para uma temperatura acima da de ordenamento tridimensional, o



material magnético apresentara um comportamento de dimensionalidade baixa, sendo
sua composicao particular constituida de uma estrutura de cadeia (unidimensional) ou
de camada (bidimensional). Esta é a denominada “regido de flutuacbes’ e é nela que
model os tedricos sobre 0 magnetismo 1D e 2D sdo testados experimental mente.

ra @ cs llICH I N)")
o Ni?* (Mn®*)
* F° [eL)

Fig. 1.1: Estruturatipica de um material magnético unidimensional (CsNiF;).

Um exemplo de material magnético unidimensional, talvez o mais ideal, € o
cristal de CsNiF;, mostrado na figura 1.1. Como exemplo de material magnético que
possui um comportamento basicamente bidimensional podemos citar a estrutura tipica
de grafite magneticamente intercalada (K,NiF,) (figural.2).

A teoria geral sobre o magnetismo supde que o spin do ion constituinte da
estrutura de um material € responsavel pela sua magnetizacdo. Spin € um conceito
puramente quantico, portanto sistemas magnéticos reais sdo descritos pelas leis da

mecanica quantica. Porém, em magnetismo, a importancia relativa de efeitos quanticos
é dada pelarazdo entre S(S+ 1) e S?, onde S é 0 nimero quantico de spin. O produto

S(S+1) representa o auto-valor do operador de spin S?. Assim os efeitos quanticos

intrinsecos tém um “peso” dado pelo fator 1/S. Para spin 5/2, 1/S é suficientemente

pegueno de maneira que o uso de uma aproximagao cléassica torna-se razoavel.



Fig. 1.2: Estruturatipica de um material magnético bidimensional (K,NiF,).

Cristais 1d Cristais 2d
Material Spin (S) Material Spin (S)
CuSo,.5H,0 12 K,MnF, 5/2
CuCl,2N.C.H,(CPC) 1/2 K,CuF, 1/2
a - Cu.N.Sal 12 K,NiF, 1
CsNiCl, 1 Rb,MnF, 512
CsNiF, 1 BaCo, (Po,), 172
CsNiCl,.2H,0 5/2 BaCo, (Aso,), 1/2
CH,N.MnCl,(TMMC) 5/2 BaNi, (Po,), 1

Tabela 1.1: Exemplos de alguns materiais uni e bidimensionais, com seus respectivos

valores de spin.

Tal aproximagdo consiste em considerar o spin como um vetor classico. Obviamente, 0

problema se torna mais simples se spins grandes séo tomados como variaveis classicas,

isto &, vetores. Um exemplo que se encaixa bem nesta aproximacdo é o cristal de




(CH3),NMnCl;, onde o magnetismo est4 associado ao ion de Mn"™*. O Mn"* tem um

nimero quantico de spin grande cujo valor é S= 5/2. Evidentemente, existem muitos
outros sistemas uni e bidimensionais, com nimeros quanticos de spin grandes, tais que a
aproximacado classica pode ser aplicada, levando a excelentes resultados. A tabela 1.1
mostra alguns exemplos de materiais magnéticos uni e bidimensionais com seus

respectivos spins.

1.2 Sistemas bidimensionais. hamiltoniana de Heisenberg e excitagdes

nao lineares

Como enfatizado antes, 0 melhoramento nas técnicas de preparacéo e producdo
de novos materiais tem colocado em disponibilidade no mercado um nimero expressivo
de sistemas ferro e antiferromagnéticos bidimensionais, incluindo estruturas de
camadas, grafites  intercaladas magneticamente (CoCl, - GIC) [1,2],
K,XF, (X = Cu, Ni, Mn)  [3], BaM,(XO,) (M =Co,Ni; X =P, As) [4] e
supercondutores a alta temperatura baseados em cobre. Do ponto de vista magnético,
estes varios materiais ndo exibem apenas modos que se estendem espacialmente (ondas
de spin) como excitacBes, mas também estruturas espaciamente locais, tais como
vortices, solitons, paredes de dominio etc, que sdo caracteristicas de sistemas fortemente
ndo lineares. A maioria destes sistemas pode ser descrita (em primeira aproximacao)

pelo model o de Heisenberg anisotrépico (2D) cuja hamiltoniana é dada por

H=:J& (S ><'Sj +1§°S7), (LD
@i.1)

em que IS, € 0 spin do &omo localizado no sitio i, (i, j) indica pares de sitios vizinhos
mais proximos em uma rede bidimensional, J >0 € a constante de acoplamento, o0s
snais (-) e (+) implicam em constantes ferromagnética e antiferromagnética
respectivamente e | € a constante de anisotropia. As redes podem ter varios tipos de
geometria, podendo ser quadrada, triangular, hexagonal etc.

A hamiltoniana acima reproduz, para certos valores de | , 0s seguintes modelos

tedricos que sdo muito usados no magnetismo:



1-1 =0, modelo de Heisenberg isotropico;

2-1 =-1,modelo XY ;

3- - 1<I <0, modelo de plano-facil (tipo— XY);
4 -1 >0, modelo de eixo-facil (tipo —Ising).

Estes modelos sdo classificados dessa forma devido a tendéncia de orientacéo
dos spins para minimizar a energia do estado fundamental do sistema. Por exemplo, nos
casos 2 e 3 ( 1£1 <O) 0s spins tendem a se orientar paralelamente ao plano (XY),
isto € o eixo z éum eixo dificil. No caso 4 os spins tendem a apontar em uma diregdo
perpendicular ao plano, ou sgja, na direcdo z. O caso 1 é caracterizado pela falta de

qualquer direcéo preferencial para os spins.

As excitagdes ndo lineares (topoldgicas) que apresentam um comportamento de

pseudoparticulas surgem nesses sistemas magnéticos (2D) por causa da

dimensionalidade baixa e a ndo linearidade dos modelos tedricos usados no
magnetismo. Assim para 0 caso de magnetos bidimensionais de plano-facil
(- 1£1 <O), as excitacOes topol bgicas recebem o nome de vortices (ver figuras 1.3 e
1.4). Esses voértices tém uma participacdo ativa nas propriedades estéticas [5] do

sistema, e também, acredita-se que eles sdo importantes na dindmica[6-9] de spins. Para

Fig.1.3: Um vortice livre. Esta estrutura desempenha papel importante nas propriedades
estéticas de materiais magnéticos bidimensionais, em sistemas de plano-facil.



0 caso isotropico, | =0 (modelo de Heisenberg 2D ), essas excitagcBes foram obtidas
por Belavin e Polyakov, usando métodos topoldgicos e sdo conhecidas pelo home de
solitons [10] (ver figura 1.5). No entanto, existe muita coisa para ser explicada, quando
é considerada a aplicacéo dos sdlitons em sistemas reais, desde que, uma hamiltoniana
de spin mais realista deva incluir anisotropia. Infelizmente, magnetos com anisotropia
de eixo-facil (I >0) ndo sustentam solugdes estéticas do tipo solitons, como pode ser
demonstrado pelo teorema de Derrick-Hobart [11]. De fato tais excitagdes sao instaveis
e acabam por colapsar. Entretanto, tais excitacdes topol égicas podem ter um tempo de
vida longo para o0 caso da anisotropia de eixo-facil peguena, e assim, existe a
possibilidade delas desempenharem um papel importante nas propriedades do sistema
[12].

Em sistemas de plano-f&cil, existem muitas propriedades estaticas e dindmicas
que estdo relacionadas diretamente com voértices [5-8] (ver figura 1.3). Aqui faremos
apenas um breve relato sobre tais sistemas de plano-facil, ja que este ndo € o caso de
nosso interesse principal. No entanto, o resumo sobre tal assunto podera servir como um

guia para nossos estudos sobre sistemas magnéticos 2D de eixo-facil.
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Fig.1.4: Um par vértice-antivortice ligado. A interagdo entre o vortice e o antivortice é
uma funcéo logaritmica da distancia entre eles. Em geral, estas excitacdes sdo criadas
aos pares. Em uma temperatura critica conhecida pelo nome de temperatura de
K osterlitz-Thouless, eles comegam a se separar gerando vortices livres.
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Fig. 1.5: Distribuicéo de magnetizacdo de um soliton localizado.

A possibilidade de transicdo de fase e a natureza da ordem de longo alcance
(OLA) que podem ocorrer em sistemas magnéticos sdo especialmente interessantes.
Dos quatro model os bidimensionais apresentados podemos dizer o seguinte: no modelo
de Heisenberg 2D isotrépico (I =0), ndo € esperado ocorrer nenhuma transicdo a
temperaturafinita. Um tipo de transi¢céo de fase que merece realmente ser discutida, por
seu carater peculiar, acontece nos modelos com anisotropia de plano-fécil, incluindo o
modelo XY, que abrangem umafaixaentre - 1£1 <0. Os sistemas magnéticos 2D de
plano-facil ndo possuem ordem de longo alcance, ou sgja, 0 vaor esperado da
magnetizacdo é zero em qualquer temperaturafinita (T * 0). Esta ordem é destruida por
excitacbes chamadas ondas de spin, em qualquer temperatura T >0. No entanto, um
fato extraordinario conhecido € que, apesar de ndo possuirem OLA, existem evidéncias
de varias naturezas de que tais sistemas exibem uma transicéo de fase, mas é claro que
ela ndo pode ser do tipo usual com magnetizacdo média finita abaixo de certa

temperatura critica T,. Estes sistemas exibem uma transicdo de fase em uma
temperatura T,; >0. Em um trabaho de relevancia fundamental [5], esta transicéo de
fase foi explicada por Kosterlitz-Thouless como sendo devida a vortices. Para T <T,;

SO existem pares ligados vortice-antivortice (ver figura1.4). Para T >T,;, estes pares se

desligam e o sistema passa a abrigar vortices livres (ver figura 1.3). A temperatura T, €



estimada como sendo aproximadamente O.89|J|SZ. ExcitacBes do tipo vortice sdo

também importantes nas propriedades dinamicas destes sistemas de plano-facil.
Enquanto sistemas magnéticos 2D de plano-facil sdo razoavelmente bem

compreendidos, 0 mesmo ndo pode ser dito sobre os sistemas 2D de eixo-fécil (I >0),
tipo Ising. Um fato conhecido é que estes sistemas possuem OLA em temperaturas

baixas e exibem uma transicdo de fase de 2% ordem a uma temperatura critica T.. No

entanto nada é conhecido sobre a contribuicdo de sdlitons (se € que eles contribuem)
para atransicdo de fase do sistema.

Em sistemas 2D, a contribuicdo de solitons (vortices) para funcéo correlacdo
dindmica pode, em principio, ser verificada experimentalmente, devido ao fato do
movimento de translagdo destas estruturas produzir o denominado pico centra na
funcéo de correlacdo dinamica[7,8,13-15]. O movimento de sdlitons também leva a um
aumento nalargurade linha EPR em temperaturas na regido de flutuacéo e isso fornece
mais uma maneira experimental para sua deteccdo. Outra forma de observarmos a
presenca destas estruturas € através de suas interagcfes com méagnons (ondas de spin) em
gue possiveis estados ligados de magnons estariam localizados no soliton. Estes modos
locais possuem frequéncias caracteristicas [16-19] bem definidas que podem ser

detectadas por ressonancia magnética ou espalhamento de néutrons.



CAPITULO 2

O SOLITON DE BELAVIN E POLYAKOV

Salitons sdo solucdes estéticas, com energia finita diferente de zero das equactes
de movimento obtidas do limite continuo da hamiltoniana (1.1) para o caso isotropico.
Antes de apresentarmos a solucdo soliton de Belavin e Polyakov, comentaremos sobre 0
teorema de Derrick-Hobart (teorema do virial). Este teorema nos da um resultado
essencialmente negativo, pois ele nos mostra que sdlitons estaticos sdo instaveis em
modelos de teoria de campo em dimensdes espaciais maiores que 3. A discussdo em
questdo é andloga ao do livro texto de R. Rajaraman [20].

2.1 Teoremade Derrick-Hobart

O teorema de Derrick-Hobart nos diz que solucfes de ondas solitérias estéticas
(sdlitons) ndo podem existir quando a dimensionalidade do espaco é maior ou igual a 3

e quando a lagrangiana do sistema tem a seguinte forma rel ativistica padréo,
r r r r.r
() =(Ty)Y) - Uy (x.1), (2.1)

AaT 9 1 0. . : mo oL 1 1 10
em gque 0 - —, —,..,——< éaderivada covariante e o — - — .., :
W Tn® & 0 I 5 D T o g

€ a derivada contravariante. Aqui 3'/(§<,t) :[yi(kt);i =1...N] é um conjunto de N
campos escalares acoplados no espaco com D dimensdes espaciais e uma temporal.

Explicitamente o produto escalar € escrito como



DR R -

r r 1 edT)r/ 0
(ﬂ”y)“ny):_zg‘ﬂ_é &g &g  EXNg'

onde foi adotada a convencdo da soma de Einstein. O potencial U (y (x,t)) é uma

funcdo positiva, indo a zero apenas em seu minimo absoluto. As equacdes de

movimento para o campo y (x,t) podem ser obtidas da condicéo de extremo d. =0, ou

sga
Tl 1./9y )-(1./9y ) =0.

Assim, no caso estético (fly /t) =0, obtemos:
Rzy =W (2.2)
iy

onde N? é o Iaplaciano tomado em D dimensBes. No caso estético, a energia funcional

fica
. 5 N ror\u
WY1 gPXERA (Ny )2 +U ()Y
€ i=1 u
° 1[)I’]+V2[)I’]’ (2:3)

I
onde os funcionais sao V; =1 ¢g®xq (Ny;)* eV, = ¢d°xU (y (X)). Note que W, V, e
i=1

V, sdo positivos. Agora suponha que 3'/1(&) sgja uma solucdo estatica. Considere a
familia de configuracfes de parémetro d dada por
I I I I

Y a(X) =Yy 1(dX). (2.4)

E facil ver que

10



WIY g1 =V4[Y o] +ValY 4]
=d> PVy[y o] +d PVl 4] (2.5)

Visto que 3'/1(&) é uma solucgo estética e portanto é um extremo de W[y ], ele deve

fazer W[)'/ q] estacionario com respeito a variagbes em d, isto €&,

(d/dd)W[y 4] =0 parad=1. (2.6)
Diferenciando (2.5) e usando (2.6), obtemos

(2- D)V4ly =D,y 4] 27

Desde que V; eV, sd0 positivos, (2.7) ndo pode ser satisfeito para dimensdes D 3 3,
exceto se Vl[)'/ 1] :V2[3'/ 1] =0. Isto significa que 3'/1(&) tem de ser independente do
espaco e igual a um dos zeros de U[y]. Este teorema, portanto impede solucdes ndo

nulas dependentes do espaco. Os resultados mantém apenas para solucdes estéticas e
para lagrangianas do tipo dado pela equacdo (2.1). No entanto ondas solitérias

dependentes do tempo podem existir para campos escalares em (D +1) dimensdes

mesmo quando D3 3.

2.2 O modelo s nao linear

A equacdo (2.7) nosdizquese D=2, V2[3'/ 11 =0. Isto significa que, )'/l(k),
para todo X, deva ser um dos zeros (que também é o minimo absoluto) do potencial
U[y]. Se U[y] tem apenas minimos discretos entso, pela continuidade, y ,(X) deve ser
0 mesmo minimo de U[y] para todo x. Se U[y] tem um conjunto continuo de
minimos, ent&o (2.7) permitiria, quando D =2, uma soluco possivel dependente de X,

onde y muda continuamente dentro deste conjunto de minimos.

11



E claro que o exemplo mais simples de U[y ] com minimos continuos é U[y ] =

0. Entretanto isto faz 0 modelo ssimples demais. A equacdo obedecida por uma solucéo

estética, quando derivada da lagrangiana (2.1), seria
N2y =0, (2.8)

cujas Unicas solucdes nado-singulares sdo funcBes constantes. Mas nés podemos
introduzir uma mudanca ndo trivial @ modelo pelaimposicdo da identidade y »y =1.
Ta modelo é conhecido por O(N) néo linear. Nés estudaremos 0 caso N =3 e veremos
que ele produz solugdes interessantes [21,22].

O modelo O(3) néo linear ou modelo s néo linear consiste de trés campos

escalaresreais y (ﬁ(,t) ={y a(ﬁ(,t); a=1,23}, como vinculo
o 2, ol I _
ayaxt)°yxy =1. (2.9)
a
obedecido paratodo (x,t) . A dindmica é determinada pela densidade lagrangiana,
()=18 & (Ty )Ty )0 101y (TY). (2.10)

Note que y pode ser considerado como um vetor tridimensional cujas componentes s

rotuladas pelo indice a pertencentes ao espaco interno ou espaco campo. Usa-se isto
para distingui-lo de vetores no espaco de coordenadas, os quais sdo rotulados por
indices de Lorentz, tal como mem (2.10). Assim em (2.10), um produto escalar entre

‘ﬂm;'/ com ele proprio estd indicado pelo ponto, no espaco interno. No espaco de

coordenadas este produto € expresso pelo indice repetido m Noés notamos também, que
ambas, a lagrangiana (2.10) e a identidade (2.9), sdo invariantes sob rotagdes globais
O(3) no espaco interno.

A equagdo de campo é obtida ao aplicarmos o principio variaciona de Euler-
Lagrange para a acdo, com a identidade (2.9) imposta através de um multiplicador de

Lagrange. Isto €, nés encontramos o extremo da fungdo
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Sy 1° edxedt[3 (T,y )(I™Y) +1 (X0 % - ] (211)
A equacao de campo resultante é
10 +1y =@ +1)y =0. (2.12)
O multiplicador de Lagrange | (x,t) é eliminado ao usarmos aidentidade (2.9).
L (x,t)=lyxy =-yxy (2.13)

onde & = . 1™é o Dalambertiano definido por

2 2 2 2
S JRLN N S
Tt ™ 0 >3

Restringindo-nos ao espaco bidimensional e considerando solucgdes estéticas, a equacdo
de campo fica, ao substituirmos (2.13) em (2.12),

N2y - (y K% )y =0. (2.14)

Ao contrério de (2.8), a equacdo (2.14) produz solucdes ndo singulares
interessantes em duas dimensdes. Além disso, as solugdes podem ser classificadas
dentro de setores homotdpicos caracterizados por um indice topol ogico.

A energia de uma solucéo estatica, quando obtida da lagrangiana (2.10), € dada

por
E=1Ty)(1V)d?; m=12. (2.15)

Consideremos primeiro as solucdes de energia-zero. Obviamente elas devem satisfazer

paratodo X acondicio 1.y =0. Isto & y (X)=y°, onde y° é um vetor constante e

unitério no espaco interno. Enquanto {/0 é independente de X paraumasolucdo E =0,
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ele pode apontar em uma direcdo qualquer no espaco interno, onde ele é um vetor
unitério (por causa da identidade (2.9)). Assim temos uma familia de solugdes continuas
e degeneradas com E =0, correspondentes as direcdes nas quais )rlo poderia apontar.
Isto implica em uma quebra de simetria esponténea a nivel classico.

Agora nés passamos para solucdes sdlitons, isto €, aquelas com E finito e
diferente de zero. De (2.15), esta claro que elas devem satisfazer, a0 usarmos

coordenadas (r,j ) no espaco X, as condicoes,
r |grad 3r/||® 0,quando r ® ¥ (2.16)
ou

limy (x) =y ©
r® ¥ ’

(2.17)

onde )rlo € novamente algum vetor unitério no espaco interno. Note que quando r ® ¥
no espaco de coordenadas em direcBes diferentes, y (x) deve aproximar do mesmo
limite de y°. Caso contrério y (X) dependera da coordenada angular j , mesmo em
r =¥, e a componente angular do gradiente, (1/r)(fy /j ) nédo satisfaz a equagéo
(2.16).

Fig. 2.1a
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Fig. 2.1b

Figs. 2.1a e 2.1b: Exemplo de mapeamento que da origem ao soliton. O espaco dos

spins € uma esfera. O espaco fisico bidimensional € o plano.

Al
A RS
RISV L
TTTT AW AP
\H

TTTK RN IS |

Fig. 2. 2: Campo de spin do soliton de Belavin-Polyakov.

Desde que y (X) aproxima do mesmo valor de {/0 para todos 0s pontos no

infinito, o plano fisico de coordenada R, é essenciamente compactado em uma

superficie esférica, que chamaremos S{"9 (ver figura 2.18). Assim, o plano R, pode
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ser moldado em uma superficie esférica, com o circulo no infinito reduzido ao pélo

norte da esfera. Enquanto isso, o espaco interno, isto €, o espaco dos campos 3'/a,

3
sujeito a § ; 2 = 1, é também uma superficie esférica, de raio unitario. Vamos chamar
a=1
isto de S{™. Entdo, qualquer configuragio estética com energia finita para 0 campo
y (X) éjustamente um mapeamento de S{"9 em S{™.
Agora, assumiremos um resultado muito conhecido em topologia. Todos os
mapeamentos ndo singulares de uma superficie esférica S, em umaoutra S, podem ser

classificadas dentro de setores homotdpicos. Mapeamentos de setores diferentes ndo
podem ser continuamente deformados um no outro. Além disso, existe uma infinidade
desses setores ou classes homotopicos que podem ser caracterizados por um grupo de
inteiros, positivo, negativo e zero. Mais precisamente, essas classes homotopicas
formam um grupo que € isomorfico ao grupo de nimeros inteiros. Formamente, tudo

isto é escrito naformula

P2(S)=2, (2.18)

onde p,(S,) significa o grupo homotdpico associado com 0s mapeamentos S, ® S,
eZ éogrupo deinteiros.

Resumindo o que vimos até agora, configuracdes estaticas de energia finita para
y (X) em duas dimensdes espaciais podem ser classificadas dentro de setores
homotopicos, caracterizados por algum ndimero inteiro que nés rotularemos por Q. No
modelo s, o papel da condi¢do de contorno (2.17) é essencialmente compactar o espaco
de coordenadas em uma superficie esférica Si"9. Ela n&o especifica univocamente o
valor de contorno ;'/ o - Enquanto ;'/ o deve ser o0 mesmo em todos os pontos no infinito
espacial, ele poderia apontar em qualquer direcéo no “espaco interno” (espaco campo).
Entretanto, configuragcdes de campo com direcdes diferentes de ;'/ o podem ser obtidas

uma da outra, continuamente, através de rotagdes O(3) no espaco interno. Portanto,

escol has diferentes de ;'/ o hdo levam a setores homotopicos diferentes para este modelo

s. Em vez disto, os setores surgem do comportamento dos campos através de todo

espacgo, incluindo o interior.
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A esfera SI™ no espaco interno pode ser descrita por duas variavels {x;,x,},

. ~ A ., . . I ..
tais como os angulos polares, em vez das trés variaveis cartesianas y , sujeitas a

3
r . ~ . . . .

avy g = 1. Existe uma expressdo muito conhecida, que relaciona o elemento de &rea da

a=1

superficie quando esta € escrita em termos de variaveis cartesianas e esféricas.

i 1 Typ My .0
dsim = g2 b1 e? 219
Sa Xézxrsxabc ﬂXr ﬂXsEJ ( )

Agora, definindo

1 Yo yecy2
= — O%m XabY —=d“X
Q 8pox abc. aﬂxm ﬂXn

1 T[y b ﬂxr T[y C TIXS 2
= — m XabeY d“x
8p oX abcY a x, X" X, X"

:iOX X y ﬂybﬂyc
8p rs™ abc aﬂXr ﬂXs

dx. (2.20)

Onde m=1, 2 en = 1, 2 referem-se aos indices de coordenadas cartesianas espaciais,
enquanto o produto escalar e vetoria referem-se a vetores no espaco interno. Mas o

jacobiano da mudanga de variaveis de { X, %,} para{x,,x,} €dado por

X, d% =X, e s g2y (2.22)
Xa 1%,

Substituindo (2.19) em (2.20), temos

1 r,. r 1 .
Q=4 5080 sy = = 5dsim (2.22)

desde que y , é um vetor unitario normal a superficie. Lembrando que S{™ é a

superficie de uma esfera unitaria, com area 4p, vemos que Q da o nimero de vezes que

17



a esfera interna € coberta quando giramos 0 espago de coordenada R, que esta

compactado dentro de S{"9

Esta classificagdo homotdpica é vdlida para uma configuragdo de campo
estético, pelo qual o funciona da energia (2.15) € finito. Ela ndo exige que os campos
sgjam solugdes da equacdo (2.14). De fato, solugdes de energia finita correspondem a
subgrupos que tém configuracfes de energia finita e a mesma classificacdo permanece
para eles. Para acharmos algumas solucdes para algum setor Q, repetimos um truque

simples feito por Belavin e Polyakov (1975).
Comegamos usando a desigualdade

r r r r r r
X (MY £xmy 1.y )Ty £x5y ~ T.y)]° 0, (2.23)

A desigualdade permanece desde gue o integrando é o préprio produto escalar do vetor

em parénteses com ele mesmo. Ao expandirmos a equacado acima temos,
QX )Ty )+ X 7 1Y )50 7 19)1® 2250%K Xy XM,y * 1,9
Os dois termos do lado esguerdo so iguais um ao outro ja que
X Xew (V7 10y )XY 7 10y) = A [ 9 ), 0, )+ (6 A,y )6 <0,y )]
= (1) 41y,

onde foi usado aidentidade y xy =1 esuaderivaday x(1.y)=0.

Assim, chegamos a
2 r r 2 r r, r
250X,y )1,y )2 2260 "X,y X1y~ T,y)
ou da equagdo (2.15),

E= 4p|qQ|. (2.24)
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Esta desigualdade fixa um limite inferior para a energia de uma configuracéo estética
em um dado setor Q. Agora, a equacdo de campo estético (2.14) € obtida ao
encontrarmos o extremo do funcional de energia (2.15), sujeito a identidade (2.9). Uma
vez que a configuracdo de um setor ndo pode, sob variacdo continua, mover para dentro
de outro setor, o extremo pode ser encontrado em cada setor separadamente. Em um

dado setor Q, a energia é minimizada quando a igualdade (2.24) é satisfeita. Como

consequiéncia, aigualdade (2.23) também é satisfeita. Isto acontecera se e somente se
T =ty " (1Y) (2.25)

Uma configuragdo de campo que satisfaz (2.25), bem como a identidade (2.9),
minimizaa)d E em algum setor Q, e, portanto automaticamente concordard com a
condicdo extrema dada pela equacéo de campo (2.14). Isto pode ser explicitamente
verificado. Por exemplo, para uma configuracdo satisfazendo (2.25),

~ r r r
N2y = 9.9y =1 .my ~ T.y)

=xx (1) (1)

Esta é justamente a equacéo de campo. No Ultimo passo, usamos

r r r r r ~ 2
y oy =0=1y .y +y N

Vv,
gue resulta da diferenciacdo da identidade (2.9). Notamos que a equacdo (2.25) é mais
facil de resolver do que a equacdo de campo (2.14), pois (2.25) € uma equacdo
diferencial de primeira ordem, enquanto (2.14) é uma equacdo diferencial de segunda
ordem.

De fato (2.25) pode ser smplificada por uma mudanca de varidveis. Lembramos

que os valores permitidos de y , sujeitos & y xy =1, formam a superficie da esfera
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unitéria S{™. Vamos esterograficamente projetar a superficie desta esfera sobre um

plano. Assim os pontos sobre a superficie vao ser representados por pontos descritos

pelas coordenadas cartesianas w, e w, localizados no plano. As variaveis w; e w,

~ - -, . I
estéo relacionadas com as variaveis y , por

wy=2y,/(1-y3)ew,=2y,/(1-y3),

(2.26)

onde o plano pelo qual a projecéo é feita esté paralela ao plano {w,,w,} e contém o

polo sul. Também sera Gtil construir a quantidade complexa

WO wy+iw, =2(y 1 +iy 5)/(1-y3)=2y /(1-y 3)

ondey °y,+iy,. Entdo

fw

fTaw © =2(1- y )Ty +y Ty 3]/(2- y3)2

Xy
=[2/(1 ¥ )21y +Y Ty o).
Sendo y 1L11y 3=y 1y 3- ¥ 3Ty . Agoraaequagéo (2.25) nos diz que
Ty = miyﬁzy 3 €Ty = iiy‘hly 3-
Substituindo (2.28) em (2.27), obtemos
Tw = mifw.
Em termosde w, e w,, isto nosda

ILLE QR L I =m :
% e % >
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onde x, e X, sd0 coordenadas cartesianas de nosso espaco fisico bidimensiona
origina; w, e w, descrevem o plano no espago interno pelo qual Si™ tem sido
projetado esterograficamente.

A equacdo (2.30) é também familiar quando a condicéo de Cauchy-Reimann
para w for uma funcdo analiticade z ( para os sinais superiores) ou z (para 0s sinais
inferiores), onde z° x, +ix,. Assm, uma funcdo andlitica W(z) ou W(z)
automaticamente satisfaz (2.25) e portanto também a equacdo de campo, quando escrita

., . I . . ot
em termos das variaveis y , e X. Além disso, enquanto w deve ser analiticaem z ou

Z , éla ndo necessita ser uma funcdo inteira. Enquanto cortes s30 proibidos pelos

valores de Ja(&), polos isolados em w(z) sdo permitidos. A condicdo w® ¥

meramente corresponde ao pélo norteem S{™ | isto & paray 5 = 1.
Serd Util escrever abaixo as expressdes para E e Q, em termos de w para o caso

guando w é analitico em, digamos, z. Eles sdo dados por

2
chw / diZ eg- E

E=gd’x——1— elQ=—. (2.31)
O Tl ray? 4p
Umasolucdo para Q arbitrario e positivo é dada por
w(2) =[(z- %)/d]", (2.32)

onde n € um ndmero inteiro positivo, d € um nimero real e z, € um nimero complexo.

Desde que (2.32) € uma funcdo analitica, nossa andlise nos garante que ela produzira
uma solugdo estética exata da equacdo de campo quando reescrita em termosde y , e
X . Sob transformacéo de Lorentz para um sistema de referéncia movendo-se em relacéo
aoutro, ela produziré solucdes dependentes do tempo. Note que a teoria é invariante de
Lorentz.

Em (2.32), w representa um ponto no espaco campo, enquanto z significa um

ponto no espaco de coordenadas. Obviamente (2.32) permite n raizes para z, paraum
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dado w. Portanto ele deve corresponder ao setor Q= n. Isto pode ser verificado ao

substituirmos (2.32) em (2.31). Assim temos

n2 2n-2 q2n
Q=L ad?x nz- 2 . (2.33)
4" (@4 d|z- 7"

Usando
z- zy=r€" ed’x=rdrdf, (2.34)

a integracdo fica simples e o resultado é Q=n. Portanto E = 4pQ = 4pn é finito.
Logicamente, essas sd0 solucdes de onda solitéria, para um determinado n inteiro
positivo.

As constantes d e z, (que significam um par de coordenadas (X;), € (X5)o)
referem-se ao tamanho e alocalizagdo do sdliton. O fato de que a solucéo existe parad e
z, arbitrdarios e o fato de que nem Q nem E dependam dessas constantes é
conseguiéncia das invariancias de escala e trandacional do modelo. Notamos que Ely ]

em (2.15) é obviamente invariante sefizermos x® x- a € X® dx.

2.3 0 modelo s nédo linear e o ferromagneto isotrépico

Fazendo | =0, J >0, naequacdo (1.1), obtemos a hamiltoniana que descreve o

ferromagneto isotropico, isto €,

--3a 55, -- 4 [S'SF+ §'S! + §°S7]. (2.35)

Agora nds consideramos um spin localizado no sitio i. Trabalhando em uma
rede quadrada bidimensional, este spin tem como seus primeiros vizinhos mais
préximos, os spins localizados nos seguintes sitios: sitio i + 1 a direita, sitio i- 1 a

esquerda, sitio i+ 2 acima, sitioi - 2 embaixo (ver figura 2.3). Também definimos
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explicitamente a funcdo T que descreve a interagdo de uma componente do spin

localizado no sitio i com seus quatro primeiros vizinhos mais proximos

ondea =X,Y,z.

T=5(S1+S)+5(82+S%), (2.36)

Fig. 2.3: Spin §* e seus quatro primeiros vizinhos mais proximos.

O ferromagneto € um material solido macroscépico que contém milhares de

atomos ou moléculas que se organizam formando redes ordenadas (que se repetem) com

certos parametros bem definidos tais como o “espacamento de rede” (distancia entre

dois &omos ou moléculas que formam a rede). Obviamente, em todos os sistemas, as

redes sdo discretas. No entanto, podemos fazer calculos aproximados, considerando a

rede como continua. Para estabelecermos o limite continuo do modelo de Heisenberg

I
isotropico 2D, usaremos 0 spin § como referéncia. Entdo escrevemos as componentes

I
dos spins primeiros vizinhos de § como sendo uma expansdo em série de Taylor da

seguinte forma

. . ﬂsa a2 1TZSa
=S ra—+ = o 2.37
Sa=§ ra S (2.37)

. . ﬂsa a2 1]ZSa
=5 -a — , 2.38
S1=9 x 2 0d (2.38)
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S=5 vals 2’3 S + o (2.39)

v 2 1y
a . IS a ||
§2=95 -a% > WS (2.40)

onde a € o espacamento de rede. Substituindo as equacdes de (2.37) a (2.40) em (2.36),
podemos escrever

T=25S" +a2“S 2SS +a “zsas (2.41)
X y?

ou de outra maneira

Zar 2 A 2ca
T=4(5)2+ 2026 3 T3 e (2.42)
g TX y

onde consideramos apenas termos até segunda ordem na expansdo. A expressao € vaida

para qualquer a = X, Y, z. Entéo, considerando as 3 componentes e trocando as somas

em (2.35) por integrais daforma 0M , obtemos
a

S (cay2 Oxd 3eég’s”  9°S* uStdxd
H=-pa (S92 50 2028 o+ > y, (2.43)

a=1 a a=1g X v~ q

sendo S'=S*, S°=S¥ e S*=S?%. O spin agora pode estar localizado em qualquer
sitio, por isto o indice i foi omitido. Os termos envolvendo as derivadas(2S® /1 x* em

(2.43) podem ser integrados por partes. Particularmente

2ca a

1°S &S o
AdyS® =- A +dy. (2.44)
od 2 oé Wy -

Assim, (2.43) é escritacomo
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H =- —“a (S Yoy + 23 >4 ege“
a’ _e

O
ﬂ

Mas no somat6rio duplo na equagdo (2.35), somamos sobre i e j que sdo os vizinhos

de cada sitio. O termo T é o somatério sobre os vizinhos do sitio i. No entanto ao
considerarmos os sitios i+ 1, i- 1, i+ 2 e i- 2 estaremos de novo contando o sitio i,

via termos cruzados. Mas no calculo de T fizemos a suposicdo de que ai era o Unico
lugar onde apareciam todos os §* . Assim devemos dividir nosso resultado final por 4

(que é o niumero de primeiros vizinhos). Entdo a hamiltoniana (2.45) fica,

J 3 2 J 0 l‘:l
H=- " && (S)2dxdy+— 4 T+ Udxdly (2.46)
a2 (Da:l 2 (Da:12§ > 5 é H

gmsy’ aSel, (247)

H=- 2 a(S)%d%+ L g
a’ 2 geﬂx eﬂybg

onde d?x = dxdy. A hamiltoniana (2.47) pode ser escrita de maneira compacta

H- E=—pT, S)dx (2.48)
— & 7160 J T2 2. & .
Sendom=1,2e 1, = Eﬂ_ ﬂ_y_ Mas EO--g@(S) d“x € a energia do estado
e (%]

fundamental do sistema, que € infinita para uma rede infinita. Renormalizando a
hamiltoniana anterior, ou sgja, tomando a energia do estado fundamental como sendo

E, = 0, nos finalmente obtemos
H = J S éZdZ 2.49
—Ea)(ﬂm ) d°X, (2.49)

25



gue € o limite continuo da hamiltoniana de Heisenberg para o ferromagneto isotrépico,

escrita de uma maneira elegante. Note que (2.49) é exatamente o modelo s nao linear

(2.10) com o vinculo (2.9) dado por (S¥)2 + (SY)2 + (S?)2 = S2.

2.4 Soliton de cargatopolégicaQ =1

Agora reproduziremos a solucdo soliton obtida do modelo s ndo linear por
Belavin e Polyakov. Partimos do limite continuo da hamiltoniana de Heisenberg para o
ferromagneto isotropico, dado pela equacdo (2.49). Comparando as equagdes (2.49) e
(2.15), vemos que elas sdo basicamente iguais, a menos de uma constante multiplicativa
J (constante de acoplamento). Assim substituimos o campo vetorial y pelo campo

vetorial de spin IS A estrutura espacial do soliton é obtida pelo mapeamento da esfera

dos spins no plano fisico (os valores de lS sujeitos a identidade lS><IS: 1, formam a
superficie de uma esfera unitéria). Portanto, vamos representar os spins no plano fisico

bidimensional através das coordenadas cartesianas w,; e w,. Estas coordenadas estéo

relacionadas com as trés componentes do vetor de spin (S*, S¥ e S?) da seguinte

maneira
wy = 2S8¥/(1- S*) ew, =287 /(1- S%). (2.50)

O espaco fisico bidimensional é o plano (x, Yy), descrito pelas coordenadas

polares r, f. Para um soliton de carga topolgica ou setor Q = n= 1, obtemos através

da equacéo (2.32),

w(2) = (Z'd—zO) , (2.51)

com z=x+iy e Z, =X, +iy,. Entretanto, estabelecendo o centro do soliton como

sendo localizado na origem do sistema de coordenadas, (2.51) fica,
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w=2=2.Y
d d d
Lembrando que w° w; +w,i , teremos,
. X Y.
l=—+=I, 2.52
Wl + W2 d + d ( )
de (2.52) chegamos a
X y
= ew, =2, 2.53
Wy q W q ( )
Substituindo (2.50) em (2.53), obtemos,
X y
2S _X o 2S _y (2.54)
(1-S8*) d (1-S%) d
Considerando o raio do soliton dado por d = R/ 2, temos,
X y z
S'==(1- ) eS'=2(1- ). 2.55
R( ) R( ) (2.55)

Usando aidentidade (S*)2 + (S¥)2 + (S?)? = 1, chegamos & seguinte equacdo do 2° grau

aser resolvidapara S?,

2 4 2 2 5
L sy 2 s B o, s
& R R éR .

a
onde r? = x* + y?. A solucéo obtida para (2.56) é dada por,

<. (2. R2

= 2.57
r’+R? ( )
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onde descartamos a solucdo trivial S? = 1. Substituindo (2.57) em (2.55), as outras duas

componentes do vetor S sdo,

S* = 2XxR 2Rr cosf Sy - 2yR  2Rrsenf

= = e = = ) 2.58
r?+ R? r?+ R? r?+R? r?+R? ( )

Parametrizando o vetor de spin em termos dos angulos q e f (ver figura 2.4), teremos

<V

Fig. 2.4: Vetor de spin 'S escrito em coordenadas esféricas.

S* =senqcosf , SY =senqsenf e S* =cosq, (2.59)
onde

Cosq—ﬂ esenq—ﬂ
r2+R2 r2+R2'

Por outro lado, S*/SY = x/y =tgf . Logo
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f =tan }(y/x), (2.60)

Assim a solucdo soliton de Belavin e Polyakov com Q =1 (ver figura 2.2) € dada por,

r’- R?
r’+R?’

f =tan"}(y/x) e cosq= (2.61)

E sua energia é E =4pJ e ndo depende de R, o tamanho do soliton. E fécil ver que
para S? =cte? 1, E = 4pJS2.

Para concluir este capitulo, gostaria de comentar que algumas caracteristicas do
modelo s ndo linear bidimensional (ou, como ja vimos, o ferromagneto de Heisenberg
classico em 2 dimensdes espaciais no limite continuo) possuem muitas similaridades
com a teoria de Gauge ndo-Abeliana em 4 dimensdes. Por exemplo, ambas teorias sdo
invariantes de escala e assintoticamente livres. Ambas possuem solugdes multi-solitons
exatas. No caso da teoria de Yang-Mills quadridimensional, o trabalho de 'tHooft e
Polyakov (1974) mostrou que solucbes estaticas ndo singulares (solitons) séo
monopolos magnéticos (monopolo de ’tHooft-Polyakov). Visto que o modelo s ndo
linear em 2 dimensdes é muito mais simples que a teoria de Yang-Mills em 4
dimensdes, este modelo se apresenta como ideal para testar quaisquer especulacoes

sobre o efeito de solitons (instantons) em teorias de Gauge quadridimensionais.
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CAPITULO 3

SOLITONS DINAMICOS EM FERROMAGNETOS
DE HEISENBERG BIDIMENSIONAIS DE EIXO-
FACIL

3.1 Introducao

No capitulo 1, comentamos que solitons estéticos sdo instaveis em materiais
magnéticos bidimensionais possuindo anisotropia de eixo-facil. Agora, daremos a
judtificativa para este fato com base no teorema de Derrick-Hobart. De fato, quando
tomamos o limite continuo da equacdo (1.1), seguindo 0s mesmos passos do capitulo 2

obtemos,

0
liz(y )?ad®x ,m=12, (3.1)
0 a

= IS +1 ()’
onde |, =a/ V2l é uma escala de comprimento caracteristico do sistema (a é o
espacamento de rede) e | >0 € a anisotropia de eixo-facil assumida ser pequena. O
campo de vetores unitérios y é dado por {/i = 'S /S. A equacdo (3.1) é a hamiltoniana
do modelo s néo linear anisotrépico, com um termo de massa (1/I02)(y ?)2 somado a

I (1,y 2)2. Note que sefizermos | =0, lo ® ¥ recuperamos o caso isotropico. O termo

de massa quebra a invariancia de escala do modelo e € o responsavel pela instabilidade
do soliton.
No entanto, a possibilidade de sdlitons dindmicos (com alguma precessdo na

magnetizacdo) parece viavel. Voronov et al [23] consideraram esta possibilidade e
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obtiveram solitons com “baixas’ frequéncias de precessdo w<w, através da fungéo

tentativa tg(Q/2) p K, (X), onde x=,/(1- w/w,)r/l, e K, (x) éafuncdo Macdonald.

Nosso objetivo nestatese é verificar se tais sdlitons sf0 possiveis para w2 w, .

3.2 Desenvolvimento teorico

Nossos calculos foram feitos para spins grandes, portanto podemos usar a
aproximacao classica, isto é, considerar 0s spins como vetores. Assim parametrizamos
y por meio de dois campos q(r) e f(r) (ver figura 3.1), ou Sgja, escrevemos o campo

de vetor de spin em coordenadas esféricas da seguinte maneira

y =(senqcosf, sengsenf, cosq). (3.2)

A 4

Fig. 3.1: Vetor unitéario de spiny parametrizado em coordenadas esféricas.

E fécil ver que o quadrado das componentesdey obedece arelacio de vinculo
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éyle. (3.3)

Em termos dos dois campos escalares q (r) e f (r), a hamiltoniana (3.1) pode ser

escrita como

7

L
é 2 L L u
H =L 5?6 Nm)2 +(1- m*)(Nf)%+1 (Nm)?- —12 m? gd?x, (3.4)

2 E1- mP) lo @

onde m=cosq . A equacdo de movimento do campo de vetor unitério y é obtida da

correspondente equacdo de movimento quantica,
r
v ,hl, (3.5)

onde [)'/ ,h] =yh- hy éocomutadordey e h.Aqui h éadensidade hamiltonianaem

(3.4) dada por,

L
2é 2 L L u
h=35" 8™ | 1 m2)Ri)2 +1 (Rimy2- L meg. (3.6)
2 &1-m) lo @
Tomando os limitesclassicosy ® ¥, h® 0 e hy ® cte em (3.5) obtemos[24],
dy _r, dnh
ay . | 3.7
" y Hyr_ (37

onde dh/dy éuma derivadafuncional de h. Assim a equacdo de movimento do campo

y cléssico (3.7) sereduz a[24]

fm dh L égh U Th
R=—=- —=-NXg—t—q+—, 3.8
ftdf SIND) G 9F 59
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ft_dh_g.¢ Th 0 fh

Xa—E—( : 3.9
ft dm éﬂ(Nm)H Im (39)

As equacles (3.8) e (3.9) mostram que m e f constituem um par de varidveis
canonicamente conjugadas. Assim através das equacdes (3.6), (3.8) e (3.9) obtemos as

seguintes equacdes de movimento para um sistema ferromagnético [25],

L L 1 ‘ﬂm
N. [(1- m)Nf [+— "=0, 3.10
[@- m?) ]+W0|g 3 (3.10)

m(Nim)?

1+1 (1- m?)|N?m+ 2 Lot
1- m)

L
+m(1- mz)(Nf)2+izm(1- m’) - ——-——(1- m?) =0.
15 Wolg It

(3.11)

onde w, =4l JS é a freqiiéncia de ressonancia ferromagnética homogénea que surge
natural mente nas equagdes de movimento.
No limite isotrépico (I =0,1,® ¥) e considerando 0 caso estético

(fm/ it =9if /it =0), as equacdes (3.10) e (3.11) ficam

N. |@- m?)Nf |=0, (3.12)

|'§| 2
Ri2m+ m(Nm)

+m(1- m2)(|5|f)2 =0. (3.13)
(1- m?)

Usando coordenadas cilindricas (r,j ) as equagdes (3.12) e (3.13) tem como solucgdo, a

expressao analitica do sdliton de Belavin e Polyakov (2.61), para qualquer valor de
carga topoldgica. Para uma carga topolégica unitaria e com soliton localizado na

origem, temos
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re- R?
fo=tan '(y/x), my = C0Sto= 5 (3.14)
r2+

onde R é o tamanho do sdliton. Esta solucdo tem a seguinte condi¢do de contorno
(cosg, ® 1quandor ® ¥, cosq, ® - 1quandor ® O)(ver figura 1.5). Na segéo (2.4)

mostramos como Belavin e Polyakov [22] obtiveram esta solucéo pelo mapeamento no
plano, na qual os spins sdo colocados sobre uma esfera de parametro de ordem. Uma
das caracteristicas desta solucéo, é que longe do centro da excitacdo as direcdes do vetor
y estd0 praticamente paralelas.

O modelo de Heisenberg em duas dimensdes € invariante de escala, isto indica

gue os sdlitons correspondentes ndo tém tamanhos preferidos e que eles ndo interagem

entre si. De fato, a energia da configuragdo (3.14) é finita e dada por Eg = 4pJS? endo

depende de R. Um fato a ressaltar diz respeito ao termo de massa (1/I02)(y )2 que

aparece nas equagoes (3.1) e (3.4). Ele tem um papel muito importante em teoria de

campo. O caso anisotrépico sem o termo de massa (isto € | * 0 mas I, ® ¥ ) é

também invariante de escala e sua natureza foi estudada por Watanabe e Otsu [26]. Eles
demonstraram a existéncia de estados metaestaveis ndo triviais que produzem um
minimo local de energia, mas apenas para o valor de | =-1 a configuracdo sdliton
pode ser obtida analiticamente. Este modelo foi também estudado nas refs. [27,28].
Porém a presenca do termo de massa na hamiltoniana quebra a invariancia de escala do
modelo. Este fato é o responsavel pela instabilidade de sdlitons estaticos. Esta
instabilidade pode também ser explicada por meio de consideracfes energéticas simples
ao analisarmos a equagéo (3.4).

Suponhamos que o raio R do soliton em um material magnético anisotrépico

seja muito menor que |, . Neste caso, os termos com | e 1/ |g em (3.4) sdo pegquenos

guando comparados com os demais. Portanto (3.14) pode ser usada como uma primeira
aproximagdo ou uma funcdo tentativa, e, a energia do magneto com o soliton, como
umafuncao de R pode ser encontrada, sendo dada aproximadamente por

L .
E(R) » 2352 &7 M) 1 (1. m@)(Nif 2ot | (3.15)
2 &(1- mg) 0
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acondi¢do de minimo para E(R) em R=R, determina o raio de um soliton estatico. A

contribuicdo dos termos anisotrépicos da hamiltoniana (3.4), ao substituirmos a solugdo

m, de (3.14) produz,

1 b 2r€ L 1 LU
EJSZQ" Q' d (Nmy)?- I—Znﬁgdrdf . (3.16)
e 0 u

Esta equacdo da um valor a mais para a energia do sdliton com Q=1, cujo fator

. , 2 2y BC+RZ0 « «
dominante é daforma (R /IO)Ing = . Portanto agoraafuncdo E(R) ndo tem um
[%]

minimo para R! 0 finito, o que implica nainstabilidade para o colapso.
A condicdo de minimo para a energia ndo é de fato essencial para a estabilidade

do sdliton. Se assumirmos que um material magnético puramente uniaxial tem uma

integral de movimento, ou seja, a componente z do vetor de spin y * obedece a
I, =1- y?*)dx, (3.17)

ent&o a energia do sdliton Eg poderia representar um minimo paraum valor fixode |, .

Fixando |, (ou outras integrais de movimento) impedimos o sdliton de colapsar. A

andlise da estrutura soliton se reduz ao problema de um extremo condicional, pelo qual
o correspondente multiplicador de Lagrange pode ser interpretado como a frequéncia de

precessao do campo de vetor de spin do sdliton. Nos temos,
+1,0=0, (3.18)

onde w, =41 JS. Assm a solugdo para uma precessdo soliton em ferromagnetos
bidimensionais cléssicos exibindo anisotropia de eixo-facil tem aforma
r?- r?

f=fy+wt, my=cosqy=———>

, 3.19
TR (319
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onde w é a freqliéncia de precessdo do sdliton dindmico. As propriedades da precessao
sdliton foram estudadas em detalhes por Kosevich et al na referéncia [29]. A presenca
de precessdo viola as condicoes do teorema de Derrick-Hobbart sobre a instabilidade de
sdlitons ndo unidimensionais. No entanto, para estudarmos as modificacBes na forma
soliton (especificada pela equacdo (3.19)) devido a anisotropia |, adotaremos um

tratamento perturbativo aproximado inserindo,

f=fyo+wt+f,, m=my+m, (3.20)

nas equagoes de movimento. Aqui assumimos que f, e m, sdo quantidades pequenas
que se reduzem azero se | =0. Assumindo que m, e f, ndo dependem do tempo (t),
entdo, se considerarmos apenas termos de primeira ordem para estas quantidades, as
equacOes para f e m em (3.10) e (3.11) tornam-se as seguintes equacdes a serem

resolvidas para f , e m, dadas por

L 2 L L L
N.[@- m)Nf, |- 2N (mmNf ;) =0, (3.21)
- é(lNrrb)2 + n’bkln'b llej L L
NZm, +2¢ 2 gmy + 2my (1- nf)NF 5 .Nf
& (1- mp) a
L 1 e 0
=21 my (Nmy)? + 5 (1- nﬁ)gﬂ- : (322)
15 Wo o

onde temos usado a identidade (1- m§)2(l'<lf NG =(I§Imﬁ2 e assumimos | ser também

muito pequeno. A condicdo para gerarmos solitons dindmicos é que a anisotropia de
eixo-fécil sgja pequena. Técnicas avancadas na sintese de filmes magnéticos ultra-finos
dé&o uma possibilidade para criarmos amostras com este tipo de anisotropia [30].

A simetria circular (m, = m,(r)) leva paraasolugéo f , = constante na equacéo
(3.21). Desde que Klf 1 =0, entdo quando | =0 (I, =¥ ), aequacdo (3.22) sereduz a
seguinte equacdo diferencial de segunda ordem homogénea
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ml+2A(Nm°) * mm, Nﬂml -0, (3.23)

as solucdes para esta equacao séo dadas por

X, =1- m¢, (3.24)

=my + (- ) Ine-2 (3.25)
eRg

Sabendo as solugbes da equacdo diferenciad homogénea e usando o wronskiano

W :xlx2¢- x&z =2(1- m5)/r , asolugdo paraaequagdo (3.22) € dada por

_ SOFO) L S(0F (9
m, =X, Oiw( PR oiw( 5 o (3.26)
onde
F =21 m, (Nmy)? +|i2(1- mé)geﬂ- m, <. (327)
0 Wo 4]

Apbs um trabalho longo mas direto, a solucéo (3.26), que zera quando r ® 0 pode ser

obtida exatamente e tem a forma dada por

_ R’ @2+ R2 1 r le@?- R0 u
m =- —anIn +M§In—|n - —-MIn=-= >, T- 2W1U
IO é [} 2 R 4 R g g g

2é &.2_’_ 1 R2 u

> —+2In(2)MIn—- (m* +m) - —M —+2|\/|W2u

2w, o g a
,(3.28)

onde

37



' ' 2+ R?0
2 _ A XIn(xX/R) 1, ax R—'dx.

M=1-my,w = dx , w, = o-In o
) T R G

Em termos da freqliéncia de precessao do soliton w apresentamos trés possibilidades

para a solugdo (3.20): w <w,, W =w, e W >Ww,. Abaixo, estas trés possibilidades sdo

analisadas em detalhes [25].

a. Possibilidade w < wy

O comportamento da primeira possibilidade para valores grandes de r mostra
gue as componentes de spin fora do plano tendem a zero quando r ® ¥, e portanto,
esta solugdo ndo € estavel desde que cada spin é inclinado na direco do plano (ver
figura 3.2). Apesar desta tendéncia ser muito lenta (ver figura 3.2) nosso tratamento
perturbativo ndo pode ser aplicado para esta situacéo, porque como podemos ver na
equacdo (3.22), o termo estatico que ndo depende de w em (1- mf)[(w/wo)- my].

responsavel pelainstabilidade do sdliton, domina o dindmico no limite r ® ¥ . De certo

0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
r r
2 4 6 8 10 210 410° 610° 810° 1107
-0.25 -0.25
-0.5 -0.5
-0.75 -0.75
-1 1
m
1_
o
0.5¢
0.25 |
: : : : —_r
2108 4 10° 6" 108 8 10° 1107
-0.25 |
-0.5 |
-0.75 |
-1C

Fig. 3.2: Gréficode m" r paraw=0.4w,, R=1a el =102.

38



modo, Voronov et a [23], em um modelo semelhante, consideram o0 comportamento de

g(r) para distncias grandes pelo uso de uma funcdo tentativa da forma
tg(q/2) p K,(X), onde x=,/(1- w/wy)r/l, e K,(x) é a funcdo Macdonald. Esta

formula para r £ R<<I, transforma em cosg = m,, mas da a exponencial assintotica

qu (1/\/F)exp(-1/(1- w/wg) r/ly) para r® ¥ . Porém, quando a frequéncia de

precessdo W® W, esta solucdo implicaem R® O.

b. Possibilidade w = wy

O caso de ressonancia (w =w, ) é o mais interessante. A egquagdo (3.28) mostra
que no limite r ® ¥, a componente de spin fora do plano é constante e seu valor é
menor do que S (ver figura 3.3). De fato, neste limite, m® 1- 2| (R/a)’ =1- (R/l,)?
e portanto, para R<<lI,, a energia da configuragéo de nossa estrutura € maior que a

energia do sdliton de Belavin e Polyakov e o termo dominante aumenta com

dé U
1J52d1 m?)(Nf )2d?x = = JSZ(‘jél -2 R 24k ) x@—JSZIngeig
2 RE a’ ﬂH

(3.29)

onde d € o tamanho do sistema. A energia desta estrutura e também de outras estruturas
ndo locais deste tipo dependem logaritmicamente do tamanho do sistema d. A

dependéncia da energia com R reflete a estrutura do soliton, desde que In(d/R) é

devido & presenca de componentes pequenas de spin no planoem r® ¥ e R* é a
modificacdo induzida no termo logaritmico devido as componentes de spin fora do
plano.
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Fig. 3.3: Gréficode m" r paraw=w,, R=1a e | =102,

c. Possibilidade w > wg

Para w >w,, o comportamento de nossa solugdo para valores grandes de r

mostra que a correcdo m, diverge (por causade Inr) quando r ® ¥ (ver figura3.4).

m m
1 1
0.5 0.5
r r
2 4 6 8 10 2 10° 410° 6 10° 8 10° 1107
-0.5 -0.5
-1 -1
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Fig. 3.4: Gr&ficode m” r paraw=1.3w,, R=1a el =102,

Esta divergéncia vem do fato que neste caso, o termo dindmico domina o estatico.

Porém, podemos controlar esta circunstancia ao notarmos que m = cosq(r), e portanto,
a condicédo |m0 + ml| £1 deve ser satisfeita. Isto significa que nossa solucéo para este
caso é valida apenas para distancias menores do que um tamanho critico r, determinado
por my(r.) +my(r,) =1. Parar >r (w,l ,R), assumimos que a ndo homogeneidade da
magnetizacdo desaparece e m=cosq(r) =1. De fato, r, € uma funcdo de w,| e R,
podendo ser facilmente obtido numericamente. Como exemplos, usando os valores
| =103, R=a e w=1.01w,, o tamanho critico r, é 2.24" 10% a, e para R=2a,
r.=4,49" 10 a. Para | =10"? e w=1.01w,, os valores de r, sdo essencialmente 0s
mesmos que o anterior, mas para w=1.1w,, r.=18" 10%a e r,=3,6" 10*a para
R=a e R=2a, respectivamente. Isto indica que o tamanho critico tem uma
dependéncia mais forte com w do que com a anisotropia | . Esses resultados mostram
que o parametro r, é também grande para w~w, e diminui rapidamente quando w
aumenta. Também notamos humericamente que o tamanho critico € proporciona a R

parauma faixa apreciavel de freqiéncias w >w,, e assim, escrevemos

r.=a(l ,wWR, (3.30)

onde a(l ,w) éumafuncdo de | e w. Esses calculos mostram gque o termo dindmico na

solucdo (3.28) faz com que sgja energeticamente desfavoravel para os spins apontarem
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para baixo no limite r ® ¥ e isto resulta em um soliton de tamanho finito com
didmetro D = 2r_(w,| ,R) . Ele é formado por um campo de spin em que 0s spins estédo
apontando para baixo na origem e entdo giram suavemente, movendo radialmente para
fora do plano até todos os spins apontarem paracimaem um raio de D/ 2. Tal estrutura
€ um soliton no campo de spin cuja configuracdo € muito relevante no efeito Hall
guantico, onde o didmetro do sdliton depende de uma competicdo entre as interagdes
elétron-elétron, que tentam maximizar o didmetro D = 2r_, e as energias Zeeman, que
tentam minimizaslo. Em nosso caso, enquanto a anisotropia de eixo-facil tenta

maximizar D, o termo dindmico dependente de w tenta minimiza-lo [31]. A energia

desta estrutura é finita e dada por

—4sz” SN NS +3R2)-i?e RrE @ R 99uu (3.31)
grl+R® 3 (IP+R%)° 1282(r2 + R?) gr +R* 50
Substituindo a equacéo (3.30) em (3.31), obtemos
—4pJSZA a’ L a*(@’*+3) 12 R’ R L % (3.32)
ga’ 13 (a%+1)3 §2(a +1) ga2+1(}),:zg’ '

mostrando que a energia do soliton tem uma dependéncia simples com o tamanho do
sliton R. Para w=1.1w, e | =10"?, a energia desta pseudo-particula é
E,=554pJS° paa R=a e E,=10.13pJS* paa R=2a. Embora a ndo
homogeneidade da magnetizacdo suma para r 3 r, e como consequéncia, essas

excitagdes tém um didmetro finito, sua energia € maior que a energia do soliton de

Belavin e Polyakov por causa dos termos anisotrépicos ha hamiltoniana (3.4).
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CONCLUSOESGERAIS

Em resumo, encontramos solugdes sdlitons dindmicos que podem em principio
desempenhar um papel importante nas propriedades dinamicas de frequiéncias atas em
materiais ferromagnéticos cléssicos bidimensionais com anisotropia de eixo-facil,
contribuindo assim para a funcéo resposta, largura de linha EPR [32], etc. A largurade
linha EPR est4 relacionada com a funcéo correlacdo de spin dependente do tempo,

portanto solitons estéticos(w =0) ndo podem contribuir paraalargurade linha EPR.

Como é de conhecimento geral, o papel de excitacdes ndo lineares no estudo de
materiais artificialmente estruturados de dimensdes baixas estda ganhando muito
destaque devido a seus efeitos observaveis sobre as propriedades fisicas dos sistemas da
matéria-condensada. Outro motivo deste interesse em estruturas ndo lineares esta
relacionado a experimentos cosmol 6gicos em fisica da matéria condensada [33]. Além
disto, a bem conhecida técnica de estados de spin coerentes (ESC), vém reforcar este
interesse. A principio, estes resultados, podem ser aplicados a sistemas de “spin
quéantico”, mesmo com a aproximacdo cléssica usada. Isto por que a técnica ESC
efetivamente  troca  operadores  de spins por vetores  classicos
S(sengcosf ,sengsenf,cosq) e incorpora as caracteristicas quanticas por meio da
integral de caminho sobre todas as configuragdes no espaco-tempo de (q, f).

A aproximagdo proposta acima pode também ser tomada para outros problemas

bidimensionais. Por exemplo, a andlise da existéncia de solitons com w3 w, para o

modelo s anisotrépico invariante de Lorentz, que descreve um antiferromagneto
cléssico de eixo-facil, e também sistemas magnéticos na presenca de um campo
magnético perpendicularmente aplicado ao plano, seria executado essencialmente da
mesma forma, e acreditamos gque os resultados possam ser semel hantes.

No efeito Hall quéntico € de essencia importancia que as pseudoparticulas
estggam localizadas pela desordem. Noés acreditamos que a interacdo com uma
impureza, presente no sistema, dé ao sbliton um tamanho finito, por meio da disputa

entre a atracdo pela impureza e a repulsdo colombiana, desta forma, os solitons sdo
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localizados pela sua desordem. Os efeitos de desordem favorecem a presenca de
pseudoparticulas (sdlitons) menores, assim, a ligacdo € provavelmente mais fraca para
solitons menores, e isto pode ter conseqléncias observaveis. Desse modo, nossas
investigagdes podem ser aplicadas para sistemas Hall quéntico, onde o desenvolvimento
da tecnologia de semicondutores tem levado para observacdes interessantes de solitons
[31] no campo de spin.

Recentemente a atencdo para a dindmica interna do soliton tem alcancado
destague. O estudo da dindmica interna do sdliton é investigado em particulas
ferromagnéticas pequenas que estédo no conhecido estado vértice (pontos magnéticos).
Pontos magnéticos sdo amostras de tamanhos extremamente pequenos, colocados sobre
um substrato ndo magnético. Eles podem ter formas diferentes: circular, quadratica, etc.
Pontos magnéticos sdo interessantes pelo seu uso nos dispositivos de armazenagem com
alta densidade magnética. Quando os pontos sdo preferivelmente grandes (o tamanho do
ponto magnético excede o tamanho critico de um Udnico dominio), seu estado
fundamental poderia ser ndo homogéneo. Um ponto no estado vortice pode conter uma
singularidade no centro do vértice, ou um soliton do tipo Belavin-Polyakov. Num
trabalho futuro, poderemos desenvolver uma teoria de modos locais sobre a
configuracdo deste sdliton. Esta teoria pode ser um bom guia para o estudo dos modos
normais no estado vortice dos pontos magnéticos. No nosso trabalho o sbliton é
estabilizado pela freqliéncia de precessdo interna. Esta claro que nosso modelo
apresentado ndo pode garantir a correspondéncia quantitativa para o caso do estado
vortice dos pontos magnéticos, em que a estrutura soliton estético € estabilizada pela
interacdo magnética de dipolo. Dessa forma nossas investigagdes tedricas podem ser
aplicadas depois de feitas modificagOes apropriadas, para a descricdo da configuracéo
soliton em pontos magnéticos [34].

Finalmente uma investigacdo tedrica futura importante € mencionada: a
interacdo entre os solitons obtidos aqui com ondas de spin. Este estudo € essencia para
possiveis observacdes experimentais dessas estruturas [18,19,31]. Recentemente,
estados ligados de méagnons localizados sobre solitons dindmicos com w<w, foram
previstos para ferromagnetos bidimensionais com anisotropia de eixo-facil [35,36].
Porém, essas questfes sdo quase compl etamente ndo investigadas no presente momento,

mas gostariamos de considerar em um trabalho futuro a influéncia quantitativa da



interac8o desses solitons com magnons e sua influéncia sobre a termodindmica. Isto

com certeza € um novo e interessante tépico [31,37].
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