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RESUMO

SILVA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, julho de 2023. Transi¢oes
de fase no Modelo XY generalizado. Orientador: Afranio Rodrigues Pereira.

Ao longo deste trabalho, abordaremos as transi¢oes de fases no modelo XY generalizado
em duas dimensoes. Nos ultimos anos, os modelos de Heisenberg generalizados bidimen-
sionais tém sido amplamente estudados, resultando em conclusoes adversas sobre suas
transicoes de fases. Durante este trabalho, discutiremos alguns resultados obtidos nas 1l-
timas décadas, com foco especial no modelo de Domany, o primeiro modelo generalizado
construido motivado pela transicao de fase Berezinskii, Kosterlitz e Thouless e o modelo
XY generalizado proposto por Romano e Zagrebnov, como uma generalizagao do Modelo
XY. Nosso objetivo é mostrar, utilizando técnicas computacionais, tanto pelo método de
Monte Carlo, quanto de forma analitica, utilizando medidas de Gibbs, que o modelo XY
generalizado bidimensional suporta transicoes de fases de primeira ordem, sem violar o
teorema de Mermin-Wagner. Apresentaremos duas abordagens para estimar o parametro
critico q, onde a transi¢ao de fase de primeira ordem surge, utilizando técnicas analiticas
e computacionais. Além disso, mostraremos que o modelo apresenta trés regides distintas
onde para diferentes valores do parametro g, o modelo suporta a transicao de fase BKT
para uma determinada temperatura, suporta uma transicdo de primeira ordem e uma
BKT em temperaturas diferentes ou uma tnica transicao de fase de primeira ordem. E
por tltimo apresentaremos o mecanismo por tras das transicoes de fases e estimaremos a

temperatura critica do sistema também de forma analitica e computacional.

Palavras-chave: Modelos Generalizados. Transi¢oes de fase. Magnetismo. Vortices.



ABSTRACT

SILVA, Pedro Augusto, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2023. Phase tran-
sitions in the Generalized XY model. Advisor: Afranio Rodrigues Pereira.

This work, we will discuss phase transitions in the generalized two-dimensional XY model.
Generalized two-dimensional Heisenberg models have been extensively studied over the
past decades, yielding conflicting results regarding their phase transitions. In this work, we
propose to discuss some of the results obtained in recent decades, particularly focusing
on the Domany model, which was the first model that was developed, motivated by
the BKT phase transition, and the generalized XY model proposed by Romano and
Zagrebnov as an extension of the XY model. The aim of this work is to computationally
and analytically demonstrate that the generalized two-dimensional XY model supports
first-order phase transitions without violating the Mermin-Wagner theorem. We will
present two approaches to estimate the critical parameter "q"at which the first-order phase
transition occurs, both analytically and computationally. Additionally, we will show that
the model exhibits three distinct regions: one where, for a given parameter "q,"the model
undergoes a BK'T phase transition at a certain temperature; another where it undergoes
separate first-order and BKT transitions at different temperatures; and a third region
where only a first-order phase transition occurs. Lastly, we will present the mechanism
behind the phase transitions and estimate the critical temperature of the system, both

analytically and computationally.

Keywords: Generalized Models. Phase transitions. Magnetism. Vortices.
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Introducao

As transicoes de fases sdo eventos fascinantes e comuns que ocorrem em nosso
dia a dia. Exemplos incluem a evaporagao da agua em dias quentes, seguida pela sua
condensacao em forma de chuva, bem como o congelamento anémalo de rios e lagos.
Esses processos sdo fascinantes e essenciais para a vida na terra. Além disso, o estudo
das transi¢oes de fase vai além desses exemplos comuns do dia a dia e abrange uma
ampla gama de fendmenos em diversos sistemas fisicos. Por exemplo, a magnetizagao de
materiais, a supercondutividade e a superfluidez sao transicoes de fases que despertam
grande interesse tecnoldgico, logo cultural e politico.

A existéncia de um comportamento universal para esses fendmenos tao distintos
¢ um dos estudos mais fascinantes na fisica. Essa busca levou ao surgimento de uma
nova area de pesquisa conhecida como Fenomenos Criticos que se dedica a entender os
aspectos comuns e as propriedades universais desses processos. Para compreender esse
comportamento, foram desenvolvidas grandes teorias, especialmente na area da mecéanica
estatistica e da matéria condensada, como as teorias de Campo Médio, teoria de Ginzburg-
Landau e o Grupo de Renormalizacao. Essas teorias fornecem uma estrutura teérica
para entender as transicoes de fase e os fendmenos criticos em diferentes sistemas fisicos,
permitindo a investigagao de propriedades universais que emergem nesses processos.

Os materiais de baixa dimensionalidade tém sido extensivamente estudados devido
a sua capacidade de proporcionar resultados exatos. Especialmente apds a solucao exata
de Onsager [1] em 1944 para o modelo bidimensional de Ising, que desempenhou um papel
fundamental na compreensao das transigoes de fase. Além disso, outros dois resultados
importantes no contexto das transi¢oes de fase de modelos bidimensionais sao o teorema de
Mermin-Wagner[2] e a transicido de fase Berezinskii-Kosterlitz-Thouless(BKT). Embora
essas descobertas tenham gerado grande agitagdo na época e tenha havido observagoes
experimentos relacionadas a transicdo BKT feitas por Bishop e Reppy em filmes de Hélio-
4 [3] relacionada a superfluidez, a dificuldade de construir materiais bidimensionais reais
manteve o interesse predominantemente teérico.

Os estudos experimentais durante a década de 80 em materiais bidimensionais eram
limitados ao estudo de superficies em semicondutores, que também abriram caminho para
investigacao das transicoes de fases em sistemas eletronicos confinados, especialmente em
presenca de campos magnéticos intensos. Isso levou ao surgimento de fenémenos como o
Efeito Hall Quantico (EHQ) e o Efeito Hall Quéantico Fracionario (EHQF). No entanto, foi
apenas em 2004 que o primeiro material bidimensional foi descoberto. Utilizando técnicas
para isolar folhas planas de cristais, que Geim e Novoselov [4] observaram camadas inicas
de grafeno. Um marco significativo que foi reconhecido com o Prémio Nobel de Fisica
em 2010, por "experimentos inovadores sobre o material bidimensional grafeno". Essa
descoberta revolucionou o campo dos materiais bidimensionais e reestimulou o interesse
tanto em sua compreensao tedrica quanto em suas aplicagoes praticas. Desde entao, houve
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uma explosao de pesquisas em materiais bidimensionais, explorando suas propriedades
Unicas e suas aplicagoes em diversos campos da ciéncia e da tecnologia. Materiais, como
o grafeno, Nitreto de Boro Hexagonal (h-BN), Dissulfeto de Molibdénio (M0S2) e muitos
outros, apresentam caracteristicas notaveis que podem ser exploradas no futuro. Com
a descoberta desses materiais bidimensionais e o avango tecnolégico em sua fabricagao
e analise, surgiu um renovado interesse em compreender a estabilidade e as transicoes
de fase nesses sistemas. Em particular, a transicao de fase BKT que estéd relacionada ao
surgimento de excitagoes topoldgicas no sistema, que desempenhou um papel fundamental
ao introduzir a topologia na fisica, o que rendeu a Thouless e Kosterlitz o Prémio Nobel
de 2016.

Uma forma de estudar a transicao de fase BKT foi proposta por Domany et al. [5],
onde ¢é introduzido parametro de generalizacoes em modelos conhecidos que apresentem
transicao de fase BK'T para identificar quais sao os efeitos nestes sistemas. O objetivo deste
trabalho é estudar uma dessas generalizacoes, que foi proposta por Romano e Zagrebnov
[6]. Este modelo foi estudado de diversas formas pelo préprio Romano e Zagrebnov em seu
artigo original, por Mol et al [7] [8], Van Enter et al [9] e outros trabalhos, mas algumas
questoes como a ordem da transi¢do de fase relacionada ao pardmetro de generalizacao,
e 0 mecanismos por tras destas transicoes permaneceram sem uma resposta definitiva.

Como sera mostrado durante este trabalho, o modelo XY generalizado proposto
por Romano e Zagrebnov apresenta transi¢oes de fase de primeira ordem para altos valores
do parametro de generalizacao e transicao de fase de BKT para pequenos valores e, em
um intervalo, as duas transicoes de fases podem coexistir em temperaturas diferentes.
Para isso iremos organizar o texto da seguinte forma: no Capitulo 1 iremos fazer a revisao
sobre transigoes de fases e modelos magnéticos, apresentando as motivagoes e o modelo
que sera estudado, assim como discutir os resultados anteriores a este trabalho. No
Capitulo 2 apresentaremos a metodologia e os conceitos por tras das aplicagoes, sem
aprofundar nas técnicas aplicadas. No capitulo 3 finalmente iremos discutir os resultados
obtidos, agrupando-os de forma a apresentar as regides de transicao de fase do modelo.
E finalmente no capitulo 4 as conclusoes e as perspectivas do trabalho.
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Capitulo 1

Consideracoes Gerais

Este primeiro capitulo é uma revisao sobre modelos magnéticos e transicoes de
fase. Onde comecamos com um exemplo de material bidimensional como motivagao do
trabalho.

1.1 Materiais Magnéticos bidimensionais

Os efeitos de dimensionalidade podem ser entendidos a partir do alcance de suas
interagoes. Matérias em duas dimensoes (2D) sado definidos como redes de atomos de
poucas camadas onde as interagoes no plano sao consideravelmente mais fortes que as
interagoes entre as camadas. Essa diferenca nas forcas das interacoes leva a propriedades
unicas nos materiais bidimensionais. A baixa dimensionalidade influencia as propriedades
Opticas, magnéticas e mecanicas desses materiais, resultando em comportamentos distin-
tos em comparacgao com materiais tridimensionais. Entao, uma forma de obter materiais
magnéticos bidimensionais é quando camadas magnéticas sao separadas por camadas de
radicais organicos que atuam como uma barreira, enfraquecendo as interagoes de longo
alcance entre as duas camadas e, assim, mantendo as interagoes principalmente no plano.
Assim, para materiais ferromagnéticos, onde a principal interacao responsavel pela or-
denacao em um sistema com momentos magnéticos localizados é a interacao de troca,
por originar-se da superposicoes das func¢oes de ondas e a repulsdo colombiana, ela é de
curto alcance. Logo é esperado que a interacao seja relevante apenas entre ions magnéti-
cos mais préximos, onde se as camadas forem mais afastadas que os compostos no plano
poderiamos aproximar o sistema de um material bidimensional.

Uma classe de materiais que pode ser usada para obter materiais magnéticos bidi-
mensionais ¢ a dos compostos KoM Fy, onde M representa metais como ferro (Fe), cobre
(Cu) e manganés (Mn). Um exemplo desse tipo de material foi proposto por Sachs et
al [10]. Eles propuseram que um cristal ferromagnético bidimensional poderia ser obtido
pela esfoliacdo de camadas individuais de KoCuFy. A estrutura do material é ilustrada
na Figura 1.1, onde uma camada de Cu — F; se forma entre as camadas de K — F.
Os autores apontam que é de conhecimento experimental que Bulks de KyCuF) exibem
pequenas anisotropias no plano, logo eles podem ser descritos por uma hamiltoniana de
Heisenberg de plano facil.

O objetivo deste artigo foi descrever um material bidimensional real e estavel que
pudesse ser usado para observar e estudar a transicao de fase de BK'T sem a interferéncia
de interagoes tridimensionais. A possibilidade de observar as transicoes de fase BKT,
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Figura 1.1: O material KoCuFy, um exemplo de material que pode apresentar compor-
tamento magnético bidimensional, onde a rede de Cobre(Cu), em vermelho, é isolada por
cadeias de Fluor (F),em preto, e K (Potassio) em azul.

Fonte: Sachs et al [10]

em especial o comportamento dos vértices do sistema é uma das motivagoes deste traba-
lho. Mas antes de discutir diretamente a transicao de fase BKT, é importante revisar os
conceitos gerais das transi¢oes de fases.

1.2 Transicoes de Fase

As transicoes de fase sdo eventos comuns no nosso dia a dia.Podemos observa-
las quando um pedago de gelo derrete ao ser retirado da geladeira ou quando pequenas
gotas de dgua se formam na parte externa de uma garrafa de cerveja gelada. Além disso,
temos o exemplo de um material magnético que, quando aquecido a uma temperatura
elevada, perde sua magnetizacao. A busca pelo entendimento de fendmenos tao complexos
e diversos levou os fisicos a procurarem por classifica¢oes que englobem as varias transi¢oes
de fase que ocorrem na natureza. Para ilustrar, vamos primeiro considerar as transi¢oes
de fase da agua e, em seguida, discutiremos o caso do material magnético, utilizando suas
caracteristicas para explorar os diferentes conceitos que envolvem as transigoes de fase.

1.2.1 Transicdo de fase na Agua

As transicoes de fase ocorrem devido a mudanca nos parametros termodinamicos
do sistema. No caso da dgua, ela passa pelo processo de solidificacao a 0° Celsius (273K)
e pela vaporizagao a 100° Celsius (373K) a uma pressao de 1 atm. Durante a solidificagao,
a agua liquida perde energia e se transforma em gelo, formando uma estrutura cristalina.
J& durante a vaporizacao, a agua absorve energia térmica e se transforma em vapor,
adquirindo maior liberdade entre os atomos. Essas transicoes de fase sao pontos bem
definidos no diagrama de fase da agua e sao acompanhadas por mudancgas em sua simetria
e propriedades fisicas.

A melhor forma de ilustrar as transicoes de fase da agua é por meio do diagrama
de fase, que é representado pela figura 1.2. Esse diagrama mostra os diferentes estados da
agua que sao divididos por linhas que representam as regioes onde dois estados da matéria
podem coexistir. Na linha de coexisténcia, é necessario fornecer uma quantidade maior
de calor para que o sistema possa fazer a transicao completa de um estado para outro e
aumentar sua temperatura. Essa quantidade de energia necessaria durante a transicao de
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fase é conhecida como calor latente, esta representada na figura 1.3.

Pressio

Solido | P

Temperatura

Temperatura

Galor

Figura 1.2: Esbo¢o do Diagrama da
agua. A temperatura critica é represen-
tada pelo circulo nao preenchido. O cir-
culo solido representa o ponto triplo.

Figura 1.3: Esboco do calor latente. As
linhas paralelas ao eixo representa onde
duas fases coexistem.

Em condigoes normais, o calor latente esta sempre presente durante as transicoes
de fase da agua. No entanto, existe um ponto conhecido como ponto critico, onde a
transicdo de fase ocorre de forma continua e o calor especifico latente é igual a zero.
Esse ponto ocorre durante a transi¢do de fase de liquido para gas, localizado no final da
curva de coexisténcia entre as duas fases. A temperatura na qual essa transicdo ocorre é
denominada temperatura critica (7). No ponto critico, as propriedades liquidas e gasosas
da agua se tornam indistinguiveis, e nao é mais possivel distinguir claramente entre as
duas fases. A densidade da forma liquida e gasosa se tornam a mesma,e a viscosidade vai
a zero neste ponto. Além disso, qualquer tentativa de comprimir a dgua acima do ponto
critico resulta na formagao de uma fase supercritica, que possui caracteristicas tnicas.
Resumindo, para temperaturas abaixo do ponto critico (T < T.) ao longo da linha de
transicao de fase, ocorre a transicao de fase com a presenca de calor latente. No ponto
critico (T' = T), a transicao de fase é continua e nado ha calor latente envolvido. Acima
do ponto critico (T" > T,), para a dgua, a distingao entre liquido e gas deixa de existir,
e nao ocorre mais uma transicao de fase classica. Em vez disso, a dgua se torna um
fluido supercritico com propriedades tinicas, onde as caracteristicas liquidas e gasosas se
misturam.

Uma outra caracteristica das transi¢oes de fases, é que ao adicionarmos calor no
sistema resulta no aumento da entropia do sistema, e elas estao relacionadas pelo calor
especifico:

C, = — (1.1)
x

Durante uma transicao de fase, a necessidade de adicionar calor latente implica em uma
descontinuidade no calor especifico. Essa descontinuidade esta relacionada ao gasto de
energia necessario para reorganizar as moléculas do sistema durante a transicao. No
entanto, a auséncia de calor latente na transicao de fase nao implica necessariamente em
continuidade no calor especifico. No limite que a temperatura aproxima da temperatura
critica, o calor especifico diverge na forma

c~|T — T (1.2)
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onde a divergéncia pode ser do tipo logaritmica ou lei de poténcia, e a é conhecido como
expoente critico, que faz parte de um conjunto conhecido como parametros criticos que
determinam a universalidade das transi¢oes de fase continuas. Este comportamento nao
é limitado apenas no calor especifico, mas pode surgir em outras quantidades termodi-
namicas como a susceptibilidade. A descontinuidade dos parametros termodinamicos foi
a primeira tentativa de classificar transi¢oes de fases. A primeira classificacao foi devido
a Paul Ehrenfest, que estabeleceu que a ordem da transicao de fase é determinada pela
menor ordem da derivada da fun¢ao de Gibbs em relacao a um parametro termodinamico
a surgir uma descontinuidade na temperatura de transicao. Para a transicao de fase da
agua, quando o sistema apresenta calor latente, a primeira derivada da funcao de Gibbs
exibe uma descontinuidade, indicando que a transicao de fase é de primeira ordem. No
entanto, quando nos aproximamos do ponto critico, a descontinuidade surge apenas na
segunda derivada da func¢ao de Gibbs (calor especifico), indicando que a transi¢ao de fase
é de segunda ordem. A classificacdo de Ehrenfest foi eventualmente substituida quando
se descobriu que, em alguns casos, as derivadas poderiam divergir ao se aproximar da
temperatura de transicao sem necessariamente ocorrer uma descontinuidade na propria
transi¢do (exemplo modelo de Ising).

Atualmente, é comum classificar as transicoes de fase em apenas dois grupos, com
base na presenca ou auséncia de calor latente no sistema, onde transi¢oes de primeira
ordem ou descontinuas apresentam calor latente, e todas as outras transi¢coes de fases,
conhecidas como transi¢oes de fase continuas, nao envolvem calor latente. Durante as
transicoes de fase continuas, surgem varias caracteristicas comuns em sistemas totalmente
diferentes. Essas caracteristicas sao expressas pelos chamados expoentes criticos, como
a, e sao parte de um fenémeno conhecido como universalidade, e sdo extensivamente
exploradas principalmente pela teoria dos fendomenos criticos.

Outras caracteristicas comuns as transi¢oes de fase incluem o parametro de or-
dem, a simetria e o comprimento de correlacao. Na proxima secao, vamos explorar essas
trés caracteristicas em relagao aos modelos magnéticos, onde elas sao particularmente
intuitivas.

1.2.2 Transicao de fase Magnética

Chamamos de Ferromagneto qualquer material que possua momento magnético
espontaneo, ou seja, que apresente momento magnético mesmo que nao exista nenhum
campo magnético aplicado sobre ele.

Quando um ferromagneto é aquecido até atingir uma temperatura critica chamada
temperatura de Curie (7.), ocorre uma transigao de fase. Nessa temperatura, a magne-
tizagdo total do material desaparece e ele se torna um paramagneto. Embora seja um
fenomeno completamente distinto das transicoes de fase da adgua, a mudanga de estado
de um ferromagneto para um paramagneto ¢ uma transicao de fase.

A explicagdo microscopica para a existéncia de magnetizacdo em materiais ferro-
magnéticos é baseada no alinhamento dos spins dos elétrons. Como cada spin pode ser
associado a um momento magnético, quando os spins se alinham na mesma direcao, os
momentos magnéticos individuais se somam e resultam em uma magnetizacao macros-
copica. A orientacdo dos spins magnéticos, que buscam a se alinhar, é influenciada por
interacgoes entre eles e a temperatura resultando na magnetizacao ou na desaparecimento
desta. Dentro de um material, existem pequenos dominios, governada pelas interacoes
entre os spins, como é representado pela figura 1.4. Acima da temperatura de Curie, agi-
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Figura 1.4: Tlustracao dos dominios acima da temperatura critica, abaixo da temperatura
critica e na temperatura igual a zero.

tagoes térmicas destroem qualquer tipo de ordem, assim os spins pertencentes ao mesmo
dominio estdao em dire¢oes completamente diferentes, tornando o momento magnético
igual a zero. Ao chegar na temperatura de Curie, os spins dentro de um dominio come-
¢am a se alinhar em uma direcao, resultando em magnetizacao. No entanto, a soma dos
diferentes dominios que compdem o material ainda é igual a zero. Abaixo da temperatura
critica, a magnetizacdo aumenta a medida que a temperatura diminui. Esse aumento na
magnetizagao ocorre devido ao aumento do niimero de dominios com orientagoes favora-
veis em detrimento dos dominios menos favoraveis, ou através da rotacao dos dominios
menos favoraveis. Dessa forma, o material se magnetiza de forma mais intensa a medida
que a temperatura diminui. Na temperatura 7" = 0, o sistema atinge sua magnetizagao
maxima, que pode ser menor do que o valor maximo de saturacao, onde todos os domi-
nios estao alinhados na mesma direcdo. Na presenca de um campo magnético externo,
a existéncia de uma direcao preferencial dos dominios magnéticos é facilmente compre-
endida. No entanto, na auséncia de qualquer campo magnético externo, a presenca de
uma direcao preferencial para a ordem magnética pode ser considerada surpreendente. A
explicacdo reside na existéncia de qualquer forma de anisotropia, como anisotropias cris-
talinas, desordens locais ou campo residual dentro do material, os quais seriam suficientes
para estabelecer uma direcao preferencial.

Conforme discutido anteriormente, e como pode ser observado na figura 1.5, a
magnetizagao varia de forma continua com a temperatura durante todo o processo de
transicao. Ao passar pela temperatura critica, a variagdo da magnetizacao muda de com-
portamento. Essa é uma caracteristica tipica de uma transicao de fase de segunda ordem.
Para a transicdo do ferromagneto para o paramagneto, duas caracteristicas comuns as
transigoes de fase surgiram, a quebra de simetria e ordem e desordem. Quando os spins
magnéticos estao desalinhados devido a alta temperatura, dizemos que o sistema esta em
uma fase desordenada. Nessa fase, nao ha uma orientacao preferencial dos spins e a mag-
netizacio é zero. A medida que a temperatura diminui e ocorre o ordenamento dos spins
magnéticos, a magnetizacdo comecga a aparecer e o sistema entra em uma fase ordenada.
Nessa fase, os spins se alinham preferencialmente em uma direcao, resultando em uma
ordem magnética. A transicao entre a fase desordenada e a fase ordenada é caracterizada
por uma quebra de simetria. Ou seja, o estado ordenado nao apresenta todas as simetrias
da hamiltoniana, o que é referido como uma quebra de simetria. Na auséncia de um
campo magnético externo, esse fendomeno é chamado de quebra espontanea de simetria.
Podemos ilustrar ao considerar um sistema magnético onde sua hamiltoniana geralmente
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exibe uma simetria esférica, quando os spins dos dominios estao alinhados na mesma di-
recdo, a simetria do sistema é quebrada de forma que o sistema nao é mais invariante sob
rotagoes em todas as diregoes, exceto em torno do eixo paralelo a magnetizacgao.

Y

T, I

Figura 1.5: Esbocgo do grafico da magnetizacao com a temperatura de um sistema mag-
nético.

Além da transicao de fase, a quebra de simetria em modelos magnéticos apresenta
diversas consequéncias, como rigidez do sistema, onde o sistema tende a permanecer no
estado com simetria quebrada por ser energeticamente favoravel, resultando em um estado
magnetizado estavel. Surgimento de excita¢des como ondas de spins, que se propagam pelo
sistema influenciando as suas propriedades magnéticas. Formacao de defeitos magnéticos
no material, que podem formar barreiras que dividem os dominios magnéticos devido a
quebra de simetria em dois locais diferentes no sistema.

A existéncia de ordem, e quebras de simetrias foi uma das consequéncias obtidas
pela teoria de Ginzburg e Landau para transigdes de fase de segunda ordem [11] [12].
A ideia central é a introdugado de um pardmetro de ordem, representado por ¢(Z,t), que
descreve a transicao de fase de forma quantitativa. Onde o parametro de ordem tem média
nula na fase desordenada e uma média diferente de zero na fase ordenada. No contexto
do ferromagneto, a magnetizagdo é diretamente definida como o pardmetro de ordem,
uma vez que ela se torna zero acima da temperatura critica, agora para outros sistema, o
pardmetro de ordem nao é sempre de facil definicdo. A agua, por exemplo, a transicao de
fase liquido-gas, o parametro de ordem ¢ dado pela diferenca de densidade entre os estados.
O parametro de ordem permite uma descrigao fenomenoldgica das transicoes de fase em
termos de um tnico parametro, ocultando as complexidades dos muitos graus de liberdade
presentes em uma descricdo microscopica. O conceito por tras da teoria de Landau é
expandir um funcional da energia Livre, normalmente referida como energia de Landau,
em funcao do parametro de ordem, onde as mudancas de sinais e os diferentes termos da
expansao representa transicoes de fases e quebras de simetrias do sistema. A teoria de
Ginzburg-Landau estabeleceu as bases para descrever as transigoes de fase de continuas e
foi amplamente aplicada, em diversas transi¢oes de fase. O sucesso ao obter os pardametros
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criticos, dimensoes criticas e a supercondutividade a estabeleceu como um paradigma
durante as décadas de 60 e 70 que afirma que uma transi¢cao continua ocorre quando um
novo estado ordenado surge de maneira continua a partir de um estado desordenado de
temperatura mais elevada. Nesse novo estado, ocorre uma quebra de simetria em relagao
a Hamiltoniana do sistema. Em outras palavras, para haver uma transicao de fase, uma
simetria é necessariamente quebrada durante o processo de transicao.

Apesar de uma transicao de fase descontinua em geral nao apresentar universali-
dade como nos fendmenos criticos, uma generalizacao para a teoria de Ginsburg-Landau
é obtida considerando a influéncia de campos externos no parametro de ordem[13].

1.3 Modelos Magnéticos

Diversos modelos foram criados para descrever sistemas magnéticos, e um dos
mais simples e amplamente estudados é o modelo de Ising. Neste modelo, os sitios da
rede interagem apenas com seus primeiros vizinhos e podem assumir os valores +1 ou -1.
A Hamiltoniana do modelo de Ising é dada por:

H = —J Z O'Z‘O'j (13)
<ij>
O modelo de Ising apresenta dois estados ordenados: um em que todos os sitios tém
spin "up'(valor +1) e outro em que todos os spins estao "down'(valor -1). Esse modelo foi
resolvido exatamente em uma dimensao por Ising e em duas dimensdes por Onsager [1].
A transicao de fase continua, de um estado ordenado para um estado desordenado, foi
observada apenas no modelo de Ising em duas dimensoes, através da quebra da simetria
"up"(todos os spins +1) - "down"(todos os spins -1) dos sitios. Apesar da sua simplici-
dade, a importancia do modelo de Ising no estudo de transi¢oes de fase nao pode ser
ignorada, pois a maioria dos resultados acima mencionados estavam em mente durante o
desenvolvimento do modelo de Ising.
Outro modelo amplamente estudado, com aplicagoes em diversas areas, é o modelo
de Potts, no qual cada sitio da rede é ocupado por spins o; = 1,2,3,...,q. A interacao
entre os spins é descrita pela seguinte Hamiltoniana:

H=-J Z 0,0, (1.4)
<i,j>

onde 9,5, ¢ 0 delta de Kronecker. Assim como no modelo de Ising, também ocorre quebra
de simetria no modelo de Potts, mas neste caso ¢ referida como simetria de permutacao.
A ordem da transicao de fase no modelo de Potts depende tanto da dimensiona-
lidade do sistema quanto do parametro ¢q. Por exemplo, no modelo de Potts em duas
dimensoes, a transicao de fase é continua para 1 < ¢ < 4 e de primeira ordem para q > 4.
A seguir serd apresentado o modelo de Heisenberg e suas anisotropias. Eles podem
ser agrupados em um mesmo grupo com o modelo de ising chamado de modelos O(n)
com hamiltoniana 1.3, onde n é o numero de componentes dos spins colocados na rede,
onde O(1) referente ao modelo de ising, O(2) o modelo de Rotor Planar, e O(3) modelo

de Heisenberg.
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1.3.1 Modelo de Heisenberg

Como foi discutido anteriormente, para que um sistema apresente qualquer tipo
de ordem, é necessario a existéncia de uma interacao que favoreca este tipo de comporta-
mento. A origem das propriedades ferromagnéticas de um material é de origem micros-
copica. Ela é uma consequéncia direta da superposicao entre as fungoes de ondas de dois
elétrons muito préximos, o principio de exclusdao de Pauli e a interacao coulombiana *.

De uma forma mais simples, o modelo de Heisenberg, a interacao entre os spins ¢é
descrita como uma interagao de troca entre dois atomos da rede, com spins S: e 5’; Essa
interacao pode ser definida por uma energia de interacao dada por:

V =-2JS;- 5 (1.5)

onde J é a constante de troca que esta relacionada a sobreposicao das fungoes de onda
dos spins. Como a interagao é de curto alcance, a interagao ocorre apenas entre primeiros
vizinhos e a Hamiltoniana do modelo de Heisenberg pode ser escrita como:

H=-J)>Y 55 (1.6)
<ij>
onde < 7,5 > indica a soma sobre primeiros vizinhos. Para J > 0, a energia é minima
quando os spins estao alinhados, resultando em um comportamento ferromagnético. Para
J < 0, a energia é minima quando os spins vizinhos se alinham de forma antiparalela,
resultando em um comportamento antiferromagnético.
A presenca de anisotropias na rede pode ser facilmente adicionada ao modelo de
Heisenberg na forma:

H=-J Z Si+Sj—AS;S; (1.7)
<i,j>
onde A = 0 é o modelo de Heisenberg, referido como Heisenberg Isotrépico, em que nao
ha direcao preferencial para os spins. Para 0 < A < 1, temos o modelo de Heisenberg de
plano facil, em que os spins se alinham preferencialmente no plano. E para A < 0, temos
o modelo de Heisenberg de eixo facil, em que os spins se alinham preferencialmente na
direcao z.
No contexto deste trabalho, o caso mais interessante é quando A = 1, o que leva a
seguinte forma da Hamiltoniana:

H=-J Z Sy Sy + S¢Sy (1.8)
<iyj>

Essa Hamiltoniana representa dois modelos distintos, diferenciados apenas pelas compo-
nentes presentes e pelo vinculo nao linear. No modelo de Rotor Planar, temos o vinculo
S?% = (SF)? 4+ (SY)* = 1, e o sistema apresenta apenas as componentes no plano. No
modelo XY, todas as trés componentes estao presentes, e o vinculo nao linear tem a
forma S = (S7)? 4 (SY)? + (S?)? = 1. E importante destacar que esses dois modelos
sao frequentemente chamados de modelo XY na literatura. No entanto, distinguir os dois
modelos é importante, pois a dinamica dos spins é obtida através da equagao quantica de
movimento:

IExplicacdo completa pode ser obtida em livros de Mecanica Quantica, ou no artigo J. H. Van Vleck
[14]
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o L8, m] (19)
ot h

onde [§ ,H] é a comutacao entre o spin e a Hamiltoniana do sistema. Ao contrario do
modelo XY, o modelo de Rotor Planar ndo apresenta a componente SZ, portanto, ndo ha
dindmica associada a esse modelo.

Em um contexto mais geral temos que S; do modelo de Heisenberg sdao operadores
de spin. Mas para alto valores de spin, podemos tratar os spins em um sistema classico,
isto é, assumimos que podemos conhecer as trés componentes de spins e considerando os
seus devidos vinculos ndo lineares. Podemos parametrizar o rotor planar, de forma que a
sua hamiltoniana pode ser escrita na forma:

H=-JY cos(f; — ;) (1.10)

<ij>

Para o modelo XY, podemos parametrizar em coordenadas esféricas:

H=—J ) sin¢;sin¢;cos(b; — ;) (1.11)
<ij>
assim obtemos as hamiltonianas tanto do XY quanto do rotor planar em funcao dos
campos escalares.

Agora sobre as transi¢coes de fases no modelo de Heisenberg temos o teorema de
Mermin e Wagner nos afirma que simetrias continuas ndo podem ser quebradas esponta-
neamente a temperaturas finitas em sistemas com interagoes de curto alcance suficientes
em dimensoes d < 2. Ou seja, em materiais magnéticos descritos por modelos de Hei-
senberg isotropico, nao ocorre quebra de simetria, a nao ser para T = 0. A simetria
rotacional permite que todas as direcoes de spins podem ser globalmente rotacionadas
sem custo de energia, logo qualquer flutuacao de longo comprimento de onda, conhecida
como ondas de spins?, podem ser criadas com baixo custo de energia, e destroem qualquer
ordem de longo alcance do sistema. Como nao ha ordem de longo alcance no sistema para
T > 0, o modelo de Heisenberg, nao apresenta quebra espontanea de simetria, logo nao
ha magnetizagdo no sistema sem a presenca de campo externo.

Durante a década de 50 até o final da década de 70, o paradigma de Landau,
junto com o teorema de Mermin-Wagner definiam a existéncia de transi¢coes de fases em
modelos magnéticos. Era esperado que modelos magnéticos bidimensionais com interacao
unicamente de curto alcance e simetrias continuas nao apresentariam nenhum tipo de
transicao de fase.

1.4 Transicoes de fase Berezinskii,Kosterlitz e Thou-
less

Com base no paradigma de Landau e o teorema de Mermin-Wagner, o modelo
rotor planar ndo exibird transicao de fase. No entanto Berezinskii [15] demonstrou que
nao era tao simples, ao utilizar uma outra técnica conhecida para estudar transicoes de
fase, a funcao de correlagao.

2Contexto de modos de Goldstone elas sio chamadas de magnons
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A funcao de correlagao é utilizada para analisar a distribuicdo das propriedades
fisicas. No caso de materiais magnéticos, ela pode ser usada para estudar ordem e os
arranjos dos momentos magnéticos dos spins entre materiais. Entao, para avaliar a ordem
magnética em um sistema, utilizamos a funcao de correlagao spin-spin. Essa funcao é
definida como:

Gi,5) = (5. - 5,) (112)

A funcao de correlagao spin-spin nos fornece informagoes sobre o quanto dois spins
no sistema estao relacionados, ou seja, ela indica o grau de influéncia que a diregdo de
um spin no sitio i exerce sobre a dire¢cao do spin no sitio j. Para o modelo rotor planar,
para temperaturas 7' > T,, e a funcao de correlagao depende apenas da diferenca entre os
vetores 7" = |1; — r;],e ela pode ser descrita como um decaimento exponencial [16] [17]:

. il

G(i,j) ~e ¢ (1.13)
onde ¢ é chamado de comprimento de correlacao, que define a escala do sistema. O
comprimento de correlagao caracteriza o tamanho da regiao onde os momentos magnéticos
estao correlacionados e alinhados. Se o comprimento de correlacio é pequeno, e menor que
o tamanho do dominio magnético, isto sugere ordem de curto alcance. Durante transi¢coes
de fase continuas, o comprimento de correlacao diverge proximo a temperatura critica de
acordo com uma lei de poténcia:

: —v
tlgg&w |t —t| (1.14)
onde v é outro parametro critico que define a universalidade das transi¢oes continuas. Isto
indica que a correlagao estda do tamanho ou maior que o dominio magnético considerado,
o que indica presencga de ordem de longo alcance.

No caso do modelo rotor planar, o decaimento exponencial nos mostra que a cor-
relacdo decai rapidamente com a distancia, e o comprimento de correlagao varia com
& ~a/ln(T/J), o que indica, em concordancia com o teorema de Mermin-Wagner que
nao ha ordem de longo alcance.

Um resultado interessante, obtido também por Berezinskii, é que se considerarmos
o regime de baixas temperaturas, que os spins variam de forma lenta com os sitios (supo-
sicao de ondas de spin), uma vez que as flutuacoes térmicas sdo menores, obtém-se que a
fungao de correlagdo para baixas temperaturas [16]:

kT
G(i,j) ~ |r| "2 (1.15)

A funcao de correlacao agora decai com a distancia seguindo uma lei de poténcia,
um decaimento mais lento do que a exponencial. No entanto, ainda assim sé teriamos
ordem de longo alcance apenas para T' = 0. Este resultado é muito significativo, e foi
apontado por Berezinskii, porque a alteracao no comportamento da funcao de correlagao
estaria associada a uma nova transicao de fase. Dois outros resultados importantes obtidos
por Berezinskii [15] foram a divergéncia da susceptibilidade magnética e o spin-stiffness,
que serao utilizadas para obter a temperatura critica desta nova transicao de fase.

Para explicar essa nova transicao de fase, é necessario obter uma solug¢ao, mesmo
que aproximada, do modelo rotor planar. Uma forma de resolver é trabalharmos no limite
continuo, onde consideramos uma rede quadrada, e que os spins variam lentamente e que
a distancia entre spins proximos é desprezivel. Este comportamento representa baixas
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Figura 1.6: Interacao entre primeiros vizinhos.

temperaturas e grandes comprimentos de onda. Partindo da Hamiltoniana 1.8, temos que
para um sitio i, o spin interage com os seus vizinhos na forma:

PP = SP(Sfia, + St a, + Siha, +5a,) (1.16)

a representa a componente X, y, z, € 0s termos ¢ + a, representam a posicao na
rede, como ilustrado na figura 1.6. Considerando que os spins variam lentamente, podemos
expandi-los em uma série de Taylor

2
ita, = i T a0z57 + %855? + . (1.17)
CL2 2
ita, = 57 £ 0,5 + 0,57 + ... (1.18)

onde a é o espagamento da rede. Substituindo 1.16, obtemos

P = 480S¢ + a*Se92S¢ + 0257 (1.19)

substituindo na hamiltoniana original, e considerando que no limite continuo podemos
aproximar a soma em uma integral, a Hamiltoniana fica na forma

H— —2J/ dedy (gayz _ ‘;/dxdy(agsa +029%) (1.20)

a2
onde este resultado foi dividido por 2 ja que cada sitio é somado duas vezes. A primeira
integral representa o estado fundamental do sistema, ao impor o vinculo nao linear e
considerar uma rede infinita, este termo vai ao infinito, logo subtraimos da hamiltoniana
original. O segundo termo integramos por partes:

H= ‘2] / drdy((8,5%)? + (9,5%)?) — / d5°9,5° — / dyS°9,5°  (1.21)
onde os dois ultimos termos sao iguais a zero, ja que

9a(S - 5) = (8259) - S+ 5 (0,5) = 9.(5%) =0 (1.22)

assim, temos que para o modelo XY,
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4
1= [ @057 + (0,59 + (57 (1.23)
Parametrizando S = (V1 —m2cos ¢, v/1 —m?sin¢,m), onde m e ¢ sao dois cam-

pos escalares, temos:

Hyy = ‘; / d*r [mf_vgg )4 (1—m?)(Ve)* + m2] (1.24)

assim podemos obter a dinamica do sistema pela equacao 1.9, que no limite continuo fica
na formas:

3@”; _ _gg _ T, [;ﬁhcb] n g(’; (1.25)
gzszzﬁ.l%]_;z (1.26)

Para o modelo XY, as equagoes de dindmica ficam na forma
iaazl = (1 —m?)V%p—2mVm -V (1.27)
}}gf = 1V_2:;2 — V2m + M +m(Ve)® + 4@? (1.28)

A hamiltoniana apresentada na equacao 1.24, juntamente com as equacgdes de movimento
correspondentes, forma uma teoria de campos completa para o modelo XY. No entanto,
ao considerarmos m = 0, ou seja, a auséncia da componente S?, a hamiltoniana assume
a seguinte forma

J 2 = 2
H= 5/d (Vo) (1.29)

e as equagoes de movimento sao simplificadas para:

Vi =0 (1.30)

assim temos a teoria de campos para o modelo rotor planar. Estes resultados sao comu-
mente referidos como modelo sigma nao-linear.

Agora, o objetivo é encontrar a configuracdo que extremiza a agao, o que é alcan-
¢ado pela condicao de extremo:

oH 2 L
5¢(F)—O:>V¢(r)—0 (1.31)
essa equacao apresenta a mesma forma da equacao de movimento. Existem duas solugoes
para essa equacao: a primeira é uma solugao constante, representando o estado fundamen-
tal em que todos os spins estao alinhados na mesma direcdo. A solugdo mais interessante,
obtida por Kosterlitz e Thouless [18], é conhecida como vértice. Essas solugoes sdo obtidas
ao considerarmos condig¢oes de contorno para a integral de caminho,
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Figura 1.7: Configuragoes tipicas do tipo voértice, onde (a) é uma configuracao tipica do
vértice com carga topologica Q=1, e (b) é uma configuracao tipica do vértice com carga
topologica Q=-1.

fﬁqs(m Al =0 (1.32)
onde para todas as curvas fechadas que circula o centro do vértice
fﬁqs(m Ldl'=21Q (1.33)
caso o caminho nao envolva o centro do vortice, temos
fﬁqs(m Al =0 (1.34)
onde Q é a carga topoldgica, assume valores inteiros () = +1,+2,.... A configuragdo que

satisfaz essas condi¢des de contorno para um caminho envolvendo o centro do vortice, é
expressa da seguinte forma:

o= :tarctan(y_yo) (1.35)
x— T,
em que a posi¢ao (z,, y,) representa o centro do vértice. O sinal da fungao esté relacionado
a carga topoldgica, onde para () = +1 temos um vortice representado na figura 1.7a, e
para (Q = —1 temos um antivortice representado na figura 1.7b.

A energia de um 1inico vértice pode ser estimada considerando que o sistema apre-
senta simetria esférica, o que implica que o campo é radial ¢(r). Portanto, podemos obter
diretamente da condic¢ao de contorno

fw((r)) Ll = 277 | V| = 27Q (1.36)
Q
Vo(r)l = (1.37)
substituindo na Hamiltoniana 1.29, para um vértice de carga Q=1, temos
L
E=nJin () (1.38)
a

onde L representa o tamanho da rede e a é o espagamento da rede. Logo ao considerarmos
uma rede infinita o custo de energia para obter um vortice em um sistema infinito é infinito,
o que sugere que nao deveria haver vortices presentes. No entanto, Kosterlitz e Thouless
argumentaram que modelos pertencentes a mesma classe de universalidade do modelo
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do Rotor Planar, que exibem ordem topoldgica, devem conservar a carga topoldgica do
sistema. Portanto, considerando um par de vortice e antivortice, que pode ser descrito
pela seguinte expressao:

¢ = arctan Y=Y ) _ arctan (2 Y (1.39)
xr— T, T+ x,

onde um vértice estd centrado no ponto (x,,y,) € um antivértice no ponto (—z,, —y,).
Ela também é uma solugdo da equagao de movimento, e a energia pode ser obtida da
mesma forma, e é dada por:

E =2nJln <R) (1.40)
a

tomado @) = 1, e R é a distancia entre o centro dos dois vértices, logo a energia de um par

de voértice é finita. O que nos resta responder é como os vortices estao ligados a suposta

transicao de fase que surge quando consideramos a mudanga de comportamento da fungao

de correlacao em altas e baixas temperaturas. Para isto Kosterlitz e Thouless usaram um

argumento heuristico. Se considerarmos a energia livre de um tnico vértice:

F=E-TS (1.41)

para um sistema de tamanho L, podemos estimar a entropia considerando o ntimeros de
configuragoes onde podemos colocar um vértice, simplesmente pelo nimero de posig¢oes
onde o centro do vortice pode ser colocado na rede. Para um sistema bidimensional, com
espacamento de rede a, temos que a entropia é dada por:

L2
S = kTln <a2> (1.42)

assim a energia livre para um tnico voértice pode ser dado por:

F = (rJ — 2kT)in (5) (1.43)

Note que existe um ponto onde a energia livre muda de comportamento. Para uma
temperatura 1" < w.J/2k, a energia livre vai ao infinito positivo quando consideramos que
o tamanho da rede vai ao infinito, logo vértices isolados sdo altamente improvaveis e pares
de vortices e antivortices sao formados de forma a minimizar a energia do sistema. O fato
de que os vortices possuem carga topoldgica indica que eles nao podem ser destruidos de
forma local. Eles podem ser criados ou aniquilados em pares, uma vez que a soma das
cargas topolégicas deve ser conservada. Quando T' > w.J/2k;, a energia livre vai ao infinito
negativo, logo o sistema pode apresentar vortices livres.

Este simples argumento mostra o mecanismo por tras da transicao de fase BKT, os
vortices existem em pares vortices-antivortices em baixa temperatura, quando os vortices
passam pela temperatura critica:

wJ
T.=— 1.44
2k (144)
os vortices desacoplam tornando-se livres no sistema. Uma ilustracdo desta transicao de
fase é dada na figura 1.8.
Como foi mostrado, a transicio de fase BKT acontece de um estado de quase

ordem, representado pelo decaimento algébrico da fungao de correlagao spin spin, para um
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Figura 1.8: Tlustracao da transi¢do de fase BK'T por Johan Jarnestad, onde a rede azul
representa baixa temperatura, e os vortices permanecem ligados, e a rede vermelha repre-
senta altas temperaturas onde os vortices estao desacoplados

Fonte: Nobel Prize 2016 [19]

estado desordenado, representado pelo decaimento exponencial, logo em nenhum momento
o sistema realmente apresenta ordem e assim nao ha quebra de simetria ou magnetizacao
resultante nestes modelos.

E importante expressar que o decaimento algébrico da funcio de correlacao é de
responsabilidade das ondas de spins, mas o mecanismo mais aceito de transi¢ao é devido
ao desacoplamento dos vértices proposto por Kostelitz e Thouless( outras interessantes
interpretagoes existem, como a de Patrascioiu e Seiler [? |, mas a mais aceita é a de
Kostelitz e Thouless é a mais aceita).

O primeiro resultado experimental condizente com a transicao de fase BKT foi
observada em filmes finos de Hélio 4 por Bishop e Reppy [3], onde as estimativas obti-
das por Kostelitz e Thouless para o salto da densidade do estado superfluido é de bom
acordo com os experimentos. A ideia é que a superfluidez em sistemas bidimensionais é
causada pela presenca de vortices acoplados, para altas temperaturas, quando os vortices
se desacoplam o estado de fluidez convenciional acontece.

Kostelitz [20] obteve em um outro artigo os pardmetros criticos para o modelo rotor
planar utilizando grupo de renormalizacdo, e confirmou resultados obtidos anteriormente
por Berezinskii, sobre a divergéncia da susceptibilidade magnética e o surgimento do spin-
stiffness. Confirmando a transicao de fase BK'T, como uma transicao de fase continua sem
quebra de simetria, em comum acordo com o teorema de Mermin-Wagner, mas jogando
abaixo o paradigma de Landau.

1.5 Modelos Generalizados

A existéncia desta nova transicao de fase no modelo XY e modelo Rotor Planar,
trouxe interesse em especial para o estudo do derretimento de sélidos em duas dimensoes,
onde o mecanismo de deslocamentos ou declinacées no solido seriam representados pelos
desacoplamentos dos vértices. Mas os experimentos [21] [22] [23] observados na época os
classificaram como transicoes de fase de primeira ordem.

Durante a década de 70, existia um grupo de modelos conhecidos como modelos
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Z(N) que podiam apresentar transi¢oes de fases de primeira ordem ou continuas simples-
mente variando um parametro do sistema. Entre estes modelos temos o Clock Model,
onde os spins poderiam apresentar apenas dire¢oes discretas, onde divide-se as direc¢oes
de um spin por um nimero inteiro N. No limite N tendendo ao infinito, recuperamos
o modelo Rotor Planar. Outro exemplo é o modelo de Potts discutido anteriormente
que dependendo do parametro q, ele pode apresentar uma transicdo de fase continua ou
discreta.

Em 1984, Domany, Schick e Swendsen [5], apresentaram uma generalizagio para o
modelo rotor planar onde os spins interagem através de um potencial, na forma

V(0) =2J {1 - lcos2 <Z>r} (1.45)

o parametro p é um parametro generalizador do sistema. Quando p = 1, temos o modelo
de Villain, que é uma representacao do modelo rotor planar, onde a periodicidade do
potencial é o que importa, e ndo os detalhes especificos. Domany et al. mostraram
que, a medida que p aumenta, o potencial se torna essencialmente constante e se torna
proporcional ao modelo de Potts para valores muito grandes de p. Proximo ao minimo de
energia, ¢ possivel expandir a fungao cosseno e a energia se torna comparavel a energia
associada as excitagoes do tipo vortice. Por meio de simulagdes de Monte Carlo, eles
observaram que com o aumento do pardmetro p, o calor especifico apresenta picos muito
maiores do que para o modelo rotor planar. Também observaram histerese em uma
pequena regiao de temperatura e descontinuidade na energia, todas caracteristicas de uma
transicao de fase de primeira ordem. Para garantir que as caracteristicas da transicao
de fase de primeira ordem nao fossem simplesmente um caso de sistemas finitos, eles
obtiveram histogramas de energia na regido da transicao de fase. Para p = /50, foi obtida
uma estrutura de dois picos, que representa duas fases no sistema. FEles argumentaram
que a variacido desse novo parametro p pode transformar uma transicao de fase continua
em uma transi¢do descontinua, modificando simplesmente a classe dos modelos de O(N)
para Z(N). Em outras palavras, o modelo passa de um sistema com hamiltoniana do tipo
rotor planar (para p=1) para um modelo do tipo Potts, no qual eles mostraram que q esté
aproximadamente relacionado com p de forma ¢ ~ 5.5p. Para o limite de alta densidade
de particulas para um gas de Coulomb, Minnhagen [24] mostrou que as transigoes de fase
de primeira ordem poderiam surgir, de acordo com os resultados obtidos por Domany.
Eles sugeriram que essas mudangas no comportamento da transicao de fase sao devidas a
alteracao do potencial devido a importancia relativa das excitagoes dos vortices.

Os resultados de Domany foi contestado por Van Himbergen [25], que utilizando
analise de grupo de renormalizagdo de Migdal-Kadanoff (MK), chegou a conclusao que a
transicao de fase de primeira ordem surge apenas para pequenas redes e para uma rede
muito grande o sistema voltaria apresentar caracteristicas de uma transicao de fase BKT.
Knops [26] chegou em conclusao similar. No entanto, uma prova rigorosa por Van Enter
e Schlomann [27] [28], mostrou que n-vector models em certas condigdes podem suportar
transicoes de fase de primeira ordem.

Foram propostas outras generalizages [29] [30], onde os resultados seguem os mes-
mos principios do resultado de Domany de que, com o aumento do parametro de genera-
lizagdo a hamiltoniana, se tornaria um sistema do tipo Potts ou Ising. O objetivo deste
trabalho é mostrar que os modelos generalizados, utilizando o Modelo XY generalizado
como base, suporta transi¢oes de fase de primeira ordem de acordo com as solucoes anali-
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ticas obtidas por Schlomann. Para isso, vamos primeiro discutir a generalizagdo proposta
por Romano e Zagrebnov, que é o foco desta dissertagao, e seus resultados.

1.5.1 O modelo XY generalizado

O modelo proposto por Romano e Zagrebnov [6] é uma generalizagdo do modelo
XY, denotado por:

HYY =—J > (sinb;sin6;)? cos(¢; — ¢;) (1.46)

<ij>

onde ¢ > 1 e g € N. Em termos das componentes, ele assume a forma:

HY = —J Z [1—(57) (55)2 + (Sij)z]%(Sfo +575Y) (1.47)
<ij>
para ¢ = 1, obtemos o modelo XY nas duas formas da hamiltoniana. No artigo de Romano
e Zagrebnov [6], eles utilizaram desigualdades rigorosas para estudar as transi¢oes de
fase em todos os valores de ¢, em duas ou trés dimensdes. No caso bidimensional, eles
mostraram que, para qualquer valor arbitrario de q, o sistema apresenta desordem a
qualquer temperatura finita e passa por uma transicao de fase com um decaimento lento
das correlagoes, ou seja, uma quase ordem, com susceptibilidade infinita. Assim, a classe
de universalidade pode ou nao ser da mesma classe BKT.
Mol et al. [7] [8] estudaram a presenga de vortices e sua estabilidade no modelo
de forma analitica e computacional. Eles obtiveram o limite continuo para o modelo XY
generalizado(A),

By =5 [ @r |0 -t FeR + Emd - ) 2 Fmp - - mdys | 1)
com as equacoes de movimento dadas por:

1 0m

Sy = (1- m?)"! [2qm(V)(Vm) — (1 — m?)V?¢| (1.49)
109 o aVm)?  q(g—2)m3(Vm)2  LmV3m 4
Tot qm(1 — m2) 2 [(1 —m?) - (1 —m2)2 + (1—m2) + ¢)2 - a2‘| (1.50)

Ao considerar m = 0, as equagoes de movimento reduzem-se a mesma equacao do
modelo rotor planar. Portanto, o modelo suporta vortices planares estaticos usuais para
qualquer valor de q. Nesse mesmo trabalho, eles demonstraram por meio de simulac¢oes
de Monte Carlo que algumas caracteristicas de uma transicdo de fase de primeira ordem
estao presentes, como a descontinuidade na energia, a dependéncia do calor especifico
com o tamanho da rede e sinais de histerese no sistema para pequenos valores de q. Mas
este resultado foi contestado por Komura [31], que utilizando Monte Carlo Hibrido e o
método de Wang—Landau mostrou que para ¢ = 100 nenhum sinal de transicao de fase
de primeira ordem foi encontrado, assumindo que a transicdo de fase de primeira ordem
nao deve surgir para qualquer valor de q. No entanto, uma prova rigorosa por Van Enter
et al. [9] revelou, sem especificar o pardmetro q, que o modelo proposto por Romano e
Zagrebnov suporta transi¢oes de fase de primeira ordem, mas a incapacidade de obter o
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parametro ¢ critico onde surge a transicao de fase de primeira ordem,levou Komura [32]
a argumentar que a transicao s6 apareceria para q muito maior que 100.

Neste trabalho, primeiro iremos obter os resultados por meio de simulagoes que
confirmam a existéncia de uma transicao de fase de primeira ordem para o modelo XY
generalizado para pequenos valores de ¢, e obter o parametro critico ¢. onde a transicao
de fase de primeira ordem aparece pela primeira vez, além propor um mecanismo para
esta transicao de fase. Segundo, iremos mostrar como estes resultados estao relacionados
com a solugdo rigorosa de Van Enter et al [9], e uma forma de modifica-la para obter
tanto as temperaturas criticas quanto o parametro critico do modelo.
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Capitulo 2

Metodologia

Neste capitulo serao mostradas as técnicas utilizadas para obter os resultados de
interesse. Inicialmente, abordaremos o Método de Monte Carlo, seguido por uma breve
discussao, na ultima secao, sobre resultados analiticos relevantes, desenvolvido nas tltimas
décadas denominado medida de Gibbs, que serdao adaptados para obter os resultados
analiticos.

2.1 Mecanica Estatistica

A mecénica estatistica é uma das técnicas mais impressionantes da fisica, pois, ao
conhecermos a fun¢ao de particao, podemos obter todas as propriedades termodindmicas
do sistema. A forma geral para uma funcao de partigdo é dada por:

Z=Y e hh (2.1)

onde a soma é feita em todos os estados possiveis do sistema, H,, é a energia do estado n,
e f=1/kT, com T representando a temperatura e k, a constante de Boltzmann.

A probabilidade de o sistema ocupar um estado especifico é determinada pelo peso
de Boltzmann. Para um estado n particular, temos

e_ﬁHn
A

desse modo, qualquer quantidade termodinamica, como A, pode ser obtida através da
média estatistica

P, = (2.2)

<A>=> AP, (2.3)

Um exemplo de quantidade termodinamica ¢ a energia E do sistema, que pode ser
obtida diretamente:

e BEn OlnZ

<E>:;En T

(2.4)

e as flutuagoes da energia sao dadas por:
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0P =< FE*> - < E>? (2.5)
A capacidade térmica por particula a volume constante c, %83% pode ser
obtido diretamente pela defini¢ao 2.4:
C:#(<E2>—<E>2) (2.6)
Y NkT? '

No entanto, surgem dificuldades quando o sistema possui um grande nimero de
graus de liberdade e interagoes complexas entre as particulas, o que torna dificil obter
expressoes analiticas fechadas para as fungoes de partigao.

Assim, o proximo passo é obter resultados termodinamicos por meio de calculos
numéricos. No entanto, isso exigiria conhecer todas as configuragoes do sistema, o que se
torna inviavel para um sistema continuo, que apresenta infinitos microestados acessiveis.
Mesmo para o modelo de Ising com N spins, que possui 2V graus de liberdade, para um
grande numero de particulas, é impraticavel obter todas as configuragoes do sistema para
realizar calculos numeéricos.

A ideia por tras do método de Monte Carlo é considerar apenas os estados mais re-
levantes do sistema em uma determinada temperatura para calcular as médias. Para isso,
é necessario encontrar uma maneira de obter as configuracoes mais relevantes, permitindo
que obtenhamos os parametros termodinamicos através de médias simples.

2.2 Método de Monte Carlo

Os métodos de Monte Carlo sao algoritmos que utilizam a aleatoriedade para
descrever a evolugao de modelos de forma estocastica. O termo "Monte Carlo"é derivado
dos cassinos em Monte Carlo, devido ao uso de aleatoriedade nesses métodos. Eles tém
aplicagoes em varias areas da fisica, onde existem muitos graus de liberdade, como sistemas
magnéticos, polimeros e crescimento de cristais, além de serem aplicados em outras areas
como medicina, sociologia e economia.

A ideia principal dos métodos de Monte Carlo é obter um conjunto de configuragoes
aleatérias, obtidas por meio de uma distribuicao probabilistica usando as configuragoes
anteriores. Isso permite calcular grandezas macroscopicas relevantes do sistema por meio
de médias estatisticas.

Para garantir uma boa estatistica, um dos conceitos mais importantes por tras
dos métodos de Monte Carlo sao as cadeias de Markov. Um processo markoviano é
um processo estocastico que depende apenas da configuracdo atual do sistema e nao de
todos os passos anteriores. Um conjunto finito de configuragoes obtidas consecutivamente,
seguindo o processo de Markov, ¢ chamado de cadeia de Markov. Embora a maioria
dos processos reais apresente memoria em relagao a tempos passados, a importancia nos
métodos de Monte Carlo é obter configuracoes independentes para evitar viés estatistico.
Utilizando a equacao mestra que descreve os fluxos de probabilidade de um processo
markoviano,

OP(t) _ S [P Wi — P ()W) (2.7)
ot =

onde W,,_,,» é a taxa de transicdo do estado n para o estado n’. Ela pode ser vista como
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uma equacao de continuidade para a probabilidade total. Nela esta contida a propriedade
mais importante dos processos markovianos, que é o fato de que a préxima configuragao
obtida na cadeia de Markov é totalmente determinada pela configuracao anterior. A seguir
iremos discutir os algoritmos utilizados neste trabalho.

2.2.1 Metropolis

O algoritmo de Metropolis é o primeiro e mais conhecido método de Monte Carlo a
ser discutido. Se considerarmos na equacao mestra que a probabilidade segue a estatistica
de Boltzmann, ou seja:

¢~ BEn
Pu(t) = 7 (2.8)

Para um sistema em equilibrio, onde a taxa de variagao temporal da probabilidade
¢ igual a zero, temos:

Wn’—)n

assim qualquer taxa de transicao que satisfaca essa equagao pode gerar cadeias de Markov
aceitaveis. A escolha feita por Metropolis ' é dada por:

Whisw B~ En) (2.9)

(2.10)

_En+1*En
Wh_oni1 = min {1, e kpT }

Ou seja, ao diminuir a energia, uma nova configuracao ¢é aceita; caso contrario, a aceitagao
da nova configuracao depende do peso de Boltzmann. Apds definir a probabilidade de
transicao, podemos implementar o algoritmo de Metropolis para modelos de spins.
Considerando uma rede de spins, onde a energia do sistema é dada por uma ha-
miltoniana H, o algoritmo de Metropolis pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Escolha um spin da rede e sorteie uma nova dire¢ao para esse spin.

2. Calcule a diferenca de energia AE = Ey — E;.

3. Obtenha a probabilidade de transicao p de acordo com a Equacao 2.10.
4. Sorteie um numero aleatério 0 < r < 1.

5. Ser < p, aceite a nova configuracao; caso contrario, mantenha a configuracao atual.

No caso do algoritmo de Metropolis, é comum definir que uma nova configuracao
é obtida quando tentamos escolher uma nova direcao para cada um dos spins pelo menos
uma vez. Isso pode ser feito por varredura, onde cada spin é girado sequencialmente, ou
por selecao aleatoéria de spins N vezes, onde N é o numero total de spins na rede. Apos N
spins serem escolhidos, considera-se que o sistema deu um passo de Monte Carlo (MCS).

A primeira dificuldade do algoritmo de Metropolis é o aumento do tempo com-
putacional a medida que consideramos redes cada vez maiores, pois o nimero de spins
aumenta consideravelmente. Outra dificuldade é conhecida como "critical slowing down",
onde na pratica, as simula¢oes de Monte Carlo estao correlacionadas durante um tempo

'Para uma generalizacio do método de Metropolis, temos o Metropolis-Hastings [33]
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t, conhecido como tempo de autocorrelagao. Essa autocorrelagao pode causar vieses es-
tatisticos. A autocorrelacdo depende do algoritmo e do comprimento de correlagao &.
Como ¢ diverge em uma transicao de fase continua, obter cadeias de Markov em torno da
temperatura critica se torna complicado para diferentes algoritmos, especialmente para
os algoritmos locais, como o algoritmo de Metropolis. O que acontece é que com altos
tempos de autocorrelagao o sistema demora um tempo muito longo para produzir con-
figuragoes estatisticamente independentes, quebrando um dos pressupostos da cadeia de
markov, causando erros estatisticos.

Uma abordagem para lidar com os problemas do algoritmo de Metropolis ¢ adicio-
nar pequenos incrementos aleatérios as trés dire¢oes dos spins e reescalar para a unidade,
em vez de apenas selecionar uma nova direcao. Isso é conhecido como Metropolis modi-
ficado, e a aceitacdo ou rejeicao é feita da mesma maneira que no método de Metropolis
original. Outra abordagem ¢é o uso de um algoritmo hibrido, que combina diferentes algo-
ritmos para eliminar as correlagoes em todas as escalas de comprimento. Neste trabalho,
iremos combinar o método de Metropolis modificado, a super-relaxacao e o algoritmo de
Wolff, que serao discutidos a seguir.

2.2.2 Wolft

O algoritmo de Wolff [34] é um outro algoritmo de Monte Carlo, onde a principal
diferenca entre o algoritmo de Wolff e o algoritmo de Metropolis, é que o Wolff atualiza os
spins de forma coletiva, em vez de individualmente. Isso significa que em vez de escolher
aleatoriamente um spin e alterar sua direcao, o algoritmo de Wolff cria clusters de spins
e os inverte simultaneamente. Este algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

o Escolha um sitio aleatério na rede e uma direcao aleatéria no plano v.

e Marque o sitio i escolhido como pertencente ao cluster e inverta o spin nesse sitio
usando o operador de reflexao R(¥/) dada por:

R()S; = S; — 2(8; - 0)v (2.11)

« Visite os vizinhos do sitio escolhido e calcule a probabilidade de cada vizinho per-
tencer ao cluster:

P(S;,S;) = 1= exp [min (0,28(5- S) (- S))] (2.12)
e Sorteie um numero aleatério entre 0 e 1.

e Se o nimero sorteado for menor do que a probabilidade calculada, adicione o vizinho
ao cluster e inverta seu spin.

o Repita os passos 3-5 para todos os vizinhos adicionados ao cluster.

o Continue esse processo iterativo até que todos os vizinhos dos spins ativos e todas
as ligacoes possiveis sejam consideradas.

A vantagem do algoritmo de Wolff é que a probabilidade de um spin ser refletido
é sempre igual a 1. Além disso, como podem ocorrer atualizagoes em todas as escalas de
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comprimento, o problema de "critical slowing down"é reduzido significativamente, como
é demonstrado numericamente no artigo original[34], o que significa que as simulagoes
podem alcancar equilibrio mais rapidamente. A ergodicidade é garantida pelo fato de que
a probabilidade de refletir um spin ou uma ligacao entre dois spins é sempre diferente de
Zero.

2.2.3 Super-relaxacao

Por ser um algoritmo deterministico, a super-relaxacao, estritamente falando, nao
¢ um método de Monte Carlo. No entanto, quando combinada com os dois métodos
mencionados anteriormente, torna-se uma importante ferramenta para estudar modelos
de spins. A ideia é utilizar a equacao de movimento para obter novas configuracoes do
sistema. O algoritmo pode ser descrito em apenas dois passos:

o Escolha um sitio i da rede e obtenha o campo efetivo B, 7¢ sobre ele, tal que:

E;=S;- By (2.13)

o Reflita o Spin S, através o campo efetivo:

— — _; . ge —
i — _Sz + ZQBWC (214)
|B€f|

note que ao refletir o Spin S, através do campo efetivo, a energia do sistema é preservada.
Logo super-relaxagao é um processo microcanonico. Embora um algoritmo deterministico,
quando combinado com técnicas estocasticas, como o método de Metropolis e o algoritmo
de Wolff, a super-relaxacao é muito 1util para descorrelacionar as configuragoes entre os
spins.

2.2.4 O método de Jackknife

Apesar de todas as técnicas mencionadas acima, as configuragoes ainda podem es-
tar fortemente correlacionadas, e as médias podem continuar enviesadas. Portanto, uma
forma de obtermos estimativas melhores dos erros estatisticos associados aos resultados
é através do método de Jackknife. Para implementar o método, dividimos as N configu-
racgoes obtidas pelas simulagdes em N, caixas, cada uma contendo n, configuracoes. Em
seguida, redefinimos as médias e as variancias da seguinte maneira:

LY
T=—) I; (2.15)
No o !
_ 1 Na _
X, = FZXJ- (2.16)
a g
onde,
_ 1
Ty = N >y (2.17)

Na jg;
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- 1
T3 = N > (2.18)
@ k¢j
X;=a% -1 (2.19)

onde a notagao k ¢ j indica que a soma é feita para todos os valores de N, exceto aqueles
que pertencem a caixa j. As novas médias termodindmicas, como por exemplo a energia
discutida anteriormente, sao dadas pela Equacao acima, e a capacidade térmica, que esta
relacionado a variancia, ¢ dado por:

i
C, = 2.20
= (2:20)
As estimativas para as barras de erro sao dadas por:
N, —12e
ot = 2=y — (2.21)
a j=1
Ny—18
ok = S DI - XP (2:22)
a j=1

Os subintervalos N, devem ser escolhidos de forma a serem descorrelacionados entre si
)
por isso é importante calcular a autocorrelacao temporal t. Ela é definida para um ntimero
de configuracoes n, que apresentam observaveis x;, dada por:
) ty

1 n—k

Clk)=————-— T —T) (T — 2.23

() = sy =y 2~ Pk =) (223

onde ¢ é a variancia, r é a média dos observaveis considerando n pontos. O tempo de
autocorrelagao t é definido como:

t= ;C(O) + Z C(i) (2.24)

Para obter uma série descorrelacionada, consideramos um tempo 2t. O método Jackknife é
uma técnica poderosa no sentido que apresenta um grande ganho nos calculos das medias,
principalmente das variancias, nao hé perda em seu uso, ou seja, na pior das hipoteses o
seu resultado é esperado ¢é idéntico as medias aritméticas normais.

2.3 Propriedades Fisicas Relevantes

Agora, com as bases estabelecidas, nesta secdo abordarei as propriedades fisicas
relevantes neste trabalho, especialmente aquelas relacionadas as transicoes de fase. Nas
simulagoes de Monte Carlo, devido ao tamanho finito, as func¢oes termodindmicas nao
apresentam singularidades devido a limitagao do comprimento de correlagao. Isso impede
que as quantidades divergentes ocorram, uma vez que o tamanho das redes é finito. No
entanto, é possivel obter o comportamento critico por meio de simulagoes de Monte Carlo
ao analisar o efeito do tamanho finito nas varias quantidades termodinamicas do sistema.
Em geral, quando o comprimento de correlagao £ se torna comparavel ou maior que o
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tamanho do sistema L, temos:

€ x L (2.25)

portanto, o tamanho do sistema se torna relevante em relagao ao comprimento de escala,
substituindo £ nas relacoes de escala.

Conforme mencionado anteriormente, utilizaremos o método de Monte Carlo em
conjunto com o método jackknife para obter as quantidades termodinamicas e aplicar as
relagoes de escala para obter a transicao de fase BKT. A transicao de fase BKT nao exibe
divergéncia no calor especifico durante a transicao, apenas um pico ligeiramente acima da
temperatura critica esperada. Portanto, nao é possivel determinar a temperatura critica
para a transicao de fase BKT pelo calor especifico. Mas espera-se que ele divirja com
o tamanho do sistema de acordo com uma lei de poténcia, para transi¢oes de fase de
primeira ordem,

C, o L° (2.26)

onde d é a dimensao do sistema, no nosso caso,d=2.
Outras quantidades podem ser utilizadas para obter as transi¢oes de fase, em
especial a BKT. Considere a componente o da magnetizacao definida por:

M, => 5¢ (2.27)

onde a média é obtida diretamente de 2.15. Assim, a suscetibilidade por spin para a
componente « é obtida pelas flutuagoes utilizando 2.16 e é dada por:

1 -

o = X? 2.28

X = ST (2.28)

essas duas quantidades sdo importantes para entender a ordem das transi¢oes de fase,
como sera discutido a seguir.

2.3.1 Cumulante de Binder

O cumulante de Binder de quarta ordem é frequentemente usado como uma es-
timativa inicial para as transi¢oes de fase de um sistema. Essa medida é definida pela
equacao:

<(M§ +M§)2>

2 <M§ + M;>

U,=1- (2.29)

onde M, e M, representam as componentes da magnetiza¢ao no plano. Para um sistema
de tamanho L, esse valor é zero quando a temperatura (T) é maior que a temperatura
critica (7,), indicando um estado desordenado. Quando T é menor que 7, o valor desse
cumulante é aproximadamente 0.5. Ao calcular na temperatura critica, esse valor é apro-
ximadamente independente do tamanho da rede, o que nos permite estimar a temperatura
critica simplesmente construindo um grafico Uy, em fungao de T" para diferentes tamanhos
do sistema e observar onde esses pontos se cruzam

Para uma transigao de fase de primeira ordem, Tsai e Salinas [35] mostraram que,
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para o modelo de Blume-Capel, o cumulante de Binder assume um valor negativo antes
de atingir 0.5. Aqui iremos supor que este comportamento seja valido para o modelo XY
generalizado para qualquer valor do parametro q. Embora o cumulante de Binder seja
uma técnica de facil aplicacdo, pode apresentar dificuldades na determinagao precisa da
temperatura critica. Portanto, é importante considerar outras técnicas complementares
para obter resultados mais precisos.

2.3.2 Susceptibilidade Planar

Uma abordagem para determinar a temperatura critica é fazer uma analise de
tamanho finito(FSS) da susceptibilidade planar. Embora uma transicao de fase BKT nao
apresente magnetizagao, mesmo abaixo da temperatura critica Tgxr, foi demonstrado por
Kosterlitz [20], utilizando o grupo de renormalizacao, e por Berezinskii[15], que tanto o
comprimento de correlacao quanto a susceptibilidade planar divergem com a temperatura
ao se aproximar da temperatura critica por cima e permanecem infinitas para todas
as temperaturas abaixo da temperatura critica. Abaixo da temperatura critica, como
discutido anteriormente, a funcao de correlacao decai de acordo com uma lei de poténcia
e pode ser reescrita como:

1
G~ — (2.30)
rn
onde 7 é um expoente critico. Usando essas consideracoes, ¢ possivel mostrar que,
de acordo com a hipétese de escala, a susceptibilidade planar se relaciona com o tamanho

da rede:

X oc L*7" (2.31)

essa relacao pode ser utilizada para estimar o parametro n na temperatura critica ou, como
é conhecido, para uma transicao de fase BKT, n = 1/4. Portanto, como a susceptibilidade
planar é dada por:

1 T
x=§u + x*) (2.32)

podemos assumir que a hipdétese de escala para o modelo XY generalizado continua valida,
e o valor de n = 1/4 para qualquer valor do parametro q. Basta realizarmos um estudo
de tamanho finito, onde plotamos as curvas X/L7/* em funcio da temperatura para
diferentes tamanhos de L, e observar em que ponto essas curvas se cruzam. A validade
dessa suposicao é testada pela qualidade dos resultados obtidos.

2.3.3 Helicidade

O médulo da helicidade ¢ uma medida utilizada para quantificar o grau de rigidez
a tor¢des em um sistema fisico. Em sistemas que passam por uma transicdo de fase
conhecida como BKT, o médulo da helicidade exibe um comportamento singular préximo
a temperatura critica, indicando uma mudanca de rigidez do sistema. O moédulo da
helicidade pode ser obtida da variacao da energia livre devido a uma tor¢ao ao longo do
sistema em uma coordenada
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1 0*f
considerando que F' = kyT'In Z, temos
0 f _ kT (0Z kT 0*Z
9A7 = (m) AN (2:34)
para uma hamiltoniana qualquer
07 1 OH
it eBH (o)
0A kT < BN (2.35)
02z PH o, OH\? _inis
oas ~ Y s O+ Y (M) 1) (236
pela defini¢ao 2.3, temos
0*H oH\? oH\*
Nt ={%3az) 7 |\\aa) )~ \oa (237)

Para o modelo XY generalizado, mostramos via apéndice B que a helicidade ¢ dada por

2
NT = o (HE™) ~ 5 < [ > (R @)1= (S7)2 = (S5)7 + (S757)%)'7 (SPST + S?S%I >
<i,j>

! (2.38)
onde < ng” ¢ a hamiltoniana original. Utilizando as simulagdes de Monte Carlo, po-
demos obter o comportamento da helicidade em fun¢ao da temperatura. De acordo com
o grupo de renormalizacao de Kosterlitz, o moédulo da helicidade em um sistema infinito
pula de zero para um valor finito dado por,

2
T(T.) = “kT. (2.39)

na temperatura critica do sistema. Em simulagoes, nao é possivel obter resultados para
um sistema de tamanho infinito, mas podemos estimar a temperatura critica do sistema,
buscando a interse¢ao da curva Y(7') com a reta T = (2/m)k,T.

Devido a dependéncia do resultado com o tamanho do sistema, uma forma melhor
de estimar a temperatura critica é utilizando uma expressao de escala [36] [37] para o
BKT que foi utilizado tanto para sistemas classicos quanto quanticos, dada por,

71
2kgT

= A(T)

1
14+ —5= 2.40

2111(LLO)] (2.40)
onde A(T) e L, sdo constantes de ajuste. Essa expressao é exata em T = T, onde

A(T,) = 1. Assim, fazemos um gréfico de A(T') em funcao de T' e buscamos a temperatura,
onde A(T) =
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Figura 2.1: A Condigao de contorno considerada por Van Enter et al. [9], onde os vértices
sao as posigoes dos spins, as linhas vermelhas representam os estados ordenados e as linhas
azuis os estados desordenados.

2.3.4 Densidade de Vértice

A discussao sobre a dependéncia das transicoes de fases no modelo Heisenberg
anisotropico em relacao as excitagoes topoldgicas ja foi abordada anteriormente. Portanto,
é de grande importancia investigar como a variagao do parametro g pode afetar os vortices
e, consequentemente, as transi¢coes de fase do sistema. Um conceito crucial nesse contexto
é a densidade de vortices, que pode ser definida da seguinte forma

2 Q)

P=TN
onde ); representa a carga topoldgica do vortice. Para determinar o nimero de vortices no
sistema, examinamos a rede e calculamos a diferenga angular A¢ entre os spins vizinhos em
torno de uma plaqueta. Quando essa soma é igual a 27 (ou —27), levando em consideracao
pequenas variagoes numéricas, identificamos a presenca de um vértice (ou antivortice).
Durante uma simulagao, é raro encontrar vortices com carga topologica maior que +1,

portanto, neste estudo, consideramos apenas vortices e antivortices com modulo igual a
1.

(2.41)

2.4 Medidas de Gibbs e transicoes de fases

A medida de Gibbs é uma ferramenta poderosa no campo da mecénica estatistica,
que recebe o nome em homenagem ao fisico Josiah W. Gibbs. Sua formulagao atual,
proposta por Dobrushin, Lanford e Ruelle (DLR) na década de 60, oferece uma abordagem
alternativa para o estudo de sistemas infinitos.
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Na mecanica estatistica, o foco é entender sistemas de larga escala constituidos
por um ndimero muito grande de particulas ou graus de liberdade. A medida de Gibbs
proposta por DLR desempenha o papel de caracterizar os estados de equilibrio desses
sistemas. Ela combina o conceito das distribui¢oes de equilibrio de Maxwell-Boltzmann-
Gibbs, com os conceitos da probabilidade condicional de um grupo de variaveis aleatérias,
onde cada configuragdo do sistema esta associada a um valor de energia, que reflete
as configuragoes e interagdes do sistema. A probabilidade de diferentes configuragoes
¢ determinada pelas energias relativas dessas configuragoes em relagdo umas as outras.
Apartir de uma perspectiva probabilistica, a medida de Gibbs é uma familia de varidveis
aleatorias que admite probabilidades condicionais, representando uma generalizacao do
ensemble candnico para sistemas infinitos.

Na teoria de probabilidade, a medida de Gibbs também é vista como uma dis-
tribuicao de processos estocasticos, onde, ao invés de estar indexado pelo tempo, ela é
parametrizada pelos sitios de uma rede, e admite distribui¢oes condicionais com respeito
a configuragoes fora de regioes finitas. Em especial, aproximagao DLR pode ser interpre-
tada como uma extensao do formalismo de cadeias de Markov e esta relacionada a um
algoritmo de Monte Carlo conhecido como Amostragem de Gibbs.

Na pratica da mecanica estatistica, é comum estudar sistemas infinitos, como mo-
delos de spin, simplesmente considerando o ntimero de particulas N tendendo ao infinito.
Nas medidas de Gibbs, para estudar sistemas infinitos, a rede finita de spins é substituida
por uma rede inteira d-dimensional infinita, representada por Z¢. Letras gregas sio usa-
das para denotar caixas finitas ou infinitas contaveis de configuragoes do sistema. Assim,
uma medida de Gibbs é definida como:

ph = —rexp[—BH (p)|py (2.42)

onde H"(p) é a hamiltoniana associada a uma caixa A que é um subespaco nio vazio do
sistema. Para Hamiltonianas de primeiros vizinhos, ela é dada por

HYp) =~ > Ulpi,py) (2.43)

<i,j>CA

onde U é o potencial entre os dois spins, que determina o modelo em questdo. E im-
portante destacar que a temperatura continua a desempenhar um papel fundamental nas
probabilidades do sistema, pois temperaturas mais altas possibilitam o acesso a confi-
guragoes de energia mais alta, enquanto temperaturas mais baixas favorecem estados de
menor energia. A partir disto, a medida de Gibbs captura a preferencia estatistica no
comportamento de equilibrio do sistema.

A medida de Gibbs possui aplicagoes em varias areas, proporcionando uma estru-
tura para modelar e analisar sistemas complexos com muitas interagoes em equilibrio,
fornecendo informacdes valiosas sobre seu comportamento e fendomenos coletivos. Uma
das aplicagoes importantes esta relacionada a transicdo de fase, que esta ligada ao con-
ceito de unicidade da medida de Gibbs. Um sistema pode apresentar varias medidas de
Gibbs, cada uma correspondendo a diferentes conjuntos de parametros. A unicidade da
medida de Gibbs refere-se a condicao de existir apenas uma medida de Gibbs que descreve
a distribuicao de equilibrio do sistema. Um exemplo, é considerar um ferromagneto na
presenca de um campo magnético externo. Abaixo de uma determinada temperatura, os
momentos magnéticos do material alinham-se na mesma dire¢do do campo externo. Ao
desligar o campo magnético, o campo magnético macroscopico formado pelos momentos
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magnéticos do sistema ainda mantém a mesma direcdo do campo externo. No entanto,
se um campo magnético em uma direcao diferente for aplicado, os momentos magnéticos
se alinharao nessa nova direcao. Cada um desses estados apresenta sua prépria estrutura
interna e condigoes, e os estados de equilibrio distintos sdo caracterizados por medidas de
Gibbs associadas a essas especificagoes. Esse fenomeno fisico reflete a nao unicidade da
medida de Gibbs. Quando a unicidade da fungao de Gibbs nao é satisfeita, do ponto de
vista fisico, isso significa que o sistema pode ter varios equilibrios distintos. Esse fenomeno
¢ interpretado como uma transicao de fase.

Um dos primeiros trabalhos relacionados as transi¢coes de fase em modelos mag-
néticos utilizando medidas de Gibbs foi realizado por Dobrushin e Shlosman [38]. Nesse
artigo, eles estabeleceram um teorema que afirma que, desde que o potencial seja continuo,
limitado inferiormente, invariante por translacido e decresca rapidamente, todo estado de
Gibbs em uma rede bidimensional com esse potencial é sempre uma medida invariante sob
a agdo de um grupo de simetria G. Embora essas condi¢oes possam parecer restritivas,
elas ndo sao impossiveis de serem satisfeitas. De fato, o modelo de Heisenberg satisfaz
essas condicoes. Esse teorema nada mais é do que uma generalizacao do teorema de
Mermin-Wagner, em que a invariancia em relagao ao potencial representa a auséncia de
quebra de simetria continua em sistemas bidimensionais.

A possibilidade de existéncia de transi¢oes de fase em modelos bidimensionais com
simetrias continuas também foi estudada por Shlosman em um outro artigo [27], utili-
zando duas novas técnicas chamadas reflection-positivity e chess-board estimates. Essas
técnicas foram amplamente utilizadas para obter transi¢oes de fase tanto em casos clas-
sicos quanto quanticos. Shlosman mostrou que é possivel obter duas fases diferentes para
uma determinada interagao em modelos isotrépicos de alcance curto e simetria continua,
desde que a temperatura seja suficientemente baixa. No entanto, todas as fases perma-
necem invariantes sob uma acao, chamada de G, no espaco de configuracgoes, ou seja, ha
possibilidade de transicao de fase de primeira ordem sem quebra de simetria. Um exemplo
pratico desse resultado é obtido diretamente para o modelo XY generalizado, resolvido
por Van Enter et al. [9]. Partindo de uma rede Z¢ ¢ uma hamiltoniana adimensional do
modelo XY bidimensional para um espago finito |A|, temos

HY=— 3" (sin6,sin6;)? cos(¢; — ¢;) (2.44)

<i,j>CA

onde, para um valor alto de ¢, a interacao apreciavel dos spins existe apenas quando
eles estdo dentro de uma mesma vala proxima ao valor de § = 7/2, na qual a largura
¢ da ordem 1/,/g. Assim, ¢ possivel fazer uma aproximagao do tipo vala quadrada da
hamiltoniana, que pode ser reescrita como

H"(¢,0) == > ne(6i)nc(6;)cos(di — ¢;) (2.45)

onde n.(6;), denota o intervalo de interagdo, com 0 < € < 7/2. Assim a func¢do caracte-
ristica é dada no intervalo [1/2 — e, m/2 +¢€]. A H em condicio de contorno periédica, é
associada com uma medida de Gibbs

i (o, d6) = zeapl—SH (6,0 (d6, d0) (2.46)

utilizando reflexao positiva, foi obtido,
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o (d9, d0) = [T po(dei, db;) (2.47)
i€
que denota o fato de ser invariante sobre rotagdes. A reflexdo positiva é necessaria para
a aplicagdo do chessboard stimate que permitiu nestes trabalhos estimar a funcao de
particao assumindo que a diferenga entre dois spins dentro da mesma vala é pequena, e
por meio da integragao sobre os intervalos |6] < € e |¢| < 7/20, obtiveram

Z* > (Creexp(28C,)) N (2.48)

onde C; = Cy = cos(m/20) ~ 1. Essa condigdo é necessaria para o resultado mencionado
acima.

A genialidade foi construir uma condi¢ao de contorno universal 2.1 que consiste de
duas fases diferentes. Uma ordenada, no qual o sitio central e seus vizinhos estao dentro
da vala, e um estado desordenado, no qual o spin central e seus vizinhos nao estao na
vala. A condicao de contorno consiste em estados ordenados e desordenados separados por
sitios que nao pertencem a nenhum dos dois estados, a uma distancia de 2 comprimentos
da rede na diagonal dos sitios considerados centrais (conforme mostrado na Figura 2.1),
integrando todas as configuragées compativeis com este contorno, eles obtiveram uma
funcao de particao restrita dada por

Z < ((26)** exp(8))™ (2.49)

A partir das estimativas das fungoes de partigao, é possivel mostrar, por meio do teorema 1
no artigo de Van Enter et al. [28], a coexisténcia de duas medidas de Gibbs, simplesmente
tomando

7o
e < @0y (2.50)

onde C5 é uma constante determinada pelas constantes C; e C5. Com base na proporgao
entre as duas func¢oes de particdo, escolnendo um valor suficientemente pequeno de e,
os contornos que separam as duas fases sao suprimidos em uma determinada regiao de
temperatura. Assim, existe um intervalo em que as duas fases coexistem, representado
por um volume infinito de medidas de Gibbs.

Em resumo, se € for grande (¢ > 1), a fungao de particao total estimada leva a
razao a zero, portanto o sistema é desordenado. Para um € pequeno( € < 1) essa razao é
dominada pela fun¢ao de parti¢ao definida pelo contorno universal, onde o sistema estaria
ordenado. Logo pode existir uma regiao de temperatura que Z e Z,. sao comparaveis ,
isto implica que as duas fases coexistem, Logo a transicao de fase acontece e é de primeira
ordem. No trabalho original, no caso do modelo XY generalizado bidimensional, o valor
critico nao foi obtido. Os autores afirmam que, com base em experimentos anteriores com
o modelo de Potts, mesmo que tentassem obter o valor de q por meio de minimizacao, o
valor obtido estaria longe do esperado, devido as aproximacoes tomadas para o potencial.

Esse resultado esta em acordo com os resultados obtidos por Shlosman, Dobrushin
[27] [28] e outros trabalhos que mostram que, em duas dimensoes, as medidas de Gibbs
permanecem invariantes sob rotagoes, o que implica que a magnetizacao permanece igual
a zero. Mas mesmo assim, tanto para o modelo XY generalizado [9] quanto para o modelo
de Domany [28], quando o expoente q é suficientemente grande, a transi¢ao de fase ocorre
e é de primeira ordem.



46

Capitulo 3

Resultados e Discussoes

Nesta segao iremos apresentar os resultados e serao discutidas as interpretacoes
para cada um deles, onde primeiro iremos passar pelas simulacoes, para depois os resul-
tados analiticos obtidos utilizando as medidas de Gibbs. As temperaturas de transicao e
critica obtidas neste trabalho estdao resumidas na tabela 4.1.

3.1 Resultados Computacionais

Nesta secao, apresentaremos os resultados computacionais obtidos para o modelo
XY generalizado, utilizando o algoritmo de Monte Carlo hibrido discutido anteriormente.
Consideramos tamanhos de rede de L=16,32,48,64,80,96 , além de diferentes valores do
parametro de generalizagao q.

Um passo de Monte Carlo consiste do algoritmo Wolf para as componentes plana-
res onde pelo menos N(L?) ligagdes acontegam, seguido por N tentativas do Metropolis
modificado para as trés componentes, onde os spins sao selecionados aleatoriamente e
modificados por pequenos incrementos aleatérios nas trés diregoes, sendo entao renorma-
lizados para o comprimento unitario. A aceitacao da nova configuracao é determinada de
acordo com o algoritmo de Metropolis. N passos do super-relaxagao aplicada de forma
usual.

Para estimar as médias termodinamicas de forma mais precisa, utilizamos o mé-
todo de Jackknife. Verificamos que o Monte Carlo hibrido utilizado foi eficiente em des-
correlacionar as configuracoes obtidas, mesmo proximas a temperatura critica. Também
realizamos testes com diferentes tamanhos de caixas e verificamos que nao houve mudan-
cas significativas nos resultados. Para os resultados apresentados, utilizamos uma tnica
configuragao por tamanho de caixa.

Foram realizados 10.000 passos de Monte Carlo para aquecer as amostras até um
estado de equilibrio, seguidos por 300.000 configuracoes para o calculo das médias termo-
dindmicas.

A seguir, analisaremos os resultados obtidos computacionalmente para diferentes
quantidades termodinamicas e discutiremos os principais aspectos observados.
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Figura 3.1: Energia por spin para diferentes valores de q e redes de tamanho L=96.

3.1.1 Energia e Calor Especifico

Comecaremos analisando a média da energia por spin em func¢do da temperatura.
A Figura 3.1, apresenta o grafico da energia em fungdo da temperatura para diferentes
valores do parametro q.

Para o valor ¢ = 1, que representa o modelo XY classico, observamos uma variacao
continua da energia com a temperatura. Esse comportamento é caracteristico de uma
transicao de fase do tipo BK'T, onde nao ha quebra espontanea de simetria e a transicao
ocorre de forma continua.

Conforme aumentamos o valor do parametro ¢, comecamos a observar uma descon-
tinuidade na energia, indicando a possivel presenca de uma transicao de fase de primeira
ordem. Além disso, para valores de  maiores que 1 , observamos a formacao de um
pico acentuado no calor especifico, como mostrado na figura 3.2, em uma determinada
temperatura. Isso sugere que o calor especifico apresenta uma dependéncia com o tama-
nho do sistema, uma caracteristica ausente em uma transicdo de fase BK'T, onde nao ha
divergéncia do calor especifico. A medida que q aumenta, os efeitos de tamanho finito se
tornam cada vez mais evidentes.

Para transicoes de fases de primeira ordem, é esperado que o calor especifico mé-
ximo apresente uma relagido proporcional com o volume da rede C™* o L% onde d é a
dimensao. Para uma rede bidimensional é esperado que o calor especifico maximo cresca
de forma proporcional L?. No entanto, a figura 3.3, ndo mostra esse comportamento
para nenhum valor de q obtido. Devido a dificuldade de obter o C]"**, devido a sua
sensibilidade a temperatura e ao longo tempo computacional necessario nas simulagoes,
torna-se dificil realizar uma varredura abrangente de diferentes pontos de temperatura
para comprovar a transicao de fase de primeira ordem dessa forma.

Para investigar melhor a possibilidade de uma nova transicao de fase, computamos
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Figura 3.2: Calor especifico para q=3 para diferentes tamanhos de rede.

o histograma da energia para um grande nimero de passos de Monte Carlo em torno da
temperatura em que ocorre a descontinuidade da energia, para diferentes tamanhos da
rede. Para ¢ = 3, na mesma temperatura em que ocorre a descontinuidade da energia e o
pico do calor especifico, surge uma estrutura de dois picos, conforme mostrado na Figura
3.6.

A estrutura de dois picos, como é de conhecimento na literatura, é uma caracteris-
tica clara de uma transicao de fase de primeira ordem, onde cada pico representa uma fase
do sistema. A temperatura de transicdo de primeira ordem é definida quando as areas
abaixo dos dois picos sao iguais no histograma, ou seja, os dois estados sao considerados
equiprovaveis. E importante destacar a dependéncia com o tamanho da rede. Para ¢ = 3
a estrutura de dois picos aparece apenas para L = 96, enquanto para altos valores de q, ela
aparece para tamanhos muito menores, por exemplo, como para L = 32 para ¢ = 4. Isso
é esperado, uma vez que a dependéncia com o tamanho da rede foi observada tanto para
a energia quanto para o calor especifico. Portanto, para q=2, que mostrou uma pequena
dependéncia com o tamanho, a estrutura de dois picos pode ocorrer em tamanhos muito
maiores do sistema, em uma pequena faixa de temperatura que nao foi abordada neste
estudo. Outra caracteristica é que os picos que formam o histograma comegam a afastar,
o que pode ser, mas nao exclusivamente, um aumento no calor latente do modelo o que
dificulta a transicao entre os dois estados. Para ¢ > 3 a diferenca entre a temperatura
em que ocorre a estrutura de dois picos no histograma e a temperatura obtida para o
pico do calor especifico foi menor que 1%. Uma melhor estimativa é utilizar o critério de
Lee-Kosterlitz [39] para determinar de forma categérica a transicdo de fase de primeira
ordem pelo histograma, mas devido ao tempo computacional, e a dificuldade em obter
resultados em pequenos passos de temperatura, este resultado sera obtido no futuro.
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Figura 3.3: Grafico LogxLog do Calor especifico maximo pelo tamanho do sistema ao
quadrado, em uma transicao de fase.

3.1.2 Densidade de Vortice e as transicoes de fases

Devido ao papel significativo das excitagoes topologicas na transicao BKT, é crucial
obter a densidade de vértices do sistema. A variacdo da densidade de vértice com o
parametro q é mostrado na figura 3.4. Assim como para a energia, para o valor ¢ = 1,
que representa o modelo XY classico observamos uma variagao continua da densidade de
vortice com a temperatura.

A medida que o pardmetro q aumenta, trés comportamentos distintos sdo obser-
vados. O primeiro deles é o aumento da densidade de vértice com o parametro q, que
pode ser explicado considerando que em altas temperaturas, a flutuacao das componentes
fora do plano S?#, potencializada com o parametro g, aumenta a energia do sistema, logo
para minimizar a energia livre do sistema, a entropia precisa aumentar e assim o niimero
de vortices do sistema aumenta. O segundo comportamento é o surgimento de efeitos de
tamanho finito na densidade de vértices para ¢ > 1, mesmo que seja efetivamente bem
pequeno. Terceiro comportamento é a ocorréncia de uma descontinuidade na densidade
de vortices na mesma temperatura em que ocorre a descontinuidade na energia. FEssa
informacao é suficiente para estabelecer uma correlagao entre os dois eventos.

Para investigar como a densidade de vortices esta relacionada a transicao de fase
de primeira ordem e determinar o valor de q em que a transicao de fase ocorre, utilizamos
a densidade de voértices como um anédlogo a densidade de agua. Ou seja, consideramos
a diferenca na densidade de vortices como um parametro de ordem do modelo. Assim,
tragamos o grafico de Ap em fungdo de 1/¢, na temperatura em que se espera a descon-
tinuidade na transicao de fase. O primeiro valor de q em que Ap é nao nulo corresponde
ao valor esperado em que a transicao de fase de primeira ordem ocorre.

No grafico 3.5 foi considerado redes de tamanho L = 96 e as temperaturas foram
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Figura 3.4: Grafico Densidade de vortice pela temperatura, para diferentes valores do
parametro de generalizacao q para redes de tamanho L=96.

0.06

0.05

@ 0.03—

002

001

1/q

Figura 3.5: Diferenca da densidade de vortice pelo pardmetro 1/q, utilizando
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Figura 3.6: Histograma da energia para q=3, para uma rede de tamanho L=96.

decididas baseado no grafico de densidade (figura 3.4), onde a diferenca de densidade foi
obtida de duas formas. A primeira via observacao direta ao grafico 3.4. A segunda forma
foi utilizando os histogramas e definindo uma barreira de energia onde os dois possiveis
estados estariam definidos. Assim obtivemos diferentes configuracoes pertencentes aos
dois estados e calculamos a diferenca de densidade entre eles. O valor obtido para o
parametro generalizador critico g. onde a transicao de primeira ordem aparece é q. = 3
¢ de comum acordo nas duas formas e o resultado obtido anteriormente pelo Histograma
j& que para g < 3, nao foi observada estrutura dois picos no histograma, o que confirma
que abaixo de ¢ = 3 apenas transi¢oes de fase de BKT existe.

Agora, considere a figura 3.7. Ela ilustra as duas fases do modelo XY generalizado
pelo histograma da energia para o parametro ¢ = 6 e L = 96 perto da temperatura de
transigdo k,T'/j = 0.6212. Estas fases sdo separadas simplesmente pela densidade de
vortice, ou seja, o mecanismo ligado a estd transicao de fase é a proliferacao de vortice
causada pelas flutuagoes das componentes S* para fora do plano o que aumenta a energia
do sistema. O pico de menor energia representa uma fase de menor densidade de vortices.

Com base nesses resultados, a existéncia da transicdo de primeira ordem é espe-
rada, e ela é causada pela a proliferacao de vortices no sistema. Agora, surge a pergunta:
o que acontece com a transicao de fase BKT neste sistema? A resposta é fornecida pelos
resultados do cumulante de Binder, da Helicidade e da suscetibilidade planar, trés téc-
nicas comumente utilizadas para identificar a transicao de fase BKT. Esses resultados,
juntamente com os resultados anteriores, mostraram a existéncia de trés regioes depen-
dentes do valor do parametro q, que diferem em suas transi¢oes de fase, e serdo discutidas
separadamente nas proximas secoes.
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Figura 3.7: As duas fases do modelo XY generalizado representado pelo histograma de
g =6 e L =96 na temperatura k,7/J = 0.6212. Onde o pico de menor energia, representa,
uma fase de menor densidade de vértice(a esquerda do grafico) e o pico de maior energia
representa uma fase de maior densidade de vértice(a direita do grafico).

3.1.3 Primeira Regiao ( ¢ <3)

A primeira regiao é a mais simples, mas é de importancia para introduzirmos
os resultados esperados para uma transicao de fase BKT. Vale lembrar que tanto para
modelo XY, aqui representado por ¢ = 1, quanto para o modelo XY generalizado para
q = 2 a energia e a densidade de vértice sdo continuas. O Histograma nao apresenta uma
estrutura de dois picos e, mesmo para ¢ = 2, embora apresente pequenas dependéncias
com o tamanho do sistema, nao mostrou nenhuma caracteristicas de uma transicao de
fase de primeira ordem.

A primeira forma de obter a temperatura para a transicao de fase BKT é o cumu-
lante de Binder como foi discutido anteriormente.

O grafico tipico obtido por estd técnica é representado para ¢ = 2 na figura 3.8.
Note que as curvas para os diferentes tamanho de L se cortam na temperatura 7T, =
0.68(8). A dificuldade pode estar em identificar exatamente o ponto onde as curvas se
cruzam Em comparacao com os resultados de técnicas mais sofisticadas, como o FSS da
susceptibilidade e a Helicidade, a temperatura de transicao BKT é sempre um pouco
maior que a temperatura esperada.

Para obter uma melhor estimativa da temperatura critica, utilizamos o FSS da
suscetibilidade planar, representada pelo grafico 3.9. Novamente, como discutido anteri-
ormente, o ponto onde as curvas se cruzam ¢ a temperatura critica. Para ¢ = 1 obtivemos o
valor esperado pela literatura, 7, = 0.69(9), enquanto para ¢ = 2, obtivemos T, = 0.67(9).

A dltima maneira de obter a temperatura critica é através do médulo da Heli-
cidade, onde podemos estima-la considerando o grafico 3.11. Onde mostra claramente
a dependéncia da helicidade com o tamanho da rede. Em um sistema infinito, quando
o sistema passa pela transicao de fase BKT, o mdédulo da helicidade pula de zero para
um valor finito %/{:ch. Portanto, podemos estimar a temperatura critica simplesmente
encontrando o ponto onde a reta %ka cruza uma temperatura T. Para L = 96, esse valor
ainda é muito maior do que o valor esperado em relacao as medidas anteriores. Logo a
melhor forma de obter a temperatura de transicaio BKT pela helicidade, é a partir do
FSS.Os resultados para diferentes ¢ estdao representados na figura 3.12. A reta amarela
representa A(T) = 1, ou seja, o ponto onde as duas curvas se cruzam ¢é a temperatura
critica do sistema.
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Figura 3.8: Cumulante de Binder para q=2 em funcdo da temperatura para diferentes
tamanhos da rede.

0 . | . | . |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

K, T/

Figura 3.9: Susceptibilidade Planar para diferentes tamanhos da rede para q=2
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Como pode ser observado pela figura 4.1, para ¢ = 1 o FSS da helicidade e o
FSS da susceptibilidade planar estdao na mesma ordem de grandeza. A medida que q
aumenta os dois resultados comecam a se afastar. Agora para qualquer pardmetro ¢ > 3
a transicao de fase de primeira ordem surge, comegando e entramos na segunda regiao
para as transigoes de fases.

3.1.4 Segunda Regiao (3<¢<6)

Para 3 < ¢ a energia e a densidade de vortices apresentam uma descontinuidade
e o histograma apresenta uma estrutura de dois picos, ou seja, o sistema passa por uma
transicao de fase de primeira ordem.

Nesta regiao, o cumulante de Binder mostra um salto para valores negativos antes
de atingir o valor méaximo de U; = 0.5, conforme ilustrado na Figura 3.10. De acordo
com o resultado de Tsai e Salinas [35] o ponto em que o cumulante de Binder é minimo
coincide com a regiao onde se espera a temperatura de transicao e a descontinuidade na
energia. Portanto, o cumulante de Binder pode ser utilizado para identificar a transi¢ao
de fase de primeira ordem.

O ponto onde as curvas se interceptam ainda representa a transi¢ao de fase BK'T,
para o parametro ¢ = 3, temos uma temperatura de BKT T, = 0.65(7), e a tempera-
tura de Transicao T = 0.69(2). Em relagdo a suscetibilidade planar e a helicidade, os
resultados da FSS (Finite-Size Scaling) sdo obtidos de forma convencional. Para ¢ = 3,
a suscetibilidade planar possui temperatura 7. = 0.65(5), enquanto a helicidade possui
temperatura T, = 0.63(8). Estd regido o sistema passa por duas transigoes de fases dife-
rentes. Se aumentarmos a a temperatura do sistema, ele passa por uma transicao de fase
BKT relacionado a dissociagao entre os vortices. Ao continuar aumentando a temperatura
do sistema a proliferacao instantanea de vortices no sistema faz com que o sistema passe
por uma transicao de fase de primeira ordem. A medida que o pardmetro q aumenta,
a temperatura de transicao e a temperatura BKT ficam muito préximas, até que para
q = 6, elas estariam na mesma ordem, e assim temos a proxima regiao.

3.1.5 Terceira Regido (¢ > 6 )

Para ¢ > 6, observa-se novamente uma descontinuidade na energia e o histograma
exibe uma estrutura de dois picos, indicando uma transicao de fase de primeira ordem no
sistema. No entanto, tanto o cumulante de Binder quanto a susceptibilidade planar nao
fornecem uma estimativa confidvel da temperatura nessa faixa.

No caso especifico de ¢ = 6 (conforme ilustrado na Figura 3.13), o cumulante
de Binder continua apresentando saltos para valores negativos antes de atingir o valor
Ur, = 0.5. No entanto, as diferentes curvas correspondentes a diferentes tamanhos de rede
nao apresentam um ponto comum de intersecao. Essa dificuldade também se reflete na
susceptibilidade planar, conforme demonstrado no grafico da Figura 3.14, impossibilitando
uma estimativa precisa da temperatura da transicao BKT do sistema. Essa limitacao
decorre da nossa suposicao de que = 1/4 seria valido para qualquer valor de ¢, sugerindo
que a universalidade do sistema pode ter sido alterada com o aumento do parametro q.

A tnica técnica que continua produzindo resultados consistentes é a helicidade.
Isso pode ser explicado pelo fato de que a helicidade esta relacionada a manifestacao
da desordem causada pelos vértices no sistema. Quando as duas transi¢oes de fase se



Capitulo 3 - Resultados e Discussoes 55

0.6 — —
—L=16

04—

02—

_D‘ 1 | | 1 | 1 | 1 ‘ 1 | 1 | 1
b5 0ss 06 065 07 075 08 08 00
k, T/

Figura 3.10: Cumulante de Binder para q=3 em funcao da temperatura para diferentes
tamanhos da rede.
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tamanhos de rede.
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Figura 3.12: Analise de tamanho finito da Helicidade para alguns valores de ¢, onde redes
de tamanho L.=16,32,48,64,80,96 foram utilizados para obter os resultados.

sobrepoem, a presenca de vortices livres, seja por dissociagao ou proliferagao, é identificada
da mesma forma pelo médulo da helicidade.

3.2 Resultado Analitico

Retornando aos resultados obtidos por Van Enter et al [9], eles estimaram a fungao
de particao,

28 > (Creeap(205) (3.1)

e a funcao restrita,
Ze < ((26)*exp(8))™ (3.2)

onde existe trés grandezas de importancia, o 3, a vala, e a constante de separacao entre os
spins. A constante de separacao foi atribuida um valor préximo a 1, ao tomar C1=C5 =
cos(m/20) e a vala fornece as propriedades necessirias para o sistema para que ocorra
uma transicao de fase de primeira ordem.

No trabalho original as interagdes foram substituidas por uma funcao degrau . O
que faremos é tomar que a fungao e pode ser estimada por um grupo de fung¢oes gamas
dependente do parametro q que preserva a interagao media do sistema, assumindo que a
area desta nova funcao seja a mesma area dada pela fungdo degrau. Assim, obtemos
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aplicando as condigdes para que a transicao de fase seja de primeira ordem (e < 1) obtemos
que o parametro critico gq. = 2.28851, considerando que ¢ € N, o menor parametro critico
¢ igual a ¢. = 3, o qual é o mesmo valor obtido nas simulagdes.

Para obter as temperaturas de transigao, iremos supor |A¢| como um pardmetro
livre, de tal forma que pode ser maior /20, mas suficiente préximo para que |cos(|¢|/d|) ~
1, ou seja d > 3. Partindo da equacao,

Zh. _ |(2)7exp(B)
ZA = |Cheexp(2C,3) 1M =1 34)

jdque ZA <1e ZA < |(2€)%6$p(ﬁ)|m| por construcao. Podemos reescrever estd equacao
como,

explB(1 — 2C5) — iln(e) + iln(Z) (] < 1 (3.5)
B(1 — 2Cy) iln(e(q)) + iln(Q) —In(Cy) <0 (3.6)

assim, podemos estimar a temperatura critica em que ocorre a transi¢do de fase de pri-
meira ordem, ajustando as constantes C'; e Cy. Os resultados obtidos estdo em acordo com
as temperaturas criticas mostradas na Tabela 4.1. Os angulos encontrados para as cons-
tantes também concordam com nossas suposicoes e com as simulagoes. Tanto C; quanto
C5 convergem para um valor préximo a ~ 40°, independentemente do parametro ¢, e o
angulo médio obtido nas simulagoes foi aproximadamente ~ 45° préximo a temperatura
critica, com pequenas variagoes para o valor de q.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, investigamos as transi¢oes de fase do modelo XY generalizado,
considerando diferentes valores do parametro de generalizacao q. Utilizamos o algoritmo
de Monte Carlo hibrido e técnicas de analise de tamanho finito para obter resultados
computacionais e caracterizar as transigoes de fase.

Nossos resultados mostram que o valor do parametro q tem um impacto signifi-
cativo nas propriedades termodinamicas do sistema e a partir do histograma mostramos
que para um determinado valor de q, o modelo XY generalizado suporta transicoes de
fase de primeira ordem.

Identificamos trés regides distintas de transicoes de fase, dependendo do valor de
q, que podem ser resumidas da seguinte forma:

1. Na primeira regiao (¢ < 3), temos um regime do tipo BKT, no qual a energia e a
densidade de vortices variam continuamente com a temperatura. Os resultados sao
consistentes com um modelo XY usual.

2. Na segunda regiao (3 < ¢ < 6), as transigoes de primeira ordem e BKT coexistem
neste modelo, ocorrendo em temperaturas diferentes. A temperatura de transicao é
maior que a temperatura da transicao de fase BK'T do sistema.

3. Na terceira regiao (¢ > 6), ainda observamos transigoes de fase de primeira ordem,
mas as técnicas de andlise das transi¢oes de fase BKT nao fornecem resultados
conclusivos. Isso sugere uma possivel mudanga na universalidade do sistema e a
extingao completa da transicao de fase BKT. Mas, uma analise mais cuidadosa é
necessaria nessa regiao.

Além disso, mostramos uma forma de obter o pardmetro de generalizagao critico g,
onde surge a transicao de fase de primeira ordem neste sistema considerando a densidade
de vortice como parametro de ordem e com as modificacoes adequadas, também mostra-
mos que ¢é possivel obter a temperatura critica e o parametro q diretamente da solucao
de Van Enter et al. [9], em acordo com as simulagoes.

Retomando ao resultado de Van Enter et al. para o modelo XY generalizado,
eles mostraram analiticamente que para um certo valor de g, o sistema apresenta duas
fases distintas. Uma fase "Ordenada'( observe que o uso das aspas é para destacar que
em nenhum momento existe ordem de Longo alcance ), corresponde a uma configuragao
onde todos os spins estdo dentro de um valas e interagem com eles mesmos. A outra
fase, considerada como fase desordenada, é caracterizada por spins vizinhos residindo em
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diferentes valas logo a intera¢ao nao existe, ou é considerada desprezivel. Notavelmente,
Van Enter et al. mostrou que esses duas fases podem coexistir no sistema. Para a "fase
desordenada'a fraca interacao entre os spins, aumenta a energia do sistema o que leva a
proliferacao de vértices, como foi ilustrado na figura 3.7. Por outro lado, quando todos
0s spins pertencem a mesma vala, as interagoes se tornam fortes, e a energia diminui, o
que resulta em uma reducao significante da densidade de vértices. A transicao de fase do
estado "desordenado"para o estado "ordenado'é acompanhado com uma descontinuidade
na energia, na densidade de vortice indicando uma transicao de fase de primeira ordem.
Uma vez que o modelo XY generalizado nao apresenta ordem de longo alcance real e
quebra de simetria e por consequéncia nao ha magnetizacao, estes resultados estao de
acordo com o Teorema de Mermin-Wagner e o Teorema de Dobrushin-Schlomann. Logo
a transi¢ao de fase de primeira ordem no modelo XY generalizado pertence a uma classe
diferente da transicao de fase BKT, e apesar do agente das duas transi¢oes serem o mesmo,
o mecanismo ¢é diferente.

Em resumo, nosso estudo proporciona uma compreensao detalhada das proprieda-
des de transicao de fase do modelo XY generalizado. Os resultados obtidos claramente
mostram a ocorréncia de transi¢oes de fase de primeira ordem e seu mecanismo subjacente.
As classes de transicoes de fase concordam com os resultados obtidos analiticamente, e o
mecanismo dessa nova transicao de fase é devido a proliferagdo de vértices no sistema. O
proximo passo ¢é investigar se outros modelos que exibem transicoes de fase de primeira
ordem, como o modelo de Domany, podem ser explicados da mesma maneira. Além disso,
estamos aplicando outras técnicas nesse modelo, como a repesagem de histograma para
obter o valor maximo do calor especifico e identificar o comportamento linear com o ta-
manho da rede, assim como investigar o critério de Lee-Kosterlitz [39]. Também estamos
explorando a aproximagao harmonica autoconsistente com corregdes para a transicao de
fase BKT [40] e técnicas de Machine Learning [41] [42] que estao sendo desenvolvidas em
conjunto com este trabalho para identificar as transicoes de fase, especialmente a transicao
BKT.

q FSS x FSS T BKT Uy, Primeira Ordem Uj, Histograma Medida de Gibbs
1 0.699 + 0.001 0.692 £+ 0.005 0.710+0.001 | — ————— | ———— —— | —— — — —
2 0.679 £ 0.003 0.662 £ 0.005 0688+0.003 | —————— = | —————— | —————
3 0.655 £+ 0.001 0.638 £+ 0.005 0.657 £+ 0.005 0.690 + 0.005 0.685 + 0.001 0.68 + 0.05
4 0.634 £ 0.001 0.621 £ 0.005 0.633 £ 0.003 0.662 + 0.003 0.657 £+ 0.001 0.65 + 0.05
5 0.616 £+ 0.001 0.608 £+ 0.005 0.613 £+ 0.004 0.640 + 0.004 0.637 £+ 0.001 0.64 £+ 0.05
6 | ——— — —— 0.599 £ 0.005 | — — — — —— 0.623 + 0.002 0.621 £+ 0.001 0.62 + 0.04
7| ---—-—— 0.586 £ 0.005 | — — — — —— 0.608 £+ 0.001 0.607 £+ 0.001 0.61 + 0.04

Tabela 4.1: Temperatura de transi¢do e critica para alguns
métodos discutidos no texto, e os seus respectivos desvios

valores de q obtido pelos
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Apéndice A

Aproximacao Continua do XY

generalizado

Considerando o modelo XY generalizado na sua forma angular:
HI = —J ) (sin6;sin6;)7 cos(¢; — ¢;) (A.1)
<iyj>
No limite continuo, onde consideramos a muito pequeno, e logo todos os termos de
a de ordem maior que 3 foi desconsiderado durante todo o desenvolvimento, temos:

2
0; = 0; + ad,f; + %aﬂapei + .. (A.2)
CL2
temos,
2
sin(6;) ~ sin(6; + ad,d,0; + %auapei...) (A4)

seja a identidade trigonometrica sin(x + y) = sinx cosy + siny cosz, tomando = = 6; e
y = +ad,0; + “—228“8,@. temos,

2 2
sin(6;) = sin ; cos [ia@,ﬂi + “Qamuape,-] + sin [ia@,ﬁi + ‘;amuapei] cosf;  (A.5)
entao,

2

2 2 q
(sin 6; sin 6;)* ~ [(1 - C;(auei>z> sin? 6; + (ia@,ﬁi + %auei + “Qaﬂapel) sin 6; cos 91-]
(AX6)

Utilizando o binémio de Newton, temos que para o primeiro termo ( p =0) :
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a? 9
~ [(1 — 2(5)“(91.)2) 1 (A.7)
tomando outra expansao,
a2 1 a2 )
1-F@0r| =1-4(% @0 (A3)
assim,
~ 5in®10; — —(8 0;)?sin*?0); (A.9)
O segundo termo da expansao binomial( p = 1):
a L-1 a2
~q Kl — 2(8M0i)2) Sin(Qi] [j:aalﬂi + 28M0p9i] sinb; cos 6; (A.10)
a2 g1 a2
~q l (8 6;) )] <j:a(9,ﬂ,~ + 28M8p9i> sin®~! §;cos0; (A.11)
Agora, podemos integrar este termo por partes, considerando:
u = sin®~ ! 0;cosh; (A.12)
a2 q—1 a2
temos,
a*q q(2¢ —1)a® 5,
sin cosl; + — sin“? §; — ——————sin*?"* 0, cos b; :
aq(8,0; sin®*1 0; cos 0; (80) 24 ¢ in“"< ¢ ) (A.14)
considerando o terceiro termo ( p=2 ),
-1 2 q-2 2 2
~ q<q2 ) [1 + C;(&lﬂi)?] sin®22 0, cos? 0i | £ad,b; + %a#apei (A.15)
—1
~ alq 5 )a2(8#6’i)2 sin®~! 6, cos® 6; (A.16)

juntando os termos:
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2
(sin 0; sin 0;)7 ~ sin*® §; — %(@9,-)2 sin?? 0);

2

+(£aL(9,0; sin* 1 §; cos 0;) + %(@9,-)2 sin® 0 (A.17)
2qg — 1 —1)a?
_c1(q2)a sin??1 0, cos 6; — Q(qQ)a(@”Qi)Q sin??=2 9, cos? 0;
seja:
a(2¢—1) q(g—-1) ¢
podemos simplificar,
(sin 6 sin ;)7 ~ sin?? §; — &(8 0;)* sin®?"" 0, cos® 0;(9,0:)* (A.19)
O segundo termo, dependente ¢:
2
cos(¢; — ¢;) =~ cos l(bi — <¢>i + a0, ¢; + ‘;aﬂapqsi)] (A.20)
tomando aproximagao de segunda ordem para o cosseno,
1 a? 2
COS(QZ%‘ - d)]) ~1— 5 (ZFaﬁﬂgbz + 28#8,,(;51) (A21)
a? 9
cos(¢; — ¢;) = 1 — 5(@@) (A.22)
combinando os dois termos:
. . g : q*a’ 2 :2¢—1 2 2 a? 2
(sin;sinb;)?cos(¢; — ¢;) =~ |sin 5 (Oub;)” sin“?™" 6; cos® 6;(0,.0;) 1-— ?(@L@)
(A.23)
parametrizando pelos dois campos escalares, m = cosf e ¢, temos:
sinf =1 —m? (A.24)
0,0 = L 0 A.25
O T )
substituindo, todos os termos, a Hamiltoniana fica na forma:
- 4 4
H{r = /d2 [ 1—m?)1(Ve)? + ¢*>m2(1 — m?)772(Vm)? — (- m?)? + | (A26)

temos o limite continuo do XY generalizado. Para obter as equagoes de movimento,
utilizamos
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om oh = | Oh oh
i VAT [y s A .27
ot Y] [avqb] 0¢ ( )
Jdp  6h = oh oh
5% =5 = V- [aﬁm] -5 (A.28)
onde, h é a hamiltoniana reduzida
NG N2 | 22 -2/, 2 4 2 4
h=[(1 = m2)1(¥6)® + @mP(1 — m2)>(¥m) —a2(1—m)q+a2} (A.29)
de forma direta,
1 dm 2\q—1 = N\ (O 2\ 2
Sy = (L=m?)! 2qm(V)(Vm) — (1 = m?) V2] (A.30)
199 o [ a(Vm)? (g —2)mA(Vm)?  gmVim 2 4
Jor =) [(1 e B ¢ g R s A L

assim temos as equagoes de movimento do modelo XY generalizado.
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Apéndice B

Helicidade para o Modelo XY

generalizado

Seja uma torcao A, a helicidade para uma hamiltoniana qualquer é dada por:

0> H OH\* oH \*
N~ — _ i — (== B.1
1= (ame) =2 |{(58) )~ (35) @
vamos considerar condi¢ao de contorno periédica, com uma tor¢ao no eixo Z:
o(r) = o(7) + (7 - 2)A (B.2)
considerando o modelo XY generalizado na forma
Hy® = 3 F(S7,57)(Si 85) = (57, 57)(57S; (B.3)
<iyj>
onde f(57,87) = [1 — (S7)% — (S%)% + (575%)%)@D/2. como estamos considerando uma
tor¢do no eixo Z, temos que f(S7,S7) é uma constante na derivada em A, assim
aHGen a(g . S_«’)
xry _ z z 1 J
assim, seja
S; - §; = sinbysin;(cospicosg; + sing;sing;) + cosbicos(6;) (B.5)
S, . gj = sinb;sind;cos(¢p; — ¢;) + cosb;cosb; (B.6)
substituindo a condi¢ao de contorno
S, . SY; = cosb;cosb; + sinb;sinbjcos[p; — ¢; + (7 - T)A — (75 - T)A] (B.7)

derivando,
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355'A5j = —(7; - &)sinb;sinb;sin[p; — ¢; + (755 - T)A] (B.8)
levando o A a zero,
05 - 5; = —(73; - &)sinb;sind;sin(p; — ¢;) (B.9)
OA |l
a segunda derivada
82 _;‘ ‘ gj — AND - . — A
OA2 . — (73 - &)"sinb;sinbjcos[p; — ¢ + (155 - T)A] (B.10)
levando o A a zero,
a%ASj = —sinb;sind;cos[p; — ¢; + (Ti; - T)A] (B.11)
A=0
as derivadas na forma vetorial é dada por
o a 85_;2 ' g o O \/= A T QT T
A=0
f(Si, S;) A J R - if(Si,Sj)(Si Sy + 575Y) (B.13)
2=

a segunda derivada ¢ a hamiltoniana do modelo, entao

Na = 5 (HE) 0 < [ > (g 2)[1 = (S5)° = (87)° + (SES}°)'% (SvS7 + S18Y)

<1,7>

assim como mostrada no texto.

2

;
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