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Resumo

FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Vicosa, Fevereiro de 2009. Simu-.
lagoes quase estacionarias do processo de contato em redes complexas.
Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marcelo Lobato Mar-
tins e José Arnaldo Redinz

O estudo da estrutura e de propriedades de correlacao entre os agentes interli-
gados em uma redes complexas tém atraido o interesse da comunidade de Fisica Es-
tatistica através da investigacao de processos dinamicos nestas topologias. Tais inves-
tigacoes tém aberto discussoes na literatura a respeito da validade de previsoes feitas a
partir de teorias de Campo Médio (CM), quando essas sao confrontadas com resultados
alcancados através de simulagdes computacionais. O Processo de Contato (PC) é um
modelo matematico para o processo epidémico sobre uma populacao. Na abordagem de
redes complexas, identificamos cada individuo a um n6 da rede, enquanto suas relacoes
sao representadas pelas ligacoes entre eles. No PC cada individuo pode estar infectado
ou nao, com uma probabilidade determinada pela taxa de infeccao da epidemia. Esta
taxa podera ser capaz de promover a disseminacao da doenca por tempos longos ou sua
erradicacao, ja que também existe uma chance dos infectados se tornarem saudaveis.
Isso levara a demarcagao de uma fase livre de doengas (fase absorvente) e outra na qual
a doenga persiste por longos tempos (fase ativa). Com a implementagao computacional
do PC em diferentes topologias de rede, pudemos comparar nossos resultados numeéri-
cos com as previsoes de teorias de CM encontradas na literatura. A principal énfase
do trabalho foi o estudo da teoria de escalonamento de tamanho finito para o PC nas
redes complexas propostas por Watts-Strogatz (modelo WS) e por Barabasi-Albert

(modelo BA), através de simulagoes quase estacionarias. Deste estudo resultou um



conjunto de expoentes criticos que caracterizam a transicao de fase absorvente-ativa
para a rede BA e também para as topologias mundo pequeno e aleatéria encontradas
na rede WS. Embora as previsoes de CM tenham sido confirmadas para este conjunto
de expoentes criticos, as taxas de transicao de fase obtidas nao foram corretamente
preditas. Esse fato esta em contraste com outros modelos epidémicos, tais como SIS e

SIR, ja investigados na literatura em tais topologias de redes complexas.
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Abstract

FERREIRA, Ronan Silva, Universidade Federal de Vicosa, February, 2009. Quasi-.
stationary simulations of the contact process on complex networks. Ori-
entador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Coorientadores: Marcelo Lobato Martins
e José Arnaldo Redinz

The study of the structure and correlations properties among interconnected
agents on complex networks has attracted the attention of the Statistical Physics com-
munity through investigation of dynamical process on this topologies. These inves-
tigations have opened discussions in the literature concerning on the validity of the
predictions from mean field (MF) approaches, when these results are compared with
those obtained from computer simulations. The contact process (CP) is a toy model
for the epidemic spreading on a population. Using the complex network approach, we
identify each individual as a network node, while their relations are represented by
links among them. In the CP model, each individual may be infected or not, with a
probability depending on the epidemic infection rate. This rate can lead to the dis-
semination of the epidemic at long times or its complete eradication, given that exists
also a chance to the infected individuals become healthy, determining a phase free of
the disease (absorbing) and other in which the disease persists (active). The computer
implementation of the CP and different network topologies allows us to compare our
results with those predicted by MF theory found in the the literature. The main aim
of the present work was the study of the finite size scaling theory for the PC in the
complex network proposed by Watts-Strogatz (WS) and by Barabasi-Albert (BA) by
quasistationary simulations. This study provided a set of critical exponents for the

characterization of the phase transition absorbing-active on BA network and also on

xii



two topologies found at the WS model, namely, small world and random. Although
the predictions made by MF approaches have been verified for this set of critical ex-
ponents, the phase transition rates obtained was not predicted correctly. This fact is
on contrast with others epidemic models, such as SIS and SIR, already studied in the

literature on these complex networks.
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Capitulo 1

Introducao

Existem sistemas estudados pela Fisica Estatistica que obedecem ao que chamamos
de “balanco detalhado”, o qual se refere a condicao de “reversibilidade microscopica”.
Podemos entendé-lo usando como exemplo uma rea¢do quimica [1|. Suponha uma
reacao da forma {A} < {X} < {F}, em que {A} é um conjunto de produtos iniciais,
{X} um conjunto de produtos intermediarios e {F'} um conjunto de produtos finais.
No equilibrio, temos tanto transi¢oes de {A} para {X} quanto de {X} para {A}.
O mesmo ocorre entre {X} e {F}. Dessa forma, temos uma reversido microscopica
obedecendo o principio de balanceamento.

Por outro lado, podemos ter situacoes que nao respeitam o balanco detalhado.
Em um caso simples, imaginemos uma tunica particula para a qual sera permitido
transitar somente por quatro estados, que chamaremos de estados A, B, C'e D. Porém,
o estado D é um estado de aprisionamento, do qual nao serd permitido a particula
escapar. Temos entao, que nossa particula transitara, reversivelmente, entre os estados
A, B e C, tendo sua dinamica absorvida, caso ela visite o estado D. Desse ponto, nao
serd permitido visitar outros estados em tempos futuros. Temos aqui um sistema que
nao respeita o balanceamento microscopico, sendo o estado de absorcao D chamado de
“estado absorvente”. Aos demais estados dos quais é permitida a fuga e, portanto, a
reversao, daremos o nome de “estados ativos” do sistema.

Essa ultima situacao é a que acontece, por exemplo, na disseminacao de uma

doenca sobre uma populacao. Neste fenomeno, uma epidemia pode se alastrar por
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uma populacao passando por varias configuragoes com os individuos estando sujeitos
a doenca e a sua cura, caracterizando assim um estado ativo. Se, por algum motivo,
a populacao se ver livre dessa infeccao, isto é, caso nenhum de seus individuos esteja
infectado, a epidemia nao terd meios para continuar sua propagacao, sendo entao er-
radicada. A esta situacao, identificamos um estado absorvente. Logo, percebemos aqui
que a dindmica de um processo epidémico podera levar a populacao para uma “fase
ativa”, onde a epidemia persiste para tempos futuros ou para uma “fase absorvente”,
livre da doenca.

A modelagem matematica para a propagacao de uma epidemia pode ser feita
por meio do modelo de Processo de Contato (PC) [2,3]|. Neste modelo, a fase ativa da
doenca é determinada pela probabilidade de um individuo ser infectado. Ha também
a fase absorvente, ji que existe a chance de um individuo se recuperar da doenca -
estando assim, sujeito a uma nova infeccao. Todo o céalculo da probabilidade de um
individuo ser infectado se baseia na quantidade de vizinhos de contato infectados que ele
possui, juntamente com uma taxa de infeccdo que associamos & epidemia. E o estudo
do comportamento deste sistema na regiao critica, onde ocorre a transicao entre as
fases absorvente e ativa, que nos ajudara a entender suas caracteristicas.

Na vizinhanga do ponto critico de transigao entre fases algumas grandezas fisicas
podem se comportar da mesma maneira em sistemas diferentes, exibindo diferentes
fenomenos. Esta similaridade levou os fisicos a separarem os sistemas que possuem 0S
mesmos comportamentos criticos em classes, chamadas “classes de universalidade”. De
forma geral, cada classe de universalidade determina singularidades no comportamento
de certas grandezas fisicas na vizinhanca do ponto critico a partir de um conjunto de
caracteristicas basicas, tais como dimensionalidade espacial e tipos das interacoes entre
seus agentes. Encontrar e catalogar essas classes é um ponto chave para questoes sobre
modelos longe do equilibrio, como o PC [4,5].

Como uma primeira aproximacao, as propriedades desta regiao critica sao fre-
quentemente estudadas através de teorias de Campo Médio (CM) [6,7]. Para o PC, a
probabilidade de um individuo estar infectado dependeré, em ultima analise, do estado

de satude de todos os individuos da populagao, ja que seu estado dependeré do estado
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de seus vizinhos de contato, que por sua vez, também possuem outros vizinhos e assim
por diante. Essa hierarquia, devido as correlagoes entre individuos é muito complexa
para ser tratada exatamente. O que a aproximacao de CM faz é truncar essa hierarquia
ao nivel de um unico, ou um grupo limitado de individuos (e somente seus vizinhos),
tratando assim cada um deles como sendo estatisticamente independentes [8]. Estamos
portanto, nessa aproximacao, negligenciando correlacoes entre partes do sistema, o que
em geral, nos fornecera no maximo uma informacgao qualitativamente correta sobre o
sistema em estudo.

O erro consiste no tratamento de diferentes sitios como estatisticamente inde-
pendentes. A partir de uma certa dimensao, quando estas flutuacoes se tornarem
despreziveis, estas correlagoes serao descritas de forma quantitativamente correta pela
aproximacao de CM. Cada sistema possui sua dimensao critica, abaixo da qual a teoria
de CM nos fornece no maximo uma descri¢ao qualitativa. De forma geral, para o limite
de uma dimensao infinita, a teoria de CM seria uma descri¢ao perfeita.

Ainda no campo da Fisica Estatistica, nos ultimos anos observa-se um grande
interesse pela modelagem de sistemas que possuem um grande nimero de agentes
realizando de alguma forma interacoes entre si através das Redes Complezas [9-12].
Esta procura é estimulada pelo grande sucesso que essas redes vém alcancando em
diversas areas, desde redes protéicas a estrutura da internet [11,13-17].

Na abordagem de redes complexas, de forma geral, estamos interessados somente
nos agentes e suas interagoes em um sistema. Podemos entao associar os n6s de uma
rede aos individuos de uma populacao e o contato entre eles sendo representados por
ligacoes entre esses nos.

Com isso é possivel estudar um processo dinamico com estado absorvente nestas
topologias de redes complexas através do modelo de PC. Aqui encontramos uma mo-
tivagao: recentemente, surgiu um debate na comunidade de fisica estatistica dedicada
ao estudo das redes complexas sobre a validade das predigoes feitas por aproximacoes
de CM para o PC nessas topologias e os resultados obtidos por meio de simulacoes
computacionais |7,18-21]. As redes complexas sdo entendidas como objetos de dimen-

sao d — o0o. Serd a Teoria de CM valida para a descricao quantitativa do PC em
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uma topologia de rede complexa? Trazemos neste texto um estudo destas questoes
em topologias de rede que nao foram até entao investigadas nos trabalhos j& citados,
através de simulacoes quase estacionarias do PC nestes ambientes complexos.

A organizacao deste trabalho sera da seguinte forma: no capitulo 2, descrever-
emos 0 PC e sua anélise na rede regular unidimensional. Faremos uma revisao da
aproximacao de CM onde apresentaremos um conjunto de expoentes caracterizando a
transicao de fase absorvente-ativa do PC. Mostraremos que nossos resultados para os
expoentes criticos, que caracterizam essa transi¢ao, vao ao encontro dos encontrados
na literatura [8,22]. Também apresentaremos uma implementagdo computacional e
faremos uma discussao da teoria de escalonamento finito usada para o tratamento do
PC em um sistema finito, mostrando que nossos resultados estao de acordo com os
ja apresentados por outros autores [8] No capitulo 3, apresentaremos o tratamento
computacional para a manipulacao de nos e suas ligacoes de uma rede complexa por
meio de matrizes. Faremos também uma breve apresentacao de alguns tipos de redes
que vém sendo tratadas atualmente. Apresentaremos trés importantes topologias de
rede (Erdos-Reényi [23], Watts-Strogatz [9] e Barabasi-Albert [10]) e discutiremos, com
base nos resultados de nossas simulacoes computacionais, que sao corroborados pela
literatura [11, 13|, as caracteristicas importantes para analisarmos a atual discussao
mencionada acima. Na tltima secao apresentaremos brevemente o modelo epidémico
SIS nos modelos de redes complexas WS e BA, apresentando resultados da literatura
que também serao importantes para nossas conclusoes finais. No capitulo 4, apre-
sentaremos nossos resultados encontrados para o PC na rede WS e também nossas
conclusoes sobre o comportamento do PC nessa rede comparando nossos resultados
com a descricao prevista pelas duas aproximagoes de CM apresentadas por Castellano
et al [18] e Hong et al [21]. As mesmas andlise serdo apresentadas no capitulo 5, agora
para o PC na rede BA. Finalmente, o capitulo final contém as conclusoes retiradas

deste trabalho.



Capitulo 2

O processo de contato

O Processo de Contato (PC) foi apresentado por T. E. Harris [2] como um
toy model para o processo epidémico. No espalhamento de uma epidemia em uma
populacao seus individuos podem ser levados a uma fase ativa da epidemia com a pro-
liferacao da doenca ou a uma fase absorvente, na qual todos eles estejam saudaveis.
Nesta ultima configuragao, o espalhamento da epidemia é cessado porque nao ha in-
dividuos infectados para espalha-la. Desta forma, a populacao se vé livre da doenca

permanecendo saudavel para tempos futuros.

2.1 Modelo na rede regular unidimensional

Para o PC na rede regular unidimensional, cada individuo da populagao é iden-
tificado a um sitio ¢ de uma rede com, por exemplo, N individuos, como esbo¢ado na
Figura 2.1. Cada sitio podera ser representado em um determinado instante por uma
de duas situacoes: infectado ou saudavel. A cada um deles, associamos uma variavel
do tipo “gés de rede” (onde cada sitio pode ou nao conter uma particula) [4] : o; = 0, 1.

Para a nossa situacao, iremos definir que:

o; = 0, sitio vazio (individuo saudavel),

o; = 1, sitio ocupado (individuo infectado).

A contaminacgao de um sitio saudével podera ocorrer se ao menos um dos seus

primeiros vizinhos (vizinhos de contato) estiverem infectados. Este contagio ocorre
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Figura 2.1: Ilustragao para o modelo de rede regular unidimensional com N sitios. Os sitios
infectados sdo representados na cor preta. Neste instante ¢, a configuracdo ativa do sistema

nos diz que o sitio ¢ possui seus dois primeiros vizinhos infectados.

com uma taxa de transi¢ao igual a n\/z, em que n representa o numero de vizinhos
infectados, A é um parametro positivo (a taxa de infecgdo da epidemia) e z, o numero
de coordenagao da rede (o nimero de primeiros vizinhos). Existe também a chance
de um sitio infectado tornar-se saudavel. Essa transicao ocorre a uma taxa unitaria
que independe do estado em que seus vizinhos se encontram. Uma vez que o individuo
tenha sido curado, estard sujeito a uma nova infeccao.

A equacao para a taxa de transicao do sitio i, que identifica uma varidvel
aleatoria no vetor de configuragdo o = (0y,09,03, ..., 04, ...,0n) pode ser escrita da

seguinte forma |4]:

wi(o) = %(1 )Y o5+ (2.1)

onde a soma em j envolve os primeiros vizinhos do sitio 7. Se acaso o sitio ¢ for igual

a zero (saudavel), entdo,
A
U)Z(O') :;ZO']‘, (22)
J

o que representa um termo de criacao de particulas. J& se o sitio ¢ for igual a um
(infectado),

que por sua vez, representa um termo de aniquilacao de particulas.
Para descrevermos a dinamica do PC, podemos escrever a equacao mestra para
o sistema [4] em termos da transi¢do de um unico sitio e sua distribui¢do de probabil-

idades em funcao do tempo. Adotaremos a dinamica assincrona onde a cada instante
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de tempo um unico sitio da rede é alterado:

GPED) = Y Tul€)PE) — wil©) P& D), (2.4

onde, de forma geral, temos & = (£1,&2,&3, ..., &, ..., En) representando o vetor de con-
figuracoes em um instatnte ¢, sendo & uma variavel gas de rede localizada no sitio
ie & = (£,6,8,...,(&)",....&v), 0 mesmo vetor, porém, alterado no sitio i. Esta
alteracao esta simbolizada pelo indice “estrela”. A probabilidade de o sistema, em um
certo instante ¢, estar na configuracao £ é dada por P(,1).

A partir dessa distribuicao de probabilidades podemos calcular o valor esperado

de qualquer funcao f(§) e de sua taxa de varia¢do temporal:

(F©) = D _FEOPE),

{¢}
d d
FUE) = G rore
= Y e PE 2.5)
{¢}

que usando a equagao (2.4), encontramos que

N

SAFE) = DFOY [wil€)PE ) —wi(§P(E 1)]

(€} i=1
= D ) WP t) — wi() P& 1) f(S)
{e) i=1

N

= 2.2 [FE)w©PE ) = FOui©)PE D)

= Y ([FE) - £ wile)) (2.6)

Como estamos tratando no PC com uma variavel gas de rede, entdo: o' = 1 — 0;, com
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i

o= (01,02,03,...,04,...,0n) € 0" = (01,09,03, ..., (0:)", ..., on). Segue entdo, que

d i
%<ai> = ([0’ = 0i] wi(0))

= ([1 -0 —oi]wi(0))

= ([1 =20 wi(0)). (2.7)

Substituindo a equagao (2.1) na equagao (2.7), podemos escrever que

d A
%@*i) = <[1—20i] [;(1—@);0]-—{—01- >

= 23 (- o e) — (o)

= Ap—9¢)—p

= (A=1)p— A9, (2.8)

em que foi assumido que p = (0;) e ¢ = (0;0;). Note que essa expressao é de intricada
integracao gragas ao termo ¢, que lida com as correlagoes entre os sitios da rede. Como
vimos no primeiro capitulo, é a teoria de CM nos ajudara a entender o comportamento
do PC truncando essa hierarquia de correlagoes entre os sitios. Para isso, precisaremos
fatorar o termo ¢, descorrelacionando-o. Desta forma, trataremos cada sitio como

sendo estatisticamente independente.

2.2 Aproximacao de campo médio

Com a aproximacao de CM poderemos obter informacoes acerca do comporta-
mento do PC na regiao critica, onde ocorre a transicao de fase.

Imaginemos entdo um vetor qualquer de configuragbes o = (01, 09,03, ...) € sua
probabilidade associada, P(c). Tomemos agora, o termo ¢ referente as correlagoes

entre dois sitios, ¢ e j da rede:

_ >.,0i0;P (o)
PTS P 29)

Descorrelacionando este termo ¢, teremos que a probabilidade anteriormente associada
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a ele serd agora dada por P (o) = P (c') P (07), ou seja,
2., 0i0;P (") P (07)
> P (0%) P(07)
= (03) (75 - (2.10)

¢

Assumindo uma homogeneidade espacial, podemos escrever que ¢ = <0i>2 = p?. Logo,
podemos reescrever a equagao (2.8) da seguinte forma:

d
P = (A—1)p— A% (2.11)

Vemos que a equagdo (2.11) apresenta uma bifurcacdo do tipo transcritica [24] em
A = A. = 1. Para taxas inferiores a 1, a fase absorvente é a fase estavel, invertendo-se
este quadro para valores iguais ou superiores a A\, = 1. A partir dai, a fase absorvente
torna-se instavel.

Em resumo, temos que,

p = 0, A1 (regime subcritico)

1—XA"' A>1 (regime supercritico)

he]
Il

onde p é o estado de densidade estacionaria (t — 00) estavel para cada fase. Note que
o estado estacionério para o regime subcritico nao contém nenhum individuo infectado
(estado absorvente), o que ndo ocorre para o regime supercritico, onde p = 0 é o estado

instavel.

2.3 Diagrama de fase

De acordo com a equagao (2.11), a densidade estacionaria de sitios infectados p
é diferente de zero somente para A > A.. Em uma expansao na vizinhanca do ponto

critico, podemos escrever que, para A = X\ — A\, > 0,
p=A+0(A?). (2.12)

Segue entao que, para uma aproximacao de primeira ordem, devemos ter o expoente

B=1.
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A Figura 2.2 nos mostra um esboco para o comportamento da densidade de
sitios infectados em funcao da taxa de infeccao A. Nesta figura é contemplado o fato
de que a densidade p apenas é diferente de zero para valores acima de um valor critico
A, que separa as duas fases, absorvente e atival. Acima deste valor, a relacao segue
a lei de poténcia apresentada na aproximacao de primeira ordem da expansao dada

anteriormente.

Figura 2.2: Esbogo para a densidade estacionéaria em fungao da taxa A. Seu valor critico A.

marca a transicao entre as duas fases, absorvente e ativa.

A integragao da equagao (2.11) com A # 1 resulta em

A
plt) ~ =7 (2.13)

de onde podemos obter uma informagao acerca do tempo de relaxacao, 7. Ele diverge
quando A — )., proporcionalmente a |A|7!. Dessa forma, podemos caracterizar este

comportamento do tempo de relaxagao definindo o expoente v, via
T o |A]7Y (2.14)

Se definirmos um comprimento £ para as correlacoes entre partes do sistema, espera-se

INesse caso, dizemos que p é um parametro de ordem, com o qual identificamos cada uma das

fases. J4 A é um parametro de controle da transicao entre elas.

10
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que esse também diverja quando A — A.:
§ o [A[T, (2.15)

em que definimos um expoente v, .

2.4 Comportamento dependente do tempo

Algumas caracteristicas dependentes do tempo serao importantes para entender-
mos a evolu¢ao do PC. Informagoes como a probabilidade de sobrevivéncia da epidemia
e o nimero médio de sitios infectados nos dao um conjunto de expoentes que nos aju-
darao a entender a dinamica do processo. O numero médio de sitios infectados sera

dado por:

n(t) = <Zar(t)> , (2.16)

em que o, identifica um sitio infectado na rede, r é um vetor de posicao e os simbo-
los ( ) devem ser tomados como uma média sobre varias amostras de rede. Podemos
também calcular o raio médio de alcance do espalhamento de uma particula a partir

do centro da rede (origem),
1
2 - 2
R (t) = o <§ r ar>. (2.17)

A Figura 2.4 ilustra o espalhamento de uma epidemia sobre uma populagao partindo
da configuracao inicial comentada acima com a evolugao temporal do sistema no eixo
vertical, sentido para baixo. Cada um dos trés quadros sao apresentados de acordo
com diferentes taxas de infeccao a que a populacao foi submetida. Sao apresentadas
as fases subcritica, supercritica, bem como o espalhamento sobre a taxa critica ..
Nao existem resultados exatos para a taxa critica \., apenas valores aproxima-

dos. Por meio de técnicas numéricas e expansoes em séries [25, 26|, podemos dizer que

11
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Figura 2.3: Evolugao temporal (eixo vertical sentido para baixo) para o PC partindo de uma
configura¢do com um unico sitio infectado (pontos escuros) no centro da rede. Da esquerda

para a direita, temos as taxas de infeccao A = 3.0, A = 3.29785 e A = 3.5.

Ae = 3.297848(20) (valores entre parénteses denotam incertezas), para o PC em uma

dimensao.

2.4.1 Teoria de escala

No regime suficientemente proximo ao ponto critico, A — 0 (com £ — oo e
T — 00), a probabilidade condicional de encontrarmos uma particula em r, dado que

em ¢t = 0 havia uma tnica particula no centro da rede (origem), obedece a relacao
P(Ta t7 07 0) = tn_dZ/Qf(T/tZ/QJ Atl/yn)7 (218)

que é a descrigao fenomenologica proposta por Grassberger et al na referéncia |27| para
sistemas grandes e tempos longos. Esta hipotese é feita com base no comportamento
para a densidade de uma particula, conforme o paragrafo anterior, e na hipotese de
que propriedades assintoticas do sistema proximo ao ponto critico sao invariantes sobre
transformacoes de escala. Na equacao acima, d é a dimensao do sistema e f é uma
funcao de escala. Os demais expoentes, 1 e z serao trabalhados abaixo. Eles nos

informam a respeito do comportamento das grandezas (2.16) e (2.17) sobre o ponto

12
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critico.

Como um exemplo das consequéncias da hipotese de invariancia sobre escala,

podemos trabalhar com a probabilidade de sobrevivéncia da epidemia P(t). No regime

supercritico uma amostra pode sobreviver indefinidamente com P(t) — Py > 0,

quando t — oo. Para essa situacdo P, — p [8,27]. Com isso, podemos efetuar

reescalas do tipo |28|

P—ad’P,
A — aA,

t— a "It
Na vizinhanca do ponto critico, a invariancia sobre escala exige que
P(At) = d’P(al, a™"It).
Se o parametro a > 0 for tal que ta™"I = 1, resulta que
P(At) =t PMiP(AEYI 1),
Essa expressao pode ser reescrita como

P(t) ~ t (AL,

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

em que ® é uma funcio de escala dependente apenas do argumento AtV e § = By

O pré-fator t7-%/2 na hipotese de escala (2.18) pode ser justificado pelo fato de

que sobre o ponto critico A = 0, se integrarmos a equagao (2.18) sobre todo o espago,

devemos recuperar o comportamento esperado para a grandeza (2.16), que é dado por

n(t) oc

n(t) = <Zor(t)>
= /p(r, t)dr
— /tndz/Qf(r/tz/2’Atl/u|)ddr

{=dz/2 / f(r /2, At ddr,

13
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Usando-se a troca de variaveis u = r/t*/2, resulta que
n(t) ~ t"f (ALY, (2.24)

Podemos agir da mesma forma para a grandeza (2.17). No ponto critico, o comporta-

mento dessas grandezas dinamicas se reduzem a:

P(t) o« t°, (2.25)
n(t) o t", (2.26)
R*(t) oc t7. (2.27)

Na Tabela 2.1, vemos que os valores esperados para a anélise de campo médio (CM)
concordam com os valores obtidos a partir de 4 dimensoes. Os valores ali colocados
com indices (a), (b), (¢), (d), devem-se a simulagdes numéricas e expansoes em série
das referéncias [22,25,29, 30|, respectivamente. Para o leitor interessado sao também
recomendadas as referéncias [28,31] para o tratamento da aproximagcao de campo médio
para o PC, bem como para outros modelos com estado absorvente.

Nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6, mostramos os resultados das simulagoes realizadas
a fim de encontrar os valores (com corregoes de escala para tempos finito [8]) para os
expoentes das relagoes (2.25), (2.26) e (2.27). Estes valores possuem uma incerteza

que esta indicada entre parénteses.

14
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0
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Figura 2.4: Expoente d. Inclinacao igual a -0.159(2)
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Figura 2.5: Expoente 7. Inclinacao igual a 0.313(1)
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expoente | CM 1D 2D 3D 4D
o 1 |0.15947(3)® | 0.4505(10)° | 0.730(4)c | 14
" 0 | 0.31368(4)° | 0.2295(10)° | 0.114(4)° | 0¢
z 1 | 1.26523(3)7 | 1.1325(10)° | 1.052(3)° | 1¢

Tabela 2.1: Expoentes criticos do PC em d dimensoes. Os valores em parénteses denotam

incertezas. Para a dimensao critica d. = 4 seus valores sao os previstos pela aproximacao de

CM.

; T T T TTTTT T T T TT1TTT AA&A&A;
- i S
6| e |
10 o
o
i e |
= E e E
o] C ]
o A . AAAA"“AA ]
10 o
-
" -
e ]
2 AAAA
10'&5| NN \ T I
10° 10" 10°
t

Figura 2.6: Expoente z. Inclinacao igual a 1.265(2)

2.5 Teoria de escalonamento de tamanho finito

Ao analizarmos as divergéncias em torno do ponto critico e as correlagoes entre
partes do sistema, devemos nos lembrar que em uma analise computacional, qualquer
que seja o tamanho do sistema, ele sera finito! Nesse caso, o tinico verdadeiro estado
estacionario é o estado absorvente. Isso se deve ao nimero finito de configuracoes
acessiveis ao sistema, que eventualmente, visitara o estado absorvente. Iremos, entao,
nos ocupar do emprego da teoria de escalonamento de tamanho finito (ETF) [8] e

estudar o estado dito quase estaciondrio. Esse estado é alcancado partindo-se de uma
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configuracao em que o sistema se encontre na fase ativa, ap6s um transiente que tem
sua duracao dependente de N e da distancia A para o ponto critico.

Na vizinhanca do ponto critico, onde & é grande, propriedades intensivas depen-
dem fortemente do tamanho do sistema. Esta dependéncia se espressa em termos da
razao entre o comprimento do sistema e o comprimento de correlagao, N/ - conven-
cionalmente representado por AN/¥L.

Um fato importante é que por meio da anélise de ETF podemos estimar o ponto
critico A.. Isso pode ser feito via simulacoes computacionais com amostras de diversos
tamanhos do sistema. Evidentemente, esperamos que para o limite de um sistema
infinito N — oo, a densidade de sitios infectados siga a relacdo p o< A?. Para N

grande e A pequeno, a densidade quase estacionaria pode ser descrita pela relacao
P\, N) oc N79/74 f(ANY), (2.28)

onde a funcdo de escala f(x) possui um comportamento assintotico f(z) — z° para
xr — 00 e vai para um valor constante quando  — 0. A notagao p, se refere ao estado
quase estacionario. Quando tivermos A = 0, i.e., no ponto critico, a equacao acima se
reduz a:

Pa(0, N) oc N0/, (2.29)

de onde podemos estimar o valor do ponto critico através do expoente [5/v, .
Para caracterizarmos este comportamento através do expoente /|, iremos esten-
der a equagao (2.11) para uma dependéncia também espacial e acrescentar um termo

difusivo com coeficiente de difusao D:

0

plE,8) = (A= 1) p(F.1) = (1) + DV?p(.1). (2.30)

Reescalando a densidade de sitios p(t) — (%Y1 p(CZ, ¢?/*t) (ver secdo anterior) na

equagao (2.30), resulta em que,

0
¢ p(@ 1) = (A= 1) pl@, 1) = PN (@) + DOV (& ). (2.31)
onde temos a imposi¢ao de que 2/z = —(3/v, = 2 para respeitar a invariancia sobre

escala.
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Podemos resumir os expoentes criticos obtidos para o PC, tratados nessa secao,

a partir da aproximacao de CM como na Tabela 2.2.

Expoente | Campo Médio
I} 1
V| 1
vy 5

Tabela 2.2: Valores obtidos pela aproximacdo de Campo Médio para os expoentes criticos

do Processo de Contato.

2.5.1 Implementacao computacional

No modelo computacional, a cada passo de tempo escolhemos aleatoriamente
um sitio infectado da rede e um entre dois eventos: cria¢ao, no qual ocorre a infeccao
(criagao de uma particula) de um sitio vizinho com probabilidade p. = A/(1 + ) ou
aniquilag¢ao, no qual ocorre a cura (aniquilagdo de uma particula) com probabilidade
Pa = 1 —p.. No processo de criagao, escolhemos ao acaso um dos primeiros vizinhos do
sitio escolhido e com probabilidade p.., o infectamos caso esse nao esteja infectado. Ja no
processo de aniquilacao de particulas, ao escolhermos em um processo aleatorio um sitio
dentre os ja infectados, com probabilidade p, o curamos. A cada passo, incrementamos
o contador de tempo em 1/N,, em que N, é o numero de sitios infectados, alcangando
assim, em média, um evento por sitio até um namero de iteragoes ja estipulado (o tempo
méximo). Este procedimento, em que trabalhamos com uma lista de sitios ocupados
(note que apenas tomamos individuos infectados), promove um melhor desempenho
computacional. Uma vez que todo esse processo é realizado sobre um grande espaco
amostral, essa estratégia nao acarreta em perda de informacao.

Voltando ao estado quase estacionario mencionado anteriormente, esse nos aju-
darid a estudar o comportamento na vizinhanca do ponto critico em simulagoes de
sistemas computacionais finitos. O que fazemos aqui é retirar propriedades estatisticas
somente sobre amostras que sobreviveram a tempos finitos estipulados nas simulacoes

computacionais. Isto é, apenas analisamos estatisticas sobre o espaco amostral que nao
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visitou o estado absorvente.

—1L=20
. L=100 | |
) —L =500
. — L= 1000
&5 0.5 |
.
N
.
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NS e - -
~N
~
“‘--.‘______-
] Lol ] Lol ! Lol ! Lo
10” 10" 10° 10° 10"
{

Figura 2.7: Simulacdo quase estacionaria da densidade de sitios infectados em fungao do
tempo do PC em uma rede regular unidimensional com A = A.. De cima para baixo, os
tamanhos de rede quadrada simulados foram, respectivamente, N= 25, 50, 100 e 200. A

curva que melhor se ajusta aos dados (linha tracejada) possui inclina¢ao § = —0.16.

Na Figura 2.7 mostramos o resultado das simulacoes para a analise quase esta-
cionaria realizadas a partir do modelo computacional descrito acima.

Os valores calculados como médias convergem para seu valor estacionério no lim-
ite termodindmico em que N — oo. Para ilustramos este fato importante, mostramos
na Figura 2.8 o resultado para o comportamento da densidade de sitios infectados
em funcao da taxa de infeccao. Note, que como dito acima, ao simularmos sistemas
cada vez maiores, o comportamento do grafico tende ao comportamento apresentado
na Figura 2.2.

Na Figura 2.7 as simulagoes foram realizadas com A = \.. Ja na Figura 2.8,
podemos perceber o valor da taxa critica convergindo para o valor A\, = 3.297848(20)

apresentado na referéncia [25|, & medida que cresce o valor de N.
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A-a|l =20
coL =100 i

mm| =500
0,24 | =1000| -

Figura 2.8: Densidade quase estacionaria em funcao da taxa de infecgdo. A taxa critica é

indicada no gréafico.
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Capitulo 3

Fundamentos de redes complexas

Redes complexas tem suas raizes na teoria de grafos [35,36]. Nesta teoria,
estamos interessados nos elementos e suas relacoes em um sistema. Identificamos os
elementos interagentes aos no6s de uma rede e suas relacoes as conexoes entre eles.
As caracteristicas destes componentes de uma rede dependem do tipo de sistema que

buscamos estudar.

3.1 Conceitos e definicoes basicas

Matematicamente, uma rede R é definida por um par de conjuntos R = (v, ¢),
em que v é um conjunto contavel e nao vazio de elementos que podemos denominar
vértices ou nos, enquanto € é um conjunto nao ordenado de pares de diferentes vértices,
que podemos chamar de ligagoes ou links. Como vinhamos fazendo ao longo do texto,
referenciamos os nés em uma rede usando uma letra mintdscula ¢ ou j. Logo, a ligacao
(1, 7) une dois nos, i e j, e dizemos entao que eles sao adjacentes. Desta forma, podemos
construir o que chamamos de matriz de adjacéncia, M = {a;;}, N x N, definida da

seguinte forma:

1, se (i,7) € ¢
0, se (i,7) ¢ e.

Para o nosso caso, trabalhando com uma rede nao direcionada, a;; = a;; (ver

a'ij =

se¢ao 3.2), isso implica que essa matriz contém informagoes redundantes. A Figura 3.1

é a representacao de uma rede. Ao lado esta escrita a matriz de adjacéncias correspon-
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@ 112 ]3[4 5
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Figura 3.1: Representacao da matriz de adjacéncias.

dente.

H& uma outra abordagem em que podemos trabalhar com uma lista que iden-
tifica cada ligacao de um certo né da rede. Desta forma, poderemos construir uma
matriz de ligagoes, na qual cada linha diz respeito a um né da rede, enquanto que
nas colunas, fazemos uma listagem das conexoes que este no realiza. Na Figura 3.2, o
desenho ilustra uma rede construida conforme sua matriz de ligacoes ao lado.

©

NS N &) I -

® O

NW=~Oh|W|N

albdlwn|a
WINIO|W[N |-
alala|an|w

Figura 3.2: Representacao da matriz de ligagoes.

Buscando uma otimizacao computacional para nosso trabalho, onde teremos re-
des com um grande niimero de nés, podemos minimizar o gasto com memoéria adotando

esta matriz de ligacoes.

3.2 Classificagcao

Héa diferentes maneiras de se identificar uma rede complexa a uma rede real.

As ligacoes entre os noés podem ser simétricas como, por exemplo, em um circulo
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de amigos, no qual as pessoas mantém lagos de amizades reciprocos. Ou podem ser
também assimétricas, como é o caso de pessoas famosas, um ator por exemplo, em que
varias pessoas o conhecem mas ele nao conhece todos os seus fas. Ao primeiro caso
damos o nome de rede nao direcionada, e ao segundo caso de direcionada.

Também podemos pensar, por exemplo, em uma rede de citagoes cientificas [37|
onde devemos levar em conta o fato de um autor fazer referéncia a um de seus trabalhos
anteriores, criando assim, em uma abordagem de rede uma auto conezao.

Como em uma rede de telefonia, ha também a possibilidade de verificarmos a
forca de uma relacao de amizade a partir da freqiiéncia com que duas pessoas se falam.
Para isso, podemos atribuir pesos para as conexoes entre dois individuos quaisquer.

As caracteristicas atribuidas aos n6s também podem influenciar a abordagem de
rede. Pode-se construir uma rede em que nao se faz necessario diferenciar seus noés, o
que nao aconteceria em uma rede de relagoes sexuais em que devemos diferenciar o “n6
masculino” do “n6 feminino” [15|. Estas particularidades tém uma enorme implicac¢ao
na forma como processos dinamicos se desenrolam em uma rede complexa.

Na Figura 3.3, ilustramos as diferentes modalidades de redes complexas que
comentamos brevemente acima. Em nosso estudo, utilizamos apenas redes complexas
do tipo nao direcionadas devido a simetria entre as ligacoes dos noés, que também nao
sao diferenciados.

Nas proximas secoes, discutiremos trés importantes topologias de redes com-
plexas e suas principais caracteristicas estatisticas. De fato, discutiremos apenas aque-
las de relevancia direta para nosso estudo, indicando ao leitor interessado algumas

referéncias ao longo do texto.

3.3 Rede aleatéria, Watts-Strogatz e sem escala

Dentre as topologias de redes complexas que vém sendo estudadas nos tltimos
anos, duas delas recebem grande atencao: a rede proposta por D. Watts e S. Strogatz
(WS) [9] e a sem escala [10]. Anteriormente a essas duas topologias, Erdés e Rényi [23]

introduziram um modelo de rede com ligacoes aleatorias entre seus nos (modelo ER)
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Figura 3.3: Classificacao de redes complexas. Ilustragao para diferentes tipos de redes com-
plexa, sendo (a) nao direcionada, (b) direcionada, (c) com auto conexdo, (d) com pesos, (e)

sem diferenciacdo entre nos e (f) com diferenciagdo dos nos. Retirada da referéncia [38].

com o objetivo de entender melhor algumas redes reais. A rede WS [9], de certa forma
supriu uma deficiéncia da rede aleatéria de reproduzir uma caracteristica corriqueira
da vida social. Essa caracteristica reflete o fato de que em nossos circulos sociais nossos
amigos também podem ser amigos entre si, e por sua vez, conhecer outras pessoas de
outros grupos, que eventualmente, de uma forma ou de outra, também se relacionam
conosco. Isso nos da uma idéia de que por maiores que sejam as distdncias entre dois
individuos quaisquer, ha sempre uma relacao de grupo que acaba sendo mais forte.
Este efeito nos da a sensacao de um “encurtamento geografico”. Deverd ser facil, por

exemplo, tragar um elo de colegas que ligue o autor ao leitor...
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Em outras situagoes, como a rede de hyperlinks na www, passando também
por redes aéreas até redes protéicas, encontramos apenas alguns noés muito conectados,
frente a um grande grupo com poucas conexoes e também um crescimento do ntimero
de n6s da rede. Nestes casos, a topologia sem escala mostra-se uma ferramenta eficiente
para o estudo das propriedades desses sistemas. Ainda dentro dessa ultima variedade
de rede complexa, h4 um grande interesse atualmente em redes sem escala na qual
seus nos possuem uma preferéncia a se conectarem com outros de igual nimero de
ligacao. Dessa forma, fica evidente a necessidade de se estudar as correlacoes vigentes
entre os nés de uma rede complexa. Destacaremos algumas propriedades das topologias
citadas, que serao alvo das secoes seguintes. Para o leitor interessado, sao indicadas as

referéncias [11-13, 38] para uma revisao mais abrangente.

3.3.1 Rede aleatoria

Redes aleatorias foram introduzidas por Erdos e Rényi (modelo ER) na década
de 1950, a partir de estudos sobre métodos probabilisticos na teoria de grafos [23,36].
Esta rede é tal que seus nos possuem conexoes feitas de forma aleatoria entre si.

Para construirmos a rede ER, devemos primeiramente estabelecer o seu nimero
de nos. Em seguida, devemos aleatoriamente escolher dois dos pares de nos dentre os
N(N —1)/2 possiveis e com probabilidade p, conecta-los, ndo repetindo ligagoes.

O modelo ER possui um nimero estdtico de noés. Assim, sua dinamica é exclu-
sivamente atribuida as conexoes que sao realizadas sobre pares de nés. Segue também,
que cada né terd um nimero k£ de conexdes com outros da rede. A esse nimero de-
nominamos grau de conezrao, ou seja, k; ¢ o numero de conexoes realizadas pelo no6 ¢ da
rede. Relacoes entre nos e seus graus de conexoes guardam importantes caracteristicas
sobre uma rede, como comentamos na se¢ao anterior.

Na Figura 3.4, apresentamos o resultado das simulacoes computacionais de uma
rede aleatoéria buscando a relacao entre o nimero de ndés e a média do nimero de
conexoes na rede aleatoria. Esta relacao mostra o comportamento de uma distribuicao
binomial que desvia pouco da distribuigao de Poisson para p pequeno. J& na Figura

3.5, mostramos uma ilustragao para uma possivel organizacao espacial dos nos para o
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Wr———————————————————

Numero de ligacoes

Figura 3.4: Relagdo do namero de nos e a média do nimero de conexoes realizadas em uma

rede aleatoria com 2000 nos. Sdo apresentadas curvas para diferentes probabilidades p.

modelo ER. Nesta situagao, temos uma rede constituida de 50 nos e probabilidade de

conexao igual a 0.3.

Yy
S/

Figura 3.5: Tlustragdao da rede Erdés-Reényi constituida por 50 nés e com probabilidade de

conexao p = 0.3.
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3.3.2 Rede Watts-Strogatz

A rede Watts-Strogatz (modelo WS) foi proposta na década de 1990 com o
intuito de reproduzir uma caracteristica corriqueira encontrada nas redes sociais de
que nossos amigos também sao amigos entre si. Para construirmos essa rede podemos
imaginar inicialmente um grupo de N individuos (nés) conectados em uma configuragao

de anel, cada com seus n primeiros vizinhos. Note que n representa o ntimero de

Figura 3.6: Tlustracao para a configuracdo em anel de uma rede social para o algoritimo da

rede Watts-Strogatz.

primeiros vizinhos, n/2 de cada lado de um individuo qualquer (como mostrado na
Figura 3.6, em que n = 2). Com essa configuragao, escolhemos aleatoriamente um no
e sua ligacao com seu vizinho mais préximo no sentido horario. Com probabilidade p,
redirecionamos esta ligagdo para qualquer outro n6 do anel (rede), sem que esta seja
uma duplicata. O mesmo procedimento é feito para o préximo no, completando assim
toda a volta na rede. Apoés a primeira volta completa, repete-se o procedimento para
os segundos vizinhos e assim por diante, no caso de n > 4. Note que com a variacao
da probabilidade de redirecionamento, teremos noés com diferentes valores para k. A
Figura 3.7 ilustra esta dinamica a partir do redirecionamento de ligagoes na rede WS.
Variando os valores de probabilidade de redirecionamento, alcancamos trés diferentes
topologias: regular, mundo pequeno e aleatoria.

Partindo da idéia apresentada na secao 3.3.1 de que o niimero k nos d& o ntimero

de ligacoes de um no6 qualquer da rede, podemos definir uma funcao grau de distribui¢ao
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Regular Mundo Pequeno Aleatdria

Probabilidade

Figura 3.7: Variando a probabilidade de 0 para 1, a rede Watts-Strogatz apresentaré trés
regioes com diferentes topologias: regular (anel a esquerda com cada individuo possuindo 4

vizinhos de contato), mundo pequeno e aleatoria (anel a direita).

de conectividades, dada por P(k). Essa é igual a fracdo de nés que possuem grau
de conexao k. Iremos assumi-la normalizada. Nao podemos nos esquecer, que ao
atribuirmos uma probabilidade de conexao igual a zero no modelo WS, todos os nos
terao um mesmo nimero de conexoes k. Isso implica que o grau de distribuicao é uma
funcao delta centrada em k e que a rede é regular.

Mas quando aumentamos a probabilidade de conexao, surgem eventualmente,
conexoes entre nos com diferentes valores para k. Podemos obter uma informagao a
esse respeito através da probabilidade condicional de um n6 de grau k estar conectado

com um no6 de grau k’. Segue entdo a normalizagao

> Pk)y=> P(K|k)=1. (3.1)

Na Figura 3.8, mostramos o resultado das simula¢oes computacionais do modelo
WS buscando identificar o grau de distribuicao para diferentes valores de probabilidade
para o redirecionamento de ligacdes. Sao mostradas curvas para probabilidades dentro
da faixa de p = 0.01 até p = 1.0. As curvas correspondentes as probabilidades p = 0.45
e p = 1.0 estao dentro da regiao aleatéria, onde vamos ao encontro do comportamento
apresentado na secao 3.3.1 para redes aleatorias. Ainda na Figura 3.6, para as curvas
com probabilidades p = 0.01, 0.045 e 0.1, surge um efeito caracterizado por um pico
em k = 4.

Para entendermos melhor as caracteristicas destas trés regioes, iremos introduzir
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Figura 3.8: Grau de distribuigdo da rede Watts-Strogatz para diferentes valores da probabil-

idade p de redirecionamento. Nesta simulagdo foi usada uma rede com 2.000 nés e n = 4.

dois novos conceitos. O primeiro deles reflete o que discutimos na secao 3.3 sobre
o carater de grupo em uma rede social. Essa caracteristica da rede serd dada pelo
coeficiente de agrega¢ao denotado por C'. Para entendermos este coeficiente é sugestivo
que o leitor, se imaginando um n6 da rede, se faca a seguinte pergunta: Quantos sao
os meus vizinhos que sao também vizinhos entre si? Ou em outras palavras, em nossas
relacoes de amizade, poderiamos nos perguntar: Quais dos meus amigos sao também
amigos entre si? Supondo que vocé tenha k; vizinhos, entdo existem k;(k; — 1)/2
conexoes possiveis entre seus vizinhos. Supondo ¢; conexoes efetivamente realizadas
por eles, entao o coeficiente C; serd dado por (o subindice i refere-se ao né ¢ da rede),

262'

Ci= li(k; — 1)

(3.2)

A Figura 3.9 mostra o resultado das simulagdes computacionais realizadas para
verificar o comportamento do coeficiente de agregacao na rede WS sendo normalizado
ao valor obtido para o caso regular, p = 0. A regiao em destaque é a regiao onde

sabemos ocorrer o comportamento com o pico em k = 4 (ver Figura 3.8). Podemos ver
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Figura 3.9: Comportamento do coeficiente de agregagdo em uma rede Watts-Strogatz.

que esta regiao ¢ marcada pelo inicio da queda no comportamento constante de grande
agregacao da rede, terminando em valores ainda assim altos, principalmente quando
comparados a queda observada na regiao a direita. Mais adiante somaremos esta
verificacao com mais uma importante informacao. Note que o coeficiente de agregacao
para o caso regular (p = 0) é independente do tamanho da rede, somente de sua
topologia.

O segundo conceito do qual precisamos para identificar propriedades caracteris-
ticas de cada uma das trés topologias citadas na Figura 3.7 é o comprimento médio do
menor caminho, L, entre dois nds quaisquer na rede. A idéia para alcancarmos esse
coeficiente é bem simples, embora computacionalmente, um algoritimo eficiente nao
seja de trivial implementacao!. O leitor pode se perguntar: O quanto distante estou de
um né qualquer escolhido aleatoriamente na rede? QQuais sao os caminhos, através de
outros individuos, que me levam a ele? Devemos, portanto, contar o niimero médio de

conexoes entre dois nos sorteados na rede. Lembrando que deveremos calcular o menor

Uma eficiente implementagio para o cdlculo de L é o algoritimo de Dijkstra (ver referéncias
[38,39]).
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caminho dentre todos os existentes entre os dois nés. A Figura 3.10, retirada da refer-
éncia [13], nos mostra o comportamento do comprimento médio do menor caminho, L,
bem como do coeficiente de agregacio, C, ambos normalizados para o caso regular. E
importante notarmos que L depende do tamanho da rede. O coeficiente L nao comeca
a declinar enquanto p > 2/Nk (em que N é o tamanho da rede) [40] garantindo assim
a existéncia de ao menos um atalho, dado por um redirecionamento de longo alcance
na rede. Para redes grandes nao faz sentido falarmos de uma regiao regular. Neste
caso, N — oo fazendo com que o comportamento de mundo pequeno aparega para p
pequeno.

Nas investigagoes sobre a dindmica do PC na rede WS (Capitulo 4) nao apre-
sentaremos resultados para a “topologia regular”, apenas para as topologias de mundo

pequeno e aleatoria.
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Figura 3.10: Comportamento do comprimento médio do menor caminho, L, e do coeficiente
de agregacao, C, ambos normalizados para o caso regular. A réapida queda no logaritmo de
L(p) corresponde ao quadro de mundo pequeno da rede. Durante essa queda, C(p) permanece
quase constante, mostrando a dificil deteccao da transicdo para o efeito de mundo pequeno

em um nivel local (retirada da referéncia |13]).

A primeira topologia, regular, possui um alto coeficiente de agregagao entre nos

e, também um valor alto para o comprimento médio do menor caminho entre pares.
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Para valores altos de probabilidade associados ao redirecionamento, ji na topologia
aleatoria, a rede WS produz um valor baizo tanto para o coeficiente de agregagao
quanto para o comprimento médio do menor caminho.

Entre estas duas topologias encontramos um comportamento tipico das redes so-
ciais. Enquanto encontramos um valor baizo para o comprimento médio do menor cam-
inho, nos deparamos com um coeficiente de agregacao significativamente alto. Nesta
faixa, um ntimero pequeno de conexoes de longo alcance entre nés garantem um encur-
tamento das distancias na rede, enquanto as varias conexoes de curto alcance garantem
sua alta agregagao. Isso é mostrado no anel central da Figura 3.7. Este efeito de mundo
pequeno reflete a teoria dos “Seis graus de separagao” [41], em que existem em média
apenas seis lagos de amizade (dentre outros tipos de lagos) separando dois individuos

quaisquer no mundo.

3.3.3 Rede sem escala

Diferentemente dos dois modelos apresentados nas secoes 3.3.1 e 3.3.2, onde
as redes possuiam um nimero fixo de noés, existem sistemas que evoluem no tempo
apresentando um crescimento. Eo que acontece, por exemplo, na internet onde a cada
dia surge um novo numero de sites. No surgimento desses sites, eles se conectam a
outros ja existentes, a fim de se tornarem mais visados e conseguirem um maior nimero
de acessos. Para isso, os sitios da internet mais acessados sao aqueles que conseguem
mais conexoes novas e possuem um nuamero de ligagoes (links) muito grande - sdo os
chamados hubs.

Esses dois novos ingredientes (o crescimento da rede com o passar do tempo
e a conexao preferencial) foram modelados por Barabési e Albert (BA) [10] para a
construcao de redes que guardam uma caracteristica tal como a exemplificada no caso
da www. Esses ingredientes fazem com que esse modelo de rede complexa apresente
caracteristicas bem diferentes dos modelos ER e WS. Enquanto os modelos ER e WS
apresentam, digamos, um carater democratico, onde a maioria dos nés apresentam

aproximadamente o mesmo nimero de ligagoes, no modelo BA, essa relacao do grau
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de distribuicao é dada por uma lei de poténcia do tipo

P(k) ~ k™. (3.3)

E como se pensassemos em uma fila de adultos e medissemos suas alturas. A
resposta a esse experimento estard dentro de uma escala para alturas de humanos
adultos, apresentando um comportamento tipico de Poisson. Mas, ao invés disso,
aparecesse um numero significativo de pessoas, digamos, gigantes! Isso colocaria nosso
experimento fora da nossa escala de alturas. Essa classe de redes complexas recebeu o
nome de redes sem escala.

Para construirmos o modelo BA, iniciamos com um ntimero mg de nés, conec-
tados entre si. A cada passo um novo no é acrescentado a rede e fara um niamero m de
ligagoes menor ou igual ao niimero inicial de noés. Estas conexoes serao feitas com base
em uma probabilidade, II, que dependera do ntimero de conexoes realizadas pelos nos
que ja se encontravam na rede. Isso ird gerar uma conexao preferencial, privilegiando
os n6s mais conectados a receberem novas ligacoes. Essa probabilidade podera ser
escrita como

k) = = (3.4)

N
em que a soma presente no denominador é feita sobre todos os nos da rede. Apos
t passos de tempo, iniciando a rede com mg nos e realizando m ligagoes para cada
novo nd que entra na rede, teremos entao um total de N =t + mg noés e mt ligagoes
entre eles. Na Figura 3.11, mostramos o resultado alcancado & partir de simulagoes

computacionais para o grau de distribuicao do modelo BA partindo de mg = 3 nds e

cada novo no realizando m = 3 novas conexdes de acordo com a equagao (3.4).

Pelo comportamento do grafico da Figura 3.11 com uma cauda pesada do grau
de distribuicao, vemos que poucos nos fazem muitas ligacoes, enquanto a maioria dos
no6s tem poucas. Isso faz com que a rede tenha um carater heterogéneo para as conec-
tividades, com grandes flutuacoes. Matematicamente, podemos estuda-las através do

segundo momento da distribuigao de conectividade [42].

(k*) = /OO k*P(k)dk (3.5)

mo
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Figura 3.11: Grau de distribui¢ao para o modelo Barabasi-Albert. Partindo de mg = 3 nos
interconectados e cada novo né realizando m = 3 novas ligagoes até um total de 300.000 nos.
A figura mostra o comportamento do grau de distribui¢do da rede livre de escala seguindo
uma lei de potencia. A inclinagdo da linha pontilhada, que melhor se ajusta aos dados é de
-2.9.

em que mg > 1 é o menor grau possivel na rede e tratamos k& como uma variavel
continua por simplicidade. Usando a relagao (3.3), resulta que

(k*) ~ T, (3.6)

mo
Um fato importante que serd usado no proximo capitulo é que para valores de v > 3 a
equagao (3.6) fornece uma dispersao finita e um valor bem definido para (k) dado por

(k) = / Pk k. (3.7)

mo
Este comportamento é o mesmo observado na rede WS. Para 2 < v < 3 a dispersao é

infinita, embora o valor médio seja definido.

3.4 Modelos epidémicos e redes complexas

O modelo de PC discutido no capitulo 1 é um modelo muito explorado pela

Fisica Estatistica e considerado um sistema para o desenvolvimento de novos métodos
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para problemas longe do equilibrio [8]. Talvez por este motivo, o PC tenha recebido o
apelido de “modelo de Ising” dos processos longe do equilibrio.

Ja para a epidemiologia, os modelos mateméticos mais usados sao outros. Os
principais modelos basicos sao os modelos susceptivel-infectado (SI), susceptivel-infectado-
susceptivel (SIS) e susceptivel-infectado-removido (SIR) [43,44]. Estas generalizagOes
do PC ganharam grande atengao na literatura de redes complexas |?7,32-34,42|. Ire-
mos tratar brevemente dos resultados encontrados para a transicao de fase com estado
absorvente para o modelo SIS nos modelos de redes complexas WS e BA, devido a sua

relacao com o PC em redes regulares.

3.4.1 Modelo SIS

No modelo SIS cada individuo, tratado como um né da rede, estard em um
de dois diferentes estados: saudéavel (e susceptivel & doenga) e infectados. Cada um
deles percorre estocasticamente o ciclo susceptivel-infectado-susceptivel, dai o nome do
modelo.

A cada passo de tempo, cada no susceptivel, que tenha ao menos um vizinho
infectado, contrai a doenca com uma taxa A. Ao passo que nos infectados sao curados a
uma taxa unitaria e estao novamente sujeitos a uma reinfeccao. Observe que o modelo
nao faz mencgao alguma sobre a possibilidade de individuos serem removidos devido
sua morte ou imunizacao a doenca. Estas tultimas caracteristicas sao contempladas no
modelo SIR [42—-44].

Em uma correlacao entre os conceitos da fisica estatistica e os da epidemiologia,
podemos ligar o conceito de transicao de fase descrito nos capitulos 1 e 2 com o de
limiar epidémico, o qual determina a taxa critical a partir da qual a epidemia persiste
por tempos longos. O limiar epidémico (ponto critico) separa uma fase ativa com
uma densidade estacionaria de nés infectados de uma fase absorvente com apenas nos

saudaveis.
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Modelo SIS na rede Watts-Strogatz

Como vimos na secao 3.3.2, a rede WS apresenta uma distribuicao de conectivi-
dade P(k) com um pico no valor de conexao médio entre nés (k) que decai exponen-
cialmente para valores k > (k) e k < (k). Neste cenério a hipotese de homogeneidade
da rede pode ser adotada. A equacao para a densidade de nés infectados no modelo

SIS na rede WS sera dada por:

9 plt) = —p(t) + AR} p(1)[1 — p(1)]. (5.9
O primeiro termo do lado direito desta equacgao refere-se aos individuos infectados que
sao curados a uma taxa unitaria. Ja o segundo termo representa a densidade média de
novos individuos infectados que é proporcional a taxa de infeccao A, o nimero médio de
conexdes de um né? e a probabilidade desta ligacao esta sendo feita com um individuo
susceptivel. Impondo a condigao estacionaria d;p(t) = 0, obtemos o limiar epidémico

A = (k) e resulta que

p = 0, se A<,
p o~ A=X—)X, seA> )\,

Novamente, podemos recorrer aos conceitos da Fisica Estatistica e identificar p
como o parametro de ordem e A como o de controle. Assim, podemos também recorrer
as mesmas analises de CM realizadas no capitulo 2, sendo que para o modelo SIS, a
transigao de fase absorvente-ativa acontece em A. = 1/K, em que K é o namero inicial
de vizinhos conectados a um n6 qualquer da rede WS.

No trabalho apresentado por Pastor-Satorras e Vespignani [34] foram mostrados
os resultados de simulagoes computacionais por eles obtidos, em que tanto os expoentes
criticos como a taxa de transicao absorvente-ativa estao de acordo com as previsoes
de CM feitas. O valor predito por CM para a taxa critica é A\. = 1/K = 0.1666,
onde foi usado K = 3. O valor obtido através de simulagoes computacionais foi A\, =

0.1643 £ 0.01 [34].

2Para redes homogéneas cada n6 possui em média o mesmo ntimero de ligacoes k ~ (k).
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Modelo SIS na rede Barabasi-Albert

Como vimos na secao 3.3.3, a auséncia de uma escala caracteristica induz uma
forte flutuacao na distribuicao de conectividade da rede que nao pode mais ser negli-

genciada. A equacao para a densidade de nos infectados no modelo SIS é dada por:

9 pelt) = (1) + AK[1 ~ pe(D]Op(1)), (39)
em que pg(t) é a densidade relativa de nos infectados com k ligagdes. Novamente, o
primeiro termo do lado direito desta equacao estd associado aos individuos infectados
que sao curados a uma taxa unitaria. Ja o segundo termo, representando a densidade
média de novos individuos infectados na rede, considera a probabilidade de que um n6
com k ligagoes esteja susceptivel [1—pg(t)]. A probabilidade deste evento é proporcional
a taxa de infecgdo A, o nimero de conexoes k e a probabilidade ©(p(t)) de que uma
ligacao qualquer aponte para um né infectado. No estado estacionério, p é apenas uma
funcao de A. Logo, a probabilidade © também passa a depender implicitamente da
taxa de infec¢do. Impondo 9;p(t) = 0, obtemos que:

kAO(N)

ENBY-T00 (3.10)

Pr =

A heterogeneidade da rede deve ser levada em conta no calculo de ©. De fato, a proba-
bilidade de que uma ligacao qualquer aponte para um n6 com s ligacoes é proporcional
a sP(s), i.e., uma ligacao tomada em um processo aleatorio estara com maior probabil-
idade conectada a um n6 infectado com um grande ntimero de conexoes. Disto resulta

a relacao,
E A1
§ sP (3:.11)

Finalmente, podemos calcular o parametro de ordem p usando a relagao,
p=>Y _ Pk)p. (3.12)
k

Para realizar o calculo para o modelo BA, vamos considerar £ como uma variavel
continua e substituir os somatorios por integrais [10]. A distribui¢ao de conectividade

completa ¢ dada por P(k) = 2m?/k=3 |13], em que m é o nimero minimo de conexdes
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de cada n6. Sendo a conectividade média dada por
o

k) = / kP (k) dk = 2m, (3.13)

m

a equacgao (3.11) pode ser reescrita como

1 k2
que tem como solucao,
e~ !/mA 1/mAy—1
= 1—e /MY, 1
O = (1= ¢ ™) (315

Resolvendo a equacao (3.12), levando em conta a expressao para © acima, encontramos
p~ e HmA (3.16)

Surpreendentemente, nao ha ponto critico finito neste modelo. Isto é, A\. = 0. Na
referéncia [34| sio mostrados resultados obtidos através de simulagoes computacionais

que confirmam esta previsao de CM.
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Figura 3.12: Densidade de nos infectados como uma fungao de A na rede WS (linha cheia) e

na rede BA (linha pontilhada). Retirada da referéncia [34].

Para nao deixarmos o foco do nosso texto, que é o PC em redes complexas, sao

deixadas as referéncias [34,42] onde o leitor interessado podera obter informagoes sobre
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outros comportamentos e propriedades sobre a transicao de fase desse modelo nas redes
WS e BA. O fato de relevancia para nosso trabalho é que apesar da grande semelhanca
entre os dois modelos SIS e PC, os resultados pela teoria de CM para as taxas criticas
do PC nas redes WS e BA nao sao confirmados por simula¢des computacionais, como

poderemos ver nos proximos capitulos.
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Capitulo 4

O processo de contato na rede

Watts-Strogatz

Neste Capitulo, apresentamos uma anéalise da transicao de fase com estado ab-
sorvente do PC na rede WS. Recorrendo a teoria de ETF, pudemos estudar o estado
quase estacionario do PC determinando um conjunto de expoentes criticos e valores
para as taxas de transicao de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatéria da
rede do modelo WS. Usando a abordagem para a aproximacao de CM [7,45] discu-
tida na literatura |7,18-21|, verificamos que embora ela falhe na determinagao dessas
taxas criticas, o conjunto de expoentes criticos previstos por essas abordagens de CM

concordam com nossos resultados numéricos.

4.1 Equacao para a densidade de sitios infectados

Precisamos de uma equacao que nos revele a densidade de sitios ocupados em
funcao do tempo. Com ela, poderemos retirar informacoes sobre o comportamento do
PC em uma rede complexa.

A equagdo que procuramos constitui-se de dois ingredientes basicos: (i) um
termo de criacao de particulas e (ii) um outro de aniquilagdo. O termo de aniquilagao
deve ser proporcional & densidade de nés ocupados, enquanto seu termo de criacao
devera levar em conta o niimero de nos vazios.

Vamos entao definir uma densidade média py(t) de particulas encontradas nos
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no6s com k ligacoes. Com isso,
p(t) = pil(t)P(k), (4.1)

em que p(t) é a densidade total. O termo de criagdo devera ser proporcional a proba-
bilidade [1 — px(t)] de que um no6 com k conexdes esteja vazio. Além disso, precisamos
levar também em conta a probabilidade de que este n6 vazio, com k conexoes, esteja
conectado com um outro né com k' conexoes ocupado. Podemos expressar esse fato
como sendo o termo P(K'|k) py(t). A equagdo para a evolugao temporal da densidade

pr(t) é entdao dada pela equacao de CM [18] para a fracao de sitios

W0 (1) + 2k~ o) Yo PEDIRD) (4:2)

k/

O fator 1/k" mostra que uma nova particula é criada como a mesma probabilidade em
qualquer vizinho vazio de um né com k' ligacoes.

O primeiro termo da equacdo (4.2) é o termo de destruigdo de particulas com
taxa unitéaria e seu segundo termo representa a criagao de particulas com taxa A. Note
que o termo de criacao de particulas é proporcional ao tipo de correlagao entre nos
com diferentes graus de conexdes k na rede, ji que é proporcional & probabilidade

condicional P(k'|k). Vamos entao analisar esta caracteristica na rede WS.

4.2 Analise da rede Wattz-Strogatz

As correlagoes entre os nos descrevem importantes caracteristicas em diversas
redes [9,15,16,46|. Para analisarmos essas correlagoes o grau médio de conexao dos
vizinhos prozimos de um nd com k conexoes (k) [14] nos dird qual é, em média, o

grau de conexao dos vizinhos de um né com £ conexoes:
(knn(k)) = > K P(K|k). (4.3)
k/

Voltando ao Capitulo 3, vemos que a andlise do grau de distribuicao para as
topologias de rede apresentadas divide as redes complexas em duas classes. A primeira

delas contém modelos que apresentam um aspecto “democratico”, caracterizado pelo
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4. O processo de contato em rede Watts-Strogatz

comportamento binomial para a rede ER e similarmente para a rede WS. Essa tltima
tem um pico em (k) = K/2, em que K é o namero inicial de vizinhos de cada no, e
decai exponencialmente para k grande (Figura 3.5). Temos entao que essa topologia é
homogeénea, isto é, todos os nos tem aproximadamente o mesmo ntimero de ligagoes [13].
A segunda classe sao as redes sem escala que fogem do modelo democratico, sendo
seu grau de distribui¢do caracterizado por uma lei de poténcia (equacao 3.3). Nesta
sociedade dos nos, “o rico fica mais rico” - em uma referéncia & conexao preferencial
apresentada na secao 3.3.3.

Quando as correlagoes seguem o carater democratico, as contribuicoes relevantes
0OCOITerao para

ke [(k) — o, (k) + o] (4.4)

em que o é a dispersao em torno do valor médio (k). Isso também implica que

pi(t) == p(t). (4.5)

para k € [(k) — o, (k) + ¢]. Da mesma forma, quando nao ocorrem tais correlagoes, a

probabilidade condicional P(k’|k) toma a forma

K P(E)
(k)

o que resulta que a equagao (4.3) pode ser reescrita como

(i) = 2, @)

ou seja, para uma rede descorrelacionada o grau médio dos vizinhos de um n6, nao

P(K|k) =

(4.6)

depende de k, assumindo um valor constante. A Figura 4.1 mostra esse comportamento
para as topologias de mundo pequeno e aleatoria da rede WS. Note que quando a
probabilidade encontra valores maiores, ji dentro da topologia aleatéria, surge um
efeito de correlagao com uma cauda na extremidade esquerda. Porém, nao chega a
variar o valor de (k,,) em uma unidade, deixando o carater de descorrelagao da rede

estritamente majoritario.
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Figura 4.1: Correlagdo entre nés na rede Watts-Strogatz. O carater “democrético” da rede

revela uma descorrelagdo associada a seus nos (N = 10°).
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4. O processo de contato em rede Watts-Strogatz

4.3 Aproximacao de campo médio

Usando os resultados obtidos das andlises feitas na secao anterior, podemos

reescrever a equagao (4.2),

opr(t) k
5 — e+ A@ (1 — pi(t)] p(t)
= —pl0) + 2 STRP(R) — P (R)p(0)
k
= —olt)+ 20 — 3 hon()PIB)
k
N Ap(t)
= () + 210 — [ ko) PR
o )\p—(t) B (kY+o
= —p(t)+ 21 l/Z»o. kp(t) P (k) k]
o )\p—t) B (kY+o
= —plt) + 5K p<t)t/;»_a kP(K)dA]
= —p(0) + 201UA) ~ (ott)

(4.8)

Desprezando as contribui¢oes de baixa ocorréncia para valores de k longe de (k), pode-
mos escrever que
9p(t)

o = MO+ (A= Dp(@). (4.9)

Essa equagao é rapidamente identificada a equagao (2.11). A transic¢ao de fase do PC
poderd ser caracterizada pelos expoentes criticos 3, v e v, . Perto do ponto critico a

densidade de particulas p se comporta como
pg(A =0,N) ~ NPV F(ANYYL), (4.10)

em que F'(z) é uma fungao de escala com comportamentos assintoticos como os descritos
para a relagao (2.28). O expoente v, depende de caracteristicas da rede. Para redes

com (k) bem definido e (k?) finito, v, = 2 em ambas as abordagens de CM [18,21].
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4. O processo de contato em rede Watts-Strogatz

4.4 Analise numérica - resultados

O modelo computacional utilizado é a juncao da implementacao para o PC
(segdo 2.5.1) e a construgao apresentada na se¢ao 3.3.2 da rede WS, usando a segunda
abordagem com matrizes comentada na secao 3.1.

Estabelecemos um ntumero fixo de nos, todos com um nitmero inicial n de viz-
inhos. Ao variarmos a probabilidade para que uma das extremidades de uma ligacao
seja redirecionada para um outro né escolhido em um processo aleatério, surgem as
topologias de mundo pequeno e aleatoria da rede WS.

Uma vez gerada a rede WS, conhecemos quais e quantos sao os vizinhos de
cada n6. Com essa informacao, associamos a cada n6é um individuo de uma populacao
e escolhemos em um processo aleatéorio um de dois eventos possiveis: a criagao ou a
aniquilacao de particulas, que representara a infecgao ou a recuperacao de um individuo,
respectivamente. Este individuo sera escolhido, também de forma aleatoria, dentro de
uma lista dos individuos infectados, podendo entao, ser recuperado com probabilidade
pa = 1/(1 + X), em que o indice a refere-se ao processo de aniquilac¢do de particulas,
ou infectar um de seus vizinhos, com igual probalilidade p. = 1 — p,, em que o indice
c refere-se ao processo de criacao de particulas. Sua dinamica para tempos discretos
¢ marcada pela iteracao do tempo dada por t — ¢t + 1/N,, em que N, é o nimero de
individuos infectados. Dessa forma, alcancamos, em média, um evento por sitio até um
nimero maximo de iteragoes (tempo maximo) estipulado nas simulagoes. As amostras
do sistema podem alcancar o tempo maximo ou nao, dependendo da capacidade de
espalhamento da epidemia que é determinada pela taxa de infeccao A. As amostras
do sistema que nao visitam o estado absorvente (em que nao héa individuos infectados)
sao ditas sobreviventes.

Usando a hipotese de escala e a teoria de escalonamento de tamanho finito
(ETF) (segao 2.5), baseamos as andlises dos nossos resultados com o estudo do estado
quase estacionario. As topologias estudadas foram obtidas com as probabilidades de
redirecionamento p = 0.045 para a topologia de mundo pequeno e p = 0.45 para a

aleatoria. No ponto critico, e considerando apenas as amostras sobreviventes, a relacao
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In(p,)

In(L)

Figura 4.2: Esboco para a estimativa do ponto critico por meio da utilizacao teoria de

escalonamento de tamanho finito.

entre a densidade de sitios ocupados e o tamanho do sistema é esperada assumir a
forma (equagao (2.28)),
pqa(0, N) oc N7P/ve, (4.11)

Este fato é 1til para estimar o valor do ponto critico a partir do expoente /v, .

Em um grafico log-log, a relagao (4.11) seré representada por uma reta (A = \.)
com inclinagdo —3 /v, . Os desvios para esse comportamento de lei de poténcia, ou seja,
curvas abaixo ou acima desta reta sobre o ponto critico, caracterizam, respectivamente,
a erradicagao da epidemia (A < \.) e sua persisténcia (A > \.). A Figura 4.2 ilustra as
situagoes de erradicacao e persisténcia da epidemia intermediadas pelo comportamento
de lei de poténcia quando A = A., em que ocorre a transicao de fase absorvente-ativa.

Novamente, assumindo a hipotese de invariancia sobre escala e ETF (segoes
2.4.1 e 2.5), esperamos que a relacao entre o tempo de relaxacao 7, e o tamanho do

sistema IV, na vizinhanga do ponto critico (A — 0) se comporte da forma

Trhog X NYI/VLg(ANY"L), (4.12)

v

A funcdo g possui comportamentos assintoticos tais que g(z) — =", quando

46



4. O processo de contato em rede Watts-Strogatz

x — o0 e g(z) —(Constante), quando x — 0. Com isso, no ponto critico (A = 0)
7,,(0, N) oc NI/Vx, (4.13)

Nas Figuras 4.3 e 4.4, mostramos os resultados das simula¢oes computacionais
para a andlise da taxa critica A., por meio da relagao (4.11). Ja o comportamento
do tempo de relaxacao com relacao ao tamanho do sistema é o resultado mostrado
nas Figuras 4.6 e 4.6, que foram obtidos a partir da relagao (4.13) com um dos valores
aproximados para A. obtidos em nossos resultados para cada uma das duas topologia da
rede WS. O resumo desses resultados para os valores estimados das taxas e expoentes
criticos para o PC na rede WS sao mostrados na Tabela 4.1.

Embora falhe para a previsao dos valores encontrados para as taxas criticas de
transicao de fase nas topologias de mundo pequeno e aleatoria, o conjunto de expoentes
obtido por meio de nossas simulagoes computacionais confirmam tanto a abordagem de
CM proposta por Castellano et al [18], quanto a abordagem fenomenologica proposta
por Hong et al [21]. Estes resultados se aplicam as previsoes de CM para uma rede
com caracteristicas como as descritas na secao 4.3, em que a fungao de distribuicao das
conectividades dos nos da rede possui tanto um valor médio do nimero de ligagoes de
um no6 (k), quanto sua dispersao (k?), bem definidos. Nos dois trabalhos citados ante-
riormente [18,21] e também no trabalho apresentado por Dorogovtsev et al [7], foram
verificadas por meio de simulacoes computacionais, as previsoes feitas para redes sem
escala, descorrelacionadas, que apresentam um (k) bem definido, mas com (k?) — oo.
Seus resultados indicam que nesse regime, apenas a abordagem fenomenolégica apre-
sentada por Hong et al [21] é correta. No proximo capitulo, apresentaremos resultados
para a transicao de fase do PC usando uma rede sem escala com as mesmas caracteris-

ticas, porém, do tipo correlacionada (modelo BA).
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Figura 4.3: Anélise quase estacionaria do PC na topologia de mundo pequeno (p = 0.045).
Sao mostrados valores para A nas vizinhancas do ponto critico para sistemas com diferentes

tamanhos N.
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Figura 4.4: Analise quase estacionéria do PC na topologia aleatoria (p = 0.45). S&o mostra-

dos valores para A nas vizinhancas do ponto critico para sistemas com diferentes tamanhos
N.
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Figura 4.5: Comportamento do tempo de relaxacao com diferentes tamanhos N de rede com

(topologia mundo pequeno) para A = 1.8202.
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Figura 4.6: Comportamento do tempo de relaxacdo com diferentes tamanhos N de rede

(topologia aleatoria) para A = 1.409.
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expoente | CM | Mundo Pequeno Aleatoria
Ae 1 1.821 +0.001 1.409 £+ 0.001
v /vi 1/2 0.50 +0.01 0.49 +0.03
B/v. 1/2 | 0.48+0.02 0.48 +0.03

Tabela 4.1: Estimativas para o valor dos expoentes criticos do Processo de Contato em Rede

Watts-Strogatz.

Na Figura 4.7, apresentamos a evolugao temporal do PC nas duas topologias
estudadas. O PC evolui de um estado inicial em que todos os sitios contém uma
particula. As simulacgoes foram realizadas nas fases absorvente e ativa e também sobre
os valores que apresentamos para as taxas criticas de transicao de fasea. Note que
apesar dessas duas topologias terem seus comportamentos descritos pelo mesmo con-
junto de expoentes, podemos ver que o processo dinamico evolui com caracteristicas
diferentes para cada uma delas. Nesta figura, podemos perceber o cardter de agregagao
e a presenca de conexoes de longo alcance na topologia de mundo pequeno . J& na
topologia aleatoria, embora essas conexoes de longo alcance também existam, o carater

de agregacao da rede é baixo.
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Figura 4.7: Evolucao temporal do Processo de Contato na rede Watts-Strogatz iniciada de
uma configura¢do em que todos os sitios (N = 200) estdo ocupados. Da esquerda para a
direita, temos as taxas criticas A = 1.72, A\, ~ 1.8202 e A = 1.92 para a topologia mundo

pequeno e A = 1.35, A, >~ 1.4090 e A = 1.45 para a aleatoéria.
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Capitulo 5

O processo de contato na rede
Barabasi-Albert

Nos trabalhos apresentados nas referéncias [7,18,21] foram estudadas redes des-
correlacionadas que apresentam um (k) bem definido, mas com (k?) — oco. Nesta
secao apresentaremos algumas anélises e resultados de simulagoes computacionais do
PC realizadas na rede Barabasi-Albert (se¢ao 3.3.3), que também apresenta essas car-

acteristicas, porém, é do tipo correlacionada.

5.1 Analise da rede Barabasi-Albert

No modelo BA, apresentado na secao 3.3.3, a dinamica das conexoes realizadas a
cada novo no que entra na rede é regida pela probabilidade de conexao preferencial dada
pela equagao (3.4). Espera-se que este modelo apresente uma correla¢ao entre seus nos,
j& que os mais conectados sao preferenciais para a realizacao de novas conexoes. Desta
forma, devemos observar uma dependéncia explicita de k,, com k na equagao (3.4),
que é frequentemente encontrada em redes reais [10,15,17,37|. Nestes casos, poucos nos
com um grande ntimero de ligagoes possui a maioria de seus vizinhos pouco conectados.
Esse comportamento faz com que k,, seja uma fun¢ao decrescente de k [42]. Quando

encontramos este comportamento o chamamos de mistura disassortative'. Na Figura

I'Em outras situacoes é observado que nés muito conectados preferem se conectar a outros também

com alto grau de conexdo. A essa propriedade chamamos de mistura assortative, caracterizada por
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5. O processo de contato na rede Barabasi-Albert

5.1, mostramos o resultado de simulagoes computacionais do modelo BA, a fim de

verificar o comportamento de k,,, em funcao de k.

Figura 5.1: Correlacdo entre nés da rede BA. E revelado um carater de correlacio do tipo

mistura disassortative em que ky, é uma funcao decrescente do nimero de ligacoes k.

5.2 Analise numérica - resultados

Usando a teoria de escalonamento de tamanho finito (ETF), estudamos o estado
quase estacionario do PC na rede BA. Novamente, usamos a relagao (2.28), que é til
para estimar o valor do ponto critico, ja que em A = A — )\, = 0, isto é, no ponto
critico, essa relagdo toma a forma da relagao (2.29).

Abaixo, mostramos os resultados do PC na rede BA. Na Tabela 5.1, apresenta-
mos os valores obtidos para a taxa critica de transi¢do de fase e para o expoente [3/v,
que a caracteriza. Apresentamos também as previsoes de CM propostas por Castellano

et al [18] e também as previstas por Hong et al [21].

uma funcao crescente ky, de k.
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Figura 5.2: Analise quase estacionaria do PC na rede BA. Sdo mostrados valores para A nas

vizinhancas do ponto critico para sistemas com diferentes tamanhos V.

)\c ﬂ/yj_
CM [21] 1 e
CM [18] 1 :
vy =298 | 1.209 4+ 0.001 | 0.52 4 0.02

Tabela 5.1: Resultados para o valor dos expoentes criticos do PC na rede BA.
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Capitulo 6

Conclusoes

Estudamos a transicao de fase de um processo dinamico com estado absorvente
em uma rede complexa através da implementacao das regras do Processo de Contato
(PC) na rede Watts-Strogatz (WS) e também na rede Barabési-Albert (BA). Verifi-
camos a validade de nossas implementacoes de redes complexas com dados ja existentes
na literatura. Da mesma forma, recorrendo a teoria de escalonamento de tamanho finito
(ETF), em que estudamos o estado quase estacionario do PC, confrontamos nossos
resultados obtidos a partir de simulacoes computacionais em uma rede regular unidi-
mensional. Usamos nossos resultados inéditos do PC na rede WS e BA para verificar
a validade de duas abordagens de CM que tém sido alvo de discussoes na comunidade
de Fisica Estatistica de redes complexas recentemente.

Trabalhamos em um primeiro momento com a rede WS que apresenta uma dis-
persao finita para sua distribuicao de conectividades entre nos e também um grau médio
do nimero de ligagoes de um n6 qualquer bem definido. Além disso, de acordo com a
probabilidade que permitimos o redirecionamento de conexoes da rede WS, pudemos
trabalhar em duas diferentes topologias: mundo pequeno, onde a distancia média entre
dois nos quaisquer da rede é baixa, porém, com um forte carater de agregacao entre
eles; e a topologia aleatoria, que além de possuir um baixo valor para a distancia mé-
dia entre seus nos, possui fraca agregacao entre eles. Obtivemos valores para as taxas
criticas de transicao de fase e um conjunto de expoentes criticos que a caracterizam

para cada uma das duas topologias.
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6. Conclusoes

Depois, trabalhamos a dinamica do PC em uma rede sem escala correlacionada
utilizando o modelo BA. Ao contrario do trabalhos ja existentes na literatura, nos
trabalhamos com uma rede sem escala ja proxima da fronteira entre uma distribuicao de
conectividade entre nés apresentando um carater homogéneo, para uma representacao
de carater heterogéneo. O carater de correlagdo da rede Barabasi-Albert (BA) nao é
capaz de infuenciar nas previsoes de CM, como pudemos constatar em nossos estudos.

Apesar de encontrar um mesmo conjunto de expoentes criticos para as duas
topologias trabalhadas na rede WS, mostramos a partir de simulacdes computacionais,
que o processo dinamico evolui com caracteristicas diferentes para cada uma delas.

Embora as previsoes de CM tenham sido confirmadas para este conjunto de ex-
poentes criticos em ambos os modelos de rede estudados, as taxas de transicao de fase
obtidas nao foram corretamente preditas. Este fato estd em contraste com outros mod-
elos epidémicos, tais como SIS e SIR, ja investigados na literatura em tais topologias

de redes complexas.
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