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RESUMO

Nesta dissertação, estudamos fórmulas do tipo Baum-Bott para folheações

holomorfas unidimensionais em variedades complexas não compactas da forma X~ =

X - D, onde X é uma variedade complexa compacta de dimensão n e D é uma

hipersuperfície com singularidades isoladas. Serão apresentados, seguindo o

trabalho de Machado, resultados que estendem fatos conhecidos na literatura, que

tratavam do caso em que D possui singularidades do tipo cruzamento normal,

permitindo agora que D tenha singularidades isoladas arbitrárias. Nesse cenário, o

feixe tangente logarítmico T
X
(-log D) não é localmente livre, o que impede a

aplicação direta das propriedades usuais de classes de Chern. Machado, mostra em

seu trabalho que o fibrado virtual TX - [D], onde [D] é o fibrado associado à

hipersuperfície D, desempenha o papel esperado no cálculo da soma dos resíduos

na fórmula de Baum-Bott. O resultado central, denominado Teorema A, estabelece

uma expressão precisa para a integral da Classe Top de Chern do fibrado virtual TX

- [D] - T
F
 em termos de invariantes locais da folheação e da hipersuperfície,

envolvendo os números de Milnor, o índice logarítmicos e o índice GSV. Como

aplicação dos resultados obtidos, foi investigado o problema de Poincaré para

folheações unidimensionais no espaço projetivo complexo Pn). Além disso, são

estabelecidas relações entre os conjuntos singulares da folheação e da

hipersuperfície invariante em termos dos respectivos graus.

Palavras-chave: problema de Poincaré; fórmula de Baum-Bott; folheações

holomorfas

ARAUJO, João Paulo Gobbi, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, agosto de
2026. Resíduos de folheações tangentes a hipersuperfícies com singularidades
isoladas. Orientador: Diogo da Silva Machado.



ABSTRACT

In this dissertation, we study Baum-Bott type formulas for one-dimensional

holomorphic foliations on non-compact complex manifolds of the form X~ = X - D,

where X is an n-dimensional compact complex manifold and D is a hypersurface with

isolated singularities. Following the work of Machado, we present results that extend

known facts in the literature, which dealt with the case where D has normal crossing

singularities, now allowing D to have arbitrary isolated singularities. Under these

assumptions, the logarithmic tangent sheaf T
X
(-log D) fails to be locally free, which

prevents the direct application of the usual Chern class properties. Machado shows

in his work that the virtual bundle TX - [D], where [D] is the line bundle associated to

the hypersurface D, serves the intended purpose in the computation of the sum of

residues in the Baum-Bott formula. The central result, termed Theorem A,

establishes a precise expression for the integral of the top Chern class of the virtual

bundle TX - [D] - T
F
 in terms of local invariants of the foliation and the hypersurface,

involving Milnor numbers, the logarithmic index and the GSV index. As an application

of the obtained results, the Poincaré problem for one-dimensional foliations on the

complex projective space Pn was investigated. Furthermore, relations between the

singular sets of the foliation and the invariant hypersurface are established in terms

of their respective degrees.

Keywords: Poincaré problem; Baum-Bott formula; holomorphic foliations 

ARAUJO, João Paulo Gobbi, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, August, 2026.
Residues of tangent foliations to hypersurfaces with isolated singularities.
Adviser: Diogo da Silva Machado.
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Introdução

O teorema de Chern-Gauss-Bonnet [2], provado por S.-S. Chern em 1944, estabelece

que, para uma variedade complexa compacta X de dimensão n, a integral da n-ésima classe de

Chern do fibrado tangente TX sobre X é igual à característica de Euler χ(X) da variedade:
∫

X

cn(TX) = χ(X).

Por sua vez, o teorema de Poincaré-Hopf [3],[4] afirma que, dado um campo de vetores holo-

morfo v sobre X com singularidades isoladas, a soma dos índices de Poincaré-Hopf em cada

singularidade coincide com χ(X), isto é

χ(X) =
∑

p∈Sing(v)

PHp(v).

Esses resultados inauguraram uma vasta literatura, sendo a origem de diversas linhas de pesquisa.

Dentro deste contexto, P. Baum e R. Bott [5], em 1972, generalizaram o teorema de Poincaré-

Hopf para folheações holomorfas unidimensionais em variedades compactas, estabelecendo a

conhecida fórmula de Baum-Bott,
∫

X

cn(TX − TF) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F),

onde TF é o fibrado tangente da folheação F e µp(F) denota o número de Milnor de F em p

(que coincide com o índice de Poincaré-Hopf que define localmente F). Esta fórmula localiza

a classe característica do fibrado virtual TX − TF na soma dos resíduos das singularidades da

folheação, fornecendo uma ferramenta poderosa para o estudo de folheações em variedades

compactas.

Posteriormente, Shingeru [6] propôs o estudo de extensões do teorema de Chern-Gauss-

Bonnet para uma classe de variedades não compactas, denominadas ∂-variedades, que são da

forma X̃ = X −D, onde X é uma variedade compacta e D é um divisor analítico, chamado

divisor de fronteira. Nesse contexto, Norimatsu [7], Silvotti [8] e Aluffi [9], de maneira inde-

pendente, obtiveram versões da fórmula de Chern-Gauss-Bonnet para o caso em que D é uma

hipersuperfície com singularidades do tipo cruzamento normal, utilizando o feixe TX(− logD)

de campos de vetores logarítmicos ao longo de D, introduzido por P. Deligne [10]. Nesse caso,

K. Saito [11] mostrou que esse feixe é localmente livre.

Mais recentemente, Corrêa e Machado [12],[13] conseguiram obter fórmulas do tipo

Baum-Bott para estas ∂-Variedades, provando que dada uma variedade dessa forma, ou seja,

X̃ = X −D, onde D é uma hipersuperfície do tipo cruzamento normal e F é uma folheação

unidimensional em X com singularidades não-degeneradas (isto é, se v é o campo que define
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localmente F , então dv(p) tem posto máximo) que deixa D invariante, então
∫

X

cn(TX(−log D)− TF) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−D)

µp(F)

Mais ainda, a hipótese de que as singularidades devem ser não-degeneradas pode ser

enfraquecida, de forma que estas sejam apenas isoladas. Nesse caso, um índice de correção surge,

conhecido como índice Logarítmico de F , introduzido por Alexandrov em [14] e denotado por

Lp(F , D) em cada singularidade. Sob essa nova hipótese, Correa e Machado em [13] mostraram

que a fórmula do tipo Baum-Bott é dada por:
∫

X

cn(TX(−log D)− TF) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−D)

µp(F) +
∑

p∈Sing(F)∩D

Lp(F , D).

Nos trabalhos de Corrêa e Machado, a hipótese de que D fosse uma hipersuperfície

do tipo cruzamento normal estava presente. Mais recentemente, Machado [1] mostrou que é

possível retirar essa hipótese, permitindo singularidades isoladas em D. Este artigo escrito por

Machado é o trabalho em que essa dissertação se baseia. Nesse caso, outro índice de correção

surge, chamado índice GSV, definido por Gómez-Mont, Seade e Verjovsky [15] e adaptado para

folheações por Brunella [16].

Além disso, um problema surge: o feixe tangente logarítmo TX(−log D) não é local-

mente livre e portanto nem todas as propriedades das classes de Chern são aplicáveis no cálculo

de cn(TX(−logD) − TF). Entretanto veremos, seguindo o trabalho de Machado [1] , que o

fibrado virtual TX − [D], onde [D] é o fibrado associado à hipersuperfície D cumpre o papel

para o cálculo da soma dos resíduos das singularidade da folheação na fórmula de Baum-Bott.

Essa dissertação foi dividido em dois capítulos: Preliminares e Resultados Principais.

No primeiro, serão apresentados os conceitos fundamentais para o estudo e compreendimento

dos resultados apresentados no segundo capítulo. Dentre eles estão os conceitos de Germes de

Funções Holomorfas e o seu anel On, os Fibrados Vetoriais e as Classes de Chern. Ao fim do

primeiro capítulo, são apresentados as definições de uma Folheação Holomorfa unidimensional e

dos índices que surgem nas fórmulas do Tipo Baum-Bott, sendo eles: o índice de Poincaré-Hopf,

o índice GSV e o índice de Schwartz. Além disso, também são definidos o número de Milnor e

Tjurina, uma vez que as definições algébricas dos índices citados anteriormente que é apresentada

nesse trabalho dependem também destes números.

No segundo capítulo, são apresentado os três teoremas principais demonstrados por

Machado [1]: Teorema A, Teorema B e Teorema C. O Teorema A apresenta a fórmula do

tipo Baum-Bott para o caso em que a hipersuperfície D possui singularidades isoladas, onde

calculamos n−ésima classe de Chern do fibrado TX − [D]− TF . Já o Teorema B (que é uma

aplicação do Teorema A) nos dá uma solução para o conhecido problema de Poincaré, que

questiona quando é possível limitar o grau da hipersuperfície D a partir do grau da folheação
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F . O Teorema C é, por sua vez, uma generalização do resultado de Soares [17] para dimensão

arbitrária, em termos do índice GSV e do índice de Schwartz. Por fim, são apresentadas

algumas aplicações do Teorema A para folheações no espaço projetivo P
n, também chamadas de

folheações projetivas



12

1 Preliminares

Neste capítulo, reunimos os conceitos fundamentais que serão utilizados ao longo de toda

a dissertação. Iniciamos com a noção de germes de funções e de variedades analíticas, estabele-

cendo as ferramentas algébricas básicas da teoria de singularidades. Em seguida, desenvolvemos

a teoria de fibrados vetoriais, apresentando as principais construções e operações, como fibrado

tensorial, soma direta, pull-back, fibrado dual e o fibrado associado a uma hipersuperfície. Na

sequência, introduzimos a teoria de Chern-Weil de classes características, com ênfase nas noções

de conexão, curvatura, polinômios invariantes e classes de Chern, bem como suas propriedades

fundamentais. Finalizamos o capítulo com a definição de folheações holomorfas unidimensio-

nais, dos números de Milnor e Tjurina dos índices de Poincaré-Hopf, GSV e Schwartz, os quais

desempenham papéis centrais nos resultados principais da dissertação.

1.1 Germes de funções

Nesta seção, introduzimos a noção de germe de função holomorfa e de germe de sub-

variedade analítica em C
n. Apresentamos a estrutura de anel do conjunto On dos germes de

funções holomorfas na origem, destacando suas propriedades algébricas, como ser um domínio

de fatoração única e um anel noetheriano. Definimos também os conceitos de ponto regular,

ponto singular e hipersuperfície. A referência para essa seção é o livro escrito por Tatsuo Suwa

[18].

Seja H o conjunto de funções holomorfas em alguma vizinhança de 0 ∈ C
n. Definimos

uma relação de equivalência ∼ em H da seguinte forma:

Definição 1.1.1. Sejam f e g duas funções em H . Dizemos que f ∼ g se houver uma vizinhança

U de 0 ∈ Cn tal que as restrições de f e g para U são idênticas, ou seja

f ∼ g ⇐⇒ ∃U ⊂ C
n, com U aberto, tal que 0 ∈ U e f(z) = g(z), ∀z ∈ U.

A classe de equivalência da função f é chamada de germe de f em 0 ∈ C
n. Denotaremos a

classe desta relação de equivalência por f quando não houver risco de confusão entre a classe e

o elemento.

O conjunto quociente de H (conjunto das funções holomorfas em alguma vizinhança de

0 ∈ C
n) pela relação de equivalência definida anteriormente H/ ∼ será denotado por On. Esse

conjunto possui propriedades interessantes e importantes de serem destacadas: O mesmo possui

estrutura de anel comutativo com respeito à adição e multiplicação de funções, constitui um

domínio de fatoração única (ver [18] , Capítulo I, Teorema 2.9) e é um um anel Noetheriano,

isto é, todo ideal em On é finitamente gerado. (ver [18], Capítulo I, Teorema 2.11).
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Lembremos que um elemento u é dito uma unidade de um anel se

uv = 1, para algum v do anel.

Proposição 1.1.1. Um germe g ∈ On é uma unidade se, e somente se, g(0) ̸= 0.

Demonstração. Ver [18], Capítulo I, Proposição 2.2.

Em On, o conjunto dos elementos que não são unidades formam o único ideal maximal.

Mais precisamente

Proposição 1.1.2. O conjunto

M = {g ∈ On : g não é unidade}

é o único ideal maximal de On.

Demonstração. Ver [18], Capítulo I, Proposição 2.3.

Definição 1.1.2. Seja D um subconjunto aberto de uma variedade complexa M e V um subcon-

junto de D. Dizemos que V é uma subvariedade analítica (variety) em D se, para qualquer

ponto p ∈ D existe uma vizinhança U de p e um número finito de funções holomorfas f1, · · · , fr
tais que

V ∩ U = {q ∈ U : f1(q) = · · · = fr(q) = 0}

Dizemos que (f1, · · · , fr) constituem um sistema de funções locais de V e chamamos f1 =

· · · = fr = 0 de equações locais para V em p.

Uma vez estabelecida a definição de uma subvariedade analítica V , podemos definir o

conceito de pontos singulares e regulares, como segue:

Definição 1.1.3. Um ponto p ∈ V é chamado de ponto regular de V se existe um sistema de

funções locais (f1, · · · , fr) definindo V em uma vizinhança de p tal que p é ponto regular da

função f = (f1, · · · , fr).

Definição 1.1.4. Dizemos que p é um ponto singular se p não é ponto regular. O conjunto dos

pontos regular de V será denotado por Reg(V ) e o conjunto dos pontos singulares de V será

denotado por Sing(V ).

Um caso particular muito importante de subvariedades analíticas são as hipersuperfícies,

que são subvariedades analíticas nas quais o sistema de funções é composto apenas por uma

função, isto é:

Definição 1.1.5. Uma subvariedade analítica não-vazia que é definida localmente por uma única

função holomorfa (não identicamente nula) é chamada hipersuperfície.
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Consideremos agora o conjunto dos subconjuntos de C
n. Vamos definir a seguinte

relação de equivalência neste conjunto:

Definição 1.1.6. Dois subconjuntos A e B são equivalentes se existe uma vizinhança U de

0 ∈ C
n tal que A ∩ U = B ∩ U. Ou seja, Dados A,B ⊂ C

n

A ∼ B ⇐⇒ ∃U ⊂ C
n aberto tal que 0 ∈ U e A ∩ U = B ∩ U.

Assim como para germes de funções, a classe de equivalência dessa relação é chamada de germe

de A em 0 ∈ C
n e a denotamos simplesmente por A.

Observe que, para dois germes A e B em 0 ∈ C
n, as seguintes operações estão bem

definidas:

A ∩B,A ∪B,A−B e A ⊂ B

A definição a seguir trata do conceito de germe de uma subvariedade analítica:

Definição 1.1.7. Sejam f1, · · · , fr germes em On. Escolhemos uma vizinhança U de 0 ∈ C
n tal

que esses germes são representados por funções holomorfas em U , que também denotaremos

por f1, · · · , fr. O germe em 0 ∈ C
n do conjunto

S = {z ∈ U : f1(z) = · · · = fr(z) = 0} ⊂ C
n

é chamado de germe da subvariedade analítica definida por f1, · · · , fr e o denotaremos por

V (f1, · · · , fr).

Seja agora I um ideal em On. Como dito anteriormente, On é um anel Noetheriano, logo

todo ideal em On é finitamente gerado. Assim

I = ⟨f1, · · · , fr⟩

Definimos como

V (I) = V ⟨f1, · · · , fr⟩

o germe da subvariedade analítica definido por I . Reciprocamente, seja V um germe de uma

subvariedade de uma subvariedade analítica na origem 0 ∈ C
n. Seja U uma vizinhança de

0 ∈ C
n de modo que o germe é representado por uma subvariedade analítica em U , que também

denotaremos por V . Definimos

I(V ) = {f ∈ On : f(z) = 0, ∀z ∈ V }

que é um ideal em On. A proposição a seguir mostra algumas relações entre os germes de

subvariedades analíticas e ideais do anel de funções holomorfas:

Proposição 1.1.3. Sejam V, V1, V2 germes de subvariedades analíticas em 0 ∈ C
n e I, I1, I2,

ideais em On.



Capítulo 1. Preliminares 15

(i) Se I1 ⊂ I2, então V (I2) ⊂ V (I1);

(ii) Se V1 ⊂ V2, então I(V2) ⊂ I(V1);

(iii) V (I(V )) = V ;

(iv) I(V1 ∪ V2) = I(V1) ∩ I(V2)

Definição 1.1.8. Seja V um germe de subvariedade analítica em 0 ∈ C
n. Dizemos que V é

irredutível se V ̸= ∅ e se

V = V1 ∪ V2 =⇒ V1 = V ou V2 = V.

Teorema 1.1.1. Um germe de uma subvariedade analítica V é irredutível se, e somente se, o

ideal I(V ) é primo

Demonstração. Ver [18], Capítulo I, Teorema 4.8.

Foi mostrado por Briançon e Skoda [19] que, se g ∈ M, ou seja, g não é unidade, então

gn pertence ao ideal jacobiano de g, isto é

g ∈ M =⇒ gn ∈ Jg =

〈
∂g

∂z1
,
∂g

∂z2
, · · · ,

∂g

∂zn

〉
⊂ On

Em particular, se f ∈ On é um germe com singularidade isolada na origem, então fn ∈ Jf .

1.2 Fibrados Vetoriais

Nesta seção, apresentamos a teoria básica de fibrados vetoriais sobre espaços topológicos

e variedades diferenciáveis. Será apresentada a definição de um fibrado vetorial e suas seções,

além de alguns exemplos de fibrados, como o fibrado trivial e o fibrado tangente de uma variedade.

Veremos também o conceito de funções de transição, estabelecendo as condições de cociclo que

caracterizam um fibrado. Em seguida, descrevemos algumas construções envolvendo fibrados,

baseados nas condições de cociclo. Estas construções serão essenciais para a definição das

classes de Chern e para o desenvolvimento dos resultados pri ncipais. As referências para essa

seção são [20], [21] e [22].

Daqui em diante, sempre que nos referirmos à "espaço topológico", estamos tratando

de um espaço topológico Hausdorff com base enumerável (condições necessárias para que esse

espaço seja uma variedade) e conexo.

Definição 1.2.1. Seja X um espaço topológico. Um fibrado vetorial real de posto n sobre X

é um par (E, π), onde E é um espaço topológico e π : E → X é uma aplicação contínua e

sobrejetora que satisfaz:

(i) O conjunto Ex := π−1({x}) tem estrutura de espaço vetorial real de dimensão n.
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(ii) Existe uma cobertura aberta {Uα}α∈L de X e homeomorfismos

θα : π−1(Uα) ⊂ E → Uα × R
n ⊂ X × R

n,

tais que ∀x ∈ X , se x ∈ Uα, então

θαx = θα|Ex : Ex → {x} × R
n ∼= R

n

é um isomorfismo de espaços vetoriais reais.

Nas condições da definição anterior, temos as seguintes nomenclaturas:

• E é chamado espaço total do fibrado;

• X é chamado base do fibrado;

• Ex é dito uma fibra de E sobre x ∈ X;

• π é a projeção;

• {Uα}α∈L é chamada cobertura trivializadora do fibrado;

• θα são chamadas trivializações locais de E.

Definição 1.2.1. Uma seção de (E, π) é uma aplicação contínua s : X → E tal que

(π ◦ s)(x) = x para todo x ∈ X,

ou seja, quando s(x) ∈ π−1(x) = Ex para todo x ∈ X .

Exemplo 1.2.1 (Fibrado Trivial). O fibrado trivial de posto n sobre X , denotado por Rn, é

definido como o produto cartesiano

R
n = X × R

n,

munido da projeção canônica
π : X × R

n → X

(x, v) 7→ x.

Nessa construção, o espaço total é X × R
n, a base é X e a projeção é π. As fibras são da forma

Ex = π−1(x) = {x} × R
n ∼= R

n,

portanto possuem estrutura de espaço vetorial real de dimensão n. Dada uma cobertura aberta

{Uα}α∈L de X , como π−1(Uα) = Uα × R
n, podemos definir trivializações locais por

θα : π−1(Uα) → Uα × R
n

(x, v) 7→ (x, v).
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Claramente, θα é um homeomorfismo. Além disso, sua restrição a cada fibra Ex,

θαx : Ex
∼= R

n → {x} × R
n ∼= R

n

(x, v) 7→ (x, v),

é um isomorfismo de espaços vetoriais. Portanto, Rn é de fato um fibrado vetorial de posto n

sobre X .

Exemplo 1.2.2 (Fibrado Tangente). Seja M uma variedade de classe Ck de dimensão n, com

atlas maximal A = {Uα, ϕα}α∈L. Dado p ∈M , considere o conjunto

Fp = {h : U → R | h é diferenciável e U é aberto em M}.

Uma função v : Fp → R é dita uma derivação em Fp se satisfaz

(i) v(af + bg) = av(f) + bv(f), para a, b ∈ R e f, g ∈ Fp;

(ii) v(f · g) = v(f) · g(p) + v(g) · f(p)

O espaço tangente à M em p, denotado por TpM , é o conjunto de todas as derivações em Fp.

Dada uma carta ϕα : Uα → ϕα(Uα) ⊂ R
n, com p ∈ Uα, então

∂

∂xαi

∣∣∣∣
p

: Fp → R, i = 1, · · · , n

definida por
∂

∂xαi
(f) =

∂(f ◦ ϕ−1
α )

∂xαi
(ϕα(p))

é uma derivação em Fp. Além disso, o conjunto

B =

{
∂

∂xα1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂xαn

∣∣∣∣
p

}

é uma base para TpM . Agora, para cada carta ϕα : Uα → ϕα(Uα), considere

TUα :=
⋃

p∈Uα

TpM =
{
(p, v) : p ∈ Uα e v ∈ TpM}

Existe uma bijeção natural
bα : TUα → Uα × R

n

(p, v) 7→ (p, [v]can)

onde [v]can denota as coordenadas de v com relação à base canônica de R
n. Considere agora a

união disjunta

TM =
⊔

α∈L

TUα

Como a união é disjunta, podemos escrever

TM =
⊔

α∈L

TUα =
{
(α, v, p) : α ∈ L, p ∈ Uα e v ∈ TpM

}
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Considere agora a seguinte relação de equivalência

(α, p, v) ∼ (β, q, w) ⇐⇒ Uα∩Uβ = Uαβ ̸= ∅, p = q, e [w]can = d(ϕβ ◦ϕ
−1
α )(ϕα(p)) · [v]can

O conjunto

E = TM/ ∼

com a projeção
π : TM/ ∼ →M

[(α, p, v)] 7→ p

é o que chamamos de fibrado tangente de M . Vejamos que baseado nessa construção, temos de

fato um fibrado. Dado p0 ∈M , as fibras do fibrado tangente são dadas por

π−1(p0) = {[(α, p, v)] ∈ E : π[(α, p, v)] = p0}

= {[(α, p, v)] ∈ E : v ∈ TpM} ∼= TpM

Ou seja, cada fibra do fibrado tangente é um espaço tangente em p ∈M. A cobertura trivializa-

dora é a família {Uα × R
n}α∈L, onde as trivializações locais são dadas por

θα : π−1(Uα) → Uα × R
n

[(α, p, v)] 7→ θα([(α, p, v)]) = (p, v)

e a restrição
θαp : Ep → {p} × R

n

[(α, p, v)] 7→ θαp
([(α, p, v)]) = (p, v)

é um isomorfismo. Dessa forma, o fibrado tangente é de fato um fibrado vetorial.

Tratemos agora do conceito de funções de transição de um fibrado. Seja (E, π) um

fibrado vetorial de posto n sobre X com {Uα}α∈L e {θα}α∈L sendo sua cobertura trivializadora

e suas trivializações locais, respectivamente. Defina

θαβ : Uαβ → I(Rn,Rn) ∼= GL(n,R)

x 7→ θαβ(x) = θαx ◦ θ
−1
βx

As funções θαβ são chamadas de funções de transição de E e uma vez que essas funções

dependem das trivializações locais, essas são contínuas.

A seguir, veremos que essas funções satisfazem certas condições, que chamamos de

condições de cociclo.

Proposição 1.2.1. As funções θαβ : Uαβ → I(Rn,Rn) satisfazem as condições de cociclo, a

saber:

(i) Se Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ̸= ∅, então

(θαβ ◦ θβγ ◦ θγα)(x) · v = v, ∀v ∈ R
n

ou seja

θαβ ◦ θβγ ◦ θγα = Id : Uαβγ → Uαβγ
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(ii) Em Uαβ , vale

θαβ = (θβα)
−1.

Demonstração. (i) Suponha que Uαβ ̸= ∅ e v ∈ R
n. Pela definição de funções de transição,

temos

(θαβ ◦ θβγ ◦ θγα)(x) · v = ((θαx ◦ θ
−1
βx ◦ θβx ◦ θ

−1
γx ◦ θγx ◦ θ

−1
αx ))(x) · v

Usando a associatividade

(θαβ ◦ θβγ ◦ θγα)(x) · v = Id(x) · v = v

Portanto, pela arbitrariedade de v, (θαβ ◦ θβγ ◦ θγα)(x) · v = v, ∀v ∈ R
n

(ii) Seja x ∈ Uαβ . Daí

(θαβ ◦ θβα)(x) · v = (θαx ◦ θ
−1
βx ◦ θβx ◦ θ

−1
αx )(x) · v

= Id(v)

= v

Além disso,

(θβα ◦ θαβ)(x) · v = (θβx ◦ θ
−1
αx ◦ θαx ◦ θ

−1
βx )(x) · v

= Id(v)

= v

Portanto θαβ = (θβα)
−1.

O próximo resultado nos dá uma caracterização para fibrados vetoriais, tornando mais

fácil a construção de novos fibrados, contornando a necessecidade de verificar as condições da

Definição 1.2.1.

Teorema 1.2.1. Seja {Uα} uma cobertura aberta para X . Suponha dadas aplicações θαβ :

Uαβ → I(Rn,Rn) contínuas satisfazendo as condições de cociclo. Para cada α ∈ L, o produto

cartesiano Uα × R
n possui estrutura de espaço topológico. Dessa forma, ao considerar a união

disjunta

E =
⊔

α∈L

Uα × R
n

podemos considerar a topologia que a união disjunta induz em E, denotada por τE . No espaço

(E, τE), defina a seguinte relação de equivalência

(α, x, u) ∼ (β, y, v) ⇐⇒ Uαβ ̸= ∅, x = y e θαβ(x) · v = u

e considere o espaço topológico quociente E/ ∼. Nessas condições, E/ ∼ possui estrutura de

fibrado vetorial de posto n sobre X (a qual é única a menos de isomorfismo).
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Demonstração. Ver [22], Capítulo I, Teorema 2.1.

Todo o processo anteriormente feito até aqui nessa seção foi feita considerando R, mas

tudo ainda é válido para C. Nesse caso, obtemos a noção de fibrado vetorial complexo. Mais

ainda, se X é uma variedade complexa e as trivializações locais são biholomorfismos, teremos

fibrados vetoriais C∞ ou homolorfos. A partir do teorema acima, veremos a seguir que é possível

construir novos fibrados tendo em mãos as funções de cociclo que definem um fibrado.

1.2.1 Construções Envolvendo Fibrados

Exemplo 1.2.3 (Fibrado Tensorial). Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X , de postos n e m,

respectivamente. Tomamos uma cobertura aberta {Uα} comum a ambos os fibrados, de modo

que suas respectivas funções de transição sejam

θαβ : Uαβ → GL(n,R)

para E, e

θ′αβ : Uαβ → GL(m,R)

para F . Sabemos que tais funções são contínuas e satisfazem as condições de cociclo. A partir

delas, construímos um novo fibrado, denominado fibrado tensorial de E e F , denotado por

E ⊗ F , cujas funções de transição são dadas por

θαβ = θαβ ⊗ θ′αβ : Uαβ → GL(n,R)⊗GL(m,R) ∼= GL(nm,R).

Mais explicitamente, para cada x ∈ Uαβ ,

θαβ(x) : R
n ⊗ R

m → R
n ⊗ R

m

u⊗ v 7→ (θαβ(x) · u)⊗ (θ′αβ(x) · v).

Verifiquemos que a família {θαβ} satisfaz as condições de cociclo.

(i) Seja Uαβγ ̸= ∅, tome x ∈ Uαβγ e u⊗ v ∈ R
n ⊗ R

m arbitrários. Queremos mostrar que

θαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα(x) · (u⊗ v) = u⊗ v.

De fato,

θαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα(x) · (u⊗ v)

= θαβ(x) ◦ θβγ(x) ·
(
θγα(x) · u⊗ θ′γα(x) · v

)

= θαβ(x) ·
(
(θβγ(x) ◦ θγα(x) · u)⊗ (θ′βγ(x) ◦ θ

′

γα(x) · v)
)

=
(
θαβ(x) ◦ θβγ(x) ◦ θγα(x) · u

)
⊗
(
θ′αβ(x) ◦ θ

′

βγ(x) ◦ θ
′

γα(x) · v
)

= u⊗ v,

onde a última igualdade segue do fato de que θαβ e θ′αβ satisfazem as condições de cociclo.
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(ii) Considere agora Uαβ ̸= ∅, tome x ∈ Uαβ e u⊗ v ∈ R
n ⊗ R

m. Mostremos que

θαβ(x) ◦ θβα(x) · (u⊗ v) = u⊗ v.

De fato,

θαβ(x) ◦ θβα(x) · (u⊗ v) = θαβ(x) ·
(
θβα(x) · u⊗ θ′βα(x) · v

)

=
(
θαβ(x) ◦ θβα(x) · u

)
⊗
(
θ′αβ(x) ◦ θ

′

βα(x) · v
)

= u⊗ v.

Portanto, a família {θαβ} satisfaz as condições de cociclo, o que garante a existência de

um fibrado vetorial de posto nm sobre X , a saber, E ⊗ F .

Exemplo 1.2.4 (Subfibrado). Seja E um fibrado vetorial de posto n sobre X , com projeção π

e trivializações locais {θα}. Dizemos que um subconjunto F ⊂ E é um subfibrado de E se

a restrição da projeção π e das trivializações θα a F conferem a este uma estrutura de fibrado

vetorial real. Mais precisamente:

(i) A aplicação πF := π|F : F → X é a projeção do subfibrado, e sua fibra sobre x ∈ X é

dada por Fx := Ex ∩ F .

(ii) Para cada α, a restrição

ηα := θα|F : π−1
F (Uα) → Uα × R

n

é um homeomorfismo, uma vez que é a restrição de um homeomorfismo. Assim, as

trivializações locais de F são dadas pela família {ηα}.

Além disso, como

θαx : Ex → R
n

é um isomorfismo, sua restrição a Fx,

ηαx := θαx|Fx
: Fx → θαx(Fx) ⊂ R

n,

também é um isomorfismo. Uma vez que Fx é um subespaço vetorial de Ex, temos

dimR(Fx) = m ≤ n = dimR(Ex).

Consequentemente, ηαx(Fx) ∼= R
m ⊂ R

n, e portanto podemos escrever

ηα : π−1
F (Uα) → Uα × R

m.

Dessa forma, F é um fibrado vetorial de posto m sobre X .
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Exemplo 1.2.5 (Fibrado Pull-Back). Sejam f : Y → X uma aplicação contínua e E → X um

fibrado vetorial de posto n, com funções de transição {θαβ} relativas a uma cobertura aberta

{Uα} de X . Considere o diagrama comutativo

f−1E E

Y X

A aplicação f induz um fibrado sobre Y , chamado fibrado pull-back ou imagem recíproca

de E por f , denotado por f−1E. Para construí-lo, definimos uma cobertura de Y a partir da

cobertura de X . Como f é contínua, a família

{Vα} := {f−1(Uα)}

é uma cobertura aberta de Y . Para cada interseção não vazia Vαβ = f−1(Uα) ∩ f−1(Uβ),

definimos funções de transição

ηαβ : Vαβ → GL(n,R)

x 7→ ηαβ(x) := θαβ(f(x)).

Observe que ηαβ está bem definida, pois se x ∈ Vαβ , então f(x) ∈ Uαβ . A família {ηαβ} herda

as propriedades de cociclo da família {θαβ}, garantindo que f−1E é de fato um fibrado vetorial

sobre Y .

Exemplo 1.2.6 (Fibrado Soma Direta). Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X , de postos n e

m, respectivamente. Tomamos uma cobertura aberta {Uα} comum a ambos, com funções de

transição

θαβ : Uαβ → GL(n,R)

para E, e

ηαβ : Uαβ → GL(m,R)

para F . A partir delas, definimos o fibrado soma direta E ⊕ F , de posto n+m, cujas funções

de transição são dadas por

ϕαβ : Uαβ → GL(n+m,R),

com

[ϕαβ(x)] =

[
[θαβ(x)] 0n×m

0m×n [ηαβ(x)]

]
,

onde 0n×m denota a matriz nula de ordem n×m. Verifiquemos que {ϕαβ} satisfaz as condições

de cociclo.
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• Se Uαβγ ̸= ∅, para x ∈ Uαβγ , temos

ϕαβ ◦ ϕβγ ◦ ϕγα(x) =

[
[θαβ(x)] 0

0 [ηαβ(x)]

][
[θβγ(x)] 0

0 [ηβγ(x)]

][
[θγα(x)] 0

0 [ηγα(x)]

]

=

[
[θαβ(x)] · [θβγ(x)] · [θγα(x)] 0

0 [ηαβ(x)] · [ηβγ(x)] · [ηγα(x)]

]

= In+m,

onde In+m denota a matriz identidade de ordem n+m.

• Se Uαβ ̸= ∅, para x ∈ Uαβ , temos

ϕαβ(x) ◦ ϕβα(x) =

[
[θαβ(x)] 0

0 [ηαβ(x)]

][
[θβα(x)] 0

0 [ηβα(x)]

]

=

[
[θαβ(x)] · [θβα(x)] 0

0 [ηαβ(x)] · [ηβα(x)]

]

= In+m.

Portanto, a família {ϕαβ} satisfaz as condições de cociclo, garantindo que E ⊕ F é um

fibrado vetorial de posto n+m sobre X .

Exemplo 1.2.7 (Fibrado associado à uma hipersuperfície). Sejam M uma variedade complexa

e D ⊂ M uma hipersuperfície analítica. Considere uma cobertura aberta {Ui} de M tal que,

em cada aberto Ui, a hipersuperfície D é definida pela equação fi = 0, onde fi : Ui → C é

uma função holomorfa. Em uma interseção não vazia Uij = Ui ∩ Uj , as funções definidoras se

relacionam por

fi = ϕijfj,

onde ϕij : Uij → C
∗ é uma função holomorfa que não se anula em nenhum ponto de Uij . O

fibrado associado a D, denotado por [D], é definido pelas funções de transição

ϕij =
fi
fj
.

Como ϕij assume valores em C
∗, concluímos que [D] é um fibrado holomorfo de posto 1 sobre

M .

Exemplo 1.2.8 (Fibrado Dual). Dada uma aplicação linear f : V →W , obtemos uma aplicação

linear induzida fT : W ∗ → V ∗, definida por

fT : W ∗ → V ∗

α 7→ fT (α) : V → R

v 7→ (α ◦ f)(v),
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cuja matriz, em bases fixadas, é a transposta da matriz de f . Seja E um fibrado vetorial sobre X ,

com trivializações locais

Θα : π−1(Uα) → Uα × R
n.

O fibrado dual E∗ é definido pelas trivializações

(ΘT
α)

−1 : π−1(Uα) → Uα × R
n∗

.

Os cociclos de transição de E∗, relativamente aos de E, são dados por

(ΘT
α)

−1ΘT
β =

(
(ΘT

β )
−1ΘT

α

)−1
=
(
(ΘαΘ

−1
β )T

)−1
= (ΘαΘβ)

−1.

Em particular, se E é um fibrado de posto 1, os cociclos de transição de E∗ são simplesmente

Θ−1
α .

Em P
n, existe, essencialmente, apenas um fibrado de linha holomorfo, chamado fibrado

de linha tautológico e denotado por O(1). Seu dual O(1)∗, denotado por O(−1) pode ser

descrito da seguinte maneira:

Exemplo 1.2.9 (O Fibrado O(−1)). O espaço projetivo complexo P
n
C

é construído a partir do

quociente de C
n+1 \ {0} pela relação de equivalência que identifica pontos que diferem por um

escalar não nulo. Ou seja,

z ∼ w ⇐⇒ ∃λ ∈ C
∗ tal que z = λw.

A classe de equivalência de um ponto z no espaço projetivo é denotada por [z] ou (z0 : z1 : · · · :

zn) e a topologia de P
n
C

é a topologia quociente induzida por Q : Cn+1 → P
n
C

, o que torna esse

espaço compacto. Além disso, Pn
C

possui uma estrutura de variedade complexa, dada pelo atlas

{Ui, ϕi}, i = 0, . . . , n, onde

Ui = {[z] ∈ P
n
C
: zi ̸= 0},

e as cartas ϕi : Ui → C
n são definidas por

ϕi(z0 : z1 : · · · : zn) =

(
z0
zi
, . . . ,

ẑi
zi
, . . . ,

zn
zi

)
,

com o acento circunflexo indicando a omissão do termo correspondente. Para fixar ideias,

consideremos as cartas ϕ0 e ϕj . Temos

ϕ0(z0 : z1 : · · · : zn) =

(
1̂,
z1
z0
, . . . ,

zn
z0

)
= (x1, . . . , xn),

e

ϕj(z0 : z1 : · · · : zn) =

(
z0
zj
, . . . ,

zj−1

zj
, 1̂,

zj+1

zj
, . . . ,

zn
zj

)

= (y1, . . . , yj, 1̂, yj+1, . . . , yn).
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A composição ϕj ◦ ϕ
−1
0 : U0j → U0j é dada por

ϕj ◦ ϕ
−1
0 (x1, . . . , xn) =

(
1

xj
,
x1
xj
, . . . ,

xj−1

xj
,
xj+1

xj
, . . . ,

xn
xj

)
.

Sua derivada Θj0 = d(ϕj ◦ ϕ
−1
0 ) nos dá os cociclos do fibrado tangente holomorfo T ′

P
n
C

. A

matriz correspondente a Θj0 : U0j → GL(n,C) é

Θj0 =




0 0 . . . 0 − 1
x2

j

0 . . . 0 0

1
xj

0 . . . 0 −x1

x2

j

0 . . . 0 0

0 1
xj

. . . 0 −x2

x2

j

0 . . . 0 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . 0 −xn−1

x2

j

0 . . . 1
xj

0

0 0 . . . 0 −xn

x2

j

0 . . . 0 1
xj




.

Em particular, detΘj0 = (−1)j(1/xj)
n+1 = (−1)j(z0/zj)

n+1. De modo geral, as funções de

transição Θij = D(ϕi ◦ ϕ
−1
j ) satisfazem

detΘij = (−1)i+j(zj/zi)
n+1.

Consideremos agora o fibrado trivial Pn
C
× C

n+1 sobre P
n
C

. O fibrado tautológico (ou

fibrado universal) é o subfibrado de posto 1 de Cn+1 formado pelos pares ([w], z) ∈ P
n
C
×C

n+1

tais que z pertence à reta determinada por [w]:

O(−1) = {([w], z) : ∃t ∈ C tal que z = tw}.

Sobre o aberto Ui, temos a seguinte descrição local:

O(−1)|Ui
= {((z0 : · · · : zn), t(z0, . . . , zn)) : t ∈ C}.

Os cociclos são definidos por

Uij × C
Θj

−→ O(−1)|Uij

Θi−→ Uij × C,

com

([z], t) 7→ (x,Θij([z])t).

Nos abertos Uij , temos a identidade

(
z0
zj
, . . . ,

zi
zj
, . . . , 1, . . . ,

zn
zj

)
=

(
zi
zj

)(
z0
zi
, . . . , 1, . . . ,

zj
zi
, . . . ,

zn
zi

)
,

dessa forma,

Θij([z]) =
zi
zj

em Uij.
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Exemplo 1.2.10 (Fibrado de Linha Tautológico O(1)). Tomemos um hiperplano H ⊂ P
n
C

, o

qual é definido como o conjunto de zeros de um polinômio linear P : Cn+1 → C com P (0) = 0,

isto é, H = {P (z) = 0}. Por meio de uma transformação linear adequada, podemos supor

que H = {z0 = 0}. Sobre cada aberto Ui, com i ̸= 0, a equação local de H é dada por

fi = z0/zi = 0. O fibrado O(1) é então definido pelos cociclos

ϕij =
fi
fj

=
zj
zi

em Uij,

e representa a classe de isomorfismo dos fibrados do tipo [H].

Notemos que O(1) coincide com o dual de O(−1), uma vez que ϕij = Θ−1
ij . Para cada

m ∈ Z, definimos o fibrado O(m) como

O(m) =




O(1)⊗m, se m ≥ 0,

O(−1)⊗(−m), se m < 0.

Consideremos agora uma hipersuperfície D = P−1(0) ⊂ P
n
C

, onde P é um polinômio

homogêneo de grau d > 0. Em cada aberto Ui, a equação que define D é

P

(
z0
zi
, . . . ,

zi−1

zi
, 1,

zi+1

zi
, . . . ,

zn
zi

)
=

1

zdi
P (z0, . . . , zn) = 0,

enquanto em Uj temos

P

(
z0
zj
, . . . ,

zi
zj
, . . . , 1, . . . ,

zn
zj

)
=

1

zdj
P (z0, . . . , zn) = 0.

O fibrado [D] associado a essa hipersuperfície (conforme o Exemplo 1.2.7) tem cociclos

de transição dados por

ψij =
P/zmi
P/zmj

=

(
zj
zi

)m

.

Portanto, ψij = (ϕij)
m, o que nos dá o isomorfismo [D] ∼= O(m). Finalmente, vale mencionar

que todo fibrado holomorfo de linha sobre P
n é isomorfo a O(m) para algum m ∈ Z (ver [20]).

1.3 Classes de Chern

Nesta seção, desenvolvemos a teoria de Chern-Weil de classes características. Iniciamos

com a definição de conexão em um fibrado vetorial, sua matriz e sua curvatura. Em seguida,

introduzimos os polinômios invariantes e afirmamos que a classe de cohomologia associada

à curvatura independe da conexão escolhida. Definimos então as classes de Chern de um

fibrado vetorial e de uma variedade complexa, e apresentamos suas propriedades fundamentais:

naturalidade, fórmula de Whitney do produto, classes de Chern do dual, do produto tensorial e

do fibrado virtual. Essas propriedades serão amplamente utilizadas nos cálculos dos capítulos

seguintes. As referências para essa seção são [20], [21] e [22]
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1.3.1 Conexão

Sejam E um espaço topológico e M uma variedade complexa. Considere (E, π) um

fibrado vetorial complexo C∞ de posto n, com projeção π : E →M . Para cada aberto U ⊂M ,

estabelecemos as seguintes convenções de notação:

• A C-álgebra das funções complexas de classe C∞ em U é denotada por A0(U);

• O espaço das p-formas complexas de classe C∞ em U , visto como um A0(U)-módulo, é

denotado por Ap(U);

• A álgebra graduada das formas diferenciais C∞ em U é definida como

A∗(U) =
dimM⊕

p=0

Ap(U);

• O A0(U)-módulo das seções C∞ de E sobre U é denotado por A0(U,E);

• O A0(U)-módulo das seçõesC∞ de TC∗

M ⊗E sobreU onde TC∗

M denota o fibrado cotangente

complexificado de M é denotado por A1(U,E);

• De modo geral, para cada p ∈ N, o A0(U)-módulo das seções C∞ de
∧p TC∗

M ⊗ E sobre

U é denotado por Ap(U,E).

Definição 1.3.1. Uma conexão em E é uma aplicação C-linear

∇ : A0(M,E) → A1(M,E)

satisfazendo a regra de Leibniz

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇(s)

para todo f ∈ A0(M) e todo s ∈ A0(M,E).

Na definição apresentada, é importante observar que o produto tensorial df ⊗ s não é

tomado sobre o corpo C, mas sim sobre o A0(M)-módulo, uma vez que tanto A0(M,E) quanto

A1(M,E) são A0(M)-módulos. O resultado a seguir estabelece o caráter local de uma conexão.

Proposição 1.3.1. Toda conexão ∇ é um operador local: se uma seção s se anula identicamente

em um aberto U , então ∇(s) ∈ A1(M,E) também se anula em U .

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que exista x0 ∈ U tal que ∇(s)(x0) ̸= 0. Tome-

mos uma função ρ ∈ A0(U) de suporte compacto, com ρ ≡ 1 em uma vizinhança V ⊂ U de x0,

e definamos ρ̄ ∈ A0(M) por

ρ̄(x) =




ρ(x), se x ∈ U,

0, se x ∈M \ U.
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A seção ρ̄s ∈ A0(M,E) é identicamente nula em M . Pela C-linearidade de ∇, temos

∇(ρ̄s) = ∇(0) = 0. (1.1)

Por outro lado, pela regra de Leibniz,

∇(ρ̄s) = dρ̄⊗ s+ ρ̄∇(s) = ρ̄∇(s), (1.2)

uma vez que dρ̄ = 0 em U . Combinando 1.1 e 1.2, obtemos ρ̄∇(s) = 0. Como ρ ≡ 1 em V ,

segue que ∇(s) se anula em V , contradizendo a hipótese de que ∇(s)(x0) ̸= 0. Portanto, ∇(s)

é identicamente nula em U .

Como consequência da proposição anterior, se duas seções s1, s2 ∈ A0(M,E) coincidem

em um aberto U ⊂ M , ainda que sejam distintas globalmente, então ∇(s1) e ∇(s2) também

assumem os mesmos valores em todo ponto de U . Isso assegura que a restrição da conexão a um

subconjunto aberto está bem definida, e tal restrição é, ela mesma, uma conexão sobre o fibrado

restrito E|U . Em vista da natureza local das conexões, podemos analisá-las em abertos de M .

Assim, se {Uα} é uma cobertura aberta de M , uma conexão ∇ em E é completamente descrita

por suas restrições ∇|Uα
a cada aberto da cobertura.

Lema 1.3.1. Seja π : E → M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre uma variedade

diferenciável M . Então, existe uma conexão

∇ : A0(M,E) → A1(M,E)

satisfazendo a regra de Leibniz

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇(s),

para todo f ∈ A0(M) e s ∈ A0(M,E).

Demonstração. Tomamos uma cobertura aberta {Uα} de M que trivializa simultaneamente os

fibrados TC

M e E. Para cada índice α, fixamos um referencial local sα = (sα1 , . . . , s
α
n) para as

fibras de E sobre Uα, ou seja, sαi ∈ A0(Uα, E) e, para cada x ∈ Uα, os vetores sα1 (x), . . . , s
α
n(x)

formam uma base de Ex.

Seja {ρα} uma partição da unidade subordinada a {Uα}, de modo que supp(ρα) ⊂ Uα e
∑

α ρα(x) = 1 para todo x ∈M . Em cada aberto Uα, definimos ∇α impondo que

∇α(sαi ) = 0, para todo i = 1, . . . , n.

Consequentemente, para qualquer f ∈ A0(Uα), temos

∇α(fsαi ) = df ⊗ sαi + f∇α(sαi ) = df ⊗ sαi .
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Qualquer seção s ∈ A0(Uα, E) admite a representação

s|Uα
=

n∑

i=1

fis
α
i ,

com fi ∈ A0(Uα). Estendemos ∇α a uma seção arbitrária fazendo

∇α(s|Uα
) = ∇α

(
n∑

i=1

fis
α
i

)
=

n∑

i=1

∇α(fis
α
i ) =

n∑

i=1

dfi ⊗ sαi .

Definimos então

∇ =
∑

α

ρα∇
α.

Verifiquemos que ∇ é de fato uma conexão. Primeiramente, notamos que

∇(s) =
∑

α

ρα∇
α(s|Uα

) =
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)
,

de modo que a C-linearidade de ∇ decorre imediatamente da C-linearidade do produto tensorial.

Resta apenas verificar a regra de Leibniz para ∇. Para todo g ∈ A0(M), temos

∇(gs) =
∑

α

ρα∇
α(gs)

=
∑

α

ρα∇
α

(
g

n∑

i=1

fis
α
i

)

=
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

∇α(gfis
α
i )

)

=
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

d(gfi)⊗ sαi

)

=
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

((dg)fi + gdfi)⊗ sαi

)

=
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

(dg)fi ⊗ sαi

)
+
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

gdfi ⊗ sαi

)
.

Ou seja,

∇(gs) = dg ⊗
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

fi ⊗ sαi

)
+ g

∑

α

ρα

(
n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)

= dg ⊗
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

1⊗ fis
α
i

)
+ g

∑

α

ρα

(
n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)

= dg ⊗
∑

α

ρα

(
n∑

i=1

fis
α
i

)
+ g

∑

α

ρα

(
n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)

= dg ⊗
∑

α

ρα(s|Uα
) + g

∑

α

ρα

(
n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)

= dg ⊗ s+ g∇(s).
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Dessa forma, temos que ∇ é uma conexão em E.

Com a notação estabelecida no lema anterior, em cada aberto Uα, a conexão ∇ assume a

forma

∇(sαi ) =
n∑

j=1

θαij ⊗ sαj , (1.3)

onde θαij são 1-formas C∞ definidas em Uα. Explicitamos a obtenção dessas 1-formas a seguir.

Como ∇(sαi ) ∈ A1(Uα, E) = C∞(Uα, T
C∗

M )⊗ E, podemos representá-lo na forma

∇(sαi ) = u⊗ v,

com u ∈ C∞(Uα, T
C∗

M ) e v ∈ C∞(Uα, E). Conforme vimos anteriormente, v admite a decompo-

sição v =
∑n

j=1 fjs
α
j , com fj ∈ A0(Uα). Assim,

∇(sαi ) = u⊗

n∑

j=1

fjs
α
j

=
n∑

j=1

u⊗ fjs
α
j

=
n∑

j=1

fju⊗ sαj .

Definindo θαij = fju, obtemos a expressão 1.3. Com essa notação, introduzimos a seguinte

definição:

Definição 1.3.2. A matriz da conexão ∇ em Uα é definida como θα = [θαij].

Consideremos agora uma conexão ∇ e dois abertos Uα e Uβ nos quais as matrizes locais

de ∇ são, respectivamente, θα e θβ . Quando a interseção Uαβ = Uα∩Uβ é não vazia, as matrizes

θα e θβ se relacionam por

θα = (dgαβ)g
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ ,

onde gαβ é uma matriz inversível de ordem n. De fato, sejam sα e sβ referenciais locais definidos

sobre Uα e Uβ, respectivamente. Em Uαβ, eles estão relacionados por uma matriz inversível

gαβ = [gij] que satisfaz

sαi =
n∑

j=1

gijs
β
j .

Denotando g−1
αβ = [gij], temos sβk =

∑n

l=1 gkls
α
l . Então,

n∑

l=1

θαil ⊗ sαl = ∇(sαi ).
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Logo

∇(sαi ) = ∇

(
n∑

j=1

gijs
β
j

)

=
n∑

j=1

∇(gijs
β
j )

=
n∑

j=1

(
dgij ⊗ sβj + gij∇(sβj )

)

=
n∑

j=1

dgij ⊗ sβj +
n∑

j=1

gij

n∑

k=1

θβjk ⊗ sβk

=
n∑

j=1

dgij ⊗

(
n∑

l=1

ḡjls
α
l

)
+

n∑

j=1

gij

n∑

k=1

θβjk ⊗

(
n∑

l=1

ḡkls
α
l

)

=
n∑

j=1

n∑

l=1

dgij ⊗ ḡjls
α
l +

n∑

j=1

gij

n∑

k=1

n∑

l=1

θβjk ⊗ ḡkls
α
l

=
n∑

l=1

(
n∑

j=1

dgij ḡjl

)
⊗ sαl +

n∑

l=1

(
n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkḡkl

)
⊗ sαl

=
n∑

l=1

(
n∑

j=1

dgij ḡjl +
n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkḡkl

)
⊗ sαl .

Portanto,

θαil =
n∑

j=1

dgijgjl +
n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkgkl,

que, em notação matricial, se escreve como

θα = (dgαβ)g
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ . (1.4)

A seguir, estendemos a noção de conexão a formas com valores emE. Mais precisamente,

a partir de uma conexão ∇ em E, definimos um operador ∇ : A1(M,E) → A2(M,E) cuja

ação sobre um elemento ω ⊗ s, com ω ∈ A1(M) e s ∈ A0(M,E), é dada por

∇(ω ⊗ s) = dω ⊗ s− ω ∧∇(s).

Proposição 1.3.2. O operador ∇ satisfaz a seguinte regra para f ∈ A0(M):

∇(f(ω ⊗ s)) = df ∧ ω ⊗ s+ f∇(ω ⊗ s).

Demonstração. Com efeito,

∇(f(ω ⊗ s)) = ∇(fω ⊗ s)

= d(fω)⊗ s− fω ∧∇(s)

= (df ∧ ω + f(dω))⊗ s− fω ∧∇(s)

= (df ∧ ω)⊗ s+ f(dω)⊗ s− fω ∧∇(s)

= df ∧ (ω ⊗ s) + f(dω ⊗ s− ω ∧∇(s))
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Ou seja

∇(f(ω ⊗ s)) = df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s).

Definição 1.3.3. A curvatura da conexão ∇ é o operador

K∇ = ∇ ◦∇.

Proposição 1.3.3. A curvatura K∇ é uma aplicação A0(M)-linear.

Demonstração. Seja f ∈ A0(M) e escrevamos ∇(s) = ω ⊗ v ∈ A1(M,E). Então,

K∇(fs) = ∇(∇(fs))

= ∇(df ⊗ s+ f∇s)

= ∇(df ⊗ s) +∇(f(ω ⊗ v))

= d2f ⊗ s− df ∧∇(s) + df ∧ (ω ⊗ v) + f∇(ω ⊗ v)

= −df ∧∇(s) + df ∧∇(s) + f∇(ω ⊗ v)

= f∇(ω ⊗ v)

= fK∇(s).

Portanto, K∇ é A0(M)-linear.

Proposição 1.3.4. O valor de K∇(s) em um ponto x ∈ M depende unicamente do valor da

seção s nesse ponto, e não da escolha da seção em uma vizinhança de x.

Demonstração. Seja sα = (sα1 , . . . , s
α
n) um referencial local de E sobre um aberto Uα contendo

x. Tomemos duas seções s, s′ ∈ A0(Uα, E) tais que s(x) = s′(x). Então s − s′ ∈ A0(Uα, E)

pode ser escrito como

s− s′ =
n∑

i=1

fis
α
i ,

com fi ∈ A0(Uα). Avaliando em x, obtemos

s(x)− s′(x) =
n∑

i=1

fi(x)s
α
i (x) = 0.

Como {sαi (x)}
n
i=1 é uma base de Ex, segue que fi(x) = 0 para todo i = 1, . . . , n. Pela

linearidade de K∇,

K∇(s− s′) = K∇(s)−K∇(s
′).

Por outro lado,

K∇(s− s′) = K∇

(
n∑

i=1

fis
α
i

)
=

n∑

i=1

fiK∇(s
α
i ).
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Avaliando em x, concluímos que

K∇(s)(x)−K∇(s
′)(x) =

n∑

i=1

fi(x)K∇(s
α
i (x)) = 0.

Portanto, K∇(s)(x) = K∇(s
′)(x).

De modo análogo ao que fizemos com a conexão, a curvatura pode ser expressa lo-

calmente por uma matriz. Com efeito, tomando um referencial local sα para E sobre Uα,

temos
K∇(s

α
i ) = ∇(∇(sαi ))

= ∇

(
n∑

j=1

θαij ⊗ sαj

)

=
n∑

j=1

∇(θαij ⊗ sαj )

=
n∑

j=1

(
dθαij ⊗ sαj − θαij ∧∇(sαj )

)

=
n∑

j=1

(dθαij ⊗ sαj )−
n∑

j=1

(
θαij ∧

n∑

k=1

θαjk ⊗ sαk

)

=
n∑

k=1

(dθαik ⊗ sαk )−
n∑

k=1

(
n∑

j=1

θαij ∧ θ
α
jk

)
⊗ sαk

=
n∑

k=1

[
dθαik −

(
n∑

j=1

θαij ∧ θ
α
jk

)]
⊗ sαk .

Essa igualdade admite uma interpretação matricial em termos de θα. Definindo

Θα
ik = dθαik −

n∑

j=1

θαij ∧ θ
α
jk,

obtemos a seguinte definição:

Definição 1.3.4. A matriz de K∇ em Uα é a matriz de 2-formas C∞ em Uα dada por

Θα = [Θα
ij],

onde

Θα
ij = dθαij −

n∑

k=1

θαik ∧ θ
α
kj,

ou, equivalentemente,

Θα = dθα − θα ∧ θα.
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Assim como as matrizes de conexão, as matrizes de curvatura Θα e Θβ se relacionam

quando Uαβ ̸= ∅. Sejam sα e sβ referenciais locais sobre Uα e Uβ , respectivamente, relacionados

pela matriz inversível gαβ = [gij], cuja inversa é g−1
αβ = [gij]. Então,

K∇(s
α
i ) = K∇

(
n∑

j=1

gijs
β
j

)

=
n∑

j=1

gijK∇(s
β
j )

=
n∑

j=1

gij

(
n∑

k=1

Θβ
jk ⊗ sβk

)

=
n∑

j=1

n∑

k=1

gijΘ
β
jk ⊗

(
n∑

l=1

gkls
α
l

)

=
n∑

j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

gijΘ
β
jkgkl ⊗ sαl .

Equivalentemente,

Θα
il =

n∑

j=1

n∑

k=1

n∑

l=1

gijΘ
β
jkgkl,

o que, em notação matricial, se reduz a

Θα = gαβΘ
βg−1

αβ .

1.3.2 Polinômios invariantes

Seja M(n,C) a C-álgebra constituída pelas matrizes n× n com coeficientes complexos.

Definição 1.3.5. Uma função P : M(n,C) → C é denominada polinômio invariante se é

polinomial nas entradas da matriz e satisfaz

P (g−1Ag) = P (A)

para quaisquer A ∈M(n,C) e g ∈ GL(n,C).

Proposição 1.3.5. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. P (g−1Ag) = P (A) para todo A ∈M(n,C) e g ∈ GL(n,C);

2. P (AB) = P (BA) para todo A,B ∈M(n,C).

Demonstração. (1) ⇒ (2): A demonstração será dividida em duas situações: quando pelo

menos uma das matrizes é inversível e quando ambas não o são.



Capítulo 1. Preliminares 35

• Suponhamos que A ∈ GL(n,C) e B ∈M(n,C). Observamos que

AB = AB(AA−1) = A(BA)A−1.

Da hipótese (1), segue imediatamente que

P (AB) = P (A(BA)A−1) = P (BA).

• Suponhamos agora que A,B ∈M(n,C) são ambas não inversíveis. A igualdade desejada

é equivalente a mostrar que, para todo ε > 0,

|P (AB)− P (BA)| < ε.

ComoGL(n,C) é denso emM(n,C), para cada r > 0 existeAr ∈ B(A, r) com detAr ̸=

0.

Dado ε > 0, a continuidade de P garante a existência de δ > 0 tal que, para toda

Z ∈ B(A, δ),

|P (AB)− P (ZB)| <
ε

2
e |P (BA)− P (BZ)| <

ε

2
.

Tomando r = δ, obtemos Z0 ∈ B(A, δ) com detZ0 ̸= 0. Pelo caso anterior,

P (Z0B) = P (BZ0).

Consequentemente,

|P (AB)− P (BA)| = |P (AB)− P (Z0B) + P (Z0B)− P (BA)|

≤ |P (AB)− P (Z0B)|+ |P (Z0B)− P (BA)|

= |P (AB)− P (Z0B)|+ |P (BZ0)− P (BA)|

<
ε

2
+
ε

2

= ε.

(2) ⇒ (1): Dados A ∈M(n,C) e g ∈ GL(n,C), temos

P (gAg−1) = P (g−1(gA)) = P (A),

o que completa a demonstração.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de polinômios invariantes.

Exemplo 1.3.1. A aplicação determinante

det :M(n,C) → C

A 7→ det(A)

é um exemplo clássico de polinômio invariante, pois é uma expressão polinomial nos coeficientes

de A e verifica

det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).
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Exemplo 1.3.2. Tomemos A, I ∈M(n,C), onde I denota a matriz identidade, e consideremos

o polinômio característico det(tI + A). Os coeficientes Cn−i(A) definidos por

det(tI + A) =
n∑

i=0

Cn−i(A)t
i

são polinômios invariantes. De fato, para qualquer g ∈ GL(n,C),

det(tI + A) = det(g(tI + A)g−1)

= det(g(tI)g−1 + gAg−1)

= det(t(gIg−1) + gAg−1)

= det(tI + gAg−1).

Portanto,
n∑

i=0

Cn−i(A)t
i =

n∑

i=0

Cn−i(gAg
−1)ti,

e pela unicidade dos coeficientes de um polinômio, concluímos que Cn−i(A) = Cn−i(gAg
−1)

para todo i. Isso demonstra a invariância de cada Cn−i.

Ilustremos com os casos n = 2, n = 3 e n = 4.

• Para n = 2, temos:

det(tI + A) =

∣∣∣∣∣
t+ a11 a12

a21 t+ a22

∣∣∣∣∣

= (t+ a11)(t+ a22)− a12a21

= t2 + (a11 + a22)t+ (a11a22 − a12a21).

Logo,
i = 0 =⇒ C2(A) = a11a22 − a12a21 = det(A),

i = 1 =⇒ C1(A) = a11 + a22 = tr(A),

i = 2 =⇒ C0(A) = 1.

• Para n = 3, temos:

det(tI + A) = t3 + (a11 + a22 + a33)t
2

+ [(a11a22 − a12a21) + (a11a33 − a13a31) + (a22a33 − a23a32)]t

+ (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)

− (a13a12a31 + a11a23a32 + a12a21a33).

Assim,
i = 0 =⇒ C3(A) = det(A),

i = 2 =⇒ C1(A) = tr(A),

i = 3 =⇒ C0(A) = 1.
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Para i = 1, observamos que o coeficiente de t é a soma dos determinantes das seguintes

submatrizes 2× 2 de A:

A3 =

[
a11 a12

a21 a22

]
, A2 =

[
a11 a13

a31 a33

]
, A1 =

[
a22 a23

a32 a33

]
,

onde Ai é a matriz obtida de A pela eliminação da i-ésima linha e da i-ésima coluna.

Portanto,

i = 1 =⇒ C2(A) = det(A1) + det(A2) + det(A3).

• Para n = 4, procedendo como no caso anterior, obtemos

det(tI + A) = t4 + (a11 + a22 + a33 + a44)t
3

+ [(a11a22 − a12a21) + (a11a33 − a13a31) + (a11a44 − a14a41)

+ (a22a33 − a23a32) + (a22a44 − a24a42) + (a33a44 − a34a43)]t
2

+ [det(A1) + det(A2) + det(A3) + det(A4)]t

+ det(A).

O coeficiente de t2 é a soma dos determinantes das seguintes submatrizes 2× 2:

A1,2 =

[
a11 a12

a21 a22

]
, A1,3 =

[
a11 a13

a31 a33

]
, A1,4 =

[
a11 a14

a41 a44

]
,

A2,3 =

[
a22 a23

a32 a33

]
, A2,4 =

[
a22 a24

a42 a44

]
, A3,4 =

[
a33 a34

a43 a44

]
,

onde Aij é a submatriz de A formada pelas i-ésima e j-ésimas linhas e colunas. Assim:

i = 0 =⇒ C4(A) = det(A),

i = 1 =⇒ C3(A) =
4∑

j=1

det(Aj),

i = 2 =⇒ C2(A) =
∑

i<j

det(Ai,j),

i = 3 =⇒ C1(A) = tr(A),

i = 4 =⇒ C0(A) = 1.

Seja π : E →M um fibrado vetorial complexo C∞ de posto n, munido de uma conexão

∇, cuja curvatura denotamos porK∇. Em cada aberto trivializador Uα, a curvatura é representada

por uma matriz Θα de 2-formas de ordem n × n. Conforme estabelecido anteriormente, as

matrizes locais de K∇ se transformam segundo

Θα = gαβΘ
βg−1

αβ
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em Uαβ , com gαβ ∈ GL(n,C). Portanto, para qualquer polinômio invariante P , temos

P (Θα) = P (gαβΘ
βg−1

αβ ) = P (Θβ).

Essa igualdade nos permite definir globalmente a forma P (K∇): dado um polinômio invariante

P de grau k, a 2k-forma associada é dada localmente por

P (K∇)|Uα
= P (Θα).

Exemplo 1.3.3. A fim de verificar que P (Θα) é efetivamente uma 2k-forma, consideremos o

caso particular em que P é o determinante. Tomando P (A) = det(A), que tem grau n (a ordem

da matriz A), e escrevendo Θα = [αij ∧ βij], onde αij e βij são 1-formas em Uα, obtemos:

• Para n = 2:

det(Θα) = (α11 ∧ β11) ∧ (α22 ∧ β22)− (α12 ∧ β12) ∧ (α21 ∧ β21)

= (α11 ∧ β11 ∧ α22 ∧ β22)− (α12 ∧ β12 ∧ α21 ∧ β21),

que é uma 4-forma em Uα.

• Para n = 3:
det(Θα) = (α11 ∧ β11 ∧ α22 ∧ β22 ∧ α33 ∧ β33)

+ (α12 ∧ β12 ∧ α23 ∧ β23 ∧ α31 ∧ β31)

+ (α13 ∧ β13 ∧ α21 ∧ β21 ∧ α32 ∧ β32)

− (α13 ∧ β13 ∧ α22 ∧ β22 ∧ α31 ∧ β31)

− (α12 ∧ β12 ∧ α21 ∧ β21 ∧ α33 ∧ β33)

− (α11 ∧ β11 ∧ α23 ∧ β23 ∧ α32 ∧ β32),

que é uma 6-forma em Uα.

Retornando ao caso geral de um polinômio invariante P arbitrário, a relação de transfor-

mação acima garante que P (K∇) está bem definida como uma 2k-forma global: sua definição

independe da escolha da matriz local de K∇ e é consistente em toda a variedade M , uma vez

que está definida em cada aberto trivializador Uα.

Lema 1.3.2. Se P é um polinômio invariante, então a forma P (K∇) é fechada, isto é, dP (K∇) =

0.

Demonstração. Escrevamos P (A) = P ([aij]) e definamos a matriz de derivadas parciais

∆ =

[
∂P

∂aij

]
.

A diferencial de P é dada por

dP ([aij]) =
∑

i,j

∂P

∂aij
daij.

Estabelecemos a seguir duas relações fundamentais.



Capítulo 1. Preliminares 39

• Primeiramente, temos

dP (A) = tr(∆TdA).

De fato, os elementos diagonais de ∆TdA são

(∆TdA)ii =
n∑

k=1

∆T
ikdaki =

n∑

k=1

∆kidaki =
n∑

k=1

∂P

∂aki
daki,

de modo que

tr(∆TdA) =
n∑

i=1

(∆TdA)ii =
n∑

i=1

n∑

k=1

∂P

∂aki
daki = dP (A). (1.5)

• Além disso, vale a identidade

A∆T = ∆TA.

Para demonstrá-la, lembremos que a invariância de P implica P (XY ) = P (Y X) para

quaisquer X, Y ∈ GL(n,C). Consideremos a matriz elementar Eji = [ers], definida por

ers =




1, se r = j e s = i,

0, caso contrário.

Os produtos AEji e EjiA têm entradas dadas por

(EjiA)rs =




ais, se r = j,

0, se r ̸= j,
(1.6)

(AEji)rs =




arj, se s = i,

0, se s ̸= i.
(1.7)

Pela invariância de P ,

P ((I + tEji)A) = P (A(I + tEji)),

onde I é a matriz identidade. Derivando em relação a t e avaliando em t = 0, obtemos

∑

r,s

∂P

∂ars
(EjiA)rs =

∑

r,s

∂P

∂ars
(AEji)rs.

Usando 1.6 e 1.7, a igualdade acima se reduz a

n∑

s=1

∂P

∂ajs
ais =

n∑

r=1

∂P

∂ari
arj.

Observando que

(A∆T )ij =
n∑

s=1

ais
∂P

∂ajs
e (∆TA)ij =

n∑

r=1

∂P

∂ari
arj,

concluímos que

A∆T = ∆TA. (1.8)
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Tomemos agora um aberto trivializador Uα de E, com matrizes locais θα e Θα = [Θα
ij]

para a conexão e sua curvatura, respectivamente. Definamos

∆ =

[
∂P

∂Θα
ij

]
.

Observe que cada entrada de ∆ é uma forma de grau par, pois Θα
ij são 2-formas e P é um

polinômio.

Por 1.5, temos

dP (Θα) = tr(∆T ∧ dΘα).

Calculemos agora dΘα. Da relação Θα = dθα − θα ∧ θα, segue

dΘα
ij = −

n∑

k=1

dθαik ∧ θ
α
kj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −

n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk +

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −
n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj −

n∑

k=1

(
n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −
n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj −

n∑

k=1

θαkj ∧

(
n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
+

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −

n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj −

n∑

k=1

θαik ∧

(
n∑

l=1

θαkl ∧ θ
α
lj

)
+

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −

n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧

(
dθαkj −

n∑

l=1

θαkl ∧ θ
α
lj

)

= −

n∑

k=1

Θα
ik ∧ θ

α
kj +

n∑

k=1

θαik ∧Θα
kj.

Esta é a conhecida identidade de Bianchi:

dΘα = θα ∧Θα −Θα ∧ θα.

Substituindo em 1.5, obtemos

dP (Θα) = tr(∆T ∧ dΘα)

= tr
(
∆T ∧ θα ∧Θα −∆T ∧Θα ∧ θα

)
.

A identidade 1.8 permite reescrever

dP (Θα) = tr
(
(∆T ∧ θα) ∧Θα − (Θα ∧∆T ) ∧ θα

)
.
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Explicitando o traço,

dP (Θα) =
n∑

i,k=1

(
(∆T ∧ θα)ik ∧Θα

ki −Θα
ki ∧ (∆T ∧ θα)ik

)

=
n∑

i,k=1

(
Θα

ki ∧ (∆T ∧ θα)ik −Θα
ki ∧ (∆T ∧ θα)ik

)

= 0,

uma vez que Θα
ki é uma 2-forma e, portanto, comuta com qualquer outra forma. Logo, dP (Θα) =

0, o que prova o lema.

1.3.3 Complexo de De Rham

Uma vez que a diferenciação exterior

d : Ar(M) → Ar+1(M)

é uma transformação linear definida no espaço vetorial Ar(M) (ver [23], Capítulo VII, Teorema

6), cujos elementos são as r−formas na superfície m−dimensional M . Como

d(dω) = 0, ∀ω ∈ Ar(M)

a sequência

A∗(M) : A0(M)
d
−→ A1(M)

d
−→ · · ·

d
−→ Am−1(M)

d
−→ Am(M)

d
−→ 0

é um complexo de cocadeias, chamado complexo de De Rham da superfície M .

Lembremos que A0(M) é o conjunto das funções diferenciáveis f :M → R e

Ar(M) = 0 se r > dim(M).

O núcleo de d : Ar(M) → Ar+1, denotado por

Ker(d) = Zr(M) = {ω ∈ Ar(M) | dω = 0}

é o conjunto das r−formas fechadas e a imagem de d : Ar−1(M) → Ar(M), denotada por

Br(M) = {ω ∈ Ar(M) | ∃η ∈ Ar−1(M) tal que d(η) = ω}

Note que Br(M) ⊂ Zr(M), uma vez que se µ ∈ Br(M), então

d(ω) = µ, para algum ω ∈ Ar−1(M)

=⇒ d(d(ω)) = d(µ)

=⇒ 0 = d(µ)

=⇒ µ ∈ Ker(d) = Zr(M)
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O espaço quociente

Hr(M) = Zr(M)/Br(M)

é chamado de grupo de cohomologia de De Rham da superfície M em dimensão r. Seus

elementos são as classes de cohomologia

[ω] = {ω + dα : α ∈ Ar−1(M)}

das formas fechadas ω ∈ Zr(M).

Como vimos, se P é um polinômio invariante, então

dP (K∇) = 0.

Sabemos que P (K∇) é uma 2k−forma, onde k é a dimensão de [Θα] que é a matriz de K∇.

Dessa forma, uma vez que dP (K∇) = 0, concluímos que P (K∇) é uma forma fechada, logo

faz sentido escrever [P (K∇)] ∈ H2r(M,C). Feita essas considerações, podemos enunciar a

seguinte proposição:

Proposição 1.3.1. A classe [P (K∇)] ∈ H independe da conexão ∇ sobre E.

A classe [P (K∇)] = [P (E)] depende apenas da classe de isomorfismo de E e é chamada

de classe característica de E. A demonstração desta proposição pode ser encontrada em [21],

Capítulo 3, Proposição 3.3.2.

1.3.4 Classes de Chern

Finalmente, podemos definir o conceito mais importante deste trabalho:

Definição 1.3.6. Sejam Cj , j ∈ {1, . . . , n}, os polinômios simétricos elementares dos autovalo-

res de uma matriz n× n. As formas de Chern de uma curvatura K∇ associada à uma conexão ∇

sobre E são:

cj(K∇) = Cj

(
i

2π
K∇

)

e as classes de Chern de E são c0(E) = 1,

cj(E) =

[
Cj

(
i

2π
K

)]
∈ H2j

DR(M,C)

Além disso, chamamos cn(E) de Classe Top de Chern de E e

c(E) = 1 + c1(E) + . . .+ cn(E)

de Classe de Chern total de E.

Observação 1.3.1. A definição de classes de Chern apresentada acima deve ser entendida com

uma certa cautela, pois, rigorosamente, as classes cj(E) pertencem à cohomologia integral

H2j
DR(M,Z), e não à cohomologia complexa H2j

DR(M,C). No entanto, como consequência da

Teoria de Chern-Weil, tais objetos podem ser identificados de maneira natural, de modo que essa

distinção não afeta os resultados principais.
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Como observado anteriormente, toda variedade diferenciável M é munida de seu fibrado

tangente TM . No caso em que M é uma variedade complexa, podemos considerar também seu

fibrado tangente holomorfo T ′M . Isso motiva a definição a seguir.

Definição 1.3.7. Seja M uma variedade complexa de dimensão n. A j-ésima classe de Chern

de M , denotada por cj(M), é definida como sendo a j-ésima classe de Chern de seu fibrado

tangente holomorfo:

cj(M) := cj(T
′M).

Vejamos agora algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem. Essas proprie-

dades serão de extrema importância para a dedução dos resultados principais apresentados na

seção seguinte.

Naturalidade: Consideremos o diagrama comutativo

f−1E E

Y X

onde X e Y são variedades diferenciáveis, f : Y → X é uma aplicação contínua, π : E → X é

um fibrado vetorial de posto n, e f−1E → Y denota o fibrado pull-back de E por f , conforme

construído na Seção 1.2, Subseção 1.2.1.

Seja ∇ uma conexão em E, com matriz local [θα] sobre o aberto trivializador Uα. O

pull-back de ∇ por f induz uma conexão em f−1E, cuja matriz no aberto Vα = f−1(Uα) é f ∗θα.

Verifiquemos que f ∗θα é de fato uma conexão. Aplicando f ∗ à relação de transformação 1.4,

obtemos, para x ∈ Vα,

f ∗θα(x) = θα(f(x))

= d(gαβ(f(x)))(gαβ(f(x)))
−1 + gαβ(f(x))θ

β(f(x))(gαβ(f(x)))
−1

= d(f ∗gαβ(x))(f
∗gαβ(x))

−1 + f ∗gαβ(x)f
∗θβ(x)(f ∗gαβ(x))

−1,

o que confirma que f ∗θα satisfaz a relação característica de uma conexão.

A curvatura da conexão induzida, denotada por Kf∗∇, tem matriz local Θα
f∗ . Usando as

propriedades do pull-back e a relação matricial da Definição 1.3.4, obtemos

Θα
f∗ = df ∗θα − f ∗θα ∧ f ∗θα

= f ∗(dθα)− f ∗(θα ∧ θα)

= f ∗(dθα − θα ∧ θα)

= f ∗K∇,

isto é, Kf∗∇ = f ∗K∇. Consequentemente, as formas de Chern de f−1E são obtidas por

pull-back das formas de Chern de E:

cj(Kf∗∇) = Cj

(
i

2π
Kf∗∇

)
= Cj

(
i

2π
f ∗K∇

)
= f ∗Cj

(
i

2π
K∇

)
= f ∗cj(K∇).
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Portanto, as classes de Chern satisfazem a relação de naturalidade:

cj(f
−1E) = f ∗cj(E).

Fórmula de Whitney do produto: Sejam π : E → M e ρ : F → M fibrados vetoriais sobre

M , munidos de conexões ∇E e ∇F , respectivamente. Sobre um aberto trivializador comum Uα,

representamos essas conexões por matrizes [θαE] e [θαF ]. A soma direta E⊕F herda uma conexão

∇E⊕F = ∇E ⊕∇F , cuja matriz local é dada por

θαE⊕F = θαE ⊕ θαF ,

ou, de acordo com a construção da Subseção 1.2.1,

[θαE⊕F ] =

[
[θαE] 0

0 [θαF ]

]
.

A curvatura correspondente, K∇E⊕F
, tem matriz local

Θα
E⊕F = d(θαE ⊕ θαF )− (θαE ⊕ θαF ) ∧ (θαE ⊕ θαF )

= dθαE ⊕ dθαF − [(θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF )] ∧ [(θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF )]

= dθαE ⊕ dθαF − (θαE ⊕ 0) ∧ (θαE ⊕ 0)− (θαE ⊕ 0) ∧ (0⊕ θαF )

− (0⊕ θαF ) ∧ (0⊕ θαF )

= dθαE ⊕ dθαF − (θαE ∧ θαE)⊕ 0− 0⊕ (θαF ∧ θαF )

= (dθαE − θαE ∧ θαE)⊕ (dθαF − θαF ∧ θαF )

= Θα
E ⊕Θα

F ,

onde Θα
E e Θα

F denotam as matrizes locais das curvaturas K∇E
e K∇F

, respectivamente. Em

notação matricial,

[Θα
E⊕F ] =

[
[Θα

E] 0

0 [Θα
F ]

]
.

A partir dessa representação matricial, calculamos o polinômio característico de Θα
E⊕F :

det(tI +Θα
E⊕F ) = det(tI +Θα

E) det(tI +Θα
F )

=

(
n∑

i=0

Cn−i(Θ
α
E)t

i

)(
m∑

i=0

Cn−i(Θ
α
F )t

i

)

=
n+m∑

i=0

Cn−i(Θ
α
E⊕F )t

i,

com

Cn−k(Θ
α
E⊕F ) =

k∑

j=0

Cn−j(Θ
α
E)Cj(Θ

α
F ).
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Comparando os coeficientes, obtemos as relações

C1(Θ
α
E⊕F ) = C1(Θ

α
E) + C1(Θ

α
F ),

C2(Θ
α
E⊕F ) = C2(Θ

α
E) + C1(Θ

α
E)C1(Θ

α
F ) + C2(Θ

α
F ),

...

Ck(Θ
α
E⊕F ) =

k∑

j=0

Cj(Θ
α
E)Ck−j(Θ

α
F ).

Passando às classes de Chern, concluímos que

c1(E ⊕ F ) = c1(E) + c1(F ),

c2(E ⊕ F ) = c2(E) + c1(E)c1(F ) + c2(F ),

...

ck(E ⊕ F ) =
k∑

j=0

cj(E)ck−j(F ),

para 1 ≤ k ≤ n+m, com a convenção de que ci(E) = 0 para i > n e ci(F ) = 0 para i > m.

Assim, a classe de Chern total de E ⊕ F satisfaz

c(E ⊕ F ) = 1 +
n+m∑

k=1

ck(E ⊕ F )

= 1 +
n+m∑

k=1

k∑

j=0

cj(E)ck−j(F )

= c0(E)c0(F ) +
n+m∑

k=1

k∑

j=0

cj(E)ck−j(F )

=
n+m∑

k=0

k∑

j=0

cj(E)ck−j(F )

= c(E)c(F ).

Portanto, a classe de Chern total do fibrado soma direta é o produto das classes de Chern totais

dos fibrados somados.

Classes de Chern do fibrado dual: Sejam π : E → M um fibrado vetorial e π∗ : E∗ → M

seu fibrado dual. Se os cociclos de transição de E são denotados por gαβ , então os cociclos de

transição de E∗ são dados por (gTαβ)
−1.

A partir de uma conexão ∇ em E, construímos uma conexão em E∗. Tomando a

transposta da relação 1.4, obtemos

(θα)T = [(dgαβ)g
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ ]

T

= [(dgαβ)g
−1
αβ ]

T + [gαβθ
βg−1

αβ ]
T

= (g−1
αβ )

T (dgαβ)
T + (g−1

αβ )
T (θβ)TgTαβ

= (gTαβ)
−1(dgTαβ) + (gTαβ)

−1(θβ)TgTαβ. (1.9)
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Por outro lado, da identidade para a diferencial da inversa,

d
(
(gTαβ)

−1
)
= −(gTαβ)

−1dgTαβ(g
T
αβ)

−1,

segue que

−d
(
(gTαβ)

−1
)
(gTαβ) = (gTαβ)

−1dgTαβ. (1.10)

Substituindo 1.10 em 1.9 e multiplicando a expressão resultante por −1, obtemos

(−θα)T = −(gTαβ)
−1dgTαβ − (gTαβ)

−1(θβ)TgTαβ

= d
(
(gTαβ)

−1
)
(gTαβ) + (gTαβ)

−1(−θβ)TgTαβ

= d
(
(gTαβ)

−1
)
((gTαβ)

−1)−1 + (gTαβ)
−1(−θβ)T ((gTαβ)

−1)−1.

Isso define uma conexão ∇∗ em E∗, cuja matriz local sobre Uα é (−θα)T . A matriz da curvatura

de ∇∗, denotada por Θ∗α, é dada por

Θ∗α = d
(
(−θα)T

)
− (−θα)T ∧ (−θα)T

= −(dθα)T − (θα)T ∧ (θα)T

= −(dθα)T − (θα ∧ θα)T

= −(dθα − θα ∧ θα)T

= −(Θα)T .

Uma vez que a transposição em GL(n,C) é uma conjugação, para todo polinômio homogêneo

P i de grau i, temos

P i(−ΘαT ) = (−1)iP i(Θα).

Consequentemente, as classes de Chern de E e E∗ estão relacionadas por

ci(E
∗) = (−1)ici(E). (1.11)

Classe de Chern do Produto Tensorial: Sejam π : E → M um fibrado vetorial de posto n

e p : L → M um fibrado de linha (posto 1). Consideremos o produto tensorial E ⊗ L. Suas

classes de Chern são expressas em termos das classes de Chern de E e de L pela fórmula (ver

[20])

ci(E ⊗ L) =
i∑

k=0

(
n− k

i− k

)
ck(E)c1(L)

i−k, 2 ≤ i ≤ n.

Para n = 1, temos (ver em [20]):

c1(E ⊗ L) = c1(E) + rank(E) · c1(L). (1.12)

onde rank(E) denota o posto do fibrado E. Assim

c1(E ⊗ L) = c1(E) + n · c1(L).
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Note que, a partir deste fato, podemos mostrar que, dados E1, . . . , Ek fibrados de posto 1, então

temos a relação

c1

(
k⊗

l=1

El

)
=

k∑

l=1

c1(El).

Usemos indução para demonstrar a afirmação. Para l = 2, usando 1.12 obtemos

c1(E1 ⊗ E2) = c1(E1) + rank(E1) · c1(E2)

Como rank(E1) = 1, então

c1(E1 ⊗ E2) = c1(E1) + c1(E2).

Supondo que o resultado seja válido para k − 1 fibrados de posto 1, ou seja

c1

(
k−1⊗

l=1

El

)
=

k−1∑

l=1

c1(El). (1.13)

e denotando por

F =
k−1⊗

l=1

El

Temos que, pela construção feita na Seção 1.2, Subseção 1.2.1,

rank(F ) = 1 · · · · · 1︸ ︷︷ ︸
k−1 vezes

= 1

podemos escrever

c1(F ⊗ Ek) = c1(F ) + rank(F ) · c1(Ek)

= c1(F ) + 1 · c1(Ek)

= c1(F ) + c1(Ek)

= c1

(
k−1⊗

l=1

El

)
+ c1(Ek)

Pela hipótese de indução 1.13,

c1(F ⊗ Ek) =

(
k−1∑

l=1

c1(El)

)
+ c1(Ek)

=
k∑

l=1

c1(El)

como F =
⊗k−1

l=1 El, então

c1(F ⊗ Ek) = c1

((
k−1⊗

l=1

El

)
⊗ Ek

)
= c1

(
k⊗

l=1

El

)
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Isto é

c1

(
k⊗

l=1

El

)
=

k∑

l=1

c1(El).

Classe de Chern do Fibrado Virtual: A teoria de fibrados vetoriais admite uma generalização

que envolve os chamados fibrados virtuais, cuja construção pode ser encontrada em [21]. Neste

trabalho, restringimo-nos ao caso em que dispomos de um fibrado vetorial π : E →M de posto

n e um fibrado de linha p : L → M de posto 1. Tais objetos dão origem a um fibrado virtual,

denotado por E − L. Se ci(E) e ci(L) denotam as respectivas classes de Chern de E e L, então

as classes de Chern de E − L são dadas por

ci(E − L) =
i∑

k=0

(
n− k

i− k

)
ck(E)c1(L

∗)i−k, 2 ≤ i ≤ n. (1.14)

1.4 Folheações e os índices de Poincaré-Hopf, GSV e Schwartz

Nesta seção, introduzimos o conceito de folheação holomorfa unidimensional e suas prin-

cipais estruturas associadas. Em seguida, definimos os índices que serão centrais nos resultados

principais da dissertação: o índice de Poincaré-Hopf, o número de Milnor, o número de Tjurina,

o índice GSV e o índice de Schwartz. Apresentamos as relações entre esses índices, destacando

as fórmulas que os conectam, como a relação entre o índice GSV e o índice logarítmico de

Aleksandrov, e a relação entre o índice de Schwartz e o índice GSV via número de Milnor. As

referências para essa seção são [24] e [18].

Relembremos o que é uma singularidade de um campo vetorial [25]: Seja

v =
n∑

i=1

vi
∂

∂xi

um campo vetorial em um aberto U ⊂ C
n, com coordenadas (v1, . . . , vn). Um campo vetorial v

é dito contínuo, suave, analítico, etc., se suas componentes {v1, . . . , vn} são contínuas, suaves,

analíticas, etc.. Uma singularidade a de v é um ponto onde todas as suas componentes se

anulam, ou seja, vi(a) = 0, ∀i = 1, . . . , n. A singularidade é dita isolada se em todo ponto x

próximo à a existe ao menos uma componente de v que não se anula.

Definição 1.4.1. Seja X uma variedade complexa e conexa. Uma folheação holomorfa de

dimensão 1 é dada pelos seguintes conjuntos de dados:

(i) Uma cobertura aberta U = {Uα} de X;

(ii) Para cada Uα, um campo de vetores holomorfo vα;

(iii) Para cada interseção não vazia Uαβ = Uα ∩ Uβ ̸= ∅, uma aplicação holomorfa

fαβ ∈ O∗

X(Uαβ) = {f : Uαβ → C | f é holomorfa e f(x) ̸= 0 para todo x ∈ Uαβ} .



Capítulo 1. Preliminares 49

tal que vα = fαβvβ em Uαβ e fαβfβγ = fαγ em Uαβγ .

Pelo Teorema 1.2.1, essa família de funções {fαβ} define um fibrado KF de posto 1 que

é chamado de fibrado cotangente de F . O dual de KF é chamado de fibrado tangente da

folheação F e será denotado por TF .

Como uma folheação unidimensional F é definida localmente em cada Uα da cobertura

aberta {Uα} de uma variedade M por um campo de vetores vα, é natural estender as definições

dos índices a seguir para folheações, como feito por Brunella em [16].

1.4.1 O índice de Poincaré-Hopf

O índice de Poincaré-Hopf, um dos conceitos mais fundamentais na teoria de campos

de vetores, foi introduzido por Henri Poincaré [3] no final do século XIX para dimensão 2 e

posteriormente generalizado para dimensão arbitrária por Hopf [4]. Poincaré percebeu que

a soma dos índices de um campo de vetores sobre uma variedade compacta é um invariante

topológico que independe do campo considerado, coincidindo com a característica de Euler

da variedade. Este resultado, conhecido como Teorema de Poincaré-Hopf, estabelece uma

ponte profunda entre a análise local de campos de vetores e a topologia global da variedade.

Formalmente, temos:

Definição 1.4.2. O índice de Poincaré-Hopf de um campo de vetores holomorfo v = (v1, . . . , vn)

com singularidade isolada em 0 é dado por

PH(v, 0) = dimC

On,0

⟨v1, . . . , vn⟩
,

onde On,0 é o anel de germes de funções holomorfas em (Cn, 0) e ⟨v1, . . . , vn⟩ é o ideal gerado

pelas componentes de v. Quando este valor é igual a 1, dizemos que v tem uma singularidade

não degenerada em 0.

1.4.2 Os números de Milnor e Tjurina

O número de Milnor, por sua vez, foi formalmente introduzido por John Willard Milnor

em [26]. No estudo de singularidades isoladas de funções analíticas complexas f : (Cn+1, 0) →

(C, 0), Milnor demonstrou que o número de Milnor µ(f) pode ser interpretado topologicamente,

como o número de ciclos na fibra de Milnor que colapsam quando a singularidade é removida.

Além disso, Milnor também caracteriza sua definição topológica de um ponto de vista algébrico,

como a dimensão do espaço vetorial quociente do anel de germes pelo ideal Jacobiano da função

f que define a hipersuperfície. Mais precisamente:

Definição 1.4.3. Seja (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) um germe de hipersuperfície definido por f = 0, com

uma singularidade isolada em 0. O número de Milnor de (V, 0), denotado por µ0(V ), é definido
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por

µ0(V ) := dimC

On+1,0

J(f)
,

onde On+1,0 é o anel de germes de funções holomorfas em (Cn+1, 0) e

J(f) =

〈
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn+1

〉

é o ideal Jacobiano de f . Este número mede a complexidade topológica da singularidade e é

sempre µ0(V ) ≥ 1, com igualdade apenas quando a singularidade é não degenerada.

Um resultado muito conhecido na literatura é que o número de Milnor e o índice de

Poincaré-Hopf de um germe coincidem (Ver por exemplo [21]).

Em contrapartida, o número de Tjurina remonta aos trabalhos de Galina Nikolaevna

Tjurina [27] que estudou deformações de singularidades e introduziu o conceito que hoje leva

seu nome para medir a dimensão do espaço base da deformação miniversal de uma singularidade

isolada. O nome número de Tjurina foi cunhado posteriormente por G.-M. Greuel [28], em sua

homenagem.

Definição 1.4.4. Seja (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) um germe de hipersuperfície definido por f = 0, com

uma singularidade isolada em 0. O número de Tjurina (também chamado de Greuel–Tjurina)

de (V, 0), denotado por τ0(V ), é definido por

τ0(V ) := dimC

On+1,0

⟨f, J(f)⟩
.

onde On+1,0 é o anel de germes de funções holomorfas em (Cn+1, 0) e

⟨f, J(f)⟩ =

〈
f,
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn+1

〉
.

1.4.3 O Índice GSV

Tratando agora do índice GSV (Gómez-Mont–Seade–Verjovsky), este foi introduzido por

X. Gómez-Mont, J. Seade e A. Verjovsky [15] em 1991 com o objetivo de generalizar o índice

de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidos sobre hipersuperfícies com singularidades

isoladas. Este índice generaliza o conceito clássico, sendo definido como o índice de Poincaré-

Hopf de uma extensão contínua do campo a uma fibra de Milnor local da hipersuperfície.

Seja (V, 0) ⊂ (Cn+1, 0) um germe de hipersuperfície com singularidade isolada, e seja v

um campo de vetores holomorfo sobre V com uma singularidade isolada em 0. O índice GSV

(Gómez-Mont–Seade–Verjovsky) de v em (V, 0), denotado por GSV0(v, V ), é definido como

o índice de Poincaré–Hopf de uma extensão contínua de v a uma fibra de Milnor local de V .

Equivalentemente, se ṽ é uma extensão holomorfa de v a uma vizinhança de 0 em C
n+1, então o
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índice GSV pode ser calculado algebricamente por fórmulas que dependem da paridade de n.

Para n ímpar, tem-se

GSV0(v, V ) = dimC

On+1,0

⟨f, ṽ1, . . . , ṽn+1⟩
− τ0(V ),

enquanto que para n par,

GSV0(v, V ) = dimC

On+1,0

⟨ṽ1, . . . , ṽn+1⟩
− dimC

On+1,0〈
df

f
(ṽ), ṽ1, . . . , ṽn+1

〉 + τ0(V ).

Dada uma folheação unidimensional F em X , com singularidades isoladas tal que F

deixa D invariante, seja v um campo de vetores holomorfo definindo F em uma vizinhança U de

p0 em X . O valor GSVp0(v,D) não depende da escolha de tal campo de vetores v, representante

local da folheação F em p (ver [18], Capítulo IV, Corolário 7.15) . O índice GSV de F em p0

ao longo de D, denotado por GSVp0(F , D), é definido como GSVp0(v,D). Além disso, neste

caso, por [18], Capítulo IV, Teorema 7.16, temos
∫

D

cn−1(TX − [D]− TF) =
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D),

onde S(F , D) = (Sing(F) ∩D) ∪ Sing(D).

1.4.4 O Índice de Schwartz

Por fim, o índice de Schwartz, também conhecido como índice radial, foi introduzido

por Marie-Hélène Schwartz [29], [30] para uma classe especial de campos de vetores, dando

origem a uma extensa teoria de índices em variedades singulares. Este índice foi posteriormente

generalizado por diversos autores e desempenha um papel importante na teoria de campos de

vetores em singularidades. O índice de Schwartz é definido por [18] da seguinte forma:

Seja V uma variedade analítica complexa de dimensão n imersa em uma variedade

complexa W de dimensão n + k, e seja p ∈ V um ponto singular isolado de V . Denote por

V ′ a parte regular de V e suponha que v é um campo de vetores C∞ sobre V ′, não singular

em V ′ \ {p}. O índice de Schwartz de v em p, denotado por Sch(v, p), é definido da seguinte

maneira:

Existe um campo de vetores C∞ ṽ0 em uma vizinhança Ũ de p em W , não singular em

Ũ \ {p} e tangente a V ′. Seja v0 o campo de vetores induzido sobre Ũ ∩ V ′. Este campo v0 é

transversal ao link K = V ∩ Sε de V em p, apontando para fora. Com isso, define-se

Sch(v, p) := 1 + d(v0, v),

onde d(v0, v) é a diferença entre os campos v0 e v no ponto p. A definição não depende da

escolha do campo ṽ0 e tem-se Sch(v0, p) = 1.
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Se p ∈ V ′, então o índice de Schwartz coincide com o índice de Poincaré–Hopf:

Sch(v, p) = PH(v, p).

Além disso, para dois campos v1 e v2 nas mesmas condições, vale

Sch(v2, p) = Sch(v1, p) + d(v1, v2).

O índice de Schwartz generaliza o teorema de Poincaré–Hopf para variedades compactas

com singularidades isoladas: se V é compacta com singularidades isoladas p1, . . . , ps e v é um

campo C∞ sobre V ′ com singularidades isoladas ps+1, . . . , pr, então

r∑

i=1

Sch(v, pi) = χ(V ),

onde χ(V ) denota a característica de Euler–Poincaré de V .

Para um ponto p ∈ V com singularidade isolada e um campo v não singular em V ′ \ {p},

o índice de Schwartz se relaciona com o índice GSV e com o número de Milnor µ(V, p) pela

fórmula

Sch(v, p) = GSV (v, p) + (−1)n+1µ(V, p).
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2 Resultados Principais

Neste capítulo, apresentamos os resultados centrais da dissertação, que seguem do

trabalho de Machado [1]. Inicialmente, demonstramos o Teorema A, que estabelece uma fórmula

do tipo Baum-Bott para variedades da forma X̃ = X −D, onde D é uma hipersuperfície com

singularidades isoladas, removendo assim a hipótese de cruzamento normal presente em trabalhos

anteriores. Em seguida, provamos o Teorema B, que fornece uma condição suficiente para a

solução do problema de Poincaré em dimensões pares, em termos da não negatividade da soma

total dos índices GSV. Na sequência, estabelecemos o Teorema C, que caracteriza a desigualdade

de Soares [17] em termos dos índices GSV e de Schwartz. Finalmente, apresentamos algumas

aplicações adicionais dos resultados obtidos, incluindo relações entre os conjuntos singulares da

folheação e da hipersuperfície invariante, bem como uma fórmula para a soma total dos índices

GSV em termos do grau da hipersuperfície.

2.1 Teorema A

Nesta seção, demonstramos o Teorema A, que é o resultado central da dissertação.

Iniciamos com o cálculo da classe de Chern cn(TX − [D]− TF) utilizando as propriedades do

fibrado virtual, mostrando que
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =

∫

X

cn(TX − TF)−

∫

D

cn−1(TX − [D]− TF).

Em seguida, aplicamos o teorema de Baum-Bott clássico e a fórmula que relaciona a integral

sobre D com a soma dos índices GSV, obtendo a expressão final do Teorema A. Discutimos

também os casos particulares em que as singularidades da folheação são não degeneradas, onde

o índice logarítmico se anula, simplificando a fórmula.

Teorema 2.1.1 (Teorema A). Sejam X̃ uma variedade complexa tal que X̃ = X −D, onde

X é uma variedade complexa e compacta de dimensão n e D ⊂ X é uma hipersuperfície com

singularidades isoladas. Seja F uma folheação unidimensional em X , com singularidades

isoladas tal que D é invariante por F . Então
∫

X

cn(TX − [D]− TF ) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F) +
∑

p∈Sing(F )∩Dreg

Lp(F , D) −
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D) (2.1)

onde GSVp(F , D) denota o índice GSV de F em p ao longo de D. Em particular, se as singularidades

de F são não degeneradas, então
∫

X

cn(TX − [D]− TF ) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F) −
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D) (2.2)
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Demonstração. Vamos calcular a Classe Top de Chern do fibrado TX − [D]− TF , utilizando

as propriedades da classe de Chern do fibrado virtual (expressão 1.14). Primeiramente, conside-

remos

E = TX − [D] e L = TF

Daí

cn(TX − [D]− TF) = cn(E − L)

=
n∑

j=0

cn−j(E)c1(L
∗)j

=
n∑

j=0

cn−j(TX − [D])c1(T
∗

F)
j (2.3)

Agora, considerando

E = TX e L = [D]

e usando novamente a propriedade das classes de Chern do fibrado virtual, obtemos

cn(E − L) = cn(TX − [D]) =

n−j∑

i=0

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i (2.4)

Combinando 2.3 e 2.4, obtemos

cn(TX − [D]− TF) =
n∑

j=0

(
n−j∑

i=0

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i

)
c1(T

∗

F)
j (2.5)

Desenvolvendo o somatório em 2.4 para i = 0, obtemos

cn(TX − [D]− TF) =
n∑

j=0

(
cn−j(TX)c1([D)∗]0 +

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i

)
c1(T

∗

F)
j

=
n∑

j=0

(
cn−j(TX) · 1 +

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i

)
c1(T

∗

F)
j

=
n∑

j=0

(
cn−j(TX) +

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i

)
c1(T

∗

F)
j

=
n∑

j=0

cn−j(TX)c1(T
∗

F)
j +

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)ic1(T
∗

F)
j

Temos então

∫

X

cn(TX − [D]− TF) =

∫

X

n∑

j=0

cn−j(TX)c1(T
∗

F)
j +

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)ic1(T
∗

F)
j

=

∫

X

n∑

j=0

cn−j(TX)c1(T
∗

F)
j +

∫

X

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)ic1(T
∗

F)
j (2.6)
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Vamos analisar separadamente a segunda integral. Note que podemos reescrever o integrando da

seguinte maneira:

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)ic1(T
∗

F)
j =

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1([D]∗)1c1(T
∗

F)
j

Como c1([D]∗) não depende de i nem j, podemos escrever:

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1([D]∗)1c1(T
∗

F)
j

=c1([D]∗)
n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j

Pela propriedade do fibrado dual vista em 1.11, c1([D]∗) = −c1([D]). Daí

c1([D]∗)
n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j

=− c1([D])
n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j

Logo
∫

X

n∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)ic1(T
∗

F)
j =

∫

X

−c1([D])
n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j

Pela Dualidade de Poincaré (ver [21], Capítulo 3, Teorema 3.3.6)
∫

X

−c1([D])
n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j

=−

∫

D

n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j (2.7)

Como calculado anteriormente, a n− j classe de Chern do fibrado virtual TX − [D] é dada por

cn−j(TX − [D]) =

n−j∑

i=0

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i

Para n− 1, temos

c(n−1)−j(TX − [D]) =

(n−1)−j∑

i=0

c(n−1)−j−i(TX)c1([D]∗)i

Ajustando o somatório, temos

cn−1−j(TX − [D]) =

n−1−j+1∑

i=1

cn−1−j−(i−1)(TX)c1([D]∗)i−1

=

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1
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Usando a igualdade acima em 2.7, obtemos

−

∫

D

n−1∑

j=0

n−j∑

i=1

cn−j−i(TX)c1([D]∗)i−1c1(T
∗

F)
j = −

∫

D

n−1∑

j=0

cn−1−j(TX − [D])c1(T
∗

F)
j (2.8)

Como também vimos, a n-ésima classe de Chern do fibrado TX−[D]−TF é dada pela expressão

cn(TX − [D]− TF) =
n∑

j=0

cn−j(TX − [D])c1(T
∗

F)
j

Para n− 1, temos

cn−1(TX − [D]− TF) =
n−1∑

j=0

c(n−1)−j(TX − [D])c1(T
∗

F)
j (2.9)

Assim, usando 2.9 em 2.8, obtemos

−

∫

D

n−1∑

j=0

cn−1−j(TX − [D])c1(T
∗

F)
j = −

∫

D

cn−1(TX − [D]− TF) (2.10)

Além disso, pela propriedade da classe de Chern do fibrado virtual, obtemos

cn(TX − TF) =
n∑

j=0

cn−j(TX)c1(T
∗

F)
j (2.11)

Logo, a expressão 2.6 pode ser escrita como
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =

∫

X

cn(TX − TF)−

∫

D

cn−1(TX − [D]− TF) (2.12)

Como visto anteriormente, o índice GSV em de F em p ∈ S(F , D) ao longo de D é dado por

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =

∫

D

cn−1(TX − [D]− TF)

onde S(F , D) = (Sing(F) ∩D) ∪ Sing(D). Por outro lado, pelo Teorema de Baum-Bott
∫

X

cn(TX − TF) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)

Portanto ∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) (2.13)

Note que podemos escrever o conjunto de todas as singularidades da folheação F sobre D da

seguinte maneira:

S(F , D) = Sing(F) ∩D
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Mas, podemos escrever D como D = Dreg ∪̇ Sing(D). Assim

S(F , D) = [Sing(F) ∩ [Dreg] ∪̇ Sing(D)]

= [Sing(F) ∩Dreg] ∪̇ [Sing(F) ∩ Sing(D)]

= [Sing(F) ∩Dreg] ∪̇ Sing(D)

Também podemos escrever o conjunto das singularidades da folheação F da seguinte maneira:

Sing(F) = [Sing(F)−Dreg] ∪̇ [Sing(F) ∩Dreg]

Daí, usando ambas as relações de S(F , D) e Sing(F) determinadas acima, podemos reescrever

2.13 como
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈[Sing(F)−Dreg ]

µp(F) +
∑

p∈[Sing(F)∩Dreg ]

µp(F)

−


 ∑

p∈[Sing(F)∩Dreg ]

GSVp(F , D) +
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)




Dessa forma,
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F) +
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

µp(F)

−
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) −
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)

Como mostrado por Aleksandrov, o índice logarítimico é dado por

Lp(F , D) = µp(F)−GSVp(F , D)

Portanto
∫

X

cn(TX− [D]−TF ) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F) +
∑

p∈Sing(F )∩Dreg

Lp(F , D) −
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D). (2.14)

Em particular, se as singularidades de F são não degeneradas, então

∑

p∈[Sing(F)∩Dreg ]

Lp(F , D) = 0

Já que o índice GSV e número de Milnor coincidem em p ∈ Sing(F) ∩Dreg Ou seja

∫

X

cn(TX − [D]− TF ) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F) −
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D). (2.15)
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2.2 Teorema B

Nesta seção, aplicamos o Teorema A ao estudo do problema de Poincaré para folheações

unidimensionais no espaço projetivo P
n. Apresentamos inicialmente alguns lemas auxiliares,

que estabelecem expressões para a integral
∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF)

em termos dos graus de D e de F , bem como propriedades de sinal de uma certa função

f(k, d, n). Em seguida, demonstramos o Teorema B, que afirma que, em dimensão par, a não

negatividade da soma total dos índices GSV sobre a hipersuperfície invariante D é condição

suficiente para garantir a desigualdade deg(D) ≤ deg(F) + 2. Apresentamos também um

corolário que fornece uma condição simples, em termos da multiplicidade dos pontos singulares

de D e da positividade do índice de Schwartz, que implica a mesma desigualdade.

Lema 2.2.1. Sejam F uma folheação unidimensional em P
n com deg(F) = d e D ⊂ P

n uma

hipersuperfície de grau deg(D) = k com singularidades isoladas tal que D é invariante por F .

Então ∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i (2.16)

Demonstração. Usando a relação 2.5 encontrada da prova do Teorema A para o caso em que

X = P
n, temos,

cn(TP
n − [D]− TF) =

n∑

j=0

n−j∑

i=0

cn−j−i(TP
n)c1([D]∗)ic1(T

∗

F)
j

Note que se analisarmos o que ocorre quando j = n, temos que i = 0 e

cn−n−0(TP
n)c1([D]∗)0c1(T

∗

F)
n = c0(TP

n) · 1 · c1(T
∗

F)
n = 1 · 1 · c1(T

∗

F)
n = c1(T

∗

F)
n

Dessa forma, podemos escrever,

∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

∫

Pn

c1(T
∗

F)
n +

n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

cn−j−i(TP
n)c1([D]∗)ic1(T

∗

F)
j (2.17)

Vamos escrever c1(T ∗
F) e c1([D]∗) em termos do fibrado tautológico O(1). Por hipótese temos

que deg(F) = d e deg(D) = k. Daí,

TF = O(1− d) e [D] = O(k)

pois 1− d = r. Logo,

c1(T
∗

F) = c1((O
∗(1− d))

= c1(O(−(1− d))

= c1(O(d− 1))
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Uma vez que, dados E1, . . . , En fibrados de posto 1, temos que,

c1(E1 ⊗ · · · ⊗ En) = c1(E1) + · · ·+ c1(En)

e, por definição,

O(d− 1) = O(1)⊗ · · ·O(1)︸ ︷︷ ︸
d− 1 vezes

então,

c1(O(d− 1)) = c1(O(1)) + · · ·+ c1(O(1))︸ ︷︷ ︸
d− 1 vezes

= (d− 1)c1(O(1))

Logo c1(T ∗
F) = (d− 1)c1(O(1)) Temos também que,

[D] = O(k) =⇒ [D]∗ = O(k)∗

= O(−k)

= O(−1)⊗ · · · ⊗ O(−1)︸ ︷︷ ︸
k vezes

Daí,

c1([D]∗) = c1(O(−1)⊗k)

= k · c1(O(−1))

= kc1(O(1)∗)

= k · (−1)c1(O(1))

= −kc1(O(1))

Temos então,
∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF)

=

∫

Pn

[(d− 1)c1(O(1))]n +
n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

cn−j−i(TP
n)[−kc1(O(1))]i[(d− 1)c1(O(1))]j

=

∫

Pn

(d− 1)nc1(O(1))n +
n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

cn−j−i(TP
n)(−k)ic1(O(1))i(d− 1)jc1(O(1))j

Além disso,

ci(TP
n) =

(
n+ 1

i

)
hi, onde h = c1(O(1)) (ver [21]).

Assim,

cn−j−i(TP
n) =

(
n+ 1

n− j − i

)
c1(O(1))n−j−i

Podemos então escrever,
∫

Pn

(d− 1)nc1(O(1))n +

n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
c1(O(1))n−j−i(−k)ic1(O(1))i(d− 1)jc1(O(1))j
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Agrupando os termos c1(O(1)),

∫

Pn

(d− 1)nc1(O(1))n +

n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
c1(O(1))n−j−i+i+j(−k)i(d− 1)j

=

∫

Pn

(d− 1)nc1(O(1))n +

n−1∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
c1(O(1))n(−k)i(d− 1)j

Observe que o termo (d− 1)nc1(O(1)n fora dos somatórios é justamente o resultado de fazer j = n no

somatório, pois se j = n então i = 0 e assim,

(
n+ 1

n− n− 0

)
(−k)0(d− 1)nc1(O(1))n =

(
n+ 1

0

)
(d− 1)nc1(O(1))n = (d− 1)nc1(O(1))n

Dessa forma, podemos reescrever o somatório agora considerando a variação de j sendo de 0 à n da

seguinte forma:

∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF ) =

∫

Pn

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
c1(O(1))n(−k)i(d− 1)j

=

∫

Pn

c1(O(1))n




n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j




=

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j

∫

Pn

c1(O(1))n

=

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j

pois ∫

Pn

c1(O(1))n = 1. (ver [20])

Portanto ∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF ) =

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j . (2.18)

Soares [31] provou que existe uma relação entre o somatório dos números de Milnor de

uma folheação projetiva e seu grau:

Seja F uma folheação unidimensional holomorfa em P
n com singularidades isoladas e

deg(F) ⩾ 0. Então ∑

p∈Sing(F)

µp(F) = dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1. (2.19)

Outro resultado importante, demonstrado por Corrêa e Machado em [12], nos dá infor-

mações sobre o sinal da expressão 2.16:
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Lema 2.2.2. Sejam k, d, n ∈ N, com k ⩾ 1, d ⩾ 0 e n ⩾ 2. Considere a expressão

f(k, d, n) =
n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j.

Então f(k, d, n) satisfaz as seguintes condições:

(1) Se n é ímpar, então

(a) f(k, d, n) > 0 ⇐⇒ k < d+ 1

(b) f(k, d, n) = 0 ⇐⇒ k = d+ 1

(c) f(k, d, n) < 0 ⇐⇒ k > d+ 1

(2) Se n é par, então f(k, d, n) ⩾ 0 e além disso:

(a)

f(k, d, n) > 0 ⇐⇒





k ̸= d+ 1

ou

k = d+ 1, com d ̸= 0

;

(b) f(k, d, n) = 0 ⇐⇒ k = 1 e d = 0.

(3) f(k, d, n) =
n∑

i=0

(−1)i(k − 1)idn−i.

Lema 2.2.3. Seja f(k, d, n) =
n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d − 1)j, com k, d, n ∈ N e k ⩾

1, d ⩾ 0 e n ⩾ 2. Se n é par e k > d+ 2, então

f(k, d, n) > dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1. (2.20)

Demonstração. Suponha n = 2l, l ∈ N. Vamos provar o lema usando indução finita sobre l. No

caso em que l = 1, temos n = 2. Logo, n é par e assim podemos usar o item (c) do Lema 2.2.2.

Assim

f(k, d, 2) =
2∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2−i

= (−1)0(k − 1)0d2 + (−1)(k − 1)d+ (−1)2(k − 1)2d0

= d2 − kd+ d+ k2 − 2k + 1

= d2 + d+ 1 + k2 − kd− 2k

= d2 + d+ 1 + k2 + (−d− 2)

Vamos verificar se f(k, d, 2) > d2 + d+ 1. Note que

f(k, d, 2) = d2 + d+ 1 + k2 + (−d− 2) > d2 + d+ 1 ⇐⇒ k2 + (−d− 2)k > 0
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Mas k > d+ 2 por hipótese, ou seja

k − d− 2 > 0 ⇐⇒ k(k − d− 2) > 0 ⇐⇒ k2 + (−d− 2)k > 0.

Portanto f(k, d, 2) > d2 + d+ 1, verificando portanto o primeiro passo da indução. No caso em

que l = N > 1, vamos mostrar que

f(k, d, 2N)− (d2N + d2N−1 + · · ·+ d+ 1) > 0. (2.21)

Usando novamente o item (c) do Lema anterior, temos que

f(k, d, 2N) =
2N∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2N−i

Além disso, reescrevendo usando notação de somatório

d2N + d2N−1 + · · ·+ d+ 1 =
2N∑

i=0

d2N

Ou equivalentemente

d2N + d2N−1 + · · ·+ d+ 1 =
2N∑

i=0

d2N−i

Dessa forma, podemos reescrever a expressão 2.21 como

2N∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2N−i −

2N∑

i=0

d2N−i =
2N∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2N−i − d2N−i

=
2N∑

i=0

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i

Decompondo o somatório

2N∑

i=0

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i

=
2N−2∑

i=0

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i +
2N∑

i=2N−1

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i

Observe que podemos escrever o primeiro somatório do lado direito da igualdade da seguinte

maneira
2N−2∑

i=0

−d2N−i +
2N−2∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2N−i

= −
2N−2∑

i=0

d2 · d2N−2−i +
2N−2∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2 · d2N−2−i

= −d2
2(N−1)∑

i=0

d2(N−1)−i + d2
2(N−1)∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2(N−1)−i
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= d2




2(N−1)∑

i=0

(−1)i(k − 1)id2(N−1)−i −

2(N−1)∑

i=0

d2(N−1)−i




= d2[f(k, d, 2(N − 1))− (d2(N−1) + d2(N−1)−1 + · · ·+ d+ 1)]

Assim, podemos escrever o lado esquerdo de 2.21 como

f(k, d, 2N)−
2N∑

i=0

d2N−i

= d2


f(k, d, 2(N − 1))−

2(N−1)∑

i=0

d2(N−1)−i


+

2N∑

i=2N−1

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i (2.22)

Suponha que o Lema seja válido para l = N − 1, com n = 2l, ou seja

f(k, d, 2(N − 1))−

2(N−1)∑

i=0

d2(N−1)−i > 0.

Fazendo

R = f(k, d, 2(N − 1))−

2(N−1)∑

i=0

d2(N−1)−i

Temos que R > 0 e assim R ⩾ 1. Assim,

f(k, d, 2N)−
2N∑

i=0

d2N−i = d2R +
2N∑

i=2N−1

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i

⩾ d2 +
2N∑

i=2N−1

[−1 + (−1)i(k − 1)i]d2N−i

= d2 + [−1 + (−1)2N−1(k − 1)2N−1]d2N−(2N−1) + [−1 + (−1)2N(k − 1)2N ]d2N−2N

= d2 − d+ (−1)d(k − 1)2N−1 − 1 + (k − 1)2N

= d2 − (d+ 1)− d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N

=⇒ f(k, d, 2N)−
2N∑

i=0

d2N−i
⩾ d2 − (d+ 1)− d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N

Mostremos que δ = −(d+ 1)− d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N > 0. Por hipótese

k > d+ 2 =⇒ k − 1 > d+ 1 =⇒ (k − 1)2N−1 > (d+ 1)2N−1 (2.23)

Note também que

−d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N = −d(k − 1)2N−1 + (k − 1)(k − 1)2N−1

= (k − 1)2N−1(−d+ k − 1)

Mas por hipótese, k > d+ 2, ou seja −d+ k − 1 > 1. Logo

(k − 1)2N−1(−d+ k − 1) > (k − 1)2N−1
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Assim

−d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N > (k − 1)2N−1 > (d+ 1)2N−1

Em particular

−d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N > d+ 1 =⇒ −d(k − 1)2N−1 + (k − 1)2N − (d+ 1) > 0

Logo

f(k, d, 2N)−
2N∑

i=0

d2N−i
⩾ d2 − δ

Mas d2 ⩾ 0 e δ > 0, portanto

f(k, d, 2N)−
2N∑

i=0

d2N−i > 0

O que completa a indução e o Lema.

Teorema 2.2.1 (Teorema B). Seja F uma folheação unidimensional em P
n com singularidades

isoladas e seja D ⊂ P
n uma hipersuperfície com singularidades isoladas tal que D é invariante

por F . Assuma que n é par e que

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) ⩾ 0, (2.24)

onde S(F , D) = Sing(F ∩D) ∪ Sing(D). Então

deg(D) ⩽ deg(F) + 2. (2.25)

Demonstração. Seja Deg(D) = k e Deg(F) = d. Queremos provar que

k ⩽ d+ 2.

Suponha por contradição que k > d+ 2. Daí, pelos Lemas, temos que

∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j

= f(k, d, n)

> dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1.

Como vimos na prova do Teorema A, sendo X uma variedade complexa e compacta, então
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D).

Logo ∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) > dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1.
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Uma vez que F é uma folheação de dimensão 1 em P
n, com singularidades isoladas e deg(F) ⩾

0, então, ∑

p∈Sing(F)

µp(F) = dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1

Dessa forma

∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D)

= dn + dn−1 + . . . d+ 1−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) > dn + dn−1 + . . . d+ 1

=⇒ −
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) > 0 =⇒
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) < 0.

O que contradiz a hipótese da não negatividade do índice GSV. Portanto

deg(D) ⩽ deg(F) + 2.

Corolário 2.2.1. Seja F uma folheação unidimensional em P
n com singularidades isoladas e

seja D ⊂ P
n uma hipersuperfície com singularidades isoladas tal que D é invariante por F .

Suponha que n seja par. Se cada singularidade da hipersuperfície D tem multiplicidade 1 e o

índice de Schwartz é positivo em todo ponto da folheação, então:

deg(D) ⩽ deg(F) + 2.

Demonstração. Por [18], Capítulo IV, Proposição 1.9, para todo p ∈ Sing(D), temos que

Sch(F , p) = GSVp(F , D) + (−1)n+1

onde n é a dimensão de D sobre uma variedade M de dimensão n + k. No nosso caso,

dim(M) = dim(Pn) = n e assim dim(D) = n− 1, já que D é hipersuperfície. Logo, temos

Sch(F , p) = GSVp(F , D) + (−1)(n−1)+1µp(D)

=⇒ Sch(F , p) = GSVp(F , D) + (−1)nµp(D)

Como n é par, então

Sch(F , p) = GSVp(F , D) + µp(D)

Logo

GSVp(F , D) = Sch(F , p)− µp(D).

Por hipótese, Sch(F , p) > 0. Mas Sch(F , p) é um número inteiro, logo Sch(F , p) ⩾ 1. Dessa

forma

GSVp(F , D) ⩾ 1− µp(D).
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Também por hipótese, cada p ∈ Sing(D) tem multiplicidade 1, ou seja

µp(D) = 1, com p ∈ Sing(D).

Daí, em p ∈ Sing(D) GSVp(F , D) ⩾ 1− 1 =⇒ GSVp(F , D) ⩾ 0. Ou seja

∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D) ⩾ 0.

Considere o conjunto

S(F , D) = (Sing(F) ∩Dreg) ∪ Sing(D).

Daí

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) +
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D). (2.26)

Assim, como o índice GSV da folheação coincide com o número de Milnor da folheação nos

pontos regulares de D, temos que

∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) ⩾ 1

e portanto ∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) ⩾ 0.

Logo, pelo Teorema B

deg(D) ⩽ deg(F) + 2.

Observe que na demonstração acima não podemos afirmar

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) ⩾ 1

pois caso Sing(F) ∩Dreg = ∅, então o primeiro somatório do lado direito de 2.26 desaparece,

restando apenas o somatório que é não negativo.

2.3 Teorema C

Nesta seção, estabelecemos uma caracterização completa, em termos dos índices GSV e

de Schwartz, da desigualdade de Soares [17] para o problema de Poincaré.

Teorema 2.3.1 (Teorema C). Seja F uma folheação de dimensão um em P
n, com singularidades

isoladas e grau deg(F) = d. Seja D ⊂ P
n uma hipersuperfície de grau deg(D) = k com
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singularidades isoladas e tal que F deixa D invariante. Seja Schp(F , D) o índice de Schwartz

de F no ponto p e considere

S(F , D) = (Sing(F) ∩D) ∪ Sing(D).

Então as seguintes condições são equivalentes:

(i)

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−k)n−j+(−1)n+1

∑

p∈Sing(D)

(
µp(D)+(−1)n+1

)
≤

n−1∑

i=1

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−jdn−i.

(ii)
∑

p∈Sing(D)

(
1− (−1)nµp(D)

)
≤

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D).

(iii) |Sing(D)| ≤
∑

p∈S(F ,D)

Schp(F , D).

Em particular, se Sch(F , p) > 0 para cada p ∈ Sing(D), então a desigualdade (i) é satisfeita.

Demonstração. Pelo Teorema A
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D)

Nas hipóteses do Teorema C, temos
∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) (2.27)

Sabemos que, em P
n

∑

p∈Sing(F)

µp(F) =
n∑

j=0

dj

e pelo Lema 2.2.1

∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

n∑

j=0

n−j∑

i=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j

Usando esses fatos em 2.27, temos

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
n∑

j=0

dj −
n∑

i=0

n−j∑

j=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j

Pelo Lema 2.2.2, temos

n∑

i=0

(−1)i(k − 1)idn−d =
n∑

i=0

n−j∑

j=0

(
n+ 1

n− j − i

)
(−k)i(d− 1)j
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Assim

n∑

j=0

dj −
n∑

i=0

(−1)i(k − 1)idn−d =
n∑

j=0

dj −
n∑

i=0

(1− k)idn−d

=
n∑

i=0

dn−i

=
n∑

j=0

[1− (1− k)i]dn−i

Usando a expansão do binômio de Newton em (1− k)i, temos

1− (1− k)i = 1−
i∑

j=0

(
i

j

)
(−k)i−j

= 1−

(
i

i

)
(−k)i−i −

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−k)i−j

= 1− 1−
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−k)i−j

= −

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−k)i−j

Ou seja

1− (1− k)i = −
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j · ki−j

=
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

Daí

n∑

i=0

[1− (1− k)i]dn−i =
n∑

i=0

[
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

]
dn−i

= dn−n

i−1∑

i=0

(
n

j

)
(−1)n−j+1kn−j +

n−1∑

j=0

[
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

]
dn−i

=
i−1∑

i=0

(
n

j

)
(−1)n−j(−1)kn−j +

n−1∑

j=0

[
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

]
dn−i

= −

i−1∑

i=0

(
n

j

)
(−1)n−jkn−j +

n−1∑

j=0

[
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

]
dn−i
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Então

n∑

i=0

[1− (1− k)i]dn−i = −

i−1∑

i=0

(
n

j

)
(−k)n−j +

n−1∑

j=0

[
i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−j

]
dn−i

Logo, podemos escrever

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
n−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−jdn−i −

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−k)n−j (2.28)

Mostremos agora as equivalências:

(i) ⇐⇒ (ii) : Por 2.28, temos

∑

p∈Sing(D)

(1− (−1)nµp(D)) ⩽
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D)

∑

p∈Sing(D)

(1− (−1)nµp(D)) ⩽
n−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−jdn−i −

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−k)n−j

Porém, note que

(−1)n+1
∑

p∈Sing(D)

(µp(D) + (−1)n+1) =
∑

p∈Sing(D)

(−1)n+1(µp(D) + (−1)n+1

=
∑

p∈Sing(D)

(−1)n+1µp(D) + (−1)n+1+n+1

∑

p∈Sing(D)

(−1)(−1)nµp(D) + (−1)2n+2

Logo

(−1)n+1
∑

p∈Sing(D)

(µp(D) + (−1)n+1) =
∑

p∈Sing(D)

−(−1)nµp(D) + (−1)2n · (−1)2

=
∑

p∈Sing(D)

−(−1)nµp(D) + 1

=
∑

p∈Sing(D)

1− (−1)nµp(D).

Portanto, podemos escrever

(−1)n+1
∑

p∈Sing(D)

(µp(D) + (−1)n+1
⩽

n−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−jdn−i −

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−k)n−j

Ou seja

n−1∑

j=0

(
n

j

)
(−k)n−j + (−1)n+1

∑

p∈Sing(D)

(µp(D) + (−1)n+1
⩽

n−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(
i

j

)
(−1)i−j+1ki−jdn−i
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(i) ⇐⇒ (ii) : Pela definição do Índice de Schwartz, temos

Sch(F , p) = GSVp(F , D) + (−1)nµp(D) =⇒ (−1)nµp(D) = Sch(F , p)−GSVp(F , D)

Logo

−(−1)nµp(D) = GSVp(F , D)− Sch(F , p)

Daí
∑

p∈Sing(D)

1− (−1)nµp(D) =
∑

p∈Sing(D)

1 +
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)−
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p)

=|Sing(D)|+
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)−
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p)

Por hipótese ∑

p∈Sing(D)

1− (−1)nµp(D) ⩽
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D)

Podemos então escrever

|Sing(D)|+
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)−
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩽
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D).

Uma vez que o somatório à direita pode ser decomposto como
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) +
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)

escrevemos

|Sing(D)|+
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)−
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩽

⩽
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) +
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)

=⇒ |Sing(D)| −
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩽
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D)

=⇒ |Sing(D)| ⩽
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

GSVp(F , D) +
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p)

Uma vez que nos pontos regulares da hipersuperfície D tanto o índice GSV quando o índice de

Schwartz coindicem com o índice de Poicaré-Hopf, isto é

PH(F , p) = Sch(F , p) e GSVp(F , D) = PH(F , p)

temos que Sch(F , p) = GSVp(F , D) em p ∈ Sing(F) ∩Dreg e assim

|Sing(D)| ⩽
∑

p∈Sing(F)∩Dreg

Sch(F , p) +
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p)

=⇒ |Sing(D)| ⩽
∑

p∈S(F ,D)

Sch(F , p).
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Concluímos portanto que (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii). Em particular, se Sch(F , p) > 0 para

cada p ∈ Sing(D), então Sch(F , p) ⩾ 1 para cada p ∈ Sing(D). Dessa forma, considerando

Sing(D) = {p1, . . . , pl}, temos

Sch(F , pi) ⩾ 1, i = 1, . . . , l.

Assim

∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩾
∑

p∈Sing(D)

1 =⇒
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩾ |Sing(D)|

Por outro lado ∑

p∈Sing(F)∩Dreg

Sch(F , p) ⩾ 0

Logo ∑

p∈Sing(F)∩Dreg

Sch(F , p) +
∑

p∈Sing(D)

Sch(F , p) ⩾ |Sing(D)

ou seja ∑

p∈S(F ,D)

Sch(F , p) ⩾ |Sing(D)|.

Portanto a desigualdade (iii) ocorre e pela equivalência mostrada, ocorre também o item (i).

2.4 Aplicações

Teorema 2.4.1. Seja F uma folheação de dimensão um em P
n, com singularidades isoladas não

degeneradas e grau deg(F) = d. Seja D ⊂ P
n uma hipersuperfície de grau deg(D) = k com

singularidades isoladas e tal que F deixa D invariante. Se n é ímpar e o índice de Schwartz é

positivo para cada ponto singular p ∈ Sing(D), então as seguintes propriedades são válidas.

Se k < d+ 1, então:

(i) Sing(F) ∩ (Pn −D) ̸= ∅;

(ii) |Sing(F)| > 2 |Sing(D)|;

(iii) |Sing(F) ∩ (Pn −D)| > |Sing(D)|.

Se k = d+ 1, então:

(i) |Sing(F) ∩ (Pn −D)|+ |Sing(F) ∩ Sing(D)| ≥ 2 |Sing(D)|

(ii) |Sing(F) ∩ (Pn −D)| ≥ |Sing(D)|;

(iii) Sing(F) ∩ (Pn −D) ̸= ∅.
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Se k > d+ 1, então:

|Sing(F) ∩ (Pn −D)| <
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D).

Demonstração. Pelo Teorema A
∫

X

cn(TX − [D]− TF) =
∑

p∈Sing(F)∩(X−Dreg)

µp(F)−
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)

Pelo Lema 2.2.1

∫

Pn

cn(TP
n − [D]− TF) =

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i

Assim

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i =

∑

p∈Sing(F)∩(Pn−Dreg)

µp(F)−
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D)

Vamos adotar as seguintes notações:

Sing(F) ∩ (Pn −D) = {p1, . . . , pl1};

Sing(D) = {q1, . . . , ql2 , ql2+1, . . . , ql2+l3};

Sing(D) ∩ Sing(F) = {q1, . . . , ql2}.

Observe que temos l1 singularidades de F fora de D e l2 singularidades de F na parte singular

de D. Uma vez que no Teorema A estamos analisando os pontos p que são pontos singulares de

F e não são pontos regulares de D, então

∑

p∈Sing(F)∩(Pn−Dreg)

µp(F) = l1 + l2

já que, por hipótese, as singularidades são não degeneradas, isto é, µp(F) = 1 em cada p. Note

que podemos escrever

∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D) =

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D).

Logo
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i = l1 + l2 −

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D). (2.29)

Pela definição de índice de Schwartz, temos que para todo j = 1, . . . , l2 + l3

Sch(F , qj) = GSVqj(F , D) + (−1)nµqj(F).
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Como n é ímpar

Sch(F , qj) = GSVqj(F , D)− µqj(F) =⇒ GSVqj(F , D) = Sch(F , qj) + µqj(F).

Uma vez que

Sch(F , qj) ⩾ 1 e µqj(F) ⩾ 1, ∀j = 1, . . . , l2 + l3

temos

GSVqj(F , D) ⩾ 2, ∀j = 1, . . . , l2 + l3.

Segue então que

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D) ⩾

l2+l3∑

j=1

2 =⇒

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D) ⩾ 2(l2 + l3)

=⇒ −

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D) ⩽ −2(l2 + l3)

Dessa forma, podemos reescrever a expressão 2.29 da seguinte forma:

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i ⩽ l1 + l2 − 2(l2 + l3).

Usando a notação do lema 2.2.2, temos

f(k, d, n) ⩽ l1 + l2 − 2(l2 + l3).

Note que, pelas notações adotadas

|Sing(F) ∩ (Pn −D)| = l1 e |Sing(D)| = l2 + l3

e também

|Sing(F)| ⩾ l1 + l2

já que pode haver singularidades da folheação F em pontos regulares de D. A partir de agora,

vamos separar a demonstração em três casos:

Caso 1: k < d+ 1. Como n é ímpar, pelo Lema 2.2.2

f(k, d, n) > 0 ⇐⇒ k < d+ 1.

Assim

0 < f(k, d, n) ⩽ l1 + l2 − 2(l2 + l3) =⇒ l1 + l2 − 2(l2 + l3) > 0 (2.30)

=⇒ l1 + l2 − 2l2 − 2l3 > 0

=⇒ l1 − l2 − 2l3 > 0

=⇒ l1 > l2 + 2l3

=⇒ l1 > l2 + l3 (2.31)
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Daí, pela desigualdade em 2.30

|Sing(F)| ⩾ l1 + l2 > 2(l2 + l3) = |Sing(D)| =⇒ |Sing(F)| > 2|Sing(D)|

O que prova o item (ii). Além disso, pela desigualdade 2.31

|Sing(F) ∩ (Pn −D)| > |Sing(D)|

Provando portanto o item (iii).

Caso 2: k = d+ 1. Como n é ímpar, pelo Lema 2.2.2

f(k, d, n) = 0 ⇐⇒ k = d+ 1.

Assim

0 = f(k, d, n) ⩽ l1 + l2 − 2(l2 + l3) =⇒ l1 + l2 − 2(l2 + l3) ⩾ 0 (2.32)

=⇒ l1 + l2 − 2l2 − 2l3 ⩾ 0

=⇒ l1 − l2 − 2l3 ⩾ 0

=⇒ l1 ⩾ l2 + 2l3

=⇒ l1 ⩾ l2 + l3 (2.33)

Pela desigualdade 2.32

l1 + l2 ⩾ 2(l2 + l3) =⇒ |Sing(F) ∩ (Pn −D)|+ |Sing(D) ∩ Sing(F)| ⩾ 2|Sing(D)|

e assim está provado o item (i). Pela desigualdade 2.33

l1 ⩾ l2 + l3 =⇒ |Sing(F) ∩ (Pn −D)| ⩾ |Sing(D)|

provando portanto o item (ii).

Caso 3: k > d+ 1. Como n é impar, pelo Lema 2.2.2

f(k, d, n) < 0 ⇐⇒ k > d+ 1.

Assim, utilizando esse fato em 2.29, obtemos

l1 + l2 −

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D) < 0 =⇒ l1 + l2 <

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D).

Como l2 ⩾ 0, em particular,

l1 <

l2+l3∑

j=1

GSVqj(F , D) =⇒ |Sing(F) ∩ (Pn −D)| <
∑

p∈Sing(D)

GSVp(F , D).
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Uma observação importante a se fazer é que sempre quando n é ímpar, então o somatório

dos índices GSV é sempre positivo. De fato, se k ⩾ d+ 1, então pelo Lema 2.2.2,

α(k, d, n) ⩽ 0 =⇒
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i ⩽ 0

Isto é,

−

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i ⩾ 0. (2.34)

Assim, como

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i (2.35)

e µp(F) ⩾ 1, para todo p ∈ Sing(F), pela desigualdade 2.34, obtemos
∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) > 0.

Por outro lado, se k < d+ 1, temos

k − 1 < d =⇒ (k − 1)j+1dn−(j+1) < (k − 1)jdn−j, com j = 1, 3, . . . , n− 2. (2.36)

Ou seja

(k − 1)jdn−j − (k − 1)j+1dn−(j+1) > 0 (2.37)

Daí, usando o item (3) do Lema 2.2.2, podemos escrever

−

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i =

= −

(
dn +

∑

j=1,3,...,n−2

[
(k − 1)jdn−j − (k − 1)j+1dn−(j+1)

]
+ (−1)n(k − 1)n

)

= −dn −

(
∑

j=1,3,...,n−2

[
(k − 1)jdn−j − (k − 1)j+1dn−(j+1)

]
)

− (−1)(k − 1)n

> −dn + (k − 1)n

onde na última passagem usamos a relação 2.37. Daí, podemos escrever

−
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i > −dn + (k − 1)n.

Somando
∑

p∈Sing(F) µp(F) em ambos os lados da desigualdade acima, temos

∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i >

∑

p∈Sing(F)

µp(F)− dn + (k − 1)n

(2.38)
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Logo, uma vez que

∑

p∈Sing(F)

µp(F) = dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1.

Temos que o termo a direita da desigualdade 2.38 é escrito como

 ∑

p∈Sing(F)

µp(F)


− dn + (k − 1)n

=(dn + dn−1 + · · ·+ d+ 1)− dn + (k − 1)n

=dn−1 + · · ·+ d+ 1 + (k − 1)n > 0

já que k ⩾ 1 e d ⩾ 0. Dessa forma

∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i > 0 =⇒

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) > 0

pois

∑

p∈S(F ,D)

GSVp(F , D) =
∑

p∈Sing(F)

µp(F)−
n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i.

Proposição 2.4.1. Seja F uma folheação holomorfa unidimensional em P
2, com singularidades

isoladas não degeneradas, deixando invariante uma curva não dicrítica S. Então, pelo menos

uma singularidade de F ocorre no complemento P
2 − Sreg.

Demonstração. Sendo S uma curva invariante por F e não-dicrítica, temos que deg(S) = d ̸= 0

e por [16], temos ∑

p∈Sing(S)

GSVp(F , S) ⩾ 0.

Pelo Teorema A, escrevemos
∫

P2

cn(TP
2 − [S]− TF) =

∑

p∈Sing(F)∩(P2−Sreg)

µp(F)−
∑

p∈Sing(S)

GSVp(F , S)

Pelo Lema 2.2.1

∫

P2

cn(TP
2 − [S]− TF) =

n∑

i=0

n−i∑

j=0

(
n+ 1

n− i− j

)
(−k)j(d− 1)i = α(k, d, d).

Pelo Lema 2.2.2, uma vez que n = 2 (par) e d ̸= 0, temos que f(k, d, n) > 0. Daí

∑

p∈Sing(F)∩(P2−Sreg)

µp(F)−
∑

p∈Sing(S)

GSVp(F , S) > 0.
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Logo, como

∑

p∈Sing(S)

GSVp(F , S) ⩾ 0.

Podemos dizer que

∑

p∈Sing(F)∩(P2−Sreg)

µp(F) ⩾
∑

p∈Sing(F)∩(P2−Sreg)

µp(F)−
∑

p∈Sing(S)

GSVp(F , S) > 0 (2.39)

De 2.39, concluímos que

∑

p∈Sing(F)∩(P2−Sreg)

µp(F) > 0.

Portanto pelo menos uma singularidade da folheação acontece em P
2 − Sreg.
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Considerações Finais

Ao longo desta dissertação, estabelecemos uma extensão da fórmula de Baum-Bott para

variedades complexas não compactas da forma X̃ = X−D, onde D ⊂ X é uma hipersuperfície

com singularidades isoladas, removendo assim a restrição de cruzamento normal que figurava em

trabalhos anteriores. O Teorema A, resultado central do trabalho, fornece uma expressão precisa

para a integral da classe de Chern do fibrado virtual TX − [D]− TF em termos de invariantes

locais da folheação e da hipersuperfície.

Este resultado possui implicações relevantes em diversas frentes. Primeiramente, ele

generaliza as fórmulas de Corrêa e Machado para o caso em que D possui singularidades

isoladas arbitrárias, ampliando significativamente o escopo de aplicação da teoria. Além disso, a

substituição do feixe tangente logarítmico TX(− logD) pelo fibrado virtual TX − [D] contorna

a dificuldade técnica imposta pela não localmente liberdade daquele feixe, permitindo o uso

pleno das ferramentas da teoria de Chern-Weil de classes características.

No que diz respeito às aplicações, o Teorema B demonstra que, em dimensão par,

a não negatividade da soma total dos índices GSV sobre a hipersuperfície invariante D é

condição suficiente para a desigualdade deg(D) ≤ deg(F) + 2, estendendo para dimensões

pares arbitrárias resultados clássicos do problema de Poincaré, obtidos por Brunella, Cerveau

e Lins Neto, e Carnicer no contexto de superfícies complexas. O Teorema C, por sua vez,

fornece uma caracterização completa da desigualdade de Soares em termos dos índices GSV e

de Schwartz, estabelecendo condições necessárias e suficientes para sua validade e revelando

que a positividade do índice de Schwartz em cada ponto singular de D é uma condição simples

que garante o resultado.

Os resultados adicionais obtidos, como as relações entre os conjuntos singulares da

folheação e da hipersuperfície invariante para dimensão ímpar, e a fórmula para a soma total

dos índices GSV, que se mostrou sempre divisível pelo grau de D, enriquecem a compreensão

da estrutura das folheações unidimensionais e de suas hipersuperfícies invariantes, fornecendo

ferramentas adicionais para o estudo do problema de Poincaré e de questões relacionadas.
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