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RESUMO

ARAUJO, Jodo Paulo Gobbi, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de
2026. Residuos de folheacoes tangentes a hipersuperficies com singularidades
isoladas. Orientador: Diogo da Silva Machado.

Nesta dissertacdo, estudamos formulas do tipo Baum-Bott para folheacdes
holomorfas unidimensionais em variedades complexas ndo compactas da forma X~ =
X - D, onde X é uma variedade complexa compacta de dimensdo n e D é uma
hipersuperficie com singularidades isoladas. Serdo apresentados, seguindo o
trabalho de Machado, resultados que estendem fatos conhecidos na literatura, que
tratavam do caso em que D possui singularidades do tipo cruzamento normal,
permitindo agora que D tenha singularidades isoladas arbitrarias. Nesse cenario, o
feixe tangente logaritmico T,(-log D) ndo é localmente livre, o que impede a
aplicacao direta das propriedades usuais de classes de Chern. Machado, mostra em
seu trabalho que o fibrado virtual TX - [D], onde [D] é o fibrado associado a
hipersuperficie D, desempenha o papel esperado no célculo da soma dos residuos
na férmula de Baum-Bott. O resultado central, denominado Teorema A, estabelece
uma expressao precisa para a integral da Classe Top de Chern do fibrado virtual TX
- [D] - T-em termos de invariantes locais da folheagdo e da hipersuperficie,
envolvendo os numeros de Milnor, o indice logaritmicos e o indice GSV. Como
aplicacdo dos resultados obtidos, foi investigado o problema de Poincaré para
folneagbes unidimensionais no espago projetivo complexo P"). Além disso, séo
estabelecidas relagdes entre o0s conjuntos singulares da folheacdo e da
hipersuperficie invariante em termos dos respectivos graus.

Palavras-chave: problema de Poincaré; férmula de Baum-Bott; folheacdes
holomorfas



ABSTRACT

ARAUJO, Joao Paulo Gobbi, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2026.
Residues of tangent foliations to hypersurfaces with isolated singularities.
Adviser: Diogo da Silva Machado.

In this dissertation, we study Baum-Bott type formulas for one-dimensional
holomorphic foliations on non-compact complex manifolds of the form X* = X - D,
where X is an n-dimensional compact complex manifold and D is a hypersurface with
isolated singularities. Following the work of Machado, we present results that extend
known facts in the literature, which dealt with the case where D has normal crossing
singularities, now allowing D to have arbitrary isolated singularities. Under these
assumptions, the logarithmic tangent sheaf T,(-log D) fails to be locally free, which
prevents the direct application of the usual Chern class properties. Machado shows
in his work that the virtual bundle TX - [D], where [D] is the line bundle associated to
the hypersurface D, serves the intended purpose in the computation of the sum of
residues in the Baum-Bott formula. The central result, termed Theorem A,
establishes a precise expression for the integral of the top Chern class of the virtual
bundle TX - [D] - T¢ in terms of local invariants of the foliation and the hypersurface,
involving Milnor numbers, the logarithmic index and the GSV index. As an application
of the obtained results, the Poincaré problem for one-dimensional foliations on the
complex projective space P" was investigated. Furthermore, relations between the
singular sets of the foliation and the invariant hypersurface are established in terms
of their respective degrees.

Keywords: Poincaré problem; Baum-Bott formula; holomorphic foliations
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Introducao

O teorema de Chern-Gauss-Bonnet [2], provado por S.-S. Chern em 1944, estabelece
que, para uma variedade complexa compacta X de dimensao n, a integral da n-ésima classe de

Chern do fibrado tangente 7'X sobre X é igual a caracteristica de Euler x(X') da variedade:

/X en(TX) = x(X).

Por sua vez, o teorema de Poincaré-Hopf [3],[4] afirma que, dado um campo de vetores holo-
morfo v sobre X com singularidades isoladas, a soma dos indices de Poincaré-Hopf em cada

singularidade coincide com y/(X), isto é

X(X)= Y PH,v).
peSing(v)
Esses resultados inauguraram uma vasta literatura, sendo a origem de diversas linhas de pesquisa.
Dentro deste contexto, P. Baum e R. Bott [5], em 1972, generalizaram o teorema de Poincaré-
Hopf para folhea¢des holomorfas unidimensionais em variedades compactas, estabelecendo a

conhecida féormula de Baum-Bott,

/ (TX =Tr)= Y w(F),

X pESing(F)
onde T'r ¢ o fibrado tangente da folheagdo F e y,(F) denota o nimero de Milnor de F em p
(que coincide com o indice de Poincaré-Hopf que define localmente ). Esta formula localiza
a classe caracteristica do fibrado virtual 7’X — T’ na soma dos residuos das singularidades da
folheacdo, fornecendo uma ferramenta poderosa para o estudo de folheagdes em variedades

compactas.

Posteriormente, Shingeru [6] propds o estudo de extensdes do teorema de Chern-Gauss-
Bonnet para uma classe de variedades ndo compactas, denominadas 0-variedades, que sdo da
forma X = X — D, onde X € uma variedade compacta e D € um divisor analitico, chamado
divisor de fronteira. Nesse contexto, Norimatsu [7], Silvotti [8] e Aluffi [9], de maneira inde-
pendente, obtiveram versdes da formula de Chern-Gauss-Bonnet para o caso em que D € uma
hipersuperficie com singularidades do tipo cruzamento normal, utilizando o feixe 7'y (— log D)
de campos de vetores logaritmicos ao longo de D, introduzido por P. Deligne [10]. Nesse caso,

K. Saito [11] mostrou que esse feixe € localmente livre.

Mais recentemente, Corréa e Machado [12],[13] conseguiram obter férmulas do tipo
Baum-Bott para estas 0-Variedades, provando que dada uma variedade dessa forma, ou seja,
X = X — D, onde D é uma hipersupertficie do tipo cruzamento normal e F € uma folheacao

unidimensional em X com singularidades ndo-degeneradas (isto é, se v € o campo que define
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localmente F, entdo dv(p) tem posto maximo) que deixa D invariante, entdao

[ a@xcogD) =T = Y ()

peSing(F)N(X—D)

Mais ainda, a hip6tese de que as singularidades devem ser ndo-degeneradas pode ser
enfraquecida, de forma que estas sejam apenas isoladas. Nesse caso, um indice de correcio surge,
conhecido como indice Logaritmico de £, introduzido por Alexandrov em [14] e denotado por
L,(F, D) em cada singularidade. Sob essa nova hipétese, Correa e Machado em [13] mostraram

que a férmula do tipo Baum-Bott é dada por:

[elxcoeD)-T = Y wF s Y L(FD)

pESing(F)N(X—D) pESing(F)ND

Nos trabalhos de Corréa e Machado, a hipétese de que D fosse uma hipersuperficie
do tipo cruzamento normal estava presente. Mais recentemente, Machado [1] mostrou que é
possivel retirar essa hipotese, permitindo singularidades isoladas em D. Este artigo escrito por
Machado € o trabalho em que essa dissertacdo se baseia. Nesse caso, outro indice de correcao
surge, chamado indice GSV, definido por Gémez-Mont, Seade e Verjovsky [15] e adaptado para
folheacdes por Brunella [16].

Além disso, um problema surge: o feixe tangente logaritmo T’y (—log D) nio é local-
mente livre e portanto nem todas as propriedades das classes de Chern sdo aplicdveis no célculo
de ¢,(Tx(—logD) — T%). Entretanto veremos, seguindo o trabalho de Machado [1] , que o
fibrado virtual 7X — [D], onde [D] € o fibrado associado a hipersuperficie D cumpre o papel

para o célculo da soma dos residuos das singularidade da folheag¢do na férmula de Baum-Bott.

Essa dissertacdo foi dividido em dois capitulos: Preliminares e Resultados Principais.
No primeiro, serdao apresentados os conceitos fundamentais para o estudo e compreendimento
dos resultados apresentados no segundo capitulo. Dentre eles estdo os conceitos de Germes de
Fung¢des Holomorfas e o seu anel O,,, os Fibrados Vetoriais e as Classes de Chern. Ao fim do
primeiro capitulo, sdo apresentados as defini¢des de uma Folheacdo Holomorfa unidimensional e
dos indices que surgem nas férmulas do Tipo Baum-Bott, sendo eles: o indice de Poincaré-Hopf,
o indice GSV e o indice de Schwartz. Além disso, também sdo definidos o nimero de Milnor e
Tjurina, uma vez que as defini¢cdes algébricas dos indices citados anteriormente que € apresentada

nesse trabalho dependem também destes nimeros.

No segundo capitulo, sdo apresentado os trés teoremas principais demonstrados por
Machado [1]: Teorema A, Teorema B e Teorema C. O Teorema A apresenta a férmula do
tipo Baum-Bott para o caso em que a hipersuperficie D possui singularidades isoladas, onde
calculamos n—ésima classe de Chern do fibrado 7X — [D] — T'x. J4 o Teorema B (que é uma
aplicacdo do Teorema A) nos dd uma solucdo para o conhecido problema de Poincaré, que

questiona quando € possivel limitar o grau da hipersuperficie D a partir do grau da folheacao
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F. O Teorema C é, por sua vez, uma generaliza¢do do resultado de Soares [17] para dimensao
arbitraria, em termos do indice GSV e do indice de Schwartz. Por fim, sdo apresentadas

algumas aplicacdes do Teorema A para folheagdes no espago projetivo P”, também chamadas de
folheagdes projetivas



12

1 Preliminares

Neste capitulo, reunimos os conceitos fundamentais que serdo utilizados ao longo de toda
a dissertacdo. Iniciamos com a nocao de germes de func¢des e de variedades analiticas, estabele-
cendo as ferramentas algébricas bésicas da teoria de singularidades. Em seguida, desenvolvemos
a teoria de fibrados vetoriais, apresentando as principais construcdes e operagdes, como fibrado
tensorial, soma direta, pull-back, fibrado dual e o fibrado associado a uma hipersuperficie. Na
sequéncia, introduzimos a teoria de Chern-Weil de classes caracteristicas, com énfase nas nocoes
de conex@o, curvatura, polindmios invariantes e classes de Chern, bem como suas propriedades
fundamentais. Finalizamos o capitulo com a definicdo de folhea¢des holomorfas unidimensio-
nais, dos nimeros de Milnor e Tjurina dos indices de Poincaré-Hopf, GSV e Schwartz, os quais

desempenham papéis centrais nos resultados principais da dissertagao.

1.1 Germes de func¢oes

Nesta secdo, introduzimos a no¢ao de germe de funcdo holomorfa e de germe de sub-
variedade analitica em C". Apresentamos a estrutura de anel do conjunto O,, dos germes de
funcdes holomorfas na origem, destacando suas propriedades algébricas, como ser um dominio
de fatoragdo tnica e um anel noetheriano. Definimos também os conceitos de ponto regular,
ponto singular e hipersuperficie. A referéncia para essa sec¢do € o livro escrito por Tatsuo Suwa
[18].

Seja H o conjunto de fungdes holomorfas em alguma vizinhanca de 0 € C". Definimos

uma relacdo de equivaléncia ~ em H da seguinte forma:

Definicao 1.1.1. Sejam f e g duas fungdes em H. Dizemos que f ~ g se houver uma vizinhanca

U de 0 € C™ tal que as restricdes de f e g para U sdo idénticas, ou seja
f~g < 3U CC" comU aberto, talque 0 € U e f(z) = g(z),Vz € U.

A classe de equivaléncia da funcdo f é chamada de germe de f em 0 € C". Denotaremos a
classe desta relacdo de equivaléncia por f quando ndo houver risco de confusdo entre a classe e

o elemento.

O conjunto quociente de H (conjunto das fungdes holomorfas em alguma vizinhanca de
0 € C") pela relagdo de equivaléncia definida anteriormente H/ ~ serd denotado por O,,. Esse
conjunto possui propriedades interessantes e importantes de serem destacadas: O mesmo possui
estrutura de anel comutativo com respeito a adi¢do e multiplicacido de fungdes, constitui um
dominio de fatoracao unica (ver [18] , Capitulo I, Teorema 2.9) e € um um anel Noetheriano,

isto €, todo ideal em O,, é finitamente gerado. (ver [18], Capitulo I, Teorema 2.11).
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Lembremos que um elemento « € dito uma unidade de um anel se
uv = 1, para algum v do anel.

Proposicao 1.1.1. Um germe g € O,, é uma unidade se, e somente se, g(0) # 0.
Demonstragdo. Ver [18], Capitulo I, Proposi¢do 2.2. [l

Em O,, o conjunto dos elementos que ndo sdo unidades formam o tnico ideal maximal.

Mais precisamente
Proposicao 1.1.2. O conjunto
M ={g € O, : gndo é unidade}

é o tnico ideal maximal de O,,.

Demonstragdo. Ver [18], Capitulo I, Proposicao 2.3. [

Definicao 1.1.2. Seja D um subconjunto aberto de uma variedade complexa M e V' um subcon-

junto de D. Dizemos que V' é uma subvariedade analitica (variety) em D se, para qualquer

ponto p € D existe uma vizinhanga U de p e um ndmero finito de fun¢des holomorfas f1,--- , f,
tais que

VU =A{qeU: filg) =-- = f(qg) =0}
Dizemos que (fi,--- , f.) constituem um sistema de funcdes locais de ' e chamamos f; =

.-+ = f, = 0 de equacoes locais para VV em p.

Uma vez estabelecida a defini¢do de uma subvariedade analitica V', podemos definir o

conceito de pontos singulares e regulares, como segue:

Definicao 1.1.3. Um ponto p € V' é chamado de ponto regular de V' se existe um sistema de

fungdes locais (fi,- - , f,) definindo V' em uma vizinhanga de p tal que p é ponto regular da

funcdo f = (f1, -+, fr)-

Definicao 1.1.4. Dizemos que p é um ponto singular se p nao € ponto regular. O conjunto dos
pontos regular de V' serd denotado por Reg(V') e o conjunto dos pontos singulares de V' serd

denotado por Sing(V).

Um caso particular muito importante de subvariedades analiticas sdo as hipersuperficies,
que sdo subvariedades analiticas nas quais o sistema de fun¢des € composto apenas por uma

funcao, isto é:

Definicao 1.1.5. Uma subvariedade analitica ndo-vazia que € definida localmente por uma Unica

funcdo holomorfa (ndo identicamente nula) é chamada hipersuperficie.
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Consideremos agora o conjunto dos subconjuntos de C™. Vamos definir a seguinte

relacdo de equivaléncia neste conjunto:

Defini¢ao 1.1.6. Dois subconjuntos A e B sdo equivalentes se existe uma vizinhanga U de
0 € C"talque ANU = BN U. Ou seja, Dados A, B ¢ C"

A~B < JU c C"abertotalque 0 c Ue ANU = BNU.

Assim como para germes de fungdes, a classe de equivaléncia dessa relagdo € chamada de germe

de Aem 0 € C" e a denotamos simplesmente por A.

Observe que, para dois germes A e B em 0 € C", as seguintes operagdes estdo bem
definidas:
ANB,AUB,A—BeACRB

A defini¢do a seguir trata do conceito de germe de uma subvariedade analitica:

Definicao 1.1.7. Sejam f;,--- , f. germes em O,,. Escolhemos uma vizinhanga U de 0 € C" tal
que esses germes sao representados por funcdes holomorfas em U, que também denotaremos

por fi,---, fr. O germe em 0 € C" do conjunto
S={zeU: filz)=---=f.(2) =0} CcC"
¢ chamado de germe da subvariedade analitica definida por f;,- - - , f. e o denotaremos por

V(fiooo s )

Seja agora I um ideal em O,,. Como dito anteriormente, O,, ¢ um anel Noetheriano, logo

todo ideal em O, € finitamente gerado. Assim

I=(fi, fr)

Definimos como
V() =V{fi, - fr)

o germe da subvariedade analitica definido por /. Reciprocamente, seja IV um germe de uma
subvariedade de uma subvariedade analitica na origem 0 € C”. Seja U uma vizinhanga de
0 € C™ de modo que o germe ¢ representado por uma subvariedade analitica em U, que também

denotaremos por V. Definimos
IV)={f€O,: f(z) =0,VzeV}

que € um ideal em O,,. A proposicdo a seguir mostra algumas relacdes entre os germes de

subvariedades analiticas e ideais do anel de fun¢des holomorfas:

Proposicao 1.1.3. Sejam V, Vi, V, germes de subvariedades analiticas em 0 € C" e I, 14, I,

ideais em O,
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(i) Se I, C I, entdo V(1) C V (1),
(ii) Se Vi C Vy, entdo I(Vs) C I(V7);
(iii) V(I(V)) =V,

(iv) I(V1UVa) = I(Vi) N I(V3)

Definicao 1.1.8. Seja VV um germe de subvariedade analitica em 0 € C". Dizemos que V é

irredutivel se V' # @ e se
V=WuV, = Vi=Voul,=V.

Teorema 1.1.1. Um germe de uma subvariedade analitica V' é irredutivel se, e somente se, o
ideal 1(V') é primo

Demonstragdo. Ver [18], Capitulo I, Teorema 4.8. [

Foi mostrado por Briancon e Skoda [19] que, se g € M, ou seja, g ndo é unidade, entdo
g" pertence ao ideal jacobiano de g, isto é
dg Jg dg
EM = g¢g"eJ,=(=—,=—,,m=—)C0O,
g g g <62’1 82’2 6zn

Em particular, se f € O,, € um germe com singularidade isolada na origem, entdo f" € Jy;.

1.2 Fibrados Vetoriais

Nesta secdo, apresentamos a teoria basica de fibrados vetoriais sobre espacos topoldgicos
e variedades diferencidveis. Serd apresentada a defini¢do de um fibrado vetorial e suas secoes,
além de alguns exemplos de fibrados, como o fibrado trivial e o fibrado tangente de uma variedade.
Veremos também o conceito de func¢des de transi¢do, estabelecendo as condicdes de cociclo que
caracterizam um fibrado. Em seguida, descrevemos algumas constru¢des envolvendo fibrados,
baseados nas condi¢des de cociclo. Estas construgdes serdo essenciais para a defini¢do das
classes de Chern e para o desenvolvimento dos resultados pri ncipais. As referéncias para essa
secdo sao [20], [21] e [22].

Daqui em diante, sempre que nos referirmos a "espaco topoldgico", estamos tratando
de um espaco topologico Hausdorff com base enumeravel (condi¢des necessarias para que esse

espaco seja uma variedade) e conexo.

Definicao 1.2.1. Seja X um espaco topoldgico. Um fibrado vetorial real de posto n sobre X
¢ um par (E, ), onde E é um espago topolégico e 7 : F — X € uma aplicagdo continua e

sobrejetora que satisfaz:

(i) O conjunto E, := 7~ 1({x}) tem estrutura de espaco vetorial real de dimensdo n.
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(ii) Existe uma cobertura aberta {U, }ncr, de X e homeomorfismos
0o :7m (U, CE — U, xR"C X xR",
tais que Vo € X, se x € U,, entdo
Opne = Oulpz - Ex — {2} x R" = R"

€ um isomorfismo de espacos vetoriais reais.

Nas condi¢des da definicao anterior, temos as seguintes nomenclaturas:

E é chamado espaco total do fibrado;

X é chamado base do fibrado;

E, é dito uma fibra de £ sobre z € X;

* 1 ¢ a projecao;

{U,}aer é chamada cobertura trivializadora do fibrado;

6., sdo chamadas trivializacoes locais de F.

Definicao 1.2.1. Uma se¢do de (F, 7) é uma aplicagdo continua s : X — F tal que
(mos)(x) =x paratodox € X,
ou seja, quando s(z) € 7 !(x) = E, paratodo x € X.

Exemplo 1.2.1 (Fibrado Trivial). O fibrado trivial de posto n sobre X, denotado por R", é

definido como o produto cartesiano
R" =X x R",

munido da projecdo candnica
7: X XxR"—= X
(z,v) — x.
Nessa construgdo, o espago total € X x R”, a base € X e a projecdo é m. As fibras sdo da forma

E,=7""'z)={z} x R" 2 R",

portanto possuem estrutura de espaco vetorial real de dimensdo n. Dada uma cobertura aberta

{Us}aer de X, como 7 1(U,) = U, x R", podemos definir trivializa¢des locais por

O : 7 1 (Uy) — Uy x R

(z,v) — (z,v).
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Claramente, 6, € um homeomorfismo. Além disso, sua restricdo a cada fibra F,

O : B, 2 R" — {2} x R" = R"
(x,v) — (z,0),

€ um isomorfismo de espagos vetoriais. Portanto, R" é de fato um fibrado vetorial de posto n
sobre X.

Exemplo 1.2.2 (Fibrado Tangente). Seja M uma variedade de classe C* de dimensdo n, com

atlas maximal A = {U,, ¢a }acr- Dado p € M, considere o conjunto
F, ={h:U — R| hédiferenciavel e U é aberto em M }.

Uma fun¢do v : F, — R € dita uma deriva¢ao em F, se satisfaz
(i) v(af +bg) =av(f)+bv(f), paraa,be Re f,g € Fp;
(i) v(f-g) =v(f) 9(p) +v(g) - f(p)

O espaco tangente a )/ em p, denotado por 1},M, € o conjunto de todas as derivacdes em F,,.
Dada uma carta ¢, : U, — ¢ (U,) C R", com p € U,, entdo

F, o R, i=1,-.n

definida por
0 _0(fops)

¢ uma derivag¢@o em f,. Além disso, o conjunto

- 2]
ox¢ »

¢ uma base para T, M. Agora, para cada carta ¢, : U, — ¢,(U,), considere

0

R
Ox?

)
p

TU, = | ) T,M = {(p.v) : p € Usev € T,M}

pEU
Existe uma bije¢cdo natural
bo : TU, — Uy X R"

(p,v) = (p, [V]ean)
onde [v].q, denota as coordenadas de v com relagdo a base candnica de R". Considere agora a
unido disjunta

T™ = | |TU,
acl

Como a unido € disjunta, podemos escrever

TM =| |TUs={(o,v,p):a €L, peUseveT,M}

aeL



Capitulo 1. Preliminares 18

Considere agora a seguinte relacdo de equivaléncia

(,p,v) ~ (B,qw) <= UsNUg=Uasp # D, p=q, & [Wean = d(‘PﬁO@a_l)(@a@)) [v]ean
O conjunto
E=TM/ ~
com a projecao
7:TM) ~— M
[(a,p,v)] = p
¢ o que chamamos de fibrado tangente de /. Vejamos que baseado nessa construcdo, temos de

fato um fibrado. Dado p, € M, as fibras do fibrado tangente sdo dadas por

©(po) = {[(a,p,v)] € E : wl(a, p,v)] = po}
={[(,p,v)] € E:veT,M} =T,M
Ou seja, cada fibra do fibrado tangente é um espaco tangente em p € M. A cobertura trivializa-
dora é a familia {U, x R"},¢r,, onde as trivializa¢des locais sdo dadas por
Op - 7 H(U,) — Uy x R®

(v, p,v)] = ba([(,p,0)]) = (p, )

e a restricao
Oop : Ep — {p} xR

[(a, p, v)] = 0o, ([(, p, v)]) = (p, v)

¢ um isomorfismo. Dessa forma, o fibrado tangente € de fato um fibrado vetorial.

Tratemos agora do conceito de fungdes de transicdo de um fibrado. Seja (F,7) um
fibrado vetorial de posto n sobre X com {Up, }acr € {0 }acr sendo sua cobertura trivializadora

e suas trivializacdes locais, respectivamente. Defina
eag : Ua/g — I(Rn,Rn) = GL(TL,]R)
T+ Oap(x) = Opy 0 9/;;01
As fungoes 0,3 sdo chamadas de fungoes de transicdo de F e uma vez que essas funcdes

dependem das trivializagdes locais, essas sdo continuas.

A seguir, veremos que essas funcdes satisfazem certas condi¢des, que chamamos de

condicoes de cociclo.
Proposicao 1.2.1. As fungoes 0,5 : Ung — Z(R™,R") satisfazem as condig¢bes de cociclo, a
saber:
(i) Se Uypy = Uy NUg N U, # O, entdo
(Bap 003y 00.,)(x) - v=1vVveR"

ou seja

Qag o 9&/ o HW =1Id: Uag,y — Ua/g,y
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(i) Em U,p, vale
0045 = (Qﬁa)_l-

Demonstragdo. (i) Suponha que U,3 # @ e v € R". Pela defini¢do de func¢des de transicdo,

temos

(Bap © 05y 0 010) (%) - 0 = ((Baz © 05, ©Opz 007, 060, 00,,))(2) - v

axr

Usando a associatividade
(Bap 03y 00,)(x) - v=1d(z) - v="0v
Portanto, pela arbitrariedade de v, (05 0 03y 0 0,0)(2) - v =v,Vv € R?
(i1) Sejax € U,p. Dai

0,5 005,)(x) v = (0o 007 005,00 )x) v
B B Bx B ax
= Id(v)

=
Além disso,

(050 © Oap) () - v = (052 © Oy © Oz 0 05,) () - v
= Id(v)

I
S

Portanto 0,5 = (05,) . O

O préximo resultado nos dd uma caracterizacao para fibrados vetoriais, tornando mais
facil a construgdo de novos fibrados, contornando a necessecidade de verificar as condi¢des da
Definicao 1.2.1.

Teorema 1.2.1. Seja {U,} uma cobertura aberta para X. Suponha dadas aplicagdes 0,5 :
Uas — Z(R™,R™) continuas satisfazendo as condig¢des de cociclo. Para cada o € L, o produto
cartesiano U, x R™ possui estrutura de espaco topologico. Dessa forma, ao considerar a unido
disjunta
E=||UsxR"
acl

podemos considerar a topologia que a unido disjunta induz em E, denotada por 7. No espaco

E,1g), defina a seguinte relagdo de equivaléncia
( ¢
(o, z,u) ~ (B,y,v) <= Up# D, v =ye 9a5(a:) U =U

e considere o espago topoldgico quociente E | ~. Nessas condi¢bes, E/ ~ possui estrutura de

fibrado vetorial de posto n sobre X (a qual é iinica a menos de isomorfismo).



Capitulo 1. Preliminares 20

Demonstragdo. Ver [22], Capitulo I, Teorema 2.1. [

Todo o processo anteriormente feito até aqui nessa se¢ao foi feita considerando R, mas
tudo ainda € valido para C. Nesse caso, obtemos a nocdo de fibrado vetorial complexo. Mais
ainda, se X é uma variedade complexa e as trivializacdes locais sdo biholomorfismos, teremos
fibrados vetoriais C'* ou homolorfos. A partir do teorema acima, veremos a seguir que é possivel

construir novos fibrados tendo em maos as funcdes de cociclo que definem um fibrado.

1.2.1 Construcoes Envolvendo Fibrados

Exemplo 1.2.3 (Fibrado Tensorial). Sejam E e [’ fibrados vetoriais sobre X, de postos n e m,
respectivamente. Tomamos uma cobertura aberta {U, } comum a ambos os fibrados, de modo

que suas respectivas funcdes de transi¢do sejam
Qaﬁ : Uag — GL(TL,R)

para E, e
045 : Uag — GL(m, R)

para F'. Sabemos que tais fungdes sdo continuas e satisfazem as condic¢des de cociclo. A partir
delas, construimos um novo fibrado, denominado fibrado tensorial de £ e F', denotado por

E ® F, cujas funcdes de transi¢do sdao dadas por
ap = bap @05 : Usg — GL(n,R) @ GL(m,R) = GL(nm,R).
Mais explicitamente, para cada x € U,g,
Oup(z) :R"@R™ — R* @ R™
u®v = (fas(r) - u) @ (Fop(x) - v).

Verifiquemos que a familia {05} satisfaz as condi¢des de cociclo.

(i) SejaUypy # 9, tome = € Uypy e u @ v € R" ® R™ arbitrdrios. Queremos mostrar que

Bap(2) 0 B5,(2) 0 Bra(z) - (u® v) = uDw.

De fato,

= Bas () 0 3 (@) - (Bra(w) - u ® 8, (x) - 0)
= Bap(2) - ((0p,(%) 0 () - 0) @ <%< 7) 004 (x) - v)
( 5(2) © B () 0 6ra(x) - ) ® (Bl(x) 0 () 0 6 () - 0)

onde a tltima igualdade segue do fato de que 6,5 € 0,5 satisfazem as condigdes de cociclo.



Capitulo 1. Preliminares 21

(ii) Considere agora U,p # @, tome z € Uy e u ® v € R” ® R™. Mostremos que

Oup(z) 0 Opa() - (U@ V) = u® .

De fato,

Bap() 0 Opa(@) - (u @) = Oap(z) - (Opa() - u @ b, () - v)
(0as(2) 0 Oa(z) - u) @ (0l4(x) 0 O, () - v)

X v.

Portanto, a familia {5a5} satisfaz as condi¢des de cociclo, o que garante a existéncia de

um fibrado vetorial de posto nm sobre X, a saber, &/ ® F.

Exemplo 1.2.4 (Subfibrado). Seja £ um fibrado vetorial de posto n sobre X, com projecao 7
e trivializagdes locais {6, }. Dizemos que um subconjunto /' C E € um subfibrado de £ se
a restricdo da projecdo 7 e das trivializacdes 6, a F' conferem a este uma estrutura de fibrado

vetorial real. Mais precisamente:

(i) A aplicagdo p := m|p : ' — X & a projecdo do subfibrado, e sua fibra sobre = € X é
dadapor F, := E, N F.

(i1) Para cada a, a restricao
No = Ou|r : 75 (Uy) = Uy x R™

€ um homeomorfismo, uma vez que € a restricdio de um homeomorfismo. Assim, as

trivializagdes locais de I’ sd3o dadas pela familia {7, }.

Além disso, como
Ons : B, — R”

€ um isomorfismo, sua restri¢do a F;,
Naz = Ooz|r, : Fo = Ouz(Fy) C R,
também € um isomorfismo. Uma vez que F;, € um subespaco vetorial de £, temos
dimg(F,) = m < n = dimg(E,).
Consequentemente, 7, (F,) = R™ C R”, e portanto podemos escrever
No : Tp (Us) = Uy x R™,

Dessa forma, F' € um fibrado vetorial de posto m sobre X.
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Exemplo 1.2.5 (Fibrado Pull-Back). Sejam f : Y — X uma aplicacdo continuae £/ — X um
fibrado vetorial de posto n, com fungdes de transi¢do {6, } relativas a uma cobertura aberta

{U,} de X. Considere o diagrama comutativo

f'E —— E

L

Y — X

A aplicagdo f induz um fibrado sobre Y, chamado fibrado pull-back ou imagem reciproca
de E por f, denotado por f~'E. Para construi-lo, definimos uma cobertura de Y a partir da

cobertura de X. Como f € continua, a familia

{Vo} ={f""(Ua)}

é uma cobertura aberta de Y. Para cada interse¢do ndo vazia V,5 = f~1(U,) N f~1(Up),

definimos fung¢des de transicao

Nap - Vag — GL(H,R)
z = Nap(x) := Oap(f(2)).

Observe que 7,4 estd bem definida, pois se z € V3, entdo f(x) € U,s. A familia {7,3} herda
as propriedades de cociclo da familia {6,s}, garantindo que f~'F é de fato um fibrado vetorial
sobre Y.

Exemplo 1.2.6 (Fibrado Soma Direta). Sejam E e F' fibrados vetoriais sobre X, de postos n e
m, respectivamente. Tomamos uma cobertura aberta {U, } comum a ambos, com fung¢des de
transicao

Oop : Usp — GL(n,R)
para E, e

Nag : Uag = GL(M,R)

para F'. A partir delas, definimos o fibrado soma direta £/ & F', de posto n + m, cujas fun¢des
de transicao sdo dadas por
©Yap : Uap = GL(n +m,R),

com

[Pas()] = Omxn [Map()]

onde 0,,,,, denota a matriz nula de ordem n x m. Verifiquemos que {p,z} satisfaz as condi¢des

[[eam O ]

de cociclo.
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» Se Uypy # D, para x € U,py, temos

[Bas(z)] 0 ”Wxﬂ 0 ”wm(x)] 0 ]

Pap © Ppy O PralT) =

L 0 [Mas ()] 0 [msy(2)] 0 [ha()]
_ | [Bas(@)] - [B5y(2)] - [6ra(2)] 0
I 0 [as(@)] - [187(2)] - [y ()]

onde [, ,, denota a matriz identidade de ordem n + m.

* Se U,p # @, parax € U,p, temos

[Bos(2)] 0 ”wﬁa@s)} 0 ]

©ap(T) 0 PpalT) = 0 [Nas ()] 0 [Mpa ()]

= In+m-

Portanto, a familia {gpag} satisfaz as condi¢Oes de cociclo, garantindo que £/ & F' € um

fibrado vetorial de posto n + m sobre X.

Exemplo 1.2.7 (Fibrado associado a uma hipersuperficie). Sejam M uma variedade complexa
e D C M uma hipersuperficie analitica. Considere uma cobertura aberta {U;} de M tal que,
em cada aberto U;, a hipersuperficie D € definida pela equagdo f; = 0, onde f; : U; — C¢é
uma funcdo holomorfa. Em uma interse¢io ndo vazia U;; = U; N U}, as fungdes definidoras se
relacionam por
fi = vij 15,

onde ¢;; : U;; — C* é uma fungdo holomorfa que nio se anula em nenhum ponto de U;;. O
fibrado associado a D, denotado por [D], é definido pelas fungdes de transi¢ao

o
iJ fj'

Como ¢;; assume valores em C*, concluimos que [D] é um fibrado holomorfo de posto 1 sobre
M.

Exemplo 1.2.8 (Fibrado Dual). Dada uma aplicacdo linear f : V' — W, obtemos uma aplicacio
linear induzida f7 : W* — V*, definida por
frws = v
ar ffa): V=R
v (oo f)(v),
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cuja matriz, em bases fixadas, é a transposta da matriz de f. Seja £/ um fibrado vetorial sobre X,
com trivializagdes locais
Of : 7 H(Uy) — U, x R™.

O fibrado dual £* ¢ definido pelas trivializagdes
©nH=1.x YU, = U, x R™.
Os cociclos de transi¢do de E*, relativamente aos de F, sdo dados por
(O0)7'0F = ((O5)7'6%) " = ((6.65)) " = (0.65)7".

Em particular, se £/ € um fibrado de posto 1, os cociclos de transicdo de £* sdo simplesmente
o,

Em P", existe, essencialmente, apenas um fibrado de linha holomorfo, chamado fibrado
de linha tautolégico ¢ denotado por O(1). Seu dual O(1)*, denotado por O(—1) pode ser

descrito da seguinte maneira:

Exemplo 1.2.9 (O Fibrado O(—1)). O espago projetivo complexo P{. é construido a partir do
quociente de C"™! \ {0} pela rela¢do de equivaléncia que identifica pontos que diferem por um

escalar ndo nulo. Ou seja,
z~w <= 3\ e C"tal que z = \w.

A classe de equivaléncia de um ponto z no espago projetivo é denotada por [z] ou (zg : 21 : -+ - :
2z,) € a topologia de PZ € a topologia quociente induzida por @ : C"*! — PZ, o que torna esse
espaco compacto. Além disso, P¢: possui uma estrutura de variedade complexa, dada pelo atlas
{Ui, i}, i=0,...,n,onde

U; ={[z] € P¢ : 2z # 0},

e as cartas ¢; : U; — C" sdo definidas por

X . X o 20 '?z Zn
gOi(Zo.Zl."'.Zn)— PR R EREE Rl I

com o acento circunflexo indicando a omissao do termo correspondente. Para fixar ideias,

consideremos as cartas ¢y € ¢,. Temos

~ Z Zn
goo(z0:21:-~-:zn):(1,—1,...,—> = (Z1,...,2Tp),

20 Zj—1 5 Zj+1 Zn
wilzorz1 -t 2y) = (—,...,—,1,—,...,—

Zj

~

= (yl)'"7yj717yj+17"‘7yn>‘
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A composigio p; o ¢y : Uy; — Uy, é dada por

1 =z T T T

-1 - 1 j—1 J+1 n
SDjOQOO (ml,...,xn)—(f,—',...,—‘,—‘,...,f .

Lj Ly i Ty L

Sua derivada © ;5 = d(p; o ;') nos d4 os cociclos do fibrado tangente holomorfo T'P2. A

matriz correspondente a Oy : Uy; — GL(n,C) é

0 0 0 —% 0 0 0

= 0 .0 —g—z 0 0 0

0 L ...0 —— 0 0 0
Bjo = ' ;

0 0 0 —oopt - 0

0 0 ... 0 —— 0 ... 0 &

Em particular, det 0,0 = (—1)7(1/z;)"** = (=1)?(20/2;)"**. De modo geral, as fun¢des de

transi¢io O;; = D(i; 0 ¢} ') satisfazem
det ®ij = (—1)i+j(zj/zi)”+1.
Consideremos agora o fibrado trivial P{ x C"*! sobre P. O fibrado tautolégico (ou

fibrado universal) € o subfibrado de posto 1 de C"! formado pelos pares ([w], z) € P& x C**!

tais que z pertence a reta determinada por [w]:
O(—1) = {([w], 2) : 3t € Ctal que z = tw}.
Sobre o aberto U;, temos a seguinte descri¢ao local:
O(=Dly, ={((z0: -+ : z0),t(20, ..., 25)) : t € C}.
Os cociclos sdo definidos por
O; 9;
Uij x C— O(_]-)lU” — Uij X C,

com
(2], 2) = (2, 045 ([2])1)-

Nos abertos U;;, temos a identidade

20 Zi Zn Zi 20 Zj Zn
—A,...,—A,...71,...,—‘ - — f,...,17...,f7...,f y
Z] Z] ZJ ZJ Zi Zi Zi

dessa forma,
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Exemplo 1.2.10 (Fibrado de Linha Tautolégico O(1)). Tomemos um hiperplano H C Pg, o
qual € definido como o conjunto de zeros de um polindmio linear P : C*** — C com P(0) = 0,
isto é, H = {P(z) = 0}. Por meio de uma transformag@o linear adequada, podemos supor
que H = {2y = 0}. Sobre cada aberto U;, com i # 0, a equagdo local de H é dada por
fi = z0/2zi = 0. O fibrado O(1) é entdo definido pelos cociclos

Pij = 7 = em U,
fi Zi

e representa a classe de isomorfismo dos fibrados do tipo [H].

Notemos que O(1) coincide com o dual de O(—1), uma vez que ¢;; = @i_jl. Para cada

m € Z, definimos o fibrado O(m) como

o), sem >0,
O(m) =
O(—=1)2m 0 sem < 0.
Consideremos agora uma hipersuperficie D = P~1(0) C P%, onde P é um polindmio
homogéneo de grau d > 0. Em cada aberto U;, a equacao que define D é

i— i n 1
P(ﬁ,...,z 1,1,Z+1,...,Z—> = = Plzg,...,2,) =0,

Zi Zi Z; Zi Z,Ld

enquanto em U; temos
20 Z; Zn 1
P —',...,—,...,1,...,—' :—dp(Zo,...,Zn):O.
j

O fibrado [D] associado a essa hipersuperficie (conforme o Exemplo 1.2.7) tem cociclos

P/ (\"
wij_P/ZT_(Z) '

Portanto, ¢;; = (;;)™, 0 que nos dd o isomorfismo [D] = O(m). Finalmente, vale mencionar

de transicao dados por

que todo fibrado holomorfo de linha sobre P é isomorfo a O(m) para algum m € Z (ver [20]).

1.3 Classes de Chern

Nesta secdo, desenvolvemos a teoria de Chern-Weil de classes caracteristicas. Iniciamos
com a defini¢do de conex@o em um fibrado vetorial, sua matriz e sua curvatura. Em seguida,
introduzimos os polindmios invariantes e afirmamos que a classe de cohomologia associada
a curvatura independe da conexao escolhida. Definimos entdo as classes de Chern de um
fibrado vetorial e de uma variedade complexa, e apresentamos suas propriedades fundamentais:
naturalidade, férmula de Whitney do produto, classes de Chern do dual, do produto tensorial e
do fibrado virtual. Essas propriedades serao amplamente utilizadas nos calculos dos capitulos

seguintes. As referéncias para essa secao sao [20], [21] e [22]
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1.3.1 Conexao

Sejam F um espago topoldgico e M uma variedade complexa. Considere (F, 7) um
fibrado vetorial complexo C'*° de posto n, com proje¢do 7 : £ — M. Para cada aberto U C M,

estabelecemos as seguintes convengdes de notagao:

A C-dlgebra das fungdes complexas de classe C> em U € denotada por A°(U);

O espago das p-formas complexas de classe C* em U, visto como um A°(U)-médulo, é
denotado por A?(U);

A 4lgebra graduada das formas diferenciais C™° em U € definida como

dim M

AW) = @A),

O A°(U)-médulo das segdes C*° de E sobre U é denotado por A°(U, E);

O A°(U)-médulo das se¢des C™ de Ty @ E sobre U onde T'y; denota o fibrado cotangente
complexificado de M ¢é denotado por A (U, E);

De modo geral, para cada p € N, o A°(U)-médulo das se¢des C> de AP T\, ® E sobre
U é denotado por A?(U, E).

Definicao 1.3.1. Uma conexao em F é uma aplicagdo C-linear
V:AYM,E)— A (M, E)
satisfazendo a regra de Leibniz
V(fs)=df @ s+ fV(s)
paratodo f € A°(M) e todo s € A°(M, E).
Na definicdo apresentada, € importante observar que o produto tensorial df ® s nao é

tomado sobre o corpo C, mas sim sobre 0 A°(M)-médulo, uma vez que tanto A°(M, E) quanto

AY (M, E) sdo A°(M)-médulos. O resultado a seguir estabelece o cardter local de uma conexao.

Proposicao 1.3.1. Toda conexdo V é um operador local: se uma segdo s se anula identicamente

em um aberto U, entdo V(s) € A (M, E) também se anula em U.

Demonstrag¢do. Suponhamos, por contradi¢do, que exista xy € U tal que V(s)(zg) # 0. Tome-
mos uma fungdo p € A°(U) de suporte compacto, com p = 1 em uma vizinhanga V' C U de x,
e definamos p € A°(M) por

p(x), sex €U,
0, sex € M\ U.
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A segdo ps € A°(M, F) é identicamente nula em M. Pela C-linearidade de V, temos
V(ps) = V(0) = 0. (1.1)
Por outro lado, pela regra de Leibniz,
Vi(ps) =dp® s+ pV(s) = pV(s), (1.2)

uma vez que dp = 0 em U. Combinando 1.1 e 1.2, obtemos pV(s) = 0. Como p =1lem V,
segue que V(s) se anula em V', contradizendo a hipétese de que V(s)(xg) # 0. Portanto, V(s)

¢é identicamente nula em U. O]

Como consequéncia da proposi¢do anterior, se duas segdes s1, so € A°(M, E) coincidem
em um aberto U C M, ainda que sejam distintas globalmente, entdo V(s;) e V(s2) também
assumem os mesmos valores em todo ponto de U. Isso assegura que a restricdo da conexdo a um
subconjunto aberto estd bem definida, e tal restri¢do €, ela mesma, uma conexao sobre o fibrado
restrito F|;;. Em vista da natureza local das conexdes, podemos analisa-las em abertos de M.
Assim, se {U,} € uma cobertura aberta de /M, uma conexdo V em E é completamente descrita

por suas restricdes V|, a cada aberto da cobertura.

Lema 1.3.1. Seja m : E — M um fibrado vetorial complexo de posto n sobre uma variedade

diferencidvel M. Entdo, existe uma conexdo
V:AYM,E)— AYM,E)
satisfazendo a regra de Leibniz
V(fs) =df @s+ fV(s),

paratodo f € A°(M)es e A (M, E).

Demonstragdo. Tomamos uma cobertura aberta {U,, } de M que trivializa simultaneamente os
fibrados T, e E. Para cada indice , fixamos um referencial local s® = (s¢,...,s%) para as
fibras de E sobre U,, ou seja, s¢ € A°(U,, F) e, para cada x € U,, os vetores s5(z), ..., s%(z)

’ n

formam uma base de F,.

Seja {p, } uma parti¢do da unidade subordinada a {U, }, de modo que supp(p,) C U, e
Y o Pa(z) = 1 paratodo x € M. Em cada aberto U,,, definimos V* impondo que

V%(s$) =0, paratodoi=1,...,n.

)

Consequentemente, para qualquer f € A%(U,), temos

VA(fsi) = df @ 57+ fV(s]) = df @ s7'.
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Qualquer se¢do s € A°(U,, E') admite a representagiio

slv. = Zn: fisi,

com f; € A°(U,,). Estendemos V* a uma segao_arbltrarla fazendo
(slv,) = (Z fis ) — Z VO (fisf) = Z df; ® 5.
i=1 i=1

Definimos entdo

V = Z pa V.
Verifiquemos que V € de fato uma conexao. P:imeiramente, notamos que

Zpa (slva) Zﬂa (idfﬂ@&q) 5
a i=1

de modo que a C-linearidade de V decorre imediatamente da C-linearidade do produto tensorial.

Resta apenas verificar a regra de Leibniz para V. Para todo g € A°(M), temos

= aV(5)

=D pV° (g i fing)

=2t X_; V‘“(gfis%)

=D ra Z:: d(gfi) ® s?)

=D zn:((dg)fi +gdf;) @ sg>

=1

=Y pa| D (d9)fi@ s} ) —i—Zpa (ngfi®3?>.

i=1 =1

Ou seja,

_dgo Y g anfi®s?>+gzpa <§;dﬁ-®s?>
— oY imﬁsg)pra (idﬁ@s?)
— g g Zj;fisg")JrgZpa (Zj;dfi@@s?)
=dg® ) palslv.) + 9 pa (idfi®8?>

=dg®s+gV(s).
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Dessa forma, temos que V é uma conexdo em F.

]

Com a notagdo estabelecida no lema anterior, em cada aberto U, a conexdao V assume a

forma n
V(sy) =) 0% @ s, (1.3)
j=1
onde 07 sdo 1-formas C'* definidas em U,. Explicitamos a obteng@o dessas 1-formas a seguir.
Como V(s&) € A (U,, E) = C*(U,,Ty; ) ® E, podemos representd-lo na forma
V() =u®o,

)

comu € C*(U,, T ) ev € C*°(U,, E). Conforme vimos anteriormente, v admite a decompo-
sicdov =7 f;s§, com f; € A°(U,,). Assim,

V(sf) =u® > fiss
j=1
= Zu ® fis§
j=1

= Z fju & S?.
j=1

Definindo 6f; = fju, obtemos a expressdo 1.3. Com essa notag@o, introduzimos a seguinte

definicao:

Definigdo 1.3.2. A matriz da conex@o V em U, ¢ definida como 6% = [0}].

Consideremos agora uma conexdo V e dois abertos U, e Ug nos quais as matrizes locais
de V sio, respectivamente, 6 e 68, Quando a interse¢ao U,3 = U, N Ug € ndo vazia, as matrizes
6> e 6° se relacionam por

0% = (dgap)9as + 9080”904,
onde g, é uma matriz inversivel de ordem n. De fato, sejam s e s” referenciais locais definidos
sobre U, e Ug, respectivamente. Em U,g, eles estdo relacionados por uma matriz inversivel

Jap = [9ij] que satisfaz
n
ST =29
j=1

Denotando g_; = [g;,], temos sy = 1, Gsy. Entdo,

> 05 @ s = V(sD).
=1
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=V <Z 9¢j8§}>
j=1

= Z v(gijsf)
j=1

= i <dgij ® sf + gijV(Sf))

j—l

- nglj ®S +Zgz] Zejk@)Sk,
7=1
= ngzj <Z 9515 ) + Zgw Z@M ® <Z Gkl )
Jj=1 j=1
=D D dgi; ® gusi + Zgij Z Z 05, © Gasy

j=1 1=1 j=1 k=1 =1

_ Z (Z dgzjgﬂ) ® 5% + Z <ZZQM ]kgkl> ® 57

= = 7j=1 k=1

= Z (Z ngjg]l + Z Zgz] ]kgkl) @ 5[

=1 k=1

Logo

Portanto,

0 = ngwggl + Z ZQU ik ks

71=1 k=1
que, em notacdo matricial, se escreve como

0% = (dgas)9us + 9as? g05- (1.4)

A seguir, estendemos a no¢ao de conexa@o a formas com valores em £. Mais precisamente,
a partir de uma conexio V em F, definimos um operador V : AY(M, E) — A%(M, E) cuja
acdo sobre um elemento w ® s, comw € A'(M) e s € A°(M, E), é dada por
V(w®s)=dw®s—wAV(s).
Proposicio 1.3.2. O operador V satisfaz a seguinte regra para f € A°(M):
Viflw®s) =df N\w®s+ fV(w® s).

Demonstracdo. Com efeito,
V(fwes) =V(fwss)
=d(fw)®s— fwAV(s)
=(df N\w+ f(dw)) ® s — fw AV (s)
=(df N\w)®@ s+ fldw) ® s — fw AV (s)
=df N(w®s)+ fldv®s—wAV(s))
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Ou seja
V(flwu®s)=df ANMw®s)+ fV(w®s).

O
Definicao 1.3.3. A curvatura da conexdo V € o operador
Kv = v oV.
Proposic¢ao 1.3.3. A curvatura Kv é uma aplicagdo A°(M )-linear:
Demonstracdo. Seja f € A°(M) e escrevamos V(s) = w ® v € A' (M, E). Entdo,
Kv(fs) =YV (V(fs))
=V(df ® s + fVs)
=V(df ®s)+V(flw@v))
=d’fRs—df AV(s)+df ANw®v) + fV(w @)
= —df ANV(s) +df AV(s) + V(v @)
= fV(w®v)
= va(S)
Portanto, Ky é A°(M)-linear. O

Proposicao 1.3.4. O valor de Kv(s) em um ponto x € M depende unicamente do valor da

secdo s nesse ponto, e ndo da escolha da secdo em uma vizinhanca de .

Demonstragdo. Seja s® = (s§,...,s%) um referencial local de £ sobre um aberto U, contendo
x. Tomemos duas se¢des s, s' € A°(U,, E) tais que s(x) = s'(x). Entdo s — s’ € A°(U,, E)
pode ser escrito como

n
o @
s—s' =Y fis?,
=1

com f; € A°(U,). Avaliando em z, obtemos

Zﬁ ) =0.

Como {s¢(z)}?_, é uma base de E,, segue que f;(z) = 0 para todoi = 1,...,n. Pela
linearidade de K+,
Kv(S — S/) = Kv(5> — Kv(S/).

Por outro lado,

Ky(s—§) =Ky <Zfl ):ZfiKv(s
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Avaliando em z, concluimos que
Ky(s)(z) — Kv(s)(x) = Z fi(z)Kv(si(z)) = 0.
Portanto, Ky (s)(z) = Kv(s')(x). O

De modo andlogo ao que fizemos com a conexao, a curvatura pode ser expressa lo-
calmente por uma matriz. Com efeito, tomando um referencial local s* para F sobre U,,

temos

—V<290‘®s>
—Zv (02 ® %)
:Z(dé)g@s;—ewws;))

Zd@a@@s Z( AZQj“k@sk)

7j=1

_Z (05 @ s5) Z(Zewec*)@sg
= Z [d@ﬁf — (Z 0% A 9;;)
k=1 j=1

Essa igualdade admite uma interpretacdo matricial em termos de 6. Definindo

«
& s -

% = dos, — Zea A0S,
obtemos a seguinte definicao:
Definicao 1.3.4. A matriz de Ky em U, é a matriz de 2-formas C'*° em U, dada por
0% = [@%],

onde .
O = dog; — > 0% A O,

ou, equivalentemente,
O% = dh* — 0% A 6°.



Capitulo 1. Preliminares 34

Assim como as matrizes de conexdo, as matrizes de curvatura O e ©° se relacionam
quando U,5 # . Sejam s e s” referenciais locais sobre U,, € Uy, respectivamente, relacionados

pela matriz inversivel g, = [g;;], cuja inversa é gojﬂl = [g,;]. Entdo,
Kv(S?) = KV (Z gZ]SjB)
j=1
Sy
j=1
“>0s (S ehe)
j=1 k=1
-3y aeo (Yo
=1

=1 k=1
n n n
=D D> 9i05Tu ® s
j=1 k=1 1=1

Equivalentemente,
n n n

0= Z Z Z gij@?kgkla

=1 k=1 I=1

0 que, em notacdo matricial, se reduz a
1
QY — gaﬁ@ﬁgag-
1.3.2 Polinomios invariantes

Seja M (n, C) a C-dlgebra constituida pelas matrizes n x n com coeficientes complexos.

Definicdo 1.3.5. Uma fungido P : M(n,C) — C é denominada polindmio invariante se é

polinomial nas entradas da matriz e satisfaz
P(g' Ag) = P(4)
para quaisquer A € M(n,C)e g € GL(n,C).
Proposicao 1.3.5. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. P(g7'Ag) = P(A) paratodo A € M(n,C) e g€ GL(n,C);

2. P(AB) = P(BA) para todo A, B € M(n,C).

Demonstracdo. (1) = (2): A demonstragdo sera dividida em duas situagdes: quando pelo

menos uma das matrizes € inversivel e quando ambas nao o sdo.
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* Suponhamos que A € GL(n,C) e B € M(n,C). Observamos que
AB = AB(AA™"Y) = A(BA)A™!.
Da hipétese (1), segue imediatamente que
P(AB) = P(A(BA)A™") = P(BA).
* Suponhamos agora que A, B € M (n,C) sdo ambas nio inversiveis. A igualdade desejada
€ equivalente a mostrar que, para todo € > 0,
|P(AB) — P(BA)| < e.

Como GL(n,C) édensoem M (n,C), paracadar > Oexiste A, € B(A,r)comdet A, #
0.

Dado ¢ > 0, a continuidade de P garante a existéncia de 6 > 0 tal que, para toda
Z € B(A,0),
\PQU%—J%ZBH<§ e U%BA)—PU%DM<§

Tomando r = §, obtemos Z, € B(A, ) com det Z; # 0. Pelo caso anterior,
P(ZyB) = P(BZy).
Consequentemente,

|P(AB) — P(BA)| = |P(AB) — P(Z,B) + P(Z,B) — P(BA)|

< |P(AB) — P(ZyB)|+ |P(ZyB) — P(BA)|
= |P(AB) — P(ZyB)| + |P(BZ,) — P(BA)|
<S4+

=¢&.

(2) = (1): Dados A € M(n,C) e g € GL(n,C), temos
P(gAg™") = P(g~'(gA)) = P(A),

0 que completa a demonstragdo. 0

A seguir, apresentamos alguns exemplos de polindmios invariantes.

Exemplo 1.3.1. A aplicacdo determinante
det : M(n,C) —» C
A~ det(A)

¢ um exemplo cléssico de polindmio invariante, pois € uma expressdo polinomial nos coeficientes

de A e verifica

det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).
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Exemplo 1.3.2. Tomemos A, I € M (n,C), onde I denota a matriz identidade, e consideremos

o polindmio caracteristico det(¢] + A). Os coeficientes C,,_;(A) definidos por
det(t] + A) Z Crui(

sdo polindmios invariantes. De fato, para qualquer g € GL(n,C),

det(tl + A) = det(g(tI + A)g™)

(
= det(g(tl)g~" 4+ gAg™")
= det(t(glg™") + gAg™")
= det(t + gAg ™).

Portanto,
i=0 =0

e pela unicidade dos coeficientes de um polindmio, concluimos que C,,_;(A) = C,,_;(gAg™)

para todo 7. Isso demonstra a invariancia de cada C,, ;.

Tlustremos com os casosn = 2, n = 3en = 4.

e Paran = 2, temos:

t
det(t + A) = |/ T M

ag 1+ ag
= (t + a11)(t + az2) — a1202;
= t% + (a11 + ag)t + (a11a22 — a12a91).
Logo,
i =0 = C3%(A) = aji1a9 — ajpas = det(A),
i=1 = Ci1(A) = a1 + axn = tr(A),
i=2 = (Cyh(A) =1

e Paran = 3, temos:

det(t] + A) = t3 + (CLH + Q99 + CL33)t2
+ [(a11022 — a12a91) + (a11a33 — ai3as1) + (ag2a33 — agzase)|t
+ (a11a22a33 + a12G93a31 + a13021032)

— (a13a12a31 + a11a23a32 + a12a91a33).

Assim,
i=0 = C3(A) =det(A),
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Para ¢ = 1, observamos que o coeficiente de ¢ € a soma dos determinantes das seguintes

submatrizes 2 x 2 de A:

11 a2 a1; a3

Ay =

) A2: ) Al:

22 &23]
)

32 Aas3

21 Qg2 a3; A3z

onde A; é a matriz obtida de A pela eliminagdo da i-ésima linha e da i-ésima coluna.

Portanto,

» Para n = 4, procedendo como no caso anterior, obtemos

det(tI + A) = t* + (a1 + az + azs + au)t’
+ [(a11a2s — arza91) + (ar1ass — arzasy) + (a11044 — a14041)
+ (a22a33 — ag3a32) + (a22a44 — A24042) + (a33041 — A34043)]t>
+ [det(A;) + det(Ay) + det(As) + det(Ay)]t
+ det(A).

O coeficiente de ¢* € a soma dos determinantes das seguintes submatrizes 2 X 2:

a1; a2 a11 a3 a11 Q14
A1,2 - ) A1,3 - ) A1,4 - )
G21 QA22 31 ass Qg1 Qg4
Q22 (23 Q22 (24 a33 34
A2,3 = ) AQ 4 = ) A34 = )
a3z a33 Qg2 Q44 (43 Q44

onde A;; é a submatriz de A formada pelas i-ésima e j-ésimas linhas e colunas. Assim:
i=0 = C4(A) = det(A),
4
i=1 = C3(4) =) det(4),
7=1

i=2 = Cy(A) =) det(4;;),
1<J

i=3 = Cy(A) = tr(A4),

i=4 = Cy(A) =1.

Seja 7w : £ — M um fibrado vetorial complexo C'*° de posto n, munido de uma conexao
V, cuja curvatura denotamos por K. Em cada aberto trivializador U, a curvatura é representada
por uma matriz ©“ de 2-formas de ordem n x n. Conforme estabelecido anteriormente, as

matrizes locais de Ky se transformam segundo

0% = 9ap0’ g3
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em U,p, com g, € GL(n,C). Portanto, para qualquer polindmio invariante P, temos
P(©%) = P(g.50"g,5) = P(6").
Essa igualdade nos permite definir globalmente a forma P(Kv): dado um polindmio invariante
P de grau k, a 2k-forma associada é dada localmente por
P(Kv)|v, = P(©%).

Exemplo 1.3.3. A fim de verificar que P(©%) é efetivamente uma 2k-forma, consideremos o
caso particular em que P é o determinante. Tomando P(A) = det(A), que tem grau n (a ordem

da matriz A), e escrevendo O = [a;; A (5], onde «; e f3;; sdo 1-formas em U,, obtemos:

e Paran = 2:
det(07) = (11 A Bi1) A (e A PBaz) — (12 A Br2) A (a1 A Bar)
= (o1 A B A aaa A Baz) — (a2 A Bia A aar A Bar),

que € uma 4-forma em U,,.

e Paran = 3:
det(©%) = (a11 A i1 A aaa A oz A sz A Psg)

+ (12 A Br2 A agg A Pagz A aizr A PBs1)
+ (a3 A Prig A aor A oy A aga A Bs2)
— (a3 A Prig A agg A Bag A gy A Ba)
— (12 A Pra A agr A Bar A aigs A Bas)
— (a11 A Br1 A gz A Bag A aiga A Bsa),

que € uma 6-forma em U,,.

Retornando ao caso geral de um polindmio invariante P arbitrério, a relacao de transfor-
magdo acima garante que P(Ky) estd bem definida como uma 2k-forma global: sua defini¢do
independe da escolha da matriz local de Ky e € consistente em toda a variedade M, uma vez

que esta definida em cada aberto trivializador U,,.

Lema 1.3.2. Se P é um polindmio invariante, entdo a forma P(Kv) é fechada, isto é, dP(Kvy) =
0.

Demonstragdo. Escrevamos P(A) = P([a;;]) e definamos a matriz de derivadas parciais

OP
A= {3%} '

A diferencial de P ¢é dada por

Estabelecemos a seguir duas relagdes fundamentais.
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¢ Primeiramente, temos
dP(A) = tr(ATdA).

De fato, os elementos diagonais de ATdA sdo

ATdA Z A kdakz Zn: Akidakz Z aa dCL,Im,
o ki

de modo que

tr(ATdA) = Z (ATdA); ZZ 8aP day; = dP(A). (1.5)
ki

i=1 =1 k=1

¢ Além disso, vale a identidade
AAT = AT A.

Para demonstréa-la, lembremos que a invarincia de P implica P(XY) = P(Y X)) para

quaisquer X,Y € GL(n,C). Consideremos a matriz elementar E;; = [e,], definida por

1, ser=jes=rt,
67‘8 - .
0, caso contrério.

Os produtos AEj; e F;; A tém entradas dadas por

QAis, Se?”:j,

0, ser##j,
arj, S€S8=1,

(AEji)rs = (L.7)
0, ses#u1.

Pela invariancia de P,
P((I +tEj;)A) = P(A(I +tE};)),

onde / é a matriz identidade. Derivando em relagﬁo at e avaliando em ¢ = 0, obtemos

8P
— 8ars Z 3ars

Usando 1.6 e 1.7, a igualdade acima se reduz a

oP " OP
Qs = Y —a,
6aj5 8(1,m' J
s=1 r=1

Observando que
“~ OP
T T —_
AA j Z Qjs Ga]s € (A A)Z] - ; %aﬁa

concluimos que
AAT = AT A, (1.8)
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Tomemos agora um aberto trivializador U, de F, com matrizes locais 0% e ©% = [OF]

para a conexao e sua curvatura, respectivamente. Definamos

oP
na

Observe que cada entrada de A € uma forma de grau par, pois Of; sdo 2-formas ¢ P € um

polindmio.

Por 1.5, temos
dP(©%) = tr(AT A dO®).

Calculemos agora dO“. Da relacdo O = df* — 0% N 0, segue

dOg = = " dog A O + )05 A doy,
k=1 k=1

=-> dﬁﬁc—zeﬁ/\ﬁﬁmLZGﬁ/\@ﬁc) NOR+ 05 A doy;
k=1 =1 =1 k=1

==Y | dog - 6565 /\02}—2( egAeﬁ>Aegj+Zeg€Adegj
k=1 =1 k=1 =1 k=1

== dog = 0g Ao ) Aog =08 A (Zeme;;) + ) 05 A dog
k=1 =1 k=1 =1 k=1

==Y [ dos =D o A6 | MO =D 05 A (Zegl AQ?}) + )05 A doy,
k=1 =1 k=1 =1 k=1

== | dog = 05 A6 | Al + Y65 A (de,gj - oy /\9;;.>
k=1 =1 k=1 =1

== O A0+ 05 A0
k=1 k=1

Esta é a conhecida identidade de Bianchi:
dO% = 0% N O% — % A 0%,
Substituindo em 1.5, obtemos

dP(0%) = tr(AT A dO%)
=tr (AT A0 AO* — AT ANO%AGY).

A identidade 1.8 permite reescrever

dP(©%) = tr (AT A 6%) A O — (©° A AT) A 6%).
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Explicitando o trago,

n

ik=1

— Z (0% A (AT A0*)e — OF A (AT A 0%)i)
ik=1

= 07

uma vez que ©F; é uma 2-forma e, portanto, comuta com qualquer outra forma. Logo, dP(©%) =

0, o que prova o lema. 0

1.3.3 Complexo de De Rham

Uma vez que a diferenciacio exterior
d: A"(M) — A (M)

¢ uma transformacao linear definida no espago vetorial A" (M) (ver [23], Capitulo VII, Teorema

6), cujos elementos sdo as r—formas na superficie m—dimensional M. Como
d(dw) =0, Yw € A"(M)
a sequéncia
AS(M) : A(M) L ANM) S S A (M) S A™(M) S0
€ um complexo de cocadeias, chamado complexo de De Rham da superficie M.
Lembremos que A°(M) é o conjunto das fungdes diferencidveis f : M — Re
A"(M) =0ser > dim(M).
O niicleo de d : A"(M) — A"*!, denotado por
Ker(d)=2"(M) ={w e A"(M) | dw = 0}

€ o conjunto das r—formas fechadas e a imagem de d : A"~ (M) — A"(M), denotada por

B"(M)={we A (M)|3ne A (M) tal que d(n) = w}
Note que B" (M) C Z" (M), uma vez que se p € B"(M), entdo

d(w) = p, para algum w € A" (M)
= d(d(w)) = d(p)
= 0=d(p)
= p € Ker(d)=Z"(M)
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O espaco quociente
H'(M) = Z"(M)/B"(M)

€ chamado de grupo de cohomologia de De Rham da superficie M em dimensdo r. Seus

elementos sdo as classes de cohomologia
w] ={w+da:aec A M)}
das formas fechadas w € Z"(M).
Como vimos, se P € um polindmio invariante, entao
dP(Kv) = 0.

Sabemos que P(Ky) é uma 2k—forma, onde k é a dimensdo de [©“] que é a matriz de Ky .
Dessa forma, uma vez que dP(Ky) = 0, concluimos que P(Ky) é uma forma fechada, logo
faz sentido escrever [P(Kv)] € H* (M, C). Feita essas considera¢des, podemos enunciar a

seguinte proposicao:

Proposicdo 1.3.1. A classe [P(Kv)] € H independe da conexdo V sobre E.

A classe [P(Kv)] = [P(FE)] depende apenas da classe de isomorfismo de £ e é chamada
de classe caracteristica de £. A demonstragdo desta proposi¢ao pode ser encontrada em [21],

Capitulo 3, Proposi¢ao 3.3.2.

1.3.4 Classes de Chern
Finalmente, podemos definir o conceito mais importante deste trabalho:

Defini¢do 1.3.6. Sejam C;, j € {1,...,n}, os polindbmios simétricos elementares dos autovalo-
res de uma matriz n X n. As formas de Chern de uma curvatura K associada a uma conexdo V

sobre E sao:

& (Kv) = C, (%Kﬁ

e as classes de Chern de E sdo ¢y(E) = 1,
oB) = |0 (35 )| € HBa.C)
Além disso, chamamos ¢, (F) de Classe Top de Chern de £ ¢
cBE)=14+ca(E)+...+c(B)
de Classe de Chern total de E.

Observacao 1.3.1. A definicdo de classes de Chern apresentada acima deve ser entendida com
uma certa cautela, pois, rigorosamente, as classes ¢;(E) pertencem a cohomologia integral
H},(M,7), e ndo a cohomologia complexa HJ(M, C). No entanto, como consequéncia da
Teoria de Chern-Weil, tais objetos podem ser identificados de maneira natural, de modo que essa

distin¢@o ndo afeta os resultados principais.
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Como observado anteriormente, toda variedade diferenciavel M € munida de seu fibrado
tangente 7'M . No caso em que M € uma variedade complexa, podemos considerar também seu

fibrado tangente holomorfo 7" M. Isso motiva a definicdo a seguir.

Definicao 1.3.7. Seja M uma variedade complexa de dimensdo n. A j-ésima classe de Chern
de M, denotada por cj(M ), é definida como sendo a j-ésima classe de Chern de seu fibrado
tangente holomorfo:

cj(M) = ¢;(T"M).

Vejamos agora algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem. Essas proprie-
dades serdo de extrema importancia para a deducao dos resultados principais apresentados na
secdo seguinte.

Naturalidade: Consideremos o diagrama comutativo

f'E—— E
L

Y — X

onde X e Y sdo variedades diferencidveis, f : Y — X € uma aplicacdo continua, 7 : £ — X é
um fibrado vetorial de posto n, e f~'E — Y denota o fibrado pull-back de E por f, conforme
construido na Sec¢ao 1.2, Subsecdo 1.2.1.

Seja V uma conexdo em F, com matriz local [#®] sobre o aberto trivializador U,. O
pull-back de V por f induz uma conexio em f~!F, cuja matriz no aberto V,, = f~1(U,) é f*0°.
Verifiquemos que f*6“ é de fato uma conexdo. Aplicando f* a relacdo de transformacdo 1.4,

obtemos, para x € V,,

fr0%(x) = 0°(f(x))
= d(gap (f(2)))(gap (f(2))) ™" + gas(f ()07 (f ())(gas(f(2))) "
= d(f*9ap(2))(f*Gas ()" + [ gap(@) F70° () (f*gap(x)) ",
o que confirma que f*0 satisfaz a relagdo caracteristica de uma conexao.

A curvatura da conexao induzida, denotada por K ¢«y, tem matriz local @?*. Usando as

propriedades do pull-back e a relagdo matricial da Defini¢do 1.3.4, obtemos

= f(d0%) — f7 (0% A 6%)

= f*(d0* — 0% N 0%)

= f*KV7
isto é, K;+y = f*Ky. Consequentemente, as formas de Chern de f~'E s@o obtidas por
pull-back das formas de Chern de £:

]

i K55) =y (5w ) = O (oA B ) = 1€y (o ) = £ ().
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Portanto, as classes de Chern satisfazem a relacdo de naturalidade:
¢i(fE) = frei(E).

Férmula de Whitney do produto: Sejam 7 : £ — M e p : F' — M fibrados vetoriais sobre
M, munidos de conexdes Vg e V g, respectivamente. Sobre um aberto trivializador comum U,
representamos essas conexdes por matrizes [0%] e [#%]. A soma direta £/ @ F' herda uma conexdo

VEeasr = Vg @ Vg, cuja matriz local é dada por
Oper = 0p © 0%,
ou, de acordo com a constru¢do da Subsecao 1.2.1,

0] 0 ]

[Q%EBF] = [ 0 [9%]

A curvatura correspondente, Ky, or €M matriz local

O%er = d(0p © 07) — (05 © 0F) A (05 © 0F)
= db5; & db5 — [(05 @ 0) + (0@ 02)] A [(05 & 0) + (0 & 03]

[
— 0% @ dO% — (0% & 0) A (0% & 0) — (6% & 0) A (0@ 02)
— (0@ 0%) A (06 62)
= 0% B IS — (0% A 0%) B0 — 0D (0% A 02)

= (d0% — 0% N 0g) @ (% — 0% N OF)
= 0% ® 05,
onde ©% e ©% denotam as matrizes locais das curvaturas Ky, e Ky, respectivamente. Em

notacdo matricial,
[©% 0
0 [OF]

@ —
[OFar] = [
A partir dessa representa¢do matricial, calculamos o polindmio caracteristico de ©%, 5:

det(t + O p) = det(tI + OF) det(tI + OF)

(ch (%)t ) (ch (O%)t )

n—+m

—ch i E@F

com
k

Coi(OFer) = Coy(O%)C5(OF).

J=0
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Comparando os coeficientes, obtemos as relacdes
C1(Opar) = C1(OF) + C1(OF),
C2(OFer) = C2(OF) + C1(0%)C1(OF) + Co(OF),

k
E@F ZCJ (%) C— —J (©F).
7=0

Passando as classes de Chern, concluimos que
a(E®F) =ca(E) +alF),
CQ(E D F) = CQ(E) —+ Cl(E)Cl<F) + CQ(F),

k
Ck(E@ F) = ch(E)ck—j<F)’

para 1 < k < n+ m, com a convengdo de que ¢;(E) = 0 parai > ne ¢;(F) = 0 parai > m.

Assim, a classe de Chern total de £ @ F’ satisfaz
n+m
(E®F)=1+) c(EaF)
k=1
n+m k

—1—|—ZZCJ ck]

k=1 5=0

I
[
™
5
g
|
&

= c(E)c(F).
Portanto, a classe de Chern total do fibrado soma direta € o produto das classes de Chern totais
dos fibrados somados.
Classes de Chern do fibrado dual: Sejam 7 : £ — M um fibrado vetorial e 7* : E* — M
seu fibrado dual. Se os cociclos de transi¢do de £ sdo denotados por ¢,4, entdo os cociclos de

transi¢do de E* sdo dados por (g45) "

A partir de uma conexao V em F, construimos uma conexdao em E*. Tomando a

transposta da relacdo 1.4, obtemos

(0*)" = [(dgas)gup + 9as0’ 904"

[(dgap)gap)” + 19050 g05]"

= (9ap) (dgas)” + (925)7(0") gl

= (9ap) " (dgig) + (905) 1 (07) 925 (1.9)



Capitulo 1. Preliminares 46

Por outro lado, da identidade para a diferencial da inversa,

d ((ggﬁ)_l) = _(925)_161955(925)_1,
segue que
—d ((ggﬁ)_l) (ggﬁ) = (925)_1@5& (1.10)
Substituindo 1.10 em 1.9 e multiplicando a expressdo resultante por —1, obtemos
(—QQ)T = (92,3) ldggﬁ (gaﬁ) 1(96) gaﬁ
= ((Qgﬁ)_ ) (gaﬂ) ( Tﬁ) ( ) QZB
=d ((9ap) ") ((925) )" + (ga5) " (=07) ((9a) )"

Isso define uma conexdo V* em £*, cuja matriz local sobre U, é (—Qa)T. A matriz da curvatura

de V*, denotada por ©*, é dada por

Uma vez que a transposicdo em G L(n, C) é uma conjugacdo, para todo polindmio homogéneo
P! de grau i, temos

Pi(-0°T) = (-1)'Pi(6").
Consequentemente, as classes de Chern de £ e E* estdo relacionadas por

ci(E*) = (=1)'¢;(E). (1.11)

Classe de Chern do Produto Tensorial: Sejam 7 : £ — M um fibrado vetorial de posto n
e p: L — M um fibrado de linha (posto 1). Consideremos o produto tensorial 2 @ L. Suas
classes de Chern sdo expressas em termos das classes de Chern de E e de L pela férmula (ver
[20]) i
G(E®L) =) (7? a k) cx(B)er(L)F, 2<i<n.
—~\i— k
Paran = 1, temos (ver em [20]):

a(E®L)=c(E)+rank(E)-c(L). (1.12)
onde rank(E) denota o posto do fibrado £. Assim

A(E®L)=c(FE)+n-c(L).
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Note que, a partir deste fato, podemos mostrar que, dados Fj, . .., Ej fibrados de posto 1, entdo

temos a relacdo

Usemos indug@o para demonstrar a aﬁrmagao. Para [ = 2, usando 1.12 obtemos

Cq (E1 ® Eg) = C1(E1) + ’I“CWL]{?(El) . Cl(EQ)
Como rank(E;) = 1, entdo

Cl(El (24 Eg) = Cl(E1> + Cl(EQ).

Supondo que o resultado seja valido para £ — 1 fibrados de posto 1, ou seja

e denotando por

podemos escrever

Pela hipétese de indugdo 1.13,

k—1 ~
como F' = ),_, £, entdo

a(F®Ey) =a <(®El) ®Ek> =0 (éEl)

(1.13)
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Isto é

e (é El> = alB).

Classe de Chern do Fibrado Virtual: A teoria de fibrados vetoriais admite uma generalizacao
que envolve os chamados fibrados virtuais, cuja constru¢cdo pode ser encontrada em [21]. Neste
trabalho, restringimo-nos ao caso em que dispomos de um fibrado vetorial 7 : £ — M de posto
n e um fibrado de linha p : L. — M de posto 1. Tais objetos ddao origem a um fibrado virtual,
denotado por £ — L. Se ¢;(E) e ¢;(L) denotam as respectivas classes de Chern de E e L, entdo

as classes de Chern de ¥ — L sao dadas por

G(E-L)=>_ (n B k) ce(B)er (L)F, 2<i<n. (1.14)

1 —k
k=0

1.4 Folheacoes e os indices de Poincaré-Hopf, GSV e Schwartz

Nesta secdo, introduzimos o conceito de folheagdo holomorfa unidimensional e suas prin-
cipais estruturas associadas. Em seguida, definimos os indices que serdo centrais nos resultados
principais da dissertacdo: o indice de Poincaré-Hopf, o nimero de Milnor, o nimero de Tjurina,
o indice GSV e o indice de Schwartz. Apresentamos as relagcdes entre esses indices, destacando
as férmulas que os conectam, como a relacdo entre o indice GSV e o indice logaritmico de
Aleksandrov, e a relacdo entre o indice de Schwartz e o indice GSV via nimero de Milnor. As

referéncias para essa secao sao [24] e [18].

Relembremos o que € uma singularidade de um campo vetorial [25]: Seja

a 0
v = Zlvla_l'z

um campo vetorial em um aberto U C C", com coordenadas (v, .. ., v,). Um campo vetorial v
¢ dito continuo, suave, analitico, etc., se suas componentes {vy, ..., v, } sdo continuas, suaves,
analiticas, etc.. Uma singularidade a de v € um ponto onde todas as suas componentes se
anulam, ou seja, v;(a) = 0,Vi = 1,...,n. A singularidade é dita isolada se em todo ponto x

préximo a a existe a0 menos uma componente de v que nao se anula.

Definicao 1.4.1. Seja X uma variedade complexa e conexa. Uma folhea¢ao holomorfa de

dimensao 1 € dada pelos seguintes conjuntos de dados:

(i) Uma cobertura aberta/ = {U, } de X,
(i1) Para cada U,, um campo de vetores holomorfo v,;
(iii) Para cada interse¢do ndo vazia U,3 = U, N Ug # <, uma aplicagdo holomorfa

foap € O%x(Uap) ={f : Usp — C | f é holomorfae f(z) # 0 paratodo z € Uz} .
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tal que v, = fogvg em Unp € fopfsy = fay €m Uqp,.

Pelo Teorema 1.2.1, essa familia de fungdes { f,5} define um fibrado K= de posto 1 que
€ chamado de fibrado cotangente de /. O dual de K é chamado de fibrado tangente da
folheacao F e sera denotado por 1r.

Como uma folheacdo unidimensional F ¢ definida localmente em cada U, da cobertura
aberta {U, } de uma variedade M por um campo de vetores v,, € natural estender as defini¢des

dos indices a seguir para folheacdes, como feito por Brunella em [16].

1.4.1 O indice de Poincaré-Hopf

O indice de Poincaré-Hopf, um dos conceitos mais fundamentais na teoria de campos
de vetores, foi introduzido por Henri Poincaré [3] no final do século XIX para dimensdo 2 e
posteriormente generalizado para dimensdo arbitraria por Hopf [4]. Poincaré percebeu que
a soma dos indices de um campo de vetores sobre uma variedade compacta é um invariante
topolégico que independe do campo considerado, coincidindo com a caracteristica de Euler
da variedade. Este resultado, conhecido como Teorema de Poincaré-Hopf, estabelece uma
ponte profunda entre a andlise local de campos de vetores e a topologia global da variedade.

Formalmente, temos:

Definicéo 1.4.2. O indice de Poincaré-Hopf de um campo de vetores holomorfo v = (vy, ..., v,)

com singularidade isolada em 0 é dado por

PH(v,0) = dim¢g —,
(v,0) (U1, ..., Up)
onde O, € o anel de germes de fun¢des holomorfas em (C™,0) e (v, ..., v,) é o ideal gerado
pelas componentes de v. Quando este valor € igual a 1, dizemos que v tem uma singularidade

ndo degenerada em 0.

1.4.2 Os niumeros de Milnor e Tjurina

O ndmero de Milnor, por sua vez, foi formalmente introduzido por John Willard Milnor
em [26]. No estudo de singularidades isoladas de fungdes analiticas complexas f : (C"*1 0) —
(C,0), Milnor demonstrou que o nimero de Milnor x( f) pode ser interpretado topologicamente,
como o ndmero de ciclos na fibra de Milnor que colapsam quando a singularidade € removida.
Além disso, Milnor também caracteriza sua definicdo topoldgica de um ponto de vista algébrico,
como a dimensdo do espago vetorial quociente do anel de germes pelo ideal Jacobiano da funcio

f que define a hipersuperficie. Mais precisamente:

Defini¢do 1.4.3. Seja (V,0) C (C™"! 0) um germe de hipersuperficie definido por f = 0, com
uma singularidade isolada em 0. O niimero de Milnor de (V 0), denotado por 1io(V), é definido
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por
On—i—l,O

J(f)

onde O, 41 € 0 anel de germes de fungdes holomorfas em (C"*1,0) e

ﬂﬂ=<@f af>

821’ Y aan

Mo(V) = dlm(c

€ o ideal Jacobiano de f. Este nimero mede a complexidade topoldgica da singularidade e é

sempre 1io(V) > 1, com igualdade apenas quando a singularidade é ndo degenerada.

Um resultado muito conhecido na literatura € que o nimero de Milnor e o indice de

Poincaré-Hopf de um germe coincidem (Ver por exemplo [21]).

Em contrapartida, o nimero de Tjurina remonta aos trabalhos de Galina Nikolaevna
Tjurina [27] que estudou deformagdes de singularidades e introduziu o conceito que hoje leva
seu nome para medir a dimensdo do espaco base da deformag@o miniversal de uma singularidade
isolada. O nome niimero de Tjurina foi cunhado posteriormente por G.-M. Greuel [28], em sua

homenagem.

Defini¢io 1.4.4. Seja (V,0) C (C™**!,0) um germe de hipersuperficie definido por f = 0, com
uma singularidade isolada em 0. O nimero de Tjurina (também chamado de Greuel-Tjurina)
de (V,0), denotado por 74(V'), é definido por

(V) = dim¢ Onro

(7))

onde O, 11 € o anel de germes de fungdes holomorfas em (C"*',0) e

of of >

92 Dz

(. = {1

1.4.3 O Indice GSV

Tratando agora do indice GSV (Gémez-Mont—Seade—Verjovsky), este foi introduzido por
X. Goémez-Mont, J. Seade e A. Verjovsky [15] em 1991 com o objetivo de generalizar o indice
de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidos sobre hipersuperficies com singularidades
isoladas. Este indice generaliza o conceito cldssico, sendo definido como o indice de Poincaré-

Hopf de uma extensao continua do campo a uma fibra de Milnor local da hipersuperficie.

Seja (V,0) C (C™"!,0) um germe de hipersuperficie com singularidade isolada, e seja v
um campo de vetores holomorfo sobre V' com uma singularidade isolada em 0. O indice GSV
(Gémez-Mont-Seade—Verjovsky) de v em (V, 0), denotado por GSVy(v, V), € definido como
o indice de Poincaré—Hopf de uma extensdo continua de v a uma fibra de Milnor local de V.

Equivalentemente, se ¥ € uma extensdo holomorfa de v a uma vizinhanga de 0 em C"*, entdo o
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indice GSV pode ser calculado algebricamente por férmulas que dependem da paridade de n.

Para n impar, tem-se

GSVy(v, V) = dimc Oni10 —o(V),

(f, 01, .., Ops1)

enquanto que para n par,

GSVi(, V) = dime —2 10 _ i Oni10 +70(V).
<U1,..-7vn+1> < (5>7§17-~-7%{n+1>

Dada uma folheacdo unidimensional F em X, com singularidades isoladas tal que F

i

deixa D invariante, seja v um campo de vetores holomorfo definindo / em uma vizinhanca U de
po em X. O valor GSV,, (v, D) ndo depende da escolha de tal campo de vetores v, representante
local da folheacdo F em p (ver [18], Capitulo IV, Corolario 7.15) . O indice GSV de F em p
ao longo de D, denotado por GSV,,, (F, D), é definido como G'SV,,, (v, D). Além disso, neste
caso, por [18], Capitulo IV, Teorema 7.16, temos

/ ent(TX = [D]=TF) = Y GSV,(F,D),

peS(F,D)

onde S(F, D) = (Sing(F) N D) U Sing(D).

1.4.4 O Indice de Schwartz

Por fim, o indice de Schwartz, também conhecido como indice radial, foi introduzido
por Marie-Hélene Schwartz [29], [30] para uma classe especial de campos de vetores, dando
origem a uma extensa teoria de indices em variedades singulares. Este indice foi posteriormente
generalizado por diversos autores e desempenha um papel importante na teoria de campos de

vetores em singularidades. O indice de Schwartz € definido por [18] da seguinte forma:

Seja V' uma variedade analitica complexa de dimensdo n imersa em uma variedade
complexa W de dimensdo n + k, e seja p € V um ponto singular isolado de V. Denote por
V' a parte regular de V' e suponha que v € um campo de vetores C* sobre V', nao singular
em V' \ {p}. O indice de Schwartz de v em p, denotado por Sch(v, p), € definido da seguinte

maneira:

Existe um campo de vetores C'*° 7y em uma vizinhanca U de p em W, ndo singular em
U \ {p} e tangente a V'. Seja vy o campo de vetores induzido sobre UNV'. Este campo vy €

transversal ao link K =V NS, de V em p, apontando para fora. Com isso, define-se
Sch(v,p) =1+ d(vg,v),

onde d(vg, v) é a diferenca entre os campos vy € v no ponto p. A defini¢do ndo depende da

escolha do campo vy e tem-se Sch(vg, p) = 1.
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Se p € V', entdo o indice de Schwartz coincide com o indice de Poincaré—Hopf:
Sch(v,p) = PH(v,p).
Além disso, para dois campos v; € v2 nas mesmas condicdes, vale

Sch(vg, p) = Sch(vy,p) + d(v1, v2).

O indice de Schwartz generaliza o teorema de Poincaré—Hopf para variedades compactas
com singularidades isoladas: se V' € compacta com singularidades isoladas p1, ..., ps € v € um

campo C'* sobre V'’ com singularidades isoladas ps,1, . .., p,, entdo
Z SCh<Uapi> - X(V)7
i=1

onde x (V') denota a caracteristica de Euler—Poincaré de V.

Para um ponto p € V' com singularidade isolada e um campo v ndo singular em V' \ {p},
o indice de Schwartz se relaciona com o indice GSV e com o nimero de Milnor (V) p) pela
férmula
Sch(v,p) = GSV (v,p) + (=1)""' (V. p).
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2 Resultados Principais

Neste capitulo, apresentamos os resultados centrais da dissertacdo, que seguem do
trabalho de Machado [1]. Inicialmente, demonstramos o Teorema A, que estabelece uma férmula
do tipo Baum-Bott para variedades da forma X = X — D, onde D é uma hipersuperficie com
singularidades isoladas, removendo assim a hip6tese de cruzamento normal presente em trabalhos
anteriores. Em seguida, provamos o Teorema B, que fornece uma condicdo suficiente para a
solucdo do problema de Poincaré em dimensdes pares, em termos da ndo negatividade da soma
total dos indices GSV. Na sequéncia, estabelecemos o Teorema C, que caracteriza a desigualdade
de Soares [17] em termos dos indices GSV e de Schwartz. Finalmente, apresentamos algumas
aplicacoes adicionais dos resultados obtidos, incluindo relacdes entre os conjuntos singulares da
folheacdo e da hipersuperficie invariante, bem como uma férmula para a soma total dos indices

GSV em termos do grau da hipersuperficie.

2.1 Teorema A

Nesta secdo, demonstramos o Teorema A, que € o resultado central da dissertagdo.
Iniciamos com o célculo da classe de Chern ¢, (T X — [D] — T) utilizando as propriedades do

fibrado virtual, mostrando que

/X er(TX — [D] = Ty) = /X en(TX — T) — /D en (TX — [D] = Tr).

Em seguida, aplicamos o teorema de Baum-Bott cldssico e a férmula que relaciona a integral
sobre D com a soma dos indices GSV, obtendo a expressao final do Teorema A. Discutimos
também os casos particulares em que as singularidades da folheag@o sao nao degeneradas, onde

o indice logaritmico se anula, simplificando a férmula.

Teorema 2.1.1 (Teorema A). Sejam X uma variedade complexa tal que X = X — D, onde
X é uma variedade complexa e compacta de dimensdo n e D C X é uma hipersuperficie com
singularidades isoladas. Seja F uma folheacdo unidimensional em X, com singularidades

isoladas tal que D é invariante por F. Entdo
/ cn(TX —[D] = TF) = D p(F) + Y Ly(F.D) = > GSV,(F,D) .1
X peSing(F)N(X —Dyreg)  peSing(F)NDyeg peSing(D)

onde GSV,(F, D) denota o indice GSV de F em p ao longo de D. Em particular, se as singularidades

de F sdo ndo degeneradas, entdo

/X en(TX — [D] —TF) = > wp(F) = > GSV,(F,D) 2.2)

peSing(F)N(X—Dreg) peSing(D)
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Demonstragdo. Vamos calcular a Classe Top de Chern do fibrado T X — [D] — T, utilizando
as propriedades da classe de Chern do fibrado virtual (expressdo 1.14). Primeiramente, conside-

remos
E=TX —[D]eL=Tsr

Dai
cn(TX — [D] —Tx) =c,(E— L)

Cnj(E)er (L")

I
M:

0

<.
3 |

cnj(TX — [D])ey (Tx) (2.3)

<.
Il
o

Agora, considerando
E=TXelL=|D]

e usando novamente a propriedade das classes de Chern do fibrado virtual, obtemos
cn(E—L) = c,(TX — Z en_j—i(TX)ey (D)) (2.4)

Combinando 2.3 e 2.4, obtemos

n

cn(TX —[D] — ( cnj—i(TX) cl([D]*)Z) e (T5) (2.5)

J:
Desenvolvendo o somatério em 2.4 para ¢ = (, obtemos

n

e(TX D]~ T5) = 3 (cn—j<TX)cl([D)*]0 +X cn_j_xTX)cl([Dm") (T3

=0

_ Z ( LTX) 1+ Z ey (TX)er([D) >l‘) or(T3)

— Z (Cn—j(TX) - i Cn—j—i(TX)Cl([D]*>i> cor(Tx)

n n n—j
= (TX)er(TrY +> > en i TX)er (D) er (T5)
=0 =0 i=1
Temos entao
n ' n n—j . 4
JeTX =101 =Tr) = [ S er s X)) + 303 ernsd TX)er(DF Vel T
X X j=0 j=0 i=1

— [ Y s @X)amy + [ S5 e TX)a (Dl e 13 26)

x =
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Vamos analisar separadamente a segunda integral. Note que podemos reescrever o integrando da

seguinte maneira:

Z'%+MMMMMJM—ZZMJJXMW) (D)) (T3

Como ¢ ([D]*) ndo depende de i nem j, podemos escrever:

n n—j

33 cn g sTX)alDF) (D1 (T

n—1 n—j

=1 ([D]) D3 sl TX)er (D)) en (T3

7=0 =1

Pela propriedade do fibrado dual vistaem 1.11, ¢;([D]*) = —c¢1([D]). Dai

(D) XY s (TX)en([D)en(T3)
= (D) YD en T X ) (1DF) e (T3
Logo
/Xikmzmwwwmwwzéwl Zihgﬂwmwwwﬂw

Pela Dualidade de Poincaré (ver [21], Capitulo 3, Teorema 3.3.6)

| —atp DS TN (01 (1

7=0 =1

n—1 n—j

—— [ XY X)) ey o

j=0 =1

Como calculado anteriormente, a n — j classe de Chern do fibrado virtual 7'X — [D] é dada por

n—j
eng(TX = [D]) =) cujil TX)er([D]")'
=0
Para n — 1, temos
(n=1)—j
oty (TX clo)-g—i(TX)er (D))
=0
Ajustando o somatdrio, temos
n—1—j+1
cn1-(TX = [D]) = Z Cnflfjf(ifl)(TX)Cqu]*)Fl

i=1

= ch—j—z’(TX)Cl([D]*)i_l
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Usando a igualdade acima em 2.7, obtemos

n—1n—j

- /D SN oy TX)er (D) e (T3 = — /D S (TX = [DNar(T3) - @8)

j=0 i=1

Como também vimos, a n-ésima classe de Chern do fibrado 7'X — [ D] — T'r é dada pela expressdo

eu(TX = [D] =Tx) =) euy(TX — [D))er(T5)

J=0

Para n — 1, temos

—

e r(TX — (D)~ Tr) = 3 oy 5(TX — [D)er(T3)

J

Il
o

Assim, usando 2.9 em 2.8, obtemos

D

[ et~ DDa1y = - [ X~ D]~ 75

Além disso, pela propriedade da classe de Chern do fibrado virtual, obtemos

n

cn(TX —TF) = Z o (TX)er (T3

j=0

Logo, a expressdo 2.6 pode ser escrita como

/X co(TX — [D] — Tr) = /X en(TX — Tr) — /D ot (TX — [D] — T¥)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Como visto anteriormente, o indice GSV em de F em p € S(F, D) ao longo de D é dado por

> GSH(F.D) = [ eralTX - (D] - T5)

pES(F,D) b

onde S(F, D) = (Sing(F) N D) U Sing(D). Por outro lado, pelo Teorema de Baum-Bott

/X (X =Tr)= > 1(F)

peSing(F)

Portanto

WX —[D]-Tx)= 3 w(F)— S GSV,(F.D)

X peSing(F) peS(F,D)

(2.13)

Note que podemos escrever o conjunto de todas as singularidades da folheagdao F sobre D da

seguinte maneira:
S(F,D) = Sing(F)ND
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Mas, podemos escrever D como D = D,., U Sing(D). Assim

S(F,D) = [Sing(F) N [Dyey] U Sing(D)]
_ [Sing(F) N Dyey) O [Sing(F) 1 Sing(D)]
_ [Sing(F) 1 Dyey) U Sing(D)

Também podemos escrever o conjunto das singularidades da folheagdo F da seguinte maneira:
Sing(F) = [Sing(F) — Dyeg) U [Sing(F) N Dy

Dai, usando ambas as relagdes de S(F, D) e Sing(F) determinadas acima, podemos reescrever

2.13 como

/ch<TX—[D]—Tf)= S ow@® Y w®

pG[Sing(]:)—Dreg] pe[Sinfl(]—-)mDreg}

- > GSV,(F,D) + > GSV,(F.D)

p€E[Sing(F)NDreg] peSing(D)

Dessa forma,

/X WIX-D-Tx= Y m@+ Y w7

peSing(F)N(X —Dreg) pESing(F)NDreg
— Y GSV(F.D) - > GSV,(F.D)
pESing(F)NDreg p€eSing(D)

Como mostrado por Aleksandrov, o indice logaritimico é dado por
LP(F>D> = IUP(F) - GSV;?(‘FaD)
Portanto

/X cn(TX —[D]—TF) = > (F) + Y Ly(F.D) - ) GSV,(F,D). (2.14)

pESing(F)N(X —Dreg) pESing(F)NDyey pESing(D)

Em particular, se as singularidades de F sdo ndo degeneradas, entdo

> Ly(F,D)=0

PE[Sing(F)NDre)

Ja que o indice GSV e nimero de Milnor coincidem em p € Sing(F) N Dy¢q Ou seja

/ch(TX—[D]—T;): > w(F) = > GSV,(F, D). (2.15)

peSing(F)N(X—Dreg)  pESing(D)
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2.2 Teorema B

Nesta se¢do, aplicamos o Teorema A ao estudo do problema de Poincaré para folheacdes
unidimensionais no espago projetivo P". Apresentamos inicialmente alguns lemas auxiliares,

que estabelecem expressoes para a integral

/ en(TP" — [D] - T)

em termos dos graus de D e de F, bem como propriedades de sinal de uma certa fungdo
f(k,d,n). Em seguida, demonstramos o Teorema B, que afirma que, em dimenséo par, a ndo
negatividade da soma total dos indices GSV sobre a hipersuperficie invariante D € condi¢ao
suficiente para garantir a desigualdade deg(D) < deg(F) + 2. Apresentamos também um
corolério que fornece uma condi¢do simples, em termos da multiplicidade dos pontos singulares

de D e da positividade do indice de Schwartz, que implica a mesma desigualdade.

Lema 2.2.1. Sejam F uma folheac¢do unidimensional em P com deg(F) = d e D C P™ uma
hipersuperficie de grau deg(D) = k com singularidades isoladas tal que D ¢ invariante por F.
Entdo

/n co(TP" — [D] — TF) = i i ( nl ) (—k)’(d— 1) (2.16)

i=0 j=0 \ " Tt J

Demonstragdo. Usando a relacdo 2.5 encontrada da prova do Teorema A para o caso em que
X = P", temos,

n n—j

eu(TP" = [D] = Tr) = Y Y eaymi TP)er([D])'er (T3

j=0 i=0

Note que se analisarmos o que ocorre quando j = n, temos que ¢z = 0 e
Co—n—o(TP")er ([D]) er(T5)" = co(TP") - 1 - o (T5)" =1+ 1- o (T5)" = er(T5)"

Dessa forma, podemos escrever,

n—1 n—j

/ (TP~ [D] - T7) = / Al + Y S TP e (T @17

j=0 i=0
Vamos escrever ¢1(15) e ¢;([D]*) em termos do fibrado tautolégico O(1). Por hipdtese temos
que deg(F) = d e deg(D) = k. Dai,

Tr = O(1 — d) e [D] = O(k)

pois 1 —d = r. Logo,
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Uma vez que, dados Fy, ..., E, fibrados de posto 1, temos que,
Cl(El Q- En) = Cl(El) + -+ Cl(En)

e, por defini¢do,

O(d—1)=0(1)®---0(1)

d — 1 vezes

entao,

c(0(d—=1)) = c1(0Q1)) +--- +c1(0(1)) = (d = 1)e2 (O(1))

(. S
-~

d — 1 vezes

Logo ¢1(T%) = (d — 1)¢;(O(1)) Temos também que,

Dai,

— k- (O(=1))
— ke (O(1))
=k-(=1)ci(O(1))
— ke (0(1))
Temos entao,
/ o(TP" — [D] - T5)
:/n[(d—l (0 "+Zch T ke (O)](d — Der (O))
= [ @Dy + X3 erns (TP (O(1) (0 - 17 (OQ)Y

Além disso,

c(TP") = ( . ) h', onde h = ¢;(O(1)) (ver [21]).

(4

Assim,
Cn—ji(TP") = (

Podemos entdo escrever,

e ) o (O(1)) =

n—j—1

n-lnzj n . . . . .
/ 7L<d—1>"c1<o<1>>“+22< o >cl<o<1>>"—ﬂ—z<—k>lc1<o<1>>l<d—1>fc1<0<1>>f

Toico \n—J—i
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Agrupando os termos ¢1(O(1)),

n-ln-j n N . .
[ a-vraoy+ 33 ( - ) (O (k)i (d — 1)

7=0 =0 n—j—ut
n—1n—j
= [ @-nra©m) + ( e ) (O (~k)i(d — 1)
" j=0i=0 \"* 7 J ~

Observe que o termo (d — 1)"¢1(O(1)™ fora dos somatérios € justamente o resultado de fazer j = n no
somatdrio, pois se j = n entdo ¢ = 0 e assim,
n—n-—20

( o )(—k>°<d—1>"c1<0<1>>“= <”§1> (d=1"a(O(1)" = (d~ 1) (O()"

Dessa forma, podemos reescrever o somatdrio agora considerando a variagdo de j sendo de 0 a n da

seguinte forma:

/ (TP — [D] - Ty) = / D Z( ne ) 1 (O()"(~k) (d — 1)

7=0 =0 n—j—u
- [ atew) (ZZ( nel )(k)@(dw)
pr j=0i=0 \"" T J 71
L Ry .
- k)d—1Y [ e(0)"
g@:o(n—j—z‘)( fa=17 [ @)
n n—j n
-y ( o ) (k) (d - 1)
7=0 =0 n—j—ut
pois
/n e (O(1)" = 1. (ver [20])
Portanto »
[ eatr® D)~ 1) = Z( e ) (h)i(d— 1)) 2.18)
" j=0i=0 \"" " J ~ 1
0

Soares [31] provou que existe uma relac@o entre o somatério dos nimeros de Milnor de

uma folheagdo projetiva e seu grau:

Seja F uma folheacao unidimensional holomorfa em P" com singularidades isoladas e
deg(F) = 0. Entdo
> o m(F)=d'+d o+ d L (2.19)
peSing(F)
Outro resultado importante, demonstrado por Corréa e Machado em [12], nos dé infor-

macoes sobre o sinal da expressao 2.16:
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Lema 2.2.2. Sejam k,d,n € N, comk > 1,d > 0en > 2. Considere a expressdo
n n—j n+ 1 ' ‘
f(k,d,n) > (—k)i(d — 1)
=i \n— J—1

Entdo f(k,d,n) satisfaz as seguintes condi¢des:

(1) Se n é impar, entdo

@) f(k,d,n)>0 <= k<d+1
(b) f(k,dyn) =0 <= k=d+1
() f(k,dn) <0 <= k>d+1

(2) Sen é par, entdo f(k,d,n) > 0 e além disso:

(a)
k#d+1
f(k,d,n) >0 <~ ou ;
k=d+1, comd# 0
() f(k,dyn) =0 <= k=1ed=0.

3) f(k,d,n) =) (=1)"(k—1)"d"".

1=0

n n—j

1 , ,

Lema 2.2.3. Seja f(k,d,n) = 22(7” ) —kYi(d — 1), comk,d,n € Nek >

n—j—i
7=0 =0

1,d>0en > 2. Senéparek > d+ 2, entdo

flk,d,n)>d*+d" ' - +d+1. (2.20)

Demonstragcdo. Suponha n = 2,1 € N. Vamos provar o lema usando inducdo finita sobre /. No
caso em que [ = 1, temos n = 2. Logo, n é par e assim podemos usar o item (c¢) do Lema 2.2.2.
Assim

2

f(k, d, 2) = Z(_ly(k _ 1)id27i

=0
=( 1Ok = 1)°d* + (=1)(k = 1)d + (=1)*(k — 1)*@°
=d* —kd+d+ Kk —2k+1
=d*+d+1+k —kd—2k
=d*+d+1+k+(-d-2)

Vamos verificar se f(k,d,2) > d* + d + 1. Note que

flk,d,2)=d*+d+1+k+(—d—2)>d*+d+1 < kK +(-d—2)k>0
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Mas k£ > d + 2 por hipétese, ou seja
k—d—2>0 <= k(k—d—2)>0 < kK +(-d—2)k > 0.

Portanto f(k,d,2) > d* + d + 1, verificando portanto o primeiro passo da indugdo. No caso em

que [ = N > 1, vamos mostrar que
flk,d,2N) — (d* +d* " +...+d+1) > 0. (2.21)

Usando novamente o item (c) do Lema anterior, temos que

2N

f(k,d,2N) = Z(_l)l(k — 1)@

i=0
Além disso, reescrevendo usando notacao de somatério

2N

dZN_'_dZNfl_i__'_d_i_l:ZdQN
i=0
Ou equivalentemente
2N
d2N+d2N_1+"'+d—|—1:Zd2N_i
i=0
Dessa forma, podemos reescrever a expressao 2.21 como
2N 2N 2N
Z(_l)z<k - 1)id2N71‘ . ZdZNfi _ Z(_l)z(k _ 1)id2N7i _ 2N
i=0 i=0 i=0

= Dot (1) = )

Decompondo o somatério

2N

Sl (1 (k= 1y

- Z [—1+ (=1)"(k — 1)a*N " + Z [—1 + (=1)i(k — 1)7]d?N

i=2N—1

Observe que podemos escrever o primeiro somatério do lado direito da igualdade da seguinte
maneira

2N -2 2N -2

Z — 2N + Z (—1)%/{} _ l)z‘dQN—z‘

=0 =0

2N—2 2N-2
_ Z 42 . 2N-2i + Z (—1)2(1{3 _ 1)id2 . PN2-i
=0 i=0
2(N—-1) 2(N—-1)
— 2 Z dQ(Nfl)fi + d? Z (_1)z<k . 1)id2(N71)7i
i=0

1=0
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2N-1) 2N-1)
_ d2 Z (_1)Z(k . 1)id2(N71)7i . Z dQ(Nfl)fi
1=0 =0

— dz[f<k'7d,2(N . 1)) o (dQ(N—l) + d2(N—1)—1 4t d+ 1)]

Assim, podemos escrever o lado esquerdo de 2.21 como

f(k,d,2N) Zd”z

2(N-1)

2N
=d | f(k,d,2(N Z PN Y [ (1) (k= 1) (222)

Suponha que o Lema seja vdlido paral = N — 1, com n = 2I, ou seja

2(N-1)
fk,d,2(N Z 2N
Fazendo
2(N-1)
R=f(k,d2(N-1)- > &N~
=0
Temos que R > 0 e assim R > 1. Assim,
2N 2N
fk,d,2N) => " d*N " =d® R+ > [~1+ (=1)'(k —1)7]d*V
=0 i =2N—1

>d’+ ) [+ (=) — 1)

— d2 + [ ( 1)2N 1( )2N l}dQN (2N-1) + [ 14+ (—1)2N<k - 1)2N}d2N—2N
=d*—d+ (-Dd(k—1)* ' =1+ (k-1

=d? = (d+1) —d(k — 1>+ (k- 1)*¥

— f(k,d,2N) — QZdQN@' >d>— (d+1) —d(k— 1)+ (k-1

Mostremos que § = —(d + 1) — d(k — 1)*¥ =1 + (k — 1)?" > 0. Por hip6tese
k>d+2 = k—1>d+1 = (k— 1) > (d+1)*N! (2.23)
Note também que

—d(k— D) 4 (k=D = —d(k - D> 4 (k- 1)(k —1)*N!
= (k=" =d+k—-1)

Mas por hipétese, k > d + 2, ouseja —d + k — 1 > 1. Logo

(k—1D*"Y-d+k—-1)> (k-1
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Assim
—d(k‘ _ 1)2N—1 + (/C - 1)2N > (k’ o 1>2N—1 > (d—|- 1)2N—1
Em particular

—dk -1 k=D >d+1 = —dk-1)"""+ (k-1 —(d+1)>0

Logo
2N
flkyd 2N) =Y d*N > d 5
i=0
Mas d?> > 0 e d > 0, portanto
2N
fk,d,2N) = d*N 7 >0
=0
O que completa a inducdo e o Lema. [

Teorema 2.2.1 (Teorema B). Seja F uma folheacdo unidimensional em P" com singularidades
isoladas e seja D C P™ uma hipersuperficie com singularidades isoladas tal que D é invariante

por F. Assuma que n é par e que

> GSV,(F,D)>0, (2.24)
peS(F,D)

onde S(F,D) = Sing(F N D) U Sing(D). Entdo

deg(D) < deg(F) + 2. (2.25)

Demonstracdo. Seja Deg(D) = k e Deg(F) = d. Queremos provar que
k<d+2.

Suponha por contradicdo que k > d + 2. Dai, pelos Lemas, temos que
n n—j
n n+ 1 7 j
[ e o=t =33 ") a1y
" j=0 i=0 \'* 7 J 71
= f(k,d,n)
>d"+d" o+ d+ 1

Como vimos na prova do Teorema A, sendo X uma variedade complexa e compacta, entdo

/ WX D] -T5)= 3 wF)— 3. GSV(F.D).
X pESing(F) pES(F,D)
Logo

Y owF) = > GSV(FD)>d +d" 4 d+ L
peSing(F) peS(F,D)
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Uma vez que F é uma folheac@o de dimensdo 1 em P", com singularidades isoladas e deg(F) >
0, entao,

> mp(F)=dt+d T e+ d 1
peSing(F)

Dessa forma

Y m(F) = > GSV,(F.D)

peSing(F) peS(F,D)
=d"+d"'+. . d+1- ) GSV(F.D)>d"+d"'+.. .d+1
peS(F,D)
= - Y GSV(F.D)>0 = Y GSV,(F,D)<0.
peS(F,D) peS(F,D)

O que contradiz a hipétese da ndo negatividade do indice GSV. Portanto
deg(D) < deg(F) + 2.
O]

Corolario 2.2.1. Seja F uma folheacdo unidimensional em P" com singularidades isoladas e
seja D C P" uma hipersuperficie com singularidades isoladas tal que D é invariante por F.
Suponha que n seja par. Se cada singularidade da hipersuperficie D tem multiplicidade 1 e o

indice de Schwartz é positivo em todo ponto da folheacdo, entdo:
deg(D) < deg(F) + 2.
Demonstracdo. Por [18], Capitulo IV, Proposicéo 1.9, para todo p € Sing(D), temos que
Sch(F,p) = GSV,(F, D) + (—=1)"*

onde n é a dimensdo de D sobre uma variedade M de dimensdo n + k. No nosso caso,

dim(M) = dim(P") = n e assim dim(D) = n — 1, jd que D & hipersuperficie. Logo, temos
Sch(F,p) = GSV,(F, D) + (=1)" "+, (D)
— Sch(F,p) = GSVy(F, D) + (=1)"up(D)
Como n € par, entdo
Logo
GSVy(F. D) = Sch(F.p) — (D).

Por hipétese, Sch(F,p) > 0. Mas Sch(F, p) € um nimero inteiro, logo Sch(F,p) > 1. Dessa

forma
GSVp(]-", D)y>1- ,up(D).
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Também por hipétese, cada p € Sing(D) tem multiplicidade 1, ou seja
pp(D) =1, com p € Sing(D).
Dai, em p € Sing(D) GSV,(F,D) > 1—-1 = GSV,(F,D) > 0. Ou seja

> GSV,(F.D)>0.

pESing(D)
Considere o conjunto
S(F,D) = (Sing(F) N Dyey) U Sing(D).
Dai
Y GSV(F.D)= > GSV(F.D)+ >  GSV,(F.D).  (226)
peS(F,D) peSing(F)NDreg peSing(D)
Assim, como o indice GSV da folheacdo coincide com o nimero de Milnor da folheagdo nos
pontos regulares de D, temos que
> GSV(F.D)>1
peSing(F)NDreg

€ portanto
> GSV,(F.D)>0.

peS(F,D)
Logo, pelo Teorema B
deg(D) < deg(F) + 2.

Observe que na demonstracao acima nao podemos afirmar

> GSV,(F.D)>1
peS(F,D)

pois caso Sing(F) N D,., = @, entdo o primeiro somatorio do lado direito de 2.26 desaparece,

restando apenas o somatdrio que € nao negativo.

2.3 Teorema C

Nesta secdo, estabelecemos uma caracterizacdo completa, em termos dos indices GSV e

de Schwartz, da desigualdade de Soares [17] para o problema de Poincaré.

Teorema 2.3.1 (Teorema C). Seja F uma folheacdo de dimensdo um em P", com singularidades

isoladas e grau deg(F) = d. Seja D C P™ uma hipersuperficie de grau deg(D) = k com
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singularidades isoladas e tal que F deixa D invariante. Seja Sch,(F, D) o indice de Schwartz

de F no ponto p e considere
S(F,D) = (Sing(F) N D) U Sing(D).

Entdo as seguintes condi¢coes sdo equivalentes:

n—11i—1 .
(i) Z( ) ) J+( 1)n+1 Z (Mp(D)+(—1)n+1) < ZZ <2.>(_1)z‘—j+1kz‘—jdn_z“
pESing(D) =1 j=0
i Y (- (-D"u(D) < > GSV(F.D).
pESing(D) pES(F,D)

(iii) |Sing(D)| < Y Schy(F,D).
peS(F,D)

Em particular, se Sch(F,p) > 0 para cada p € Sing(D), entdo a desigualdade (i) é satisfeita.

Demonstragdo. Pelo Teorema A
[ a@x-D-T= ¥ mF)- ¥ GSRFED
X pESing(F) peS(F,D)
Nas hipéteses do Teorema C, temos
/ WP - D -T5) = 3 wF)— 3 GSV(F.D) @2
" pESing(F) pES(F,D)

Sabemos que, em P"
> lr) =3
pESing(F) j=0

e pelo Lema 2.2.1

/cn(T]P"—[D %( n+l > (—k)i(d — 1)’

o s n—j—1

3

Usando esses fatos em 2.27, temos

> GSV,,(]—“,D)—idj— y W( e ) (=k)'(d =1y

pES(F,D) j=0 i=0 j=0

Pelo Lema 2.2.2, temos

D (FYik -1yt = ] ( net ) (=k)'(d -1y

i=0 i=0 j=0
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Assim

n n n

D= (V)R- =) d = (1 k)d
= Xn:dni
-l - e

Usando a expansio do bindmio de Newton em (1 — k)’, temos

J=0

=0 \J
= ~ (i — k)
2 ()
Ou seja
(k==Y () (1) p
j=0 \J
-5 () (~1) g
j=0 \J
Dai
2[1 — (1 —k)d"" = ' [Z_: (;) (—1)”“1&1 a
— " 3 <]) (1)t +j:0 ;0(]) (—1)"~ k]d
-y (j) U+ 3|

Z (Z> (_1)ij+1kij] dnfi
i=0 \J

(_ 1)i—j+1 k,i—j] dn—i
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Entao
n 1—1 n n—1 [ 1—1 ’L
S -y = - ( ) (= + () (-1 ] =
i—0 i—0 \J =0 Lj=o \J

Logo, podemos escrever

—1 i—1 . n—1
Y GSV,(F.D) ( > JAsy el (”) (k)" (2.28)

peS(F,D) =0 j=0 3=0

3

Mostremos agora as equivaléncias:
(i) <= (ii) : Por 2.28, temos

Y. A= (1)"w(D) < Y, GSV(F,D)

peSing(D) peS(F,D)
n—1 1—1 i n—1 n
> (1= (=1)"uy(D)) < () (—1) IR =y ( ) (=)
peSing(D) i=0 j—0 \J =0 \J

Porém, note que

(D™ Y (D) + (=)™ = > ()" (D) + (=)
peSing(D) peSing(D)

(~1)" 1y (D) + (— 1yt

(]

peSing(D)

Y (D) (D) + (~1)*

peSing(D)

Logo

D)™ Y D)+ (D)™ = Y () (D) + (1) (<1)°

peSing(D) peSing(D)
= Y —(=1)"m(D)+1
peSing(D)
= Y ) mD)
peSing(D)

Portanto, podemos escrever
n—1 i—1 . n—1
(_1)n+1 Z (MP(D n+1 < ) z ]—sz ]dn i Z <n> (—k?)n_j
peSing(D) =0 j=0 7=0
Ou seja

) (”) D Y D)+ (<3S () ()R

=0 peSing(D) i=0 j=0

.
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(i) <= (ii) : Pela defini¢do do Indice de Schwartz, temos
Sch(F,p) = GSVy(F, D) + (=1)"1py(D) = (=1)"1p(D) = Sch(F,p) — GSV,(F, D)

Logo
—(=1)"p(D) = GSVy(F, D) = Sch(F, p)

Dai

Y =Dy = X 1+ 3 GSY(ED)- 3 Sch(Fp)

p€eSing(D) peSing(D) peSing(D) peSing(D)
=|Sing(D)|+ Y GSV,(F,D)— > Sch F.p)
peSing(D) peSing(D

Por hipétese

Yo - (=1)'w(D)< Y GSV,(F.D)

pESing(D) peS(F,D)

Podemos entao escrever

Sing(D)|+ > GSV,(F,D)— Y Sch(F.p)< Y  GSV,(F.D).

peSing(D) p€eSing(D) peS(F,D)

Uma vez que o somatorio a direita pode ser decomposto como

Y GSV(F.D)= > GSV(F.D)+ > GSV,(F,D)
peS(F,D) peSing(F)NDregy peSing(D)
escrevemos

Sing(D)|+ Y GSV,(F,D)— Y Sch(F,p)<

peSing(D) peSing(D)
< ) GSV(FED)+ Y. GSV,(F.D)
pESing(F)NDreg pESing(D)
— [Sing(D)| = > Sch(F,p)< Y GSV,(F,D)
pESing(D) pESinG(F)NDreg
— [Sing(D)| < Y. GSV(F.D)+ Y Sch(F,p)
pESing(F)NDreg pESing(D)

Uma vez que nos pontos regulares da hipersuperficie D tanto o indice GSV quando o indice de

Schwartz coindicem com o indice de Poicaré-Hopf, isto é
PH(F,p) = Sch(F,p) e GSV,(F, D) = PH(F,p)
temos que Sch(F,p) = GSV,(F, D) em p € Sing(F) N D,, ¢ assim

[Sing(D)| < > Sch(F.p)+ Y Sch(F,p)

pESing(F)NDreg peSing(D)

= |Sing(D Z Sch(F,p).

pGS(]—' D)
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Concluimos portanto que (i) <= (ii) <= (iii). Em particular, se Sch(F,p) > 0 para
cada p € Sing(D), entdo Sch(F,p) > 1 para cada p € Sing(D). Dessa forma, considerando
Sing(D) = {p1, ..., i}, temos

Sch(F,pi))=>1,i=1,...,1.

Assim

Z Sch(F,p) = Z 1 = Z Sch(F,p) = |Sing(D)|

peSing(D) pESing(D) peSing(D)

Por outro lado

Z Sch(F,p) =20

p€Sing(F)NDreg
Logo
Z Sch(F,p) Z Sch(F,p) = |Sing(D)

pESing(F)NDreg peSing(D)
ou seja

Z Sch(F,p) = |Sing(D)|.

peS(F,D)

Portanto a desigualdade (iii) ocorre e pela equivaléncia mostrada, ocorre também o item (i). [

2.4 Aplicacoes

Teorema 2.4.1. Seja F uma folheagdo de dimensdo um em P", com singularidades isoladas ndo
degeneradas e grau deg(F) = d. Seja D C P™ uma hipersuperficie de grau deg(D) = k com
singularidades isoladas e tal que F deixa D invariante. Se n é impar e o indice de Schwartz é

positivo para cada ponto singular p € Sing(D), entdo as seguintes propriedades sdo vdlidas.

Se k < d+ 1, entdo:

(i) Sing(F)N(P"— D) # ;
(i) |Sing(F)| > 2|Sing(D)|;
(iii) |Sing(F)N (P* — D)| > |Sing(D)].

Se k =d+1, entdo:

(i) |Sing(F) N (P™ — D)| + |Sing(F) N Sing(D)| > 2|Sing(D)|
(i) |Sing(F) N (P" — D)| > |Sing(D)|;
(iii) Sing(F)N(P" - D) # @.

(
(
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Se k> d+ 1, entdo:

|Sing(F)N(P" = D)| < Y GSV,(F,D).

p€ESing(D)

Demonstragdo. Pelo Teorema A

[e@x-0)-T= ¥ w@- Y GSHED)

pESing(]—')ﬂ(X—Dreg) pESing(D)

Pelo Lema 2.2.1

i—0 j—0 \"* ~ t=J
Assim
Z ) k- = 3 m(F) = Y GSV,(F,D)
i—0 j=0 \" 1= pESing(F)N(P7—Dyey) pE€Sing(D)

Vamos adotar as seguintes notacoes:

Sing(F) N (P" = D) ={p1,...,pu };
San(D) = {Q17 s Qi Qig41, - - 7QZ2+l3};

Observe que temos /; singularidades de F fora de D e [, singularidades de F na parte singular
de D. Uma vez que no Teorema A estamos analisando os pontos p que s@o pontos singulares de

F e ndo sdo pontos regulares de D, entdao

> 1ip(F) = Iy + I

pESing(F)N(P?*—Dyegy)

ja que, por hipétese, as singularidades sdo ndo degeneradas, isto é, 11,(F) = 1 em cada p. Note

que podemos escrever

lo+l3
> GSV,(F.D)= ) GSV,(F.D).
peSing(D) j=1
Logo
n n—i n+1 4 4 la+l13
> ( ) (—kY(d—1)' =1+l — Y _ GSV, (F,D). (2.29)
i=0 j=0 7=1
Pela definicdo de indice de Schwartz, temos que paratodo j = 1,... 10y + I3

Sch(F, ;) = GSVo,(F, D) + (=1)" g, (F).
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Como n é impar
Sch(F, q;) = GSVo,(F, D) = g, (F) = GSVy,(F, D) = Sch(F, ;) + pg; (F).
Uma vez que
Sch(F,q;) = lepg,(F) =1, Vji=1,...,1b+13

temos
GSV (F.D) =2, Vi=1,....0+15

Segue entdo que

lo+l3 lo+l13 la+13

Y GSVy(F,D)=> 2 = Y GSV,(F.D)>2(+]Is)
j=1 j=1 j=1
lo+13
= =) GSV,(F,D) < =2l +13)
j=1

Dessa forma, podemos reescrever a expressao 2.29 da seguinte forma:

ii( " )(—k)j(d—l)i <Al —2(1s + 1)

i0 =0 \" 1]
Usando a notacdo do lema 2.2.2, temos
flkyd,n) <l +1p —2(ls + 13).
Note que, pelas notagdes adotadas
|Sing(F) N (P* — D)| =1 e|Sing(D)| =1y + I3

e também
|Sing(F)| =l + 1y

ja que pode haver singularidades da folheagdo F em pontos regulares de D. A partir de agora,
vamos separar a demonstra¢do em trés casos:

Caso 1: k < d+ 1. Como n é impar, pelo Lema 2.2.2

f(k,d,n) >0 <= k<d+1.
Assim

0< flkydn) <lbi+1lo—2(la+13) = L+1l—2(a+13) >0 (2.30)
— L1+l —2l,—2l3>0
— [ —1ls—2l3>0
= [y >y + 23
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Dai, pela desigualdade em 2.30
|Sing(F)| = 11 +1ls > 2(ly + I3) = |Sing(D)| = |Sing(F)| > 2|Sing(D)|
O que prova o item (ii). Além disso, pela desigualdade 2.31
|Sing(F) N (P" — D)| > |Sing(D)|

Provando portanto o item (iii).

Caso 2: k =d + 1. Como n é impar, pelo Lema 2.2.2

flk,din) =0 <= k=d+ 1.

Assim

:>ll+l2—2lg—2l3>0

— ll — lg — 2l3 2 0

== [, >+ 2[3

= L =+ 13 (2.33)
Pela desigualdade 2.32

li+1ls =2 2(y+13) = |Sing(F)N(P" — D)|+ |Sing(D) N Sing(F)| = 2|Sing(D)|
e assim estd provado o item (i). Pela desigualdade 2.33
li 2la+13 = |Sing(F)N (P" — D)| > |Sing(D)|

provando portanto o item (ii).

Caso 3: k > d+ 1. Como n € impar, pelo Lema 2.2.2

flk,d,n) <0 < k>d+ 1.

Assim, utilizando esse fato em 2.29, obtemos

lo+l3 lo+l3
h+l—Y GSV,(F,D)<0 = lLi+lh< Y GSV,(F. D).
Jj=1 Jj=1

Como [, > 0, em particular,

lo+13
L < Y GSV,(F.D) = [Sing(F)n (B" ~D)| < Y. GSV,(F.D).
= peSing(D)
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Uma observagdo importante a se fazer € que sempre quando n € impar, entdo o somatdrio

dos indices GSV € sempre positivo. De fato, se k£ > d + 1, entdo pelo Lema 2.2.2,

ak,d,n) <0 = ii( nd ) (—k)’(d—1)" <0

=0 7=0

Isto é,
n n—i 1 ) )
Z ( n ) (—k)i(d — 1) > 0. (2.34)

Assim, como
n n—i 1 ‘ ‘
Y GSV(F,D)= > mplF) - ( nr ) (=k)Y(d—-1)" (235
peS(F.D) peSing(F) i—0 j—0 \"" 7t J

e u,(F) = 1, paratodo p € Sing(F), pela desigualdade 2.34, obtemos

> GSV,(F.D)>0.

pES(F,D)

Por outro lado, se k < d + 1, temos
k—1l<d = (k—17"d"U < (k—1Yd" 7, comj=1,3,....,n—2.  (2.36)

Ou seja
(k—1Y7d"7 — (k — 1) g0+ > ¢ (2.37)

Dai, usando o item (3) do Lema 2.2.2, podemos escrever

SEE( )

To g0 \"—1t—J

— (d” + Y (k= 1Ydm = (k= 1) D] 4 (<) (k - 1)“)

= —d" — ( >k —1dr = (k- 1)j+1d"—(a‘+1)}> — (=) (k—1)"

§=1,3,..n—2

> —d"+ (k—1)"
onde na ultima passagem usamos a relagdo 2.37. Dai, podemos escrever
n n—i n+ 1 ' '
-3 (kY (d—1)" > —d" + (k—1)".
im0 =0 \n—1—J
Somando > ;.. Hp(F) em ambos os lados da desigualdade acima, temos

Y ml(F) - i( el )(—k)j(d—l)i> Y w(F)—dt (k1)

pESing(F) =0 j=0 n—i-— J peSing(F)
(2.38)
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Logo, uma vez que
> m(F)=d'+d o+ d 1L
peSing(F)

Temos que o termo a direita da desigualdade 2.38 € escrito como

Y. w(F)| A"+ (k1)

peSing(F)
=(d"+d" '+ +d+1)—d"+ (k—1)"
="'+ +d+1+(k-1)">0

jaque k > 1ed > 0. Dessa forma

3 M,,(ﬂ—zn:ni(n”“ )(—k)j(d—l)i>0:> S GSVy(F,D) >0

pESing(F) i=0 j=0 \"* Tt J pES(F,D)

pois

Y. GSV(FED)= > m(F) - 3 ( el )(—k)j(d—l)i-

peS(F,D) peSing(F) i—0 j—0 \"* v~ ]

Proposicio 2.4.1. Seja F uma folheagdo holomorfa unidimensional em P2, com singularidades
isoladas ndo degeneradas, deixando invariante uma curva ndo dicritica S. Entdo, pelo menos

uma singularidade de F ocorre no complemento P* — S,.,.

Demonstrag¢do. Sendo S uma curva invariante por F e ndo-dicritica, temos que deg(S) = d # 0
e por [16], temos
Y GSV(F.8) =0

peSing(S)

Pelo Teorema A, escrevemos

Lam®-s-T)= ¥ a@- X GSGFS)

pESing(F)N(P2—Sreg) peSing(S)

Pelo Lema 2.2.1
/]pg C”(T]P)Z - [S] - T}') - ‘n i ( n_|.—1 ) <_k)j(d - 1>i = a(k7d> d)'

Pelo Lema 2.2.2, uma vez que n = 2 (par) e d # 0, temos que f(k,d,n) > 0. Dai

> p(F)— Y GSV,(F,8)>0.

peSing(F)N(P2—Sreq) pESing(S)
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Logo, como

> GSV(F.8) =0

pESing(S)

Podemos dizer que

> fip(F) = > w(F) = Y GSV,(F.9) >0 (239

pESing(F)N(P2—Sreg) pESing(F)N(P2—Sreg) peSing(S)

De 2.39, concluimos que

Z pip(F) > 0.

peSing(f)m(PQ _S'r'eg)

Portanto pelo menos uma singularidade da folheag@o acontece em P? — S,..,. U
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Consideracoes Finais

Ao longo desta dissertacdo, estabelecemos uma extensdo da féormula de Baum-Bott para
variedades complexas nao compactas da forma X =X-D,onde D C X éuma hipersuperficie
com singularidades isoladas, removendo assim a restri¢do de cruzamento normal que figurava em
trabalhos anteriores. O Teorema A, resultado central do trabalho, fornece uma expressdo precisa
para a integral da classe de Chern do fibrado virtual 7X — [D] — T em termos de invariantes

locais da folheacao e da hipersuperficie.

Este resultado possui implicacdes relevantes em diversas frentes. Primeiramente, ele
generaliza as formulas de Corréa e Machado para o caso em que D possui singularidades
isoladas arbitrarias, ampliando significativamente o escopo de aplicacdo da teoria. Além disso, a
substituicdo do feixe tangente logaritmico T’y (— log D) pelo fibrado virtual 7X — [D] contorna
a dificuldade técnica imposta pela nao localmente liberdade daquele feixe, permitindo o uso

pleno das ferramentas da teoria de Chern-Weil de classes caracteristicas.

No que diz respeito as aplicacdes, o Teorema B demonstra que, em dimensdo par,
a ndo negatividade da soma total dos indices GSV sobre a hipersuperficie invariante D ¢
condicdo suficiente para a desigualdade deg(D) < deg(F) + 2, estendendo para dimensdes
pares arbitrarias resultados cldssicos do problema de Poincaré, obtidos por Brunella, Cerveau
e Lins Neto, e Carnicer no contexto de superficies complexas. O Teorema C, por sua vez,
fornece uma caracterizagdo completa da desigualdade de Soares em termos dos indices GSV e
de Schwartz, estabelecendo condi¢des necessarias e suficientes para sua validade e revelando
que a positividade do indice de Schwartz em cada ponto singular de D € uma condicao simples

que garante o resultado.

Os resultados adicionais obtidos, como as relacdes entre os conjuntos singulares da
folheagdo e da hipersuperficie invariante para dimensdo impar, e a férmula para a soma total
dos indices GSV, que se mostrou sempre divisivel pelo grau de D, enriquecem a compreensao
da estrutura das folhea¢des unidimensionais e de suas hipersuperficies invariantes, fornecendo

ferramentas adicionais para o estudo do problema de Poincaré e de questdes relacionadas.
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