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Resumo

AZEVEDO, Daniel Oliveira Rocha, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, novembro de
2020. O monopolium de Nambu: Uma proposta para atomos de monopolos
magnéticos. Orientador: Oswaldo Monteiro Del Cima.

Neste trabalho, propomos um modelo de monopolos magnéticos fundamentais, baseado
na proposta de quarks duais de Yoichiro Nambu, e analisar a possibilidade de se obterem
estados ligados entre essas particulas. Analisaremos as restricdo necessarias impostas
ao potencial de interacao, bem como o nimero maximo de estados ligados permitidos.
Por fim, obteremos a energia do estado fundamental e raio médio desse sistema, através
do método variacional, para diversas massas dos monopolos, de 102 MeV a 102TeV, e

comprimentos de Compton, de 10" 2am a 10~ pm.

Palavras-chave: Monopolos magnéticos. Monopolium de Nambu. Estados ligados.

Estados confinados.



Abstract

AZEVEDO, Daniel Oliveira Rocha Azevedo, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, No-
vember, 2020. Nambu Monopolium: A proposal for magnetic monopoles atoms.
Advisor: Oswaldo Monteiro Del Cima.

In the present work, we intend to propose a model for fundamental magnetic monopo-
les, based on the dual quark proposal of Yoichiro Nambu, and analyse the possibilty of
obtaining bound states between such particles. We will analyse the restrictions imposed
on the interaction potential, as well as the maximum number of bound allowed bound
states. At last, we will obtain the ground state energy and mean radius of the system,
using the variational method, for a range of monopole masses, from 102 MeV to 102TeV,

and Compton lengths, from 1072 am to 10~ pm.

Keywords: Magnetic monopoles. Nambu Monopolium. Bound states. Confined states.
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Capitulo 1

Um breve parecer historico

O magnetismo é um dos mais antigos fendmenos fisicos conhecidos pelo homem. Seu
nome deriva da regiao da Magnésia, na Grécia Antiga, local onde se encontravam diversas
minas de magnetita, mineral que apresenta propriedades magnéticas. Os registros acerca
das propriedades desse mineral datam de 800 A.C., sendo parte do pensamento de grandes
filbsofos gregos, como Thales e Anaxagoras, por exemplo, para quem a magnetita possuia
alma, por ser capaz de mover outros corpos e, além disso, "escolher" quais objetos moveria.
Outros como Empédocles, Epicuro e Demécrito, no entanto, explicavam suas propriedades
através de emanagoes invisiveis do mineral, chamadas eflivios. Esta tltima apresenta
semelhanca com a nocao de campo magnético.

As mengoes escritas ao magnetismo mais antigas da China sao de 400 A.C. Também
hé registros, datando da dinastia Han (202 A.C.-220 D.C.), sobre o uso da bissola pelos
chineses. Inicialmente utilizada para adivinhagao do futuro e feng shui, a biissola s passa
a ser utilizada em navegacoes durante a dinastia Song (960 D.C.—1279 D.C.). Ela sé
chegaria a Europa e ao Oriente Médio por volta do século XIII.

E também no século XIII que a terminologia de pélos magnéticos é cunhada. Foi
utilizada pela primeira vez (até onde se sabe) por Pierre de Maricourt, também conhecido
pelo nome latinizado de Petrus Peregrinus, numa carta escrita em 1269, durante o cerco
de Lucena, na Italia. A "Epistola de magnete", como ficou conhecida, é o primeiro tratado
escrito sobre as propriedades dos imas.

Quase 600 anos se passam entre a "Epistola" e a descoberta de Hans Christian Orsted
da relacao entre a eletricidade e o magnetismo, em 1820. Os experimentos desenvolvidos
por ele serviram de base para a generalizacao e formalizacdo matematica da forca mag-

nética entre dois elementos de corrente elétrica feito por André-Marie Ampere, trés anos
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depois. Também inspirado por Orsted, em 1831 Michael Faraday realiza uma série de
experimentos em que demonstra o fendmeno de inducao magnética. Esses e muitos ou-
tros trabalhos culminam no trabalho de James Clerk Maxwell, apresentado a Cambridge
Philosophical Society em 1855 e publicado em 1861, em que ele resume toda a teoria
da eletricidade e magnetismo a um conjunto de equacoes diferenciais, e em trabalhos
seguintes em que mostra a relagao entre ondas eletromagnéticas e a luz.

Essa formulacao, que reuniu o trabalho de dezenas de cientistas em um simples con-
junto de equagoes e possibilitou novas perspectivas de investigacao, tornou explicita uma
caracteristica da teoria: a assimetria existe nas equacoes. Enquanto os campos elétrico e
magnético se apresentavam como interdepedentes, carga e corrente elétricas nao possuiam
uma contraparte magnética. Essa assimetria gerou, ainda no final do século XIX, traba-
lhos e discussoes no seio da comunidade académica acerca da faltosa carga magnética, tais
como a especula¢do da possibilidade de um magnetismo livre [1] feita por Pierre Curie
em 1894 e o célculo da trajetéria de raios catédicos no campo de um pélo magnético [2],
realizado por Henry Poincaré em 1896. No entanto, a falta de confirmacao experimental
e de motivacoes tedricas, afora a simetria das equacoes de Maxwell, fez do estudo do
polo magnético uma curiosidade, sem muitas implicagoes fisicas relevantes, até o inicio
da década de 1930.

Na sequéncia de uma série de trabalhos em que desenvolve uma teoria relativistica para
o elétron, Paul Adrien Maurice Dirac publica, em 1931, o artigo "Quantised Singularities
in the Electromagnetic Field" [3], em que mostra a compatibilidade entre a existéncia
de monopolos magnéticos e a teoria quantica. Além disso, propoe a existéncia de anti-
matéria, cuja comprovagao experimental veio no ano seguinte [4], e a explicagao para a
quantizacao da carga elétrica, dependendo da existéncia de cargas magnéticas, as quais
também seriam quantizadas. Contudo, sua investigagdo nao possibilita o calculo do valor
da carga elétrica fundamental, que permanece um fato empirico, o que ele considera
decepcionante.

Partindo da concepgao de um termo de fase nao-integravel na fungao de onda [5],
Dirac demonstra sua compatibilidade com a mecanica quantica e a implicacao da exis-
téncia de monopolos magnéticos. A nao-integrabilidade da fase ocorre porque, para ser
compativel com a teoria eletromagnética como a conhecemos, ¢ necessario que o potencial
apresente uma singularidade. Essa ficou conhecida como string de Dirac, por se dar ao

longo de uma linha indo do monopolo ao infinito no caso de trés dimensoes espaciais
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(no espago-tempo quadri-dimensional a singularidade do potencial se d& ao longo de uma
superficie). No entanto, a carga magnética dessas particulas ndo pode assumir qualquer
valor, mas é quantizada em termos da carga do elétron. Essa relacao de quantizagao
explica, reciprocamente, a quantizacao da carga elétrica.

O monopolo de Dirac nao atraiu muito a atencao em sua época e foi muito rejeitado,
devido ao seu carater altamente especulativo, a falta de evidéncias experimentais e de
nao haver necessidade de ser considerado na resolucao de outras questoes em aberto. O
préprio Dirac s6 voltaria a tratar do tema em 1948 [6], quando propde uma teoria geral
do eletromagnetismo na presenca de monopolos. Foram poucos os que trabalharam sobre
essa ideia nos anos subsequentes, entre eles, Igor Tamm, cujo trabalho é referenciado pelo
proprio Dirac, encontrando a solucao geral da equagao de onda de um elétron no campo de
um monopolo [7], e Pascual Jordan, em 1938, sugerindo que o monopolo poderia ser mais
que um simples construto matematico [8]. As descobertas do néutron, do pdsitron e do
muon nos anos anteriores, bem como a introducao teérica de novas particulas para explicar
fenémenos, tais como o neutrino e o méson, tornam compreensivel porque o monopolo
torna-se uma ideia mais palatavel no final da década de 30. A partir do segundo trabalho
de Dirac, o tema dos monopolos ganha mais atencao, principalmente da década de 1960
em diante.

Em 1962, Nicola Cabbibo e Ezio Ferrari formulam uma eletrodindmica quéntica na
presenca de dois potenciais [9], um associado a cargas elétricas e outro associado a cargas
magnéticas. Sua proposta tem por objetivo evitar a singularidade no potencial presente
no monopolo de Dirac. Julian Schwinger realiza um trabalho semelhante em 1966, encon-
trando uma condigao para a quantizacao das cargas elétrica e magnética um pouco mais
restritiva do que a condigdo de Dirac [10].

Também em 1965, Alfred Goldhaber analisa o problema do espalhamento de um elé-
tron por um monopolo [11], considerando ambos como particulas sem spin, tendo em
vista que o campo eletromagnético apresenta um momento angular proporcional ao pro-
dutos de suas cargas elétrica e magnética [12]. Ao quantizarmos esse momento em termos
de %h, recuperamos a condicao de quantizagao de Dirac. Ele constréi o problema nao-
relativistico e encontra certas restrigoes que devem ser atendidas pelo problema no caso
relativistico. Onze anos depois, em 1976, o mesmo Goldhaber trabalha na conexao entre
monopolos e o teorema Spin-Estatistica [13], mostrando que a presenga de monopolo leva

a realizacao de férmions compostos por bdsons.
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Em 1968, Schwinger introduz a ideia de dyons [14], particulas que carregariam tanto
cara elétrica quanto carga magnética. Além disso, tendo em vista a grande forca de atra-
¢ao entre monopolos com cargas opostas ("sul" e "norte"), sugere que a matéria ordnéria
poderia ser composta por dyons de carga elétrica fracionada, sendo magnéticamente neu-
tra. Essa constatacao, junto com os avangos experimentais na fisica de hadrons, o levam
a conceber a hipotese de que os dyons sejam os constituintes fundamentais dessas parti-
culas [15], j& em 1969. Também aponta a existéncia de um mecanismo de violagao de CP
devido a essa hipdtese.

Embora partam de premissas diferentes, podemos relacionar os dyons de Schwinger
com o trabalho de Yoichiro Nambu sobre monopolos magnéticos [16], de 1974. Explorando
semelhancas entre diferentes modelos tedricos e modificando as equagoes de Dirac para o
eletromagnetismo a partir disso, Nambu consegue elaborar um modelo em que os mésons
sao compostos por monopolos magnéticos. Estes estariam ligados entre si através de uma
string fisica, diferentemente do monopolo de Dirac.

Também durante a década de 1970, temos a discussao do monopolo no contexto de
teorias de grande unificacdo. Em 1974, Gerard 't Hooft e Alexander Polyakov mostra-
ram que, em teorias tais que o grupo de gauge U(1) do eletromagnetismo é um subgrupo
de um grupo de gauge maior, o qual sofre uma quebra espontanea via mecanismo de
Higgs, surgem monopolos como solugbes das equagoes de campo [17,18]. Dado que ambos
chegaram a esse resultado de forma independente, foi cunhado o termo monopolo de 't
Hooft-Polyakov. Diferente do monopolo de Dirac, essa solu¢do nao apresenta nenhuma
singularidade. No final desse mesmo ano, Bernard Julia e Anthony Zee extendem a dis-
cussdo do monopolo de 't Hooft-Polyakov para o caso de dyons [19] e, nos anos seguintes,
temos a demonstracao de solugoes exatas para esses modelos [20], bem como a guarantia
da estabilidade destas [21,22].

O monopolo se tornou tao debatido no meio tedrico [23-26], que, em 1981, foi realizado
um encontro no Centro Internacional para Fisica Tedrica (ICTP, em inglés), localizado
em Trieste, na Italia, para discutir sobre o tema. Com o nome Monopolos em Teoria
Quéntica de Campos [27], o encontro suscitou um debate do status tedrico e experimental
do monopolo até o momento. Mas tal como a assimetria nas equagoes de Maxwell, o
desbalanco entre o desenvolvimento tedrico e o experimental dos monopolos era enorme.
Até o momento do encontro de Trieste, apenas um experimento, envolvendo deteccao de

raios cosmicos [28], vislumbrava a possibilidade da realizagdo experimental do monopolo.



Capitulo 1. Um breve parecer historico 12

Fora isso, nenhuma outra busca havia chegado perto de detectd-lo, com uma extensa
bibliografia relatando essa empreitada [29]. O monopolo havia conquistado o status de
particula perdida.

No entanto, em 1982, um outro candidato aparece. Usando um detector de anéis
supercondutores (SQUID), Blas Cabrera indentifica um sinal correspondente a passagem
de um monopolo [30]. Esse tinico sinal, embora supreendentemente preciso, nao se repete
ao longo dos 151 dias de observacao. O evento, ocorrido no dia 14 de fevereiro, rendeu a
Cabrera um cartao de dias dos namorados no ano seguinte (nos EUA, o dia dos namorados
¢ comemorado no dia 14 de fevereiro), de um grupo de Harvard liderado por Sheldon

Glashow, incitando a descoberta de novas evidéncias. Nele estava escrito:

Roses are red, violets are blue.

The time has come for monopole two

O sinal obtido por Cabrera nunca foi repetido, mas a busca experimental pelos mono-
polos continua até hoje. Desde entao, experimentos dos mais variados, como o MoEDAL
(Monopole and Exotics Detector at the LHC) e o ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS),
do Centro Europeu de Pesquisas Fisicas (CERN) na Suiga, e 0 MACRO, em Gran Sasso,
além de muitos outros, tém buscado por tais particulas.

Seja através de produgao de pares monopolo-antimonopolo em aceleradores de parti-
culas, seja pela observacao de monopolos primitivos em raios césmicos ou aprisionados na
matéria ordinaria, o monopolo permanece como a particula perdida. Do ponto de vista
tedrico, novas abordagens tém surgido, como nos mostram Joseph Polchinski [31] e Luis
Epele et al. [32]. Além disso, o monopolo ressurge na fisica de matéria condensada, como
uma excitagdo topolégica em sistemas de gelo de spin [33].

O problema do monopolo nao é um beco sem saida, e se encontra no cruzamento de

varios problemas da fisica contemporanea. Muito ainda ha a ser feito.
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Capitulo 2

As teorias de Dirac e Nambu

No capitulo anterior, vimos que monopolos magnéticos sao tema de pesquisa e es-
peculagao cientifica desde a proposta de Pierre Curie, em 1894, e a discussao acerca de
sua existéncia e propriedades pode ser encontrada nos mais diversos contextos ao longo
do ultimo século, tanto em modelos tedricos quanto em buscas experimentais. Embora
muitas vezes retratado como uma area infrutifera, o estudo de monopolos se mostra rico
em abordagens e ainda muito atual.

Dentre os trabalhos sobre o assunto, dois se destacam como mais relevantes para a
proposta que apresentaremos aqui. Sao esses os trabalhos de P.A.M. Dirac, de 1931 e
1948 [3,6], e de Y. Nambu, de 1974 [16]. O primeiro por ser um artigo central no desen-
volvimento da ideia de monopolos magnéticos, basicamente inaugurando um novo campo
de investigacao, e, portanto, de extrema importancia para os estudos nesse campo e na
fisica em geral, sendo referéncia obrigatoria para quase tudo que se falou até hoje. O se-
gundo, pelo desenvolvimento de uma teoria eletromagnética com a presenca de monopolos
magnéticos. Ja o terceiro, por nos servir como inspiragdo para este trabalho.

Neste capitulo, nos dedicaremos a uma breve exposicao dos assuntos tratados nesses

artigos.

2.1 A génese do monopolo de Dirac

Em 1931, inspirado por reflexoes acerca da simetria entre estados energia negativa
e positiva, decorrentes de seus trabalhos [34,35] de 1928 e de 1930 e das respostas e
comentdrios feitos a eles [36-38], P.A.M. Dirac publica o artigo "Quantised Singularities

in the Electromagnetic Field", em que propoe uma explicacao para a existéncia de uma
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carga elétrica minima, conectando-a com o menor polo magnético possivel. Portanto,
nao somente surge com uma explicacdo para a quantizacao da carga elétrica em termos
da carga do elétron, como também sugere a existéncia de um tipo diferente de carga,
de carater magnético. Para a particula que portasse esse tipo de carga, ele atribuiu o
nome polo magnético, pelo fato de o campo gerado por ela nao ser um campo de dipolo
magnético, mas semelhante ao campo gerado por um carga elétrica pontual. Mais tarde, a
nomenclatura corrente para tais particulas se torna monopolo magnético, a qual é utilisada
até os dias de hoje.

Antes de prosseguirmos no detalhamento desse trabalho, vale notar algumas coisas.
Embora forneca uma explicagdo para o fato de toda carga elétrica ser um multiplo inteiro
da carga fundamental do elétron, nao apresentando valores continuos, ele nao explica
o valor da carga fundamental, que permanece como um dado empirico, e depende da
existéncia de um monopolo para ser confirmada. Além disso, é nesse mesmo trabalho
que Dirac abandona a interpretacao dos "buracos" do "Mar de Dirac" representarem os
protons, na tentativa de explicar as solucdes de energia negativa da teoria, e sugere a
existéncia de um outro tipo de particula ainda desconhecido, de mesma massa e carga
oposta ao elétron, que tomam o lugar dos "buracos'. A essa particula ele deu o nome de
anti-elétron, sendo a primeira especulacao sobre a existéncia das anti-particulas.

A discussao do artigo comega com a indeterminacao da fase de uma dada funcao de
onda 1), definida como 1) = ¢e'?, em que ¢ e v sdo funcdes reais das coordenadas de espaco
e tempo (z#), quanto a adigdo de uma constante arbitraria a ela, isto é, uma fase global,
visto que essa mudanca nao interfere no valor de |w\2 e, portanto, nao possui significado
fisico. No entanto, a mudanca na fase entre dois pontos A e B se torna relevante. Mais
que isso, essa mudanga nao precisa ser constante para diferentes caminhos ligando A
e B, isto é, pode depender do caminho considerado. Portanto, a diferenca da fase ao
longo de um caminho fechado ndo é necessariamente igual a zero. Essas consideragoes
podem ser extrapoladas para todas as aplicagoes da teoria quantica sem causar nenhuma
ambiguidade.

Isso leva a descrever uma generalizagdo do formalismo, em que a fase v da funcao de
onda 1 nao precisa apresentar um valor definido para um determinado ponto no espaco e
no tempo, mas que a mudanca de fase da func¢ao de onda ao longo de um caminho fechado
qualquer deve ser igual para qualquer funcao de onda. Podemos escrever a incerteza na

fase explicitamente fazendo ¥ = e’ = 1P, de modo que ¢ representa uma funcio de
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onda plenamente determinada, com [t)|> = |$1]%, e o termo € contém a indeterminacio
da fase, sendo 8 uma funcao real. Como a integral 1) ao longo de uma curva fechada
resulta numa determinada mudanca de fase, a funcdo [ deve ter suas derivadas bem

definidas em relagdo as coordenadas z#, ou seja,

0B o8 9B 0B

=— =— =— =— 2.1

de modo que a mudanca de fase ao longo de uma curva fechada C' seja
dst 2.2
/C Kuds (2.2)

Pelo teorema de Stokes, temos que a integral acima ao longo da curva C' é igual ao
rotacional de r,, sobre a superficie S delimitada por essa curva. Portanto, x,, estd definido

a menos de um gradiente J,c, em que o ¢ uma funcao real qualquer bem definida

/C(rﬁu—l—auoz)ds“:/S(aﬂlf,,—a,,/iu)dswj:/C/fuds“ (2.3)

ou seja, completamente independente da funcao ¢1. Isto mostra que a nao-integrabilidade
da fase é consistente com o principio da superposi¢ao, pois qualquer combinacao linear
Yncnty apresentaria a mesma mudanca de fase, visto que todas podem ser escritas como
U = dpe™?. Além disso, indica que essa fase deva ser determinada unicamente pelo sistema
dindmico considerado, independente do estado em que ele se encontra.

Se considerarmos nosso sistema como uma unica particula, a mudanca de fase (2.2)
deve estar relacionada ao campo ao qual essa particula esta sujeita. Se aplicarmos o

operador de momento e energia fju A funcéo de onda ¥ = @1, temos

~ 0 - 5(.. O
P/ﬂﬂ = Zh@¢lezﬁ = 61/8 <Zhaxﬂ — hﬁﬂ) ¢1 (24)
em que K, = (%2, —K). Podemos ver que ¢1 obedece as mesmas relacoes que 9, desde que

o operador P, seja trocado por P, —hr,,. Essa mudanca no operador nos permite associar
a descri¢do acima, valida para uma particula livre qualquer, com uma particula carregada
se movendo num campo eletromagnético. Portanto, podemos dizer que ¢1 é a funcao de
onda de uma particula com carga elétrica —e se movendo num campo de potencial

hc

AM = —?K/M (25)
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Isto significa que a nao-integrabilidade da fase da funcao de onda pode ser associada
a presenca de um campo eletromagnético no sistema considerado. Retornando a equagao
(2.3), podemos ver que essa fase adquire um significado muito claro, que é o fluxo do
campo eletromagnético através da superficie S delimitada pela curva C'. Essa relacao fica
mais clara se notarmos que as compenentes desse campo serao

F, = _hec (Opkn — Oykiy) (2.6)
isto ¢, o rotacional de r,, a menos de fatores numéricos. A divergéncia 0, a menos da
qual x, ¢ definido, vista em (2.3) também ganha um significado preciso, caracterizando
uma transformagao de gauge do potencial, também a menos de fatores numéricos.

Até esse ponto, toda a andlise feita por Dirac nao apresenta novidades, ja tendo
sido tratado anteriormente com diferentes abordagens. Ela simplesmente mostra que
a presenca de uma fase nao-integravel na funcdo de onda de um sistema adquire uma
explicacao fisica sem problemas.

No entanto, sabe-se que uma fase qualquer é sempre determinada a menos de um
multiplo inteiro de 27, isto ¢, [or,ds! = a+27n, em que « é uma constante real e n um
numero inteiro arbitrario. Essa indeterminacao entra em conflito com a interpretacao da
fase como o fluxo do campo eletromagnético através da superficie S, pois nada impede
que diferentes fungoes de onda possuam diferentes n’s. Contudo, a argumentacao prévia
havia establecido que essa mudanca de fase deveria ser igual para qualquer funcao de
onda. Para resolver esse problema, vamos analisar a situacao com maior cuidado.

Se considerarmos a curva C' como muito pequena, a mudanca de fase serd também
pequena, devido a necessidade de a funcao de onda v ser continua. Nesse caso, diferentes
funcoes de onda nao poderao apresentar diferentes valores para n, pois isso faria com que
essa mudanca de fase ndo fosse necessariamente pequena. Assim, a situagao nao apresenta
nenhum problema com a identificacao com o fluxo eletromagnético.

No entanto, esse raciocinio ndo mantem sua validade nos pontos em que a funcao de
onda se anula. Nesse caso, voltamos a condi¢ao de que [ kuds? = a+27n. Contudo,
podemos considerar somente que a constante « sera um valor pequeno, tal como feito
anteriormente. Portanto, em ambos os casos, o que deve ser determinado como o fluxo
através da superficie S é exatamente a constante «.

Os pontos do espago-tempo em que a funcao de onda v é igual a zero formam uma

superficie, chamada superficie nodal, pois, sendo ¥ complexa, é necessario que tanto
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sua parte real quanto sua parte imaginaria sejam zero. Se considerarmos a funcao de
onda em trés dimensoes espaciais, fixando o tempo, essas superficies se reduzem a linhas,
chamadas linhas nodais. Podemos tratar o problema dessa maneira, o que simplifica
a explicacao, sem perda de generalidade. Somente as fung¢oes de onda contendo linhas
nodais apresentarao n # 0, sendo n um valor inteiro caracteristico de cada uma dessas
linhas, definindo uma orientagdo para a linha nodal em relagao a orientagao da curva que
esta atravessa.

Portanto, se tivermos uma linha nodal atravessando o caminho fechado C, podemos

escrever

/ Kuds! =2mn+a
C

(& - =
_9 —/A-d 2.7
7m+hc C i (2.7)

:27m+£/§-d_5'
heJs

lembrando que consideramos o tempo t = ty fixo, portanto s6 temos fluxo magnético
na superficie S delimitada por C'. Dai podemos generalizar para uma curva qualquer,
abandonando a restricdo de ser pequena, de modo que a mudanca de fase através dela
seja a soma do fluxo magnético mais a contribuicao de todas as linhas nodais com o valor

n caracteristico de cada uma, isto é

N e S5 S
7ods =572 —/B-dS 2.8
/CFL s Zn: et | (2.8)

Esse valor nao é mais igual para qualquer funcdo de onda, mas difere somente em
multiplos de 27, isto é, o fluxo magnétco é o mesmo para todas, mas o niimero de linhas
nodais que atravessam a superficie dependem da funcao de onda. Como esse resultado é
valido para qualquer superficie S, se tomarmos uma superficie fechada, a mudanca de fase
da fungao de onda, dada pelo lado esquerdo de (2.8), deve ser igual a zero. Isso implica

que, para toda fun¢ao de onda 1,

e S o
9 :——/B-d 9.
zn: m he Js S ( 9)

em que S é uma superficie fechada.
Pela defini¢ao do campo magnético como o rotacional do potencial vetor B=Vx ff,

o fluxo sobre uma superficie fechada ¢ identicamente nulo. Portanto, a soma ), 2mn deve
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ser igual a zero, indicando que cada linha nodal atravessa a superficie duas vezes. Como
o sinal de n estd associado a orientacao da linha nodal, as contribui¢oes de cada ponto em
que esta atravessa a superficie sdo opostas e se cancelam. Isso garante que ambos os lados
de (2.9) sejam iguais a zero. No entanto, como -, 2mn poderia ser diferente de zero?

A tnica maneira de isso acontecer é se ao menos uma linha nodal nao atravessar a
superficie S duas vezes. Logo, ela deve comecgar ou terminar em algum ponto interior a
essa superficie. Entdo, a soma representa a contribuicdo de todas as linhas nodais que
apresentam tais pontos. Isso resolve o lado esquerdo de (2.9), resta elucidar o direito.

Como esse resultado deve ser o mesmo para toda funcao de onda v, ele é independente
do estado particular do sistema. Portanto, tais pontos das linhas nodais representam
pontos de singularidade do campo eletromagnético. Logo, o fluxo magnético através da

superficie S devido a esses pontos é

B-dS=—> 2mn (2.10)
S e
ou, para apenas um desses pontos
- - h
/ B-d8 =" 2mn (2.11)
S e

Sao esses pontos das linhas nodais que Dirac identifica como pdlos magnéticos, ja que
geram um fluxo magnético nao-nulo sobre uma superficie fechada que o engloba. Visto

que a equagao (2.11) determina esse fluxo, pela Lei de Gauss , temos que

h
g = omn (2.12)
e
Portanto, a carga magnética desse polo sera

he

=—n
2e

g (2.13)

Esse resultado nos indica que a teoria permite a existéncia de pélos magnéticos isolados

ou monopolos magnéticos. E mais: que a carga magnética desses monopolos é discreta e
izad d létrica fund 1 lor mini =fe

quantizada em termos da carga eletrica fundamental, com valor minimo go = 3¢, € que a

carga elétrica também deve ser quantizada. Apds essa exposicao inicial, o artigo prossegue

com a resolugao da equacao de Schrodinger para um elétron no campo de um monopolo

e as consideragoes finais.

Partindo de representacoes generalizadas, sem muitas restri¢oes, Dirac foi capaz de
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demonstrar a compatibilidade entre a existéncia de monopolos magnéticos com a teoria
quantica. Também foi capaz de fornecer, a partir disso, uma explicagao para a quantizagao
da carga elétrica. E exatamente essa generalidade e o profundo impacto dessas ideias nos
fundamentos da fisica, que mostram a importancia desse trabalho e explica as repercussoes

que ele gera até os dias de hoje.

2.2 Dirac revisita o monopolo

Em 1948, P.A.M. Dirac apresenta uma teoria geral para uma eletrodinamica com car-
gas elétrica e magnética [6], retomando seu trabalho de 1931. Para isso, ele introduz
variaveis dinamicas para descrever o movimento da string. Partindo de uma descricao na
auséncia de monopolos magnéticos, as equagoes que descrevem a dinamica do eletromag-

netismo sao

0, FH = (2.14)
OuF* =0 (2.15)
du
Me = = eu, FH (2.16)
sendo o campo F},, definido como
Ful/ - a‘uAl/ - aVA/L (2.17)

em que o vetor A,(z) é o potencial eletromagnético.

As equagoes (2.14) e (2.15) nos dao a dindmica do campo eletromagnético F*(x)
na presenga de um termo de fonte, dado pela corrente j#(zx), enquanto a equagao (2.16)
descreve a acao desse campo sobre uma particula eletricamente carregada, de massa me

e carga elétrica e. Para uma particula cuja trajetéria é dada por z#(7.), em que 7. é o

tempo préprio, e velocidade u* = %, a corrente j#(x') que ela gera é descrita por
(') = e/dx“é(x/ — (7)) = e/dTeul‘é(x/—x(Te)) (2.18)

Ao se incluir monopolos na teoria, deve-se adicionar um termo de fonte na equacao

(2.15), semelhante & definicao dada em (2.21), e uma equacao dindmica para os préprios
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monopolos, tal como em (2.16). No entanto, o termo Frv | chamado dual do tensor
eletromagnético (Fp" = %e““ P?Fys), garante que a divergéncia do campo magnético seja
nula. Portanto, ele deve ser modificado para que a teoria seja compativel com a presenca

de monopolos. Essa modificacao deve ser feita de modo que

Oy FH = k" (2.19)
dvH ~
mg—— = gu, F" 2.20
g dTg guu ( )
em que vt = % ¢ a velocidade do monopolo e k* é a corrente gerada por um monopolo

() = g / d2M3(a’ — 2(7y)) = g / drytd(a — 2(ry)) (2.21)

Para isso, adicionamos ao campo eletromagnético um termo referente a linha nodal
do monopolo. Daqui em diante, nos referiremos a essas linhas nodais simplesmente como
strings. Como vimos na secao anterior, na descricdo dada por Dirac, cada monopolo
tem uma string associada a si, que se extende até o infinito a partir dele (ou do infinito
até ele, dependendo de sua orientagdo, isto é, do sinal da carga magnética). Por isso,
podemos escrever o termo responsavel pela divergéncia do campo magnético em funcao
das coordendas da string. Se tivermos um monopolo na posicao z/(7,), a string descreve

uma superficie y*(74,0), tal que

yH(ry,0) = 2F (1) + 1! (14,0) (2.22)

em que impomos a condigao n*(74,0) =0, com o correspondendo a distancia de um ponto

ao longo da string ao monopolo. Com isso, podemos definir

Oyu Oyy Oy, Oy,
() = — - 2.2
G () g/dngJ (879 do Oty Oo o@=y) (223)

de modo que a divergéncia desse campo seja
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8G,uy( 8yu oy Oy a?/,u d
or, g/dnga <8Tg do 0ty Oo 8x1,5(x ~Y)

= —g/dnga <8yu %y _ Oy 8%) 0 Iz —y)

87’9 80' 87—9 ao‘ 8yy
_ /dT o Oy 00(z—y)  93(x—y) Oy, (2.24)
— g g 87—9 00_ aTg 80-
y o=00 6y Tg=00
_ 9Yu OYu
= 9/6 T —y) d 80 do

Tg=—00

Na ultima igualdade acima, usamos o teorema de Stokes para realizar a integral na
borda da superficie varrida pela string. Logo, o tinico termo a nao ser computado no

infinito é o termo correspondente as coordenadas do monopolo z#(7,). Assim, temos que

aGul/(x) ayu(TmO) 82#(7-9)
a%:g/é(x—y)87_gdTg:g/5(x—y)%dTg:g/Mx—y)uudTg (2.25)

De acordo com a equagdo (2.21), temos que a divergéncia descrita acima resulta na
corrente magnética do monopolo. Portanto, estando o termo G/, associado a string no

potencial dos monopolos, vamos redefinir o campo eletromagnético como

Fu = 0,A, —0,A,+G (2.26)

Dessa maneira, temos que

O = 9,GM = k¥ (2.27)

Podemos escrever a acao desse modelo da mesma forma que escreveriamos na auséncia

de monopolos, isto é

S = /d4 {—1Fqu"”—juA”}+ > mz/drZ (2.28)

i=e,g
em que o ultimo termo se refere as particulas elétricas e magnéticas.

A partir dessas redifini¢oes, é possivel verificar que, sob a mesma forma funcional do
eletromagnetismo sem cargas magnéticas, a variacao da acao em relacao as variaveis de

campo e as trajetorias das particulas nos retorna uma versao modificada das equagoes



Capitulo 2. As teorias de Dirac e Nambu 22

de campo e da dindmica das particulas eletricamente carregadas (2.35), (2.36) e (2.31),
respectivamente, compativeis com a presenca de monopolos magnéticos, além da equagao

dindmica para os monopolos (2.32), mostradas abaixo.

O FM = j¥ (2.29)

O = k¥ (2.30)
dut

n%igf::euya%uyh—a”Aﬂ) (2.31)
T
dv# <

Mg~ — = gu, F¥ (2.32)

No entanto, vemos que a equagao (2.16) nao é mantida, levando em conta a mudanca
na defini¢ao de F),,,, mas s6 vale para pontos em que G, () = 0. Essa condigao é satisfeita
se particulas eletricamente carregadas nunca atravessarem a string ou vice-versa. Esse
requerimento, no entanto, nao é arbitrario, mas parte do proprio formalismo adotado
como condi¢ao interna a ele. A variagao da acao em funcao da varidvel da string y,

resulta em

OF =0 (2.33)
M
o que indica que a corrente elétrica j, se anula sobre ela. Além disso, representa uma
auséncia de dinamica para a string, indicando que esta nao possui natureza fisica, nao é
observavel.

Partindo dessa formulacao, podemos repetir todos os procedimentos usados no ele-
tromagnetismo, como calculo de potenciais retardados, elaboragao de um formalismo
hamiltoniano e quantizacao. Da mesma forma, recuperamos a condicao de quantizagao
das carga elétrica e magnética, ja expressa na secao anterior

ge_n (2.34)
he 2
Essa descricao da teoria eletromagnética serviu de inspiracao e modelo para varias ou-

tras investigagoes subsequentes. Trataremos, a seguir, de uma delas, a qual foi de absoluta

importancia para a elaboragao da proposta a ser apresentada no proximo capitulo.
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2.3 O modelo de Nambu para o méson

Em 1973, H.B. Nielsen e P. Olesen apontam a existéncia de paralelismos entre os
modelos de cordas duais e linhas de fluxo em supercondutores [39], investigando a pos-
sibilidade de se fazer teorias de campo com esses modelos. Segundo essa interpretacao,
uma corda dual representa matematicamente um tubo de fluxo magnético que desloca
para fora de si um superfluido carregado, no caso, o campo de Higgs. No entanto, em sua
exposicao inicial, eles consideram apenas cordas que se extendam infinitamente. Inspi-
rado por essa nova perspectiva, Y. Nambu apresenta, no ano seguinte (1974), um trabalho
em que inquere sobre as consequéncias desses cordas serem abertas [16], isto é, que suas
pontas nao estejam no infinito. Dai ele conclui que essas pontas se comportariam como
monopolos magnéticos de carags opostas, devido a interrupc¢ao do fluxo magnético nelas.

Esse par de monopolos ligados por uma corda dual se torna um candidato para o
méson, em que os quarks carregariam carga magnética. O modelo apresenta dois campos
de interacao massivos distintos, um escalar e outro vetorial, de massas mg e m,, respec-
tivamente. Esses sdo o campo A, que media a interacao entre os monopolos, e o campo
de Higgs ¢.

Essa descri¢ao pode ser alcangada de forma geral através de uma modificacao na teoria
de Dirac para o eletromagnetismo na presenca de monopolos, sem a introducao de meca-
nismos outros. Para isso, vamos assumir as equagoes de London da supercondutividade
como validas nesse regime, de modo que j* = m2A*. Assim, as equacdes (2.14) e (2.27)

sao lidas como

O FM =m2AY, (2.35)
A (2.36)

em que FH é definido como em (2.26). No entanto, diferentemente da string de Dirac,
que se extende do monopolo para o infinito, nesse caso temos uma string que se extende
de um monopolo a outro. Portanto, vamos definir as coordenadas dessa string v,,(7,0)
tal que y,(1,21) = z,(})(r) e Yu(T,22) = z;(f) (1) sejam as posigdes dos monopolos, com
r1 <o < xy. Nesse caso, a corrente k* em (2.36) é a soma das contribui¢oes de cada

carga.

A equacao de movimento de A* pode ser obtida diretamente de (2.35), explicitando
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Frv

O —mp A” =0
Ou(O" AV — 0" AF +GM) —mi AV =0 (2.37)
(O—mp)A” = —9,G"

Dai podemos ver que A, ¢ um campo vetorial de massa m,,. As equacoes de movimento
para a string e para o monopolo podem ser obtidas atraves da variacao da acao do modelo

em relacao as suas coordenadas. Vamos definir o lagrangeano da teoria de forma que

Sz/dm‘%

1/2 2.38)
1 1 azu() _ (
— 4)_ 2 w02 m_ (i) _
S /dm 4FWF om SALA E M; /dT( . ) d(z x)

em que o primeiro termo se refere a acao do campo A,, o segundo termo representa a
interacao entre campo e monopolos e o tltimo a contribui¢do mecanica dos monopolos,
sendo a soma em ¢ definida sobre cada momopolo de massa M;.

Essa acao pode ser reescrita de forma a defini-la sobre a superficie tragada pela string,

tal que

S = 192?713 / drdodr'do’ [y, v, ) Ay — ') [y, y"]
9, 910!

/Zu (i) _ LG
D) Z]jgng/ drdr—5 —A(z ) =%; (2.39)

92\ §om(i) 1/2
B 2y 0z
ZM/dT<8T or )

Oyu Oyv Ayv 0y
em que [y, 9] = (GG — G 52).

Sob essa forma, temos que o primeiro termo representa uma interacao entre elementos

da superficie da string, o segundo termo a interagao entre os monopolos e o terceiro a
energia mecanica das particulas. Vemos que, nesse caso, a string carregada energia, ao
contrario da string de Dirac. Portanto, ela possui realidade fisica. A energia da string

obtida a partir de (2.39) é
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> 1oy o (m]
EstringNS?g mvln W—i_l l (240)

v

em que [ é o comprimento da string, ou seja, a distdncia entre os monopolos. O parametro
de massa do campo escalar mg surge da analogia vinda do trabalho de Nielsen e Olesen,
como um cutoff correspondente a espessura da string. Assim, a energia de interacao dos
monopolos ligados pela string dual sera, aproximadamente, a energia da string mais a

interacao de Yukawa entre as particulas, isto é

1 m2 g2 €_m“l
Eint = —¢*m2In| —24+1)1— 2= 2.41
it 87rg M n(m% + ) A 1 ( )

Esse sera o ponto de partida para a exposicao a seguir. Ao propor um modelo para o
méson usando monopolos magnéticos, Y. Nambu se depara com uma string fisica ligando
duas dessas particulas. De maneira andloga a essa descri¢ao, propomos aqui um outro tipo
de particula que carregue carga magnética, mas que, diferente do quark, possa assumir
um estado livre de interagoes, isto ¢, que estajem sujeitas a um potencial de interacao
nao confinante. Nosso objetivo é verificar se ha possibilidade de dois monopolos, que
interajam de maneira semelhante aos quarks no modelo de Nambu, possam formar um

estados ligados e o que poderiamos esperar de tais sistemas.
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Capitulo 3

Atomo de Nambu

Como vimos no capitulo anterior, o modelo de Y. Nambu para o méson descreve os
quarks como portadores de cargas magnéticas opostas, isto ¢, um polo norte e um pélo
sul isolados, ligados por uma string energética. A interagao entre eles é mediada por dois
bésons massivos distintos, um escalar e o outro vetorial, sendo as massas desses bosons

mg € my, respectivamente. O potencial que representa essa interagao tem a forma

2 —myr 2
g e " I 9 9 my
- — In[ —=2+1 3.1
ar 7 el e m%+ " (3:1)

Vir) =
em que g ¢ o modulo da carga magnética dos monopolos e r é a distancia entre as duas
particulas. O potencial acima estd escrito de acordo com o sistema natural de unidades
(h=c=1).

Na equagao (3.1), temos um termo de Yukawa, que representa uma interagao de curto
alcance mediada pelo bdson vetorial, e um termo linear, que representa a energia da
string. Esse segundo termo descreve um regime de confinamento, em que quanto maior
a distancia entre os quarks, maior a energia de ligacdo do sistema, o que impede as
particulas de aparecerem isoladas uma da outra. Esse tipo de comportamento é esperado
na descricao de mésons. Além disso, vemos que a energia da string depende da massa de
ambos os bdsons e da carga magnética dos monopolos.

Nossa proposta ¢ construir heuristicamente um modelo de monopolos magnéticos par-
tindo do trabalho de Nambu, mantendo a mesma forma potencial descrita na equacgao
(3.1), mas ndo a mesma natureza do modelo de Nambu e, portanto, ndo apresentando
os mesmos mediadores da interacdo. A fim de simplificar nossa proposta, consideraremos
apenas um boéson de interacao, de massa p, como mediador da interagdo entre os mono-

polos. Nao discorreremos sobre a natureza desse bdoson, nos atendo somente a interagao
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decorrida da carga magnética dos monopolos. A dependéncia da string em relacao a
massa dos mediadores foi simplificada devido a presenca de um tnico béson de interacao.

Temos, portanto, um sistema em que duas particulas magneticamente carregadas inte-
ragem entre si, mediadas por um bodson massivo. Essa interagao ¢ descrita por um termo
de Yukawa, de curto alcance, mais um termo confinante, isto é, cuja energia aumenta
com o distanciamento das particulas interagentes. Este configura um tipo de string, cuja
energia depende da massa do bdéson de interagdo, conforme a consideracao feita acima.

Assim, a equacao (3.1) assume a forma

V(r)= fr (,uQr — e_:r> (3.2)

A partir do potencial descrito na equagao (3.2), podemos comegar a analisar se a

interacao proposta permite a formacao de estados ligados entre essas particulas.

0.1+

-0.14

Vir)

-0.34
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Figura 3.1: Gréfico do potencial de interagao (3.2), com g =pu =1

3.1 Definindo o potencial de interacao

Para que um sistema de particulas interagentes possa formar estados ligados, algu-
mas condigoes precisam ser verificadas. Primeiramente, o operador hamiltoniano que o
descreve deve ser auto-adjunto, a fim de garantir que o modelo proposto possa descrever
um sistema fisico real. Além disso, o potencial deve pertencer a uma certa classe de fun-
¢oes, cujas restrigoes serdo apresentadas mais a frente. E por tltimo, a interagdo entre as

particulas deve ser atrativa em pelo menos uma regiao do espaco.
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Podemos notar que, no potencial definido em (3.2), a energia de interagdo cresce
ilimitadamente quanto maior a distancia entre os monopolos, devido a parte linear do
potencial, tal como podemos ver na figura (3.1). Esse comportamento, caracteristico de
regimes confinantes, é indesejado, pois contraria a proposta de que as particulas possam
assumir estados livres nao interagentes, isto é, possam existir fora de um estado ligado.

Para evitar esse comportamento, impomos um comprimento maximo possivel para a
string que liga os dois monopolos, limitando a contribui¢ao do termo linear do potencial
a uma certa distancia, apos a qual ele deixa de atuar. Dessa forma, podemos garantir que
monopolos a grandes distancias nao interajam uns com os outros, ou seja, se encontram

em um estado livre. Portanto, essa restricao deve garantir que
Jim V(r)=0 (3.3)

Assumindo o potencial proposto em (3.2) e modificando o termo associado a energia
da string, de forma a limitar sua atuagdo a uma regiao esférica de raio rg, podemos

reescrevé-lo definido por partes, como

e 1"

ser <rp
T (3.4)
ser>ry

Feita essa limitacao, é facil demonstrar que o potencial obedece a condicao descrita
em (3.3), visto que, para r > rq , ficamos somente com o termo do tipo Yukawa, que tende
rapidamente a zero

92 e KT

lim V(r)= lim —=— =0 (3.5)

7—00 r—oo 4 r

Temos, entao, que duas particulas que interajam de acordo com a proposta (3.4) nio
'enxergam" uma a outra se a distancia que as separa for suficientemente grande. Contudo,
como determinar o parametro rg, relativo ao comprimento méaximo da string?

Para garantir um potencial de interagdo de natureza atrativa, podemos delimitar a
existéncia da string a distancia em que a energia associada a ela se iguala a energia da
interagao tipo Yukawa, isto é, ao raio ¢ tal que V(r9) = 0. Dessa forma, temos nao sé
uma interacao tal como queriamos mas também conseguimos expressar o limite de alcance
do termo linear puramente em funcao da massa m do béson de interagdo, como exposto

abaixo na expressao abaixo.
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Figura 3.2: Gréfico do potencial (3.4), com g =pu=1

o (y) -

em que W(x) é a fungdo principal de Lambert. Essa fungdo é determinada a partir da

equacgao transcendental

ye! =z = y=W|(x) (3.7)

O valor determinado para o comprimento 7y, definido a partir de uma escolha arbi-
traria, contém aspectos que indicam sua razoabilidade em relagdo a fisica do problema.
O parametro delimita a energia da string, fazendo com que o potencial seja puramente
atrativo e que as particulas que interagem através dele sejam particulas livres quando
r — oo. Além disso, a menos de fatores numéricos, ele é unicamente determinado pela
massa do boson de interagdo. E mais, ele é inversamente proporcional a massa do béson,
ou seja, é proporcional ao comprimento de onde de Compton associado a este, que nos da
o comprimento caracteristico dessa interacao, relacionando o alcance da string ao alcance
efetivo do termo exponencial.

No entanto, essa limitagdo, embora resolva o problema do confinamento, nos deixa
com uma fun¢do continua por partes, com uma descontinuidade exatamente no "ponto de

quebra" do potencial, » = ry, como podemos ver na Figura 3.2.
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Vamos verificar explicitamente essa descontinuidade: ao tomamos o limite de V(r)

tendendo a ry pela esquerda, temos

2 —pur
lim V(r)= lim I (,uQT— ‘ . > =0 (3.8)

=T r—=r, =T
pela prépria defini¢do do pardmetro rg. Mas se tomarmos o limite de V (r) tendendo a 7

pela direita, temos

£0 (3.9)

r—>7"8' r—>r8' dr r - 4m 1o

Para garantir que o potencial de interacao seja continuo, redefinimos o termo associado

a string, subtraindo dele a diferenga entre os limites laterais a esquerda (3.8) e a direita
(3.9). Com isso, o potencial se torna continuo em r = ry e, portanto, para qualquer
distancia r, ja que esse era seu unico ponto de descontinuidade. Dessa forma, o potencial

de interacao ¢é expresso como

e HT

g2 p?(r—ro) — . if r <rg
V(T) = Ar e—hr . (310)

- if r>mnrg

r
tal que
lim V(r)= lim V(r) (3.11)
r=ry r—)rg'

Portanto, o potencial de interacao proposto [40-42] é descrito pela equagao (3.10). As-
sim, temos um potencial puramente atrativo, expresso por uma fun¢ao continua em todos
os pontos, que tende a zero quando as particulas se encontram a grandes distancias, tal
como representado na Figura 3.3. Vamos agora partir para a verificacao de possibilidade

e calculo dos estados ligados para esse sistema.

3.2 Estados ligados

Ja vimos que uma das condigoes necessarias para a formacgao de estados ligados ja
foi atendida pelo nosso potencial de interagao, visto que a forma final dada pela equacgao
(3.10) nao s6 em uma regiao delimitada, mas em todo o espago. Porém, isso somente

nao garante a existéncia de estados ligados para a interacao proposta. Para isso, ela deve
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Figura 3.3: Gréafico do potencial (3.10), com g =pu=1

atender a condicao de Kato (3.12), de forma a garantir a possibilidade desses estados

[43-46].

/r|V(r)|dr < o0 (3.12)
0

Utilizando a forma explicita do potencial descrita pela equacao (3.10), vamos verificar

se o potencial atende a essa condicao.

o0 o 2 T o0
9 2 a
[rtvear= [ 2 (- - S5 jars 1|2
0 0 T T0
i w“ o HT
/4 p2r(rg—r)+e” d7"+/ dr
2 (e(p-2) o) g
= — :u _— — _ —
47 2 3 wo)ly AT ou o
_9 (e Y (3.13)
C4r\ 6 U '

Dado que o potencial obedece a condicao de Kato (3.12), ele permite a formagao
de estados ligados de dois monopolos interagindo entre si. Com isso, podemos calcular
o numero maximo de estados ligados que o sistema descrito pode exibir, expresso pelo

limite de Set6-Bargmann [33,35]
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oo
1
NS o / r|V(r)|dr (3.14)
0

em que o indice [ ¢ o nimero inteiro que indica o momento angular orbital do sistema.
Podemos notar que quanto maior o momento angular, menor serd o nimero de estados
ligados. Isso porque, para [ # 0, o potencial efetivo a que as particulas estdo submetidas
é acrescido de um termo proporcional a [, o chamado "termo centrifugo”, de forma que
Verp =V (r)+1(14+1)/2Mr? em que M ¢é a massa da particula.

O numero de estados ligados possiveis dado o momento angular sera o maior niimero

inteiro menor que N'. Portanto, para a interacdo aqui proposta, temos esse limite igual a

1 92 u2r03 1
Nl < I - 1
T 2l+14nm ( 6 * I (3.15)

A partir do limite de Set6-Bargmann, podemos também calcular qual o momento
angular maximo que um estado ligado entre duas particulas pode atingir. Para isso,
tomamos N’ igual a 1, que é o menor niimero possivel de estados ligados para qualquer
sistema. O momento angular representado por esse valor de [ é o maximo que se pode

atingir mantendo um estado ligado. Temos que

1 o0
bz < 5 (/T|V(r)|dr— 1) (3.16)

0
em que lyqe € 0 nimero quantico correspondente ao momento angular maximo permitido
para o modelo estudado. Como ja sabemos o niimero de estados ligados permitidos para
um determinado [, dado pela equagao (3.15), temos que I, para o modelo aqui proposto

¢ o menor inteiro que corresponda a

1[g? (pPre® 1
l <= | == — -1 1
m‘”—2l4w< 6 u (3:17)

Sabemos agora tanto o limite de Set6-Bargmann (N'!), dado por (3.15), quanto o

momento angular maximo (lpqz), dado por (3.17), ou seja, sabemos os valores maximos
do nimero quéntico principal e do nimero quantico orbital desse sistema, respectivamente.
Esses estao expressos em termos da carga magnética do monopolo e da massa do bdéson
mediador da interacao entre eles. Portanto, sabendo os valores das cargas e massa ¢
possivel obter explicitamente esses niimeros.

Feito o estudo sobre a possibilidade de estados ligados, vamos agora estudar a dindmica
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dessas particulas interagindo segundo o modelo proposto e obter as energias associadas a
esses estados, bem como as fungoes de onda que descrevem esse sistema. Iremos trabalhar
em um regime nao-relativitico, resolvendo a equacao de Schrodinger para os monopolos
com o potencial aqui construido e encontrando autofungoes e autovalores que sejam solu-

coes dessa equacao.

3.3 Energia do estado fundamental

A equacao que descreve a dinamica de um par de monopolos interagentes é a equagao
de Schrodinger em trés dimensoes espaciais, dependendo da posicao de ambas as particu-
las. Dado um referencial inercial fixo O, com uma particula de massa m e carga magnética
+¢ na posicao ri e outra particula de massa m e carga magnética —g na posicao rg, a

equagcao inicial para esse sistema é

1 1 L0
- (va% + ZmV%) U(ry,ra,t)+V(r)¥(ry,r,t) = zhaql(rl,rz,t) (3.18)

em que V1 e Vg sao os operadores diferenciais referentes as posigoes ry e ra, respectiva-
mente.

Contudo, como estamos interesados somente na interacdo dos monopolos entre si e
sabendo que essa depende somente da distancia entre as particulas, podemos tratar o
problema como um sistema isolado. Nao havendo nenhum agente externo atuando sobre
as particulas, temos que o momento linear total do sistema P = py 4+ p2 é uma constante.
O sistema de coordenadas mais vantajoso, nesse caso, é aquele determinado pelas proprias
particulas, isto é, as coordenadas do centro de massa do sistema. Portanto, trataremos
o problema usando as coordenadas do centro de massa R e da posicao relativa r das
particulas:

_ mri+mrz.

R—T7 r=r7—ro (319)

Ao reescrevermos a equagao de Schrodinger (3.18) em termos desse par de coordenadas

e dos operadores diferenciais V referentes a elas, temos
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1

1
Y R v £
( R o0

9
2 / / I N P
oaT VT) W/(Rox, 1)+ V()W (Ror, 1) = il W (R, 1) (3.20)

em que M; =2m ¢é a massa total dos sistema, M;, = § ¢ a massa reduzida do sistema e
V' (R,r,t) = U(ry,ra,t).

No entanto, discutimos anteriormente que, no caso de um sistema isolado, o momento
linear total P do sistema é uma constante. Com isso, podemos escrever a funcao de
onda que o descreve como W' (R,r,t) = 1(r,t)e’P R pois a equacio (3.20) é separdvel. Se
adotarmos o referencial inercial O no centro de massa desse sistema, o momento total se

torna nulo, de forma que ¥/ (R,r,t) = ¢(r,t) e a equagao (3.20) se reduz a

1 0
—~ mv%(r,t) +V(r)e(r,t) = ihg(r,t) (3.21)

Como buscamos por estados ligados, queremos saber quais sao os estados estaciona-
rios desse sistema e quais as energias associadas a eles. Portanto, podemos escrever a
fungao de onda total como ¥(r,t) = @(r)e‘i%, sendo ®(r) a fungao de onda dos estados
estacionarios, enquanto o termo exponencial caracteriza a evolugao temporal do sistema.

Com essa definicao de ¢(r,t), a equagao (3.21) se torna

1
~ g VIR + V(0 (r) = Bo(r) (3:22)

em que F é a energia correspondente ao estado estacionario. Esta é a equagao de Schro-
dinger independente do tempo

Partimos para a ultima consideracao a ser feita, antes de prosseguirmos ao calculo
propriamente dito. Tendo em vista que o potencial que representa a interacao entre
os monopolos é um potencial central, isto é, depende apenas do moédulo da distancia
entre eles, o sistema de coordenadas mais apropriado para tratar o problema é o sistema
de coordenadas esféricas. Usando o método de separacao de variaveis, vamos separar a
fungao de onda em funcgoes radial e angulares, da forma ®(r) = f(r)g(¢)h(#). No entanto,
devido a dependéncia puramente radial do potencial, as equagdes das variaveis angulares
resultam em fungoes ha muito conhecidas: os harmonicos esféricos, cuja expressao é dada
por Y (0,¢) = NlmPl|m|(0039)eim¢, sendo N;™ uma constante de normalizacdo. Resta
para noés resolver a parte radial do problema.

A busca pela resolucao analitica da parte radial do problema nao sera tratada neste
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trabalho e resta em aberto. Isso porque a solugdo da equacao de Schrodinger para um

e AT

potencial do tipo Yukawa V(1) = « até hoje nao é conhecida [47], sendo feita somente
através de métodos aproximativos e perturbativos. Portanto, sendo o potencial aqui pro-
posto composto por uma soma de um potencial linear truncado com um potencial do tipo
Yukawa, nao se tem perspectiva de uma solucao analitica para ele. Como primeira apro-
ximacao do problema, a busca da energia do estado fundamental do "Atomo de Nambu'
foi feita através do método variacional. Isso nos permitiu estimar nao sé a energia, mas
também o raio médio desse estado ligado de forma simples, cobrindo faixas de valores
possiveis para a massa dos monopolos e a do béson mediador da interacao.

Devido a abordagem escolhida, a primeira coisa a ser feita é a escolha de uma funcao de
onda teste ou ansatz, definida a menos de um parametro livre. Devido a simetria esférica
do problema, tomamos esse ansatz como a funcao de onda de seu estado fundamental do

hidrogénio [48], associada ao orbital 1s. Portanto, a fungdo normalizada f(r) que descreve

a dependéncia radial do primeiro estado ligado ®g(r) é

flr) = e"a (3.23)

em que d é um parametro livre.
Resta saber qual harmdnico esférico corresponderia a esse primeiro estado. Seguindo
o modelo do &tomo de hidrogénio, terfamos o primeiro harménico Yy, que é simplesmente
uma constante. Isso porque qualquer outro resultaria num momento angular nao nulo, de
forma que o estado fundamental do sistema seria degenerado e, além disso, anisotrépico,
isto é, apresentaria uma dire¢do preferencial no espago, o que nao é desejado. Portanto,
tomaremos a fungao descrita na equagao (3.23) como ansatz, ou seja
1

(Do(r) = @0(7“) = dee_

s

(3.24)
O hamiltoniano que descreve esse sistema pode ser identificado através da equacgao

(3.22) como

N 1 9

de modo que o valor esperado da energia dado o ansatz utilizado ¢é

(1) = [ dai(r) Aog(r)
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Tendo calculado o valor esperado do hamiltoniano, podemos encontrar qual valor do
parametro d nos dd um extremo da fun¢ao minimizando (H) em fun¢do do mesmo. Com
isso, substituiremos esse valor de d em (H) é encontramos um limite superior para a

energia do estado fundamental do sistema estudado. Assim

o(H)

RETAY: R L4 s 2)tw
2
g 3d pud
— =0 (3.27
TP [(2+ud)2 (2+ud)3] (3:27)

Como a minimizacio acima resulta numa equacgao transcendental, o problema foi re-
solvido numericamente utilizando-se do software Maple. Para isso, precisamos estimar
alguns valores para a massa dos monopolos e para a massa do boson de interacao (e
o comprimento caracteristico de interacdo associado a ela). A carga dos monopolos foi
fixada como o menor valor possivel através da condigdo de quantizagao de Dirac

eg = (3.28)

n
2

em que e é a carga do elétron e n é um ntmero inteiro diferente de zero (n € Z*). Portanto,



Capitulo 3. Atomo de Nambu 37

a menor carga magnética possivel segundo (3.28) é obtida fazendo-se n = +1, tal que
g= j:i. As massas dos monopolos foram estimadas variando-se a ordem de grandeza de
101 GeV até 10° GeV, enquanto as massas dos bosons de interacdo abarcaram uma certa
faixa em cada ordem de grandeza, como é pode ser verificado na Tabela 3.1.

Também estimamos o raio médio ((r)) do estado fundamental usando o ansatz (3.24),
cujos valores também estao expressos na tabela 3.1. Tal como fizemos com o hamiltoniano,

o raio médio é calculado como

) = [ da@h(r)ro(r) (3.29)
ou, explicitamente
d
(r) = 32 (3.30)

Dados os valores do parametro d, temos os valores da energia do estado fundamental
e 0 raio médio do nosso "Atomo de Nambu'. Os valores encontrados estdo dispostos na
tabela 3.1.

Além disso, de maneira a retornar a proposta de Nambu que nos serviu de inspiracao,
calculamos os valores de energia e do raio médio utilizando a massa reduzida dos quarks,
tal como fizemos nos dados mostrados na Tabela 3.1, para os casos ut, dd, etc. Os
resultados encontrados estao dispostos na Tabela 3.2. No entanto, nao nos utilizamos das
massas dos bésons mediadores da interacio fraca W+, W~ e Z°, pois nao tratamos aqui
de uma intrepretagao para as forcas nucleares, como era no caso de Nambu. Por isso, as
massas do boson mediador foram estimadas de maneira a verificar se existiriam estados

ligados, como feito anteriormente.
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My (GeV) | p(GeV) | A(fm) (H)(eV) (r)(fm)
4-1073 | 4.925-10"0 | —6.483-10° | 6.126-10%
1071 2-1073 [9.850-10° | —5.953-107 | 2.458-10°
1-107% [1.970-10* | —1.569-10° | 9.849-10°
4-1072 14.925-10% | —6.483-10' | 6.126-103
100 2-1072 [9.850-10" | —5.953-10" | 2.458-10%
1-107%2 [1.970-10" [ —1.569-10" | 9.849-10%
4-1071 14.925-1071 | —6.483-10% | 6.126- 102
101 2.1071 [9.850-10"T | —5.953-10% | 2.458-103
1-1071 [1.970-10° | —1.569-10% | 9.849-103
4.10° [4.925-107% | —6.483-10° | 6.126- 10"
102 2-109 [9.850-1072 | —5.953-103 | 2.458- 107
1-100 1.970-10~1 | —1.569-10° | 9.849- 107
4-101 14.925-1073 | —6.483-10% | 6.126-10°
103 2-10° 9.850-1073 | —5.953-10% | 2.458- 10T
1-107 1.970-1072 | —1.569-10% | 9.849- 10"
4.10% 4.925-107% | —6.483-10° | 6.126-10~ T
10* 2-10° 19.850-10~% | —5.953-10° | 2.458- 10
1-102 1.970-1073 | —1.569-10° | 9.849- 10
4103 4.925-107° | —6.483-10° | 6.126-10~2
10° 2.-10° [9.850-107° | —5.953-10°% [ 2.458- 10~ T
1-103 1.970-10~* | —1.569-10° | 9.849-10~1

Tabela 3.1: Energia ((H)) e raio médio ((r)) do estado fundamental para diferentes
valores da massa reduzida dos monopolos (M,,) e da massa do bdson de interacao (i) e

do comprimento comprimento de onda de Compton reduzido (A = i)
quark | u(GeV) | A(fm) (H)(eV) (r)(fm)
up 1-107* [ 1.970-10% | —4.668-103 | 4.678-10°

9-107° |[2.189-103 | —4.340-1073 | 5.813-10°
down [1-107% |1.970-10% | —1.089-1072 | 1.094-10"
2-107% 19.850-107 | —2.518-1072 | 3.255-10°
strange | 1-107% | 1.970-10®> | —1.651-10° | 2.170-10°
charm | 8-1072 |2.463-10Y | —1.026-10" | 5.065-10°
bottom | 1-10~1 | 1.970-10Y | —1.284-10" | 1.054-10%
1-10° [ 1.970-107' | —2.720-10° | 4.298-103
top 5-10° [3.940-1072 | —7.946-10" | 1.707-10?
7-10° [ 2814-1072 | —5.560-10" | 8.676- 10"

Tabela 3.2: Energia ((H)) e raio médio ((r)) do estado fundamental para a massa
reduzida dos quarks

3.4 Discussao dos resultados

Nas sec¢oes anteriores, vimos que o potencial de interagao permite a formacao de esta-
dos ligados entre dois monopolos, de acordo com (3.15), e calculamos a energia do primeiro

estado ligado, ou estado fundamental, a partir de estimativas das massas dos monopolos
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e do boson mediador. A partir desses resultados, é possivel fazer certas conclusoes acerca
do modelo.

Primariamente, observamos a formagao de estados ligados em uma ampla faixa de
massa, tanto dos monopolos quanto do boson mediador, que cobre varias ordens de
grandeza. Essas estimativas se baseiam em estudos experimentais (como o MoEDAL,
localizado no CERN) e observacionais (como o MACRO, em Gran Sasso) em busca de
monopolos magnéticos, que também apresentam amplas faixas de massa possiveis para
essas particulas [49,50]. No entanto, apesar de nos inspirarmos nesses estudos para fa-
zer nossas estimativas, como buscamos propor aqui um outro modelo de interagao entre
monopolos magnéticos, nao nos atemos as massas por elas estabelecidas, baseadas no
monopolo de Dirac.

Vemos também na Tabela 3.1 que temos uma faixa de valores para a massa do boson
para cada estimativa de massa do monopolo que resulta em um estado ligado. Essa faixa
de valores estd provavelmente associada a forma do potencial proposto, ja que a energia
associada a string é diretamente proporcional a massa do bodson, enquanto a energia da
interacdo do tipo Yukawa é inversamente proporcional a ela, e, no maximo, ao ansatz
tomado.

Um olhar atento aos resultados obtidos correspondentes as massas reduzidas M,, =
1071 GeV e M,, = 10° GeV faz ressaltar uma comparacdo muito interessante, principal-
mente para a massa do béson g =1-10"2GeV: os valores de energia (<FI> ~ —15.7¢€V)
e raio médio ((r) ~1071%m ou 1A) correspondentes sio muito préximos aqueles encon-
trados para o estado fundamental do atomo de hidrogénio. Essa similaridade sugere a
possibilidade de emissdes de energia na faixa de energia da luz visivel para o nosso Atomo
de Nambu, dando indicios de como realizar buscas experimentais baseadas nesse modelo.

Além disso, esse resultado corrobora o uso da equacao de Schrodinger, isto é, o tra-
tamento nao-relativistico dado ao modelo. Muito embora nao seja possivel afirmar nada
acerca dos resultados que serao obtidos antes dos calculos, certas suposicoes sempre sao
feitas baseadas no que ja é conhecido.

Nesse trabalho, a questao surge devido ao valor das cargas magnéticas. Por estarem
fixadas pela condigao de quantizagdo de Dirac (3.28), a carga de um monopolo é sempre
proporcional ao inverso da carga do elétron. Isso sugere que a interacao entre dois mo-
nopolos de cargas opostas seja muito mais intensa do que a interacao entre portadores

de carga elétrica com cargas correspondentes, dado que sua constante de acoplamento é
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2
_2_(n ¢ _ 137
ag=g“= (2 e) . Portanto, mesmo para o menor valor possivel de g temos ay = =7, 0 que

é muito maior que a = €2 = ﬁ, sugerindo que as energias de interagao serao muito maiores
do que as dos atomos conhecidos. Assim, uma mera correcao devido a efeitos relativisticos
nao seria suficiente, pois a propria natureza da interacao requer uma consideracao desses
efeitos.

No entanto, essa suspeita nao se confirmou, como atestam os resultados encontrados
para os monopolos de menor massa. Ja para os monopolos mais massivos, cujas energias
do estado fundamental se encontram na escala de MeV', o tratamento abordado aqui nao
parece ser o mais adequado. Para estes, uma abordagem a partir de teorias de campo
parece ser o mais adequado.

Um outra maneira de se conferir a validade da abordagem via Schrodinger é estimando
a velocidade média das particulas em torno do centro de massa, o que nos dara uma ideia
de quao boa é a estratégia utilizada. No caso, como o potencial é isotrépico, bem como o
orbital 1s do estado fundamental, a velocidade média (v) =0, entdo usaremos a raiz do
valor quadratico médio <1/(vz>). Partindo do principio da incerteza de Heisenberg para

essa estimativa, vamos assumir

(Ar)(Ap) ~ i (3.31)

Tomando a incerteza na posicao igual ao proprio raio médio do estado ligado, cujos

valores ja calculamos e se encontram na Tabela 3.1, e sabendo que

(Ap) =/ (02) — (0)2 =/ (p?) (3.32)

pois o valor médio do momento linear é nulo, tal como a velocidade média. Assim, temos

que

(Ar)(Ap) = (r)y/(p?) = (r)ymy/(v?) = I (3.33)

ou seja, a raiz da velocidade quadratica média é

\/@ ~ m?ﬂ (3.34)

Basta agora substituir os valores de massa do monopolo e de raio médio presentes na

Tabela 3.1 para encontrarmos o valor da velocidade. Ao utilizarmos os valores de 10° GeV/
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para a massa e (r) = 9.849-10% fm para o raio médio, encontramos ,/(v2) 22 600 m/s, bem
abaixo da velocidade da luz, indicando que as correcoes devido a efeitos relativisticos
devem ser pequenas. E interessante notar que esses valores sio aqueles que mais se
aproximam do atomo de hidrogénio em termo de energia do estado fundamental e raio
médio. Podemos entao comparar o resultado com a velocidade média do hidrogénio,
reforcando a ideia de que as corre¢oes necessarias serao pequenas.

Como existe uma correlagdo de escala entre a massa do monopolo e o raio médio
calculado, é facil ver que todas as combinagoes possiveis resultardao em valores préximos
a velocidade calculada anteriormente. Portanto, o modelo é adequado para as particulas
menos massivas. Para valores maiores de massa, a partir de 10° GeV/, embora apresente
velocidades relativamente baixas em comparacao a velocidade da luz, a escala de energia
do sistema indica que um tratamento mais adequado se da via equacao de Dirac, como

ja discutido anteriormente.
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Capitulo 4

Conclusao e perspectivas

O trabalho propunha a construcao de um modelo de interacao entre monopolos mag-
néticos, baseando-se na proposta de Yoichiro Nambu para descrever o méson, de 1974,
e a verificagao da possibilidade dessa interacdo permitir a existéncia de estados ligados
entre os monopolos. Partindo da forma potencial apresentada por Nambu, propusemos
um potencial de interacdo e averiguamos se ele atendia os requisitos para a formagao de
estados ligados, do sistema aqui denominado "Atomo de Nambu'.

Atestada a possibilidade de estados ligados, pudemos encontrar algumas caracteristicas
do modelo, como: o bound de Set6-Bargmann, que nos diz o niimero maximo de estados
ligados por momento angular; o momento angular maximo do sistema; a energia e o
raio médio do estado fundamental do atomo. No calculo desses dltimos, utilizamos do
método variacional para estimar esses valores. Devido ao método utilizado, os valores
aqui apresentados sao tao bons quanto a funcao de teste utilizada.

Todos os resultados foram expressos, a principio, em relagdo aos parametros da inte-
racao, cujos valores nao estao definidos: a massa e a carga magnética dos monopolos e a
massa do boson mediador. Estimativas dos valores desses parametros foram feitas para
o calculo dos limites superiores da energia do estado fundamental e de seu raio médio
através do método variacional, apresentados na Tabela 3.1.

Por tultimo, analisamos os resultados obtidos na Secao 3.3 e vericamos se a abordagem
utilizada no trabalho, via equagao de Schrodinger, era condizente com os resultados obti-
dos. Isso foi feito calculando-se a velocidade quadratica média das particulas no atomo,
partindo do principio da incerteza de Heisenberg, e se mostrou, em parte, positivo. Para
os menores valores de massa apresentados na Tabela 3.1, o resultado se mostrou satisfato-

rio. Ja para os casos mais massivos, a escala da energia encontrada sugere uma abordagem
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relativistica.

Para dar prossegimento ao trabalho, varias possibilidades foram deixadas. Seguindo
o que foi apresentado aqui, podemos calcular as corregoes relativisticas nos valores de
energia. Pode-se também repetir os cdlculos utilizando outras fungoes teste, de maneira
a testar se os resultados exposto aqui sao os melhores possiveis. Para além disso, uma
analise matematica rigorosa das condi¢oes necessarias para a auto-adjuncao do operador
Hamiltoniano, definido na equagao (3.25), deve ser feita.

Outras possibilidades em aberto sdo: um tratamento relativistico para esse modelo
através da equgao de Dirac (supondo-se que esses monopolos sejam férmions de spin
1/2); o estudo do espalhamento de monopolos pelo potencial aqui proposto, semelhante
ao estudo feito em [32]; novas abordagens quanto ao truncamento do termo linear do
potencial, de modo a suavizar a sua quebra.

Mais do que simplesmente gerar um conjunto de resultados, o "Atomo de Nambu" trouxe

também uma série de questionamentos e propostas em aberto para serem exploradas.
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