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Resumo

SANTOS, Vanessa de Amaral, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, dezembro de 2020.
Estimativa da dimensao de Hausdorff dos conjuntos de Julia hiperbdlicos da
familia de funcoes racionais F),(z) = 2" + A/z". Orientador: Alexandre Miranda
Alves.

Neste trabalho, classificamos trés tipos diferentes de conjunto de Julia obtidos através do
Teorema da Tricotomia de Escape e estimamos suas respectivas dimensoes de Hausdorff.
Tais conjuntos sao ditos conjuntos de Julia hiperbélicos e sao extraidos da familia de
fungoes racionais F) ,(z) = 2" + A/2", com, n > 2 e A € C\ {0}, definidas na esfera de

Riemann.

Palavras-chave: Fungoes racionais. Tricotomia de escape. Dimensao de Hausdorff.

Conjunto de Julia.



Abstract

SANTOS, Vanessa de Amaral Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, December,
2020. Estimation of the Hausdorff dimension of the hyperbolic Julia sets of
the family of rational functions F),(z) = 2" + A/z". Adviser: Alexandre Miranda
Alves.

In this work, we classify three different types of Julia sets obtained through the Escape
Trichotomy Theorem and estimate their respective Hausdorff dimensions. Such sets
are called Julia hyperbolic sets and are extracted from the family of rational functions

Fan(z) =2"4+X/2", withn > 2 and A\ € C\ {0}, defined in the Riemann sphere.

Keywords: Rational functions. Escape trichotomy. Hausdorff dimension. Julia set.
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Introducao

O campo da dinamica complexa, o qual é definido como o estudo de sistemas dindmicos
definidos por iteracao de fungoes em espacos de nimeros complexos, iniciou-se com o
método Newton no plano complexo feito por Cayley em 1879. Logo apés, houve um
longo periodo de dorméncia nesta area, ressurgindo apenas no final do século XIX e inicio
do século XX. A possibilidade de visualizar no computador as bacias de atracao deu um
grande impulso na area. Além disso, houve as contribuigoes de trabalhos desenvolvidos
por Douady, Hubbard, Sullivan, entre outros.

O presente trabalho consiste em uma pesquisa bibliogréfica pautada essencialmente na
referéncia [3] que investiga a dimensao de Hausdorff dos conjuntos de Julia hiperbolicos na
familia de fungoes racionais, da forma F) ,,(z) = 2"+ /2", com, n > 2e A € C\ {0}. Esta
familia foi extensamente estudada por Devaney e outros colaboradores [5, 8, 9, 1], 12] e
continua sendo estudada atualmente por varios pesquisadores.

Este trabalho encontra-se dividido em trés capitulos. No Capitulo [I], introduzimos
nocoes sobre dinamica complexa, como o conceito de normalidade, defini¢oes do conjunto
de Julia e do conjunto Fatou, assim como algumas estruturas e propriedades dinamicas e
topologicas destes conjuntos. Além disso, apresentamos algumas defini¢oes e propriedades
de fungoes racionais e também algumas nog¢oes do conceito de valéncia, ponto fixo, ponto
critico e exibimos a Formula de Hurwitz-Riemann. No Capitulo [2] apresentamos através
do Teorema da Tricotomia de Escape uma classificacao para o conjunto de Julia da familia
de funcoes racionais F} ,, os quais, sao conjuntos de Julia hiperbélicos. A partir disso,
ainda neste capitulo mostramos algumas estimativas desses conjuntos. E por fim, no
Capitulo [3] estimamos a dimensdo de Hausdorff de cada um dos conjuntos de Julia
hiperbélicos descritos no Teorema da Tricotomia de Escape.
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Capitulo 1

Nocoes de Dinamica Complexa

Neste capitulo utilizamos as referéncias [4], [6], [7] e [I7] para pontuar algumas
defini¢oes e propriedades envolvendo fungoes racionais e também para apresentar a teoria
de conjunto de Julia e Fatou e algumas de suas propriedades. Antes disso, vejamos alguns
conceitos importantes de dindmica complexa.

1.1 Conceitos Iniciais

Nesta segao apresentamos alguns resultados gerais de dinamica complexa. Quando
nao for mencionado consideremos f : U C C — C uma funcao analitica, em que U é um
conjunto aberto. Além disso,

fr=fofo..of
—_—
n—vezes

é a n-ésima iterada de f definida como a composicao de f n-vezes consigo mesma.

Definicao 1.1. Dada a funcio f e z € U denominamos a orbita positiva de z por
T(z) = {fk(z) D k> O}. Se [ € inversivel, denominamos a orbita negativa de z por
= {f"(2); k <0}. E a drbita total por Oy = OF () U O; (2).

Definig¢ao 1.2. Dizemos que w € C ¢ um ponto fixo de f se f(w) = w.

Definicao 1.3. Dizemos que w € C ¢ um ponto periodico de periodo p se € um ponto fixo
de alguma iterada f?, ou seja, fP(w) =w ep> 1.

Definicao 1.4. Um ponto zy € pré-periodico, de periodo n, se zg nao € periodico, mas
existe um n > 0 tal que f"*'(z0) = f'(20), com i > 0, ou seja, f*(z0) € periddico para
1 >0, com 1 inteiro positivo.

Definicao 1.5. Se zy € C ¢ um ponto periddico de periodo p > 1 entdao a orbita positiva
de z9, O%(20) = {21, .-, 2p_1, 20} € uma orbita periddica.

Definicao 1.6. Dizemos que o multiplicador de uma orbita periodica de periodo p € o
numero

A= (f7)(20)



11

em que, zg € um ponto qualquer da orbita. Dizemos que a orbita periodica € classificada
da sequinte forma:
i) superatratora se | A |= 0;
ii) atratora se 0 <| A |< 1;
iii) repulsora se | A |> 1;
iv) indiferente se | A |= 1.
Exemplo 1.7. Se f(z) = z* entdo 0, 1 e 0 0o sdo pontos periddicos de f de ordem 1.
Assim o multiplicador € classificado como:
i) \=| £(0) |=0, portanto 0 superatrator;
i) A =| f (1) |= 2, portanto 1 ¢ repulsor;

i) A =| fl(oo) |= 00. (Quando o ponto no infinito € periddico sob um mapa racional,
a Defini¢ao pode ser um pouco confusa. Neste caso, o multiplicador \ € igual
ao limite, com z — 0o, da derivada de f(2).)

A seguir enunciamos o Teorema de Linearizacao, o qual nos permite estudar o
comportamento de uma fungdo f qualquer a partir de uma aplicagdo conforme (veja
referéncia [17], pagina 31).

Teorema 1.8. Se f possui um ponto fizo atrator em zy, com multiplicador \ satisfazendo
0 < |A| < 1, entao existe uma aplicagdo conforme & = p(z), de uma vizinhanga do zy sobre
uma vizinhanga de 0, a qual conjuga f(z) com a fungao linear g(§) = N§. A conjugagao
€ unica, a menos de multiplicacao por um fator constante nao nulo.

Demonstragio. Suponha zy = 0. Defina ¢, (2) = A" f"(2) = 2 + b1 2" ... , entdo @,
satisfaz

pnof =2 = Mg

Assim, se ¢, — @ entdo o f = Ay e temos que po fop ' = X e ¢ é uma conjugacao.
Mostramos a convergéncia citada acima, ou seja, que ¢, — . Note que, para § > 0
pequeno, temos
| f(z) =Xz |<C) 2|7, | z|< 0 e C > 0 constante.
Dessa forma,
| FEISIA 2 +C [z P< ([ A][+C0) | 2],
e por indugdo com | A | +C§ < 1,

/() < (A+C0)"z], |z <.
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2
Tome § pequeno de forma que se p = M < 1, obtemos
nt1 w1 | [TUEEAR)| _ C L) P _ p"Clef?
| ¥ (Z) - ¥ (Z) |_ )\n+1 — | )\ |n+1 S )\

para |z| < §. Desta forma ¢"(z) converge uniformemente para |z| < §, e existe a
conjugagao. Para garantirmos a unicidade, suponha que existam duas aplicagoes ¢ e
¥ que conjugam a aplicagdo f com a funcdo linear g(§) = A{. Dessa forma, se fizermos a
expansao como uma série de poténcias da composicdo ¢ o ¢!, entéo

G oM (E) = b€ + by + bs& + ...

Multiplicando ambos os membros da igualdade por A e comparando os coeficientes,
obtemos
Ab, = b, \",

para algum n. Consequentemente, temos que by = by = ... = 0. Assim, ¢ o)~ (&) = b,
em outras palavras, ¥ (z) = b1¢(z2).

]

O Teorema de Bottcher enunciado a seguir prova a existéncia da conjugagao no caso
superatrator. Assim, seja f uma funcao com um ponto fixo superatrator zy, podemos sob
uma mudanga de coordenadas considerar zg = 0. Assim, f pode ser escrita pela série de

poténcias

n+1+.

f(2) = anz" + api12 - (1.1)

com n > 2 e a, # 0 onde o inteiro n é o grau local de f.

Teorema 1.9. Se f satisfaz as condigoes acima entao existe uma mudanca de coordenadas
holomorfa w = ¢(z), com ¢(0) = 0, que conjuga f com a fun¢io w — w" em uma
vizinhaga zero. Além disso, ¢ € unica, a menos de multiplicagao por uma (n — 1)-raiz da
unidade.

Demonstracio. Seja (n — 1) alguma raiz ¢ de a, tal que ¢~ ' = a,. Entdo, conjugando

f <E> por um multiplicador ¢, temos
c
cf <E> = 202" g2 4 by 4
c
= 2"(1+ b1z + be2® +b32° .. ),

cujo coeficiente lider é igual a 1 e sua dinamica é analoga a f. Assim, sem perda de
generalidade, nossa aplicacao tem a forma

f(z) = 2"(149(2)),

1
onde g(z) = byz + byz® 4+ bgz® + .. .. Facamos a escolha de um raio 0 < r < 3 tal que
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1 1
lg(2)] < 5 1o disco D, de raio r. Entao, para |z| < 5 temos

501 = 1 gl
< 2" 1+ =
- §z”< )
_ s
%n+1
< 3

de modo que f mapeia o disco D, em si mesmo. Além disso, f(2) # 0 para z € D,\ {0}

1
uma vez que |14 g(z)| > 3" Vemos indutivamente que a k-ésima iterada de f tem a forma

F5(z) = 2" (1 +n"'b1z 4+ (termos mais elevados)).

onde f* também mapeia I, em si mesmo com o zero ocorrendo apenas em z = 0. Agora

defina,
ou(z) = "V[Hz)

an<1 +nF s+ (termos mais elevados))ni’“

(15
= z(1+—2z+4+.../,
n

onde o termo mais a direita é obtido tomando a expansao de Taylor de ¢, préoximo do
zero. Escolhendo implicitamente uma das n” raizes possiveis de ¢. Em consequéncia a
essa escolha, temos que

Oe(f(2)) = (Drs1(2))"
Queremos mostrar que

o(f(2)) = (0(2))" -

Para isso provaremos que ¢, converge uniformemente em D, para a funcao limite
¢ : D, — D. Para mostrarmos a convergéncia facamos a substituicio z = ¢, onde
¢ € H, = {z+iy|x <log(r)}. Entao, a aplicagdo f do disco D, sobre si mesmo
corresponde a uma aplicacio F(¢) = log(f(e*)) de H, sobre si mesmo. Tomando

1
g(e8) = bre® + bye* + ..., com |g(e®)| < 3 temos

F(§) = log(f( )
= log(e"(1+ g(e%)))
= n&+log(1+g(e )2

) —

13
= n{+ (g( ole

AT

onde a expressao anterior provém de uma escolha explicita do ramo do logaritmo que
estamos usando. Observe que F mapeia H, holomorficamente em si mesmo. Além disso,
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1
para |g(e®)| < 3 temos
[F(§) —ng| = |log(1+g(e)]

o)

<
< log(2)
< 1

Y

1
para todo { € H,. Da mesma forma, a aplicacio ¢x(z) = (f*(2))"* para [z] < r
corresponde a uma aplicagao

= clon (74(¢9)
_ MY
= —
a qual é holomorfa em H,. Entao,
FE+1 Fk
Bele) = RO = nk+(1£) B ngf)
|[FE(€) —nFH(Q)]
B kL
< nk+1’

Uma vez que, a aplicacao exponencial reduz distancias, segue que

1
|Prt1(2) — Pr(2)| < i bara z € D,.

Entao, quando k — 0o, ¢ converge uniformemente para a aplicagao holomorfa limite ¢.
Portanto,

o(f(2)) = (6(2))" -

Para a unicidade ¢ suficiente estudar o caso especial f(z) = z". Se a aplicagao da forma
#(2) = c12 + 2" + (termos de menor grau)
conjuga z — 2" sobre si mesmo, entao a série
P(2) = 12" + cp2™ + ..

deve ser igual a
(p(2)™ = 2™ + ey toptht 4
n—1

com nk < n+ k — 1. Comparando os coeficientes, encontramos ¢} = 1 e que os
coeficientes restantes se anulam, o que prova o resultado. O

Definicao 1.10. Se w € C € um ponto fixo atrator de f, dizemos que a bacia de atracao
de w € o conjunto
A(w) ={z€C; f*z) = w,k — oo}
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e a bacia imediata de atra¢io de w, Ag(w), € definida como a componente coneza de A
contendo w.

Exemplo 1.11. Se f(z) = 2*, entio A(0) = B(0,1) e A(cc) = C\ B(0,1).

Definicao 1.12. Se O é uma drbita periodica atratora de periodo m, definimos a bacia de
atrag¢ao dessa drbita como sendo o conjunto aberto A C S consistindo de todos os pontos
z € S para os quais as sucessivas iteradas f™(z), f*™(2), ..., convergem para algum ponto

de O.

1.2 Funcoes Racionais

Nesta secao, introduzimos algumas definicoes e propriedades das fungoes racionais,
as quais, exibem caracteristicas dindmicas muito interessantes. Introduzimos também
algumas nogoes de valéncia, ponto fixo, ponto critico e exibimos a Féormula de Hurwitz-
Riemann para uma fungao racional.

Definicao 1.13. Seja P e () fungoes polinomiais, definimos a funcao racional R : C — @,
por

P(z)

Q(z)’

em que, P e Q sao ambos polindmios nao nulos. Além disso, se P =0 entao R =0 e se
Q =0 entdo R = oco. Assumiremos também que P e ) sao coprimos e que o grau de R
€ dado por

R(z) =

deg(R) = max {deg(P), deg(Q)}

Vejamos o exemplo a seguir.

3442242 3
Exemplo 1.14. Seja R(z) = e e . Entao, deg(R) = 3,R(1) = oo e

z—1
R(c0) = 0.

Proposicao 1.15. Se R : C — C ¢ uma fungao racional, em que deg(R) = d > 0 entao
para todo w € C a equagdo R(z) = w tem d solugées em z, contando multiplicidades.

Demonstracao. Suponhamos que a funcao racional R é nao constante e que R =
P(2)/Q(2), deg(P) = n e deg(Q) = m, tal que

a, 2"+ ...+ ag

R(z) =

onde P e () sao coprimos. Se n = m entao todos os zeros e polos de R estao em C e

consequentemente existem exatamente n = m = d de cada, sendo estas raizes de P e ()

respectivamente e R tem o mesmo numero, deg(R), de zeros como polo. Se n > m entao

R tem n = d raizes e m polos nas respectivas raizes em C. Observe que também existe

um polo no oo, cuja multiplicidade é por definicdo a multiplicidade de 0 em 1/R(1/z2).
Qu/z)

P(1/z)’

Isto é,

by 2™ 4 4 b2™
Ay + ...+ ag™
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de modo que, 0 tem multiplicidade n —m. Portanto, existem m +n —m = n = d polos no
total. Similarmente mostramos que o mesmo é valido para o caso m > n, neste caso, existe
um zero no oo com multiplicidade m —n. Finalmente, se w # oo o nimero de solugoes da
equagdo R(z) = w é por defini¢ao o namero de raizes da equagao R(z) — w = 0, ou seja,

P(z) —wQ(z)
Qz)

Dado que, P e () ndo possuem zeros em comum, logo, P(z) —w@Q(z) e Q(z) também nao
possuem zeros em comum. Dessa forma, R(z) —w e R(z) tem o mesmo grau, de maneira
que, como vimos acima eles tem o mesmo nimero de raizes, ou seja, d. Se w = 0o, entao
o namero de solugdes R(z) = w é o numero de polos de R que como vimos, também é d,

para qualquer w € C. n

R(z) —w =

Decorre da proposigao apresentada a seguir que se R é uma fungao racional entao o
conjunto R~'(z) consiste de d pontos, para todo z € C. Logo, segue imediatamente do
resultado acima o seguinte corolario.

~

Corolario 1.16. Se R : C — C ¢ uma fun¢ao racional e para todo w € C a

equagao R(z) = w tem exatamente d solugdes em z, contando com multiplicidades, entao
deg(R) = d.

Definigao 1.17. Dadas duas fungdes racionais R e S, definidas em C ou em ((A:, dizemos
que sdo conjugadas se existe um homeomorfismo 1, tal que, S =1 o Roy~™t. Se 1 ndo é
mjetiva, mas vale a relacao o R = So1), entiao dizemos que R e S sdao semi-conjugadas.

Proposicao 1.18. Sejam R, S : C—C fungoes racionais, entao

deg(Ro S) = deg(R) - deg(S).

Demonstracao. Com efeito, temos que a composicao de func¢oes racionais é uma funcgao
racional. Tomando w € C temos pela proposicao que a equagao R(z) = w

tem exatamente deg(R) solugbes, contando com multiplicidade. Seja &i,...,&;, nao
necessariamente distintos, estas solugoes. Entao, para cada ¢ = 1,...,d a equagao
S(z) = & tem exatamente deg(S) solugoes, contando com multiplicidade. Assim, a

equagao R(S(z)) = w tem, no total, exatamente deg(R) - deg(S) solugoes, contando
com multiplicidade de modo que Ro S tem grau deg(R) - deg(.S) pelo Corolario [1.16, [

Proposicao 1.19. Se R, S : C — C sdo funcgoes racionais conjugadas, isto €, existe um
homeomorfismo v tal que S =1 o Ro™!, entdo

i) deg(R) = deg(5)

i) S™ e G" sio fungoes conjugadas, isto €, S™ =1 o R op™ ",

iii) Se R possuin pontos fixos em zy, entao, S também possuin pontos fixos em g(z).
Logo, R e S possuem o mesmo nimero de pontos fizos contando com multiplicidade.

i) R e S tem o mesmo nimero de pontos criticos.
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Demonstragao. i) Segue da proposigao m
ii) Observe que,

S? = goRogilogoRog*1

= goRog™.

Logo, por inducio sobre n podemos mostrar que S™ =) o R" o)™ ".
iii) Segue por [4] pagina 39 Lema 2.6.1.

iv) Suponhamos que a funcao g seja diferenciavel zy um ponto critico de R. Assim,

S'(9(20) = g'(R(20)) R (20)(97") (9(20)) = 0.
Dessa forma, S tem um ponto critico em g(zp).
O
Proposigdo 1.20. Se R : C — C ¢é uma funcdo racional cujo deg(R) = d, entao R tem
no mdximo 2d — 2 pontos criticos.
Demonstracao. Veja [4], paginas 43 e 44. ]

Exemplo 1.21. Seja
2241

R(2) =

Entao, deg(R) = 2 e pela Proposi¢ao R tem no mdximo 2-2—2 = 2 pontos criticos.
De fato,
2241
z

=0<=2z=1 ou z=-1

R'(z)=0<+=

Proposicao 1.22. Se R : C — C ¢ uma func¢ao racional entio R tem exatamente d + 1
pontos fizos, contando com multiplicidade.

Demonstra¢ao. Com efeito, suponha R uma fungao racional em que deg(R) = d. Assim,
dado que a conjugacao preserva o numero de pontos fixos, podemos assumir que o infinito
nao é um ponto fixo de R. Entao, os pontos fixos de R sao dados por

R(z):z(#:oo}R(z)—z:O.

Consideremos R(z) = P(2)/Q(z) com P e ) coprimos e seja & um ponto fixo de R, entdo
¢ é finito. Dado que, Q(§) # 0, o ntumero de zeros de R(z) — z em & é exatamente o
mesmo que o namero de zeros de P(z) — 2Q(z) em £. Consequentemente o nimero de
pontos fixos de R é exatamente o nimero de solugdes de P(z) = 2Q(z) em C. Como R
nao fixa oo, temos

deg(P) < deg(Q) = d,
entdao o grau de P(z) — zQ(z) é exatamente d + 1. O

Nosso préximo objetivo é apresentar a Formula de Hurwitz-Riemann, para isso,
primeiramente vejamos algumas defini¢oes.
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Definicao 1.23. Seja F' uma func¢ao nao constante e holomorfa proximo ao ponto zo € C.
Entao, se F' tem uma expansao de Taylor em zy dada por

F(2) = ap+ ar(z — 20)" + ap1 (2 — 20)F T+ ..

onde k # 0. Dizemos que o inteiro k € a valéncia de F' em zy e denotamos por vp(zp).

Definimos a deficiéncia de F' em z como 6p(2) = vp(2z) — 1. Onde vp(z) é a valéncia.
Definigao 1.24. Para qualquer conjunto A definimos a deficiéncia total de R sobre A

Sr(A) = dn(2).

z€A
Denotamos x(U) como a caracteristica de Euler do conjunto U. Em particular sabemos
que se U ¢ um disco fechado entao x(U) = 1.

Teorema 1.25. (Fdérmula de Hurwitz-Riemann) Seja a func¢ao racional R : U — V tais
que U,V sao dominios em C. Se R satisfaz as afirmagoes abaizo,

i) V' é um dominio limitado por um niumero finito de curvas de jordan mutuamente
disjuntas;
i) U é uma componente de R~ (V);
iii) nao existe valores criticos de R na 0V'.

Entao, existe um inteiro n tal que R € um mapa n—fold de U sobre V' (isto é, para cada
w em V, existe exatamente n solugoes z de R(z) =w em U) e

X(U) +0r(U) = nx (V).

Demonstragao. Veja [4], pagina 87. ]

Definicao 1.26. Dizemos que uma func¢ao racional de grau d > 2 € dinamicamente
hiperbolica se, e somente se, a orbita de cada ponto critico converge para uma Orbita
periodica atratora.

1.3 Conjuntos de Fatou e Julia

Para estudarmos os conjuntos de Julia e de fatou precisamos primeiramente da
definicao de familia normal.

Denotamos por C(U, V') como o conjunto de todas as aplicagoes continuas de U em V/,
onde U e V sao subconjuntos de C.

Defini¢ao 1.27. Um conjunto F C C(U,V') é normal se cada sequéncia em F possui
uma subsequéncia que ou converge uniformemente em cada compacto K C U para f em
C(U,v).
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Teorema 1.28. (Teorema de Arzela-Ascoli) Um conjunto F C C(U,V) ¢ normal se,
e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas :

(1) Para cada z € U, {f(2); f € F} tem fecho compacto em V ;

(i) F € equicontinua em cada ponto de U.

Demonstragao. Veja [T, pagina 148. ]

Teorema 1.29. Uma familia F de fungoes holomorfas em um dominio D limitada por
alguma constante fixa é normal.

Demonstracao. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli é suficiente provarmos que a familia F é

equicontinua. Suponha C a fronteira de um disco fechado de raio r contido em D. Desta
roer
forma, dado € > 0 tome § < min {5, ik onde M é uma constante fixa positiva. Se z

e 2o estao no interior de C', entao pela formula Integral de Cauchy, temos

1 f(6) 1 f(6)
f(2) = flao) = — dé — —
C/(f—zo)

dg

(€ —2)(§ — 20)

Suponha ainda que M seja a constante fixa que limita cada fungao f € F,isto ¢, | f |[< M
r

em C'. Se restringimos z e 2y ao disco concéntrico de menor raio, 27 segue-se que

| 2 — 20| | f(©) ]
| f(z) = f(z0) | = | dg |
2w ) TE-2) €=
| 2 — 29 | 4M /
< - d
< o2l [ ae
c
| 2 — 20 |4AM
= ——(2
2T r2 (2mr)
_ AM |z -z |
— . .
Logo
AM | z — 2
1)~ feo) < =]
Portanto a familia é equicontinua. E por decorréncia do Teorema de Arzela-Ascoli é
normal. O

Definicao 1.30. Sejam R e S superficies de Riemann. A aplicacao holomorfa P: R — S
€ uma aplicagao de recobrimento, se todo w € S estd em algum disco coordenado U tal
que cada componente conexa de P~ (U) € levada de maneira conforme por P em U.



20

Definimos ainda S como recobrimento universal de S obtida por S em relagdo a todos
0s loops ao redor dos pontos nao triviais de fronteira U .

Lema 1.31. Se M = C\ {0,1} € a esfera perfurada trés vezes, entao M ¢
conformalmente equivalente ao disco unitdrio D.

Demonstracao. Como D é conformalmente equivalente & parte superior do plano H =

{z eC:1I m(z) > 0}, é suficiente encontrar uma aplicacao de recobrimento de H sobre
z J——

M. Suponha
1
> = .
2 2}

Entao pelo Teorema da aplicagao de Riemann (veja [1], pagina 229) existe uma aplicagao ¢

1
2—5 :5 Pelo

E:{z:0<Re(2)<1,

de E para H fixando 0, 1, c0. Denote E* a reflexao de E sobre o circulo

principio de reflexao de Schwarz, extendemos ¢ para uma aplicacao conforme de £'U E*
para C \ (c0,0] U [1,00). Estendendo ¢ a todos {0 < Re(z) < 1,Im(z) > 0} tomando
os valores em C \ {0,1}. Por reflexdo das linhas verticais {Re(z) = n} para n inteiro,

estendemos 1 para todo H. Por construcao temos que ¢ é uma aplicagao cobertura de
H sobre M. O]

De maneira geral, a verificagao da normalidade de uma familia é feita com o Teorema
de Montel.

Teorema 1.32. (Teorema de Montel) Seja U um dominio em C ¢ F uma famdia de

aplicagoes de U para C que omite trés diferentes valores. Isto €, existem valores distintos
a,b,c em C tal que f(U) C C\{a,b,c} para toda f em F. Entao, a familia F € normal.

Demonstracao. Vamos assumir que U ¢é um disco. Por composicao com uma
transformagao de Mobius, assumimos que as fungoes f € F nao assumem os valores
0,1,00. Seja S = C\ {0,1}, entdo pelo lema anterior , existe uma aplicagao de
recobrimento ¢ : D — S. Suponha f: U — D um levantamento para f em F, tal

que ) o f = f Entao pelo teorema |1.29 o conjunto {f, fe .7-"} ¢ uma familia normal.

Portanto, F é normal.

Com a noc¢ao de normalidade aplicada as iteragoes de uma fungao analitica, podemos
finalmente definir de maneira geral os conjuntos de Fatou e de Julia.

Definigao 1.33. Seja Ca esfera de Riemann, que € uma superficie de Riemann compacta,
e f: C— C uma aplicagcao holomorfa e f* : C — C a n-ésima iterada. O dominio de
normalidade da colegiao de iteradas " € chamado Conjunto de Fatou para f. O seu
complementar é chamado de Conjunto de Julia.

Usaremos J(f) para conjunto de Julia e F/(f) para o conjunto de Fatou de uma fungao
f. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.34. Seja a funcgio f(z) = z*. Vejamos que J(f) é o S'. De fato,
primeiramente observe que a k-ésima iterada da funcio f € dada por f¥(2) = 22 Assim,
temos trés casos para analisar:



21

i) Se |z| < 1 temos que |f*(2)] — 0 quando k — oo. Logo, todo o disco aberto
estd contido no conjunto de Fatou de f, pois, neste caso as iteragoes sucessivas em
qualquer subconjunto compacto convergem uniformemente para zero.

ii) Se |z| > 1 temos que |f*(2)| — oo quando k — oo. Logo, todo o exterior do disco
fechado estd contido no conjunto de Fatou f, pois, neste caso as iteragoes de f
convergem para a fun¢do contante z — 0.

i) Se|z| =1 temos que | f*(2)| = 1 para todo k. Logo, se z pertence ao circulo unitdrio
entao para qualquer vizinhanga desse ponto teriamos pontos em que as iteradas de f
por um lado convergiriam para 0 e por outro lado convergiriam para o oo. Portanto
a funcio f € descontinua e consequentemente conjunto de Julia de f é S*.

Figura 1.1: Conjunto de Julia da funcdo f(z) = z* ¢ S*.

Exemplo 1.35. Seja a fungdo polinomial f(z) = 2> +i. A Fz'gum ¢ um dentrito (isto
é, por defini¢cao é um conjunto compacto, conexo e nao contém um curva fechada simples)
e representa o conjunto de Julia da funcao f .

Figura 1.2: Conjunto de Julia de f(z) = z* + i é um dentrito.

Exemplo 1.36. Considere f(z) = 2> — 0.75 + 0.17i, entdo a Figura representa o
conjunto de Julia de f .
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Figura 1.3: Conjunto de Julia de f(z) = z* — 0.75 + 0.17i

Definicao 1.37. Seja P : C — C um polinémio complexo monico de grau d > 2. O
Conjunto de Julia Cheio de P é definido por

K(P)={z:P"(z) » oo}

Observagao 1.38. Com a definicao de conjunto de Julia Cheio e com a defini¢io do
conjunto de Julia, observamos que o conjunto de Julia é o bordo topoldgico do conjunto

de Julia Cheto.

Exemplo 1.39. Para o polinémio Py(z) = 2% o conjunto de Julia Cheio K(Py) ¢ o disco
unitdrio fechado, e o conjunto de Julia J(FPy) € o circulo unitdrio.
De fato, como Py(2) = 2%, entao P (z) = 2%". Assim PJ(z) converge para 0 em {|z| < 1}
e converge para oo em {|z| > 1}, portanto o Conjunto de Julia Cheio é o conjunto
{z :|z| <1}, e o conjunto de Julia € o circulo unitdrio {|z| = 1}.

A seguir exibimos uma sequéncia de propriedades relacionadas aos conjuntos de Julia
e Fatou. Para tanto, nos fundamentamos em [17].

Teorema 1.40. (Lema da Invaridncia) O conjunto de Julia J(f) de uma aplicagdo

holomorfa f - C—Cé¢ completamente invariante sobre f. Isto é, z pertence a J(f) se,
e somente se, f(z) pertence a J(f). Da mesma forma, ocorre para o conjunto de Fatou.

Demonstracao. Uma afirmacao equivalente é que o conjunto de Fatou é totalmente
invariante. De fato, primeiramente note que f~'(F(f)) € F(f), pois f é holomorfa e
F(f) é aberto. Agora suponha que zyp € F(f), e que uma subsequencia "t = " o f
converge uniformemente em uma vizinhanga de zy. Como f é analitica, ela aplica uma
vizinhanga de zy em uma vizinhanga de f(zp). E além disso, f™ converge uniformemente
em uma vizinhanga de f(z), pois 2o € F(f). Segue que f(z9) € F(f), e dai f(F) C F,
portanto F é completamente invariante. Como C = F(f)UJ(f) tem-se que J(f) também
é completamente invariante. O

Lema 1.41. (Lema da Iteracédo) Seja f : C — C wma aplicagio holomorfa. Para
qualquer k > 0, o conjunto de Julia J(f*) da k-ésima iterada coincide com o conjunto de

Julia J(f).
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Demonstracdo. O conjunto de Julia de f coincide com o conjunto de Julia de f*, pois
se f* é normal sobre um conjunto aberto U entdo f™* também é normal sobre U. Por
outro lado se f™* é normal sobre U entdo f* também é normal sobre U, e dai segue o
resultado. O]

Lema 1.42. Cada drbita periddica atratora estd contida no Conjunto de Fatou F(f). De
fato, toda bacia de atra¢ao A para uma drbita periddica atratora estd contida no conjunto
de Fatou. Além disso, cada orbita periddica repulsora estd contida no conjunto de Julia.

Demonstragao. Primeiro considere um ponto fixo z; com multiplicador A. Se |[A| > 1,
entao nenhuma sequéncia de iteradas de f pode convergir uniformemente proximo de zg.
Como a primeira derivada de f" em zg é A", temos que f tende ao infinito quando n — oo.
Se |A] < 1 e escolhendo ¢ tal que [A\| < ¢ < 1 temos pela expansao de Taylor que

1f(2) = f(z0)| < clz — 20,

para z suficientemente proximo de zy;. Desta forma as sucessivas iteradas de f restritas
a uma vizinhanca de zy convergem uniformemente para a funcao constante z — z.
Portanto como um ponto periédico de f é um ponto fixo de alguma iteracao f™ segue o
resultado. n

Corolario 1.43. As drbitas periodicas repulsoras sio densas no Conjunto de Julia.

Demonstra¢ao. Vale lembrar que o conjunto de Julia J(f) nao possui pontos isolados.
Assim podemos excluir um quantos pontos de J(f) quisermos, sem afetar o argumento.
Seja zp um ponto qualquer de J(f) que nao seja ponto fixo nem valor critico. Por outras
palavras assumimos que existem d pré-imagens zy, 25 - - - , zg que sao distintas umas das
outras e de zg, onde d > 2 ¢é o grau de f. Pelo Teorema da Funcao Inversa, podemos
encontrar d funcoes holomorfas z — ¢;(2) que sao definidas em alguma vizinhanga N de
2o, € que satisfazem f(¢;(2)) = z, em que ¢;(z) = z;. Para algum n > 0 e para algum
z € N a funcdo f"(z) deve assumir um dos trés valores z, ¢1(2z) ou ¢5(z). Caso contrario
a familia das fungoes holomorfas

o) = M) = 1)z = 6n(2)
! (f*(2) = 92(2)) (2 = d1(2))
em N evitaria os valores 0, 1 e 0o, e assim seria uma familia normal. Logo { f"|N} também

seria uma familia normal, contradizendo a hipotese de que N intersepta o conjunto de
Julia. 0

Antes de apresentarmos o proximo teorema precisamos da definicao de grande orbita

Definicao 1.44. Chamamos grande orbita de um ponto z sob f : S — S, ao conjunto
GO(z, f) consistindo de todos os pontos 2 €8 cuja orbita em algum momento intercepta
a orbita de z. Assim z e z tem a mesma grande orbita se, e somente se, f™(z) = f*(2)
para alguma escolha de m > 0 en > 0. Um ponto z € S serd chamado grande orbita
finita ou excepcional sobre f se sua grande orbita GO(z, f) C S € um conjunto finito.

Definicao 1.45. O conjunto dos pontos de C que tem grande orbita finita serd denotado

por e(f)
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Teorema 1.46. (Transitividade) Seja z; um ponto arbitrdrio do conjunto de Julia
JcCe seja N uma vizinhanga arbitrdaria de zy . Entao a uniao U_de imagens futuras
f"(N) contém todo o conjunto de Julia, e contém todos os pontos de C ; a excegao de, no
mdzrimo dois pontos

Demonstra¢ao. Primeiramente note que o conjunto complementar C \ U pode conter no
méximo dois pontos, pois se C \ U contém mais de dois pontos, usando que f(U) C U,
obtemos pelo Teorema de Montel que U deve estar contido no conjunto de Fatou,
que é impossivel, pois z; € U N J. Novamente usando que f(U) C U, temos que alguma
pré-imagem de um ponto z € C \ U deve pertencer ao conjunto finito C \ U. Seguindo
com este argumento, que alguma pré-imagem de iterada z é periddica, concluimos que z
é ele mesmo periodico e com grande orbita finita. Assim o conjunto €(f) de grande orbita
finita é disjunta de J, segue que J C U. Finalmente, se N ¢ pequeno o suficiente entao

NC@\a(f),seguequeU:C\g(f). O]

Lema 1.47. Se f € uma aplicagao racional de grau 2 ou mais, entao o Conjunto de Julia
J(f) € nao vazio.

Demonstragao. Suponha que J(f) = 0, entdo f" é uma familia normal sobre todo @, e
entdo existe uma subsequéncia {n;} tal que f"(2) — g(z) para alguma funcéo analitica
g de C para C . Se g € constante entao a imagem de f™ estd contida em uma pequena
vizinhanc¢a de um valor constante, o que é impossivel, pois f" converge em C . Se g é nao

constante entao f" tem o mesmo nimero de zeros de g, o que é impossivel ja que f" tem
grau d". O

Corolario 1.48. Se o Conjunto de Julia contém um ponto interior, entao ele deve ser
igual a toda a esfera de Riemann.

Demonstrag¢ao. Se J(f) tem um ponto interior z;, entdo escolhendo uma vizinhangaa
N C J(f) de z; a unido U C J(f) de imagens futuras de N ¢ densa em J(f), portanto
U = C, e como J(f) ¢ fechado segue que J(f) = C. O

Corolario 1.49. Se A C C ¢ a bacia de atragao de alguma orbita periodica atratora, entao
0 bordo topoldgico 0A = A\ A € igual a todo o Conjunto de Julia. Cada componente
do Conjunto de Fatou F ou coincide com alguma componente conexa da bacia A ou é
disjunta de A.

Demonstracao. Se N é uma vizinhanca de um ponto do conjunto de Julia, entao pelo
Teorema da Transitividade f™(N) intercepta A, e dai o proprio N intercepta A,
e assim temos que J(f) C A. Mas J(f) é disjunto de A entdo J(f) C dA. Por
outro lado, se N é uma vizinhangaa de um ponto de 0A entdo alguma iterada f"|y
deve ter uma descontinuidade entre A e 0.A, e assim A C J(f). Finalmente, note que
alguma componente conexa do conjunto de Fatou intercepta A, uma vez que nao pode
interceptar o bordo de A, deve coincidir com alguma componente de A. Portanto segue
o resultado. O]
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Corolario 1.50. Se zy é um algum ponto do conjunto de Julia J = J(f), entao o conjunto
{2z € C; f™(2) = 2 para algum n > 0} = OLjOf’"(zo)

€ denso em J(f).

Demonstragao. Primeiramente note que zo ¢ e(f), pois zo € J(f). Pelo teorema
temos que, se z; € J(f) entdo ele pode ser aproximado por fechados arbitrarios que
contém z que pertence ao conjunto formado pelas érbitas passadas de zp. O

Corolario 1.51. Se f é uma aplicag¢io racional de grau 2 ou mais, entiao J(f) nao tem
pontos isolados.

Demonstragao. Seja zg € J(f) e U uma vizinhanga aberta de z5. Assumiremos que zy nao
é periodico e escolhemos z; com f(z1) = zp, entdo f"(zg) # 21 para algum n € N. Desde
que z1 € J(f), as iteradas passadas de z; sdo densas em J, entdo existe um £ € U com
f™(&) = z1,assim € € J(f)NU e € # 2y, logo zp nao é isolado. Agora suponha f"(zy) = 2o
para algum n minimal. Se 2y é a unica solucao de f"(zy) = zp ent@o zy deveria ser um
ponto fixo superatrator de f" contradizendo que 2z, € J(f). Portanto existe z; # 2z, com
f"(21) = 20, além disso f7(z0) # 2 para 0 < j < n, pois caso contrario isto asseguraria
que 0 < j <nedaf f/(z) = f""(2) = f"(21) = 20 contradizendo a minimalidade de n.
Assim como anteriormente, z; dever ter uma pré-imagem em U N J(f) que nao pode ser
20- ]

Corolario 1.52. Para toda aplicagao racional de grau 2 ou mais, o Conjunto de Julia
J(f) ou € conexo ou tem uma quantidade nao enumerdvel de componentes conexas.

Teorema 1.53. Para uma escolha qualquer de um ponto z € J(f), a orbita futura

{z.f(2), F*(2), ..}
¢ densa em J(f).

Demonstragao. Para cada j > 0 podemos cobrir J(f) por um nimero finito de conjuntos

abertos N;, de diametro menor do que — usando a métrica esférica. Para cada N,
J

seja Uj, a unido das pré-imagens de iteradas de f~"(V,,). Segue do corolario que o

fechado U;, N J(f) é igual a todo o conjunto de Julia, em outras palavras, U;, N J(f)

¢ um subconjunto denso do conjunto de Julia. Agora se z pertence a intersecao desses

conjuntos, entdo a orbita de z intercepta cada N;, e por isso é denso em J(f). O

Teorema 1.54. Seja f uma aplicacao racional de grau maior ou igual 2, e seja E um
subconjunto compacto da esfera de Riemann com a propriedade que para todo z € F(f),
a sequéncia {f"(z) : n > 1} nao acumula em nenhum ponto de E. Entdo dado algum
conjunto aberto U que contém J(f) temos que f~"(E) C U paran suficientemente grande.

Demonstracao. Suponhamos que a conclusao seja falsa, ou seja, existe alguma vizinhanca
aberta U de J(f), tal que para n em alguma sequéncia {ns, ns, - - } os pontos z, € f~"(E)
mas nao pertence a U. Sem perda de generalidade, supomos que z, — w, como U é
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aberto e w ¢ U, temos que w € F pois J(f) C U. Agora seja € > 0 positivo, existe
d > 0 tal que se |z, —w| < § implica que |f"(z,) — f"(w)| < d e como f"(z,) € E, assim
mostramos que f"(w) se acumula em F contradizendo a hipotese. O
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Capitulo 2

A Tricotomia de Escape para a familia
Fyxn

Y

Neste capitulo o objetivo é descrever o comportamento dindmico da familia de fungoes
racionais definidas na esfera de Riemann, dada por

A
Fan(z) = 2"+ =
A, (Z) zZ+ on

comn >2e\e C)\ {0}, restrito ao seu conjunto de Julia. Em especial, apresentamos
uma classificacdo através do Teorema da Tricotomia de Escape [12] para os conjuntos de
Julia que surgem quando as ¢rbitas dos pontos criticos da fungao F), escapam para o
infinito. Além disso, exibimos estimativas para estes conjuntos. Para tanto, utilizamos as
referéncias [3] e [9].

2.1 Aspectos da familia de fungoes racionais F) ,

Consideremos F), uma familia de fungoes racionais, definida na esfera de Riemann,
C, dada por

A
Fou(z) = 2"+ =, (2.1)

com A um parametro complexo nao nulo e n um inteiro positivo, tal que n > 2. Nesta
secao, nosso objetivo é apresentar algumas caracteristicas dessa familia e definir algumas
notagoes empregadas no decorrer deste trabalho.

Inicialmente é possivel perceber que o infinito, oo, é um ponto fixo superatrator para
a funcdo F),, uma vez que F) ,(c0) = oo e F/'\n(oo) = 0. Denotamos por B,, a bacia
imediata de atracao do infinito. Além disso, sendo a origem uma singularidade de F),,
e lim |F) ,(z)| = oo quando k£ — 0, entao 0 é um podlo de ordem n para a fungao F),, e
assim, existe uma vizinhanca do 0 que ¢ levada para B, , por F),. Entretanto, ou esta
vizinhanca esta contida em B) ,, ou entao ¢ uma pré imagem disjunta de B, ,. No tltimo
caso, a denotamos por T), e a chamamos de "alcapao", dado que, qualquer érbita que
possivelmente entre em B \,n Necessariamente passa por T} ,.
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Em dindmica complexa os pontos criticos desempenham um papel fundamental no
comportamento dindmico. Para a fungao (2.1)), cujo grau é 2n, temos

n(z?" — \)
F)(,n(z) = (z"—“

Dessa maneira, apesar do grau existem essencialmente apenas trés orbitas criticas para
essa fungao, isto €, o conjunto de pontos criticos da fungao F} ,, consiste do oo cuja érbita
¢ fixa, sua pré imagem 0 cuja orbita é pré-fixa e de 2n pontos criticos dados por

Can = QC/X)

os quais denominamos por pontos criticos livres de F ,, e sao 2n-ésimas raizes de A. Dado
que,

LR () = £ <\/X>H+W — +2V\.

temos que a funcao F), possui apenas dois valores criticos, os quais denotamos por
oy, = 22V
Por outro lado, note que
Fyn(=2) = (=1)"F\(2).

Desse modo, se n for par temos F),(—vx,) = Fin(vr,) € entdo cada uma das orbitas
dos valores criticos aterrisa no mesmo ponto apo6s duas iteragoes. Da mesma forma, se
n for impar Fy,(—vx,) = —F\n.(vxn), entdo, as orbitas de fwv,, sdo simétricas pela
conjugagao z — —z. Dessa maneira o comportamento dinamico dos dois valores criticos
¢ 0 mesmo, ou seja, existe apenas uma Orbita critica livre para F) .

Por fim, denotamos por J(F),) o conjunto de Julia da fungao F) ,, o qual ¢ o objeto
de principal interesse deste trabalho.

2.2 A Tricotomia de Escape

A intengao nesta se¢@o é compreender o que acontece com o conjunto de Julia da
funcao F), quando sua orbita critica livre tende para o infinito. Para isso, apresentamos
o Teorema da Tricotomia de Escape, o qual determina trés tipos diferentes de conjuntos
de Julia que ocorre nesta situacao. Uma primeira possibilidade de escape acontece quando
todos os valores criticos estao em B, , a segunda quando os valores criticos estao em T} ,,
em vez de B, , e o terceiro cenario surge quando alguma iteragao mais alta dos valores
criticos encontra-se em T ,. Utilizamos [12] como referéncia.

Teorema 2.1. (A Tricotomia de Escape) Seja a familia de fungoes F,, : C - C
dada por:

A
F)\’n(Z) =2z" + Z—n,
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em quen > 2 e\ e C\{0}. Se Ffm(v)\,n) — 00 quando k — oo entdo verifica-se uma
das trés possibilidades:
i) Se o wvalor critico vy, € By, entao J(F\,) € um conjunto de Cantor;

ii) Se o wvalor critico vy, ¢ Bxn € Fan(vrn) € Ban entao J(F\,) € um conjunto de
Cantor de quasi-circulos;

iii) Se F)Ifon(wn) € By, e F/{“’S@H(v,\,n) € By, para algum ko > 1 entao J(F\,) € um
conjunto de curvas Sierpinski.

Demonstrag¢ao. Veja [12]. O

Temos que F) , é uma funcao hiperbélica, pois, seus valores criticos estao convergindo
para B),. Assim, denominamos os trés conjuntos de Julia descritos pelo Teorema da
Tricotomia de Escape por conjuntos de Julia hiperbdlicos de F) ,,.

A seguir vejamos na Figura 2.1 o conjunto de Julia de Cantor da fungao Fj ,, o qual
denominamos por Cantor Locus.

Figura 2.1: Conjunto de Julia de F),, do tipo Cantor com A = —0.26 e n = 6.

O conjunto de Julia de Cantor de quasi-circulos é um conjunto de Cantor de curvas
fechadas simples. Essa regiao foi primeiramente observada por MacMullen [15], o qual
mostrou que esta situacao nao ocorre quando n = 2, por este motivo tal regiao ¢é
denominada por dominio de MacMullen. Em acréscimo a isso, Devaney mostra em [9]
que para n > 3 a fungao F), admite um tnico dominio de MacMullen e que esta regiao
é simplesmente conexa e limitada por uma curva fechada simples.

Vejamos a Figura a qual exibe o conjunto de Julia de Cantor de quasi-circulos da
funcao F), correspondendo ao parametro A = 0.03 e n = 6.

O fractal carpet Sierpinski é um dos exemplos mais bem conhecidos de uma curva
Sierpinski, o qual é caracterizado por um conjunto planar universal no sentido de
que ele mantém uma copia homeomorfa de qualquer subconjunto compacto, conexo e
unidimensional do plano.
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Figura 2.2: Conjunto de Julia de Cantor de quasi-circulos da funcao F), com A = 0.03 e
n = 6.

A construcao do carpet Sierpinski se inicia a partir de um quadrado qualquer e
em seguida particionamos este quadrado em nove partes iguais onde a parte central é
removida. Logo apés, o sub-quadrado do meio de cada um dos oito quadrados menores
restantes é removido, deixando 64 subquadrados menores fechados. Este processo é
repetido infinitamente para produzir o tapete Sierpinski, veja Figura

Figura 2.3: O fractal Tapete Sierpinski.

Figura 2.4: Processo da construgao do Tapete Sierpinski.
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O conjunto de Julia de curvas Sierpinski estabelecido no Teorema da Tricotomia de
Escape [2.1] € um conjunto muito interessante do ponto de vista dindmico e topolégico. O
primeiro exemplo de uma fungao racional cujo conjunto de Julia é uma curva Sierpinski é
devido a J. Milnor e L. Tan, veja [16]. Vejamos na Figura 2.5 um exemplo deste conjunto
de Julia, em que A = —0.18 e n = 6.

Figura 2.5: Conjunto de Julia de curvas Sierpinski da funcao F) ,, com A = —0.18 e n = 6.

O teorema a seguir exibe estimativas para determinar quando o conjunto de Julia da
funcao F),, J(Fyn), ¢ dito Cantor e Cantor de quasi-circulos.

Teorema 2.2. Seja a fungao racional Fy,, : C— ((A:, dada por

Fyn(z) = (z” + zi”)

onden >2 e X € C\ {0}.

i) Se |A\| > 1, entao Ffm(v)\m) — 00 quando k — oo com vy, € B, (Cantor
Locus).

ii) Sen > 3 e |A < 4773 entio F},(van) — oo quando k — oo com
Unn & By, Frn(van) € Ban (Dominio de McMullen).

Demonstragao. Veja [9)], paginas 8 e 16. O

A partir de agora temos como objetivo exibir um melhoramento das estimativas
apresentadas no Teorema [2.2l Para isso, primeiramente vamos apresentar a familia de
funcgoes racionais G, definida na esfera de Riemann, dada por

Cral2) = (¥2) i (z" + Zin) , (2.2)

com, n >2e X e C\{0}. Se considerarmos o homeomorfismo ¢y ,, : C — C, definido por

z

SOA,TI(Z> - QC/X’
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em que, n > 2e A € C\ {0}, podemos facilmente verificar que o diagrama abaixo comuta

isto &, G n 0 pan(2) = @an © Fyn(z). Portanto, as dindmicas das fungoes racionais F) ,,
e G, sao topologicamente conjugadas pelo homeomorfismo ¢y ,,.

Vale ressaltar que a que a fungao ¢,, ¢ uma funcao bi-Lipschitz, isto é, ¢ um
homeomorfismo Lipschitz sob sua imagem, cuja inversa cp;; também ¢é funcao Lipschtiz
(ver [I3] pagina 8). Pelo Corolério 2.4 em [13] pagina 32, temos que a dimensao e Hausdorff
é invariante sob transformacoes bi-Lipschitz. Dessa maneira, os resultados envolvendo a
funcao G, sao equivalentemente validos para a fungao F) ,. Por isso, de agora em diante

todos os resultados em relagao a fungao F) , serao provados para a funcao G ,.

Da mesma forma como para a familia F} ,, o co ¢ um ponto fixo superatrator para a
familia G, e denominamos B A\n @ bacia imediata de atragao do co. Consideremos i\,n
a componente de sua pré imagem contendo o 0 e J(Gy,) o conjunto de Julia de G .
Além disso, a funcao possui 2n pontos criticos livres os quais sao 2n-ésimas raizes
da unidade e as denotamos por

Urn = QC/I.

Como resultado disso, a fungao ([2.2)) dispoe de dois valores criticos

n—1
:tw)\,n = G)\,n(u)\,n) = &2 ( QC/X> . (23)

Contudo, como para k > 0 a fungao ({2.2)) satisfaz a simetria abaixo
G (wan) = (1) GX L (—wan), (2.4)

entao, ambos os valores criticos w, , possuem o mesmo comportamento dinamico. Além
disso, para todo z € C temos as seguintes simetrias para a fungao G,

Con (1>:Gm(z) e Chan(—2) = (—1)"Crn(—2). (2.5)

z

Vamos determinar a seguir a constante ), a qual é de extrema importancia para a
construcao dos resultados apresentados neste trabalho. Em vista disso, a definigao abaixo
nos permite exibir os Lemas[2.4 e 2.5 que determinam uma “localizacao” para os conjuntos

E)\,na f)\,n € J<G)\7n)
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Definigao 2.3. Sejan >2 e A € C\ {0}, coloque

n+1
—

2, se |\ =201

n = 2n 2 Vs — o
Tz, max< \/_, QW \1/5
/AL

n+1

se |[A| < 2n-1.

Nossa intengao a seguir ¢ demonstrar o Teorema [2.6, antes disso, exibimos dois lemas
que nos auxiliarao nesse objetivo.

Lema 2.4. Seja a fungdo racional Gy, onden >2 e X € C\ {0}. Entao,

- - 1
BxnD{z€Cilz| >rn} € ThnD {z eClz| < —} )
'xn

Em particular,

1
J(Grn) C {Z eC— <z < mm},

Txn
com 1, satisfazendo a Definigao 2.5,

Demonstra¢ao. Afirmamos que E)\,n D {2z €C;l|z| <ran}, entdo, verificamos a seguir
para quais valores de z € C temos |Gy, (%) > |z]. Com efeito,

n— 1
Gan(2)] = ‘)\%l (Z”—l—;)'
n 1
e ()
z
n— 1
> A |z|"—(— )\
B

> [ M| <—|Z|2n_1>
- |z |"

Dessa maneira, ter |G, ,(z)] > |z| € o mesmo que verificar quais valores de z € C
satisfazem | |2n .
n—1 z -
e () >

n—1

|)\|2n

ou equivalentemente,

22 — |27 = A > 0. (2.6)

Seja t = |z| > 0 e considere
gt) = 15 [P = = A5

Afirmamos que g(t) > 0 para cada t > ry,. De fato, se |\| > 2351 entio, Fan = V2.
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Assim,
glraa) = 2N 25—\
_ |/\|”2;n1 _ 9%t
> 2% — 2%
= 0.

2(1/5 !

n-1 2T 201 n-1
g<r>\,n) = |)‘| n |)\| - nil |/\| n

ntl ~
Por outro lado, se |A| < 2»=1 entao 7y, = Dessa forma,

| Al 2n
'n.2lL1 2% n—1
= /\|L+1 - ’)\|n+1 — Al ==
2n 2n
2n_ ntl
_ 271,71 _n+21"17 B |)\‘n27nl
|Alzn
9t (2% _ 1) .
T T
n
Al o1
> o
n

Logo, gan(ran) > 0. Vejamos que gf\’n(t) > 0 para todo t > r),. Antes, observe que se

t > ryn,, temos
n—1
2 2
V2 — ">

> m—
VA Al

Entao,

Ghalt) = 20\ 271 — (n+ )"
= " <2n|)\]nT7zlt”_1 —n— 1)
> " (dn—2-1))
= t"(3n—-1)
> 0.

Em decorréncia disso, para todo z € C tal que |z| > r), temos a equagao (2.6) sendo
satisfeita. Logo,
IGan(2)] > |2] se  |z] > 7ram. (2.7)

E portanto, By, D {z € C;|z| > r\,}. Afirmamos que

Tan D {z€C;|z] < 1/ran}.
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De fato, se z € {z € C; |2| < 1/ry,}, entdo 1/|z| € {z € C; |z| < r\,}, consequentemente
z € Ty p, pois, 1/|z| € By,,. Por fim, a inclusao

J(Grn) C{z e Cil/ry, < 2| < rant
¢ imediata. O

Lema 2.5. Se ‘G/\n(w,\n)‘ < 1/7‘ML para algum kg > 0, entdo G (wAn) € f\,n e
GkOH(w)\ n) € B,\n Além disso, T,\n + B)\n

Demonstracao. Suponhamos |G/\n w)y n)‘ < 1/ry, para algum ko > 0. Com efeito, segue
pelo Lema que G)\n(w,\ n) € T)\n, consequentemente, G °+1(w,\ n) € B,\n7 visto que,

toda orbita entrando em T,\m, logo apos segue imediatamente para B An- Assim,
G (wrn) € Tom € GRF (wan) € Ban. (2.8)

Isto posto, segue que para 0 < j < ko
1

— < |G (wan)| < Pan- (2.9)
Txn

Vejamos agora que Ty, # B,,. Para isso, primeiramente observe por (2.8) e (2.9)
que o valor critico wy, € Th, ou wy, € B, ou w, € G;};(T,\m). Mostraremos que

Wx, ¢ E,\,n. Com efeito, considere o disco aberto
Up={2€C : |z]| >ry,}U{oo}.

Desse modo, B, ,, D U e a vista disso Uy ¢ invariante por G ,, ou seja, G, (Uy) C Up.
Posto isso, definiremos indutivamente uma sequéncia de conjuntos

UycU,CcUycCcU;C

tais que, para j > 0 temos U,;; sendo uma componente de G} (U;) contendo U; e além

disso,

Para mais, por . a fronteira de U], 8U], nao contém os valores criticos fwy,,
de Gy, e Twy, gé Uko, pois, caso contréario, G/\n(w,\ n) > Tan, O que seria contradigdo.
Assim, suponha para jo > ko que wy, € Uj,. Visto que a valéncia de G, no co ¢ n,
VG (oo) = n, entao, a deficiéncia de G, sobre os conjuntos Uy, ..., U;, é dada por

oGy, (Uj) = Z day,(00) =n —1.

ZEUj

Deste modo, por consequéncia do Teorema [1.25 temos em particular que o conjunto Uy, é
um disco topolégico nao contendo o 0 de grau n. Mediante as caracteristicas da sequéncia
dos conjuntos Uy C U; C Uy C Uz C ... descritas acima, temos G];?n(w,\vn) € Ujy—k,- Por
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outro lado, note que os pontos

627rlz/n

g=—F"-1l=1,...,n
l Gi(’)n(wA,n)’ ) )

estao contidos em Uy, pelo fato de |G§°n(w,\n)| < 1/r)n. Consequentemente, 2z, € Uj_g,,

pois, Uy C Uj,—k, € observe ainda que z; # G];(,)n(w/\,n) paral=1,...,n. Veja que,

1

e G o

+ (G (wan))" = G (wan)-

)

Entao os pontos Gi?:l(wA n) € Uj,—k,—1 tem mais de n pré imagens em Uj,_g, (contando
com multiplicidades). Dessa maneira, o grau de G an em Ujo_g, e consequentemente o
grau de Uj, é maior que n. Logo, tw,, ¢ UJ Ui = B,\n E portanto, T,\n =+ B,\n ]

O teorema a seguir apresenta um melhoramento das estimativas exibidas no Teorema
em torno do parametro A e o inteiro n. Em acréscimo, apresenta uma estimativa para
determinar quando o conjunto de Julia da fungao G, ¢ dito uma curva Sierpinski.

Teorema 2.6. Seja a familia de fungoes racionais G, : C— (E, dada por

on n—1 1
Gin(z) = < \/X> (z" + Z_">
em que, n > 2 e A € C\ {0}.

(i) Se |A| > 4_%, entao Glf\’n(w,\vn) — 00 quando k — 0o com wy, € ’BS,\V,“ e neste
caso, J(Gx,) € um conjunto de Cantor.

(it) Sen > 3 e |\ < 4 &= S entio GY,,(wx,) — o0 quando k — oo com

Wxy, ¢ BAn,G,\n(w)\n) € B,\,n, e neste caso, J(Gy,) € um conjunto de Cantor
de quasi-circulos.

2n+

(iii) Se |\t 42| < 9 N

Grn(wrn) ¢ E,\yn, Gin(w)\,n) € BA,n, e neste caso, J(Gy,) € uma curva Sierpinski.

entio G5, (wy,) — 0o quando k — oo com

. _n=2 =
Demonstracao. (i) Suponha |[A| > 47 »=1. De acordo com o Lema [2.4| para que wy,, € By,
¢ necessario apenas mostrar que |wy,| > ry,. Com efeito, por ([2.3))

x| = 2|75
Dessa forma, se |A| > 2451 entdo

n+1

\w,\n|—2])\| 2" > 2272 _2 2” >22n = Txn-

ntl ~
Por outro lado, se |A\| < 2»-1, entao
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A > 47
Al > (2‘“)2
IAZ > 2 a
Az > 2=
2(\2 > 27

2|\ > 2
2N > 2w
2\ > V2 X/

\w,\7n| > Tan-

Portanto, pelo Teorema da Tricotomia de Escape J(Gyn) ¢ um conjunto do tipo
Cantor.

n2
(i1) Suponha n > 3 e |\ < 4 ®@=D&=2. Pelo Lema [2.5 é suficiente mostrar que
|wan| < 1/7rxn. De fato, primeiramente observe que

’ﬂ2 n
N < 4T BT < 1< 20,

n—1

e

Logo, 7y, = . Dessa forma,

n2
|)\’ < 47 =DH(rn-2)

n2
|)\| < 2_(n—f)(n—2)

_a N\
N < (2 )

—2
|)\‘ n2n < 2_ n—1
n 1

A " < PR

o < R
on—1

n— 1
2NFT < -y
2
QW

1

|w,\7n| < —.
Txn

Portanto, pelo Teorema da Tricotomia de Escape J(G)n) € um conjunto do tipo
Cantor de quasi-circulos.

n2—n+1 n272n+2

(i4) Suponha |[A""! 4 272"| < 27 %=1 |A| 2= e considere |\ > 241, Assim,

n+1

’)\| > 201 = |)\|n71 > 2n+1 = |)\‘fn+1 < 277171.




Logo,

|)\n—l =+ 2—2n‘

(AVARAVS

Z |>\‘an
- |/\|n71
2
> 2712
> 2 EN
- ot | /\‘"2’237”
Contradicao, dessa maneira |A| < 271, Consequentemente,
n—\1/§
’I“)\m = - .
RvaRt
e assim,
ATt 27 < 2—"2;111“,)\‘”2’21"”
P e = N P\E o
- n2— n
P N e Y DY e
—n242n— —
2N T AT 427 < 2w ||
e e e I N
n—1, n%-n n—1_n?-n —1 1
M\ 2n T I + 27"\ o | < 27t | A 2n

’n27n

|)\‘n—1’1 + 2—2n)\—n+1‘
|/\|n—1|1 o | o 2—2n)\—n+1||
|>\|n71(1 o | - 272n)\7n+1|)
|)\|n—l(1 o 2—2n|/\|—n+1)
AP (L - 270

n2

‘A"T? (2")\ T ID R\ ) < 2w |A|®

)A"??f (2"A("?21)" +2*"A("2*73)—") < 2w |\

A (2)\%>n n

1 VA

1 1
2n n—1 n
( \/X) <w)\,n + wn ) < n—1 )

A,TL 27\L/m
1
[Gan(wrn)] < —.
'xn

Portanto, pelo Teorema da Tricotomia de Escape , J(Gyrn) é do tipo

Sierpinski.

38

curva
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Capitulo 3

Estimativa da dimensao de Hausdorft
de conjuntos de Julia hiperbdlicos da
familia F) ,,

Nesse capitulo temos como objetivo estimar a dimensao de Hausdorff dos conjuntos
de Julia hiperbolicos da familia de fungoes racionais F) . Em particular, uma
atencao maior sera dada para os conjuntos de Julia hiperbodlicos classificados no Teorema
da Tricotomia de Escape Para isso, usaremos principalmente a referéncia [3].

Antes de iniciarmos este capitulo é importante ressaltar que por conveniéncia todos os
resultados aqui apresentados serao atribuidos a funcao G ,, , a qual é topologicamente
conjugada a funcao F) ,, como visto no capitulo anterior. Dessa forma, todos os resultados
deste capitulo envolvendo a funcao G, sao equivalentemente validos para a funcao F} ,,.

3.1 A Dimensao de Hausdorff

A dimensao de Haudorff é um conceito matematico introduzido pela primeira vez em
1918 pelo matematico Félix Hausdorff e entre as abordagens sobre dimensoes de fractais
existentes é considerada a mais utilizada. Nosso objetivo nesta secao é apresentar a
definicao de dimensao de Hausdorff, entretanto, primeiramente veremos o conceito de
medida de Hausdorff e algumas definicoes que nos serao necessarias e podem serem
consultadas em [13].

Comecemos por introduzir o conceito de §-cobertura. Antes disso, relembremos que o
diametro do conjunto U C R" é definido como a maior distancia entre quaisquer pares de
pontos de U, isto é,

Ul =sup{|z —y|; 2,y e U}.

Definigao 3.1. Seja X C R". Dizemos que uma colegao enumerdvel de subconjuntos
U; CR" € uma 6-cobertura de X se X C U2 U; e para cada i € N temos que |U;| < 4.

Agora, considere X um subconjunto de R" e s um nimero positivo. Entao, para cada
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0 > 0, definimos o conjunto
H3(X) = inf {Z |U:|° ; {U;} é uma d—cobertura de X} : (3.1)
i=1

Ou seja, tomamos todas as d-coberturas de X e procuramos minimizar a soma das s-
ésimas poténcias dos didmetros. Quando ¢ diminui, entao as d-coberturas de X também
é reduzida. Consequentemente, o infimo, H3(X), aumenta e aproxima-se de um limite
quando 6 — 0. Dessa forma, definimos

H2(X) = lim H3(X) (3.2)

6—0

Este limite existe para qualquer subconjunto X de R", embora seu valor possa ser oo ou

0.

Definigao 3.2. A s-medida de Hausdorff do conjunto X é o nimero H*(X).

A proposicao a seguir nos afirma que a s-medida de Hausdorff ¢ uma medida.

Proposicao 3.3. Seja E, F C R" e s > 0 entao

i) H*(0) = 0;
it) Se E C F entao H*(E) < H*(F);

iii) Se {E;} é uma coleg¢ao disjunta de conjuntos de Borel, entdo
. (U E) -y wE)
i=0 i=0

Demonstragao. Ver [I3] pagina 54. O

A proxima proposigao apresenta uma propriedade importante para a s-medida de
Hausdorff.

Proposicao 3.4. (Propriedade de Escala) Se F C R" ¢ A\ > 0 entao
HI(AF) = NH(F)
onde N\F' = {\x ; x € F}, isto €, o conjunto F' multiplicado pelo fator \.
Demonstragao. Seja {U;} uma d-cobertura de F', entdo {\U;} é uma A\d-cobertura de AF.

1
Reciprocamente, se {V;} é uma Ad-cobertura de AF, entao {XVZ} é uma d-cobertura de
F. Assim,
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His(AF) = inf {Z IAU|” 5 {\U;} & uma d-cobertura de F}
i=1

= inf {/\s i \Ui|” 5 {U;} é uma d-cobertura de F}
= NH5(F ;:1
Portanto, fazendo o — 0 obtemos
H(AF) = NH(F).

]

Estudando o conjunto (3.1) verificamos que para X C R" e § < 1, H5(X) nao é
crescente. Assim, por (3.2) H*(X) também nao cresce. Entretanto, se t > s e {U;} uma
d—cobertura de X, entao

SN <> |uru < 60U
i=0 =0

Consequentemente, se tomarmos os infimos sobre as d—cobertura de X, obtemos
%t < 5t—sH5
5= 5

Fazendo 6 — 0, verificamos que, se H*(X) < oo entao H'(X) = 0 para t > s. Por outro
lado, se H'(X) > 0 nao podemos ter H*(X) < oo, logo H*(X) = co. Assim, o gréfico
H*(X) x s apresentado na Figura mostra que existe um valor critico de s no qual
H®(X) salta de oo para 0. Esse valor critico chama-se dimensao de Hausdorff de X.

H(X)

0 dimg X n

Figura 3.1: Representacao grafica de H*(X) como funcdo de s para um conjunto X.



42

Definicao 3.5. A dimensao de Hausdorff do conjunto X € definida por
dimg X =inf{s >0 ; H*(X)=0}=sup{s >0 ; H*(X)= o0}

tal que,
0o, se 0<s<dimgX
0, se s>dmygX '

oo
Se s = dimy X, entdo H*(X) pode ser zero ou infinito, ou ainda pode satisfazer a
desigualdade 0 < H*(X) < oc.

Exemplo 3.6. Seja X o conjunto de Cantor do Ter¢co Médio, entao

log 2

Demonstracao. Com efeito, dividimos o conjunto de Cantor em duas partes: a parte
esquerda,

1
Xg=XnN [0, —]
3
e a parte direita
2
Xp=Xn {_, 1] |
3
Ambas as partes sdo semelhantes a X, mas reduzidas por um fator 1/3. Além disso,

X =XpUXp.

Logo, por propriedade de medida e pela Proposicao para qualquer s temos

H(X) = M (X) + H(Xp) = (%)SHS(X) + (%) 1 (X)),

Assumindo que no valor critico dimg(X) = s temos 0 < H*(X) < oo. Consequentemente,

1\° 1\°
Portanto,
log 2
5= .
log 3

3.2 Fo6rmula de Bowen

Para estimar a dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia da funcao F) ,, utilizamos
métodos do formalismo termodinamico |19, 20], o qual foi desenvolvido por D. Ruelle,
R. Bowen e P. Walters em 1970 e nos propicia uma série de ferramentas tteis para o
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estudo da geometria e propriedades de subconjuntos hiperbélicos invariantes do conjunto
de Julia de uma funcao racional na esfera de Riemann. Uma ferramenta importante é a
classica Formula de Bowen, a qual afirma que a dimensao de Hausdorff do conjunto de
Julia para uma fungao racional hiperbodlica é igual ao tnico zero da fungao pressao. Para
mais detalhes consulte [18] segoes 9.1 e 12.5.

Teorema 3.7 (Formula de Bowen). Seja f : C — C uma funcdo racional de grau
maior que 1. Se f € uma fungao hiperbolica entao a dimensao de Hausdorff do conjunto
de Julia de f € igual ao unico zero da func¢do pressao

i~ S () ()

- k—o0 ]{j
wef~k(z)

t— P(f,t)

para t > 0, onde z é um ponto arbitrdrio no J(f).

Demonstragao. Ver [2]. O

Seja a familia de fungoes racionais G, (2.2). Para z € C et > 0 definimos a funcao
S; : C — C por

|(n+l)t

! — 1 |w
SE)= 3 G = 3 ey (3.3)

wEG)_\;l(z) wGG;}n(z)
e consideremos,
SH= sup Si(z) e S; = inf Si(z). (3.4)
2€J(Gxn) 2€J(Gxn)

Assumindo S; > 0 e S;' < oo, temos
InS; < P(Gyp,t) <InS;.
Em vista disso, e pelo Teorema da Formula de Bowen [3.7], obtemos a desigualdade

sup {t > 0;In.S; > 0} < dimy J(G»,) < inf {t > 0;In S > 0}. (3.5)

3.3 Conjuntos de Julia Hiperboélicos da familia G,

Nesta secao, exibimos estimativas da dimensao de Hausdorff para os trés conjuntos
de Julia hiperbolicos da funcao G, descritos no Teorema da Tricotomia de Escape [2.1]
Contudo, primeiramente provamos o Teorema [3.8, o qual apresenta uma estimativa geral
da dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia da funcao racional hiperbolica G ,,. Nos
basearemos na referéncia [3].

Teorema 3.8. Se G, : C— @, definida por

Gan(z) = <2¢/;>”‘1 (z” 1 ) |

o
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¢ uma familia de funcoées racionais hiperbolicas para cada n > 2 e A € C\ {0}, entdo

Inn

dlmHJ<G,\7n) y
Inn+In2+ 2t n® <i>

em que Int x = max(Inx, 0).

Demonstragao. Suponha G, hiperboélica para cada n > 2 e A € C\ {0}. Visto que, G,
¢ uma fungao racional de grau 2n, segue para qualquer z € J(G,,) que o conjunto G;ﬁl(z)
consiste de 2n pontos. Pela simetria dada em ([2.5)) estes pontos podem ser dados por

ZyeeeyZn, 1z1,000,1/2, € C (3.6)

e pelo Lema

—_

1< — <|z| =" =l|z| <ran. (3.7)
Txn

Considerando o que foi posto em (3.6]) e (3.7) tem-se que para todo z € J(Gy,)e0 <t <1

s = (e ey
A 2 Nl =1 ({12 = 1
n n 1
_ 1 > 7 e il
- Ll 2n 2:)2n_1|t
Al 'n j=1 |Zj -1 eIl ‘Jz)ﬂaml‘
_ 1 i (\Zﬂ(”“)t + |Zj|("_1)t)
|)“n tn j=1 |’ZJ2n_ 1
. 1 Xn: |Zj|(n+1)t 4 |Zj|(n—1)t
e 2] + 1
Nl e e
A5 tnt < |z P4l
_ 1 zn: 1 [P+ |z G2
A 2l o T
1 - 1
> =
- |)\\n2n1tnt; 2500
1 1
= = 1 Z n—1
|)\‘ t =1 rg\,n 4
nl—t
- A= 1t7“,\nn1)
Dessa maneira,
nl-t
S; = inf  Si(z) =
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Consequentemente,

—1
InS; > (1—t)lnn—n tln|A| — (n—1Dtlnry,
n

-1
= lnn—t(lnn—i—n 1n|)\|+(n—1)lnr,\,n> . (3.8)

Assim, pela Defini¢ao [2.3] obtemos

(n—1)Inry,, = max ((n —DIn %2, (n—1)In "—\1/§>

VI

n—1 n—1
= max( o In2, In2-— o ln|)\]>. (3.9)

)

Substituindo a equacao (3.9) em (3.8)), temos

1 -1 _
InS; > lnn—t<lnn—|—n In |\ + max (n2 In 2, n2— =
n

2n
-1
In ])\|,1112)> :

ln\)\|,ln2> > 0.

1
ln|/\|,ln2)) >0
Inn

Inn+max (22 n2+2Ln|)\,In2)

ln2+n

n—1
= lnn—t(lnn—i—max(
2n

Observe que,
1 -1
In2+ n

n_
lnn—i—max( 5

Dessa forma, supondo

ln2—|—n

n—1
Inn —t (1nn+max<
2n

obtemos
t <

Portanto, segue pela desigualdade dada em . ) que

dimy J(Gy,) > sup{t>0;InS; >0}
Inn
Inn 4+ max (%2 In2+ %1 In |\, In2)
Inn

1nn+1n2+"2—;11n+( %)

2n—1

>

]

A seguir apresentamos dois teoremas que estabelecem quando o conjunto de Julia da
funcao G, ¢ de Cantor e estima sua dimensao de Hausdorff.

Teorema 3.9. Se 4™ -1 < |A] < 2551 entio J(Gxrn) € um congunto de Cantor e

In2 1
di >l >
iy J(Gon) 2 Inn+1n2 o 2
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Demonstracao. Suponha 471 < A < 90T, Assim, pelo Teorema m, J(Gyp) € um
conjunto de Cantor e para n > 2, segue do Teorema [3.8] que

Inn

lelH J(G,\,n> Z

1nn—|—1n2—|—” 1ln ( |ﬁ| )
on—T
Inn
> n—2
Inn+In2+ %+ In* ( ﬁ)
2n—1
B Inn
N 1nn+1n2+"2—;11n+(%)
_ In2
- Inn+4+1n2
- 1
5

O

Teorema 3.10. Sejan > 2 e A € C\{0}. Se [\ > 2551, entdo G5 (wrn) — 00 quando

k — 0o com wy, € By, e neste caso, J(Gy,) € um conjunto de Cantor. Além disso,

Inn Inn+1In2
< dimy J(Gon .
nn+ =i\ +=2m2 ~ (Gan) < {5 “Tn [\ — 25 In 2

Demonstra¢ao. Suponha n > 2 e X € C\ {0} tal que |\ > 2457, Visto que, para n > 2

temos
n+1

2n71

_n=2
> 4 n—1

segue imediatamente do Teorema que wy, € E,\,n. Dessa maneira, pelo Teorema da
Tricotomia de Escape o conjunto de Julia da funcao G, é um conjunto de Cantor.
Vejamos que,

Inn+1In2
T Inn4+%tn|A - 482 n2

Com efeito, decorre da defini¢ao que Ty, = \/5, assim

dlmH J(G)\ n)

1 n+1
" \m = 2% S |>\|2n(n71) .

Seja w € J(Gyn), pelo lema [2.4] temos

em consequéncia

pois, Gy ,(w) € J(Gyn), sendo assim,
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ANz (w4 1
’an_l‘:’(an_i_l)_z' _ 2 (w + )_2

Wi\ (W + L)

v

= 1.

Isto posto e pelo fato da cardinalidade do conjunto G;}l(w) consistir de 2n pontos para
qualquer w € J(G, ), entdo, para z € J(Gy,) e t > 0, obtemos

‘w‘(n+1)t

1
Si(z) = N Z [w?r — 1]t

2n nt
we

1
(n+1)t
A7 it Z ol

weG;,ln (=)

1 (n+1)t
T >,

t
2n N
wGG;ln (2)

(n41)t

2n2

ST
|A| n2n tnt
Em vista disso, temos que

on2 I
S= sup Si(z) < —f—.
2€J(Gan) |A| 2 tnt

Resultando em,

1 _
n tln2—n
n n

-1 1
— Inn+m2—¢t(lnn+ " ln|)\|—n+ In2).
2n 2n

1
InS;” < In2+1Inn+ tln |\ —tlan
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Uma vez que, [A| > 2%}, logo, para n > 2

n+1

—1
Inn+——1In|)| - 2> 0.

Assim, supondo que

—1 1
lnn+ln2—t(lnn+n ln|)\|—n2+ 1n2) <0
n

obtemos
Inn+1n2

lnn—l— —LIn |\ — 2 1n2’
Portanto, utilizando a desigualdade ([3.5) -, temos

dimy J(Gy,) < inf{¢t>0; InSS <0}
Inn+1n2

< 3.10
T Inn+Ztn|A -2t n2 (3-10)
Por outro lado, se || > 2471, entio
-1 1 -1 -1
max (” 2+ - mw,mz) = o+ .
2n 2n
Logo, pelo Teorema
Inn
dimy J(Gy,) > 3.11
iy J(Gon) 2 nn+ L2+ =Lin [\’ (3:11)
Portanto, por (3.10) e (3.11)
Inn Inn+1n2
<dimpg J(Gxn :
n+ =\ +2=tm2 (Gan) < nn+ 52 In A — 51102
0

A proposigao a seguir exibe uma estimativa superior para a dimensao de Hausdorff do
conjunto de Julia de Cantor de quasi-circulos da funcao Gy ,. A utilizamos na prova do

Teorema [3.12

Proposigao 3.11. Se J(F),) € um conjunto de Cantor de quasi-circulos, entio

In 2
dimy J(Fyn) <1+ o
Inn

Demonstragao. Suponhamos que o conjunto de Julia da fungdo racional F),, J(F)\,),
¢ um conjunto de Cantor de Quasicirculos, isto é, ¢ um conjunto de Cantor de curvas
fechadas simples em torno da origem. Em vista disso, segue do Teorema da Tricotomia
de Escape @ que o valor critico da funcao F), pertence ao conjunto 7} ,, pois, neste
caso os conjuntos T}, e B, sao disjuntos. Devido ao comportamento dos dois valores
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criticos de F) , ser o mesmo em razao da simetria vista em , entao, £vy, € T\,. De
fato, uma vez que o oo é um ponto fixo superatrator para F), temos pelo Teorema de
Bottcher que a fungdo F),, é conjugada a fungdo z — 2% em uma vizinhanca do oco.
Seja o disco topologico D em C esta vizinhanga, de maneira que sua fronteira seja uma
curva de Jordan e a sua pré imagem por F), seja dois discos topologicos D; e Dy cujas
fronteiras também sao curvas de Jordan. De forma que,

ECD1C51CB>\m e :i:U)\mEDQCEQCT)\m

e Fxn |op, para j =1,2,... é uma cobertura de grau d. Seja o disco topologico D3 C D;
cuja fronteira é uma curva de Jordan, tal que

+vy, € D3 C Dy C Dy

Utilizando a Formula de Hurwitz Riemann concluimos que o conjunto F~*'(Ds) consiste
de uma tnica componente E C C\(D; U D) tal que E ¢ uma anel topolégico com a
fronteira consistindo de duas curvas de Jordan. O anel F contém todos 2n pontos criticos
criticos livres de F) ,. Denotaremos, respectivamente por D} e D_ a componente interna

e externa de (E\E e considere os conjuntos
A=C\(DUD;) A, =A\(D,UEUD.) e A=A\ (D,UFUD,).

Entao, A, A, e A_ sao anéis com fronteiras consistindo de curvas de Jordan e as seguintes
propriedades sao mantidas.

e J(F\n) CA,UA_CA,UA_ CA

e A_ esta contido na componente "interna"de ((A:\A_Jr e a componente interna de @\A
estd contida na componente interna de C\A_.

e A, e A_ sao mapeados por F), sobre A como coberturas de grau n.

Portanto, uma vez que Fj, o satisfaz as hipoteses do Corolario 2.1 (Ver [14] pagina
+UA_
1030) entao
In2
dimp J(Fyp) < 1+ ——.
Inn

]

O Teorema [3.12) determina em quais condigoes o conjunto de Julia da funcao G, é
um conjunto de Cantor de quasi-circulos e além disso, estima a dimensao de Hausdorff
deste conjunto.
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n _ n(3n—1)
Teorema 3.12. Sejan > 39 e A € C\ {0}. Se 2%/71 < |A] € 27 @002 ) entdo
G’;’n(w)\m) — 00 quando k — 00 com Wy, & Ban, Gan(Wan) € Ban, € neste caso,
J(Gyrn) € um congunto de Cantor de quasi-circulos. Além disso,

-1n2 —In ||

Inn+n|Al — 252’

n—

In 2
1+ 2 < dimy J(Gyp) < 1+
lnn

Demonstragao. Suponhamos n > 39 ¢ A € C\ {0}. Consideremos,

2n
2n—1

_ _n@Bn-1)
< |/\| <2 (n=D{n=2)

dessa forma, dado que para n > 3 temos

_ _n(Bn=1) _ n2
2 (n—1)(n—2) < 4 (n—1)(n—2)

segue pelo Teorema que wy , ¢ E;m e Ghn(wy,) € E)\,n. Dessa maneira, pelo Teorema
da Tricotomia de Escape , J(Gy,n) € um conjunto de Cantor de quasi-circulos. Além

disso, pela Proposicao |3.11

In 2
dimy J(Gyp) > 1+ o
Inn

Vejamos agora que,

die J(Ch ) < 1 -L1n2 —In Al
imp J(Gan) < +lnn+ln|)\|—2—”lln2'

n—

Com efeito,
_ _n(Bn-1) n+l
A < 270008 < 1 < 201

logo,

nf\l/é

'xn = PYNE

1A
Mostramos que para todo w € J(G},) temos [w*® — 1| > 1/2. Para tal, suponhamos que
para w € J(G),,) temos |w** — 1| < 1/2. Dessa forma, visto que, [w** — 1| > |Jw|*" — 1,
entao
(3.12)

—1 1
— <|wr-1< =
- <P —1< 2,
resultando em,
2 6
o<l

Sendo assim,

" 1 . .
|Gan(w)] = A5 ’w” + E’ < N= (? + x/§> < 23|\ (3.13)



Por outro lado, uma vez que G, ,(w) € J(G),) entdo pelo Lema

2n
Gan(w)] > = = VAL
’ r)\,n n7\1/§

Das duas tltimas inequagoes, (3.13)) e (3.14), temos

271‘ |

3 n—1
2|3
N < 2xnm
n(3n—1)

Al > 270D,
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(3.14)

Contradigao. Consequentemente para todo w € J(G),) temos |w** —1| > 1/2. Isto posto
e pelo fato de que qualquer w € J(G,,,) a cardinalidade do conjunto G;’; (w) consistir de

2n pontos, entdo, para z € J(G),) e t > 0, obtemos

2t
Si(z) € e Y Jw]™Y

t
|/\| men wEG;’ln(z)

2 (n+1)t
2t
A2t A5t

2n2nT!

n2n-

|/\|tnt :

Desse modo,
2n
2n2n-1
St= sup Si(z) < —i—r.
P =S T

Resultando em,

2
InS < In2+1Inn+ nltln2—tln|/\|—tlnn

n —

2
< lnn—l—ln2—t(lnn—|—ln|/\|— n11n2).
n_

., 2n_ __n@n-1) -
Um vez que, por hipdtese 27-1 /n < || < 27 @=D0=2 para n > 39, entao

2n

Inn+In|A| — 11112>0.

n —

Suponhamos,

2
lnn+ln2—t(lnn+ln|)\\— "
n_

11n2) <0

logo
Inn+1n2

t > .
“Inn+n|A -2 In2

n—
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Portanto, pela desigualdade ((3.5))

dimg J(Gy,) < inf{t>0; InSS <0}

< lnn+ln2
T Inn+knfA - =1n2
Inn+In|A\| — 1n2+3” LIn2 —In|)|
B lnn—|—1n|)\] - In?2
M11r12—11r1|/\|
B Inn+In|A| — 252

]

O intuito a partir de agora é estimar a dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia
de curvas Sierpinski da fun¢ao G ,, o que é feito pelo Teorema [3.20} Para isso, vejamos
a seguir duas observagoes necessarias para cumprir este objetivo.

Observacao 3.13. Seja u, um ponto critico livre da fungao G ,,. Uma vez que, os pontos
criticos livres de G, sao 2n-ésimas raizes da unidade, entdo, para cada z € C\{0} existe
um ponto critico u,, nao necessariamente unico, para o qual

[Arg(2) — Arg(u.)| < o

Observagao 3.14. Seja |A—\;| < 1/64n em que Ay, ..., A1 sdo (n — 1)—ésimas raizes
complezas de —47". Dessa forma, visto que, |A — X\j| > ||A| — |A\;]], entdo
1 1
Al — — <M\ < |\
M= < TS T+ o
Além disso, dado que para j =1,...,n— 1 temos )\?_1 = —47" seque que
n 1 1 1 1
471 — — = ——<)\ Aj ——4_ﬁ —
o = 1l Al <N+ + e

Pelo Teorema do Valor Médio aplicado para a fun¢ao x — 271 no intervalo [1,4], temos

(4ﬁ—1> > 3 =
n—1

Dessa maneira,

16(n — 1)

— 1
64n (3 5)
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e
__n _n41 _m4l /1 a1 3 2-m
4 n—1 —4 n—1 — 4 n—1 <4n—1 — 1) Z 4 n—1 4n—1
n—1
_ 3 44
16(n — 1)
1
— 3.16
64n ( )
Portanto das desigualdades (3.15)) e ((3.16)
n 1
4755 < )] < - (3.17)

4

Com o auxilio das observacoes anteriores, exibimos a seguir uma sequéncia de cinco
lemas necessarios para a prova do Teorema [3.20

Lema 3.15. Se z € C e |z| > 1, entao

|z —u,| < %\zzn —1J.

Demonstracao. Seja u, um ponto critico livre de G ,,, assim, u* =1 e tome z € C tal
que |z| > 1. Consideraremos um semicirculo v conectando z?" a 1, de modo que, seu
diametro seja o segmento ligando os dois pontos. Sendo assim, o comprimento de v é
dado por
7|22 — 1|
2

e para cada ( € v temos |(| > 1 . Além disso, pela Observacao m para y existe um
ramo da raiz g(w) = w2, tal que g(z*") = z e g(1) = u,. Portanto, por meio do que foi
posto e pelo Teorema do Valor Médio para a funcao g,

2 —wl = lg(z"") —g(D)] = g (Olz*" —1]

< S = 1suplg(Q)]

cey
< gl s el
< %Mn—u.
[
Lema 3.16. Se z € C e 1 < |z| < ry,, entdo
n=l on—1

7T2|)‘|ﬁr)\,n

—’ZQn o 1|2.
16 cosntl i

‘Gk,n(z) - GA,H(UZN <

Demonstracao. Seja z € C e 1 < |z| < ry,. Considere v o segmento de linha reta
conectando z a u,. Uma vez que, |z| > 1 e |u,| = 1, pela Observagao [3.13 obtemos

T
> 2
IC| > c054n
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para cada ¢ € . Portanto, pelo Teorema do Valor Médio e Lema [3.15] temos

/ G (O)llde]

|Gan(21) = Gan(22)| =

/7 A (€) dc‘ <

IN

IN

IN

IN

n|A| =

A

cos”“ s
2n2|\| o
2n2|\| "=
cosntl 4”

A=

/ G

|d¢]

SIS

| / € — ualdc]

2n- 1/|c—uz||d<|

2
cogntl X An |Z _uzl
2n—1

r/\nn ‘ 2n 1‘2

16 cosnt! i
n

Lema 3.17. Se 21,20 € C e |21],|22| € [1/ran,Tanl, entdo,

|Gan(21) = Gan(22)] < 2”‘)" = 7’>\n |Zl — 2.

Demonstragao. Suponha z1,ze € C tal que |z1|, |22| € [1/7xn,Tan]-

segmento de linha reta ligando z; a 25 e ( € 7. Entao,

JLSRGITS

|G)\,n<zl) - Gk,n(22)| -

[y (4 (0) dc\

<

IN

/

Nzn (¢

1 Cfnfl)

Consideremos vy o

e

AN [ 1l

n|>\|nT;Llr§;1|zl — 29|.

Lema 3.18. Se z1,20 > 1/ry,, € |Arg(z1) — Arg(ze)| < 7, entao

|21 — 22| >

An

|Arg(z1)

— Arg(zs)|.

Demonstragao. Seja z1,z2 € C tais que |z1|,|z2| > 1/ran e |Arg(z1) — Arg(ze)| < .
Considerando a seguinte relagao trigonométrica,

1 — cosf = 2sen? —.

0
2
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Obtemos que,

e — ¢if2| = (cos By + cosby)? + (sen ) — sen by)?

2 — 2(cos 01 cos O3 — sen O sen ;)
2(1 — cos(6y — 02))

v
\/
v
= /2(1 — cos(f; — 6,))

— +/4sen? (01— 0)
2
6, — 06
= 2sen —( ! 2).
2
Posto isso, e tomando, z; = |z1]e' 28V e 2z, = |z|eA852)  temos
|2 — 25| > ||Zl|€iArg(Z1) — |Z2|€iArg(Zz)|
|€i Arg(z1) _ ei Arg(zz)|
>
Txn
2 A —A
2 JAm(a) - ()
'xn 2
2
| Arg(z1) — Arg(z)].
T \n
[
Lema 3.19. Se n > 7 entao
1 1
|G)\,n(j:w)\,n)| < a — 5
Demonstragao. Suponha n > 7, mostramos que
1
|Gan(Fwan)| < 1
e
4
xn < §
Com efeito, pela Observagao obtemos
A <1/4<1< 2nT,
Logo, pela Observagao [2.3]
'nf\l/é
axn = PN
1Al
Assim,
"2 2T .
- v2 — oy (3.18)

<
%/ 22(rien)
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2(n+1)
Note que, 2n»»-1* — (0 quando n — oo. Logo, para n > 7 temos

2n+1

4
Tap < 270D < 3 (3.19)

n—1 ~
como queriamos. Por outro lado, dado que, £w), = £2\2» | entao

e 22n)\n—1 1
|G/\,n(:|:w)\,n)| - Tnlg

A"
_ ’2271()\71—1 + 2—2n)|
on |\ T
2n’)\n 1_|_2 2n|
= = ) (3.20)
A
Suponha sem perda de generalidade que Aq,...,\,_1 < A entao pelo Teorema do Valor
Médio para a funcdo z — 2" !
AT =X < (n= DA =
Isto posto, e considerando novamente a Observacao [3.14] temos
‘)\n—l o 2—2n‘ — ’)\n—l o )\;L—ll
< (n=DAMTEA =N
n—1 1\"”
< Ai| +—
~  64n <| il + 64n )
1 n—2
< _— n— 1 _—
64 ( * 64n>
- 1 /1
64 \ 4
1
= (3.21)
Usando a desigualdade (3.21)) e a Observagao [3.14], temos
on )\nfl + 27211
Grn(dus,)| = 22 277
|)\‘ 2n
< 2"
2—2(%)((";)2)2%%
B 1
o 22+%
< ! (3.22)
1 )

Portanto, pela desigualdade ((3.19))

1 3
Gan(fwr,)| < —=-—
|Gxn(Fwrn)| 11
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[
Teorema 3.20. Seja n > 63018 e A € C\ {0}. Se
A=A < —
| il < 64n’
onde A1, ..., A\p—1 sG0 (n—1)—enésimas raizes complexas de —4~" entdo G’in(wk’n) — 00

quando k — oo com Gy n(wy,) ¢ EA,H e Gin(wk,n) € é,\m. Além disso, J(Gy,,) € uma
curva Sierpinski e

1
Inn

Demonstracao. Sejan > 63018 e A € C\ {0}. Suponhamos

A=N[ < ——,
64n

onde, )\?_1 = —4""paraj=1,...,n— 1. Entao, pelo Lemam

1 1 1
Ghp(Fuy,))l < — — = < —,
’ » ( w)\7 )| r)\,n 2 rA,n

consequentemente, conforme o Lema temos YN“,\,n #+ E,\m, Gin(wyn) € T,\m e
G5 (Wxn) € Bin. Sendo assim, pelo Lema

1
[wanl € {— m,n} (3.23)

Txn

e além disso, concluimos pelo Teorema da Tricotomia de Escape que o conjunto de
Julia da funcao G ,,, J(G) ), € uma curva Sierpinski. Vejamos agora que,

. 10
1 <dimpy J(Grpn) <14+ —. (3.24)
Inn
Com efeito, uma vez que, J(G) ) é uma curva Sierpinski entdo nele esta contido curvas
continuas nao triviais de dimenséo topolégica um e através do Teorema Szpilrajn’s [21]
temos,

dlIIlH J(G)\m) > 1.

Mostramos agora a estimativa superior de (3.24)). Seja z € J(G,,) tal que |z| > 1, dessa
forma, pelo Lema

1
2] € {— m,n} (3.25)
T'xn
em vista disso,
1< |z| <7y (3.26)
Logo pelo Lema [3.16] obtemos
n—1 2n—1
1 A

(3.27)

21 = e 2 ]G G '
cos 2 R\/’ an(2) = Gan(us)
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Além disso, por (3.23)) e (3.26) temos pelo Lema [3.17) que
no1 L
1 < \/5\/5|)\|T"17">\,2

. 3.28
VIGan(2) = Ganluz)] — \/\Gi,n(z’) — G2, (u)] 529

Desse modo, uma vez que, Gy ,(u,) = Lw,, e conforme as desigualdades (3.26)), (3.27) e

(3-28), temos

_ 4n+l
| 2|t T\ 2
= < —
|22 — 1 dcos™ (£)/]|Gon(z) — Gan(us)]
no1 BnE2
< \/§W\/ﬁ|)\|2717">\,72l

ntl /g
deos"s () /IG3,,(2) — B3, (u2)]
n—1 5n+42
LEVATIP RN
2v2cos"H (£)1/1G3.(2) — B3, (u2)]
n—1 5n+42
W\/ﬁ\)\lﬁr/\ﬁ

2cos"s (ﬁ) (3.29)
Por outro lado, se considerarmos
2T < | Arg(@an(2)) — Arg(Gan(us))] < 7 (3.30)
para algum 1 < m < n/2. Temos em vista disso pelo Lema que
1 T2y 1/2
(3.31)

\/|G>\,n( — Gan(uz)| \/_\/| Arg(Gan(2)) — Arg(GA,n<UZ))|‘
Entao, de acordo com as desigualdades (3.26)), (3.27), (3.30) e (3.31), temos

2+ TR
22 =1 7 4cos™s (&) \/|GM( ) = Gon(us)]
. w3 A 3
T 4y2cos" (£) VIArg(Grn(z)) — Arg(Grn(u.))|
S ke

4\/5008%1 (£) VIArg(Gan(z)) — Arg(fwy )]

)\ n—_ 2n+1
o TV . (3.32)

8y/mcos"z (ﬁ)

Sabemos que para cada z € J(G,,) a cardinalidade do conjunto G;’}l(z) ¢ 2n pontos,
digamos
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nos quais 2+, = 1/2; para j = 1,...,n. Devido ao Lema temos 1 < |z;| < 7y, para

Jj=1,...,2n e além disso, consideremos que
2mj
Arg(zj41) = Arg(z1) + —
para j = 1,...,n — 1. Consequentemente, de forma analoga para k € N, o conjunto
Gkn(z) con51ste de (2n)* pontos digamos zj, _j, com ji,...,jx € {1,...,2n} e Zi1eonn =
1/ZJ1,~~-,jk para k = 1,...,n, tal que, G>\7H<Zj1-~:jk> = Zjijra €1 = |zj1...,jk| < ryn. Para
mais,

21y
Arg(zj,,.jergr1) = Arg(2j, 1) + —

paraj = 1,...,n—1. Isto posto, temos que para k > 2 e cada ji, ..., Jr_2,jx € {1,...,2n}
existem conjuntos de indices

\707"‘7\7[71/4-‘—1 - {1,...,71},

tal que, U[n/41 YT = {1,...,n} e cada conjunto J,, tem no méaximo 4 elementos e
2mm
——= < | Arg(zj,.5,) — Arg(Fwy,)| <7 (3.33)
para cada ji_1 € Jnem =0,...,[n/4] —1. Analogamente, existem conjuntos de indices

j/0,~~~,j’[n/4]_1 c{n+1,...,2n},

tal que, U[n/41 YT = {n+1,...,2n} e cada conjunto J',, tem no méximo 4 elementos
e

2mm

T < | Arg(z,..5) — Arg(wn)| < 7 (3.34)

para cada jr_1 € J'mem =0,...,[n/4] — 1. Seja, k > 2,1 <t <2, j1,...,jk1 €
{1,....2n} e ji € {1,...,n}. Entao uma vez que, |z, ;.| > 1 temos pelo Lema 2.4] e
as inequagoes (3.29)), (3. 32|) (3.33) e (3.34) que

2n n+1)t (n+1)t (n+1)t
2 : |Zj1’~~-7jk’( _ 2 : |ZJ17 7.7k‘ + § : ’ZJI: 7]k|
2n 11 1t
Ge_1=1 1"T1ssJk 1‘ Jr_1=1 31, Sk _y=n+1 Jl, Ik 1’
[n/4]-1 |Z | (n+1)t | |(n+1
< .]17 7]1@ .]17 7]1@
— 22 2n Ht + ) Ht
m=0 Jk—1€Tm ' I Jk—1€T'm
t n—1, 5nt2y n-1 _
t n—1, t (2n+1) [n/4]—1
< 8<7T tn2|)\| on r)\fl 3 tnzl)\| Z 1
- 2 ntly s —tl L
cos" i 8 cos 2 ' ;- = mz

Isto posto, junto com a estimativa

[n/4]-1
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e a inequagao (3.18)), obtemos

+24 1 4]-1
2n ' n2|)\|Lt (2n+1)t [n/4]—

t n—1, on
|241,....5, ) "D T\t nE Ay 2
> oy 2 8(g) et E) e
4n

Ge_1=1 17Tk cos 2 "o cos 2 m=1

t
m?2

: (5n42)t (2n+1)t b1 1_t
- T 8 2|)\|(n2 (n=1), 220-1) n 8 %|>\|(n4—1)t 2 -1 27intTe
—n n _— —n n
n+l 5n+2 2n+1
cosz P\ 2 |)\|7( e 8t |)\|7< it 2—t
n
3n+4 3
Tt 8242(71_1)%% + 4 92nilp (3.35)
- ntl 3n+4 3( +1) :
cos = ' gm \ AT —HA TR

Para 1 <t < 2, seja

2n

S = sup max Z ’G)\n(ZJL )l
E>2 J1sedk— 27kak71 “,

2n ’ (n+1)t

— 1 |2
J1y5Jk
— 7, Sup max E gkl
n 1 3
|A| 20 tnt k2 duedk- mkj — n 1]t

e a funcao pressao dada por

P(Gyn,t) = lim —lnz Z| G "z )"

k—oo k
Ji=1 Jji=1

1 _
< lim %ln <2n(5+)k 2’G n(Zi,mi)| t)

k—o0

= lnSj.

Entéao pelo Teorema da Formula de Bowen [3.7]

dimy J(Gy,) <inf {t>0 ; InSS >0}. (3.36)
Note que para j, € {n+1,...,2n} temos |z;,_ ;. |™ Y > 1, entdo
|ZJ17 Jkl (e — |1/Zj17-~~,jkfn|(n+1)t
|zj21n,,3k 1|t |(1/Zj17---7jk—n)2n - 1|t
I
= 2
|Zj],~rl;"'7jk7n - 1|t
I el
E consequentemente,
g1 S
S ————sup max max ek
t |/\|"—1tnt k>12)31, dk—2:0k jrE{L,.. ,n} Z 2n — 1t

=1 ST



E por (3:35) e (B.17), temos

SF <

2
Counsidere z = P
32n

1
Visto que, lim (1 + -

Yy—00

Y

(1) -

o)l

)]

t 3n+4 t t 3 ¢
s 22(n-1)"n2 n 4 27n-1'n
n+1 3n+4 3(n+1)
cos z ' I ATt 2=t Tt
n
3n+4 3
it . 22(n-1y" 4 21t
ntl 5nt2, ¢ 5ntl
cos'z P E N\ |A[Tmtnz 2=t |\ e intt
3n+4 3
mt 221" L4 -1t
ntly o _5n247n42, _ _ 5n2+46n+1
COS 2 n 2" 2n(n—1) tn§ 2 t2 2n(n—1) tnt—l
‘ 8n?41in+2, 5n?412n41,
T 2 2n(n—1) 4 2 2n(n—1)
1 t _
cosn2 tf n2 2—1t nt—1
n
5n2+12n+1 3n%—ni1,
7T2 2n(n—1) 2271,(71,71) 4 1—t
- n -
+1 _t
cos'z L n'=z 2—1
n
—1
x .
ey = , assim
1—2
1
v

) 1 Yy
> = e, entao <1 + —) < e. Dessa forma,

Isto posto, obtemos que

Yy
nTH 1 Y %RTI
[(1+—) } < exp
Y
1 1
EESU ntl
cos 2 o (1—286112 81) 2
- 1
nt+1
(1-52)

)
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(3.37)
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Assim, verificamos diretamente que para n > 103,

5n2412n41 5n2—5n+ 17n41
71'2 2n(n—1) 7T22n(n—1) 2n(n—1)
n+1 n+1 T
9 L
In
17+1
+2(n—q)

COS 2 ﬁ CoS
5n(n—1)

7-(-2 2n(n—1)

n+1

R %
1743 2(n+1)
< 42723 A LY
v P (2(32n2 - 772)>

1 2 1
= 4@#2% exp I Gy (1 i ”2
2 (32n — =)

COS

17001 WQ@
< 4\/571’2 %88(8) exp %
64000 — o

< 4\/5#2% ex 2m°
P\ 63999

< 18 (3.38)

Similarmente, para n > 2'% ¢ t < 19/10,

3n2—n+1t 3n2—n+1 19
82 2n(n—1) 4 2 2n(n—1) 10 4

8
nl=3 +2—t = n,ﬁ tTo D

3n?_ntlg
22n(n—1)
< 85— 440
N 20
i
— 8 i +40
N 20
2n+1
2n(n71)
= 64— 4+ 40
7,20
241
2 (n—-1)
= 64— +40
N 20
2+2%
22101
< 205 ——+40

20

o1l

— 32v/22301 440
32v/2 - 250 + 40
86. (3.39)

<
<

Logo, concluimos de acordo com (3.37) (3.38)) e (3.39) paran >2'" ¢ 1 <t < 19/10,

S < 86- 180!,

o que implica em, B
InS;" <Inn+1n86 — t(lnn —In18).
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Suponhamos,
Inn+1In86 — t(lnn —In18) <0,
desa forma,
Inn +1n 86
t> ——.
T Inn—1Inl8

Portanto, pela desigualdade (|3.36)

dimy J(Gy,) < inf{t>0 s go}
Inn + In 86

Inn —1nl8
Inn+1n1348 — In 18

Inn —1n18
In 1348

Inn —1In18

10
< 1+ —
lnn

- 1+
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigamos a dimensao de Hausdorff dos conjuntos de Julia da familia
de funcoes F) ,, os quais sao descritos no Teorema da Tricotomia de Escape. Com as
estimativas apresentadas foi possivel fornecer exemplos de conjuntos de Julia da funcao
F\,, do tipo Cantor, Cantor de quasi-circulos ou de curva Sierpinski com dimensao de
Hausdorff arbiratriamente proximo de 1.

Uma observagao interessante ¢ o fato do Teorema nao ser valido para n > 3
quando A esta proximo de 0. Além disso, estudando alguns artigos na construgao deste
trabalho, vimos que para n = 2 o conjunto de Julia da funcao F) ; converge para um disco
unitario fechado na métrica de Hausdorff quando A — 0, [I0]. Assim, surge a seguinte
indagacdo: E possivel determinar o comportamento da dimensao de Hausdorff do conjunto
de Julia da funcao F), quando A — 0 7

Por fim, espera-se que este trabalho sirva de fonte de pesquisa para a comunidade
académica, bem como seja motivagao para futuras pesquisas.
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