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almoços, pela ajuda para entendermos f́ısica, pelos ótimos momentos de descontração
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RESUMO

SILVA, Rodrigo da Costa, D. Sc., Universidade Federal de Viçosa, março de 2014
Contribuições ao estudo de sistemas magnéticos frustrados: efeitos ter-
modinâmicos e de defeitos estruturais em gelos de spin artificiais. Orien-
tador: Afranio Rodrigues Pereira. Coorientadores: Lucas Alvares de Silva Mól e
Winder Alexander de Moura Melo.

Nesta tese são estudados efeitos termodinâmicos e de defeitos estruturais nos materiais

conhecidos como gelos de spin artificiais, por meio de simulações computacionais em

redes quadradas. No caso da termodinâmica, damos ênfase aos efeitos da temperatura

sobre as excitações elementares: os monopolos magnéticos de Nambu e suas cordas.

Usando técnicas de Monte Carlo foram obtidas quântidades termodinâmicas como calor

espećıfico, densidade de cargas e a separação média entre pares de carga como função

da temperatura. Nossos cálculos mostram que o calor espećıfico e a separação média

entre pares de cargas exibem, respectivamente, um pico acentuado e um máximo global

na mesma temperatura Tc ≈ 7, 2D/kB, em que D é a constante de interação dipolar

e kB a constante de Boltzmann. Analisando a dependência dessas quantidades com o

tamanho do sistema verificamos um crescimento logaŕıtmico das amplitudes máximas

do calor espećıfico, Cmax, e da separação média entre pares, dmax, com o aumento do

tamanho do sistema. Dessa forma, nossos resultados indicam que monopolos comple-

tamente isolados seriam encontrados apenas no limite termodinâmico. Entretanto, os

resultados também sugerem que para temperaturas T ≥ Tc, o sistema exibe uma fase

com monopolos separados, apesar de dmax não ser maior que poucos parâmetros de rede

para sistemas reais. Na segunda parte desta tese, nós estudamos o caso em que a rede

é constrúıda com um defeito estrutural como, por exemplo, uma ilha deformada. Isto
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é feito considerando um arranjo quadrado de nanoilhas contendo apenas uma única

ilha diferente das demais. Esta diferença é incorporada no momento magnético (spin)

da ilha defeituosa, sendo muitos casos estudados, inclusive o caso especial no qual a

ilha está ausente (vacância). Nós mostramos que sobre os vértices adjacentes da na-

noilha “malformada” existe um par de cargas magnéticas opostas. Também obtivemos

o potencial interação efetivo entre as excitações elementares (um par de monopolos de

Nambu e suas cordas) com a ilha defeituosa, sendo um problema envolvendo quatro

cargas magnéticas (dois pares de polos opostos) e uma corda.
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ABSTRACT

SILVA, Rodrigo da Costa, D. Sc., Universidade Federal de Viçosa, March, 2014
Contributions to the study of frustrated magnetic systems: thermody-
namics and structural defects effects in artificial spin ice. Adviser: Afranio
Rodrigues Pereira. Co-advisers: Lucas Alvares de Silva Mól and Winder Alexander
Moura Melo.

In this thesis, we study the thermodynamics and structural defects effects in artificial

spin ice systems, by mean of computer simulations in square lattices. In the case of ther-

modynamics, we give emphasis to the effects of temperature on elementary excitations:

the Nambu magnetic monopoles and their strings. By using Monte Carlo techniques,

we obtain the specific heat, the density of charges and the average separation of a pair

of charges as a function of temperature. Our calculations show that the specific heat

and average separation of a pair of charges exhibit a sharp peak and global maximum,

respectively, at the same temperature Tc = 7, 2D/kB, where D is the strength of the

dipolar interaction and kB is the Boltzmann constant. Analysing the dependence of

these quantities with the size of the system, we verify a logarithmic growth of the ma-

ximum amplitude of the specific heat, Cmax and the avarege separation, dmax, with the

increasing of system’s size. Then, our results suggest that completely isolated charges

could be found only at thermodynamic limit. However, for temperatures T ≥ Tc the

system exibits a phase with separated monopoles despite of the maximun separation,

dmax, not exceed a few lattice spacings for viable artificial materials. In the second

part of this thesis, we study the case where the lattice is building with a structural

defect such as a defective island. This is done by considering a square array of islands

containing only one island different from all others. This difference is incorporated in
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the magnetic moment (spin) of the “imperfect” island and several cases are studied,

including the special situation in which this distinct spin is zero (vacancy). We show

that the two extreme points of a defective island behave like two opposite magnetic

charges. Then, the effective interaction between the elementary excitations (a pair of

Nambu monopoles and their string) with the defective island is a problem involving

four magnetic charges (two pairs of opposite poles) and a string.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nos últimos anos a F́ısica da Matéria Condensada (FMC) tornou-se um dos ra-

mos mais promissores da F́ısica. Com o notável desenvolvimento da nanof́ısica e nano-

tecnologia , em geral, a possibilidade de elaboração de novos materiais juntamente com

a capacidade de construir de forma controlada estruturas em escala nanométrica vêm

tornando-se sempre mais ampla. De fato, inúmeros avanços cient́ıficos e tecnológicos

foram obtidos no estudo desses materiais e suas propriedades. Algumas vezes, esses sis-

temas possuem uma série de resultados muitos interessantes, evidenciando uma maior

proximidade, muitas vezes inesperadas, com outras áreas da F́ısica como, por exemplo,

o Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas e seus desdobramentos.

Na pesquisa de novos materiais destacam-se o grafeno, um arranjo bidimensional

de átomos de carbono, cujas caracteŕısticas prometem revolucionar a eletrônica, possi-

bilitando desde processadores informáticos mais rápidos a uma forma mais eficiente de

conduzir o calor. Os metamateriais que representam uma mudança de paradigma no

desenvolvimento tecnológico, afirmando-se cada vez mais como candidatos às próximas

revoluções óptico-eletrônicas. Os gelos de spin, que foram estudados nessa tese, são

sistemas em que se observa corrente de cargas magnéticas, abrindo portas para o desen-

volvimento da magnetrônica - tecnologia operando com correntes magnéticas. Pode-se

destacar ainda os isolantes topológicos, materiais com a interessante propriedade de se

comportarem como isolantes em seu interior e condutores em sua superf́ıcie, possuindo

uma enorma aplicabilidade em eletrônica.
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1. Introdução

No estudo desses novos sistemas conceitos como emergência, fracionalização e

frustração geométrica tornaram-se muito importantes na descrição de suas proprieda-

des. Enquanto num ponto de vista reducionista o interesse encontra-se nos constituintes

fundamentais do sistema, numa visão ligada ao conceito de emergência o destaque é

dado aos fenômenos coletivos. Como consequência observa-se que as leis que gover-

nam fenômenos em “larga-escala” são, em geral, diferentes das leis que governam os

entes fundamentais. É como se o grande número de constituintes e suas interações

conspirassem para o aparecimento de quasi-part́ıculas que, em alguns casos, muito se

assemelham aos constituintes fundamentais do material. De fato, muitos tipos de quasi-

part́ıculas são encontradas em modelos de FMC, incluindo fônons (ondas vibracionais

em sólidos ou superfluidos) e mágnons (ondas de spin) em sistemas magnéticos [1].

Há também diversas excitações topológicas que se comportam como part́ıculas, como

são o caso de vórtices [2,3] (em materiais magnéticos bidimensionais, superfluidos e

supercondutores), skyrmions e sólitons [4], etc. Como, em geral, essas quasi-part́ıculas

não estão presentes na hamiltoniana que descreve o sistema fala-se, portanto, que elas

são emergentes.

Por outro lado, o surgimento destas excitações coletivas pode dar origem ao

fenômeno de fracionalização. A ocorrência da fracionalização reside no fato de que,

em alguns sistemas, surgem quasi-part́ıculas que carregam apenas uma fração das pro-

priedades de seus constituintes fundamentais (átomos e elétrons). Estes fenômenos

são muito comuns em sistemas unidimensionais e estão, em geral, ligados a defeitos

topológicos [5]. Um exemplo interessante é o comportamento de elétrons em um na-

nofio (como um sistema unidimensional). Neste caso, o elétron se comporta como uma

part́ıcula diviśıvel, sendo “quebrado” em spinons e holons. O spinon é uma quasi-

part́ıcula de carga nula que carrega o spin do elétron e o holon é uma quasi-part́ıcula

que carrega apenas a carga do elétron. Este efeito de fracionalização ocorre quando

um grande número de elétrons estão competindo por um espaço não muito grande [6].

Em duas dimensões espaciais, o único caso confirmado de fracionalização é o apareci-

mento de quasi- part́ıculas com um terço da carga do elétron no efeito Hall quântico

fracionário em grandes campos magnéticos [7–9].
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1. Introdução

Efeitos muito interessantes também surgem em sistemas sujeitos à frustração

geométrica. Este fenômeno ocorre quando, devido a efeitos de natureza geométrica, as

interações entre pares não podem ser minimizadas simultaneamente para todos cons-

tituintes do sistema. No caso de materiais magnéticos, o avanço da nanotecnologia

em litografia, microscopia em escala atômica e crescimento de filmes finos vêm nos

ofertando a possibilidade de construir sistemas frustrados artificiais. Esse campo tem

sido chamado de magnetismo artificialmente frustrado, tendo seu enfoque inicial sobre

a f́ısica de sistemas com interações competitivas. Ele abriu uma nova janela para uma

melhor compreensão do comportamento coletivo, manifestado em propriedades termo-

dinâmicas e dinâmicas do sistema, tanto dentro como principalmente fora do equiĺıbrio.

Sistemas que exibem este fenômeno apresentam, em geral, o estado fundamental al-

tamente degenerado [10], transições de fase não convencionais [11,12], correlações de

longo alcance na fase de Coulomb [13,14]e dinâmica muito lenta [15,16].

Um material que vem atraindo muita atenção nos últimos anos são os gelos

de spin (ou “spin ice”, na denominação em Inglês). Os gelos de spin são sólidos

cristalinos que têm a estrutura do tipo pirocloro. Os exemplos mais comuns são o

titanato de hólmio (Ho2T i2O7) e o titanato de disprósio (Dy2T i2O7) , sendo estes

encontrados na natureza. Esses sistemas estão sujeitos à frustração geométrica, o que

abre as portas para o surgimento de interessantes fenômenos, como a observação do

primeiro caso de fracionalização em três dimensões espaciais. Em um recente trabalho

teórico Castelnovo e colaboradores [17] mostraram que as primeiras excitações que

surgem nos gelos de spin acima de seu estado fundamental frustrado se comportam

como monopolos magnéticos, uma fração dos dipolos magnéticos que constituem o

sistema. Essas quasi-part́ıculas, sob certas condições, podem ser tratadas como um

gás de monopolos livres existindo, até mesmo, uma transição de fase, na qual uma

camada fina desse gás de monopolos se condensa em um estado ĺıquido. Estas idéias

foram confirmadas posteriormente, por um interessante trabalho experimental feito

por Bramwell et al [18] e, depois por outros estudos experimentais [19–22] que também

foram capazes de medir a carga magnética e também a corrente dessas excitações.

Do ponto de vista tecnológico seria de suma importância a possibilidade de

3



1. Introdução

arquitetar sistemas onde cargas magnéticas isoladas surgissem, e pudessem ter algumas

de suas propriedades controladas. Isto abriria as portas para se explorar de forma

controlada circuitos baseados em cargas magnéticas ao invés de cargas elétricas, o

que vem sendo chamado de magnetricidade, podendo resultar em um grande avanço

tecnológico. Neste sentido, em um trabalho recente Wang et al [23] propuseram a

construção de um sistema de nanoilhas magnéticas que em muito se assemelha aos gelos

de spin, sendo chamados de gelos de spin artificiais. No sistema proposto, nanoilhas

de Permalloy (uma liga de ńıquel e ferro), com uma forma alongada, foram dispostas

nas ligações entre os śıtios de uma rede quadrada. Devido à forma e ao tamanho

das ilhas e à baixa anisotropia do Permaloy, espera-se que estas ilhas alongadas sejam

monodomı́nios que se comportam como um spin tipo Ising, orientados ao longo da

direção do eixo maior da ilha. Uma grande vantagem de se trabalhar em um sistema

artificial é a possibilidade de construir arranjos nas mais variadas geometrias como

kagome [24], brickwork [25], hexagonal [26] além, é claro, da quadrada. Isto possibilita

ter o controle direto da simetria e topologia da rede, permitindo uma investigação

teórica e experimental dos efeitos da frustração em diferentes geometrias, do ńıvel de

desordem nas redes e do tipo de excitações que surgem no sistema.

Inicialmente, esses sistemas artificiais foram constrúıdos apenas com a intenção

de imitar o comportamento frustrado dos gelos de spin naturais e corroborar modelos

bidimensionais célebres da Mecânica Estat́ıstica, os quais forneceriam uma descrição

para os novos fenômenos que aparecem nesses materiais. No entanto, o entendimento

desses materiais tem exigido conceitos de diversas áreas da F́ısica como a bem co-

nhecida área dos modelos clássicos de spin, sistemas desordenados, meios granulares

e micromagnetismo. Refletindo sua natureza interdisciplinar, o estudo dos gelos de

spin artificiais tem atráıdo muitos f́ısicos, qúımicos e engenheiros de diversas áreas e, o

trabalho nesse campo tem evolúıdo com estreitas ligações entre teoria e experimento.

Os objetivos desse estudo foram: (i) obter algumas propriedades termodinâmicas

e (ii) estudar os efeitos da inclusão de defeitos de rede sobre as excitações magnéticas

que surgem nos gelos de spin artificiais (GSA) na geometria quadrada, via simulações

numéricas.
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1. Introdução

No que segue, esta tese se encontra dividida da seguinte forma: no caṕıtulo 2

foi feita uma breve revisão sobre as principais interações e anisotropias magnéticas em

materiais magnéticos, que são responsáveis pelas propriedades magnéticas dos GSA. No

caṕıtulo 3 foi feita uma revisão dos principais trabalhos existentes na literatura sobre os

gelos de spin, sendo abordado, tanto o cristal encontrado na natureza, quanto o sistema

artificial. No caṕıtulo 4 foi feita uma descrição das técnicas numéricas utilizadas,

necessárias para o estudo computacional desses materiais. Nos caṕıtulos 5 e 6 serão

apresentados os resultados obtidos na pesquisa. Por fim, são apresentadas as conclusões

e perspectivas do trabalho e três apêndices: no apêndice A é feita uma breve revisão

sobre os processos de fabricação e caracterização dos gelos de spin artificiais. No

apêndice B são feitas as deduções de algumas expressões importantes, utilizadas no

caṕıtulo 4 e, por último, no apêndice C é feita uma lista com os trabalhos publicados

e submetidos.
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Caṕıtulo 2

Considerações Gerais sobre

Magnetismo

Nas seções a seguir, serão feitas revisões sobre as interações magnéticas que

ocorrem nos materiais magnéticos macroscópicos, do efeito de anisotropia de forma, e

do fenômeno do superparamagnetismo.

2.1 Nanomagnetismo

O nanomagnetismo é a área de pesquisa em F́ısica que trata das propriedades

magnéticas dos objetos na escala nanoscópica e mesoscópica. Ele engloba o estudo

das propriedades e aplicações do magnetismo de nanopart́ıculas isoladas, nanofios, fil-

mes finos e multicamadas e amostras magnéticas volumosas que incorporam part́ıculas

nanoscópicas. Materiais que contém part́ıculas, filmes e outras estruturas em escala na-

noscópica são frequentemente classificados como materiais nanoestruturados. Durante

os últimos vinte anos, houve um grande avanço nas técnicas de fabricação de várias

estruturas em nanoescala, bem como o desenvolvimento de novas tecnologias capazes

de explorar as propriedades f́ısicas desses objetos.

O nanomagnetismo tem muitas aplicações práticas, da geologia à gravação

magnética, dos ferrofluidos ao transporte de drogas que podem ser direcionadas a

orgãos ou tecidos espećıficos [27]. Esses materiais podem ser encontrados na natureza

ou produzidos artificialmente. Na natureza, o exemplo mais comum é a magnetita
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

(Fe3O4), encontradas em bactérias, insetos e alguns animais e servem como sistema de

orientação espacial [28]. Por outro lado, quando fabricados artificialmente, as nanoes-

truturas podem ser modeladas nas mais variadas formas geométricas, sendo que suas

propriedades magnéticas são altamente dependentes da sua forma.

Aplicações no âmbito nanométrico requerem alto grau de sofisticação em

técnicas experimentais. A evolução tecnológica dessas aplicações foi posśıvel devida

ao aperfeiçoamento das técnicas de preparação de amostras em escalas nanométricas,

além de técnicas de imagem em alta resolução. A compreensão desses materiais somente

é posśıvel entendendo as interações magnéticas e anisotropias que serão apresentadas

posteriormente.

O avanço nas técnicas de produção de nanomateriais também permite construir

novos materiais com propriedadades magnéticas pré-estabelecidas, além de controlar

a geometria, o tamanho e simetria da rede de spins, bem como o ńıvel de desordem

nesses materiais em escala microscópica. Como exemplo, pode-se citar a fabricação de

um material análogo ao gelo de spin tridimensional, constrúıdo por Wang e colabora-

dores [23], que utilizaram nanopart́ıculas ferromagnéticas dispostas em uma rede com

uma geometria particular, permitindo estudar e entender melhor a f́ısica de sistemas

frustrados.

2.2 Interação de Troca e o hamiltoniano de Heisen-

berg

As propriedades magnéticas de materiais com momentos magnéticos localizados

deve-se à interação de troca. Será considerado aqui um modelo bem simples, que

consiste de dois elétrons localizados pelos vetores posição ~r1 e ~r2. A função de onda

total é composta pelo produto de estado de um único elétron ψ1(~r1) e ψ2(~r2). Como os

elétrons são férmions, obedecem ao prinćıpio da exclusão de Pauli, o qual afirma que

num átomo nunca pode haver mais de um elétron ocupando o mesmo estado quântico.

A consequência imediata de tal prinćıpio é que a autofunção de onda total (espacial

⊕ spin) para o elétron deve ser antissimétrica. Existem quatro posśıveis combinações
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

para os spins, que serão representadas por [29,30]:

| ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉

em que a seta para cima representa o estado de spin up (Sz = +~/2), e a seta para

baixo representa o estado de spin down (Sz = −~/2). A partir destas combinações

pode-se construir três autofunções de spin simétricas (χS) e uma antissimétrica (χA):

χS =



















| ↑↑〉
1√
2
[| ↑↓〉+ | ↓↑〉]

| ↓↓〉

(2.1)

χA =
1√
2
[| ↑↓〉 − | ↓↑〉] . (2.2)

A equação 2.1 representa o caso em que os spins se encontram “paralelos”,

chamado de estado tripleto, enquanto a situação descrita pela equação 2.2 denota o

caso em que os spins se encontram “antiparalelos”, chamado de estado singleto.

Da mesma maneira, as funções de onda espaciais podem ser simétricas e antis-

simétricas:

ψS(~r1, ~r2) =
1√
2
[ψ1(~r1)ψ2(~r2) + ψ1(~r2)ψ2(~r1)] , (2.3)

ψA(~r1, ~r2) =
1√
2
[ψ1(~r1)ψ2(~r2)− ψ1(~r2)ψ2(~r1)] . (2.4)

Observe que ao se fazer ~r1 → ~r2, ψS →
√
2ψ1ψ2, enquanto que ψA → 0. A função

de onda total, como dito anteriormente, necessariamente deve ser antissimétrica, sendo

obtida pelo produto da função de onda espacial pela de spin. Assim, se a autofunção

espacial for simétrica, a autofunção de spin deve ser antissimétrica e vice-versa. Desta

forma, obtém-se:

Ψtotal =







ψS(~r1, ~r2)⊗ χA

ψA(~r1, ~r2)⊗ χS.
(2.5)
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

Observe que a situação com spins paralelos tende a se afastar, enquanto a si-

tuação com spins antiparalelos tendem a se aproximar. Desse modo, pode-se dizer

que o estado de spin está correlacionado com o movimento orbital,uma consequência

imediata do prinćıpio da exclusão.

Considerando, agora, a interação coulombiana entre dois elétrons:

U(~r1, ~r2) =
e2

4πε0r12
, (2.6)

em que r12 = |~r1 − ~r2| é a distância entre os elétrons. Calculando, agora, a energia

média do sistema, utilizando somente as funções de onda espaciais (equações 2.3 e 2.4),

uma vez que a interação elestrostática independe dos spins:

〈U〉 = e2

4πε0r12

∫

ψ∗(~r1, ~r2)
1

r12
ψ(~r1, ~r2)d

3r1d
3r2 . (2.7)

Como ψ = 1√
2
(ψ1(~r1)ψ2(~r2)± ψ1(~r2)ψ2(~r1)), obtém-se:

〈U〉 = E ± J , (2.8)

em que

E =
e2

4πε0

∫

ψ∗
1(~r1)ψ

∗
2(~r2)

1

r12
ψ1(~r1)ψ2(~r2)d

3r1d
3r2 (2.9)

e

J =
e2

4πε0

∫

ψ∗
1(~r2)ψ

∗
2(~r1)

1

r12
ψ1(~r2)ψ2(~r1)d

3r1d
3r2 . (2.10)

A equação 2.9 representa a energia coulombiana média do sistema. Observe que

este seria o único termo presente se o prinćıpio da exclusão de Pauli não fosse levado

em consideração. A imposição desse prinćıpio leva ao surgimento do segundo termo

(equação 2.10), chamado de energia de troca, que corresponde a diferença de energia

entre os estados de singleto e tripleto. O sinal ± da expressão 2.8 depende do estado

de spin (singleto ou tripleto). Observe que embora a interação entre os elétrons não

depende do estado de spin, a energia média dependerá. Dessa forma é razoável pensar

que a energia do sistema possa ser escrita em tremos de variáveis de spin. Para tanto,

pode-se reescrever 〈U〉 da seguinte forma:
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

〈U〉 = E ± J ~S1 · ~S2 (2.11)

e, devida à sua conveniência, Si será coniderado como sendo as projeções dos momentos

angulares de spin. Assim, quando os dois spin forem paralelos têm-se ~S1 · ~S2 = 1 e

~S1 · ~S2 = −1 corresponde aos spins estarem antiparalelos.

Werner Heisenberg foi o primeiro a notar, em 1928, a importância da energia de

troca para explicar a ordem magnética nos materiais. A hamiltoniana de Heisenberg é

dada por:

H = ±2J12~S1 · ~S2 , (2.12)

em que a constante J12, conhecida como constante de troca, está associada com os

elétrons 1 e 2.

Conforme dito anteriormente, a situação descrita aqui envolve apenas dois

elétrons. No entanto, os sistemas magnéticos possuem um número enorme de elétrons,

de tal forma que resolver a equação de Schrödinger para estes sistemas se torna im-

praticável. Entretanto a interação de troca tem origem na superposição de funções

de ondas, o que leva a supor que esta interação seja relevante apenas em pequenas

distâncias [31], isto é, em uma rede cristalina apenas as part́ıculas magnéticas mais

próximas estão acopladas por esta interação. Essa consideração leva ao modelo de

Heisenberg:

H = −
∑

〈ij〉
Jij ~Si · ~Sj , (2.13)

em que Jij é a constante de troca entre os spins localizados nos śıtios i e j e a notação

〈., .〉 indica que a soma é realizada apenas entre primeiros vizinhos. Note que o fator

2 em 2.13 é inclúıdo no somatório, pois cada interação é contada duas vezes. Observe

ainda que o sinal ± presente em 2.12 desapareceu, pois foi incluso em Jij, podendo

ser positivo, Jij > 0, ou negativo Jij < 0. Uma simples análise da equação 2.13

revela que a configuração de menor energia para Jij > 0 é tal que ~Si · ~Sj > 0, de tal
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

forma que configurações com spins paralelos são privilegiadas (ordem ferromagnética).

Por outro lado, a configuração de menor energia para Jij < 0 é tal que ~Si · ~Sj < 0,

ocorrendo o alinhamento antiparalelo entre os spins (e o estabelecimento de uma ordem

antiferromagnética).

2.3 Interação Dipolar

A interação dipolar tem origem puramente eletromagnética, surgindo da in-

teração entre os dipolos que compõem o material. Pode-se mostrar que o campo

magnético devido a um dipolo magnético ~m em um ponto ~r é dado por [32,33]:

~Bdip(~r) =
µ0

4π

1

r3
[3(~m · r̂)r̂ − ~m] , (2.14)

em que r̂ é o vetor unitário que une o dipolo e o local onde se pretende calcular o

campo, µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo. Sabe-se também que a energia

de um dipolo magnético ~m′ colocado em uma região com um campo magnético ~B é

dado por E = −~m′ · ~B. Assim, supondo que o material seja composto de momentos

magnéticos localizados, a energia resultante desta interação é ,então, dada por:

Edip =
µ0

4π

∑

i>j

[

(~mi · ~mj)− 3(~mi · r̂ij)(~mj · r̂ij)
r3ij

]

. (2.15)

Observe que a energia depende da distância e orientação relativa entre os mo-

mentos de dipolos. Uma estimativa desta energia pode ser feita considerando o sistema

composto por dois dipolos separados de uma distância ~r e assumindo valores t́ıpicos,

como |~µ1| = |~µ2| = 1µB e |~r| = 2Å. Supondo ainda que ~µ1 seja paralelo a ~µ2 e ainda

paralelo a ~r, a energia é:

E =
µ0µ

2
B

2πr3
= 2, 1 · 10−24J, (2.16)

em que µB é o magneton de Bohr. A temperatura correspondente (E = kBT , kB

é a constante de Boltzmann) a esse valor de energia é um pouco menor que 1K.

Entretanto, a temperatura de ordenamento em ferromagnetos (temperatura de Curie)

atinge algumas centenas de Kelvins. Sendo assim, essa energia não consegue causar o
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2. Considerações Gerais sobre Magnetismo

ordenamento ferromagnético.

2.4 Anisotropia de Forma

A anisotropia de forma tem sua principal origem na interação clássica entre os

dipolos que compoem o material. Está associada com a facilidade de se magnetizar

uma dada amostra em uma direção espećıfica. O comportamento isotrópico é observado

apenas para formas esféricos, pois para amostras que não são esféricas podem ocorrer

uma ou mais direções preferenciais. Tais direções representam os chamados eixos fáceis

de magnetização, que são causados unicamente pela forma da amostra [34].

Como já foi mostrado anetriormente, a energia dipolar, descrita na equação

2.15, decai com o cubo da distância entre os dipolos. Assim, a, energia dipolar total

em sistema magnético diverge se o sistema for infinito, sendo fisicamente aceitável

apenas em sistemas finitos:

Edip ∝
∫

V

d3r

r3
=

∫

dr
1

r
. (2.17)

Amostras finitas exibem polos em sua superf́ıcie, levando a formação de um

“campo perdido” (stray field) fora da amostra. Por sua vez, este campo é responsável

pelo surgimento de um campo no interior da amostra, conhecido como campo de des-

magnetização, ~Hd, produzido pela distribuição da magnetização. Da lei de Ampère

aplicada em materias magnéticos, tem-se:

~∇ · ~Hd = 0. (2.18)

A solução de 2.18 é bem definida, sendo ~Hd escrito como o gradiente de um

potencial escalar φ:

~Hd = −~∇φ. (2.19)
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Por outro lado, outra equação de Maxwell é:

~∇ · ~B = 0, (2.20)

em que ~B = µ0( ~H + ~M) é o vetor de indução magnética. Substituindo a equação 2.19

em 2.20 e utilizando a definição de ~B, obtém-se a equação:

∇2φint = ~∇ · ~M, (2.21)

válida no interior do material ferromagnético [35].

Comparando 2.21 com a eletrostática, pode-se identificar:

ρM = −~∇ · ~M. (2.22)

A solução geral para φ é dado por [33]:

φint(~r) = − 1

4π

∫

V

~∇′ · ~M(~r ′)

|~r − ~r ′| d3r ′, (2.23)

em que V é o volume ocupado pelo material, ~r representa a posição no espaço onde se

deseja calcular o potencial e ~r ′ é a posição de uma porção infinitesimal do material.

Na região externa ao material, ~M = 0, e, dessa forma,

∇2φfora = 0. (2.24)

A densidade superficial de cargas é obtida a partir de 2.22, aplicando-se o teo-

rema da divergência e assim:

σM = ~M · n̂. (2.25)

Assim é posśıvel expressar o potencial de modo mais reaĺıstico, num caso que

envolva condições de contorno superf́ıciais, sendo dado por:

φ(~r) = − 1

4π

∫

V

~∇ ′ · ~M(~r ′)

|~r − ~r ′| d3r
′

+
1

4π

∮

S

n̂ ′ · ~M(~r ′)

|~r − ~r ′| dS ′. (2.26)
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A energia magnetostática devido ao seu próprio campo é dado por:

Emag =
1

2

∫

µ0
~M · ~Hdd

3r. (2.27)

Como pode ser notado da equação 2.27, a energia magnetostática é minimizada

quando o material não exibe polos, isto é, ~∇ · ~M = 0 e n̂ · ~M = 0.

2.5 Superparamagnetismo

A teoria do superparamagnetismo foi desenvolvida em 1950 por Bean e Livings-

ton [36] por meio de analogias com sistemas paramagnéticos. A primeira hipótese feita

pela teoria é supor que os momentos magnéticos no interior de uma part́ıcula se mo-

vessem coerentemente, isto é, que o momento magnético total possa ser representado

por um único vetor clássico, dado por µ = µatN , em que µat é o momento magnético

atômico e N é o número de átomos magnéticos da part́ıcula [37,38].

Um fato interessante nessas part́ıculas é que elas possuem um tempo de re-

laxação, τ , que basicamente é o tempo médio necessário para inverter o momento

magnético de um estado de equiĺıbrio de uma dada part́ıcula para outro. Esse

tempo é determinado por uma frequência de tentativas de saltos, que é da ordem

de ν0 = 1010 Hz, e pelo fator de Boltzmann, exp (∆E/kBT ), ou seja:

τ = τ0 exp

(

∆E

kBT

)

, (2.28)

em que τ0 = 1/ν0, ∆E = −KaV é a barreira de energia que separa os dois estados de

equiĺıbrio, V é o volume da part́ıcula, Ka é a constante de anisotropia, T é a tempera-

tura e kB a constante de Boltzmann. A frequência de saltos de uma configuração em

equiĺıbrio para outra pode, então, ser facilmente obtida a partir de 2.28:

ν = ν0 exp

(−∆E

kBT

)

. (2.29)

As equações 2.28 e 2.29 mostram que para baixas temperaturas (ou grandes vo-

lumes) kBT ≪ ∆E, de forma que τ é muito grande e a part́ıcula mantém seu momento
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magnético em sua configração de equiĺıbrio inicial. Num regime de altas temperaturas

(ou pequenos volumes) kBT ≫ ∆E e o tempo de relaxaão τ se torna muito pequeno,

fazendo com que o momento magnético da part́ıcula mude muito rapidamente.

A mudança do momento magnético de uma part́ıcula pode ser observado por

diferentes instrumentos como, por exemplo, a espectroscopia Mossbauer. Cada instru-

mento possui um tempo caracteŕıstico (tm) para efetuar essa medida (por exemplo, o

tempo caracteŕıstico da espectroscopia Mossbauer é tm = 10−8s). Quando tm ≫ τ

não é posśıvel medir o momento magnético em um único estado de equiĺıbrio. Assim,

pode-se afirmar que uma part́ıcula se encontra no estado superparamagnético se, a

uma certa temperatura, o seu tempo de relaxação for menor que o tempo necessário

para se realizar a medida. Caso contrário, para tm ≪ τ , a magnetização da part́ıcula

encontra-se aparentemente “presa” em um dado estado de equiĺıbrio e fala-se, agora,

que a part́ıcula encontra-se em um estado bloqueado.

Uma revisão mais detalhada sobre as interações e anisotropias magnéticas bem

como o fenômeno do superparamanetismo é encontrada nas referências [1,34,35,41–43].
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Caṕıtulo 3

Gelos de Spin

Neste caṕıtulo será feita uma pequena revisão sobre o conceito de frustração

geométrica, muito importante para se começar a estudar os gelos de spin. Também

será feita uma revisão sobre esses materiais em três e duas dimensões espaciais, da sua

interação, do surgimento das excitações do tipo monopolo magnético e de sua estrutura

cristalina.

3.1 Frustração Geométrica

Figura 3.1: Exemplos de redes com geometrias diferentes, nas quais são dispostos spins do
tipo Ising, acoplados antiferromagneticamente.

O conceito de frustração geométrica está associado à incapacidade do sistema

de minimizar simultaneamente todas interações entre pares. Quando essa incapaci-

dade é resultado direto da geometria da rede, ela é denominada frustração de origem

geométrica, ou simplesmente, frustração geométrica [44–48]. Para ilustrar esse conceito,

a figura 3.1 mostra três redes de spin com diferentes geometrias: quadrada, triangular
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e tetraédrica. Para mostrar os efeitos da frustração geométrica, considere spins do tipo

Ising (spins com orientação restrita a apenas uma direção) arranjados nestas redes,

sujeitos à interação antiferromagnética (essa interação faz com que os spins prefiram

se alinhar antiparalelamente uns aos outros).

Analisando a figura 3.1, observa-se que é posśıvel posicionar todos os spins sa-

tisfazendo todas as interações entre pares simultaneamente no quadrado (figura 3.1.a),

entretanto, o mesmo não é posśıvel nas outras duas geometrias: o triângulo apresenta

pelo menos uma interação frustrada e, no tetraedro, pelo menos duas interações não

são satisfeitas.

O conceito de frustração geométrica é bastante amplo, não ficando restrito a

sistemas de matéria condensada, onde é relacionado com uma grande variedade de

fenômenos que vão desde a supercondutividade em altas temperaturas [49] ao com-

portamento de ferritas utilizadas em diversas aplicações em microeletrônica [50]. A

frustração geométrica é um fenômeno importante na área de estudo de sistemas neu-

rais, e um fator crucial em diferentes processos biológicos, como o enovelamento de

protéınas, processo necessário para que elas assumam as mais diversas funcionalida-

des [51,52]. Contudo, este fenômeno é melhor visualizado e estudado em sistemas de

spins devido à relativa simplicidade dos modelos magnéticos.

Figura 3.2: Degenerescência do estado fundamental para uma rede triangular de spins do
tipo Ising acoplados antiferromagneticamente [48].

Em geral, materiais magnéticos formados por estruturas frustradas, como as

ilustradas na figura 3.1, apresentam um número grande de estados fundamentais de-

generados. O triângulo, por exemplo, quando considerado isoladamente possui seis
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estados fundamentais degenerados, no caso de spins do tipo Ising (ver Figura 3.2).

Uma rede macroscópica formada por uma estrutura de spins arranjados em uma ge-

ometria triangular possui uma extensa multiplicidade de estados fundamentais, o que

impede o estabelecimento de uma ordem magnética de longo alcance em temperaturas

muito inferiores à escala de energia das interações entre spins.

3.2 Rede piroclórica ou tetraédrica

Os óxidos magnéticos de pirocloro A2B2O7 formam uma ampla famı́lia de ma-

teriais que exibem uma grande variedade de fenômenos magnéticos e uma rica termo-

dinâmica, embora grande parte destes fenômenos ainda não são bem compreendidos.

Nestes óxidos, ambos ı́ons, trivalentes A3+, sendo A um elemento de terra-rara como

Gd, Tb, Dy, Ho ou o Y , e os ı́ons tetravalentes B4+ (B = Ti, Sn, Mo, Mn) residem sobre

duas subredes independentes e interpenetradas de pirocloro [53]. A figura 3.3 mostra

apenas uma dessas subredes, a subrede A, por exemplo. No A2B2O7 ou pode-se ter as

subredes A ou B ocupadas por apenas um único ı́on magnético, como é observado no

Tb2T i2O7 e Y2Mn2O7, ou ambas redes podem ser ocupados por ı́ons magnéticos, como

no Tb2Mo2O7.

Figura 3.3: Rede de pirocloro, sendo ocupada por ı́ons de Dy3+ e Ho3+ nos materiais
Dy2T i2O7, Ho2T i2O7 [53].

Como discutido por Villain et al, há aproximadamente trinta anos [54], a rede de

pirocloro é altamente frustrada quando os ı́ons possuem spin isotrópico de Heinserberg,

interagindo com seus primeiros vizinhos acoplados antiferromagneticamente. Os óxidos
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de pirocloro podem ser metálicos (como o Nd2Mo2O7 que exibe o fenômeno do efeito

Hall anômalo) ou isolantes, como no caso das séries A2T i2O7 e A2Sn2O7. Será abordado

daqui em diante apenas as séries isolantes, com Dy ou Ho sendo os ı́ons magnéticos

representados por A. T i4+ e Sn4+ são ı́ons não-magnéticos, de forma que, a rede de

pirocloro possui apenas um ı́on magnético.

A rede de pirocloro pode ser convenientemente descrita como uma rede cúbica de

face centrada (FCC), com uma célula base tetraédrica de quatro śıtios, podendo estar

orientada para cima ou para baixo. Essa estrutura possui ainda uma simetria trigonal

em relação a qualquer uma de suas quatro direções < 111 >, isto é, as diagonais da

célula cúbica da figura 3.3.

3.3 A frustração no gelo da água

Outro problema com consequências importantes, que deve ser discutido, é o

problema da desordem do próton no gelo da água, que culminou no estabelecimento

da regra do gelo “two-in, two-out ”, também observada nos gelos de spin.

O gelo da água é um exemplo de um sistema fortemente correlacionado em

f́ısica da matéria condensada, violando a terceira lei da termodinâmica. No ińıcio da

década de 1930, numa série de notáveis experimentos que envolviam a medição do

calor espećıfico, feito por Willian Giauque e colaboradores [55,56], foi observado que

mesmo em baixas temperaturas, os estados do gelo da água são caracterizados por uma

entropia residual S0 = 0, 82± 0, 05Cal/deg ·mol, que difere de zero, em contraste com

a terceira lei. Em um famoso artigo em 1935, Linus Pauling [57] mostrou que devido

a uma desordem configuracional do próton no gelo da água, esta possui uma entropia

finita estimada em 0, 81Cal/deg ·mol, muito próxima do valor experimental obtido.

O problema do gelo é um exemplo clássico de como a separação das escalas de

energia em sistemas interagentes pode levar a alguns graus de liberdade efetivos em

baixas energias, consequência de um sistema altamente frustrado, isto é, incapaz de

minimizar sua energia em baixas temperaturas via processos dinâmicos locais. A ener-

gia de ligação qúımica da molécula de água é 221Kcal/mol, de forma que sua estrutura
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qúımica é praticamente inalterada na fase sólida. Assim, o estado fundamental do gelo

não pode minimizar a energia eletrostática de um ensemble neutro de ı́ons O2− e H+.

Em baixas temperaturas e pressão o gelo da água exibe uma fase conhecida como gelo

hexagonal Ih de tal forma que os átomos de oxigênio estão arranjados sobre uma rede

hexagonal, de forma que cada oxigênio possui quatro átomos de hidrogênio vizinhos.

Bernal, Fowler [58] e Pauli foram os primeiros a propor que os átomos de hidrogênio

(prótons) da estrutura hexagonal do gelo da água não estão arranjados periodicamente,

estando desordenados. Os átomos de hidrogênio sobre a ligação O−O não estão posi-

cionados no ponto central entre dois átomos de oxigênio, mas para cada ı́on O2−, dois

ı́ons H+ estarão mais próximos e dois mais afastados, sendo esta regra conhecida mais

tarde como regra do gelo“two-in, two-out”.

Uma consequência dessa estrutura, que obedece a regra do gelo, é a não

existência de um único estado de mais baixa energia. De fato, existe uma enorme

quantidade de estados degenerados de baixa energia que satisfazem a regra do gelo

e, sendo a verdadeira degenerescência, o gelo da água exibiria uma entropia residual

mesmo no zero absoluto (chamada de entropia de ponto zero). Em 1935, Pauling con-

seguiu estimar o valor da entropia residual por átomo de hidrogênio, S ≈ kB/2 ln (3/2),

em que kB é a constante de Boltzmann. Em seu modelo, Pauling considerou um mól

de gelo contendo N0 ı́ons de O2− e, portanto, 2N0 ligações O − O para a estrutura

hexagonal do gelo, de forma que não se podia ter dois prótons ocupando uma mesma

ligação O − O. Assim, todas as ligações obedecem à primeira regra do gelo. Cada

ligação entre oxigênios possui duas posśıveis posições para o próton, levando a 22N0

configurações posśıveis para o hidrogênio na rede como um todo. Existem ainda dezes-

seis posśıveis arranjos para a posição do oxigênio na célula tetraédrica, entretanto dez

delas são energeticamente desfavoráreis: a configuração OH2+
4 , 4 configurações OH+

3 ,

4 configurações OH− e a configuracão O2−. Dessa forma, apenas 6 configurações sa-

tisfazem a regra do gelo, podendo agora calcular um limite superior para o número de

estados fundamentais, Ω0:

Ω0 ≤ 22N0

(

6

16

)N0

=

(

3

2

)N0

, (3.1)
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e assim, através da equação de Boltzmann, pode-se fazer uma estimativa da entropia

residual:

S0 = kb ln(Ω0) = N0kBln

(

3

2

)

= 0, 81Cal/deg ·mol . (3.2)

3.4 Gelos de Spin cristalinos

“Gelos de spin” é um estado de spins observado em temperaturas baixas en-

contrados em materias compostos por óxidos de terras-raras como Ho2T i2O7 [59,60],

Dy2T i2O7 [61] e Ho2Sn2O7 [62,63], exibindo um comportamento exótico em baixas

temperaturas. Esses materiais apresentam um estado fundamental altamente degene-

rado, resultando em uma entropia não-nula, mesmo quando T → 0. São caracterizados,

ainda, pela presença de momentos magnéticos ~µi residindo sobre os śıtios i de uma rede

de pirocloro. Um aspecto importante dos gelos de spin é a existência de uma forte ani-

sotropia devido ao campo cristalino, fazendo com que os spins se alinhem na direção

do centro de cada tetraedro, como pode ser visto na figura 3.4.

Figura 3.4: Spins arranjados sobre dois tetraedros adjacentes, satisfazendo a regra do gelo
“two-in, two-out” [64].

Esse fato, aliado com uma interação ferromagnética entre spins, resulta na frus-

tração das interações entre spins num tetraedro. A interação ferromagnética requer

que para quaisquer dois pares de spins no tetraedro, um esteja apontando para seu

centro e o outro para fora. Dessa forma, é imposśıvel posicionar os spins no tetraedro
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satisfazendo essa condição em todos pares. Somente quatro das seis interações ferro-

magnéticas entre pares de spin podem ser satisfeitas simultaneamente, falando-se então

que essa interação no tetraedro é frustrada.

Pode-se fazer agora uma analogia entre a estrutura do gelo da água comum e o

posicionamento dos spins no tetraedro na rede de pirocloro magnética. Esta analogia

ficou ainda mais completa após a descoberta de que o valor da entropia residual dos

compostos Dy2T i2O7, Ho2T i2O7 é aproximadamente igual ao valor encontrado para

o gelo da água, resultando na nomeação de gelos de spin para estes materiais. Pode-

se utilizar o mesmo argumento de Pauling para calcular a entropia residual destes

materiais em baixas temperaturas: assumindo que os tetraedros são independentes,

pode-se calcular a entropia residual a partir do número de diferentes configurações que

obedecem à regra do gelo. Devido a anisotropia cristalina, cada spin possui apenas duas

configurações posśıveis, apontando para dentro ou para fora de cada tetraedro. Assim,

em cada tetraedro tem-se dezesseis configurações, das quais apenas seis satisfazem a

regra do gelo. Portanto, a razão de configurações estáveis é 6/16 em cada tetraedro, de

forma que, se o material é composto por N spins, existem N/2 tetraedros e o número

de configurações que respeitam a regra do gelo é 2N(6/16)N/2. Utilizando a relação de

Boltzmann, S = kBlnΩ, a entropia residual é dada por:

S0 = kb ln

[

2N
(

3

8

)N
2

]

=
R

2
ln

(

3

2

)

, (3.3)

em que R = NkB é a constante molar dos gases, N é o número de Avogadro e kB

é a constante de Boltzmann. O valor experimental da entropia residual encontrada

para Dy2T i2O7 foi feita por Ramirez e colaboradores, em um experimento similar ao

de Giauque, medindo o calor espećıfico deste composto [61]. A variação da entropia

magnética entre duas temperaturas, é obtida a partir da seguinte equação:

∆S = S(T2)− S(T1) =

∫ T2

T1

C(T )

T
dT . (3.4)

No regime paramagnético, em altas temperaturas, a entropia esperada por

molécula vale S(T2) = Rln(2), uma vez que cada spin possui somente duas con-
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figurações. Dessa forma, a entropia residual S(T1) é obtida a partir da subtração

entre esse valor e o resultado da integração do calor espećıfico. O valor obtido

por Ramirez et al. para uma amostra na forma de pó do material Dy2T i2O7 foi

S(T1 = 0, 3K) = 1, 86 Jmol−1K−1, estando de acordo com a estimativa de Pauling,

1, 68mol−1K−1.

Um dos trabalhos teóricos que motivou o presente estudo foi feito por Castel-

novo, Moessner e Sondhi. Em seu trabalho, Castelnovo e colaboradores [17] argu-

mentaram sobre a existência de mais um caso do fenômeno de fracionalização em três

dimensões, mostrando que monopolos magnéticos emergem naturalmente através do

comportamento coletivo dos momentos magnéticos interagentes nos gelos de spin. Os

gelos de spin apresentam momentos magnéticos ~µi, com magnitude de aproximada-

mente dez magnetons de Bohr contribuindo para uma razoável energia magnetostática

dipolar. Ao mesmo tempo, a interação de troca entre os elementos terras-raras é pe-

quena, devido ao fato de que os orbitais 4f semipreenchidos são fortemente blindados

pelos orbitais 5s, 5p e 5d. Por isso, ao contrário do que ocorre na maioria dos metais

de transição magnéticos, a interação dipolo-dipolo não pode ser tratada perturbati-

vamente, devendo ser inclúıda no hamiltoniano para descrever as interações entre os

momentos de dipolo magnéticos nesses materiais. Desta forma, o hamiltoniano é dado

por:

H =
J

3

∑

〈i,j〉
(~Si · ~Sj) +Da3

∑

i,j

[

êi · êj
|~rij|3

− 3
(êi · ~rij)(êj · ~rij)

|~rij|5
]

SiSj , (3.5)

em que D = µ0µ
2/4πa3 é a constante de interação dipolar, a ≈ 3, 54 Å, é o espaçamento

de rede e ~rij indica a posição dos spins na rede. Observe que os momentos magnéticos

estão vinculados a apontar ao longo de seus respectivos eixos locais êi, podendo ser

modelados como spins do tipo Ising, ~Si = Sêi.

Castelnovo et al [17] mostraram que os elusivos monopolos magnéticos pode-

riam surgir como part́ıculas emergentes nos gelos de spin. Estes autores perceberam

que as excitações sobre o estado fundamental degenerado destes materiais, advindos
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(a)

(b)

Figura 3.5: a) Primeiro estado excitado do sistema: uma simples inversão de um dipolo leva
a criação de um par de cargas magnéticas. A esfera azul representa uma carga magnética posi-
tiva, enquanto, a vermelha representa uma carga magnética negativa. b) Esquema ilustrativo
da separação de um par de cargas através de uma inversão sucessiva de dipolos. Observe a
existência de uma corda ligando o par de cargas [65].

de violações da regra do gelo, levariam ao aparecimento de duas excitações que car-

regam cargas magnéticas opostas, como um par monopolo-antimonopolo magnético.

Além disso, eles perceberam que estas excitações poderiam ser separadas sem maiores

violações da regra do gelo, simplesmente invertendo uma cadeia de spins adjacentes. A

Figura 3.5(a) ilustra o processo de inversão de um momento de dipolo e a consequente

criação de um par de cargas magnéticas opostas nos gelos de spin. Neste processo,

uma corda (“string”) de spins ligando a carga positiva à negativa seria criada. A fi-

gura 3.5(b) mostra um par de cargas separados pelo processo descrito acima. A cadeia

de dipolos invertidos (corda de Dirac) encontra-se destacada. Um fato importante re-

lacionado a esta corda é que, neste caso, sua tensão é nula, ou seja, a corda em si não
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carrega energia. Dessa forma, os monopolos estão essencialmente livres no material,

isto é, interagem apenas por um termo coulombiano:

V (~rij) =











µ0

4π

qiqj
|~rij|

, i 6= j

V0q
2
i , i = j .

(3.6)

Em 2009 foram realizados vários experimentos que culminaram com a ob-

servação destas quasi-part́ıculas nos gelos de spin, confirmando, dessa forma, mais

um caso do fenômeno de fracionalização em três dimensões espaciais [18]. Posteri-

ormente, outros estudos experimentais [19–22] foram capazes de medir a carga e até

mesmo correntes dessas excitações.

3.5 Gelos de Spin Artificiais

Do ponto de vista tecnológico, um trabalho de grande importância seria o de

construir sistemas em que cargas magnéticas isoladas surgissem, preferencialmente de

forma que fosse posśıvel controlar algumas de suas propriedades. Para melhorar a com-

preensão destes fenômenos exóticos que surgem em materiais magnéticos frustrados é

interessante, ainda, ter controle completo da geometria da rede, tamanho, simetria além

do ńıvel e tipo de desordem nesses sistemas em escala microscópica. Isto abriria as por-

tas para se explorar de maneira controlada circuitos baseados em cargas magnéticas ao

invés de cargas elétricas, o que vem sendo chamado de magnetricidade, podendo resulta

em um grande avanço tecnológico. Uma maneira de obter este controle encontra-se no

uso de sistemas artificiais, constrúıdos a partir de técnicas litográficas. Neste sentido,

foram constrúıdos sistemas de nanoilhas magnéticas em que muito se assemelha aos

gelos de spin, sendo chamados de gelos de spin artificiais (GSA). Esses sistemas podem

ser fabricados em diversas geometrias, como redes quadradas [23], “brickwork” (parede

de tijolos) [24], “honeycomb” ou kagome [25,67], triangular [68], “shakti”, “pinwheel”,

santa fé, tetris [69,70]. Todas essas redes são objetos de um estudo intenso experimen-

tal e teórico, na tentativa de entender quais os efeitos da frustração sobre as excitações

emergentes que aparecem nessas diferentes geometrias. Para maiores informações sobre
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os processos de fabricação e caracterização de amostras de GSA ver apêndice A.

Em todos experimentos, os gelos de spin foram contrúıdos a partir de ilhas

ferromagnéticas com dimensões suficientemente pequenas, de tal forma que os spins

eletrônicos são alinhados ferromagneticamente em um monodomı́nio. Em geral, o ma-

terial mais utilizado para sua fabricação é o permalloy, uma liga de ferro e ńıquel

(Ni0,81Fe0,19). Na maioria dos experimentos reportados na literatura, os GSA são

sistemas atérmicos, ou seja, não possuem dinâmica devido à ativação térmica. Por

exemplo, tomando por base o tamanho das nanoilhas no trabalho feito por Wang e co-

laboradores [23] (que estudaram os GSA em uma rede quadrada) em que as dimensões

das ilhas são (80× 220× 25) nm, o momento magnético, que é proporcional ao volume

da ilha, vale µ ≈ 3×107µB, em que µB é o magneton de Bohr. Assim, a escala de ener-

gia térmica necessária para inverter a magnetização de cada ilha é da ordem de 105 K,

sendo que a temperatura de Curie para o permalloy é TC ≈ 853K. Em outras palavras,

para T > TC, as nanoilhas não podem ser consideradas ferromagnéticas e, como toda a

descrição do sistema é embasada nessa hipótese, o material se encontra em um regime

diferente dos gelos de spin. Entretanto, essa estabilidade do sistema em temperatura

ambiente permite obter uma série de informações como, por exemplo, a população

de vértices, minimização de energia, estat́ıstica das configurações e adesão local da

regra do gelo que podem ser facilmente obtidos utilizando um microscópio de força

magnética (MFM). De fato, existem uma série de trabalhos na literatura que estudam

a termodinâmica e dinâmica fora do equiĺıbrio desses sistemas por meio da aplicação

de campos magnéticos externos, resultando no desenvolvimento de novos protocolos de

desmagnetização e o levantamento de curvas de histerese [25,26,66,71,73–77].

Existem, ainda, trabalhos que investigam o uso de novos materiais para a fa-

bricação das nanoilhas, como o estudo feito por Kapaklis et al [78], em que o grupo

construiu um GSA numa rede quadrada utilizando a técnica “δ-doped” em paládio

dopado com ferro [Pd(Fe)]. Essa técnica consiste, primeiramente, em crescer paládio,

em um substrato qualquer (siĺıcio, por exemplo); em seguida, interrompe-se (ou apenas

diminui-se) o fluxo de Pd e injeta-se um fluxo de ferro por um tempo muito pequeno.

Em seguida, o fluxo de ferro é interrompido concomitantemente com o aumento do
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fluxo de paládio até acabar o crescimento da amostra. Dessa forma, consegue-se in-

serir uma camada muito fina (δ) de ferro no filme de paládio. O interessante é que

a temperatura de Curie do Pd(Fe) pode ser controlada variando a espessura da ca-

mada de ferro [79,80]. No trabalho de Kapalis e colaboradores TC = 230K, obtido

crescendo 1,2 monocamadas de Fe entre dois filmes de Pd com 10 monocamadas cada

filme. As ilhas possuem área (750 × 250) nm2, com o momento magnético da cada

ilha µ ≈ 1, 19 × 107µB. O grupo verificou que os GSA constrúıdos dessa forma apre-

sentam uma termodinâmica real, na faixa de temperaturas 160K < T < TC. Muito

recentemente outros trabalhos também reportam a obtenção de efeitos térmicos reais

nos GSA. Por exemplo, no trabalho de J. M. Porro et al [81], os autores alteraram a

concentração de ferro e ńıquel da liga NiFe (Ni0,87Fe0,13), obtendo uma temperatura de

Curie 100 K abaixo da temperatura do permalloy usual.

3.5.1 Gelos de spin na geometria quadrada

Em 2006, um grupo da Universidade do Estado da Pensylvania foi pioneiro ao

fabricar o gelo de spin artificial [23]. O material consiste de nanoilhas de permal-

loy arranjados em uma rede quadrada. As ilhas são alongadas, com seu eixo maior

alternando sua orientação com os eixos principais do sistema (x e y).

O sistema possui parâmetro de rede variando entre 320 nm e 880 nm, com ta-

manho da ilha fixo (80 nm× 220 nm× 25 nm), o momento magnético de cada ilha vale

aproximadamente 3 · 107µB, o que leva uma energia de interação entre nanoilhas da

ordem de 10−19 J. Na figura 3.6(a) é mostrada uma imagem topográfica obtida por um

microscópio de força atômica (AFM) de uma rede constrúıda dessas part́ıculas. Por

outro lado, a identificação da direção dos momentos magnéticos individuais de cada

ilha pode ser feito com o uso de um microscópio de força magnética (MFM), permitindo

o estudo da influência da geometria da rede na interação magnética entre as nanoilhas,

conforme é mostrado na figura 3.6(b).

A frustração é intŕınseca ao sistema, sendo muito similar àquela do gelo de spin

tridimensional. Esse efeito pode ser melhor visualizado ao se considerar um vértice

contendo quatro ilhas. É fácil verificar que, neste caso, as configurações de pares de
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(a) Imagem de AFM (b) Imagem de MFM

Figura 3.6: Imagens do gelo de spin produzido por Wang et al [23].

spins em que um aponta para o centro e o outro para fora possuem uma energia dipolar

menor do que as configurações em que os dois spins apontam para dentro ou para fora

do vértice, como ilustra a figura 3.7.

(a) Configurações Favoráveis (b) Configurações Desfavoráveis

Figura 3.7: Configurações favoráveis e desfavoráreis do ponto de vista energético entre pares
de spin.

Como é imposśıvel orientar todos os momentos, de forma que todos pares de

um dado vértice tenham uma configuração favorável, nota-se claramente que o sis-

tema é frustrado: dos seis pares posśıveis de spins que podem ser formados, apenas

quatro podem ser minimizados simultaneamente, mostrando que a geometria da rede

não acomoda a interação dipolar existente no sistema. Assim, a rede é naturalmente

frustrada.
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Wang e colaboradoes ainda classificaram as posśıveis configurações de spin sobre

um dado vértice de acordo com a energia dipolar e a percentagem esperada de cada

ocorrência de cada configuração, supondo uma distribuição aleatória de spins (ver figura

3.8).

T
1

T
2

T
3

T
4

Figura 3.8: 16 posśıveis configurações de momentos magnéticos sobre um vértice com quatro
ilhas.

Em seguida, foram constrúıdas redes com diferentes espaçamentos de rede entre

as nanoilhas, sendo feita uma estat́ıstica do número de ocorrência para cada tipo de

configuração, como pode ser observado na figura 3.9. Dessa forma, quando as part́ıculas

estão mais próximas, mais de 70% das configurações observadas são aquelas que obede-

cem à regra do gelo, tipos I e II. Com o aumento do espaçamento de rede, as interações

entre as nanoilhas tornam-se mais fracas, e a percentagem de cada tipo tende para o

valor esperado, supondo orientações aleatórias dos momentos de dipolo magnético.

3.5.2 Protocolos de Desmagnetização e Estado Fundamental

O primeiro passo para se tentar compreender a f́ısica de sistemas com frus-

tração geométrica consiste em obter, se posśıvel, o estado fundamental (EF) que, em

analogia à teoria, pode ser considerado como o estado de vácuo do sistema. Dessa

forma, o próximo passo seria estudar as excitações que surgem em cima do EF. A mai-

oria dos trabalhos experimentais com este objetivo foram feitos por pesquisadores da

Universidade do Estado da Pennsylvania, investigando protocolos de desmagnetização

principalmente para redes com geometria quadrada [66,71–73]. A seguir será feita uma

breve descrição do processo de desmagnetização e de suas implicações. Uma descrição
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Figura 3.9: Estat́ıstica da percentagem observada dos diferentes tipos de configurações
como função do parâmetro de rede [23].

mais geral do assunto é feita nas referências [71,73] e nos trabalhos ali citados.

O protocolo de desmagnetização é feito, em geral, colocando a amostra em um

suporte que gira, em relação ao referencial do laboratório. A este suporte é aplicado

um campo magnético externo com aplitude descrescente. O protocolo de desmagne-

tização mais efetivo para os GSA com geometria quadrada foi reportado por Wang e

colaboradores [71], em que a frequência de giro do suporte foi de ∼ 17Hz e a amplitude

máxima do campo magnético aplicado Ha ∼ 1300Oe, bem acima do campo coercivo

do sistema (Hc ∼ 770Oe). As ilhas utilizadas foram fabricadas com permalloy, com

dimensões (220× 80× 25) nm e espaçamento de rede variando entre 320 nm a 880 nm.

As figuras 3.10 ilustram o processo de desmagnetização estudado no trabalho de Wang

et al [71].

No protocolo 1 o campo magnético é aplicado por um certo intervalo de tempo,

em seguida, tem sua polarização invertida (em realação ao laboratório) a uma taxa ∼
10 kOe/s e sua magnitude é diminúıda de ∆H ∼ 10Oe a cada meio peŕıdo de oscilação

(∼ 1s). Observe, ainda na figura 3.10(b), outros dois protocolos distintos: o protocolo

2 (P2) em que o campo magnético é reduzido linearmente até zero e o protocolo 3 (P3)

em que o campo é reduzido por passos; no entanto, em ambos casos não houve mudança
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(a) protocolo P1. (b) Protocolos de desmagnetização estudados
por Wang et al.

Figura 3.10: Protocolos de desmagnetização [71,73].

na polaridade do campo. A eficiência de cada protocolo foi caracterizada utilizando a

magnetização remanente:

mx =
Nx −N−x

Nx +N−x

,

my =
Ny −N−y

Ny +N−y

,

(3.7)

em que Ni, i = x, y representa o número de dipolos que apontam na direção +x ou

+y, N−i, i = x, y indica o número de dipolos que apontam no sentido negativo de x ou

y e a magnetização remanente total é dada por:

mtot =

√

m2
x +m2

y

2
. (3.8)

Os resultados obtidos por Wang et al sugerem que P1 é o protocolo de des-

magnetização mais eficiente, obtendo os menores valores da magnetização remanente

para os GSA com diversos parâmetros de redes, com grandes porções do sistema com

vértices que estão na topologia T1 e ainda com uma excelente reprodutibilidade. Os

resultados da magnetização remanente total como função do parâmetro de rede dos

GSA podem ser observados na figura 3.11.

Contudo, no trabalho feito por X. Ke et al [73], os autores mostraram que

o processo de desmagnetização sozinho não consegue acessar o estado fundamental,
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Figura 3.11: Magnetização remanente total como função do parâmetro de rede [71].

mesmo no caso em que magnetização remanente total seja minimizada em todo sistema.

Isso está asscociado com a geometria do sistema: na rede quadrada não é posśıvel fazer

uma transição direta dos vértices que estão na topologia T2 para topologia T1 (ver

figura 3.8), sendo necessário a inversão de dois momentos de dipolo, passando pela

topologia T3, ou seja, a transição T2 → T1 passa por T3 existindo uma barreira de

energia muito grande para se acessar o EF. Para os gelos de spin constrúıdos sobre a

rede kagome, a transição entre estados com maior e menor energia é direta [24,67]. A

figura 3.12 ilustra como deve ser feita a transição T2 → T1, bem como as energias de

cada vértice.

T
2

T
3

T
3

T
1

E = -8D E = 0 E = -26D

Figura 3.12: Esquema ilustrativo da transição entre os vértices na topologia T2 para a
topologia T1 via T3.

Existem ainda trabalhos teóricos propondo novos protocolos de desmagnetização

bem mais simples e com resultados bastante satisfatórios. Z. Budrikis et al [74] fizeram

simulações numéricas nos GSA, colocados sobre um campo magnético constante que
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rotaciona a amostra. A inversão da um dado momento de dipolo é obtido se a seguinte

condição é satisfeita:

− (~h+ ~hdi ) · ~Si > hc , (3.9)

em que ~h é o campo magnético aplicado, ~hdi é o campo dipolar total, criado pelos

outros dipolos da rede atuando sobre o momento de dipolo ~Si do sistema e hc é o

campo cŕıtico de reversão. Os autores aplicaram este método para duas configurações

de rede quadrada: com bordas fechadas 3.13(a) e abertas 3.13(b).

(a) Rede quadrada com
borda fechada.

(b) Rede quadrada com
borda aberta.

Figura 3.13: Configurações do GSA com diferentes bordas.

No trabalho, Z. Budrikis e colaboradores notaram que o comportamento do

sistema e o estado final obtido dependem fortemente da forma da borda (se é aberta

ou fechada) e do valor do campo magnético aplicado. Foi observado, para o sistema

com bordas abertas e utilizando um valor apropriado de h = |~h|, estados finais com

aproximadamente 90% dos vértices na topologia T1, isto é, a maior parte do sistema

estando no EF.

Em um segundo trabalho, Z. Budrikis et al [75] estudaram o efeito da desordem

no tamanho das ilhas e no campo de inversão dos dipolos hc na obtenção do EF. Foi

verificado que a desordem em hc, bem como no tamanho das nanoilhas, introduzem

uma nova dinâmica ao sistema, em que transições que não eram observadas no sistema

perfeito (ou seja, sem desordem), agora são. Contudo, encontrar o sistema no EF utili-

zando o protocolo com campo constante não foi posśıvel, embora seja conhecido agora

o efeito da desordem no sistema, que é remover v́ınculos (por exemplo, diminuindo
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a barreira de energia entre duas configurações) através da adição de novas transições

acesśıveis. Dessa forma, com um protocolo de desmagnetização apropriado, bem como

ńıvel de desordem no sistema controlado, seria posśıvel acessar corretamente certas

configurações que resultariam num estado final em que a maioria dos vértices estariam

na topologia T1, ou seja, grande parte do sistema estaria no EF.

3.5.3 Monopolos Magnéticos em gelos de spin na rede qua-

drada

O primeiro trabalho teórico que observou, através de simulações computacio-

nais, que as excitações magnéticas nos GSA na rede quadrada se comportavam como

monopolos magnéticos foi feito por um grupo da Universidade Federal de Viçosa [82].

No trabalho de L. Mól et al foi considerado uma rede similar a constrúıda por Wang

e colaboradores (ver figura 3.6), de tal forma que o momento magnético de cada ilha

foi trocado por um dipolo pontual do tipo Ising (que pode apontar apenas em uma

direção), localizado no centro da nanoilha (como pode ser visto na figura 3.14) e que

estes interagem apenas através de interações dipolares.

(a) (b)

Figura 3.14: (a) Estado fundamental e (b)primeiro estado excitado dos Gelos de spin
artificiais.

Foram feitas simulações utilizando o método “simulated annealing”, para ta-
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manho de rede variando no intervalo 6a < L < 120a, para verificar/obter o estado

fundamental do sistema. A variável L está associado com o tamanho do sistema, de

forma que uma rede de área L2 possui 2L2 spins, enquanto a é o parâmetro de rede. O

estado final obtido desse processo possui todos os vértices na topologia T1, como pode

ser visto na figura 3.14(a). Feito isso, o primeiro estado excitado do sistema consiste

em inverter um dado dipolo, como o destacado em 3.14(a) gerando dois vértices que

se encontram na topologia T3, como mostra a figura 3.14(b). Em seguida, os autores

constataram que os vértices que estão na topologia T3 podem ser separados, de ma-

neira análoga ao que acontece no gelo de spin cristalino, simplesmente invertendo uma

cadeia de dipolos adjacentes, conforme ilustra a figura 3.15

(a) (b)

Figura 3.15: Processo de separação de cargas para uma rede de L = 6a. Em (a) as cargas
são separadas usando cordas do tipo I enquanto em (b) foram usadas cordas do tipo II.

Na figura 3.15, a separação dos vértices T3 foi feita utilizando duas geometrias

distintas: corda I (3.15(a)) e corda II (3.15(b)). Os spins destacados em azul indicam

os locais por onde uma das excitações passou. Os momentos de dipolos destacados

em verde indicam o próximo passo do processo. Dessa forma, é posśıvel verificar se as

excitações do sistema são interagentes. Partindo do estado fundamental, as excitações

são criadas e separadas repetindo o mesmo padrão das cordas I ou II. A energia de

cada passo é então calculada e em seguida subtráıda da energia do estado fundamental,

restando apenas a energia potencial de interação de cada configuração como função da
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separação linear entre o par de cargas, R. O potencial VN(r), como função de r = R/a

(observe que r é uma grandeza adimensional, também associada com a separação linear

entre o par de cargas magnéticas), é mostrado na figura 3.16, obtido para uma rede

de tamanho L = 120a. O comportamento de VN(r) é aparentemente linear, como

pode ser visto no inset das figuras 3.16(a) e 3.16(b).No gráfico, as constantes α e β são

parâmetros que foram obtidos por meio de uma regressão linear feita nos pontos obtidos

via simulação. Contudo, uma regressão não linear com a função fq(R) = q/R+ b′R+ c

(linha tracejada em azul) também foi feita, se mostrando mais adequada para descrever

o comportamentodo potencial de interação do sistema.

(a) Potencial seguindo uma corda do tipo I.

(b) Potencial seguindo uma corda do tipo II.

Figura 3.16: Potencial de interação entre um par de cargas magnéticas como função r =
R/a.
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Desse modo, no modelo proposto, o custo energético total para separar um par

de cargas é dado pelo potencial coulombiano adicionado a um potencial confinante

linear. Assim, se R é a separação linear entre os pares, o potencial de interação é dado

por:

V (R) =
q

R
+ bX(R) + c , (3.10)

ficando claro que os vértices que estão na topologia T3 se comportam como monopolos

magnéticos do tipo Nambu, pois estão conectados por uma corda energética.

Na equação 3.10, q ≈ −4Da está associado com o potencial coulombiano atra-

tivo entre o par de cargas. O termo b ≈ 10D/a. X(R) é o comprimento da corda, ou

seja, o número de dipolos invertidos durante o processo de separação. Normalmente,

X(R) ∝ R. Observe que na região por onde uma das cargas passou, os vértices se en-

contram na topologia T2, que embora satisfaça a regra do gelo, tem aproximadamente

uma energia 3 vezes maior que a energia de T1 (ver figura 3.15). Fica claro, portanto,

que a regra do gelo não é degenerada na geometria quadrada. Dessa forma, durante

o processo de separação do par de cargas surge uma corda energética ligando essas

cargas. Essa corda é basicamente formada por vértices T2. Assim, é posśıvel dar uma

interpretação para a constante b da equação 3.10, estando relacionada com a tensão da

corda. Aqui se tem uma notável diferença entre os GSA e os gelos de spin cristalinos:

neste último, embora exista uma corda observável que conecta os pares de cargas em

três dimensões espaciais, ela não transporta energia; ao passo que nos gelos de spin

artificiais esta corda possui energia. Esse termo sugere que o posśıvel desligamento dos

pares, de forma a se ter monopolos livres, pode não ser tão fácil em duas dimensões

espaciais. Por fim, a constante c ≈ 23, 4D está asscociado com a energia de criação de

um par monopolo-antimonopolo.

O grupo propõe ainda, baseando-se em argumentos do tipo ordem-desordem

(muitos semelhantos aos argumentos de Kosterlitz-Thouless [83]), que a corda possui

uma entropia configuracional. Isto acontece devido ao grande número de caminhos

existentes que uma corda de tamanho X(R) pode ter para conectar um par de cargas
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separados por uma distância R. Dessa forma, devido a efeitos entrópicos, foi posśıvel

estimar a temperatura na qual a tensão da corda se anula sendo T ≈ 9, 1D/kB.

Embora o primeiro trabalho teórico mostrando que as excitações nos GSA se

comportam como monopolos magnéticos data de 2009, até 2011 tais excitações só foram

observadas experimentalmente na rede kagome [25,26,77]. Em 2011, J. P. Morgan et

al [84] conseguiram alguns feitos que se mostravam muito dif́ıceis do ponto de vista

experimental: (i) obtiveram o estado fundamental em regiões muito grandes, ∼ 10µm2,

nos GSA na rede quadrada e (ii) identificaram as excitações acima do EF: os monopolos

e suas cordas.

O EF foi observado utilizando microscopia de força magnética (MFM) durante

os estagios iniciais do crescimento das nanoilhas. A figura 3.17 mostra uma imagem

feita por MFM. Observando essa figura, nota-se claramente as regiões que se encontram

no estado fundamental separadas por “paredes de domı́nio” formada por vértices nas

topologias T2 e T3. Não foram observados vértices na topologia T4.

Ainda no trabalho, Morgan e colaboradores observaram cargas magnéticas se-

paradas por várias distâncias e as catalogaram de acordo com os diferentes tipos de

cordas que ligavam esses pares. As excitaçõees foram classificadas levando em conta

o número de inversões a partir do EF para se chegar em tal configuração e o aspecto

mnemônico da geometria que a corda toma. A figura 3.18 mostra uma representação

seletiva das excitações observadas e sua caracterização.

Os autores ainda notaram que esses objetos seguem a distribuição de Boltzmann.

Os valores encontrados para energia de criação de um par de cargas e tensão da corda

foram 30D e 10D/a respectivamente, corroborando os resultados teóricos feitos por L.

Mól et al.
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(a)

(b)

Figura 3.17: (a) Observação direta do estado fundamental em grandes porções do sistema
∼ (20× 20)a = 10µm2, separados por domı́nios magnéticos compostos por vértices T2,3. (b)
Arranjo dos momentos magnéticos encontrados na região destacada em (a) [84].
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Figura 3.18: Imagens de MFM das excitações isoladas observadas no GSA [84].
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Caṕıtulo 4

Métodos Numéricos

Neste caṕıtulo serão discutidos as técnicas computacionais utlizadas neste tra-

balho. Serão abordados o método de Monte Carlo, técnica de histograma, soma de

Ewald e problemas de atribuição.

4.1 O Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo (MC) refere-se a uma classe de métodos numéricos

muito empregado em diversas áreas do conhecimento como economia, matemática,

biologia, etc. Particularmente na f́ısica, ele é amplamente utilizado na resolução de

problemas de f́ısica estat́ıstica e f́ısica da matéria condensada. Neste trabalho, o ob-

jetivo das simulações de MC é estimar médias de ensemble de uma dada grandeza

termodinâmica no equiĺıbrio.

A dinâmica das configurações microscópicas é obtida por meio de regras de atua-

lização, utilizadas pelos algoŕıtmos de MC, e as medidas de uma dada grandeza podem

ser feitas após o sistema alcançar o equiĺıbrio. Nessa tese, foram utilizadas simulações

de MC no equiĺıbrio para estudar a termodinâmica dos gelos de spin artificiais, numa

rede quadrada. Existem muitos livros que tratam do assunto, mostrando inúmeras

aplicações do método, tanto em problemas de f́ısica estat́ıstica quanto em problemas

de f́ısica da matéria condensada [85,86].

Uma simulação de MC gera uma série de configurações de acordo com a dis-
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tribuição de Boltzmann. Partindo de um estado inicial µ, o algoritmo gera, via um

processo de Markov [87], um novo estado ν. A probabilidade de transição do estado µ

para o estado ν é escrita como W (µ → ν). Esse procedimento garante que qualquer

microestado do sistema possa ser obtido, a partir de qualquer outro, usando um número

finito de passos. Isso é chamado de condição de ergodicidade. O processo estocástico

de obtenção de novos estados pode ser entendido como a evolução microscópica do

sistema, sendo que a probabilidade P(µ, t) de encontrar o sistema no estado µ(t), no

tempo t é dado pela equação mestra:

∂P(µ, t)

∂t
= −

∑

ν

[P(µ, t)W (µ→ ν)− P(ν, t)W (ν → µ)] . (4.1)

Como dito anteriormente, a dinâmica das configurações é obtida através das

regras de atualização ditadas pelo algoritmo utilizado para se criar uma nova confi-

guração µ(t + 1), a partir de uma configuração anterior µ(t). Dessa forma, diferentes

dinâmicas podem ser implementandas no algoritmo dependendo da situação f́ısica na

qual se deseja estudar. Entretanto quando se alcança o equiĺıbrio termodinâmico, as

novas configurações, mesmo sendo criadas por diferentes algoritmos, são geradas se-

guindo a distribuição de Boltzmann. Assim, no equiĺıbrio ∂P(µ, t)/∂t = 0 obtendo,

dessa forma, a condição de balanço detalhado:

W (µ→ ν)P(µ, t) = W (ν → µ)P(ν, t) . (4.2)

A probabilidade do µ-ésimo estado aparecer em um sistema clássico é dado por:

P(µ) =
e−βEµ

Z (4.3)

em que β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e Z é a função

partição canônica.

O balanço detalhado (eq. 4.2) juntamente com a condição de ergodicidade não

determinam completamente a forma da taxa de transição. Uma escolha simples, e

amplamente utilizada para a taxa de transição, é dada pela prescrição de Metropolis

[88]:
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W (µ→ ν)







τ−1
0 e−β[E(ν)−E(µ)], se E(ν)− E(µ) > 0

τ−1
0 caso contrário

, (4.4)

em que τ0 é a unidade de tempo usada.

A especificação das probabilidades de transição juntamente com as regras de

atualização para criar novos estados definem o algoritmo de MC. Durante as simulações,

o chamado passo de Monte Carlo (MCS) - uma medida de tempo computacional -

é atualizado após o sistema realizar 2L2 tentativas de inversões de um único spin

[“single spin flip”, (SSF)] e 0, 7 × L2 tentativas de inversões de cadeias aleatórias e

fechadas de spins [“worm loops”, (WL)]. O SSF é implementado seguindo o algoritmo

de Metropolis:

1. Escolha um estado inicial para o sistema (aleatório, por exemplo).

2. Escolha aleatoriamente um śıtio i da rede.

3. Calcule a variação de energia ∆E necessária para se modificar a direção original

de ~Si.

4. Gere um número aleatório r uniformemente distribúıdo entre 0 e 1.

5. Se r < e−β∆E inverta o spin.

6. Volte ao passo 2.

Os WLs são criados da seguinte maneira:

1. Adicione aleatoriamente um vértice i da rede a uma lista.

2. Adicione um novo vértice, vizinho de i, escolhido aleatoriamente a partir dos

spins que estão apontando para fora de i.

3. Verifique se o loop está fechado.

4. Em caso negativo volte ao item 2.

43



4. Métodos Numéricos

5. Em caso afirmativo, verifique se o loop tem cordas ou pontas e as elimine (ver

figura 4.1(a)).

6. Calcule a variação de energia ∆E para inverter simultaneamente todos spins que

estão dentro do loop fechado

7. Gere um número aleatório r uniformemente distribúıdo entre 0 e 1.

8. Se r < e−β∆E inverta todos spins do loop fechado (ver figura 4.1(b)).

Utilizando esse algoritmo, o WL apenas muda a topologia na região por onde o

loop passa, não criando nem aniquilando cargas durante a inversão da cadeia de spins.

Em outras palavras, após a inversão do loop fechado de spins, os vértices que tiveram

spins invertidos ainda obedecem à regra do gelo: dois spins apontam para o centro do

vértice e dois para fora do vértice, como mostrado na figura 4.1.

(a) Processo de criação do loop. (b) Inversão de um loop fechado de spins.

Figura 4.1: Processo de inversão de uma cadeia fechada de spins em uma rede L = 10a.

Na figura 4.1, (a) indica o loop fechado de spins que irão ser invertidos enquanto

em (b) os spins que estão no loop já foram invertidos. Observe que os vértices marcados

pelos ćırculos em azul obedecem à regra do gelo, mantendo a neutralidade magnética

do sistema.
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4.1.1 Análise de dados e Medidas termodinâmicas

O cálculo de qualquer medida termodinâmica deve ser feito apenas quando o

sistema está no equiĺıbrio. Partindo de uma dada configuração inicial, as primeiras

configurações criadas pelo método de MC devem ser desprezadas por não seguirem a

distribuição de Boltzmann. Esse transiente inicial recebe o nome de tempo de terma-

lização, se referindo ao número mı́nimo de passos de Monte Carlo que devem ser dados

para que o sistema alcance o equiĺıbrio. O tempo de termalização depende fortemente

da configuração inicial e da temperatura do sistema. Obter esse número é um traba-

lho que deve ser feito com bastante cuidado e atenção. O que geralmente é feito é

calcular a evolução temporal de uma dada quantidade termodinâmica A para diferen-

tes condições iniciais. Pode-se, por exemplo, calcular a energia ou a magnetização de

cada configuração para diferentes configurações iniciais: aleatórias, estado fundamen-

tal (quando conhecido), estado de maior energia, etc, e, assim, estimar qual seria o

número mı́nimo de passos necessário para termalizar todas essas redes. O equiĺıbrio

termodinâmico é identificado quando os valores das grandeza calculadas flutuam em

torno de um valor médio, conforme ilustra a figura 4.2.

Observe, na figura 4.2, que a magnetização termaliza mais rápido que a ener-

gia, mostrando que diferentes quantidades termodinâmicas possuem diferentes tempos

(medidos em MCS) para alcançar o equiĺıbrio. Note também que 4.2(c) mostra como é

o ordenamento dos dipolos em um vértice para as configurações que obedecem o estado

fundamental, alinhado e de maior energia, respectivamente.

Uma vez alcançado o equiĺıbrio térmico, pode-se começar a fazer as medidas

das quantidades termodinâmicas de interesse e, consequentemente, obter seus valores

médios em uma dada temperatura. O valor médio de uma quantidade termodinâmica

〈A〉 é obtido por meio de uma média aritmética simples dos valores medidos de A, em

cada configuração visitada:

〈A〉 = 1

N

N
∑

i=1

Ai , (4.5)

em que N representa o número de medidas da quantidade A em uma dada temperatura.
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(a) Termalização da Energia.

(b) Termalização da Magnetização.

Estado 
Fundamental

Estado 
Alinhado

Estado de 
Energia mais alta

(c) Configurações iniciais utilizadas.

Figura 4.2: Processo de termalização da energia e magnetização para rede de tamanho
L = 40 a em T = 7, 8D/kB, como função do número de passos de Monte Carlo para os gelos
de spin artificiais.

O erro associado a medida de 〈A〉 [ε(A)] é dado por:
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ε(A) =

√

1

N − 1

∑

i

(〈A〉 − Ai)
2 . (4.6)

As grandezas termodinâmicas calculadas nessa tese foram:

(i) Calor espećıfico:

C =
〈E2〉 − 〈E〉2

kBT 2
. (4.7)

(ii) Densidade de pares de cargas simples e duplas, obtidas por meio de uma

média aritmética simples sobre o número de pares de cargas de cada configuração

visitada.

(iii) Separação média entre as cargas que constituem um par.

4.2 Técnicas de Repesagem ou Histograma

O método de histograma é uma técnica que permite extrapolar os resultados

de uma simulação de Monte Carlo, feita em uma temperatura T0, para um intervalo

de temperaturas, ∆T , entorno de T0. Essa técnica é muito poderosa porque evita

que se faça uma nova simulação de MC nessas temperaturas, o que inclui processo de

termalização e o processo de medidas das quantidades termodinâmicas de interesse.

Isso torna as simulações com o uso do MC muito longas e demoradas.

O método de histograma consiste em fazer a repesagem das probabilidades das

configurações geradas. A probabilidade de um estado µ1 ser visitado em uma simulação

de MC é dado por:

P (µ1) =
exp(−βEµ1

)
∑

{µ} exp(−βEµ)
, (4.8)

em que β = 1/kBT .

Para aplicação do método, é interessante reescrever 4.8 em termos da probabi-

lidade de um estado com energia E ocorrer em uma dada temperatura:

Pβ(E) =
g(E) exp(−βE)

Z(β)
(4.9)

em que
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g(E) =
∑

{µ}
δE,Eµ

, (4.10)

é o número de estados com energia E e β0 = 1/kBT0, e Z(β) é a função partição

canônica.

Assim, uma simulação de MC realizada em uma temperatura T0 gera uma série

de configurações com uma frequência proporcional ao peso de Boltzmann, e−β0E. Dessa

forma, o histograma H(E) dos valores da energia fornece uma estimativa para a distri-

buição de probabilidade no equiĺıbrio em T0. Essa estimativa se torna exata no limite

em que a amostragem feita na simulação seja infinita. Numa simulação real, o histo-

grama sofrerá erros estat́ısticos, no entanto H(E)/N , em que N é número de medidas

feitas, fornece uma estimativa para Pβ0
(E) sobre o intervalo dos valores de E gerados

durante a simulação. Então:

H(E) ≈ N

Z(β0)
g(E) exp(−β0E) (4.11)

Dessa forma, é posśıvel estimar o valor de g(E):

g(E) ≈ Z(β0)

N
H(E) exp(β0E) . (4.12)

A distribuição de probabilidades em uma temperatura β qualquer é dado por:

Pβ(E) ≈
H(E) exp(−∆βE)

∑

E H(E) exp(−∆βE)
, (4.13)

em que ∆β = β − β0. Assim, o valor esperado de uma grandeza termodinâmica que é

função da energia, A(E) em uma temperatura T é:

〈A(E)〉β ≈
∑

E

A(E)Pβ(E) . (4.14)

Em temperaturas β suficientemente distantes de β0, o método de histograma

prevê valores que obviamente estão errados, devido ao fato que no intervalo de energias

E necessário para se estimar a distribuição de probabilidades Pβ(E) não são relevantes

em β0. Esse problema é ilustrado na figura 4.3, que mostra o histograma de energia para
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quatro temperaturas T = 7, 129D/kB, 7, 179D/kB, 7, 059D/kB, 7, 299D/kB obtidos a

partir de uma simulação de MC em T = 7, 15D/kB nos gelos de spin artificiais na

rede quadrada. Note que para temperaturas acima de T = 7, 179D/kB ou abaixo

de T = 7, 129D/kB as estimativas feitas pelo método de histograma não são válidas

e, dessa forma, muito cuidado deve ser tomado ao utilizar essa técnica. De fato,

a observação dos histogramas obtidos para temperaturas próximas de T0 sempre é

necessária para validar (ou não) os dados obtidos por esta técnica.

(a) T = 7, 129D/kB e T = 7, 179D/kB .

(b) T = 7, 059D/kB e T = 7, 299D/kB .

Figura 4.3: Distribuição de probabilidade P (E) como função da energia obtida para uma
rede L = 60a obtida a partir de uma simulação de Monte Carlo realizada em T0 = 7, 15D/kB.

4.3 Soma de Ewald

A interação dipolar desempenha um papel importante na determinação das

propriedades de sistemas bidimensionais, podendo estabelecer ordem de longo alcance
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em ferromagnetos bidimensionais em temperatura finita [89–95]. É responsável pela

reversão da magnetização entre as fases planares e “fora do plano” em filmes finos

magnéticos [96–98]. Está associada com a formação de fases moduladas [99] através de

uma competição com as forças de curto alcance, com o surgimento de faixas e bolhas

em filmes finos [100], [101]. Promove também a formação de superestruturas coloidais

em nanocristais [102–104].

Uma caracteŕıstica marcante da interação dipolar é o seu decaimento espacial

lento, o qual deve ser cuidadosamente tratado nas simulações. Limitando a interação

dipolar em apenas uma célula (isto é, a rede em questão), como geralmente é feito

para potenciais de curto alcance, conduz a uma série de resultados imprecisos [105]. A

maneira correta de trabalhar com a interação dipolar é levar em conta sua natureza

de longo alcance e repetir a célula de simulação de maneira periódica no espaço. Isto

é feito implementando as condições de contorno periódicas e, assim, realizar a soma

de Ewald para a energia [106–108]. A seguir, as expressões importantes para a energia

encontram-se resumidas. Uma dedução formal da soma de Ewald é apresentada no

apêndice B.

A implementação de condições de contorno periódicas em sistemas com interação

dipolar é uma tarefa não-trivial. A maneira mais fácil seria replicar o sistema em todas

direções, até um determinado raio de corte nc e realizar a soma das interações dos N

dipolos da célula básica (rede original) com os outros dipolos dessa célula e com suas

imagens (réplicas do sistema). Assim:

Hdip =
1

2

N
∑

i,j=1

nc
∑

~n

′

{

~Si · ~Sj

|~rij + ~nL|3 − 3
[~Si · (~rij + ~nL)][~Sj · (~rij + ~nL)]

|~rij + ~nL|5

}

, (4.15)

em que a linha (’) no somatório em ~n = (nx, ny, nz) mostra que para ~n = 0, o termo

i = j não é considerado e ~n indica o número de cópias do sistemas (dessa forma,

ni ∈ N). Uma forma apropriada de se calcular 4.15 é obtida através da soma de Ewald.

Esta técnica consiste em quebrar a interação dipolar em dois termos: um de curto

alcance e o outro de longo alcance e realizar a soma deste último termo no espaço

50



4. Métodos Numéricos

rećıproco. A expressão final é dada por:

HEwald = HRe +Hfourier +Hsup +Hself , (4.16)

em que HRe representa a soma dos termos de curto alcance, sendo realizada no espaço

real, Hfourier é a parte correspondente dos termos de longo alcance, efetuada na espaço

rećıproco (ou espaço de Fourier), Hsup considera os termos de superf́ıcie e, por fim,

Hself é o termo de autointeração. A expressão para esses termos são dados por:

HRe = −1

2

N
∑

i,j=1

nc
∑

~n

′
{

B(|~rij +~nL|)~Si · ~Sj +C(|~rij +~nL|)[~Si · (~rij +~nL)][~Sj · (~rij +~nL)]
}

,

(4.17)

Hfourier =
π

A

∑

~G 6=0

h1( ~G)F||( ~G)F
∗
|| ( ~G) +

π

A

∑

~G 6=0

h2( ~G)F⊥( ~G)F
∗
⊥( ~G) , (4.18)

Hsup =
2
√
πα

A

N
∑

i,j=1

Sz
i S

z
j , (4.19)

Hself = −2α3N

3
√
π
, (4.20)

em que, novamente, a linha (’) no somatório sobre ~n = (nx, ny) (o sistema tratado aqui

é bidimensional) significa que o termo i = j é omitido quando ~n = 0, N é o número

de śıtios da rede e A = L2 é a área da rede (L expressa o tamanho de um lado do

sistema), ~G = (2π/L)~n é o vetor da rede rećıproca. Além do mais,

B(r) = −erfc(αr)
r3

− 2α√
π

exp(−α2r2)

r2
, (4.21)

C(r) = 3
erfc(αr)

r5
+

2α√
π

(

3

r2
+ 2α2

)

exp(−α2r2)

r2
, (4.22)

h1( ~G) = −erfc(G/2α)
G

, (4.23)
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h2( ~G) =

[

2α√
π
exp

(

− G2

4α2

)

−Gerfc

(

G

2α

)]

, (4.24)

F||( ~G) =
N
∑

i=1

( ~G · ~Si)exp(i ~G · ~ri) , (4.25)

F⊥( ~G) =
N
∑

i=1

Sz
i exp(i ~G · ~ri) , (4.26)

em que erfc(x) é a função erro complementar. Observe ainda a existência de um

parâmetro α que regula a rapidez com que as séries (no espaço real e rećıproco) conver-

gem, de forma que ambas possam ser truncadas e ainda se obter resultados confiáveis.

Para isso, este parâmetro deve ser escolhido de forma a minimizar o erro no cálculo da

energia.

4.4 Problemas de Atribuição

Problemas de Atribuição (PA), ou utilizando o termo em inglês “assignment

problems”, aborda a questão de como associar N itens (trabalhos, estudantes) a N

outros itens (máquinas, tarefas) [109]. Existem várias formas de descrever matemati-

camente esse problema, podendo ser tratado como um mapeamento bijetor entre dois

conjuntos finitos, U e V , com n elementos cada conjunto. Fazendo a identificação

dos elementos desses conjuntos, tem-se a representação de uma atribuição por meio

de permutações entre seus elementos, como mostra a figura 4.4. Observe que existem

muitas formas de se atribuir os elementos de U aos elementos de V (ao todo, existem

n! maneiras distintas), e dessa forma, é de grande interesse obter a configuração que

otimiza o problema em consideração.

Nesse trabalho, foram calculadas a separação média entre os pares de cargas

positivas e negativas que aparecem em uma dada configuração de equiĺıbrio a uma dada

temperatura. O problema encontrado foi como emparelhar essas cargas de tal forma

que a soma de todas separações entre as cargas que constituem um par seja mı́nima.

Esse problema é um problema t́ıpico de atribuição e, dessa forma, fica justificado a
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Figura 4.4: Posśıveis mapeamentos dos elementos de U nos elementos de V .

necessidade de se utilizar essa ferramenta.

A formulação geral do problema de atribuição consiste em minimizar

z =
n
∑

i,j=1

cijxij , (4.27)

sujeita aos v́ınculos:



















∑n
i=1 xij = 1, j = 1, 2, · · · , n

∑n
j=1 xij = 1, i = 1, 2, · · · , n

xij = 1 ou xij = 0, i, j = 1, 2, · · · , n ,

(4.28)

em que xij = 1 indica que o item i é atribúıdo ao item j e xij = 0, caso contrário. O

valor de z expressa o custo total da atribuição dos n elementos de U aos n elementos de

V , e cij é o custo unitário de se atribuir um único elemento i de U a um único elemento

j de V . As restrições impostas em 4.28 garatem que o mapaeamento seja bijetor.

Computacionalmente, a minimização da equação 4.27 é conseguida através da

implementação do Método Húngaro.

4.4.1 Método Húngaro

O Método Húngaro (MH), denominação dada em homenagem aos pesquisadores

húngaros, E. Egerváry e D. König, que o desenvolveram, explora de uma maneira
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muito eficiente a estrutura do problema de atribuição. Neste método, as restrições do

problema são representadas por uma matriz, conforme pode ser observado em 4.29

x =

















x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xn1 xn2 · · · xnn

















(4.29)

Observe que qualquer atribuição viável de U em V é tal que a soma de cada

linha e a soma de cada coluna é igual a 1. Dessa forma, nenhuma linha ou coluna

pode ter mais de uma variável assumindo o valor 1. De modo análogo ao feito para

as restrições do problema, pode-se construir uma matriz para representar os custos

unitários:

C =

















c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...

cn1 cn2 · · · cnn

















(4.30)

Suponha que xij seja uma atribuição posśıvel do problema. A soma total do

produto elemento-a-elemento das duas matrizes 4.29 e 4.30 corresponde ao valor da

função-objetivo, ou o custo total da atribuição do problema:

z = c11x11 + c12x12 + · · ·+ c1nx1n+

c21x21 + c22x22 + · · ·+ c2nx2n+
...

cn1xn1 + cn2xn2 + · · ·+ cnnxnn

(4.31)

Resolver o problema de atribuição significa atribuir 1 a um conjunto de n

variáveis (dentre n2) de tal forma que o valor de z seja mı́nimo. Intuitivamente, pode-

se pensar que as variáveis candidatas a receberem o valor 1 são aquelas com menores

custos unitários, mas geralmente essa atribuição viola as restrições do problema. O

MH manipula os custos de modo a obter uma atribuição viável de menor custo total.
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O MH apresenta a seguinte propriedade: a solução ótima de um problema de

otimização não se altera quando é somado na função-objetivo uma quantidade cons-

tante (positiva ou negativa), isto é, para um escalar α qualquer, as soluções ótimas

do problema de minimizar z sujeito as restrições 4.28 e minimizar z = z + α sujeito

às mesmas restrições são idênticas. Sendo assim, assumindo que x′ij, i, j = 1, 2, · · · , n
seja uma associação ótima do problema de atribuição. Então para qualquer αi com

i = 1, 2, · · · , n tem-se:

αi(x
′
i1 + x′i + · · ·+ x′in) = αi , (4.32)

pois, se a solução é viável, então x′i1 + x′i + · · · + x′in = 1. Da mesma forma, para βj

qualquer:

βj(x
′
i1 + x′i + · · ·+ x′in) = βj . (4.33)

Definindo αi = min {ci1, ci2, · · · , cin} e subtraindo αi(x
′
i1 + x′i + · · · + x′in) do

valor de z, obtém-se uma nova função-objetivo, cujo valor difere do valor original por

uma constante, que apresenta pelo menos n novos custos unitários nulos e cujo valor

mı́nimo também é atinjido por meio da atribuição x′ij. Procedendo de maneira similar

com βj = min {c1j, c2j, · · · , cnj} , mantém-se a otimalidade de x′ij sendo que custos

unitários nulos adicionais são criados.

Variáveis com custos nulos são potenciais candidatas a assumirem o valor 1. Se

existir um número suficiente de custos nulos para permitir que n variáveis assumam esse

valor e ao mesmo tempo as restrições do problema sejam atendidas, então o problema

de atribuição terá sido resolvido.

O MH é implementado computacionalmente por meio do algoritmo húngaro:

considerando a matriz original de custos unitários:
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C =

















c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
. . .

...

cn1 cn2 · · · cnn

















,

o algoritmo húngaro consiste em executar os seguintes passos:

(i) Encontre o custo mı́nimo de cada linha e construa uma nova matriz sub-

traindo os custos de cada linha da tabela original pelo seu custo mı́nimo;

(ii) De posse da nova matriz, encontre o custo mı́nimo de cada coluna e construa

uma nova matriz subtraindo os custos de cada coluna pelo seu custo mı́nimo;

(iii) Determinar o número de retas (horizontais e/ou verticais) necessárias para

cobrir todos os zeros da matriz corrente de custos (podem existir várias maneiras de

cobrir os zeros com o mesmo número de mı́nimos de retas). Se exatamente n retas

forem determinadas, então uma atribuição de custo mı́nimo poderá ser obtida com

base nos zeros cobertos pelas retas e o algoritmo termina. Se menos do que n retas

forem determinadas, vá para o passo (iv);

(iv) Encontre o menor elemento não-nulo (θ) da matriz atual de custos não

cobertos pelas retas determinadas pelo passo iii. Subtraia θ de cada elemento não

coberto pelas retas, adicione θ a cada elemento coberto por duas retas e volte ao passo

iii.

Observe que as operações realizadas no passo (iv) são equivalentes a adicionar θ a

cada custo de uma linha coberta e subtrair θ de cada custo de coluna não coberta. Com

isso, ao menos um novo custo torna-se zero, mantendo a não-negatividade dos custos

e a otimalidade da atribuição. O passo (iv) simplesmente executa essas operações com

uma pequena economia de cálculos.
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Caṕıtulo 5

Termodinâmica dos Gelos de Spin

Artificiais

5.1 Modelo

Considerou-se aqui uma rede similar à experimentalmente constrúıda por Wang

et al [23]. Para isto, o momento de dipolo de cada ilha foi trocado por um momento

de dipolo puntiforme e centrado na mesma (similares a spins do tipo Ising). Nessa

aproximação, não é considerado os graus de liberdade internos de cada ilha, bem como

interações de ordem maior que a dipolar (interações quadripolar, octopolar, etc...).

Contudo, é esperado que essa simplificação não altere as principais propriedades f́ısicas

do sistema. Existem trabalhos na literatura [110] mostrando que se o espaçamento de

rede (a) for cerca de duas vezes maior que o maior eixo da ilha, o efeito de interações

de ordem superior é insignificante. Para espaçamentos de rede menores, o efeito dessas

interações é, basicamente, dar mais estabilidade para os estados de energia mais baixa.

Dessa forma, pode-se esperar que, com o aumento do tamanho da ilha aproximando-se

do espaçamento de rede, o estado fundamental deve ser mais robusto e o aparecimento

de excitações magnéticas demandaria mais energia. Sendo assim, nessa aproximação,

em cada śıtio (xi, yi) da rede, duas vaŕıaveis de spins foram definidas:

• ~Sh = (±1, 0, 0), localizados em ~rh = (xi +
1
2
, yi);

• ~Sv = (0,±1, 0), localizados em ~rv = (xi, yi +
1
2
).
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Assim, pode-se representar as ilhas por ~Sh ou ~Sv, de forma que em uma rede

de área L2 possui 2L2 spins. A interação entre as nanoilhas é de longo alcance, sendo

essencialmente dipolar, uma vez que o comprimento de interação de troca, no permalloy,

é de apenas alguns nanômetros [111] e a separação entre as nanoilhas é muito maior

que esse comprimento. Dessa forma, o hamiltoniano do sistema é, então, dado por :

H = Da3
∑

i 6=j

[

~Si · ~Sj

|~rij|3
− 3

(~Si · ~rij)(~Sj · ~rij)
|~rij|5

]

, (5.1)

em que D = (µ0µ
2/2πa3) é a constante de interação dipolar e a é o espaçamento de

rede. A soma é feita em todos pares de spins e suas imagens, utilizando condições de

contorno periódicas, de forma que a soma de Ewald, apresentada no caṕıtulo 4, foi

utilizada.

5.2 Termodinâmica dos Gelos de Spin Artificiais

Os resultados que serão apresentados foram obtidos nas simulações de Monte

Carlo (MC) para redes de tamanho 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 e 80 espaçamentos de

rede. Entretanto, em todos os gráficos serão apresentados somente os resultados para

as redes de tamanho 40a, 60a e 70a. O método de MC, utilizado para obter as médias

das grandezas termodinâmicas, foi definido como sendo a combinação de inversões de

um único dipolo (“single spin flip”) e cadeias fechadas e aleatórias (“worm loops”)

de spins, na qual todos dipolos contidos dentro de um caminho fechado aleatório são

invertidos seguindo a prescrição de Metropolis [86]. Assim, um passo de Monte Carlo

(MCS) consiste em 2 × L2 tentativas de inversões de um dipolo e 0, 7 × L2 tentativas

de inversões de cadeias fechadas de spins, em que L é o tamanho do sistema. Em todas

as simulações, 104 MCS foram suficientes para alcançar as configurações de equiĺıbrio,

sendo utilizadas 105 configurações em equiĺıbrio para obter as médias termodinâmicas.

Começando com os resultados obtidos para o calor espećıfico. Os resultados

mostram que o calor espećıfico possui um comportamento t́ıpico de sistemas que apre-

sentam uma transição de fase cont́ınua, ou de segunda ordem, conforme pode ser visto

na Figura 5.1. Para as redes estudadas, o calor espećıfico apresenta um pico acentuado
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na temperatura Tc ≈ 7, 2D/kB. Também foi observado que Tc praticamente não varia

quando o tamanho do sistema é alterado.

Figura 5.1: Calor espećıfico como função da temperatura. Observe que o calor espećıfico
exibe um pico acentuado na temperatura Tc ≈ 7, 2D/kB.

O comportamento da amplitude máxima do calor espećıfico, Cmax, como função

do tamanho da rede também foi investigado, como mostra a Figura 5.2. Esses valores

foram obtidos utilizando a técnica de histograma, descrita no caṕıtulo 4. Como pode

ser visto na figura, Cmax aumenta muito lentamente com o aumento de L, apresentando

uma divergência logaŕıtmica. Portanto, de acordo com os dados obtidos nas simulações,

espera-se que o calor espećıfico apresente uma divergência logaŕıtmica apenas no limite

termodinâmico, ou seja, quando L → ∞.

Outra quantidade analisada foi a densidade de pares de monopolos. É inte-

ressante notar que existem dois tipos distintos de cargas: as de energias mais baixa,

formados por vértices que estão na topologia T3, em que se tem três spins saindo e

um entrando ou, o oposto com três spins entrando e um saindo. Dessa forma, vértices

que estão nessa topologia (T3) serão chamados de cargas simples. Por outro lado, se

em um dado vértice tem-se quatros spins saindo ou quatro entrando, ou seja, vértices
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Figura 5.2: Amplitude máxima do Calor espećıfico como função do tamanho da rede (L).
Note que o pico do calor espećıfico diverge logaritcamente com o tamanho do sistema.

que estão na topologia T4, serão denominados cargas duplas, por serem vértices mais

energéticos que T3. A Figura 5.3 mostra a densidade de pares de cargas simples (ρs) e,

no “inset”, a densidade de pares de cargas duplas (ρd) como função da temperatura.

Os dados foram obtidos simplesmente contando o número de cargas simples e duplas

que aparecem em cada configuração em equiĺıbrio e, ao final da simulação obtém-se os

valores médios para uma determinada temperatura.

Observe que para ambos casos, a densidade aumenta monotonicamente até um

valor máximo, obtido no regime de altas temperaturas. Também pode ser visto que a

densidade de pares de cargas duplas sempre é muito menor que a densidade de cargas

simples. Tal resultado era esperado, visto que a energia dos vértices que estão na

topologia T4 [ET4
= (8 + 24

√
2)D ≈ 41, 9D] é muito maior que a energia dos vértices

que estão na topologia T3 (ET3
= 0), demandando mais energia para serem criadas no

sistema.

A separação das cargas que formam um par constitui um grau de liberdade

interno, uma vez que a energia do par depende da distância entres as cargas que o

compõe. Assim, foi calculado a distância média, rM, entre dois monopolos opostos como
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5. Termodinâmica dos Gelos de Spin Artificiais

Figura 5.3: Densidade de monopolos simples como função da temperatura. Inset: Densidade
de pares de cargas duplas como função da temperatura.

função da temperatura. Essa quantidade termodinâmica pode conter informação sobre

a possibilidade da separação dos monopolos e de como essas excitações se organizam

no sistema. Nesse cálculo foi considerado apenas vértices que tenham cargas simples.

O agrupamento de monopolos em pares é único se as distâncias entre eles são menores

que a distância média entre os monopolos, rM ∼ 1/
√
ρs. Se a separação das cargas que

formam um par se tornar maior que rM, simplesmente haverá um reemparelhamento

de cargas e, consequentemente, formação de novos pares. Isso acontece porque o custo

energético gasto para separar um par de cargas em um espaçamento de rede é muito

alto, ∆E ≈ 10D, e manter esse par de cargas separados por uma corda muito longa

é energeticamente desfavorável. Todavia, obter rM computacionalmente exige muita

atenção porque esse valor depende fortemente da carga com que se começa a fazer o

emparelhamento. Esse problema é t́ıpico de atribuição (já descrito no caṕıtulo 4), que

lida com a questão de como atribuir n itens (empregos, estudantes) a n outros itens

(máquinas, tarefas), sujeitas a um v́ınculo. Nesse caso, deseja-se atribuir N cargas

positivas a N cargas negativas, em uma dada configuração, de modo que a soma das
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5. Termodinâmica dos Gelos de Spin Artificiais

distâncias de todos os pares seja mı́nima. Isso é feito usando o algoritmo húngaro

(também descrito no caṕıtulo 4). Os resultados obtidos são mostrados na Figura 5.4.

Figura 5.4: Separação média das cargas que formam um par como função da temperatura.
Observe que rM exibe seu máximo próximo da Tc = 7, 2D/kB. O Inset mostra com maiores
detalhes a região onde ocorre o máximo.

A separação média rM possui um máximo global em temperaturas muito

próximas de Tc, na qual o calor espećıfico exibe um pico. Analisando o inset da

Figura 5.4, que mostra com maiores detalhes a região em que ocorre o máximo de rM,

percebe-se que a amplitude máxima da separação média entre as cargas de um par

cresce muito lentamente com o aumento do tamanho da rede. De fato, procedendo de

forma similar com o que foi feito para obter Cmax, foi constrúıdo um gráfico da ampli-

tude máxima (dmax) da separação média rM como função do tamanho da rede, sendo

observado que dmax cresce logaritmicamente com o tamanho do sistema (dmax ∝ ln L),

conforme mostra a figura 5.5.

Dessa forma, pode-se então esperar que uma certa quantidade de monopolos

esteja praticamente isolada para redes grandes. A figura 5.6 mostra a distribuição

P(d) em função da distância média d (entre um par de cargas) obtido para rede de

tamanho L = 80 a, em três temperaturas distintas: T = 6, 0D/kB, T = 7, 6D/kB e
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5. Termodinâmica dos Gelos de Spin Artificiais

Figura 5.5: Máximo da separação média dmax entre duas cargas que formam um par cresce
com o logaritmo do tamanho da rede.

T = 11, 0D/kB. Cada valor de d no gráfico representa a separação média entre os

pares de cargas simples de uma dada configuração visitada, fixada uma temperatura.

Observe que para T ≥ Tc, a distribuição de distâncias varia muito pouco em torno do

valor médio (rM). Para T < Tc, existem algumas poucas configurações que possuem

d > rM, que podem ser entendido ao se levar em conta a baixa densidade de cargas

que surge nesse regime: existem muitos vértices dispońıveis (descarregados) para serem

ocupados por essas cargas, que são excitadas termicamente. No entanto esses estados

são metaestáveis, pois nessa faixa de temperatura o sistema não dispõe de energia su-

ficiente para manter as cargas separadas de distâncias relativamente longas. À medida

em que a temperatura aumenta, a distribuição P(d) também aumenta, entretanto é ob-

servado pouqúıssimas configurações exibindo d ≈ 1, 7 a. Nesse regime de temperaturas,

a densidade de cargas é muito alta de forma que o sistema fica robusto (ou preso).

A Figura 5.7(a) mostra uma configuração de equiĺıbrio t́ıpica gerada para uma

rede de tamanho L = 10 a numa temperatura abaixo de Tc (T = 6D/kB). Nessa

figura, os ćırculos pretos representam cargas positivas enquanto os ćırculos vermelhos
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5. Termodinâmica dos Gelos de Spin Artificiais

Figura 5.6: Distribuição de separação de cargas como função da separação média (entre os
pares) por configuração.

cargas negativas. Observe que, nessa temperatura, existem poucas excitações e todos os

monopolos com cargas opostas estão acoplados ao seu respectivo par por uma corda que

os une. Por outro lado, a Figura 5.7(b) mostra o mesmo sistema para uma temperatura

acima de Tc (T = 7, 6D/kB) e, nesse caso, podem ser observados um pequeno número

de monopolos que não estão conectados por suas respectivas cordas. Em prinćıpio, essas

excitações estão livres, apesar de algumas delas não estarem completamente isoladas,

isto é, longe de outro polo com carga oposta. Outra caracteŕıstica do sistema em

temperaturas T > Tc é a existência de algumas cordas soltas, isto é, cordas que não

terminam em monopolos, estando dispersas ao londo do sistema. Apenas relembrando,

as cordas são excitações compostas por vértices que se encontram na topologia T2.

Embora as Figuras 5.7 representem apenas uma configuração de um número

muito grande de amostras, as caracteŕısticas apresentadas na Figura 5.7(a) para tem-

peraturas abaixo de Tc, bem como as caracteŕısticas da Figura 5.7(b), para T > Tc,

continuam sendo observadas na maioria das amostras, podendo ser consideradas repre-

sentativas do sistema.
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(a) T = 6, 0D/kB . (b) T = 7, 6D/kB

Figura 5.7: Instânteneos de duas configurações particulares de excitações em diferentes
temperaturas em uma rede com L = 10a. Os ćırculos vermelhos representam cargas negativas
e os ćırculos pretos cargas positivas. As setas em azul mostram cordas livres, isto é, cordas
que não estão conectando um par de cargas magnéticas opostas. Também foram ilustrados
alguns pares de cargas ligados por suas respectivas cordas (elipses destacadas em azul e spins
verdes).

Todo esse quadro é melhor compreendido ao se considerar o comportamento do

sistema no limite termodinâmico. Nesse caso, os monopolos estariam infinitamente

separados (em média) de seus pares para temperaturas T > 7, 2D/kB. Como a tem-

peratura é aumentada a partir de T = 0, a densidade de pares de monopolos cresce

simultaneamente com o aumento da separação média. À medida em que a densidade de

pares aumenta, o número de vértices dispońıveis para se criar novos pares, bem como o

número de vértices acesśıveis para as cargas já existentes se moverem diminui e, dessa

forma, a distância média entre as cargas que formam um par (rM) diminui para tem-

peraturas altas. Observe, na Figura 5.4, que para T < Tc não existe uma dependência

de rM com o tamanho da rede enquanto, para T > Tc, rM apresenta uma dependência

muito pequena com L. Nesse caso, é posśıvel inferir que alguns monopolos estejam

completamente isolados quando L → ∞, mesmo em um regime de temperaturas altas.

Os resultados obtidos aqui, quando extrapolados para sistemas infinitos, corro-

boram os resultados teóricos apontados por L. Mól e colaboradores [82], já discutidos
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no caṕıtulo 3, em que os autores prevêem a existência de uma fase com monopolos iso-

lados nos gelos de spin artificiais na geometria quadrada, numa temperatura estimada

em T ≈ 9, 1D/kB. No entanto, a temperatura obtida nas simulações (Tc ≈ 7, 2D/kB)

é menor que a estimada no trabalho de L. Mól et al. Todavia, argumentos baseados

em energia/entropia geralmente costumam superestimar a quantidade correta, o que

já era de conhecimento dos autores do referido trabalho.

A divergência de rM pode ser entendida de duas maneiras: pode estar associada

com o anulamento da tensão da corda, levando ao quadro de monopolos livres ou, esta-

ria relacionada com a divergência do comprimento de correlação que, em uma transição

do tipo ordem-desordem (semelhante à que ocorre no modelo de Ising), diverge na tem-

peratura cŕıtica. Como, nesse caso, rM pode ser escrito em termos do comprimento de

correlação, também irá divergir em T = Tc. Assim, os resultados obtidos apontam para

a existência de uma transição de fase, faltando agora entender qual seria a natureza

dessa transição. Infelizmente, os resultados apresentados aqui não são suficientes para

responder essa questão, sendo ainda necessários muitos cálculos para respondê-la.

Por outro lado, a divergência de rM no limite termodinâmico, e então uma fase

com uma separação entre cargas, pode não ser esperada em sistemas finitos. Para

efeitos práticos, extrapolando os resultados para uma rede bidimensional contendo

N
2/3
a = 1016 ilhas (em que Na é o número de Avogadro em duas dimensões) implica

em dmax ≈ 2, 5 a. Entretanto, mesmo em redes pequenas, alguns monopolos podem se

tornar isolados próximos de Tc = 7, 2D/kB. O desafio de se construir redes utilizando

novos materiais (com temperatura de ordenamento próxima da temperatura ambiente)

e/ou redução do volume da ilha e consequentemente aumento do tamanho da rede são

importantes pesquisas nessa área visando aplicações tecnológicas, como por exemplo,

a obtenção da chamada “magnetricidade” e a construção de toda uma tecnologia que

utiliza essa corrente de monopolos.

Agora é interessante notar que existem trabalhos defendendo o uso do modelo

de 16 vértices [(MDV)“sixteen vertex model”] para descrição dos GSA [112]. Na rede

quadrada o MDV possui solução exata e, de fato, a descrição da dinâmica de vértices
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via MDV está de acordo com as observações experimentais. No entanto, devido ao fato

da interação de curto alcance e a simetria deste modelo serem diferentes da interação

dipolar entre as nanoilhas, assumidas nesse trabalho, não se espera observar o mesmo

comportamento cŕıtico nos gelos de spin. Para exemplificar, foram feitas simulações

restringindo o alcance da interação dipolar entre as ilhas apenas para primeiros vizi-

nhos. Foi observado que os vértices que estão na topologia T3 permanecem conectados

por cordas, mas agora não existe a interação coulombiana entre esses vértices, ou seja, a

descrição das excitações em termos de monopolos magnéticos é perdida. A interação en-

tre dois vértices T3 opostos é, agora, dado por V (r) = bIX(r)+cI , em que bI = 26D/a,

está relacionada com a tensão da corda (X(r) é comprimento da corda) e cI = 34D

está associado com a energia de criação de um par de vértices com topologia T3. Ob-

serve que esses resultados são muito maiores que os resultados encontrados quando se

leva em conta a natureza de longo alcance da interação dipolar. Todos cálculos para a

termodinâmica apresentados aqui foram repetidos e os resultados são qualitativamente

os mesmos descritos anteriormente, mas com um aumento na escala de energia. Por

exemplo, o valor da temperatura na qual o calor espećıfico, a separação média entre

pares apresentam um máximo é agora T = 16D/kB. Contudo, muitos estudos ainda

são necessários para averiguar a possibilidade de se utilizar modelos extremamente efe-

tivos, como o MDV, como uma alternativa para a descrição dos GSA, substituindo a

interação dipolar entre as nanoilhas por uma interação local, pois parte da interação

do sistema original é perdida nessa simplificação.

Estes resultados foram publicados em um fasćıculo especial da revista New Jour-

nal of Physics (Focus issue on Artificial Frustrated Systems) em 2012 [113].
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Caṕıtulo 6

Estudo da Inclusão de Defeitos

Estruturais em Gelos de Spin

Artificiais

Os gelos de spin artificiais são produzidos através de técnicas litográficas, de

modo que nem sempre é posśıvel fabricar uma rede homogênea, ou seja, livre de imper-

feições. É muito comum, durante o processo de fabricação, alguma ilha ficar deformada,

devido às limitações das técnicas utilizadas, e uma descrição teórica que leva em conta

esse tipo de defeito não intencional se faz necessária. Por outro lado, existe a pos-

sibilidade de se construir uma malha de ilhas em que os defeitos sejam intencionais

como, por exemplo, o caso em que uma ilha esteja ausente em um determinado śıtio

da rede. Em geral, o estudo de sistemas com defeitos estruturais revela uma série de

novos fenômenos com possibilidades reais de aplicações tecnológicas [2,3,114–116].

Embora o sistema real possua um grande número de defeitos estruturais, o

principal objetivo agora é estudar a influência que uma única ilha malformada (maior

ou menor que as demais nanoilhas da rede) exerce sobre as exitações magnéticas nos

gelos de spin artificias. A figura 6.1 mostra uma imagem t́ıpica de MEV (microsco-

pia eletrônica de varredura) de uma malha quadrada dos gelos de spin. Observe as

deformações no tamanho das ilhas bem como a ausência de algumas delas na rede.

Novamente, a aproximação de dipolos pontuais será utilizada. Entretanto, em

um śıtio particular da rede, denotada por l, a ilha é “malformada”, podendo ser maior
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Figura 6.1: Imagem de espectroscopia eletrônica de varredura, MEV, de uma amostra de
gelo de spin na geometria quadrada. Observe a diferença no tamanho das nanoilhas bem
como a ausência de algumas na rede.

ou menor que as demais. No modelo utilizado, a deformação da ilha é inclúıda em seu

momento magnético, que é proporcional a seu volume. Nos cálculos apresentados, o

valor do momento magnético da ilha malformada varia no intervalo 0 ≤ Sl ≤ 2.

O estado fundamental foi encontrado utilizando o processo conhecido como “si-

mulated anealling”, que consiste basicamente de um processo de Monte Carlo em que

a temperatura do sistema é reduzida gradualmente em cada passo do processo, sendo

posśıvel determinar a configuração em que a energia é mı́nima. O estado final obser-

vado é o mesmo obtido em simulações para uma rede normal [82], ilustrado na Figura

6.2, com todos os vértices estando na topologia T1 . No entanto, sobre os dois vértices

adjacentes em que a ilha deformada se encontra têm-se um momento magnético ĺıquido

não nulo devido ao desbalanço causado pelo defeito, uma vez que seu spin é menor (ou

maior) que o momento magnético dos outros três spins que compõem o vértice (ver

Figura 6.2).

O principal objetivo é verificar se as excitações elementares, os monopolos

magnéticos de Nambu e suas cordas, interagem de alguma forma com a nanoilha defor-

mada. Para isso, pretende-se analisar o efeito causado pelo defeito sobre o potencial de
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Figura 6.2: Estado fundamental obtido para uma rede L = 6 a. O spin em amarelo indica
a posição da ilha defeituosa que, nesso caso, é menor que as demais ilhas da rede.

interação entre cargas, verificando a existência desta interação. O procedimento utili-

zado para obter o potencial de interação é muito similar ao feito por L. Mól, et al [82]:

partindo do estado fundamental, um par de cargas é criado e separado repetindo-se

o padrão de cordas I e II (setas brancas na Figura 6.3). A energia de cada passo é

calculada e, em seguida, subtrai-se a energia do estado fundamental, restando apenas a

energia potencial de interação excitações-defeito (VD) de cada configuração. A Figura

6.3 ilustra o processo de separação de cargas usando as cordas I e II. Os spins desta-

cados em azul indicam o local por onde uma carga passou. Os números 1 e 2 indicam

a posição dos monopolos magnéticos de Nambu, com cargas −Qm e Qm enquanto os

números 3 e 4 indicam a posição dos vértices em que a ilha deformada, representada

pela seta em amarelo, se encontra. Por simplicidade, durante o processo de separação,

a carga 2 sempre é matinda fixa, enquanto a posição de carga 1 é alterada. Natural-

mente, as posições 3 e 4 não mudam ao longo das simulações, uma vez que o defeito é

estático.

A Figura 6.4 mostra o potencial de interação excitações-defeito para uma rede

de tamanho L = 80 a. Nesse caso, Sl = 0, ou seja, o sistema possui uma vacância. Os

ćırculos preto indicam os pontos obtidos na simulação, enquanto a linha pontilhada em

vermelho representa o potencial de interação entre cargas obtido para um sistema sem
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Figura 6.3: Processo de separação de cargas em uma rede, de tamanho L = 6a, com uma
ilha malformada seguindo dois tipos de cordas: (a) corda I e (b) corda II.

defeitos estruturais. Em uma primeira análise, o potencial de interação de cargas é

praticamente inalterado quando o sistema apresenta apenas um defeito. Para analisar

melhor o efeito de uma ilha malformada no sistema calculou-se ∆ = VD(R) − VN(R),

em que VN(R) é o potencial obtido em uma rede sem defeitos estruturais. Dessa forma,

∆ representa a energia de interação entre o par de monopolos magnéticos, sua corda e

o defeito estrutural. Assumindo que o efeito da adição de um defeito estrutural na rede

seja de induzir um par de cargas magnéticas opostas localizadas nos vértices adjacentes

ao defeito (representados pelos ćırculos branco e cinza da Figura 6.3) e desconsiderando,

por enquanto, a interação entre a corda e o defeito, o problema se reduz à interação

entre quatro cargas magnéticas. A energia de interação desse sistema é, então, dada

por:

Eint =
µ0

4π
QdQm

[

1

|~r13|
− 1

|~r14|
+

1

|~r24|
− 1

|~r23|

]

. (6.1)

em que Qd é o módulo da carga induzida pelo defeito, ~rij é a distância do vértice i ao

vértice j. Observe que a interação entre as cargas 1 e 2 bem como a interação entre

as cargas 3 e 4 foram omitidas. A interação entre as as cargas 1 e 2 é calculada em

VN(R) e quando ∆ = VD(R) − VN(R) é calculado, esse termo é perdido. O mesmo
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acontece para a interação das cargas induzidas pelo defeito: elas estão presentes mesmo

no estado fundamental do sistema e quando VD(R) é calculado, tal interação é perdida.

Figura 6.4: Os ćırculos pretos representam o potencial de interação VD como função r = R/a
obtido em uma rede de tamanho L = 80a com uma vacância (Sl = 0). A linha tracejada
vermelha representa o potencial de interação entre cargas obtidas para uma rede sem defeitos
estruturais.

A interação entre as cargas induzidas pelo defeito e a corda, criada durante o

processo de separação dos monopolos de Nambu 1 e 2, é bastante complicada, de forma

que calcular/obter uma expressão anaĺıtica para essa interação não é uma tarefa trivial.

Contudo, é posśıvel escrever uma expressão geral para ∆, utilizando 6.1 e adicionando

um termo ad hoc que estaria associado à interação corda-defeito. Assim sendo, ∆ fica:

∆ = K1

[

1

|~r13|
− 1

|~r14|
+

1

|~r24|
− 1

|~r23|

]

+K2Θ(~rd · r̂1 − |~r1|) , (6.2)

em que

K1 =
µ0

4π
QdQm ,

e K2 são constantes que devem ser determinadas, Θ(z) é a função degrau unitário

[Θ(z) = 1, para z > 0 e Θ(z) = 0, para z < 0], ~rd é a posição do defeito e ~r1 é distância

do defeito a carga 1. Como já dito anteriormente, o primeiro termo da equação 6.2 é

simplesmente a energia de interação coulombiana entre as quatro cargas e o segundo

termo representa a interação entre a corda e o defeito e será discutido adiante.
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Figura 6.5: Dados obtidos via simulação (ćırculos pretos) para ∆ como função de r = R/a
considerando (a) uma corda do tipo I e (b) uma corda do tipo II. Na figura a menor distância
entre o monopolo 1 e o defeito é δ = 5a. Nesse caso, o defeito é uma vacância, Sl = 0. A linha
tracejada em vermelho indica a regressão não-linear feita sobre os pontos usando a expressão
6.2.

A Figura 6.5 mostra o potencial ∆ como função da separação entre as cargas 1

e 2, usando cordas dos tipos I e II. Na figura, o momento de dipolo da ilha deformada

utilizado foi Sl = 0, ou seja, o sistema foi constrúıdo com uma vacância. Os resultados

apresentados foram obtidos para uma rede de tamanho L = 80 a (com 12800 spins). No

entanto, foram analisadas redes com tamanhos variando no intervalo 10 a ≤ L ≤ 80 a
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todas elas exibindo resultados muito similares aos apresentados aqui.

Na figura 6.5, a menor distância entre o monopolo 1 e o defeito é δ = 5 a.

δ é definido como a distância entre a linha que une os monopolos 1 e 2 e a ilha

defeituosa. Note que para os tipos de cordas adotados aqui, essa medida coincide com

a menor distância entre a corda e o defeito. A linha tracejada em vermelho mostra a

regressão não-linear usando a expressão 6.2 feita sobre os pontos obtidos na simulação.

Como, nesse caso, δ é relativamente grande, foi observado que a interação entre a

corda e o defeito é muito pequena, podendo ser desprezada e, dessa forma, K2 = 0. O

mesmo comportamento é observado para qualquer δ ≥ 2 a. Neste regime é interessante

observar que a interação efetiva entre as excitações que aparecem no sistema e o defeito

é puramente coulombiano. Resultados semelhantes foram observados para 0 ≤ Sl ≤ 2

e δ ≥ 2 a.

Assim, os resultados indicam que a ilha defeituosa se comporta como um par de

cargas separados por um espaçamento de rede, de acordo com as suposições iniciais.

Os máximos e mı́nimos da Figura 6.5 podem ser entendidos considerando a atração ou

repulsão coulombiana entre o monopolo de Nambu 1 e as cargas induzidas pelo defeito.

Observe que o potencial é atrativo ou repulsivo dependendo da proximidade da carga

1 com as cargas 3 e 4.

Os valores da constante K1, obtidos via ajuste não-linear, como função do ta-

manho do spin da ilha malformada (Sl) são mostrado na Figura 6.6. Os dados apresen-

tados foram obtidos utilizando a corda I. O mesmo comportamento foi observado para

a corda II. A linha tracejada em vermelho representa um ajuste linear feito sobre os

pontos. Para Sl = 0, os resultados indicam que K1 ≈ 2Da e, a partir dessa quantidade,

pode-se estimar o módulo da carga magnética induzida pelo defeito (Qd) de rede que,

nesse caso, trata-se de uma vacância. Dessa forma:

Qd =
4π

µ0

K1

Qm

Da

=
µ

a

K1

Qm

,

74



6. Estudo da Inclusão de Defeitos Estruturais em Gelos de Spin Artificiais

0 0.5 1 1.5
S

l

-1

0

1

2
K

1(D
a)

Figura 6.6: Valores obtidos para K1 como função do tamanho do momento de dipolo da
ilha malformada. Observe o comportamento linear de K1 à medida que Sl aumenta. A linha
tracejada em vermelho representa um ajuste linear feito sobre os dados.

em que Qm ≈ 2
√
2µ/a é o módulo da carga magnética obtida em uma rede sem defeitos

estruturais. Logo, para o caso em que o sistema possui uma vacância, Qd ≈
√
2µ/a =

Qm/2. Esse resultado era esperado, uma vez que a topologia dos spins nos vértices

adjacentes ao defeito são um arranjo do tipo dois spins entrando e um saindo (ou

o contrário), facilmente suportado pelo modelo de halter proposto por Castelnovo et

al [17].

Ainda na Figura 6.6, observe que a magnitude de K1 diminui à medida que Sl

aumenta, anulando-se, como esperado, para Sl = 1. Para Sl > 1, K1 muda de sinal,

indicando uma inversão na posição das cargas positivas e negativas induzidas pela

presença da ilha defeituosa, como é mostrado na Figura 6.7. Na figura, o ćırculo cinza

representa a carga negativa induzida pela ilha defeituosa enquanto o ćırculo branco

representa a carga positiva. A mudança na posição das cargas pode ser facilmente

entendida/observada ao se levar em conta o momento magnético ĺıquido (seta vermelha)

sobre os vértices onde está localizada a ilha deformada: em 6.7a, a nanoilha é menor

que as outras ilhas que compõem o vértice, de forma que existe um momento magnético
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(a) (b)

Figura 6.7: Mudança de posição das cargas induzidas pelo defeito estrutural. O momento
magnético da ilha deformada em (a) é menor e em (b) é maior que as demais nanoilhas. Os
ćırculos branco e cinza representam, respectivamente, as cargas negativa e positiva induzidas
pelo defeito. A seta em vermelho ilustra a existência de um momento magnético ĺıquido nos
vértices adjacentes ao defeito estrutural . Observe que o momento magnético ĺıquido é não
nulo mesmo se a configuração dos spins no vértice seguir a topologia T1.

ĺıquido resultante (seta em vermelho) apontando da esquerda para direita. Quando a

ilha deformada é maior que as demais, o momento magnético resultante tem seu sentido

invertido, indicando uma mudança na posição das cargas induzidas pela ilha defeituosa.

Até agora os resultados apresentados foram obtidos δ ≥ 2 a. No entanto, quando

a distância entre o monopolo 1 e a ilha defeituosa é inferior a 2 a (da ordem de um

espaçamento de rede) pode-se notar uma clara diferença no potencial de interação,

como mostra a Figura 6.8. Para valores grandes de r observe que ∆ tende a um valor

constante enquanto, na figura 6.5, ∆ tende a zero. Esse comportamento é atribúıdo a

interação entre a corda e o defeito. Espera-se que a corda interaja apenas com objetos

muitos próximos, pois para δ ≥ 2 a não foram observados quaisquer assinaturas dessa

interação.

Para verificar essa hipótese foram criados excitações 4O, que são obtidas inver-

tendo todos spins em uma dada plaqueta do material. Essa excitação tem a grande

vantagem de não criar cargas magnéticas, sendo basicamente uma corda fechada. Uma

vez criado, o loop 4O é movido na direção da ilha defeituosa e, de maneira similar ao

processo de separação de cargas descrito anteriormente, pode-se calcular a energia de

interação do loop-defeito como função de sua separação. A Figura 6.9 mostra o pro-

cesso de separação e consequentemente o afastamento do loop 4O do defeito estrutural,

que no caso é uma vacância.
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Figura 6.8: Dados obtidos via simulação (ćırculos pretos) para ∆ como função de r = R/a
considerando (a) uma corda do tipo I e (b) uma corda do tipo II, δ = 1 a e Sl = 0. A linha
tracejada em vermelho indica a regressão não-linear feita sobre os pontos usando a expressão
6.2.

A Figura 6.10 mostra o potencial de interação loop-defeito, VL−D(r), como

função de sua separação, rL−D em uma rede de tamanho L = 80 a, obtido em uma

rede com uma vacância. Esse gráfico deixa claro que a excitação 4O (e consequente-

mente a corda) interage com as cargas induzidas pelo defeito estrutural apenas quando

a excitação encontra-se muito próxima ao defeito (para |~rL−D| ≈ 1a). Para |~rL−D| > 1a,
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(a) (b)

Figura 6.9: Diferentes etapas no processo de movimento de um loop 4O ao longo do sistema
com uma ilha malformada.

a interação loop-defeito vai a zero, mostrando a natureza de curto alcance desta in-

teração.

Figura 6.10: Potencial de interação entre o loop 4O e as cargas induzidas pela vacância
obtidos numa rede de tamanho L=80a.

Desse modo, quando todas partes da corda estão distantes da ilha defeituosa,

não se observa a contribuição dessa interação para a energia total. Por outro lado, se

um segmento da corda encontra-se perto o suficiente da ilha deformada (acontecendo
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para δ < 2 a), a interação irá ocorrer apenas entre este segmento e o defeito. E assim,

o termo ad hoc da equação 6.2 fica, portanto, justificado.

Ainda na Figura 6.8, as curvas tracejadas vermelhas foram obtidas fazendo uma

regressão não linear, utilizando a equação 6.2, de forma que para r < rd, K2 = 0, sendo

determinado apenas o valor de K1. Para r > rd, K1 foi mantido constante e a regressão

foi feita no restante dos pontos obtendo, dessa forma, o valor de K2. Na Figura 6.11

estão apresentados os valores de K2 como função de δ. Como pode ser visto, K2 tem

valores relevantes apenas para δ < 3.

Figura 6.11: Constante de interação entre a corda e o defeito estrutural, K2, como função
de δ. Os ćırculos pretos e vermelhos são os valores de K2 obtidos na regressão para as cordas
I e II, respectivamente.

Pode-se extrapolar os resultados apresentados aqui. Como foi dito anterior-

mente, devido as limitações das técnicas de fabricação dos GSA, dificilmente todas

nanoilhas terão o mesmo volume, de forma que os momentos de dipolo de cada ilha,

que dependem de seu volume, apresentarão pequenas variações. Dessa forma, cada

variação do momento de dipolo leva ao surgimento de um par de cargas situadas nos

vértices que delimitam a ilha. Como todos vértices de um sistema real possuem mo-

mentos magnéticos diferentes, pode-se inferir que todos eles estarão carregados, mesmo

no estado fundamental do sistema. Além do mais, esses resultados reforçam o cenário

de monopolos magnéticos como excitações emergentes nos GSA, apresentados na re-
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ferência [82]. Esses resultados foram publicados em Physical Review B [117].
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Estudou-se aqui a termodinâmica dos gelos de spin artificiais na geometria qua-

drada e a influência de defeitos estruturais sobre o potencial de interação dos mono-

polos magnéticos de Nambu. Os resultados para a termodinâmica do sistema sugerem

a existência de uma transição de fase, em que acima de uma dada temperatura cŕıtica

Tc, poderia estar associada a perda da tensão da corda que liga um par de monopolos.

Dessa forma, pode-se esperar que essas interações estejam livres no sistema, confir-

mando o primeiro caso do fenômeno de fracionalização em duas dimensõe espaciais.

No entanto, ao calcular a separação média de um par de cargas foi verificado que essa

quantidade é muito pequena, apresentando uma divergência apenas no limite termo-

dinâmico. Mesmo assim, ao se observar as configurações geradas nas simulações para

T > Tc é posśıvel encontrar cargas que não estão ligadas ao seu par, bem como obser-

var fragmentos de cordas soltas na rede. Esse fato seria um indicativo que a transição

ocorreu, entretanto os resultados apresentados não são conclusivos, de forma que mais

estudos são necessários para entender natureza dessa transição de fase.

Também foi analisado o caso em que rede é constrúıda com um defeito estrutural,

com uma nanoilha maior ou menor que as demais ilhas da rede, em um determinado

vértice. Foi observado que a presença de uma ilha defeituosa induz o aparecimento

de um par de cargas opostas, fixas na rede, nos vértices adjacentes a essa ilha. Os

resultados mostram que as cargas e a corda interagem com o defeito, de tal forma que,

quando a menor distância entre a ilha defeituosa e o monopolo/ corda é maior que dois

espaçamentos de rede, a interação entre a corda e o defeito de rede é despreźıvel. Desse

modo, a interação resultante é puramente coulombiana, proveniente dos dois pares de

cargas existentes no sistema. Entretanto, quando a distância entre a carga (e / ou a
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corda) e o defeito é menor que 2a, a interação da corda com o defeito não é despreźıvel,

de forma que apenas um pequeno fragmento da corda que se encontra suficientemente

próximo da ilha defeituosa contribui efetivamente para a interação total do sistema,

sendo um potencial de curto alcance.

O próximo passo na pesquisa seria verificar qual o efeito que uma certa densidade

ρ de defeitos causaria na termodinâmica dos gelos de spin, especialmente sobre as cordas

que ligam as cargas. Pensando em defeitos do tipo vacância, o sistema teria menos

caminhos posśıveis para ligar um par de cargas por cordas de mesmo comprimento X,

de forma que é natural esperar que a temperatura no qual a tensão da corda se anula

seria inferior a obtida nas simulações de um sistema sem imperfeições.

Outro ponto que está sendo considerado é a possibilidade de se arquitetar siste-

mas com propriedades espećıficas. Por exemplo, pode-se agora pensar em construir um

capacitor operando com cargas magnéticas. Isso seria obtido construindo um sistema

em que uma faixa de spins é menor (ou maior) que as outras duas. Dessa forma, a in-

terface entre essas duas faixas estaria sempre carregada, mesmo no estado fundamental

do sistema. O estudo desse tipo de sistema seria o primeiro passo para a criação de

toda uma tecnologia operando na chamada magnetricidade, ou seja, uma corrente de

cargas magnéticas.

Outro foco se encontra no estudo de novas geometrias nas quais as nanoilhas

magnéticas alongadas podem ser dispostas de forma que surjam excitações coletivas

que se comportem como monopolos magnéticos ligados por cordas não energética. Para

isto, a estratégia é procurar por geometrias nas quais as interações entre as ilhas de

um vértice são tais que todas as configurações que satisfaçam a regra do gelo, ou regra

similar, tenham a mesma energia. Também é interessante explorar as propriedades

estáticas e dinâmicas das diversas geometrias posśıveis, pois mesmo que não existam

excitações do tipo monopolo, outros fenômenos, coletivos ou não, poderiam ser de

interesse prático. Ressalta-se neste ponto o fato de que já foram fabricados sistemas

onde efeitos térmicos à temperatura ambiente são relevantes para o sistema [78], e que

dinâmicas induzidas por campos magnéticos externos tem atráıdo muito interesse [74,
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118,119].

Por fim, dar continuidade a fabricação e caracterização experimental destes sis-

temas no páıs, mantendo as colaborações já existentes e buscando novas parcerias

com pesquisadores experimentais. De fato, todos trabalhos experimentais em sistemas

magnéticos artificiais e frustrados citados nesta tese foram feitos por grupos dos Es-

tados Unidos e Europa. Até onde sabemos, somos o único grupo no Brasil que vem

trabalhando com gelos de spin artificiais (ou pelo menos, o único a já ter publicado

resultados sobre este assunto). Seria então interessante se outros grupos, especialmente

experimentais, se interessassem por tal assunto de forma que uma frut́ıfera colaboração

teórico-experimental pudesse ser estabelecida e mantida.
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Apêndice A

Processos de Fabricação e

Caracterização dos Gelos de Spin

Artificiais

O grande avanço tecnológico nas técnicas de litografia tem proporcionado a fa-

bricação de materiais magnéticos em escalas nanométricas. As técnicas mais utilizadas

são a litografia por feixe de elétrons (EBL, electron beam lithography) [120] , lito-

grafia por raio X (XRL, x-ray lithography) [121] e litografia por interferência (INL,

interference lithography) [122]. Na grande maioria das vezes, os GSA são produzi-

dos utilizando litografia por feixes de elétrons. O esquema dos principais processos

envolvidos nesta técnica encontra-se ilustrado na Figura A.1.

Primeiramente deposita-se resiste (um material que é senśıvel ao feixe de

elétrons) sobre um substrato. Em geral, o resiste e o substrato mais utilizados são, res-

pectivamente, o PMMA (polimetil-metacrilato, material termoplástico ŕıgido e trans-

parente, também conhecido como “vidro acŕılico”) e o siĺıcio. Após o recobrimento

do substrato com o resiste, a amostra é sensibilizada em algumas áreas, devido à sua

exposição ao feixe de elétrons. A parte sensibilzada pode, agora, ser retirada através de

um processo qúımico, conhecida como revelação. Após essas etapas, pode-se depositar

o material desejado sobre a amostra, utilizando, por exemplo, técnicas de sputtering.

Na maioria das vezes, o material utilizado é o permalloy. Na técnica de sputtering

um alvo do material que se deseja depositar é bombardeado por part́ıculas energéticas,

84
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Figura A.1: Diagrama esquemático do processo de fabricação de amostras por litografia de
feixe de elétrons.

fazendo com que os átomos do alvo sejam ejetados. As part́ıculas ejetadas, ao entrarem

em contato com o substrato sobre o qual se deseja fazer o crescimento são adsorvidas,

criando assim uma fina camada do material sobre o substrato. Em seguida, a amostra

é colocada em uma solução de uma substância na qual o resiste é solúvel, de forma

que as partes que contém o resiste são retiradas da amostra, levando consigo a camada

do material que foi depositada sobre ele. Este processo é demnominado lift off. Dessa

forma, ao final dessa etapa só resta o material depositado nas regiões onde o resiste
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foi retirado na revelação, como mostra a figura A.1. Assim, pode-se fabricar amostras

nos mais diversos formatos geométricos, observando-se apenas o limite da resolução

existente no feixe de elétrons. De maneira geral, obtêm-se resolução maior que 20

nm [123].

Tão importante quanto as técnicas de preparação das amostras dos GSA são os

aparatos experimentais utilizados para a caracterização das propriedades magnéticas

destas nanoestruturas. A caracterização das amostras pode ser fazendo imagens por

microscopia eletrônica de varredura (MEV) para observar se as estruturas feitas pelo

processo de litografia ficaram com seu formato e tamanho desejados, bem como falhas e

sujeiras deixadas durante o processo de lift off. A Figura A.2 mostra algumas imagens

feitas por MEV dos GSA nas geometrias quadrada linear, quadrada e triangular.

(a) (b)

(c) (d)

Figura A.2: Imagens feitas por microscopia eletrônica de varredura de amostras de GSA nas
geometrias (a) quadrada, (b) quadrada linear e (c) triângular. Em (d) pode ser visualizado
parte do resiste e do filme de permalloy que não foram completamente removidos durante o
lift off, sendo dobrado sobre a amostra.
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A caracterização das propriedades magnéticas das amostras pode ser feita

utilizando-se, principalmente, duas técnicas: o efeito Kerr magneto-óptico (MOKE)

e microscopia de força magnética (MFM). Nas medidas MOKE um feixe de laser é

incidido sobre a amostra e, a partir da análise do estado de polarização do feixe re-

fletido, é posśıvel obter informações sobre a direção e a intensidade da magnetização

da amostra. Esta é uma técnica amplamente conhecida e difundida que permite obter

curvas de histerese com presteza e a baixo custo. A microscopia de força magnética,

por outro lado, fornece informações sobre os campos magnéticos existentes na amos-

tra em escala atômica. Esta técnica é senśıvel às componentes do campo magnético

perpendiculares ao plano da amostra permitindo, desta forma, determinar o sentido

da magnetização de cada uma das nanoilhas. Assim,, enquanto as medidas de MOKE

fornecem informações sobre a amostra como um todo, ou seja, sobre o macroestado do

sistema, as medidas de MFM fornecem informações sobre o microestado do sistema,

permitindo uma conexão direta com os resultados teóricos.
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Apêndice B

Dedução da Soma de Ewald em

duas dimensões

Nesse apêndice será apresentada uma dedução para as expressãoes usadas nas

somas de Ewald em duas dimensões espaciais [124]. Sendo assim, seja V um potencial

dado por B. 1.

V =
1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

′ qiqj
|~rij + ~n|2m (B. 1)

em que m = 1/2, 3/2, . . ., ~n = L(nxî + ny ĵ), nx, ny = 0,±1,±2, . . . , L é o tamanho

da célula de simulação e, qi será definido em um momento mais apropriado. A linha

do somatório significa que o termo i = j é omitido para ~n = 0. O primeiro passo na

dedução é a escolha apropriada de uma função ωm(κr) para fatorizar 1/r2m, isto é:

1

r2m
=

1− ωm(κr)

r2m
+
ωm(κr)

r2m
(B. 2)

em que ωm(κr) vá rapidamente para um, no limite de r grande e para zero, quando

r tende a zero. Assim, o primeiro termo do lado direito da equação B. 2 é de curto

alcance, enquanto o segundo termo é de longo alcance. Dessa forma, utilizando a

expressão B. 2 pode-se fatorizar a equação B. 1 da seguinte maneira:

V = Vc + Vl (B. 3)
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em que Vc é o termo de curto alcance dado por:

Vc =
1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

′ qiqj[1− ωm(κ|~rij + ~n|)]
|~rij + ~n|2m (B. 4)

e Vl é o termo de longo alcance,

Vl =
1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

′ qiqjωm(κ|~rij + ~n|)
|~rij + ~n|2m

=
1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

qiqjωm(κ|~rij + ~n|)
|~rij + ~n|2m − Vs (B. 5)

Observe que na segunda linha da equação B. 5, o termo i = j para ~n = 0 foi

reincluido na soma e Vs é o termo de autointeração dado por:

Vs =
1

2

N
∑

i=1

q2i lim
r→0

ωm(αr)

r2m
(B. 6)

que pode ser simplificado utilizando a regra de L’Hopital.

Usando as seguintes relações:

∑

~n

ωm(κ|~rij + ~n|)
|~rij + ~n|2m =

∫

∑

~n

ωm(κr)

r2m
δ(~r − ~rij − ~n)d~r (B. 7)

∑

~n

δ(~r − ~rij − ~n) =
1

L2

∑

~G

exp[i ~G · (~r − ~rij)] (B. 8)

em que ~G = (2π/L)(nxî+ ny ĵ), pode-se obter a seguinte expressão:

∑

~n

ωm(κ|~rij + ~n|)
|~rij + ~n|2m =

1

L2

∑

~G

exp(−i ~G · ~rij)
∫

ωm(κr)

r2m
exp(i ~G · ~r)d~r (B. 9)

Para sistemas quasi-bidimensionais, uma escolha adequada para a função

ωm(κr) é

ωm(κr) =
γ(m,κ2r2)

Γ(m)
(B. 10)

em que γ(m,κ2r2) e Γ(m) são as funções gama incompleta complementar e a função

89
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gama incompleta, respectivamente. Pode-se agora calcular a transformada de Fourier

da equação B. 9, dada pela equação B. 11. A demonstração desse calculo juntamente

com o termo de auto-interação serão feitos posteriormente.

∫

γ(m,α2r2)

r2m
exp(i ~G · ~r)d~r = π

(

G2

4

)m−1

Γ

(

−m+ 1,
G2

4α2

)

(B. 11)

Outras relações ainda são muitos úteis para simplificar as expressões obtidas:



















γ(m, x) = Γ(m)− Γ(m, x)

Γ
(

1
2
, x
)

=
√
πerfc(

√
x)

Γ(n+ 1, x) = nΓ(n, x) + xne−x

(B. 12)

Fazendo qi = Sz
i e m = 3/2 obtém-se as expressões para os termos de curto

alcance, V z
c , longo alcance, V z

l e de autointeração, V z
s .

V z
c =

1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

′
{

Sz
i S

z
j

|~rij + ~n|

[

erfc(α|~rij + ~n|) + 2α|~rij + ~n|√
π

exp(−α2|~rij + ~n|2)
]}

(B. 13)

V z
l =

π

L2

N
∑

i,j=1

∑

~G 6=0

{

Sz
i S

z
j

[

2α√
π
exp

(

− G2

4α2

)

−Gerfc

(

G

2α

)]

exp(−i ~G · ~rij)
}

+
2
√
πα

L2

N
∑

i,j=1

Sz
i S

z
j (B. 14)

V z
s = − 2α3

3
√
π

N
∑

i=1

(Sz
i )

2 (B. 15)

Por último, as componentes planares são obtidas fazendo qi = ~Sis · ~∇ e m = 1/2.

Assim,

V s
c =

1

2

N
∑

i,j=1

∞
∑

|~n|=0

′

{

B(|~rij+~n|)~Sis ·~Sjs−C(|~rij+~n|)[~Sis ·(~rij+~n)][~Sjs ·(~rij+~n)]
}

(B. 16)
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em que

B(r) =
erfc(αr)

r3
+

2α√
π

exp(−α2r2)

r2
(B. 17)

C(r) =
3erfc(αr)

r5
+

2α√
π

(

3

r2
+ 2α2

)

exp(−α2r2)

r2
(B. 18)

V s
l =

π

L2

N
∑

i,j=1

∞
∑

| ~G|6=0

(~Sis · ~G)(~Sjs · ~G)
| ~G|

erfc

(

| ~G|
2α

)

exp(−i ~G · ~rij) (B. 19)

e por último,

V s
s = −2α3|~Sis|2

3
√
π

(B. 20)

Combinando as expressões acima obtém-se as equações da soma de Ewald apre-

sentadas no caṕıtulo 4.

B.1 Transformada de Fourier para soma de Ewald

Será feita aqui a demosntração da equação B. 11:

∫

γ(m,α2r2)

r2m
exp(i ~G · ~r)d~r = π

(

G2

4

)m−1

Γ

(

−m+ 1,
G2

4α2

)

(B. 21)

em que γ(m, x) =
∫ x

0
e−ttm−1dt é a função gama imcompleta complementar

e Γ(m, x) =
∫∞
x
e−ttm−1dt é a função gama incompleta. A equação B. 21 pode ser

reescrita da seguinte forma:

∫ ∞

0

∫ π

−π

γ(m,κ2r2)

r2m
eiGr cos(θ)rdθdr = π

(

G2

4

)m−1

Γ

(

−m+ 1,
G2

4κ2

)

(B. 22)

em que a parte ângular da integral B. 22 foi escrita em termos das funções de Bessel

de primeiro tipo, isto é, J0(Gr) = (1/2π)
∫ π

−π
eiGr cos θdθ. Portanto, é preciso provar

somente a seguinte transformação de Hankel:
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2

∫ ∞

0

γ(m,α2r2)

r2m−1
J0(Gr)dr =

(

G2

4

)m−1

Γ

(

−m+ 1,
G2

4α2

)

(B. 23)

Sejam u = Gr, IR o lado direito da equação B. 23 e, IL o lado esquerdo. Dessa

forma, IL e IR são dados por:

IL = 2G2(m−1)

∫ ∞

0

γ
(

m, α
2u2

G2

)

u2m−1
J0(u)du = G2(m−1)I

′

L (B. 24)

IR =

(

G2(m−1)

4m−1

)m−1

Γ

(

−m+ 1,
G2

4α2

)

= G2(m−1)I
′

R (B. 25)

A tarefa agora se resume em mostrar que I
′

L = I
′

R. Para esse fim, será necessário

utilizar três relações:

(i) teorma relacionado com as funções gama incompletas, que pode ser encontrado na

página 942, equação 8.356(4) da referência [125]:

dγ(m, x)

dx
= −Γ(m, x)

dx
= xm−1e−x (B. 26)

(ii) O resultado da integral B. 27, que é encontrado na página 717, equação 6.631(7)

da referência [125]:
∫ ∞

0

xe−ax2

J0(x)dx =
1

2a
e−

1

4a2 (B. 27)

(iii) Dois limites para as funções gama incompleta:

γ(m, x→ 0) = 0

Γ(m, x→ ∞) = 0 (B. 28)

Das equações B. 24, B. 26 e B. 27:

dI
′

L

dG
= −4

α2m

G2m+1

∫ ∞

0

ue−
α2u2

G2 J0(u)du = −2
α2m−2

G2m−1
e−

G2

4α2 (B. 29)
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Por outro lado, das equações B. 25 e B. 26:

dI
′

R

dG
= −2

α2m−2

G2m−1
e−

G2

4α2 (B. 30)

A igualdade entre as derivadas de I
′

L e I
′

R juntamente com a condição (iii)

fornecem as mesmas condições de contorno sobre I
′

L e I
′

R, de modo que I
′

L = I
′

R e,

consequentemente à equação B. 11.

Outro calculo que ainda deve ser feito é:

lim
r→0

ωm(αr)

r2m
= lim

r→0

γ(m,α2r2)

Γ(m)r2m
(B. 31)

Aplicando a regra de L’Hopital, tem-se:

lim
r→0

ωm(αr)

r2m
= lim

r→0

2α2r(α2r2)m−1e−α2r2

2mΓ(m)r2m−1

= lim
r→0

α2mr2m−1e−α2r2

mΓ(m)r2m−1

=
α2m

mΓm
(B. 32)

Dessa forma, como Γ(1/2) =
√
π e Γ(1 + x) = xΓ(x), então Γ(3/2) =

√
π/2,

para m = 3/2 e obtém-se o seguinte resultado:

lim
r→0

ωm(αr)

r2m
=

4α3

3
√
π

(B. 33)
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interações dipolares”, Tese de Doutorado, UFMG (2009).

[108] J. J. Weiss; “Simulation of quasi-two-dimensional dipolar systems”; Journal of

Physics: Condensed Matter, 15 S1471 (2003).

[109] R. Burkard, M. Dell’Amico, S. Martello; “Assignment Problems”; SIAM, Phila-

delphia (2009).
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www.materiais.ufsc.br/lcm/web-MEV/MEV-Apostila.pdf.

[124] G. T. Gao, X. C. Zeng and W. Wang; “Vapor-liquid coexistence of quasi-two-

dimensional Stockmayer fluids”; Journal of Chemical Physics 106, 3311 (1997).

[125] Table of integral, series and products. In: Gradshteyn, I., Ryzhik, I.; (Ed.) Or-

lando: Academic Press, 1980. p. 942, eq. 8.356(4) e p.717, eq.6.631(7).

107


