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Resumo

MADALENA, K.F.L, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, marco de 2021. Uma
analise de um modelo integro-diferencial do tipo Lotka-Volterra com controle
6timo. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo .

Neste trabalho apresentaremos um modelo matematico do tipo Lotka-Volterra associado
a modelagem e estudo do crescimento de cancer composto por um sistema de equacgoes
integro-diferenciais parciais parabolicas. Nosso objetivo é descrever resultados sobre
existéncia e unicidade de solugoes para tal modelo. Além disso, estudaremos um problema
de controle 6timo, mostrando a existéncia de um controle 6timo e estabelecendo resultados
de otimalidade para tal controle.

Palavras-chave: EDP. Solucdes. Controle Otimo.



Abstract

MADALENA, K.F.L, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, March, 2021. An analysis
of an integral-differential Lotka-Volterra model with optimal control. Adviser:
Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we will present a mathematical model of the Lotka-Volterra type associated
with the modeling and study of cancer growth composed by a system of partial parabolic
integral-differential equations. Our goal is to describe results concerning. the existence
and uniqueness of solutions for the model. Furthermore, we will study an optimal control
problem, showing the existence of an optimal control and establishing optimally results
for such model.

Keywords: PDE. Solutions. Optimal Control.
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Introducao

A biologia de populagbes, num quadro de modelagem matematica, se inicia com
Thomas Malthus (1766-1834) cuja fama advém do seu famoso modelo que prediz o
crescimento exponencial da populagao, veja [16]:

dN
7 aN —mN = N(t) = Nyexp® ™", (1)
onde N é o numero de individuos da populacao em aprecgo e a e m sao constantes positivas
que representam as taxas de nascimento e de morte, normalmente fundidas numa so
constante, n.

Apesar de incompleto, o modelo de Malthus foi muito importante, pois a partir
dele muitos outros cientistas puderam desenvolver modelos cada vez mais realistas.
Proeminente entre estes estd o modelo de Verhulst(1804-1849) que contém um fator
limitante o qual depende de um parametro chamado capacidade de suporte cujo significado
¢ o numero méaximo de individuos que um ambiente pode suportar. Esse fator faz com
que a populacao cresga até um estado estacionario quando t — co. Matematicamente, o
modelo é expresso por:

dN NoK exp™

— —aN(1—N/K) = N(t) = K 2
= =i JK) — N(t) 7t Noogprd K 2)

que também é conhecido por modelo logistico.

Se Ny(0) < K, entao N(t) aumenta monotonicamente, indo assintoticamente para K,
e se N(0) > K, N(t) diminuira assintoticamente a K.

Apo6s a primeira guerra mundial, Lotka(1925) e Volterra(1926) propuseram, de forma
independente, um par de equagoes diferenciais (néo lineares) utilizadas para descrever a
interagao entre duas populagoes, veja [6].

O modelo inicial de Lotka-Volterra é o que hoje chamamos de modelo predador-presa.
O modelo de Lotka-Volterra desempenha um papel importante no estudo de sistemas
ecologicos, pois foi o primeiro modelo proposto para tentar compreender como duas
espécies estao relacionadas na dindmica entre presas e predadores. De fato, é possivel
categorizar as interagoes entre duas espécies em trés tipos, cada qual descrito por um
modelo do tipo Lotka-Volterra generalizado. Assim pode-se ter:

a) predagao ou parasitismo - Em 1925 o matematico italiano Vito Volterra
desenvolveu o modelo presa-predador, ao tomar conhecimento dos trabalhos do
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jovem zoologista Umberto D’Ancona. O estudo estatistico de D’Ancona, mostrou
que houve um aumento do nimero de predadores como tubardes e a diminui¢ao de
peixes predados pelos tubaroes durante a suspensao da pesca em determinada parte
do mar Adriatico na Italia, devido & Primeira Guerra Mundial (1914 a 1918). No
mesmo ano em que Volterra tornou-se um estudioso dos problemas da ecologia,
o americano Alfred J. Lotka publica em 1924 seu livro intitulado “Elements of
Physical Biology”. Em seu livro, Lotka discute a mesma modelagem para estudar a
interacao presa-predador. Como os modelos foram propostos de forma independente
por Lotka e Volterra, este conjunto de equagoes ficou conhecido como equagoes de
Lotka-Volterra. Em linhas gerais o modelo pode ser descrito da seguinte forma.
Definindo u(t) como o nimero (ou densidade) de presas de uma determinada espécie
e v(t) como o nimero (ou densidade) de predadores de outra espécie, essas duas
quantidades se relacionam nas equagoes de Lotka-Volterra, veja [16] (veja [9] para
mais detalhes):

du?) = a,u(t) — byu(t)v(t)

d
dvgt) (3)
T a,u(t)v(t) — byv(t).

No sistema , se nao existissem os predadores, a populagao de presas cresceria
exponencialmente segundo o modelo Malthusiano, mas este crescimento é regulado
pelo encontro das presas com os predadores dado pelo produto do nimero de ambos.
Como pode ser observado na segunda equagao de , o nimero de predadores por
sua vez, deveria decrescer exponencialmente em uma regiao sem alimentos até atingir
sua extingao, mas este decréscimo é regulado pelo produto do ntimero de presas pelo
ntumero de predadores. Estes comportamentos sao regulados pelas taxas a,, by, a, €
b,. A constante a, indica a taxa de crescimento das presas, b, a taxa de predacao das
presas. O termo a, se refere a taxa de crescimento, taxa de eficiéncia ou frequéncia
de encontro dos predadores com suas presas e b, é a taxa de mortes dos predadores.

b) simbiose ou mutualismo - ocorre quando as espécies envolvidas se beneficiam

entre si:
du(t)
— = u(t) (a+ bo(t))
" (4)
— = v(t) (cu(t) +e).

Nesse modelo, a espécie u se beneficia da presenca de v e vice-versa.
¢) competigao - ocorre quando as espécies envolvidas disputam algo entre si:

du(t)
= pru(t) (1 — u(t) — apv(t))

aty_ ’

i = o) (L= v(t) — anu(t)).

Nesse caso, as espécies u e v sao prejudicadas, uma pela presenca da outra.

Para se levar em conta como uma populacao se distribui no espago devemos
inicialmente considerar a variavel que a descreve como sendo uma densidade populacional,
u(z,t), e ndo a populacao total. Esta densidade evolui no tempo e no espago. Para uma
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Gnica populagao, teremos entao:

ou

Nos casos mais simples, F(u) = u(1l —u). Com este termo a equagao acima é chamada de
equagao de Fisher-Kolmogorov.

Fisher e Kolmogorov propuseram, de forma independente, uma equagao que descreve
o crescimento de uma dada populacao com um termo logistico, semelhante ao modelo
de Verhulst, mais um termo de difusao. A equacao de Fisher-Kolmogorov descreve um
fendmeno muito interessante que aparece em muitos sistemas fisicos chamado de onda
viajante, veja [I3]:
ou

i u(l —u) + DAu.

Esta equacao é uma excelente ferramenta para se investigar e analisar a propagacao de
ondas viajantes e devido a esse fato, ela é muito importante para o estudo de dindmica
de populagoes.

Na perspectiva da Equacao de Fisher-Kolmogorov normal em uma dimensao

Ou(z,t) D82u(x, t)

TR 92 + au(x,t) — bu*(x,1t), (6)

o ponto central da modelagem do fendmeno padrao é escrever as interagoes em um formato
nao-local considerando a = a(z,t) e b = b(z,t) ou como considerado em [3],

—bu(x,t) X u(z,t) substitui por —bu(x,t) / fs(x —a")u (2!, t)da. (7)
L

A nao-localidade nas interacoes, equacao @, significa irmos além na descricao das
interagoes propostas por Verhust. Nesta formulagao nao-local os constituintes de um
coletivo interagem com os demais individuos nao apenas quando estao no mesmo ponto,
x, do espaco, u(x,t) X u(z,t), mas interagem também com seus vizinhos a uma distancia
f pesadas pela fungao de distribui¢ao f (x — 2’). Do ponto de vista de um elemento da
populacao, quando um segundo individuo entrar no raio de interacao 3 este ja o percebera
e, dependendo da escolha do peso f, esta interacao serd intensa ou nao. Esta é uma
descricao equivalente ao que ocorre nas interacoes de longo alcance de elétrons, bactérias,
peixes, passaros e outros animais na natureza distribuidas coletivamente, que apresentam
forte necessidade em ficar equidistantes dos demais vizinhos formando estruturas regulares
no espago-tempo, para mais detalhes, ver [3]. A equac@o de Fisher-Kolmogorov para
interagoes nao-locais é escrita como:

Ou(z,t) Ou(z,t)

ek D 52 + au(z,t) — bu(x,t) /L fo(x —a")u (2! t)da. (8)

Como proposto em [29], considere a seguinte equagao:

auéxt,ﬁ — a/Lga (l‘ — l‘,) U (x/,t) dr’ — bu(x, t) /L fB (l’ . .’L‘,) u (Z‘/,t) dx’. (9)

Nesta expressao ¢ realizado uma aplicacao da nao-localidade também no termo de
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crescimento. Com isso a populacdo crescera nao mais com a contribuigao de u(z, t) apenas
no ponto z, mas também devido a distribuicao desta func¢ao em um alcance « pesada pela
funcdo de distribui¢ao g (x — z’). Esta proposta, equagao @, ¢ uma generalizacao da
equacao e como tal é capaz de resgatar a formulacao anterior, equacao e também
a equacao de Fisher-Kolmogorov normal equacao (@

A equacgao logistica de Verhust pode ser obtida considerando fz(z —2') =
Jo (x — ') = § (x — 2’) na equagao @D, ou seja,

Ou(x,t)

_ 2
Y = au(x,t) — bu*(z,1).

Uma generalizacao para o modelo de Lokta-Volterra para modelar as interagoes
entre presas e predadores utilizando a metodologia de nao-localidade nos termos de
interagoes e crescimentos, foi proposto em [I0]:

Quiz,t) _ au/ Jo (v — ') u (2, t) d2’ — byv(x,t) / fule —a")u(a" 1) da”
ot Q Q

0
U;’ 2 ayu(z,t) /Qgﬁ (z — ') v (2, t) da’ — byo(z, t) /Q £l —2") v (2" t)da”.

Além de nao incluir o efeito da difusao como em , também nao foi feito nenhum estudo
matemaético para tal modelo.

Tomaremos os modelos apresentados anteriormente e com algumas adaptagoes
aplicaremos tais modelos para o estudo da interagdo (e competi¢ao, que generalisa
(b)) entre células normais e células tumorais ou infectadas com ambas as populagoes
apresentando processos difusivos e nao-localidade nos termos de competicao.

Sejam T" € (0,00) e a,b € R tal que a < b e (a,b) € R um intervalo aberto e limitado.
Denotemos por @ = (a,b) x (0,7). O objetivo do presente trabalho é estudar o seguinte
modelo:

( ON(z,t) _D O*N(z,t)

ot N o2 .
—|—(7’N(x)—aNN/ N(x,t)dx—am/ I(a:,t)dx) N(z,t)+f em @
af (2, 1) 021z, 1) ’

=Di—5—

z?:
(T]x —aU I(x, t)d:L‘—ozNI/Nxtdx)](a: t)+g em @
N.(a,t) = N,(b ) I.(a,t) = I.(b,t) =0 em (0,7
N(z,0) = No( ) 1(2,0) = Io(a) em  (a,b),

(10)

em que N representa as células normais em um dado tecido do corpo humano e [
representa as células infectadas neste tecido.

O parametro ry(x) representa a reproducao total de células normais, e r;(x) representa
a reprodugao total de células infectadas, ambos sao assumidos nao-constantes. Varias
leis de crescimento poderiam ser usadas, como Gompertz, logistica generalizada, Von
Bertanlanfy e outras, veja [18]. Escolhemos os crescimentos do tipo logistico devido a sua
simplicidade, mas os consideramos nao-constantes.



13

O sistema ¢ semelhante ao classico modelo de competicao Lotka-Volterra, mas
¢ um modelo do tipo Lotka-Volterra estruturado, estruturado porque o modelo tem
estrutura na populacao variando pelos coeficientes dados pelas integrais. Tais equagoes sao
comumente usadas em modelos para crescimento tumoral e invasoes biologicas, mas tem
uma diferenca fundamental. O uso de fluxos nao-constantes com crescimento logistico
para células normais e células infectadas, mas com a presenca de nao-localidade nas
duas populagoes. Um termo de fluxo constante ja foi tomado em outros modelos bem
conhecidos de cancer, especificamente, para descrever o crescimento de células imunes,
veja por exemplo [4], mas sem a presenca dos termos com a estrutura da populagdo.
Consideramos também o acréscimo dos termos de difusao DN% e DI%
equacao das células normais e células infectadas, respectivamente.

na

Também contamos com o acréscimo dos termos de controle f e g no problema (10J).
Neste sentido, o presente trabalho tem como interesse a analise matematica rigorosa de
um problema de controle 6timo associado ao sistema ([10). Em termos matematicos, uma

versao relativamente simples do problema a ser analisado é a seguinte: queremos achar
uma quadupla (N, I; f*, g*) (que seré o controle 6timo desejado) tal que

JIN, L f, 9] = min{J[R, S5 f,9] - (f,9) €U} (11)

Nesta expressao, U ¢ o conjunto dos controles admissiveis do problema, no caso, U é um
subconjunto convexo, fechado e nao-vazio do espaco de Banach L*(Q) x L*(Q).

O funcional J é dado por:
JIN, I f.g] =22 | IN(2,t) — Ny, t)|* dwdt + %/ \I(z,t) — Iy(x, )| dedt
Q

2
(12)
—1—%/Q|f(x,t)|4dxdt+%/Q|g(a:,t)|4dxdt,

onde N(x,t) e I(x,t) é solugao do sistema associado a f e g. Também estudaremos
as condigoes de otimalidade de primeira ordem que que o controle 6timo deve satisfazer.

Tais condigoes de otimalidade sao dadas pelo seguinte: denotando o controle 6timo
por (f,g) e por (N,I), (P,Q) os correspondentes estado 6timo e estado adjunto,
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respectivamente, que devem satisfazer o seguinte sistema:

4 N b
a@t —DNNm—f—(TN( ) —ann NdZL'—a]N/ Idx)N+f em (@,
oI b
n = Dil + | 71(z) — ang Nda: —ar [ Idx |I+g, em @,

aP b b
_E_DNP:M:_(N_OCNN/ N_aIN/ I)P-i-

b b
+OZNN(/ NP>+(IN[(/ ]Q):al(N—Nd) em (@

(13)
a@ b b
T — DiQus — (TI—OéII/a f—OéNI/a N) Q+
b b
+O./[[(/ IQ)+O!1N(/ NP):CJéQ(]—Id) cm Q7
N, (a,t) = N, (b,t) = I,(a,t) =1, (b,t) =0 em (0,7
P, (a,t) = P, (b,t) = Q.(a,t) = Q. (b,t) =0 em (0,7
N(z,0) = No(x), I(z,0) = Ip(z) em (a,b)
| P(z,T)=Q(x,T) =0 em (a,b)
| sy fydsde+ [ Q-+ 5ag) (- g) dadt 2 0 (14
Q Q

para todo (h,j) € Uyq.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, tratamos das ferramentas utilizadas para o desenvolvimento desse
trabalho. Algumas delas sdao: os Espacos de Sobolev, uma Proposicao que se resume a
garantir existéncia, unicidade e uma estimativa para a solucao de um problema parabélico
linear geral (ver [14]) e o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder (ver [12]).

No Capitulo 2, iremos estudar questoes de existéncia e unicidade para o modelo
proposto . Para isso, vamos definir um problema auxiliar formado por duas equagoes
lineares desacopladas e em seguida, vamos definir um operador e, mostraremos que tal
operador satisfaz todas as hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder. Em
seguida, definiremos o operador solugdo F' que aplica o termo fonte (f,g) na solugao
correspondente (N, T). As propriedades deste operador serao tuteis para o estudo do
problema de controle 6timo.

No Capitulo 3, vamos abordar um problema de controle 6timo para o sistema ({2.1]).
Vamos associar um funcional de custo e provaremos a existéncia de um controle 6timo,
ou seja, um minimo do funcional, em seguida, provaremos que tal minimo satisfaz as
condicoes de otimalidade de primeira ordem e para isso, o estudo feito no capitulo anterior
para o operador solucao F' sera de fundamental importancia.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados os espagos e as ferramentas principais para o
desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Espacgos de Sobolev

Nesta e na proxima secao apresentaremos os espacos funcionais que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre tais espagos consultar [§], [I], [7] e [15].

Definicao 1.1. Seja u : @ — R continua. O suporte de u, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em 2 do conjunto {x € Q;u(x) # 0}. Se supp(u) for
um compacto dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos por Cy(£2) o espago das
fungoes continuas com suporte compacto.

Definigao 1.2. Denotemos por C?()), j wm nimero inteiro nao-negativo ou infinito, o
conjunto das funcoes @ : 2 — R que possuem derivadas parciais continuas até ordem j.

Defini¢ao 1.3. Denotemos por C§°(2) o conjunto das fungées ¢ : Q — R que possuem
derivadas parciais continuas de todas as ordens e que tém suporte compacto.

Defini¢ao 1.4. Uma sucessao (p,),en de fungoes de C3°(S2) converge para zero quando
existe K C ) compacto tal que
e suppp, C K, VveN;

e Para cada o € N", D%p,, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador derivacao de ordem « definido por

olel

0x 1 0ry?...0xon’

com o = (v, g, ...,0,) €EN" e |a] = a3 +as+ ... + .
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Definicao 1.5. O espago vetorial C§°(€2) com a nogao de convergéncia definida acima €
representado por D()) e denominado espago das funcgoes testes em 2.

Definicao 1.6. Denotemos por C%(Q) o conjunto das funcoes ¢ € CV(Q) tais que Do
é limitada em Q para |a| < j. CL(Q) € um espago de Banach com a norma

lell s ) = max sup| D (z)].
B lo|<i ze

Definigao 1.7. Seja 1 < p < oo. Denotemos por LP()) o conjunto das (classes de
equivaléncia das) fungoes mensurdveis u : Q@ — R tais que |ulP é integrdvel no sentido de
Lebesgque em 2. LP(Q)) é um espago de Banach com as normas

(/|u |pdzv) , sel<p<oo;
|ullp =

sup ess|u(z se p = oo.
LIS

No caso em que p =2, LP(Q) € um espago de Hilbert com o produto interno

(u, v) 1200 :/u(x)v(x)dx.
Q
Definigao 1.8. Denotemos por D'(Q2) o espaco L(D(2)). Tal conjunto é chamado o

espaco das distribuicoes de 2 em R.

Defini¢ao 1.9. Seja T € D'(Q). Definimos a derivada de ordem « da distribui¢ao T,
DT € D'(Q), por

(DT, ) = (=1)*(T, D),
para todo ¢ € D().

Definicao 1.10. Seja 1 < p < oo. Denotemos por Li (2) o conjunto das fungoes
mensurdveis u : 2 — R tais que para todo compacto K C Q, ujx € LP(€2).

Proposigao 1.11. Sejau € L}, (). Se ¢ € D(Q), entio

(Tu, ) = /Quso

define uma distribuicao em D'(2).

Demonstragao. Ver [§], p. 42. ]
Proposigao 1.12. Seja 1 < p < co. Entao, LP(Q) — L}

loc

(), para todo p € [1,00].

Demonstragao. Ver [§], p. 42. ]

Definigao 1.13. Seja 1 < p < oco. O espago de Sobolev W*(Q) € definido como sendo o
conjunto

W(Q) ={ue LP(Q); D € LP(Q), ¥V |a] < m},

p
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onde D*u € a deriwada de u no sentido das distribuicoes. W;”(Q) ¢ um espago de Banach
com as normas

1
P
( E:HLWumﬂm), sl <p< oo
el =

laj<m

Y. supess|D%u(z)|, sep= 0.

|a‘§m x€eN)

No caso em que p = 2, denotamos W)"(2) por H™(Q). O espago H™(Q2) € um espago
de Hilbert com o produto interno

(U, V) = Z (D%, D) r2(0).

laj<m

Proposigao 1.14. Seja 1 < p < co. Seu € W, (Q) entdo uy,u_ € W, (Q) e temos as
expressoes

Vu, seu>0
VU+:
0, seu <0

Vu - 0, seu >0
—Vu, seu<0.

Demonstragao. Ver [I1], p. 292. ]

Vamos precisar de alguns resultados sobre espagos de Sobolev na reta.

Definigao 1.15. Consideremos o espaco de Hilbert H'(a,b) = W.)(a,b) definido por
H'(a,b) = {u € L*(a,b) : u' € L*(a,b)},

com a norma definida por

mmmm=<lmwww)+(41wmwﬁé (1)

Lema 1.16. Seja (a,b) um intervalo limitado da reta. A imersao H'(a,b) — C([a,b]) €
continua e compacta.

N

Demonstragao. Ver [5], p. 129. ]
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1.2 Espacos a valores vetoriais

Para esta secao, consideremos I C R um intervalo aberto, 2 C R™ um aberto limitado
e X um espaco de Banach.

Apesar da semelhanca entre as definicoes dessa secao e da anterior, devemos nos
precaver com os conceitos de mensurabilidade e integrabilidade em espacos de Banach
quaisquer.

Definicao 1.17. Uma funcio f : I — X € mensurdvel se existe uma sequéncia
(fr)nen C Co(I, X) tal que f, = f q.t.p., quando n — oc.

Proposicao 1.18. Sejam (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis de I para X e
f:I—X. Sef,— fqtp eml, entao f € mensurdvel.

Demonstragao. Ver [7], p. 4. ]

Definicao 1.19. Uma funcao mensurdvel f : I — X € integravel se existe uma sequéncia

(fu)nen C Co(I, X) tal que

Proposicao 1.20 (Teorema de Bochner). Seja f : I — X mensurdvel. Entao f é
integravel se, e somente se, ||f|| € integrdvel. Mais ainda,

| [ = [

Demonstragao. Ver [7], p. 7. ]

quando n — 0.

Definigao 1.21. Seja 1 < p < 0o. Denotemos por LP(I, X) o conjunto das (classes de
equivaléncia das) fungoes mensurdveis f: 1 — X tais que t — || f(t)|| pertence ao LP(I).
LP(I,X) é um espago de Banach com as normas

11l = (/||f |pdt) , sel<p<oc;

supess||f(t)]], sep=00.
tel

No caso em que p =2 e X € um espago de Hilbert, LP(I,X) é um espago de Hilbert
com o produto interno

(U, v) 2(1,x) = /(u(a:),v(:v))x dr, Y u,veL*I,X).

I

Definicao 1.22. Denotemos por D'(1,X) o espago L(D(I), X). Tal conjunto é chamado
o espaco das distribuicoes de I em X.
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Definicao 1.23. Seja 1 < p < oo. Denotemos por Lj (I,X) o conjunto das fungoes

mensurdveis f : I — X tais que para todo intervalo compacto J C I, fi; € LP(I,X).

Defini¢ao 1.24. Seja T € D'(I,X). Definimos a derivada da distribui¢cao T, T' €
D'(I,X), por

<T/7 §0> = _<T7 90/>7
para ¢ € D(I).

Proposigao 1.25. Seja f € L} (I, X). Se p € D(I), entdo

loc

Ty, o) = / fo

define uma distribui¢ao em D'(1, X).

Demonstragao. Ver [7], p. 10. ]

Proposigao 1.26. Seja 1 < p < co. Entao, LP(I,X) < L}

loc

(1,X), para todo p € [1,00].
Demonstragao. Ver [7], p. 10. ]

O proximo espago a ser definido tera suma importancia no desenvolvimento deste
trabalho.

Definigao 1.27. Sejam 1 < p < oo e LP(Q) = LP(0,T; LP(2)). Denotemos por W' (Q)
o conjunto das (classes de equivaléncias das) fung¢oes mensurdveis uw € LP(Q) tais que
u € LP(Q) e D*u € LP(Q), para todo 1 < |a| < 2, onde D ¢é a derivada de u no
sentido das distribuicoes. Wg’l(Q) ¢ um espago de Banach com a sequinte norma

1
P
Huuwg,l@:(||u|vzp@)+r|utufzp<@+ 3 HDauuip(Q)) |

1<]a|<2

Proposicao 1.28. Seja 2 C R"™ com fronteira 02 suficientemente suave. FEntao,
WrHQ) — LY(Q) para q satisfazendo:

. p(n +2) n+2
1<g< ——— :
CIRETEE e SR
2
(ii) 1<q < o0, sep:n;r ;
2
(iii) q = oo, sep>n_2|—

Em particular, para qualquer fun¢ao u € Wﬁ’l(Q), existe uma constante C' dependendo
de Q,T,p,q en tal que

lulla@) < C ullyz1 gy (1.2)
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Nos casos (it) e (iti) a imersao é compacta, e em (i) teremos imersao compacta para

q satisfazendo 1 < q < 555222);;
Demonstragao. Ver [I5], p. 20. ]

Em particular, no caso unidimensional ( quando n =1 ) e considerando p = 2, segue

da Proposigao - (iii) que
[ullz~@ < C lullyzig):
1.3 Desigualdades notaveis e formulas de integracao

Nesta secao, seguem algumas desigualdades e formulas de integracao conhecidas que
serao utilizadas ao longo do texto. Para mais detalhes consultar [11].

1 1
Proposigao 1.29 (Desigualdade de Young). Sea,b >0 ep,q > 1 sao tais que —+— =1,
P b P q
entdo ab < — + —.
p q
Demonstragao. Ver [I1], p. 622. ]

Lema 1.30. Sejam numeros reais a,b >0 e p > 1, entao

(a+ )P < 2P(aP 4 0P).

Demonstracao. Usando as propriedades do méaximo, obtemos

(a+ b)? < (2max{a,b})?
= 2P max{a?, b0’}
< 2P(aP 4 0P).

Definicao 1.31. Uma fung¢do f : R"™ — R é chamada conveza se

f0x+ (1 —0)y) <Of(x)+(1—-0)f(y),
para todos x,y € R™ e cada 0 < 0 < 1.

Proposigao 1.32. Seja E um espago de Banach e ¢ : E — (—o00, 00| uma fun¢io conveza,
semicontinua inferiormente (na topologia forte). Entao ¢ é semicontinua inferiormente
na topologia fraca. Em particular, se x, — x fracamente, entao

6(x) < liminf 6(z,)

n—o0
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Proposigao 1.33 (Desigualdade de Jensen). Seja Q um conjunto mensurdvel, entio para
toda fungio convera f: R — R e toda fungio u € L*(2), temos

s <ﬁ/ﬂu(m)dm) < ﬁ/ﬂf{u(m))dm.

Demonstragao. Ver [I1], p. 705. H

Proposigao 1.34 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo tais que é%—é =1. Se
felP(Q) ege LYN), entio f.g e LYQ) e

1F-glls < W[ f1lp-llgllo-

Demonstragao. Ver [5], p. 92. ]

Proposigao 1.35 (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial). Seja f(-) uma fun¢éio
nao negativa, absolutamente continua em [0,T], que satisfaz para cada t a desigualdade
diferencial

F@t) <o) f(t) + (),

onde ¢(t) e (t) sao fungoes nao negativas, integraveis em [0,T]. Entao

t
f(t) < e (f<o> + / ¢<s>d$)’
0
para todo 0 <t <T. Em particular, se
< of em [0,T) e £(0) =0,
entao

f=0em [0,7T].

Demonstragao. Ver [I1], p. 624. ]

1.4 Algumas Ferramentas do Calculo Diferencial

Nesta secao, seguem algumas ferramentas do Calculo Diferencial que serao utilizadas
ao longo do texto. Para mais detalhes consultar [2] e [17].

Definicao 1.36. Dizemos que F' € uma derivada directonal no ponto xo, na direcao
h, se o limite
F h)—F
Pl + ch) — Flao)

e—0t €

existe. Denotaremos por F'(xzq, h).
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Defini¢ao 1.37. Suponhamos que para todo h € X a derivada F'(xo,h) na diregio h
exista. A aplicagao 04 F(xo,-) : X — Y definida por 6, F(xo,h) = F'(xo, h) € denominada
primeira variag¢ao da aplicagio F no ponto xg.

Definicao 1.38. Suponhamos que F possua uma primeira varia¢cdao no ponto xy € que
existe um operador linear continuo A € L(X,Y) tal que 6. F(xo,h) = Ah. Entdo
o operador A € demnominado a derivada de Gdteaux da aplicagio F mo ponto xq e
denotamos por Vg F (o).

Assim, Vg F(xg) € um elemento de L(X,Y) tal que para cada h € X temos a relagdo

F(zo + €h) = F(xo) + eV F(xg)h + o(e),

quando € — 0.
Definicao 1.39. Dizemos que o operador F' é Fréchet-diferencidvel em xq se, em uma
vizinhanga de xq, ele pode ser representado sob a forma

F(zo+ h) = F(xg) + Ah + a(h)||R]]

onde A € L(X,Y) e
lim e (h)[| = [la(0)]] = 0.

[[2[|—0

O operador A é chamado derivada de Fréchet ( ou simplesmente derivada) da aplicagao
F no ponto xy e é denotado por F'(xy).

Definicao 1.40. Dizemos que o operador F' : U C X — Y definido sobre um aberto
U ¢ de classe C*(U) se ele possui uma derivada em cada ponto x € U e a aplicagio
x— F'(x) é continua.

Observacgao 1.41. Se F' é Fréchet-diferenciavel em xy, entao F' é Gateaux-diferencidvel
em xg e F'(xg) = VaF(xo).

Teorema 1.42. Suponha que f € definida em um conjunto convexo aberto U em um
espaco de Banach. Se f € convexa em U e Gateauz-diferencidvel em a € U, entdo

f(x) > f(a) + f'(a;x — a) para todo x € U. (1.3)

Se f for Gateaux-diferencidvel em U, entao f é convexa se, e somente se, for vdlida
para todo a € U. Além disso, f € estritamente convexa se, e somente se, a desigualdade
for estrita para x # a.

Demonstragao. Ver [17]. O

Teorema 1.43. Seja C' um subconjunto convezxo e fechado de um espago de Banach E.
Entao C' € fechado na topologia fraca o(E, E*) se, e somente se, € fechado na topologia
forte.

Demonstragao. Ver |5, p. 60]. ]

Proposigao 1.44 (Formula de Green). Sejam Q C R™ um aberto limitado e f,g € H*(Q).
Entao:

— of
/Q(Af)g dr = /Q(Vf,Vg) dyc%—/(99 8779 ds.
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Demonstragao. Ver [5], p. 316. ]

1.5 Existéncia e unicidade de solucao para um
problema parabélico

Nesta e na proxima secao, consistem os resultados principais para o desenvolvimento
desse trabalho. Para mais detalhes sobre tais resultados consultar [14] e [12].

Consideremos o seguinte problema parabdlico de valor inicial:

( n 2 n
Ou Zaij(x, t)ﬂ + ai(:p,t)a—u +a(z,thu=f, em Q,
1 1

ot P 0r;0x; 4= 0z
i 14
ZZ:; bi(x,t)g—; + b(x, t)u =0, em T, (14)
L u(-,0) = ug(+), em ).

Proposicao 1.45. Sejam Q@ C R™ limitado, com fronteira 02 suficientemente suave,
p > 1 e fungoes a;j continuas e limitadas em Q). Suponhamos que
(i) aij € C(Q), i,j = 1,2,...,n onde [a;jloxn € uma matriz real positiva tal que
para alguma constante positiva B tem-se szzl a;j(x, 0)&& > BIEI?, para quaisquer
(x,t) € Q e & € R

(it) f e LP(Q);
(iii) a; € L"(Q) com r = maz{p,n+2} sep #n+2 our =n+ 2+ e, para qualquer
e>0,sep=n+2;

(iv) a € L*(Q) com s = max{p, ”T”} sep# "T*Q ou s = "T’Lz + €, para qualquer € > 0, se

__ n+2.
p= 2

(v) bi,b € C*(I'), i = 1,...,n, e os coeficientes by(x,t) satisfazendo a condigdo

Yo bi(z t)ni(x)] > 6 > 0 em 02 x (0,T), onde n;(x) € a i-ésima componente

do vetor exterior normal a 02 em x € 08);

(vi) uy € Wj_E(Q) com p # 3, satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade )", big—qx +
bug = 0 em 02 quando p > 3.

Entao, existe uma tunica solugao u € Wg’l(Q) do problema e uma constante M
dependendo de T, p,r,s e ) satisfazendo

lullvzog < M (Il + ( Sz + llll a2,
P

(1.5)

" HUOHWE‘?’(Q))
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Demonstragao. Ver [14], p. 341. ]

Em particular, no caso unidimensional ( quando n =1 ) e considerando p =2, b; = 1
e b = 0 prodemos reescrever o resultado anterior de uma forma mais simplificada:

% — Ap (2, ) uge + A(x, t)u, + Az, t)u= f, em Q= (a,b) x (0,7,
ug(a,t) = uy (b, t) = 0, em (0,7), (1.6)
u(+,0) = ug(-), em (a,b).

Proposigao 1.46. Sejam (a,b) C R limitado, p = 2 e a fungdo Ay continua e limitada
em Q). Suponhamos que

(i) Ay € C(Q), onde para alguma constante positiva B tem-se Ay (x,t) > 3, para
quaisquer (x,t) € Q;

(i) [ e L*(Q);
(ii) A, € L3(Q);
(iv) A€ L*Q);
(v) uo € H'(a,b) = Wi(a,b).

Entio, existe wma tnica solugio u € W3 (Q) do problema (@ e uma constante M
dependendo de T, a,b satisfazendo

lluzig < M (Il + Il il + luallmes ). (010

1.6 O Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

Finalmente, segue a ferramenta principal para o desenvolvimento deste trabalho.
Proposigao 1.47 (Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder). Sejam X um espago
de Banach e T :[0,1] x X — X wum operador tal que T'(l,x) =y, para todos x,y € X e
[ € 10,1]. Suponha que:

(i) O operador T estd bem definido;
(ii) Para cadal € [0,1] fizado, o operador T'(l,-) : X — X € continuo;

(iit) Para cada B C X limitado e x € B, o operador T(-,z) : [0,1] — X € uniformemente
continuo com relacao a primeira varidvel;

(iv) Para cada l € [0,1] fizrado, o operador T'(l,-) : X — X ¢é compacto;

(v) Existe p > 0 tal que para todo | € [0,1] e x € X satisfazendo x — T(I,z) = 0, entdo
=[] < p;



1.6. O TEOREMA DO PONTO FIXO DE LERAY-SCHAUDER

(vi) A equagao x —T(0,x) =0 tem wma unica solugio em X.

Entao, existe uma solugio da equagio x — T(1,z) = 0.

Demonstragao. Ver [12], p. 189.

25



26

Capitulo 2

Teorema de existéncia e unicidade para
o modelo

Neste capitulo vamos estudar questoes de existéncia e unicidade para o modelo
proposto. Para isso, vamos definir um problema auxiliar formado por duas equagoes
lineares e desacopladas e em seguida vamos definir um operador e, mostraremos que tal
operador satisfaz todas as hipdteses do Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder. Em
seguida definiremos o operador solugao F que aplica o termo fonte (f, g) € L*(Q) x L*(Q)
na solucao correspondente (N, I) € W' (Q) x W3 (Q) e mostraremos que F é Fréchet-
diferenciavel. As propriedades deste operador serao uteis para o estudo do problema de
controle 6timo.

2.1 O problema principal

Sejam T' € (0,00) e a,b € R tal que a < b e (a,b) € R um intervalo aberto e limitado.
Denotemos por @ = (a,b) x (0,7).
Nosso objetivo é provar a existéncia de solugao forte para o sistema:

%—Jl\f = DnNg+ | ryv(z) —ann fabN(I, t)dr — ary fab](x, t)d:zc) N(z,t)
+ fem @

ol b b

5 = Dl + (r;(x) —ayy [ Iz, t)de — any [ N(m,t)dx) I(z,t)

+ gemQ;

Ng(a,t) = N,(bt) = I.(a,t) = 1,(b,t) =0em (0,T);

N(z,0) = No(x),I(z,0) = Ily(z) em (a,b).
(2.1)
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Defini¢ao 2.1. Dizemos que (N, 1) é uma solugao (forte) do problema em @, se
(N, I) satisfaz as equagdes em em quase todo ponto e N,I € VV22 (Q), ou seja,
Nxalwa Nxxalwxa Ntalt € LQ(Q)

Trabalharemos para provar um significativo resultado sobre existéncia e unicidade de
solucdo forte para o sistema ([2.1)). Segue o enunciado do teorema principal deste capitulo:

Teorema 2.2. Suponhamos que Ny, Iy € H'(a,b), f,g € L*(Q) satisfazendo Ny, Iy, f, g >
0 ery,r; € L®(a,b). Entao, existe uma tnica solu¢ao (N,I) € W22’1(Q) X Wg’l(Q) do
sistema . Mais ainda,

(N, [)ijl(cg)ijl(cg) < My (”(f7 9)”L4(Q)xL4(Q)

+ (1 + 10 Dllzs@xes@ + 1IN0, 1)l sy xrr@wy) | (Nos To)lar@py) s (2:2)

onde My depende de ann, arn, arr, anr, ||[rn||lpe, ||71llL=, T, a € b.

2.2 Solucao do problema principal

Afim de determinar uma solugdo para o problema inicial ([2.1]), definimos o seguinte

operador:
L [01]x I'Q) x I}Q) — L(Q) x L'(Q 03
(NQMP) = L()‘v(baw):(N?[)? '

em que @ = (a,b) x (0,T) e (N, I) é a solugdo do problema:

aN b b
Fr DyNg, + /\(TN(x) — aNN/ odx — aIN/ de>N +f em Q;

b b
% = Dl + >\<T1($C) — OéU/ Ydr — OéNI/ ¢d$€>[ +y9 em @

Ny(a,t) = Np(b,t) = I.(a,t) = I,(b,t) =0 em (0,7);

N(z,0) = No(z),I(x,0) = Ip(x) em (a,b).
(2.4)

O objetivo é provar que o operador L satisfaz todas as hipoteses do Teorema do Ponto

Fixo de Leray-Schauder. Para isso, dividiremos a prova em uma série de Lemas.

A boa defini¢ao do operador definido em segue do seguinte resultado:

\

Lema 2.3. Suponhamos que Ny, Iy € H'(a,b) e (f,g9) € LYQ) x LYQ). FEntao, o
problema possui uma tinica solucio (N,I) € W3 (Q) x W3'(Q) € LH(Q) x LX(Q).
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Demonstragao. Primeiramente, podemos reescrever o sistema (2.4) da forma:

ON

5 = DNNyy + Ax(z, t)N(z,t) + f em Q;
N(a,t) = Ny(b,t) =0 em  (0,7); (2.5)
N(z,0) = Ny(z) em (a,b),
) i
5= Dil.. + Bx(x,t)I(x,t) + g em Q;
L(a,t) = L(b,t) =0 em (0,7); (2.6)
L [(z,0) = Iy(z) em (a,b).
Em que
b b
Ax(z,t) = )\(T’N<£L‘) - aNN/ o(z,t)dr — OqN/ Mx,t)dx)
e

By(z,t) = )\(rl(x) — gy /abw(x,t)dx — ang /ab gb(m,t)dx).

Para o operador L estar bem definido devemos mostrar que o sistema ([2.5)) tém tunica
solugdo. Para isso, mostraremos que Ay, By € L?(Q).

(i) Ay € L*(Q).
De fato, usando o Desigualdade de Jensen (Proposicao |1.33) e o Lema temos

T b
//yAAﬁdwdt
0 a
T b b b 4
S/o /a/\4 {|TN(x)|—|—aNN/a |gz5|dm—|—0qN/a |¢|dw} dxdt
T b b b 4
g/o / [|TN(;U)|+@NN/G |gb|dx+oqN/a |1/z|dx] dadt
T b b 4 b 4
§81/ / [|TN(;E)|4+@§*VN (/ |¢>|dm) +aty (/ |¢|dm) ]d:vdt
0 a a a

T b b b
< 81/ / @m(m)\‘* +ady(b— a)3/ 'z + oy (b — a)3/ |z/1\4dx] dadt
0 a a a

T b T b
/ / ()| *dadt + o (b — a)? / / o[ ddt
0 a 0 a

T b
+ajy(b—a)t /O / \¢y4dxdt]

<31
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= 81 [Ir (@) [aigy + oy (b — @) [9l1ag) + (b — ) el )]
4
< 81w () (0 + aovab — D)6lsig) + arx (b — ) [Vl o] -
Dai,
AN za@) < 3 [lrv(@)llra(@) + ann (b = )|l pa) + arn (b — a)[[¢ ]l 1]
ou seja,
[ ANy < Cy (1 + [l + 1¥)lL1@)) - (2.7)
na qual Cy depende de ann, sy, (b — a), ||rnlsq). Logo, Ax(z,t) € LYQ) e por

imersao, segue que Ay(z,t) € L*(Q).
Pela Proposicao 1.46|, existe uma tnica solucao N € W22 ’1(Q) da equacao (2.5) satisfazendo

[N 21 < My (Hf\lm(cz) + [[ ANl 3@ 1 Nollwig 0y + !|N0|\w;(a,b)>

< M, <||f||L4 +C1 (T |9l + 1 a@) 1Nollw ey + 1 Nollwy ab)

= M| fllzag) + MiCy (14 |8l za@) + [¥llza@) [ Nollws sy + MillNollwg an)
< K (HfHL“(Q) + (14 1l + 1V lz@) Nollwyasy + HNO||W21(a,b)>

= K1 (If @ + @+ I9l@ + 10 l@) INolwgam ) - (2.8)
onde M; é uma constante que satisfaz as hipoteses da Proposicao [1.46] e K; =
maX{Ml, ClMl}.

Analogamente,
(ii) By € L*(Q)
De fato, novamente usando a Desigualdade de Jensen (Proposic¢ao e o Lema m,
temos

T b
//\BA]A‘da:dt
0 a
T b b b 4
S/o /a)\4 l|r1(x)|+an/a |¢|dm—|—aN1/a |¢|dw} dxdt
T rb b b 4
g/o / [|m(x)|+an/a |¢|dx+am/a |q§|dx} ddt
T rb b 4 b 4
§81/0 / [|r1(g;)|4+0/}1 (/ |¢|dx) +ay; (/ |¢>|dm) ]dxdt
T b b b
§81/0 / [ym(x)\ua;z(b—af/ \w|4d:c+aj{,,(b—a)3/ \¢|4dx] dadt
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[ [ g o ( [ [t
+ ayg /0 / |¢|4dxdt)]

= 81 lIr1(@) 12y + 016 = @)* [l g) + ais (6 = 0)* 6 3acq)|
<81 [Ir1(@)zs(@) + (b = @)Yl + awr(b = @) 6]

<81

Dai,

IBxllza) < 3 [llr(@)llza) + ear(b — a)[¢l (@) + ani(b — a)llél|s@)]

ou seja,

1Bxllzs) < Co (1 + Wl + 19ll24@) - (2.9)

em que C5 depende de oy, any, (b—a), ||71]|rq). Logo, Bx(z,t) € L*(Q) e por imersao,
segue que By (z,t) € L*(Q).

Pela Proposicao existe uma tnica funcao I € VV22 ’I(Q) solugao da equagao
satisfazendo

1wz () < M2 (!!9|!L4(Q) + 1Bl @ Hollwy @ + Hfol\w;(a,b))

< M, <||9||L4(Q) +Co (L4 19l @) + 10l o)) Hollwy @y + ||IO||W21(a,b)>

= Ma|\gllza(q) + M2Cs (1 + (9]l o) + 19l za@) [1Hollwi sy + Mall Zollw; o)
< Ky <||9||L4(Q) + (14 19l + 1¥ll22@) Hollw @y + ||[0||W21(a,b)>

— K2 (gl + 2+ 19l + Nl @) ollwgn ) (2.10)

em que M, é uma constante que satisfaz as hipoteses da Proposicao 2.47 e Ky =
max{M,, CyMs}. Concluimos que (N,I) € W' (Q) x W3 (Q) ¢ LYQ) x LY(Q) ¢é a
tnica solugao de (2.4) associada a (¢, ) e isto conclui a prova do Lema. O

Lema 2.4. Fizado A € [0,1], L(),-,-) é compacto e continuo.
Demonstra¢ao. Mostraremos que L(\, -, ) é continuo.

Com efeito, defina L(X, ¢1,¢1) = (N1, I1) e L(A, ¢2,¢2) = (N, Iz) com (N;, I;), i € {1,2}
solucoes dos sistemas linearizados

( ON
8t1 = DN(N1)ge + Ax(@1, 1) N1 + f em (;
O Dy} + Baldr, o)y + Q:
ot T1{1)zx MNP, Y1)+ g €m ) (2'11)

(N1)z(a,t) = (N1)z(b,t) = (I1)z(a,t) = (I1).(b,t) =0 em (0,7);

\ (N1)(x,0) = No(x), (I1)(z,0) = Iy(z) em (a,b)
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€
( % = DN (N2)aw + Ax(¢2,02) Ny + f em ()
O _ Dir(I2)ze + Ba(d2,12) 2 + g em ()
ot (2.12)
(N2)a(a,t) = (N2)u(b,t) = (L2)a(a,t) = (12):(b,¢) =0 em (0,T);
L (V2)(2,0) = No(x), (I2)(z,0) = Io(x) em (a,b).
Fazendo N = Ny — Ny, I = I, — I, e subtraindo de (E-T1), obtemos
( ON
5 = DnlNeo + Ax(@1, 1) N1 — Ax(@2,¢2) N2 em Q;
O DiLt B0y~ Balont)ly e Q:
ot (2.13)
Nu(a,t) = No(b,t) = L(a,t) = L(b,t) =0 em (0,T);
| N(2,0) = 1(z.0) =0 em (a,b).

Agora, somando e subtraindo Ay(¢a, %) N1 e By(¢2,12)]; na primeira e segunda

equacao do sistema ([2.13), respectivamente, obtemos

%_];f = Dy Nag + Ax(02,92)N + (Ax(01, 1) — Ax(¢2,12)) N1
ol
5 DI,y + Bx(¢2,%2)1 + (Ba(¢1,¢1) — Ba(¢2,¢2)) 11

Ny(a,t) = No(b,t) = L(a,t) = L,(b,t) = 0

N(z,0) =1I(z,0) =0

\

Afirmacdo 2.5. (Ay(61,11) — Ax (62 102)) Ny € L2(Q).

Demonstrag¢ao da Afirmagao 2.5 De fato, usando o Lema [1.30]

e1m

em

Q;

as Desigualdades de
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Jensen (Proposicao [1.33) e Holder (Proposicao [1.34)), temos

T b
/ / |Ax(d1,101) — Ax(a, 1b2) || Ny [Pddt
0 a

T b - %
S(/O /a ’A,\(ley%)—A,\(¢2,¢2)\4dxdt) (/0 /G|N1\4dxdt)

_ ( | ' / I <_aNN / (61— )z — o / s ) dm) |4dxdt)z

X ||N1||%4(Q)

T b b 4 b 4
< <16/0 / [a?VN (/ |¢1—¢2|dx) + afy (/ |w1—1/12]d:£) ]dasdt)

X [N [[74(g)

T b b b 3
< (16(b— a)3/ / {a;*w/ |1 — o *d + o/}N/ |4y — ¢2|4d4 dxdt)
0 a a a

X HN1’|2L4(Q)

T b T b %
< (16(b —a)* {oﬁw / / |1 — po|*dadt + afy / / |4y — w2\4d:vdt])
0 a 0 a

X HNl“%‘l(Q)

32

= (16 [akn (0 — @)'ll61 = dalbu(q) + tn(b— @) Y1 = alliug] ) INil3ecq)

2
lann (b = a)ll¢1 = alli@) + arv (b — a)l[tr = balla])” 1Nl 7aq)

< (2
< Clawy, ar, (b= a))(lé1 = dallza@ + 1¥1 = allra@) 1N [124q)
< Clawy, ar, (b= a)) (161 = dallza@ + 1¥1 = Yallra@)* I Nil[5 2.

Logo,

| (Ax(P1,701) — Ax(d2,¥2) ) N1l 12
< ai(l[ér = @2llnai@) + [1Un = Yallza@) 1N [l )

na qual ¢; é uma constante que depende de ayy, ary, (b — a).

Como mostrado anteriormente em ({2.8)), temos

1Mz < K (Il + 2+ I61lzs@ + 11 lzs@) Nollwiian ) -

Dessa forma,

|(Ax(P1,701) — Ax(d2, ¥2)) N1l 2@
< (|1 = dallzae) + v — ¥2lla)) ||N1||W22,1(Q)
< e (o1 = b2l + o1 — o)

< (Ifl@ + @+ Itz + alla@) 1 Nollwgian)

(2.15)

(2.16)
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Entao, pela Proposicao aplicada na primeira equagao de (2.14) e pelo fato de
No(z) = 0, temos

INllw21q) < MI(AN(@1, ¢1) — Ax(@2,¥2)) Vil 2

< Meei (61 = d2llia@) + 191 — ¥allpa) (1F o)+

+ 2+ 181l + 1 lo@) | Nolhwgan)

< my (|61 — d2llraQ) + 11 — ¥oll1ag)) - (2.17)

Em que m; depende de M, ¢; e || f||r1(q)-
De modo analogo feito na Afirmagao 2.5 mostramos que (B (¢1, ¥1) — Ba(d2, ¥2)) 11 €

L*(Q) e
[ (Bx(¢1, 1) — Ba(d2, ¥2)) 1] 12
< 6 (”¢1 - ¢2HL4(Q) + 1o — 1/J2||L4(Q)) ||[1”W22’1(Q)‘

Em que ¢; é uma constante que depende de ayy, any, (b—a). Como mostrado em (2.10)),
temos

Il < Ko (lgllis + 2+ Il + i) Mollwgan) - (2:18)
Dessa forma,

||(Ba(¢1,%1) — Ba(@2,%2)) 11| 12(0)
< ¢ (|61 = Pallzae) + v — Y2lla)) ||[1||W22’1(Q)
< e (o1 = bl + o1 — allae))

X <||9||L4(Q) + 2+ o1l + ¥rllza@) ”]0||W21(a,b)) :

Entao, pela Proposicao aplicada na segunda equacao de e pelo fato de
Io(z) = 0, temos

1wz () < MI(Ba(¢1,¥1) — Ba(¢2, ¥2)) 1ll12(g)

< M.eo ([lfr = @2lle@) + 191 — vallza@) (lglli@)+

+ 2+ ol + lr @) | Bllwn)

<ma (61 = dallz@ + 191 = ¥allia) - (2.19)

Em que my depende de M, ¢, e ||g|4(0)-

Somando (2.17) e (2.19) e pela imersao W5 (Q) < L*(Q), obtemos

INza@) + 1 za@)
<mu([l¢1 — d2llLa@) + 11 — Yalla@)) + ma(llor — dallLeq) + 1 — YallLa@))
<ms([lo1 — d2llra@) + 11 — ¥alla@)),

em que mg = max{mq, my}. Dai,

|(N1, Ih), (N, 1) 2@ 2@) < ms[(01,U1) — (D2, ¥2) || L4(Q)x £4(Q)-
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Logo,

||L()\7¢1;¢1) - L(A7¢27¢2>‘|L4(Q)xL4(Q) < M3||(¢1ﬂ/11) - <¢2a¢2)||L4(Q)xL4(Q)'

Concluimos que o operador L(A, -, ) é lipschitziano e, portanto, continuo.

A compacidade vem pelo fato de L = S o4, onde S : [0,1] x LYQ) x L*Q) —
W Q) x Wy (Q) é o operador solucio e i : Wi (Q) x Wi (Q) — LYQ) x LY(Q) é
uma imersdo compacta, ver Proposigao [L.2§] (ii). ]

Lema 2.6. Para cada A C L*(Q) x LYQ) limitado e (¢,v) € A,
L(-,¢,) : [0,1] — L*Y(Q) x LYQ) € uniformemente continuo.

Demonstra¢ao. Como A é limitado, existe M > 0 tal que para todo (¢,1) € A temos

¢l + ¥l < M. Agora, defina L(Ai,¢,¢) = (N1, 11) e L(A2, ¢,9) = (No, I2)
com (N;, I;), i € {1,2} solugoes dos sistemas linearizados

[ = D(N)ae + An (6. 0)N + em
O Dy(Iy)ae + a6 )T + g em Q;
ai (2.20)
(N1, ) = (N (b,2) = (B)ulat) = (1)a(b,t) =0 em (0,7
| (N)(,0) = Noa), (1), 0) = Io(a) em (a,)
‘
[ DA(No)aa + A (6. 0)N + em Q
O Di(L)ue+ B, 0)1 + g m Q;
{ ot (2.21)
(No)u(a,t) = (N, (b.1) = ()ufa,t) = (I)o(b.t) =0 em (0,7
[ Na(2,0) = No(x), Ir(z,0) = Io(x) em (a,b).
Fazendo N = Ny — Ny, I = I, — I, e subtraindo de (2:20), obtemos
[ DyNow + A (00)N) — A (6,0)Ns em Q:
= DiL+ By (6,000~ Bu(6.0)l; em @ 02,

Ng(a,t) = Ny(b,t) = I,(a,t) = [,(b,t) =0 em (0,7);

N(z,0) =I(z,0) =0 em (a,b).

\

Agora, somando e subtraindo Ay, (¢, )Ny e By, (¢, )11 na primeira e segunda equagao
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do sistema ([2.22)), respectivamente, obtemos o sistema

(O = DN+ A (000N + (A0 (6.9) — A6 0N, em @
O Dileo+ Br(6, ) + (Br(60) = Bu(6. 0Dl em Q;
ot (2.23)
Ng(a,t) = Ng(b,t) = I.(a,t) = I,(b,t) =0 em (0,7);

| N(2,0) = I(2,0) =0 em  (a,b).

Afirmagao 2.7. (Ay,(¢,%) — Ay, (¢,9))N; € L*(Q).

Demonstragao da Afirmagao[2.7 De fato, usando o Lema [[.30] as Desigualdades de
Holder (Proposigao [1.34) e Jensen (Proposigao [1.33)), obtemos

T pb
/0 / [Ax (6,9) = Ax, (6, 9) PNt

T b % . . %
<([ [1anen - o) ([ [ 1)
T b , b ]
) S N dz — dz ) | dzd
( . (M 2) <7’N(JC) aNN/a bdz aIN/a " az> N t)

1Nz

T b b b 4 i
(/ / AL — Ag|? {|7‘N(x)| + aNN/ |p|dx + ozIN/ |w|dx] dxdt)
0 a a a

X ||N1||%4(Q)

< (gml— U / () |*dadt + o (b — a)? / / o[ dwdt+
a}*N(b—a)‘*/ / |¢\4dxdt] dxdt) Al
0 a

(8100 = Mal* [ lacey + (0 — @ (el dlitaiey + abnllbecan)] ) 1Ml
2
(3IA = Aol [Irwllzacg) + (0 — a)(annldllza) + arnll¥llza@)])” 1N 7o)
2
< (3Ix = Xo| [Irwllzag) + (b= a)(annldll i) + cunll¥lla@)])” N, 21

LI

X

IN

IN

Dai

[(Ax, (0, %) = Ax(6,9)) N1l 12(q)

< (3IA = Xof [IrwllLagg) + @NN(b — )|l i) + arv(b — a)|[llLaq)])
X HNlHWZQ’l(Q)
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Por (2.8)) sabemos que
[Ntz q) < Killlf @ + 2+ [19llz1@ + 1¥1l21@) [ Nollwi aiy)-

Assim,

||(A>\1(¢ l/J) - AA2(¢ w))NlHL2
(3[A1 = Xof [llrwllzacg) + ann(b— CL)||¢||L4 + arn (b= a)||[vl L))
Ki([1fllzag) + 2+ 18l zagq) + !|7/JHL4(Q))HN0HW; (ab))-

Como ||| zag) + |¥]| Lag) < M, obtemos
[(Ax (6, 9) — Axa (6, ¥)) Nl r2(g) < Ci|M — Ao,

em que Cy depende de M, [|Nollwzap) 1 fllza@), I7nllzi@)s ann, arv e (b—a).
De forma analoga a Afirmagao [2.7| mostramos que (By, (¢, %) — By, (¢,%)); € L*(Q)

e
(B (9, 4) = Bay (0, ¥) 1 2@
< (3Ix = Aol [llrrlla@) + arr(b — @) |6llao) + ani(b — a) [ Y]] s))])
X Hllﬂwjl(cz)-
Por ([2.10]) sabemos que
[1llwz1 ) < Ka(llgllza) + 2+ 10llza) + ¥l za@) H1llwg ap)-
Assim,

I(Bxi (¢, ) = By (0, 9)) 22
(31 = Xef [lIrrllzae +Oén(b—a)|\¢HL4(Q)+04N1(b—a)|\¢HL4 1)
Ka(llgllra@) + (2 + ||¢||L4 + 19l s @) Hollw apy)-

Como |||l zao) + |¥]|La@) < M, obtemos

1(Bx, (¢, %) = Bro (¢, ) 1]l r2) < CalAs = Ao,

em que Cy depende de M, [[Lollwiap N9/l I71llza@), @rr, ani e (b —a).
Assim, pela Proposicao aplicada nas duas equagbes de (2.23)) e por N(z,0) =
I(x,0) = 0 temos as desigualdades

INllw21q) < mll(Ax (¢, ¢) — An(0,9)) N1l 2o
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sy < mll(Ba (60 9) — Baa(dr 9) Dl iz
<mOy A — Xa| = KA — Aol (2.25)
Somando e e pela imersao W3 (Q) — L*(Q), obtemos
INlls@ + 3@ < ClAr = Aol + KA1 = dof < ClAr = o,
onde C' = max{C, K}. Dai,
(N1, 1) = (N2, I2) || 2a@)xra@) < ClA1 — Aol
Dessa forma,
[ L(A1, &, %) — L(A2, &, )| 14@)x24(@) < ClA1 — Agl.

Portanto, o operador L(-,¢,%) : [0,1] — L*(Q) x L*(Q) é uniformemente continuo. ~ [J

Lema 2.8. Supondo Ny(x), lo(z), f,g > 0. As func¢oes N e I sao nao negativas.

Demonstragao. Escrevendo N = NT — N~ no sistema ([2.1), onde N* = maz{N,0} é a
parte positiva da funcdo N e N~ = —min{N, 0} é a parte negativa de N. Temos,

AN+ — N7)

3t :DN(NJF—Ni)mg—i‘ (TN(JI)—OéNN/a (N*—Nf)dx

b
—Oé[N/ Idx)(N+—N_)+f

Multiplicando ambos os lados da equacao por N~ e integrando de a até b, obtemos

b N b b
[N = [ Dy = NN e [ o) (V= NN
b

+ /ab (—aNN/ (N+ — N-)dz — azy /b m) (N+ = N")N~da + /ab FN-dz. (2.26)

a a

Note que usando a Formula de Green (Proposicao |1.44)), temos

b
b
—/ (NF — N, )N_ dx

T

b
/ (N* = N )puN"dx = (N* = N7 ),N~

- /ab NFN-dx + /ab(Nxfd:c (2.27)
- /ab(N;)de, (2.28)

(2.27) segue pelo fato de (NT—N"),(a,t) = (NT—=N7),.(b,t) = 0e (2.28)) pois NN, =0
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(ver Proposicao [1.14]). Portanto, podemos reescrever ([2.26)) como

b v - b b
/ WNYM:DN/ (N;)de—l—/ ry(z)(NT — N7)N - dx+

b b b b
—I—/ (—aNN/ (N+—N_)dx—0qN/ Idx) (N+—N_)N_dx+/ fN " dx.

Sabendo que o produto NT N~ = 0, obtemos

1d [ ’ '
— 5 (N")dx = DN/ (N;)de—/ ryn(x)(N7)2dz+

b b b b
—I—/ (aNN/ (N+—N_)dx+ozm/ Ida:) (N_)2dzx—l—/ fN~dx. (2.29)
Multiplicando ambos os lados da equacao ([2.29)) por —1, obtemos
1d [ b b
5%/ (N_)2dx:—DN/ (N;)Qd.f—’—/ ry(x)(N7)2do+

—~ /ab <aNN /ab(N+ — N7)dz + ary /ab Id;v) (N")2dz — /ab FN~d.

Daf,

1d [°

b b
33 | (e = =Dy / (N7 )2da + / r(2)(N")2da+

—/b (aNN /b(N+—N)dx+a1N/bId:c) (N)?dx—/bfjvd:c
a e b a a
_ Dy / (N7)2dz + / () (N~)2dz
- {aNN /ab(N+ — N7)dz + ary /abfdx] /:(N)Qd:c—/abf]\/dx
= —Dy /ab(N;)2dx + /ab rn(z)(N7)2de — ayy (/b N+d:p) (/ab(N—)%zx)
+ [ozNN /abN_dx—oqN /abldx] /ab(N‘)2dx—/ab fN dx.

Como f,Dy,N~,NT >0, entao

Ld
24t J,

< /abrN(m)(N_)2dx+ [aNN /abN_dx—oqN /ab]dx] /:(N_)2dx
g/ab|rN(x)](N)2dx—|— {aNN /abNdequN /abmdx] /ab(N)de

b b b b
S ||TN||Loo(Q)/ (N_)zdl' |:OZNN/ N_dJT—i—O./]N/ |]|dl‘:|/(N_)2d.’L‘,

N™)%dx
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ou seja,

d b b
%/ (N_)deSA/ (N™)?dx,

b b
A=2 <”TNHL°°(Q)+ |:04NN/ N_dx+a1N/ ’]|dl})

Pela Desigualdade de Gronwall (|1.35)),

/a b(N*)Qd:c < elo Ads ( / b(No)2<x)d:c> < eJo Adi ( / b(N0)2(x)dx> vt € [0,77.

Por hipotese No(z) > 0, portanto N, (z) = 0. Assim,

em que

b
/ (N~ )2dz < 0.
Dessa forma,
IN~]| <0, entao |[N~|| = 0.

Concluimos que N~ (z) = 0 e portanto N é uma fungao ndo negativa.
De forma analoga prova-se que I é uma funcgao nao negativa.
O
Lema 2.9. Eziste uma constante M > 0 independente de \, tal que se (N, I) é solucao de

L\, N, I)=(N,I), € (0,1). Entao, |(N,I)|La@xra@) = INllzr@) + [z < M.

Demonstracao. Considere o sistema

S = DyNuw + A(rN(x) _ aNN/ Ndz — a,N/ Id:c)N Y f oem O
b b
% — DI, + A(rl(a:) _ aH/ Idz — am/ Nd:c)[ tg em Q:
N.(a,t) = Ny(b,t) = I,(a,t) = I,(b,t) =0 em (0,7);
L N(z,0) = No(x),I(x,0) = Iy(z) em (a,b).

(2.30)
Multiplicando ambos os lados da primeira equagao do sistema (2.30) por N? e integrando
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de a até b, obtemos

bON b
—— N3dx = DN/ N, N3dx + )

T / Nd:v

— any ( / b Nd:z:) ( / b N4d:z;) — agn ( Idx) ( N4dx>]
+ / ’ fN3dz.

Pela Formula de Green (Proposigao [1.44)), temos

/12N4d:c —3D /b(N)2N2d;c
40t I

+A[/abm\;(x)N4dxaNN (/b Ndx) (/bN4dx>
—arN ( / Id:z:) ( / N%x)} / fN3dx.

Por Dy, (N,)?, ann, ary, N, I serem nao negativas e A € [0, 1], segue que

b
47, < 4 3
4dt/Nd$ /arN()Ndx~l—/dex

1 3
Pela Desigualdade de Holder (Proposigao |1.34)), com 1 + 1= 1, temos

1 3
b 1 b 1
4dt/ Ndz < ||ry]| g~ Q)/ N4dx+</ f4d:c> (/ N4dx) :

Pela Desigualdade de Young (Prposicao [1.29)),

1d b 4 b 4 1 ’ 4 3 ' 4
S8 Nt < ~ N 1 1), Ve
id ). dr < |rnl|L (Q)/ da + 4/a frdr+ 4/a e

a

Dai,

d rb b b
E/ Nidr < (4||T’N||Loo(Q)+3)/ N4dx—|—/ fidz.

Pela Desigualdade Gronwall (Proposigao [1.35)),

b b t b
/ N(x, t)dx < eWlrvlize@F3)t (/ N*(x, O)da:—l—/ / f4(a:,t)d3:dt)
a a 0 Ja
b T b
P p—" ( / N4, H)da + / / f4(x,t)dxdt) Ve 0,7,
a 0 a
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isto é,

[

1

b
IN| 1) < [T6(4rNIILoo<Q>+3)T </ N§(z)dx + ]|f|]‘i4(@>] . (2.31)

Da mesma forma, obtemos

1
1

b
Il < {Te@“”“m@ﬁ?’” ( [ tar+ ||g||i4(Q>)] . (2.32)

Somando ([2.31)) e (2.32), temos

N,

b
[Nz + @) < {Te(4”TNL°°<Q)+3)T (/ Ny (z)dz + ||f||i4(Q)>] +

1
b 1
+ [Te@nmww ( / Ii(2)da + ||g||i4<Q>)] -

a
Basta considerarmos
1
4

b
M = [T6(4|7’NIIL°°(Q)+3)T (/ Ny (x)dz + ||f||i4@))] +

1
b i
{T6(4””L°"<Q)+3)T (/ Iy(w)dx + ||g||‘i4(Q>)] +1
Portanto, H(N, I)|’L4(Q)><L4(Q) = ”N||L4(Q) + HIHL“(Q) < M D
Lema 2.10. A equagio (N,I)—L(0,N,I) =0 tem uma tunica solugio em L*(Q)x L*(Q).
Demonstragao. Observemos que a equagao (N,I) — L(0,N,I) = 0 possui uma unica
solucdo se, e somente se, (N, I) satisfaz o problema

( ON

E :DNNxz+f7 em Q,

ol

5 Dil.. + g, em @,

Ng(a,t) = Ng(b,t) = I.(a,t) = I,(b,t) =0, em (0,7),
L N(z,0) = Ny(x), I(x,0) = Iy(z), em (a,b).

Como os coeficientes do problema acima satisfazem as hipdteses do Teorema da Existéncia
e Unicidade (Proposigao |1.46), isso nos garante existéncia e unicidade da solugao (N, I)
para o sistema acima e portanto segue o resultado. O

Lema 2.11. Eziste uma solu¢io (N,I) do sitema (2.1).

Demonstra¢ao. Basta observar que o operador L definido em ([2.3) satisfaz as hipoteses
do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder e a consequéncia desse teorema é que existe
(N,I) € L*YQ) x L*(Q) tal que L(1,N,I) = (N,I), ou seja, (N, I) é solugao do problema
&1). 0
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Observagao 2.12. Dados (fi1,g1) e (f2,92) em LYQ) x LYQ), considere (Ny,I;) e
(N, I) as solugoes do sistema associadas a (f1,q1) e (fa,92), respectivamente.
Denotando por N = Ny — Ny, [ = 1) — I, seque da Desigualdade de Hélder (Proposi¢ao

e das estimativas e (2.59), as sequintes desigualdades.

1.
/ Nidx < ¢;, 1€ {1,2}, onde ¢; ¢ uma constante.
De fato,
b N i
/ |N;|dz < </ (1 )3d:c) (/ |Ni|4dx>
(b—a)i (/ |N|4dx>
i
< (b— a)% (6(4“TN|0<>+3)t/ |N0(x)]4dx + ||fi||i4(Q))
' b I
< (b — CL)% (6(4||TN|00+3)T/ |N0(:L‘)|4d$ + ||fi||%4(Q)) Vit € [O,T]
= C;.
2. ,
/ Lidx < k;, i€ {1,2}, onde k; é uma constante.
De fato,
b
/ |I;|dx < (/ 3dx) (/ |I; |4dx)
(b—a) i (/ |I|4da:>
i
< (b — a)% <e(47“1||oo+3)t/ |[0(l’)|4d95 + ||gi||4L4(Q))
i
< 0=t (1= [ pan s ol ) vt 0.7
3.

b b b
/ {/ Nd.TNQN3:| doe < 02/ |N*|dz.
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De fato,

b b b b
/ [/ NdeQN?’] d:cg/ |N|dx/ |Ny||N[2dx
N A i/ ob i ob y %
< (/ (1)3d$) (/ |N|4dx) (/ |N2|4dx> (/ (|N|3)3dsv)
3 A|lrNlloe+3)T ’ 4 4 : ’ 4
< (b—a)t el [ No(@)["dz + || fall 24 [N da

e (/b |N|4dx) |

+ b b b
/ {/ Id$1213:| dr < kQ/ |I*|dz.
De fato,
{ Idxlgl‘?’} |I\d:c/ ||| T2 dx
i b . i
< (/ 3dx> (/ 1] dx) (/ |15 4dx> (/ (u|3)3dx>
, b
< (b_a)z (€(4||TI||00+3)T/ |]0($)|4dx+ ||92||4i4(Q)> (/ |]|4d1’)
b
5. .
b b b iy o i
/ [/ Id27N2N3:| dr < ¢y (/ |I|4dx) (/ |N|4d93)
De fato,

/ab Uab””’"NQNB} d”</ “ldx/ | N[N Pda |
< (o) (f i) ([ wore) () P o)
= a)i(wm” [ NG + 1l

X(/ |f|4dff> (/ by dm)

= (/b !I|4dx) (/ |N|4dx>
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3

br b b i b 1
/ U Ndxlgl?’} dr < ks (/ |N|4da;) (/ |f|4da;> :

[ NMB} we [ i A s
(o) (v (f o ([
<b—a>i(<4“”“w+3 [ 1@ + o)
([ (e
() ()

Lema 2.13. A solugao (N, I) do sistema depende continuamente de (f,g).

De fato,

w\%

)z

]

NI

Demonstrag¢ao. Suponha que existam duas solugoes (Ny, I1), (Na, I) do sistema ([2.1)).
Entao,

( 8N1 b
8t = DNNIM (T’N(l‘) — ONN Nld:c — OIN Ildl’>N1 + fl,
811 b b
F =Dil,, + (7'1(55) - all/a Ldx — OéNI/a N1d117)[1 + g1; (2.33)

N1m<(l,t) = Nlm(b, t) = Ilgc(a,t) = Ilw(b, t) = O,

Nl(l’,()) = N()(l’), [1($,O) = Io(ZE)

e
( aNQ b
ke = DnNy,, + (TN( ) — ann N2d$ — QN 12d$> Ny + fo;
812 b b
(‘31& = Dil,,, + (Tl(x) - OéH/a Lydx — OéNI/a N2d$> I + go; (2.34)

Ngr((l,t) = NQm(b, t) = ng(a,t) = Igm(b, t) = O,

No(z,0) = No(z), Iy(z,0) = [y(z).

Fazendo N = Ny — No, I =1, — I, f = fi — fo e g = g1 — g2 e subtraindo (2.34]) de
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(2.33)), obtemos

;

ON ’ ’
8t = DNN:L‘:J: + (TN< )N— NN (/ N1d$N1 —/ NQdIL’Ng) —
b b
—QJN (/ Iidx N, —/ [Qd(l}Ng) -+ f;
8[ b b
8t = D[]zm + (T’]( )] — gy </a Ildl’fl —/a ]de‘]g) — (235>

b b
—QNT (/ Nydz 1, —/ NQdJUIQ) + 9;

No(a,t) = Ny(b,t) = L(a,t) = L(b,t) = 0;

N(z,0) = I(z,0) = 0.

b
Somando e subtraindo ayy NldeQ e OqN/ I,dz N5, multiplicando por N® na
primeira equacao do sistema e integrando de a até b, temos

"ON 3 ’ 4
0_N dx = Dy NMN dx + T’N( YN dz

— any / ( / Nlde4 / NdxN,N )
— arn / < / LideN* + / deNQN?’) dx + / fN3dzx.

Pela Formula de Green (Proposigao [1.44), segue que
b b
4dt / N'dx = —3DN/ (N,)*N?dx +/ ~(z)N*dz

— ann / ( / NidzN* + / NdzNyN )
—arn / < / LidzN* + / Ide2N3) dr + / fN3dx.
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Como Dy > 0, segue que

b b b
4dt/ N4dx</ r (x)N4dm—ozNN/ (/ Nld:pN4+/ NdmN2N3> dx
) a a X a
—arN / ( / IideN* + / Ide2N3> dr + / fN3dx
b b b b b
:/ ry(x)Ntdr — any </ Nldl‘) (/ N4dac) +/ (/ Nde2N3) dx
b b b b b
—arN (/ Ildx) (/ N4dx> —|—/ (/ Ide2N3) dx +/ FN3dx
b
< vt [ 51N Ta
b b
+ ann (/ |N1|d:v) (/ |N|4da;> /</ |N|dx|N2||N|3> dx
b
(/ |Il|d:1:> (/ |N|4da:) +/ (/ \I]dx|N2||N|3> dx |
pela Observagao e pela Desigualdade de Holder (Proposigao |1.34)), temos

4dt/ Ntdz < ||ry]|ze Q)/ |N|4d:t+ozNNcl/ |N|*dx

+CYNNCQ/ |N|4dl’+Oé[Nk’1/ |N|4dl‘

b i i b i/ o i
+ arney (/ |I|4dx) (/ |N|4dx) —I—(/ f4dx) (/ |N|4dx) :

pela Desigualdade de Young (Proposigao [1.29)), obtemos

b
4dt/ ’N|4dl‘ < (HT’N”Loo(Q)—i‘Cl—i‘CQ—FCg)/ |N|4d$

s (4[|
([re)] -

b HE
([
b 1 [ 3 fb 1 [ 3 [
E/ |N|4dx+c_4(—/ |]|4dx+—/ |N|4d:v)+—/ f4dx—|—z/ |N|*dx
304 Cq 4
c+—+ |N|d + |[| dx—i— fdx
/\N|4d:1:+ /|Jy4dx+ /f4dx (2.36)

+OqN

L3
1

4
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onde &1 = annCi, G2 = ANNCa, C3 = Nk, C1 = aynC2, € = (||"n]||po(q) + G + G2+ C3) €

— 3¢, 3
C = i
c+4+4

b
Analogamente, somando e subtraindo a; / Lidxls e ang Nldxlz, multiplicando

por I? na segunda equacao do sistema e integrando de a ate b, temos

bor b b
a—Igda;—DI / L Idx + / ri(x)*dx

b b b
— g / ( / Ldxl* + / Idx]2]3> dx

a , a , a , ,
—aNI/ </ Nldxf4+/ Ndx1213> dx+/ gldx.

Pela Formula de Green (Proposigao [1.44]), segue que

1d (b b b
17 ]4dx:—3D1/ (Iz)2]2d$+/ ri(z)*dx

b b b
— gy / ( / LidxI* + / Idx1213> dx

ab ab ‘ b b
—ozNI/ (/ Nldx]4+/ Ndx]2]3) dx+/ gl*dz.

Como D; > 0, segue que

1 d b b b b b
17 I4dx§/ rl(:p)l4dw—a1]/ (/ Ildx]4—|—/ ]dx]213) dx
a b b a b a a b a
— anr / ( / NydxI* + / Ndx1213> dx + / glPdx
b b b b b
:/ rl(x)l4dx—om </ ]1dx> (/ I4dx> +/ (/ [d:v]2_73> dx
b b b b b
— ang (/ Nldx) (/ I4dx) —i—/ (/ Ndx]zl3) dx +/ gI3dx
b b
< [ m@littds+ [ igliPas
b b b b
(/ |[1|d:1:) (/ |[|4dx>+/ </ |[|d:n|[2||[|3> du
b b b b
(/ |N1|dx) (/ |I|4d:v> +/ (/ |N|d:v|12|][|3) dz|.

‘|‘OJU

+ aONT
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pela Observagao e pela Desigualdade de Hélder (Proposicao [1.34)), temos

1d
4dt

b b
s < ||r,|yLm(Q)/ |]|4dx+oq[k1/ 1[4 de

a a

—I—Oé][k'g/ |]| dm+aN1k1/ |I|4dl‘

+ aixks (/ |N|4d:1:> (/ |I|4dx> +</ 4dx> (/ 1] dx) ,

pela Desigualdade de Young (Proposigao [1.29)), obtemos

onde k_l = ayrki, /fz = ayrks, ks = OnN1Cy, k4 = anrks, k= (”TIHLOO

3k,

=

K =
4

4dt/ |I|4d:c<(||r1HLoo(Q)+k1+k2+k3 / 1|tdat

o ()] -[(me

b 1 b 3
(/ g4dx) </ |I[4dx) ]
—k/ |I|4dm+k4( /|N|4dx+ /|]|4dx)
+ = / gtdr + = /\I;‘*dx

— k
<k+ﬁ+ )/ Idw + =2 /]N|4dm+ /
_K/ [I|*dx + — /|N|4dx—|—4/ gtdx,

+

1
4

N

3

+S

4

(2.37)

)k 4 ko + k3) e



2.2. SOLUCAO DO PROBLEMA PRINCIPAL 49

Somando (2.36)) e (2.37)), temos

d b b
‘ </ |N|4dx+/a u|4dx) <
o b b b e b
40/ yNy4dx+a/ yl|4dx+/ f4dx+4K/ |I|*dx
_& b ab a a
+k4/ |N|4dx—|-/ g*dx
ab ¢ b b b
:C'/ |N|4dx+K/ |]|4d:p+/ f4dx+/g4d:17
a b a b a a
<ar (i) + [+ g
onde C' = (4¢ + ky), K = (4k + ) e M = max{C, K}.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall (Proposicao [1.35]), temos

/ab(|N|4+|I|4)dx§eMt (/ab(uvo( )+ To(a da:+// (F*+ oY) da:dt)

< eMT </b(\N0( W+ [To(z)[*) dx+/0T/a (f4+g4)dxdt) WVt e[0,T]

T < / / ('t g dmdt) (2.38)

MTH >g)||L4(Q x L4(Q)»

(2.38)) acontece pois Ny(z) = Iy(z) = 0. Dessa maneira,

4 4
(N, Dllzs@xzr@) < T (I(f 9)lles@xLy@)

entao,
IN sy + 1T zs@) < (€ TT)i( Fllag) + ll9lle@))-
Portanto,
N1 — Nollpag) + 11 = Blloag) < M1 f+ = falla) + 91 — 92llz40)),
sendo M = (eMTT)1. O

Coroléario 2.14. Dado qualquer (f,g) € L*(Q) x L*Q), a solu¢io (N,I) do problema
(2.1), associada a (f,g) € unica.

Demonstragao. Considerando (f1,g1) = (f2, g2) no Lema concluimos que a solugao
(N, I) é tnica. O

Demonstracao do Teorema A existéncia da solucao (N, 1) € W' (Q) x Wy (Q)
segue do Lema e do Corolério segue que tal solugao é tinica. Pelas desigualdades

(2.8), (2.10) e pelo Lema obtemos a desigualdade ([2.2)). O]
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O Lema[2.9 pode ser provado de uma outra forma sem considerar a positividade de f
e g. Isso é o contetdo do seguinte Lema:

Lema 2.15. FEuxiste € > 0 tal que se

[Nollwapy + Hollwiap <€

Entao, vale a mesma conclusao do Lema[2.9
Demonstragao. Seja L(A\, N,I) = (N,I), de (2.8]) e (2.10) com ¢ = N e ¢ = I, obtemos

IV lhwz @ < Ko (1@ + 2 Nolhwgian + (INTzs@) + 1 lzsc@) 1Nl o

HIHw;l(Q) < K <HQHL4(Q) + 2[[ Lol wz (apy + (’|NHL4(Q) + HI“L‘*(Q)) HIOHWg(a,b)> .

Da continuidade da imersao W5 (Q) < L*(Q), existe K3 > 0 tal que

INl1) < KsllNllyz1 0y © Mllzse) < Kallllyza 0

De onde obtemos que

(INlza@ + Mllzs@) <
Ky + K2 |1 fll sy + 9llzac) +2 (1 Nollwgcan + IHollwg o)

+ (1Nl + 1 llza@) (INollwaan + s llwza) ] -

Logo,

1= g1+ 2) (I1Nolwg oy + Mollwgon ) | (1INl + 1 2s(@) <

Ka(K + K3) [/l 3@ + I9llze@) + 2 (INolwgay + Mol a) |-

Considerando || Nollw(ap) + [[Lollwiap) < € em que € > 0 ¢ tal que

1— Kg(Kl + K2)€ Z

N | —

que ¢é equivalente a

1

0<e< .
€= 9K4(K, + K»)

Assim, obtemos que

N | —

1= KoKy + Ka) (1N lwza + Mollwgan ) =
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Portanto, basta considerar

K(Ky + 1) [ sy + Nallzsc + 2 (1Mo lwgiam + 1o llwgom)

M =
1= Ka(K + K2) (INollwian + Hollwsan )

+ 1.

Para concluir que
IN s + ML) < M.
m

Observacao 2.16. Assumindo as hipdteses do Lema sobre (Ny, Iy) podemos obter a
mesma conclusio do Teorema (2.4 para (f,g) € L*(Q) x L*(Q) quaisquer.

2.3 Propriedades do Operador Solucao

Considere o operador

F: LYQ) x LYQ) — LYQ) x LYQ)
(f.9) o F(fg)=(N.1). (2:39)

onde (N, I) é solucao de (2.1). Segue do Corolario que F estda bem definido.

Teorema 2.17. Sejam f,g,hi,ha € LYQ) com F(f,g) e F(f + hi,g + hs) sendo as
solucoes de correspondentes a (f,q) e (f + h1,g + he), respectivamente. Entao

|E(f +hi, g+ ha) = F(f,9) = F'(f, 9) (M, h2)||W22'1(Q)><W22’1(Q) (2.40)

< Cll(ha, ho) 1@y o) (2.41)
onde F'(f,g) : L*(Q) x LY(Q) — LYQ) x LYQ) ¢ um operador linear e (N*,I*) =
F'(f,g)(hi,ha) € a solu¢io do problema

(

8N* b b
o = DyN;, + (rN(x)—aNN/ Ndx—anv/ Ida:) N*

b b
—aNN (/ N*d:n)N—OqN (/ I*dm)N+h1 em @;

aI* b b

5 = DI, + <7’I(x) - Oé[[/a Idz — OéN]/a Ndx) I* (2.42)
b b

—Qgr </ ]*d.T)I—CYN[ </ N*dx>f+h2 emn Q;

N;(a,t) = N;(b,t) = I3(a,t) = I;(b,1) = 0 em (0,7);

N*(z,0) = I*(2,0) =0 em (a,b).
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Demonstragio. Considere (hy, hy) € L*(Q) x L*(Q) e F(f 4+ h1,g + hy) = (N, I).
Pela dependéncia continua em relacao aos dados f e g, obtemos

IN = Nllza) + 1T = Illzs@) < Cli(ha, ho)lls@yxe@)- (2.43)
Seja
Ni=N-N-N (2.44)
I:=1—-1-1"
onde (N*, I*) é o candidato a F'(f, g)(h1, hs).
Considere o sistema
( ON — b__ b\
E = DNNxa: + (TN(Z') _aNN/ Ndl'—O[[N/ IdZE) N+ (f+h1),
oI - b_ b\ _
E = DN[mc + (T[(.CE) — a[[/a [d.il? — O./N[/a Nd$> I—|— (g+h2), (245)
Na(a,t) = No(b,t) = I,(a,t) = I,(b,t) = 0;
\ N(‘T’O) = N0($),T(l‘, O) = IO(:E)
Subtraindo de ([2.45)), temos
N - N — — b\
0 - = Dn(Nzz — Npw) +rv(z)(N — N) — ayn (/ Nda:)N
b b . b
+ann (/ Ndx) N — oy {(/ Ida:) N — (/ Idx) N} + hq;
oI oI - - b\ -
E - E = DI<Ia:x _I:L‘ac) —{—7“[(.73)<I— [) —agr (/a Id.iﬁ) 1
(2.46)

b b b
—|—Oé]](/ [dx)[—OéN[(/ Ndl’)?—l-a]\/](/ Ndf)[—kh%

N.(a,t) — Ny(a,t) = N,(b,t) — Ny(b,t) = 0;

:c(a’ t) - Ix(a7t) = 7x<b> t) - Ix(b’ t) = 0;

~

N(z,0) — N(x,0) = I(x,0) — I(x,0) = 0.

\

b b
Somando e subtraindo ayy ( / N d:v) N e arn ( / 1 da:) N na primeira equacao do
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sistema ([2.46]), segue que

) = Dy (Naw = Now) + 1v(2)(N = N) = ey ( / bm) N

+ ary (T—I)da:) N —ary (/ab(f—f)d:c> N+

[ i) e [ 05)| 7
/;(N— N)dx) +ary (/ab(f— I)dxﬂ (¥ - N)
/:(N— N)dar) +an (/ab(j_])dzﬂ N+h
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Entao,

Dn(Nyp — Nuo) + {rN(a:) — any ( / b Ndm) —arn ( / b de)] (N — N)
_ [aNN (/ab(ﬁ _ N)dx) +amw (/ab(f - I)dx)] N+

é linear em relacao ao termo N — N e

— {aNN (/ab(ﬁ — N)d:n) + ary (/ab(f — ])dw)] (N — N)

nao ¢ linear em relacao ao termo N — .

b b
De modo analogo, somando e subtraindo ajj (/ Idx) I e ans (/ Ndx) I na
segunda equagao do sistema ([2.46[), segue que

a(T I

= Dn(Ipp — Lp) +ri(2)(I = 1)

o [[1) <o ([ )] -
[an(/b[ Id:zc)JrozNI(/ab(NN)d:cﬂ(T[)
o ([0 1) v ([ 02)]

Di(Ie — L) + {m(x) — gy (/ab Idx) — ang (/b Ndxﬂ (I-1)
— [an (/ab(f — I)dac) + ang (/ab(N — N)dx)} I+ hy

¢ linear em relacao ao termo I — I e

- [an (/ab(f - I)d:c) + ays (/ab(ﬁ - N)d:v)} (I-1)

nao é linear em relacao ao termo [ — I.

em que
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Considere (N*, I*) solugao do sistema

( ON* b b
ot :DNN;x—F(TN(l’)—OéNN/ NCZQ?—O(IN/ [dl‘)N*

b b
—QNN (/ N*dl’> N — oy (/ I*dx) N+ hy

or* b b
BN :D[];x—F <T[(I)—Oé]]/ ]d.T—OéN[/ Ndl’) I

b b
—Qgr </ I*dl') I—O[N[ (/ N*dl’) ]—f-hg

Ni(a.t) = N2(b,t) = I3(a,1) = [:(b,1) = 0

N*(z,0) = I*(2,0) =0

\

Assim, N e T definidos em 1} satisfazem

( aﬁ . b b R
W:DNNIQT—F(TN(ZL’)—QNN/ NdZE—Oé[N/ Id(lf)N

b b
— QNN (/ Ndl’)N—O[]N (/ ]d:c)N+f

or - b b ~
E = D[]zz + <T[(1’) — Oé][/ Idx — OéN[/ Ndl’) I

b b
—Qgr (/ ]dl’)]—OzN[ (/ Nd$)1+/g\

~

Ny(a,t) = Ny(b,t) = I(a,t) = L,(b,t) = 0

~ ~

[ N(2,0) = I(z,0) = 0

em que

em

c1m

e1m

e1m

em

e1m

95

(2.48)

(2.49)



2.3. PROPRIEDADES DO OPERADOR SOLUCAO 56

Dai, usando o Lema [1.30] temos

4

()= (aNN /ab(N — N)dz + ary /ab(f - I)dx) (N - N)*

b 4
< 1605y (/ IN — N|dx) (N — N)*
4

+ 1607y (/b == I|dm) (N — N)*. (2.50)

Integrando de a até b ambos os lados da desigualdade (2.50)),

b b 4 b
/( Yidr < 16ayy (/ |N—N|dx) (/ |N—N|4dg;>
b 4 b
+ 1607y (/ |I—]|d:v) (/ |N—N|4da;>.

Pela Desigualdade de Jensen (Proposicao [1.33)), obtemos

(
= 16any(b — a)® ( / b(N — N)4dx)
+ 16ay (b — a)® (/ab(f - ])4dx) (/ab(ﬁ - N)4dyc) .

Pela Desigualdade de Young (Proposigao [1.29)),

/a b(f)‘*m < 160y (b — a)? ( / b(N - N)4dx)2

+ 16a;y (b — a)? E (/ab(f — I)4d:v)2 + % (/ab(ﬁ - N)4dx)2] : (2.51)
Analogamente,

/a b(§)4da: < 16a7,(b — a)? ( / b(T - I)4d:c) 2

+ 16y, (b — a)® [% (/ab(N — N)4dx) + % (/ab(f — [)4d:v>2] : (2.52)
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Somando e (2.52)), temos
b b b
/ (f)dx +/ (9)*dz < 16055 (b —a)? </ (N — N)4dm)
a a , ) ) a , )
+ 16a7,(b — a)® (/ (I — I)4dm> + 8afy (b —a)? </ (I — ])4dx)

+ 8ady(b—a)? ( / ‘¥ N)4dx> 4 Sal, (b a)f ( / ‘¥ N)4dx)

+ 80k (b— )’ ( / T I)4dx) 2

b
= (16ayy + 8aty + 8an;) (b — a)® < / (N — N)4da:)

2
2

2

2

2

b
+ (1607, + 8afy + 8an;) (b — a)? ( / (I - I)4d:1:>

= A </ab(ﬁ — N)4dm>2 + B (/b(f I)4dx>2
g(][(/ab(]\f N4dac) < (I — I4dx>2],
B =

em que A = (16ay,y + 8aty + 8ay,)(b — a)?, (16 + 8aiy + 8an;)(b — a)® e
C = max{A, B}. Com isso

b b
[ [ < c(HN N[+ T Il!i4<@>
= C(N, T) = (N, D740y« 14(0)-

Portanto

I, D ls@xri@ < CINT) = (N, D@z < ClOn mo) lageig):  (253)

Para o problema linear (|1.47)) obtemos, de maneira aniloga ao que fizemos no Lema
a estimativa

[N za) + [ Lo < C(||f||L4(Q) + ||§||L4(Q))- (2.54)

Analisando a primeira equagao de (2.49)), temos:

b b
1. (rN(x) —ayy | Ndz— OqN/ ]dx) € L>(Q), pela Observagao [2.12|- (1) e (2).

b b
2. (— aNN/ NdxN — OqN/ Id:vN) € L*(Q), e mais, segue das desigualdades de

a
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Jensen (Proposicao |1.33]) e Holder (Proposigao [1.34)) que

H [Fx] =[] ([ 5w i

coma [ ([ ) ([ )

(/f (o)) (1 ([ve) )
oo ([ [ftoe)! ([ [ )

=(b—a)’ HN||L4(Q)HNHL4(Q)

-

Logo,
b 5~
/ NdeN| < (0—a)3 | Nl | NVl
@ L
Analogamente,
b 4~
/ TdzN| < (0— )3Tzl Nl e)-
“ L2(Q)
Portanto,

b b
—OJNN/ NdZL’N—Oé[N/ IdxN

3. Como fe LYQ) — L*(Q), segue do resultado de regularidade da Proposi¢io m,
e 2,1
com p=2, que N € W5 (Q) e

b b
—OéNN/ Ndl'N—Od[N/ [d.TN—i‘]?‘
¢ ¢ L2(Q)

< Mmax{ay, anvhb = )} (1Nl + I1Tl240) ) IN 1) + 112200

L2(Q)
< max{ayy,an}(b—a)? (HNHL4 + H[|\L4(Q)> [ Nzagq)

HNHW;J(Q) < M|

Segue de (2.54) e da imersdao L*(Q) — L*(Q) que

I¥lwz1@) < C(I¥ 1@ + 1lie))- (2.55)
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Aplicando o mesmo argumento na equacao para T em 1) obtemos

1Tz < C (I8 @ + I Tlzec@) ). (2.56)

Assim, por (2.55)), (2.56]) e (2.53)), segue que

INllwz1(g) + I llwz gy < Cll(ha, ko) IZagyx ()
Logo,
I(N.I) = (N, 1) = (N*, )z gyewzi) < Cll(has b)) cicq)-
Dai,

IE(f + hu, g+ ha) = F(f, ) = F'(f,9)(ha, ha) sz @z o)
< Cll(h, ha) [ 2aoyx 1)
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Capitulo 3

Um problema de controle 6timo

Neste capitulo vamos abordar um problema de controle 6timo para o sistema ([2.1]).
Aqui temos dois casos a considerar:

(Hy) Sendo

[ Nollwapy + [Hollwiap <€

e € > 0 dado como no Lema [2.15| Consideraremos U,; um subconjunto convexo,
fechado e nao-vazio do espago de Banach L*(Q) x L*(Q).

(Hy) Considerando U, 4 um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio do espago de Banach
LY Q) x L*Q), definido por

Uaa ={(f.9) € L'(Q) x LYQ) : f > 0,9 > 0}.

Vamos associar um funcional de custo e provaremos a existéncia de um controle 6timo,
ou seja, um minimo do funcional, em seguida, provaremos que tal minimo satisfaz as
condigoes de otimalidade de primeira ordem e para isso, o estudo feito no capitulo anterior
para o operador solucao serd de fundamental importancia.

3.1 Existéncia de um controle 6timo

Considere o seguinte funcional de custo:

J[N,I; f, 9] = %/Q|N(x,t) — Ny(z,t)| dedt + %/Qu(x,t) — Iy(z, 1)) dadt

+%/Q\f(x,t)y4d:cdt+%/ng(x,t)y‘*da:dt,

(3.1)
com Ny, I; € L*(Q) fungoes dadas, oy, ay, 31, Bo satisfazendo oy + ay =1 e By, B2 > 1.
Queremos encontrar um controle 6timo que minimize o funcional (3.1)).
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Suponha U,; um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio do espaco de Banach
LY(Q) x LYQ).

Primeiramenrte, consideraremos o caso (H).

Teorema 3.1. Assuma as hipdteses do Lema e suponha que Ny, I; € L*(Q). Entao
existe um controle 6timo (fopt, Gopt) € Uaa minimizando o funcional , 1sto €,

J[Nv I; foptagopt] = (f lnf J[R787 f)g]

g euad

onde (N, I) = F (fopt, gopt) € (R, S) = F(f,g).

Demonstragao. Seja (Np, In, fry gn)s (N, I) = F(fn, gn), uma sequéncia minimizante e
como J [Ny, I,; fn, gn] > 0, entdo J possui um infimo, dessa forma J [Ny, L,; fn, 9] —
inf (s gyer,, J[R,S; frg]. Como J [Ny, In; frn,gn] converge entdo, existe K > 0 tal que
J [Nuy Ins frs gn] < K.

Pela estrutura de J obtemos

| fallza) + lgnllr) < K.

Pelo Lema [2.9] segue que
[ Nallwz1 ) + Hallwz gy < K.

Como os espacos W3 (Q) e L*(Q) sdo reflexivos podemos extrair subsequéncias de
(fn), (gn), (Ny), (I,,) fracamente converentes, isto &,

fn — f fracamente em L*(Q),
gn — ¢ fracamente em L*(Q),
N, — N fracamente em W3 (Q) e
I, — I fracamente em W5 (Q).

Pela Proposicao a imersdao Wy (Q) — L>(Q) é compacta, dessa forma

N,, — N fortemente em L>*(Q) e
I, — I fortemente em L*(Q).

E como a imersio L>(Q) — L*(Q) é continua, obtemos

N,, — N fortemente em L*(Q) e
I, — I fortemente em L*(Q)).
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Como (N, I,,) é solugao do problema ([2.1)), temos

( 0N, ’ ’
at” = Dn(Np)ae + (TN(QC) —any [ Npdx — OéIN/ ]nd$> Ny + [
oI, b ’
B = Di(L) e + <T1($) — CYU/a I,dx — aNI/a Nnd$> Iy + gn; (3.2)

(Nn)x(a7t) = (Nn>x(b= t) = (In):v(a>t) = (In>r(bu t) = 0;

([ No(z,0) = No(z), I,(z,0) = Iy(z).
b b
Afirmagao 3.2. / N,dxN, — / NdxzN em L*(Q).

Demonstragao da Afirmagao[3.9 De fato,

b b
H / N, dzN, — / NdzN
L2(Q)

b
H/ N, dzN, — /Nde +/ NdzN, /Nde
12(Q)
+H/ NdxN, — /NdeH
- | / (N, — )

s H / i
[ [( / NnNdx)Qan]dm)f
L))
(v (el
() (el

(

(

L*(Q)

+

+

(
g
(

N

N

</ / N ]jdxz4dt>T </ [ Nﬂdaz):dt)jj
/0 / |N|d:)3> dt) </0 (/ |Nn_N|2d$) dt) ]

+
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(b_a);</ /|N v dxdt>lba;</ /\N !4d:zcdt) ]

(/ /N4dxdt>1(baé</ / IN, — N%Mt)T

1 1
= (b—a)T||N, = NlzaoIN || i) + (b = @)T|| Ny — N1y | Nl 21 0)
1
b—a)t||Ny — Nl Nll2a(q)-

NI

(b—a)

Das convergéncias fortes obtidas anteriormente sabemos que || N, — N|[z4(q) — 0.
Além disso, como N € L*(Q) concluimos que

H/ N, dzN, — /Nde‘

<2b—a) | N — Nz ||N||L4 — 0.

L2

De forma analoga a Afirmacao podemos mostrar que

b b

/ I,dzN, — / IdzN em L*(Q),
b b

/ I,dzI, —>/ Idxzl em L*(Q),

b b
/ N, dxI, — / NdzI em L*(Q).

Usando as convergéncias fortes e fracas obtidas acima e tomando o limite em (3.11]),
vemos que F(f,g) = (N, I), ou seja, (N, I) é solucao de (2.1)) no sentido de distribuigoes.

Como J é convexo, pois é a composicao de funcoes convexas, pela Proposigao [1.32]
temos

lim inf J [No, In; fu, gu] = J[N, I; £, g]- (3.3)

n—o0

Como {N,, I;; fn, gn} € uma sequéncia minimizante, entao

lim J [Ny, L, fn,gn] = inf  J[N,I; f,g]. (3.4)

Como J [Ny, I; fn, gn] € convergente, temos

lim J [Ny, L fn, gn] = hm inf J [Ny, Lo fo, 9n) - (3.5)

n—oo
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Por (3.3)), (3.4) e (3.5), temos

JIN.I; f,gl = inf J[N,I;f,qgl.
[ f. 9] (f,gl?euad[ f. 9]

Portanto, (f,g) = (fopt, Gopt)-
O

Observagao 3.3. Para o caso (Hs), ou seja, quando Uyq um subconjunto convezo, fechado
e ndo-vazio do espago de Banach L*(Q) x L*(Q), definido por

Uia ={(f,9) € L"Q) x LY(Q) : f > 0,9 > 0}.

Note que Uy,g € um subconjunto convexo e fechado de L*(Q) x L*(Q) na topologia

forte, seque do Teorema que U,q € fechado na topologia fraca. Sequindo a mesma
demonstracao do Teorema se fny gn € Uyq, Y0 concluimos das convergéncias

fn — f fracamente em L*(Q)
gn — g fracamente em L*(Q)

que f,g € Uyq. Desta forma, podemos obter o sequinte teorema.

Teorema 3.4. Assuma as hipdteses do Lema e suponha que Ng,I; € L*(Q). Entdo
existe um controle 6timo (fopt, Gopt) € Uaa minimizando o funcional , 1sto €,

JIN,IL; fopts gont| =  inf  J|R, S, f,
[ fpt gpt] (f,9)EUna [ fg]

)

onde (N, I) = F(foptygopt> € <R7 S) = F(f?.g)

3.2 Condicgoes de otimalidade para o controle 6timo

Lema 3.5. O operador é Fréchet diferencidvel e além disso

[E((f.9) + AR, ) = (f,9))): (f. 9) + A((h, ) = (f, 9))] -
(I — 1) I*dwdt

d
—J
d\

:Oél/ (N—Nd)N*dl'dt+a2/
Q

+2517f3 (h—f)dxdt+252/g3(j—g)dxdt,
Q Q
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em que (h,j) € Uag, f,g9 € LY Q) e (N*,I*) solugio do sistema

( ON* b b
p :DNN:;km—i—(rN(x)—aNN/ Ndx—a;N/ [dm) N*
b b
_aNN(/ N*dx)N—aIN(/ [*dx)N+h—f em Q);
a]* b b
0t :D[];x—i‘ (T[((L’)—Oé[]/a ]dI—OéN[/a Nd.%‘) I* (36)
b b
—aH(/ I*da:)]—ozN](/ N*da:)I—I—j—g em Q;
Ni(a,t) = Ni(b,t) = I:(a,t) = I:(bt) =0 em (0,7);
N*(z,0) = I*(x,0) =0 em (a,b).

\

Demonstracao. Pelo Teorema [2.17] segue que o operador F' é Frechét diferenciével.
Agora, note que podemos escrever o operador ([2.39) como

F(fag) = (Fl(fvg)7F2<f7g>> = (N7[)

Além disso,

— (N*, ).

Derivando o funcional (3.1]), temos

LIE(F9) + A3) ~ (1.9): (1) + M(h.3) ~ (£.9))]

A=0
= 11m
A—0 A
— 2 _ _ 2 _ 2 _ . 2
:hmﬂ/ [Ny = Naf” = [N = Nl dxdt+hm%/ o = Lol =T = Lal”
A—0 2 Q )\ A—0 2 Q )\

Ah = O*=1f* Mi—a)l* =gl
Him@/ [f+ A= HIF = |f] ddehm@/ |9+ A0 — 9" — gl dedt,
A—0 2 0 A A—0 2 0 A

onde (hy, ja) = (f,9) + A((h,j) = (f,9)) e F((f,9) + A((h, 7) = (f,9))) = (Na, I).
Afirmagao 3.6.

ﬂ/ [Ny = Na* = [N — Naf?
Q

li
1m 2\

A—0 2

dxdt = al/ (N — Ng) N*dzdt.
Q
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Demonstragao da Afirmagao[3.6. Do Teorema [2.17] segue que

A (3.7)
= F{((f,9) + A(h,5) = (f.9))) = N* em W3(Q).

Por outro lado,

lim Ny = lim ]5((f, 9) + A((h,j) = (f.9))) = Fi(f,9) = N em W H(Q). (3.8)

(Nx—N)

hm/\*)() dxdt = ]imA*)O

Vamos mostrar que

lim (Ny— N)(Ny+ N)

dzdt = 2/ NN*dzxdt.
Q

A—0

lim / NdM — / NyN*dzdt.
Q A Q

1. De fato, da Desigualdade de Holder (Proposigao [1.34)), obtemos

[ o M o]

A

/ [(NA + N)M — (Ny + N)N* + (Ny + N)N* — 2NN*] dxdt
Q

< /Q ‘(NA + ) (M - N*) + N*((Ny + N) — 2N) |dadt

A

g/]NA+N|'M—N*
0 A

dxdtJr/ IN*[| Ny + N — 2N|dzdt
Q

<(/QNA+N2>$</Q\MN*Z>5
+</Q|N*|2)é </Q|NA+N—2N|2)§

(Nx—N)
A

(3.9)

:HN)\—l—NHLQ(Q) — N* +HN*HLQ(Q)”N)\+N_QNHLQ(Q)_>07

L2(Q)

quando A — 0 por (3.7) e (3.8) e por N, N* € W2'(Q) — L*Q).
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A

S/ ‘NdM—NdN*
0 A

(s (252

(Nx—N)
A

/Q [NdM - NdN*} dxdt

dxdt

Ny — N
0 A

);

= || Nallz2(0) — N* — 0,

L*(Q)

quando A — 0 por (3.7) e por Ny € L?(Q).

Dessa forma,
N2 N N2
i 23 [ = Nal? = [N = Na”
=0 2 A

N—2N,\Nd+N2 N? + 2NN, — N?

Qi d
- ili% 2 ) dudt
2 2

= hm — NY = Na = 2Na(Ny = N)dxdt

A—0 2 A

Ny, — N)(N,+ N Ny( N

= lim — (M )V + )d dt — hm a1/ d—>dzcdt.

A—0 2 0 A

:ozl/NN*dxdt—ozl/NdN*dxdt
Q Q

Q

De forma anéloga, podemos mostrar que

Iy — I = |I — 12
lim — / |5 = La]” = |1 = L dzdt = as / (I — 1,) I*dzdt.
A—0 2 A 0

Afirmacao 3.7.

!f+Ah HIE =111
)\—>02 A

dxdt = 261/ 3 (h — f)dxdt.
Q

67

(3.10)
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Demonstragao da Afirmagao[3.7 Note que

(f+ AR =)= 16N (h = )2 +AMh = ) + 4N (h = )P + X (h = f)*

Assim,

dxdt

A—)O 2

/|f+Ah HIt =1

dxdt

. / f1 461202 (h = )+ A Mh = f)
A—=0 2 A

Bu [ AfN(h—fP + X (A=) = 1
+ lim
AS0 2 0 A

= hm@/[GﬁA(h— 2+4f3h— f)+4fX2(h — )2 + X3(h — f)Ydzdt
Q

A—0

dxdt

93, /Q F(h — f)dudt.

Analogamente, podemos mostrar que

_ 4
i / l9 A g — 191 g — 252/ ¢ (j — g) dadt.
)\—>0 2 Q

Pelas Afirmagoes [3.6] e .7, obtemos

d‘i [F((F,0) + AL, ) — (F,9))): (F0) + A((h ) — (£,9))]

A=0

Ny — Ny2—|N — N, Iy — L2 —|I — I,
— lim ’ » — Nal” — | ‘da;dtﬂma? D= TP = 1= Ll
>\—>02 A A

/\h 4 — i — 4 4
+Jim /|f f| |/ ddehm@/ |9 — AU Ag)l 91° 1t
Q

A—0 2 A—0

= Ozl/ (N — Ny) N*dzdt + OZQ/ (I — I) I"dxdt
Q

+2B17 13 (h—f)dxdt+262/g3 (j — g) dzdt.
Q Q

[]

Teorema 3.8. Seja (f,g) wm controle étimo para o problema . Entao existe uma
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sextupla de fungoes (N, I, P,Q; f,g) satisfazendo

p

Demonstracao. Seja (f, g) = (fopt, gopt) uma solucdo otima e F(f,g) = (N, I).
Afirmacao 3.9.

ON

A DNN9317+

ot

ol

ot

oP

___DNPCC.’E_

ot

9Q

a8, DIQxx -

ot

L IE(F0) + A0 3) ~ (1.9): (F29) + Al(h.3) ~ (£.9))

b b
Dl + (Tf(x) —ozNI/ Ndw—oq]/ ]dx)]—kg7

(TN—aNN/abN—a[N/ab[) P+
Fany (/abNP) +ans (/ab]Q) — o (N = N

(rf—an/abl—ozm/abN) Q+
van (/abIQ) . (/abNP) — ([ — 1)

N, (a,t) = N, (b,t) = I.(a,t) =1, (b,t) =0
P, (a,t) = P, (b,t) = Q.(a,t) = Q. (b,t) =0
N(z,0) = No(x), I(z,0) = Iy(x)
P(z,T)=Q(z,T)=0

para todo (h,j) € Uag.

b b
(TN(Z‘)—O{NN/ Ndx—OqN/ ]dx)N—i—f, em

c1m

em

em

em

em

/(P—i—ﬁlf)(h—f)da:dt—i-/(Q+ﬁ2g)(j—g)dxdt20
Q Q

A=0

69

Demonstragao da Afirmagao[3.9 Pelo Lema sabemos que F' é Frechét diferenciavel
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em que F'(f,9)((h,j) — (f,g)) = (N*,I*) é solugao do sistema

/

N*

3at = DyN;, + <7°N( )—aNN/ Nda:—aIN/ [dx)N
b b

_aNN</ N*dx)N—a1N</ I*dx)N—l—h—f em @;

6]* b b

o1 = D[];w + <T[(I) - Oé]]/a Idx — Oé]\[[/av Ndl’) I (313>
b b

—aH(/ I*dx)]—ozN[(/ N*dx)]+j—g em Q);

Ni(a,t) = Ni(b,t) = I:(a,t) = I:(bt) =0 em (0,7);

| N*(2,0) = I"(z,0) = 0 em (a,b).

Dessa forma, pela Definicao segue que

F((f,9) + M(h,J) = (f,9))) = F(f,9) + AF'(f,9)((h,J) — (f.9)) + R(A),  (3.14)

. R(\)
Em que }\lil(l) 3 = 0.

Por ([3.14)) e como J é convexo, temos

JIE((f, 9) + A(h, 5) = (£,9))); (f, 9) + M(h, 5) = (f,9))] =
JIE(S,9) + AF'(F,9)((h, 7) = (f,9) + BOV); (F,9) + AM((h,g) = (F,9)] = (3.15)
TIE(f.9): (1.9 + TIEC, N (£, ) (k) — (£.9)) + B,

Como (f,g) ¢ uma solugdo 6tima, entdo F(f,g) = (N,I) é o minimo do funcional J e,
portanto, J'[F(f, )] =

Reescrevendo 7 'obtemos

Assim,

A—0 A
> 0.
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Logo,

al/ (N — Ng) N*dmdt+a2/ (I — 1) I"dxdt
Q Q

126, /Q F3 (h = f)dadt + 28, /Q ¢ (j — g) dadt > 0

para todo (h,j) € Uyq.

(3.16)

Vamos simplificar (3.16]) introduzindo as variaveis de custo (P, @) solugao do seguinte
problema:

(

\

oP b b
_E_DNP(E(E— (T’N—O[NN/ NdI—O[]N/ ]dl’) P+

b b
+annN (/ Nde) + ang (/ IQd:c) =a; (N —Ny)

aQ b b
—E—D]Qmm— (T[—Oé[[/ [dl‘—aN]/ NdZL’) Q+

b b
+agr (/ Ide) + arn (/ Nde) = (I — 1)

Px(a’t) :P:c(bat) :Qx(avt> :Qm(b7t) =0
Pz, T)=Q(z,T)=0

@
=

c1m

em

(3.17)

Para mostrar que o problema ([3.17]) possui solu¢ao basta fazermos a mudanga de variavel

P(z,t) = P(z, T —t).

Note que

OP(z,t) OP(x,T—t) OP(x, T —t)d(T —1t)

OP(z, T —1)

ot ot - ot dt

De forma anéloga fazendo

Q(:E,t) = Q(va - t),

obtemos
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Assim podemos reescrever o problema (3.17]) como:

( b b

%—f—DNP:m—(TN—OéNN ] Ndl’—Oé]N/a Idx)?—i—

b b
+ayn </ N?dw) + ang (/ I@dm) = a1 (N — Ny) em Q
) b b
%_?_DI@;W_ (T’]—Oé[[/a Id.T—OéN[/a NdI) @—F (318)
b b

+agr (/ I@) + arn (/ NFda:) = (9 (I — [d) em Q,

P, (a,t) = P, (bt) = Q,(a,t) =Q, (b,t) =0 em (0,7T)
[ P(z,0) = Q(x,0) = em (a,b)

Observe que (3.18) ¢ um problema linear que satisfaz as hipoteses do Teorema de
Existéncia e Unicidade (Proposicao [1.46)), portanto possui uma tunica solugao.
Agora, multiplicando a primeira equagao do problema (3.17) por N* e integrando em

Q, temos

T b

/ /—a—PN*d dt—/ /DNPWN*dxdt
/ / N — QNN / Ndz — agy / Idx)PN*dxdt
/ / QNN (/ NPda:) N*dzdt

T b

+/ / anT (/ IQda:) N*da:dt:al/ / (N — Ng) N*dzdt.

0 a a 0 a

T b T b *
Afirmagao 3.10. Z./ /—8—PN*d:1:dt:/ / ON Pdzxdt.
0o Jo Ot 0 Jo Ot
T b T b
2/ /DNPmN*dxdt:/ /DNN;IPda:dt.
0 a 0 a

Demonstragao da Afirmagao [3.10

1. Usando integragao por partes, obtemos

T b
/ / —%N*dxdt :/ —P(x,t)N*(x,t)d /
0o Jo Ot

b
(x, T)N*(x, T)dx—l—/ P(xON*mO /

o
A
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b b
Note que / P(z, T)N*(x,T)dx = / P(x,0)N*(x,0)dx = 0, pois P(x,T) = N*(z,0) =

2. Usando integragao por partes,

b

T
/ /DNPWN dxdt = DN/ P.(x, t)N*(z,t)dt

/ / (2, )N (x, t)dadt

_DN/ Pu(a,t)N*(a, t)dt—DN /TP (b, £)N* (b, t)dt

0
+ / / Dy N, Pdxdt

T T b
— Dy / P(a,t)N;(a,t)dtJrDN / Pb, )N (b, £)dt + / / Dy N* Pdzdt
0 a

T bO 0
- / / Dy N, Pdxdt.
0 a

T T T
Note que / Po(a, )N*(a, t)dt — / Pu(b, )N (b, )dt — / Pla, )N*(a, t)dt —
0 0 0

a

T
—DN/ Pla )N (2, t)dt
0

T
/ P(b,t)N*(b,t)dt = 0, pois Py(a,t) = Py(b,t) = N*(a,t) = N*(b,t) = 0. O
0

Dessa forma podemos escrever

/ / [aN* — DyNZ, — ( N(;p)—aNN/ Nd:zc—omv/a Idx)N
—any ( / N*d:c) N | Pdzdt + anr / / < / N*dx> [Qdzxdt (3.19)
—oq/ / (N — Nyg)N*dxdt.

Analogamente, se multiplicarmos a segunda equac¢ao do problema (3.17) por I* e
integrarmos em (), temos

[ [@f* it~ (e [ e s [ Vi) 1
—aur ( / I*dx) ]Qdasdt+am / / ( / I*dx) N Pdzdt (3.20)
= oy /0 / (I — I,)I*dxdt.
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Somando (3.19) e (3.20)), segue que

T b T b
aq / / (N — Nd)N*dl’dt + Oéz/ / ([ - Id)l*dxdt
0 a 0 a

:/OT/ab(h—f)dedtJr/oT/ab(j—g)dedt.

Logo podemos reescrever (3.16]) como

/OT /ab(j—bf)dedH/oT/ab(j—g)TQdfdt o)
+251/0 /af3(h—f)dxdt+2ﬁ2/0 /ag?’(j—g)dxdtzo

para todo (h, j) € Uya.
[

Observagao 3.11. Se U,q = LY(Q) x L*(Q), podemos encontrar uma estimativa para o
controle 6timo (fopt, Gopt) @ partir da fungao de coestado (P, Q).

Podemos considerar h = f +r € L*(Q) e j = g, assim

T b T b
/ / rPdxdt + 2ﬁ1/ / fPrdzdt > 0. (3.22)
0 a 0 a

Seh=f—relL*Q)ej=g, obtemos

T b T b
—/ / rPdxdt — 261/ / frdxdt > 0. (3.23)
0 a 0 a
De e seque que
T b
/ / r(P + 2B, f*)dxdt = 0,Yr € L*(Q). (3.24)
0 a
Logo,
P+2p,f3=0.
Portanto,

kh
Il
VR
N
| L
Y
N——
W=

De foma andloga, obtemos

Q
I
VR
DO
3| L
Q
N—
W=
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Consideracoes Finais

Neste trabalho mostramos a existéncia e unicidade de solu¢ao para um sistema de
equacoes diferenciais parciais do tipo integro-diferencial que modela o crescimento de
cancer. Para tal modelo também estudamos questoes de existéncia de um controle 6timo
e caracterizamos as condicoes de optimalidade que o controle deve satisfazer.

Visto que os resultados sao originais, juntamente com o Professor Anderson L. A. de
Araujo, e o colaborador, Professor Artur C. Fassoni da Universidade Federal de Itajubé,
estamos trabalhando em um artigo intitulado "An analysis of a Lotka-Volterra Integral-
differential model with optimal control", sendo este o mesmo tema desta dissertacao.
Esperamos que tal artigo seja publicado em um periédico cientifico internacional.

As contribuicoes que serao dadas pelo Professor Artur, aplicam-se principalmente
na formulacao e implementacao numérica para o modelo, tais implementagoes serao
importantes para a validacao dos resultados, assim como, para um maior entendimento
dos parametros apresentados no modelo e suas respectivas aplicagoes futuras.
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