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Resumo

LIMA, Wellisson Barbosa de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2019.
Espalhamento Mgller de férmions de massa nula na QED; Maxwell-Chern-
Simons com paridade preservada. Orientador: Oswaldo Monteiro Del Cima.

Neste trabalho, investigaremos um modelo de eletrodinamica quantica com paridade
preservada em 241 dimensoes espaco-temporais. O modelo acopla minimamente dois
campos de calibre massivos, associados a uma simetria local U(1)xU(1), aos férmions
nao-massivos, sendo a massa dos campos vetoriais determinada por um termo de Chern-
Simons misto que preserva paridade e a invariancia de calibre da teoria. Faremos uma
breve apresentacao do eletromagnetismo classico produzido por este modelo. Calcularemos
as solugoes da equacao de Dirac nao-massiva e estudaremos seus graus de liberdade, nao
estando estes mais associados ao spin ou a helicidade, diferentemente do caso massivo ou
nao massivo quadrimensional. Calcularemos também as respectivas cargas dos férmions
associadas a simetria U(1)xU(1). Mostraremos o desdobramento dos niveis de Landau
evidenciando um segundo desdobramento além do efeito Zeeman usual. Determinaremos
os propagadores da teoria livre e, através de uma analise semiclassica, provaremos sua
causalidade e unitariedade a tree-level. Por fim, a partir das regras de Feynmann para os
vértices de interacao, calcularemos a amplitude de espalhamento Mgller, a partir da qual

determinaremos o potencial de espalhamento (interagao) elétron-elétron (e~ —e™).
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Abstract

LIMA, Wellisson Barbosa de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2019.
Mpgller scattering of massless fermions in a parity-even Maxwell-Chern-Simons
QEDj3. Adviser: Oswaldo Monteiro Del Cima.

In this work, we will investigate a parity preserving quantum electrodynamical model
in 241 spacetime dimensions. The model couples minimally two massive gauge fields,
associated to a local U(1)xU(1) symmetry, to the massless fermions, being the mass of the
vector fields generated by a mixed Chern-Simons term that preserves both parity and the
gauge invariance of the theory. We will outline the classical electromagnetism produced
by this model. We will calculate the solutions to the massless Dirac equation and we
will study its degrees of freedom, which no longer are associated to the spin nor helicity,
unlike the massive or massless four-dimensional counterparts. We will also calculate the
charge of the fermions associated to the respective U(1)xU(1) symmetry. We will show a
splitting of the Landau levels beyond the usual Zeeman splitting. We will determine the
propagators of the free theory and, through a semi-classical analysis, prove its causality
and unitarity at tree-level. Finally, from the Feynmann rules for the interaction vertices,
we will calculate the amplitude for the Mgller scattering from which we will determine the

electron-electron (e~ — e™) scattering (interaction) potential.



Capitulo 1

Introducao

A dimensionalidade tem um papel crucial em muitos aspectos da fisica e da matematica,
levando a particularidades e singularidades especificas de cada dimensao. Nao é diferente
quando se trata da eletrodinamica quantica (QED). Neste sentido, ja houveram trabalhos
envolvendo o estudo de questoes importantes da Teoria de Campos e Particulas [1-5]. Desta
forma, ndo podemos inferir, a priori, as propriedades de uma QED em 2+1 dimensoes (2
espaciais e 1 temporal) (QED3) a partir da simples redugdo de uma dimensao espacial da
QEDy (34+1). As sutilezas do mundo bidimensional seriam, por si s, motivo suficiente
para estudar esses tipos de sistemas. No entanto, ja existem aplica¢oes desse formalismo
a sistemas de matéria condensada [6]. O aparecimento de aplicagoes da QEDj ao efeito
Hall quantico [7-9], a SAT. (Supercondutividade de alta temperatura critica) e ao grafeno
[10-12] refor¢cam a necessidade de novas perspectiva as teorias planares.

Apés a descoberta do fenomeno da SAT. por A.Bednorz e K.A.Miiller em 1986:
“Possible High-T. Superconductivity in the Ba-La-Cu-O system” [13] e posteriores pesquisas
sobre a estrutura das ceramicas supercondutoras de éxido-cobre, revelou-se, uma estrutura
planar: estes 6xidos sao constituidos por sucessivas camadas de planos de cobre-oxigénio
(planos Cu-O), separados entre si por planos de outros éxidos e terras raras. A estrutura
quasi-planar destes materiais serviu como motivagao para a aplicacao da modelagem via
QED3 como uma tentativa de explicar a Supercondutividade “High-T.”, ja que ela implica
numa planificacao de algumas grandezas fisicas fundamentais do estado supercondutor,
como o parametro de ordem e distancia de penetracao entre planos Cu-O.

Outro fenomeno interessante que pode ser analisado sobre essa mesma perspectiva
é o efeito Hall quantico, que se mostra macroscopicamente como efeito resultante de
interagoes quanticas microscépicas planares. O efeito Hall quantico (EHQ) é caracterizado
pela quantizagao da condutividade Hall ( o = ne?/h, onde n é um inteiro) e pela quase
anulagao da condutividade longitudinal (o,, — 0) de um gés de elétrons bidimensional
submetido a a¢do de um intenso campo magnético (B > 107") ortogonal ao plano, a

baixissimas temperaturas (7' < 4K). A condutividade Hall é universal sendo independente
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de particularidades (impurezas, estruturas, etc...) dependendo apenas de constantes
fundamentais (acoplamento eletromagnético e constante de Planck). Esta universalidade
é consequéncia da quantizacao dos niveis de Landau e do fato da condutividade (em
D =1+ 2) nao depender das extensoes espacial da amostra.

Como tltimo exemplo, temos o grafeno. Grafeno é uma estrutura cristalina bidimen-
sional de atomos de carbono cujas excitagoes, quasiparticulas, de mais baixas energias
mostraram-se [10] comportando como férmions de Dirac ndo massivos. A presenca de
férmions bidimensionais de Dirac ndo massivos nao é caracteristica exclusiva do grafeno [14].
Esta é a constatacao mais direta e evidente da aplicabilidade da QED3 no ambito da
matéria condensada. Mais do que isso, serve como excelente motivacao para o trabalho
que iremos realizar, consistindo no estudo da dinamica de férmions nao massivos em 2+1

dimensoes espago-temporais.

1.1 O modelo

Num trabalho jé realizado [15,16] estudou-se o espalhamento entre os férmions e os
aspectos semi-classicos no que concerne a consisténcia fisica do modelo de QED3 definido

pela seguinte acao:

1 1 1
Y= / Pa{ = FuF" = L fuf™ + pe Audya, — 5 (0,4

_%(8 u@ ) +E+1p¢+ +@Jﬁw - m(@ﬂﬂr —Jbe)}- (1-1)

Aqui as intensidades dos campos sao representados por F,, = 0,4, —0,A, ¢ fu. =
dua, — Oya, e a derivada covariante definida por Dy = (@ + ieA £ igd), com a definicao
genérica ¢' = v*C,, operando no espaco bidimensional. A agdo (1.1) pode ser decomposta

da seguinte maneira:

Y =Yncs +Xp + Vint + Xgp (1.2)

onde,

Yves = /d3x {_ZFMVF i _f/wfwj "‘MGquA 0y ap

Sp= [ o (B, @-mpu 45 @+mp-} . (1L
St = / @ [, (ieA)yps +D_(iefyp_ + T, (igd)bs +D_(—igdy_} . (L5)

1
Yor = /d?’x{—%(ﬁﬂfl“) — —(8,a")°
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A acao de Maxwell-Chern-Simons (X,/¢s) acopla com um termo de Chern-Simons
misto os dois campos, a principio, vetoriais A, e a,. A origem deste termo remonta
uma formulagao alternativa a supercondutividade anionica [17]. Originalmente, o termo
envolvia um tinico campo vetorial, no entanto, observou-se que este quebrava a simetria
de paridade (fato caracteristico de teorias de CS); uma vez que a quebra desta simetria
nos supercondutores nao é um fato bem estabelecido, propos-se o acoplamento misto e
impos-se as leis de transformacoes adequadas sobre os campos de modo a manter a simetria

de paridade. A saber, sob paridade, temos as seguintes tranformacoes:

An 5 AP = (Ag,—Ay, Ay)
0p — OF = (9o, —01,00) (1.7)
a, N afj = (—ap, a1, —as)

Isto é, para preservar a paridade do modelo, precisamos de um vetor de Lorentz A, e
um pseudovetor® a,,.

>.p é a acao de Dirac para os férmions, ja com sua interessante caracteristica da
necessidade de dois férmions para poder descrever as diferentes polaridades de spin. Outra
justificativa para a necessidade de dois férmions é a prépria simetria de paridade, pois
sob esta transformacao, em 3 dimensoes, o spin troca de sinal; como os férmions com
diferentes spins sao descritos por diferentes termos de massa, ambos sao necessarias caso
desejemos uma teoria invariante com relacao a esta simetria. Sob paridade, os espinores se

transformam da seguinte maneira:

(L i 1/152 —WI@ZJJF
, (1.8)

Ei L Ei = ZEJF’YI , onde E:ﬁ: = ﬂt’YO-

Yt € @ acdo que representa a interagao entre os campos vetoriais e os férmions. Em
(1.1), a interacdo esta representada implicitamente pelo acoplamento minimo através da
derivada covariante Dy = (@ + ieA £ igd). ¥, torna o acoplamento mais explicito e
nos permite ver, por exemplo, que os férmions 1, e 1)_ possuem a mesma carga, que
chamaremos elétrica, e e cargas, que chamaremos quiral, de sinais opostos g.

Y45 ¢ a acao do gauge fizing, que ¢ necessaria para que possamos calcular os propagadores
livres dos campos vetoriais.

O modelo, a menos do gauge fixing, é invariante sob as tranformacoes de paridade e
Ua(1) x U,(1) local, a seguir definida:

'Um pseudovetor sob transformacdes de Lorentz é definido pela transformacio: a* Ay =
det(A)Afa”. Sendo A uma transformacao de Lorentz qualquer.
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Yy —> Py = P @ly,

[ — @’i = ¢~ E@)y, | (1.9)

| P — (D) = ebe o)y,

A, = A,LL - %a,up(x) )

o
(1.10)
1
a, =au— 798(@) -
O que nos propomos neste trabalho é o estudo da consisténcia fisica (semi-cldssica) e

do espalhamento entre os férmions do seguinte modelo:

Y = Xyes + Lpm=0) + Zint + Lgy (1.11)

Onde,

S o) — / B (T Py + TP} (1.12)

A principio, a tnica modificacao seria a massa dos férmions que agora é nula, no
entanto isso tem sérias implicagoes fisicas. A primeira é que sabemos que particulas sem
massa se propagam a velocidade da luz, fato que é impossivel para qualquer particula
massiva. Segundo que se trata de uma particula carregada (com relagdo a ambas as
cargas, no nosso caso) e de massa nula. Até hoje, ndo se encontrou na natureza nenhuma
particula desse tipo, ou seja, toda particula carregada (eletricamente) que encontramos é
necessariamente massiva. Nao se tem ainda uma explicacao para isso, portanto estudos de
modelos desse tipo podem aprofundar nosso entendimento de porqué (como) isso acontece.
No entanto, no contexto da matéria condensada, em especial quando se trata do grafeno,
isso ja é comprovadamente possivel [10]. Note que nao estamos falando, no exemplo
do grafeno, de uma particula elementar com carga elétrica e nao massiva, mas de uma
excitagao coletiva que se comporta como tal. O spin, que ja tem suas particularidades em
3 dimensoes [18,19], ndo possui uma interpretagao tao evidente para particulas sem massa.
Em 4 dimensoes, esse problema é contornado através da grandeza que denominamos
helicidade, que é a projecao do spin na dire¢cao do movimento, porém nao existe um
andlogo bidimensional para a helicidade. Ainda no tocante ao spin, o sinal da massa é o
responsavel pro fixar o sinal do spin, em 3 dimensoes. Sem o termo de massa, a principio,
nao haveria distingao entre os férmions ¢y e ¥»_. De fato, a distingao sé é feita, no nosso
modelo, & nivel de interacao através do acoplamento com o campo quiral a,. Por fim, a
natureza nao masssiva dos férmions gera sérias divergeéncias fisicas no modelo, conhecidas

como divergéncias infravermelhas, associadas aos férmions de baixas energias (longos
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comprimentos de onda). Nossa perspectiva é o estudo de todos esses aspectos do modelo,
mas em primeiro momento, faz-se necessaria a analise da consisténcia fisica do mesmo, pois
s6 fard sentido uma investigacao mais profunda uma vez garantidos alguns critérios minimos
de razoabilidade fisica como causalidade, unitariedade, renormalizabilidade, estabilidade e
auséncia de anomalia. Visando uma futura aplicagao no contexto da matéria condensada,

calcularemos também o potencial de interagao (espalhamento) [20-24] entre os férmions.

1.2 Objetivos

De modo mais objetivo, nos propomos a:

e Obter as equacoes de movimento para os campos livres e analisar suas solugoes. Sao
elas:
— Equacoes de “Maxwell” para os campos vetoriais;

— Equacao de Dirac para os férmions nao massivos;
e Ainda no contexto da equacao de Dirac, discutir sobre o spin.

e Obter o espectro dinamico das particulas envolvidadas, ou seja, as cargas dos férmions

associadas a intera¢ao do modelo, advinda do gauging da simetria U4 (1) x Uy(1).

e Calcular o desdobramento dos niveis de Landau, estudando o acoplamento dos

férmions com um campo magnético e um “magnetoquiral”.

e Calcular os propagadores livres do modelo e estudar os seguintes aspectos fisicos do

modelo:

— Causalidade: Através dos pdlos dos propagadores;

— Unitariedade: Atraves da imagem do residuo da amplitude, obtida atraves do

acoplamento corrente-propagador-corrente, nos polos;

e Calcular a amplitude do espalhamento entre os férmions (espalhamento Mgller) e,

desta, obter o potencial de espalhamento associado.

e Estudar a renormalizabilidade do modelo por meio do método de renormalizacao
algébrica [25] e, tendo em vista a presenca de quanta fermionicos de massa nula,fazendo-
se uso do esquema de subtragao de Lowenstein-Zimmermann [26] das divergéncias

infravermelhas;
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Desenvolvimento e Resultados

2.1 O eletromagnetismo do modelo

Levando em consideragao apenas a parte de Maxwell-Chern-Simons (1.3) do modelo,

temos a seguinte acao:

1 1
2MCS = /dax {_ZF“VF,LW - wajfuu + MG#VPA“&/GP}

Ao longo de todo trabalho, usaremos do seguinte fato:

/ dgx(?H(b“ =0
1%

Pois, pelo teorema da divergéncia, a integral acima ¢é igual a integral do campo ¢* em
dV, ou seja, na fronteira do volume V. Assumiremos que o volume V se trata de todo o
espago-tempo e que os campos e, possivelmente, suas derivadas se anulam suficientemente
rapido no infinito. Deste modo, se tomarmos, sem perda de generalidade, ¢" = 0",

onde 0" e 1), sdo campos tensoriais, teremos:

/ d*28,(0",) =0
/ P2(0,0" )V, + / d*20" 0, (¢,) = 0
/ dx(9,0" )V, = — / >z 0,1,

Ou seja, dentro de integrais, podemos alternar o campo sob o qual as derivadas estao
atuando, contanto que mudemos o sinal. Reescreveremos isso de maneira simbolica:
(00" )tpy, = —0M 0,1,

Com base nisso, podemos mostrar que os seguintes dois termos sao equivalentes:
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/dgx {pe"?A,0,a,} = /d3a: {pne"?a,0,A,} .

Nos permitindo, entao, reescrever a agao (1.3) numa forma simétrica com rela¢ao aos

campos A, e a,:

1 1
Sos = / &z {—ZF“”FW — 1"+ g(—:‘“”’A#&,aP + geﬂw’aﬂayAp} S (21
Por fim, sabendo que a contracao de um tensor antissimétrico qualquer, A*” = —A"*,

com um tensor simétrico qualquer, S = S¥*, é zero, ou seja, que A*S,,, = 0 e que e**
é o tensor completamente antissimétrico, entao sua contracao com qualquer outro tensor
s6 serd nao nula com a parte antissimétrica deste. Por exemplo, e#"?T,, = EWPT;},, onde

A _ 1 z . . , .
T;, = 5(1,, — T,,) é a parte antissimétrica do tensor T,,.

Podemos, finalmente, entao escrever a agao (1.3) na forma com a qual trabalharemos

nesta secao:

1 1
EMC’S = /de {_ZFMVFMV - Zflwfw/ + gA,uUJM + gauW“} . (2.2)

N 717 N 717
Onde, w* = 5e"?f,, e WH = 5e'"PF,,.

Da agao (2.2) obtemos as seguintes equagoes de movimento para os campos A" e at:

0Xrcs

TEMCS Rt = 9
5A, 0= 0 pw* =0 (2.3)

0%

SEMOS 0= 9, f" — pWH =0 (2.4)
day,

Note que, os vetores wt e WH# atuam como se fossem fontes para os campos f* e
FH e, assim como ¢ de se esperar de fontes, d,w" = 0,W" = 0, isto é, eles satisfazem
uma equacao de continuidade. E facil obter esse resultado atuando com a derivada oy
nas equagoes (2.3) e (2.4) e utilizando-se da antissimetria dos tensores F* e f#. Este
mesmo resultado pode ser obtido diretamente das definicoes de w* e W#* em termo das
derivadas dos campos a* e A*; por este caminho vemos que, mais do que uma equacao
local, as quantidades d,w"e 0,W*" sao identicamente nulas. Em verdade, reconhecemos
essas identidades como as analogas bidimensionais das equagoes de Maxwell homogéneas
em 3 dimensoes espaciais.

Vamos definir os andlogos aos campos elétricos e magnéticos' E; = Fy;, e; = fois

1i=1,2. Note que o campo magnético agora é um pseudoescalar, pois ele possui uma tnica “compo-
nente”e sob paridade, ele troca de sinal.
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B = —Fj5 e b= —f15. Em termos destes campos, as equagoes (2.3) e (2.4) e as equagoes

homogéneas 9,w" = 9,W* = 0 tomam seguinte forma?:

V.E — ub=0, V.é—uB =0,
VB-2E _i=0, Vb—2% _E =0, (2.5)
V.E+2 =, Vié+2 =0

A partir do conjunto de equagoes (2.5) podemos mostrar (Secao A.1) que todas as

quantidades ¢; = E, B, € ou b satisfazem a seguinte equacao de onda massiva:

(O 1) 6 =0 26)

Por nao ser o propésito deste trabalho, nao aprofundaremos no estudo mais detalhado
sobre o eletromagnetismo de (2.5). Mas podemos discutir brevemente alguns aspectos.
Num regime estatico, ou seja, em que todas as derivadas temporais se anulem, a Equagao
(2.6) se reduz & equagao de Helmholtz modificada® em 2 dimensdes, pois como [J = 9 — V2,
entao sinal do laplaciano é diferente do sinal da massa. As solugoes pra essa equagao sao
as funcoes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo, I, (ur) e K,, (ur) , onde
m é a ordem da funcao de Bessel. A partir destas solugoes, as equagoes (2.5) levam a
vinculos entre as solugoes correspondentes aos diferentes campos, assim como as equagoes
de Maxwell usuais fazem com que as solugoes de onda plana para os campos elétrico e
magnético sejam perpendiculares entre si e perpendiculares a dire¢ao de propagagao. O

comportamento das fungoes de Bessel modificadas esté exibido nas figuras a seguir:

Modified Bessel Functions of the First Kind for v=0,1,2,3,4 Modified Bessel Functions of the Second Kind forv =0,1,2,3,4
8 8

Kﬂ
K1

KJ

<u
Il
—~
<§<
\
o~
N
D
<l
Il
—~
Flo
o
~—

2Usando a notacio V = (V4, Vo) = (Va, Vy)i
F(V2—p?)¢i =0
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O estudo mais aprofundado e detalhado destas solucoes, fica como perspectiva futura.

2.2 Férmions nao-massivos em 2+1 dimensoes

Como podemos verificar, em (1.12) existem duas familias de férmions ¢, e ¥_, cuja
diferenca, essencialmente, reside no acoplamento com o campo a,. Do ponto de vista da
teoria livre (e = g = 0), ambos os férmions sao indistiguiveis. Trataremo-los, portanto,

como um s0, a nao ser quando necessario e explicitamente dito o contrario.

2.2.1 Equacao de Dirac nao-massiva

A agao de Dirac livre nos da:

Yp = / &Pz {ivd} (2.7)

Onde ¢ = ¢, @ = v0, e v* sdo as matrizes gama de Dirac que satisfazem a dlgebra
de Clifford: %(7“7“ + ) = ptrIE.
Podemos também simetrizar? esta acio, usando que® (9,9)y" = —py#d,). Desta

forma,

5o = [ #o{ L@ - j@udre) 25)

De (2.8) obtemos as seguintes equagdes de movimento:

5% .

5—;:0:>Z’)/’uauw:0

Y -

5—¢D — 0= i7" =0 (2.9)

Como podemos obter 1) a partir de v através da relacdo v = 1)T+°, nos restringiremos

apenas a primeira equagao (i@ = 0). Atuando com o operador i), teremos:

4Apesar de 1 ser um campo espinorial, o teorema da divergéncia aplicado ao quadrivetor )y 1)
continua vélido.

5A igualdade é apenas simbélica, pois é véalida somente dentro de integrais, como j4 foi dito.
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(i)igy =0
Py =0
=0

Onde usamos do fato que AA = A, A" = A? e a notagdo 1J = 9,0".

Ou seja, 9 satisfaz a equacgao de onda e admite, portanto, solu¢oes do tipo onda plana,

Up(1) =y + 1y = u(p)e” ™" + v(p)et™. (2.10)

Onde pr = px, = Et —pZ e p* = 0 & E? = p?, que é relagao de dispersao
caracteristica de particulas relativisticas sem massa.

De (2.9) e (2.10), obtemos a equagao:

—Hu(p)e™ + po(p)e” " =0

Como os dois termos sao linearmente independentes, devemos ter:

Hu(p) = po(p) =0 (2.11)

Estas sao equacoes homogéneas e apenas admitirao solucao diferente da trivial se
det(y) = 0. Para calcularmos esse determinante, precisaremos de uma representa¢ao
explicita das matrizes gama (y*). Sabemos da teoria de Dirac que as matrizes gama
possuem dimensao par. Em 4 dimensoes espago temporais (u = 0,1,2,3) precisa-se,
portanto, de 4 matrizes gama satisfazendo a algebra de Clifford. Nessas condicoes, a
dimensao minima das representacoes das matrizes gama é 4. No entanto, para 3 dimensoes
espagotemporais (1 = 0, 1, 2) precisamos apenas de 3 matrizes gama, tornando possivel uma
representacao de dimensdo 2 através das matrizes de Pauli. Usaremos v* = (0, —ioy, igy).

Nesta representacao,

g=|F P (2.12)

- —F

Onde py = p, £ ip,. Vemos entdo que det(p) = —p* = —E? + p? e, portanto, a relagao
det(p) = 0 é nada mais que a relacao de dispersao para uma particula relativistica sem

massa, que ja haviamos suposto anteriormente baseando-nos na equacao de onda. Os
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resultados sao consistentes. As outras representacoes de 2 dimensoes das matrizes gama
diferem da nossa apenas por uma transformacgao de similaridade, mas estas transformacoes
nao alteram o determinante da matriz, entao o determinante que encontramos é o mesmo
qualquer que seja a representacao bidimensional utilizada. Enfim, as equagoes (2.11)
homogéneas determinam uma familia de solugbes para u(p) e v(p) que diferem entre si
apenas por um fator de normalizacao, pois apesar de, pra cada espinor, termos duas
equacgoes e duas incégnitas, o determinante igual a zero faz com que haja na verdade
apenas uma equacao independente para as duas incognitas, o que leva a uma solucgao
indeterminada a menos de uma constante multiplicativa. Colocado de outra forma, fixadas
as normalizagoes dos espinores u(p) e v(p), temos uma unica solugao para cada um deles.
Portanto, em 3 dimensoes espacotemporais, a equacao de Dirac nos leva a apenas 2
graus de liberdade, representados pelas solugoes u(p) e v(p) que estao associadas ao par
particula-antiparticula, como veremos posteriormente. Este resultado possui semelhancas e
diferencas com o analogo quadridimensional. Em 4 dimensoes espacotemporais, a equacao
de Dirac massiva nos leva a 4 graus de liberdades; 2 deles associados ao par particula-
antiparticula e a cada um deles temos ainda 2 graus de liberdade associados ao spin % A
indexacao através do grau de liberdade de spin é feita indo para o referencial de repouso
das particulas no qual, através de uma escolha do sistema de coordenadas, podemos fixar o
spin como sendo pra baixo (sentido negativo do eixo z, por exemplo) ou pra cima (sentido
positivo do eixo z). Ainda em 4 dimensdes espagotemporais, a equacao de Dirac nao
massiva leva, assim como no nosso caso, a 2 graus de liberdade. Estes graus de liberdade
sao mais convenientemente indexados através da grandeza denominada helicidade, que
consiste na componente do spin ao longo da direcao de movimento, pois nao mais podemos
definir um referencial de repouso para particulas sem massa. A situacao que estamos
lidando ¢é diferente em, no minimo, dois aspectos. O primeiro é a dimensionalidade.
Em 3 dimensoes espagotemporais, spin nao ¢ mais um vetor, mas um pseudoescalar e,
por conta disso, nao faz sentido definir um eixo de quantizacao para o mesmo. Caso
tenha um certo apego a visao ja estabelecida, pode-se imaginar o spin como estando
forcadamente quantizado ao longo da direcao transversal a esse universo bidimensional. De
fato, tratando-se da equacao de Dirac massiva em 2+1 dimensoes, vemos que na verdade
existem “2 equagdes de Dirac” [27] que diferenciam-se entre si pelo sinal que precede o
termo de massa. A escolha desse sinal na massa fixa o spin da particula como sendo
positivo (+%) ou negativo (—%) O calculo, assim como no caso quadridimensional, é
feito partindo-se para o referencial de repouso da particula. O “problema” aparece quando
estamos lidando com a equagao nao-massiva, pois supondo que o spin esteja congelado ao
longo da diregao transversal ao plano e que o movimento da particula se da apenas ao
longo do plano, nao podemos falar mais em helicidade. E tratando-se de particulas sem
massa, nao podemos ir para o referencial de repouso para avaliar o spin. A solucao que nos

resta é nao usar nenhuma dessas grandezas para indexar nossas solugoes e nos restringir na
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caracteristica mais imediata que diferencia u(p) de v(p) que é o sinal da energia (frequéncia)
em (2.10), onde usualmente sabemos que energia positiva estd associada a particulas e
energia negativa a antiparticulas. Apesar destas sutilezas que discutimos com respeito ao
spin, mostraremos mais a frente que ele ainda é uma quantidade fisica de relevancia e que
se faz presente em alguns fenomenos.

Voltemos as equagoes u(p) e v(p) que agora sabemos serem da forma:

(o ) ) -(0) ()

Da relagao E? = p?, temos que E = =+|p] e, para sermos consistentes com as solugoes
Up.+ € Py em (2.10) devemos ter® u(p) associado & energia positiva +|p] e momento p,
enquanto v(p) associado & energia negativa —|p] e momento —p.

Assim, para u(p):

B, ipy a) [0 B 1
(ip— —Ep><b)_(o>$“(p)_a<%> (2.13)
—E, —ipy a\ [0 B %

Onde E, = +|p]. A diferenca nas formas de u(p) e v(p) é apenas aparente e isto pode
ser verificado, multiplicando-se v(p) por ig—;. Ou seja, a diferenca entre os dois é apenas
uma fase’. A diferenca essencial é que um estd associado & energia positiva e o outro a
energia negativa. Isto nao é surpresa a luz das equagoes (2.11) e do fato, que ja discutimos,
que suas solucoes sao determinadas a menos de um fator de normalizacao. Em outras
palavras, assim que escolhermos o fator de normalizagao, as duas solugoes diferirao apenas
por uma fase complexa.

E interessante notar que independentemente do fator de normaliza¢ao (Segao B.1),
as solugoes u(p) e v(p) satisfazem w(p)u(p) = v(p)v(p) = 0. Mas este resultado pode
identificado como resultando do fato de que essas quantidades, quando calculadas para as
solucoes da equacao de Dirac massiva, sao proporcionais a massa. Como os férmions que

estamos tratando sao nao massivos, esse resultado é compreensivel. Portanto, precisamos de

6Basta atuar com os operadores energia (id;) e momento (—iV) nas solugdes Yp.+ € PVp .
"Note que \%| = |1§—:| =1
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outra quantidade para fixarmos a normalizagio. Usaremos o fato de que u(p)'u(p) = 2|a|?
e v(p)tv(p) = 2[b|? (Segao B.1) para fixarmos a = b = \/E,. A escolha dessa normalizagio
simplifica/facilita algumas expressoes que viremos a calcular.

Por fim, a solucdo geral pra Equagao de Dirac (2.9) seré:

v = [ G (o /3 P 8 o) (215)

Inversamente:

) = G ﬁ [ Ea{erie).

b () = W [ #a e woe) (2.16)

2.2.2 O spin

Seguiremos aqui a linha de raciocinio seguida por Dirac em seu livro [28] que mostra
como sua equacao leva naturalmente ao spin. Como ja discutimos, spin nao é um bom
indice para as solucoes da equacao de Dirac, no caso nao massivo, mas precisamos deixar
claro que ele ainda é uma quantidade fisica de relevancia.

Das relacoes de comutacao canonicas da mecanica quantica para os operadores de
posi¢do e momento, temos [x;, p;] = id;;, [xi, 2] = 0 e [p;, p;] = 0. Sabemos também que
quantidades que comutem com a Hamiltoniana sao constantes de movimento, ou seja, seus
valores esperados nao variam no tempo. Definindo o operador momento angular orbital
como L = x1py — zap1, temos que seu comutador com a Hamiltoniana de Dirac®, Hp = a.p'

é:

[Hp, L] = [a1p1 + aops, 1p2 — T2p1] = i(aopr — aqp2)

Portanto, o momento angular orbital nao é uma constante de movimento.

Sabemos, também, da teoria de Dirac que as matrizes v* fornecem uma representagao
do grupo de Lorentz homogéneo. Mais especificamente, na representacao que estamos
trabalhando, os geradores do grupo de Lorentz homogéneo Y sao dados por XM =
—4[y*,~4"]. O gerador das rotagdes ¢, entao, X'? = —2y'?. Em termos das matrizes &,

¥ = Lajas. O céleulo do comutador de Hp com X' nos dé:

a; ="
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i .
[Hp, ¥ = [a1p1 + aaps, 5041&2] = —i(aap1 — a1pa).

Portanto ¥!'2 também nao ¢ uma quantidade conservada, mas podemos ver que:

[Hp,L+X"%] =0 (2.17)

Entao, a grandeza L + X2 ¢ uma constante de movimento. Interpretamos 3'? como
sendo o operador spin. Em favor da interpretacao que o spin se encontra “congelado”fora
do plano-xy, na representacao das matrizes gama que utilizamos, temos que %12 = %az, o}
que implica também que os autovalores de spin sao +% ou —%. Em resumo, a existéncia e

relevancia do spin pode ser expressa pela seguinte expressao:

1
{HQL+§%}:0 (2.18)

2.2.3 Quantizacgao e interpretagao particula/antiparticula

O método de quantizagao canonica para férmions leva a imposicao das seguintes relacoes

de anticomutacao a tempos iguais.

{v@n.v'@, 0} =o@ -,
{v@n,e@,0} = {v@ o', 0} <o (2.19)

Das relagoes (2.19) e de (2.16), obtemos as usuais rela¢do de anticomutagao para os

operadores de criacao e destruicao:

{al@).a' @)} = {b). ') } = 67~ ¥)
{a@.d' @)} = {a@. 0/} = {0/ @00 } =0 (2.20)

A densidade hamiltoniana é dada por H = w'¢; — £, onde ¢; = doop; , T = ng é
o momento canonico conjugado ao campo ¢; e L é a densidade lagrangiana. De posse
da solugao (2.15), da lagrangiana da acao (2.7) e das relagoes de anticomutacao (2.20),

obtemos para a Hamiltoniana de Dirac o seguinte resultado:
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—
7

H = / PTH — / PFE, {a (Ha@) + b (b)) — / PFE, 55— = 0. (2.21)

As aspas em “0(p'— p7 = 6)” sao para chamar atengao ao abuso de notacao que estamos
utilizando ao escrever 6(0), dadas as sutilezas e complexidades matemadticas envolvidas na
defini¢ao da distribuicao ().

Antes de interpretarmos este resultado, vamos fazer algumas definigoes usuais. O vacuo

da teoria livre, denotado por |0) é o estado no qual:

a(p)|0) = b(p)|0) =0

Definimos o operador, hermitiano e positivo definido, niimero N como:

N = / &5 {at (7a(p) + b (Hb(E)}

De forma que obtemos as seguinte relagoes de comutacgao:

[N, H] =0, (2.22)

[N,a(p)] = —a(p),  [N,a'(p)] =a'(p),
[N b(B)] = =b(p),  [N.b7(P)] =07(D). (2.23)

Reconhecemos os operadores a'(p) e b'(p) como operadores de criacao de particulas,
enquanto a(p) e b(p) como operadores de destruicao de particulas. Mas ainda nao sabemos
no que consiste a diferenca entre essas particulas. Pra isso, vamos precisar de levar em
consideragao a simetria rigida U(1) x U(1) presente no modelo que distingue, também, os
férmions em 1, e 1_. Deste modo, vamos diferenciar, a partir de agora, as duas solugoes

da equacao Dirac nao massiva:

d2ﬁ —ipx ipT
040) = [ s T e P i) (2.24)

d2ﬁ —ipx ipT
00 = [ G T o P i) (2.25)

Sendo,
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0 (7) = 2w\/ﬁ/d2 F e ul (p)o(r)}
bl (p) = m /de{eimUT(p)wi(lﬁ)} (2.26)

O gauging desta simetria gera a interagao dos férmions com os campos A, e a,. O
teorema de Noether nos garante que a cada simetria continua presente numa teoria, existe
uma quantidade conservada. Esta quantidade chamamos carga de Noether. Para o modelo

que estamos trabalhando, as cargas conservadas sao:

Qi = ¢ [ @75 vl (o) =~ [ Ep{aPasr) - b}
ax = Fg / *7 : YL (2)gpe(z) - = Fg / 5 {ak (Pas(p) = oL (=7 } .

A notacao : ¢l (x)ihy(z) : significa produto normal ou ordenamento normal. Ela faz
com que todos os operadores O estejam & esquerda dos operadores O e, assim, previne

que termos como o tltimo de (2.21) aparegam constantemente. Ou seja, nesta notagao:

;H;:/dzf:fﬂ;:/dQﬁEp{aT(ﬁ)a(ﬁHH(mb(ﬁ)} (2.27)

Agora comeca a tornar-se mais evidente a diferencga entre os férmions ¢, e ¥_. Do
ponto de vista da interacao, digamos, eletromagnética, parece nao haver distin¢ao, ao
contrario da interagao com o campo quiral. Vamos tornar esta afirmacao mais precisa

através dos seguintes comutadores:

Qb ()] = —eal (@) |ardl ()] = —gal () (2.28)
Q6L ()] = +ebl () a0, bL (D)) = +9al(7) (2.29)
Q)] = —ed @) o0l (@] = +9al (7) (2.30)
Q@) =+l @) [oal(@)] = —gal (7) (2.31)

Fica evidente agora que al () cria uma particula de carga elétrica —e e bl (p) cria
uma particula de carga elétrica +e. O mesmo vale, respectivamente, para a! (p) e bi (p).
Por isso, diremos que a' cria particulas e b antiparticulas. Com relacao & carga, que
denominaremos quiral, temos que a', (5) (b (5) ) cria uma particula (antiparticula) com

carga quiral —g (+g) e a' (p) (b () ) cria uma particula (antiparticula) com carga quiral
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+g (—g). Vamos resumir esses resultados numa tabela:

’ Estado ‘ Carga Elétrica ‘ Carga Quiral ‘ Particulas ‘
al (p)|0) —e —g ¢, (fermion)
a’ (p)[0) —e +g € (fermion)
bi(p)|0> +e +g ea) (antifermion)
b" (p)]0) te —g et) (antifermion)

Tabela 2.1: Espectro dinamico da teoria

Com base em todas essas informacoes, podemos agora interpretar a Hamiltoniana
(2.21). O termo d*p'{a’(p)a(p)} conta o nimero de particulas com momento igual a p
e d*5{b'(P)b(p)} conta o ntimero de antiparticulas com momento igual a . A energia
total é a soma do nimero de particulas e antiparticulas com momento p multiplicado pela
energia F, = |p| de cada uma delas, somando-se para todos os valores de momento. O
ultimo termo é interpretado como a energia do vacuo, ou seja, a energia que o sistema
apresenta mesmo na ausencia de particulas e antiparticulas. Ele pode ser reescrito da

seguinte forma:

. Lo 1 ool 1 1
— /d2pEp(5(p —p=0)= e /ded2p (_ﬁEP — §Ep> (2.32)

Onde usamos que 6(7 — p) = # fdeei(ﬁ_Z;')-f eh=1=4L

Deste modo pode-se interpretar que cada célula do espago de fase (d%z—dzﬁ

h2
com —%Ep para cada grau de liberdade para a energia do vacuo, temos dois graus de

) contribui

liberdade, sendo um associado a particulas e outro a antiparticulas. No entanto, este
termo é, claramente, divergente e lidamos na maioria dos casos de interesse fisico com
as excitagoes sobre o vacuo, ou seja, em relacao a ele, entao medimos a energia e outras
grandezas descontando as contribui¢oes do vacuo, o que pode ser resolvido simplesmente

aplicando o produto normal ja mencionado.

2.2.4 QOs niveis de Landau

Vamos considerar agora a questao envolvendo o comportamento desses férmions na pre-
senca de um campo magnético externo e de um campo “magnético quiral”externo. Seguindo
a prescricao de acoplamento minimo da Hamiltoniana, caracteristica do acoplamento com

campos de gauge, teremos as duas Hamiltonianas:

H. = ca.(f— eA T gd) (2.33)
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Como podemos ver, a diferenca entre as duas Hamiltonianas esta na carga quiral do
férmion a qual elas se aplicam.

Definindo o momento mecanico:

—

H¢Eﬁ—eg$gﬁ

O comutador das componentes do momento mecanico pode ser calculado facilmente?

(M, IT,+] = ifi(eB + gb). (2.34)

dAy 0 :
Onde B = ¥ dé‘?‘f eb= aa:;’ — %L;. E os comutadores das outras componentes,

referentes ao mesmo férmion, se anulam.

Voltando nas Hamiltonianas, teremos:
H. = cd’.ﬁjF = HfF = CQﬁfF + agas [y, IT,+]
H? = P12 4 *h(eB + gb)o.

Aqui, usamos do fato de que ajap = —io,.

Vamos definir:

1
r = e (o + 1)
1
—I- .
a = Hl‘ - 7/]:[ P

[ajF,aiF] =1

Em termos desses operadores, podemos escrever:
1 1
02 = hPw? {a;% +5+ 502}

Ondew:F—wm/l:I: e wy = 1/EGB

Como ax e a sao os usuais operadores de abaixamento e levantamento e eles comutam
com o operador de spin 50Z, e sendo a Hamiltonian quadrada um operador limitado

inferiormente, teremos os seguintes autovalores para a Hamiltoniana:

9Usamos o fato de que [p, f(Z)] = %ﬁf
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1
En,i,s = :l:hwz n + 5-'-87 n:(),l,2,... (235)

Onde os indices i e s correspondem & carga estatistica (F) e ao spin (£3), respectiva-
mente.

Tomando g = 0, temos o resultado usual para férmions de Dirac nao massivos. Nessa
situagao, existe uma caracteristica interessante que é a existéncia de um modo de energia
zero (n = 0,s = —3). A existéncia desse modo leva ao efeito Hall quantico (EHQ)
anomalo [9,10], que consiste na quantizagao semi-inteira da condutividade Hall. Isto esta
relacionado com o fato de que este modo zero de energia possui metade da degenerescéncia
usual de todos os outros niveis de Landau. A energia é proporcional & ,/p, onde p > 1 ¢
um numero inteiro . Para cada valor de p, existem dois estados com essa mesma energia,
oestadocomn=pes= —% eoestadocomn=p—1es= +%. A descoberta do EHQ
anomalo foi a evidéncia mais direta dos férmions de Dirac ndo massivos no grafeno [10].

Se g # 0, entao vemos que ha na verdade um desdobramento dos niveis de Landau
além do efeito Zeeman usual. Esse “desdobramento”, no nosso modelo, é consequéncia
da existéncia de dois tipos de férmions. Interessante mencionar que existe na literatura a
constatacao experimental de um desdobramento 4-fold no grafeno quando submetido a

altos campos magnéticos [29].

2.3 Consisténcia fisica do modelo: Causalidade e

Unitariedade

O propagador esta diretamente relacionado com as funcoes de Green, isto é, com o

produto de campos ordenados temporalmente. A funcao de Green de 2 pontos é dada por:

62 Z,

(Td;(2)®;(y)) = ST

(2.36)
Onde T'®;(x)®;(y) significa:

D, (z)P;(y), se xg > yo.

TCDZ(C(Z)q)J(y) = { i@](y)@l(q;)’ Se Yog > Xp.

Sendo ®;(x) a i-ésima componente de um campo qualquer da teoria e o sinal de menos

caso ambos os campos sejam fermionicos. I" é o funcional gerador das fungoes de Green
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conexas e estd relacionado com a acao do modelo via'’

Z. = So[®;] + / dx {0} (2.37)

Como estaremos lidando com célculos a tree level', em (2.37), a agdo 3g[®;] é a agdo
livre, isto é, na auséncia de interagoes (e = g = 0) e J é uma corrente externa.

De (2.37), obtemos as seguintes rela¢oes funcionais:

5;?;) = —Ji(x), (2.38)
5 Z,
5T O, (). (2.39)

Portanto, substituindo (2.39) em (2.36), temos:

(T®;(2)®;(y)) = _Zfsij((ii

(2.40)

Portanto, ao considerarmos a teoria livre, a menos de acoplamentos com correntes
(fontes) externas, obtendo os campos como fungoes (funcionais) das correntes via as
equagoes do movimento, a (2.40) nos fornece um meio de obter a fungao de Green de 2

pontos.

2.3.1 Propagador dos férmions

Ao desconsiderarmos as interagoes, os férmions ¢, e ¥_ obedecem a mesma Equagao

de movimento (2.9), portanto vamos considerar, a fim de cdlculo, apenas um tnico campo.

2. = /d?’:v{wz‘@ijw} (2.41)

A equacao de movimento sera:

0. _ 0=iy+J =0 (2.42)

0
iy =—-T (2.43)

19Ao longo desta secao os indices latinos podem ser, por exemplo, tanto indices de Lorentz quanto
espinoriais, de modo que a diferenciagao entre indices em cima ou embaixo é mera conveniéncia notacional.

HDesconsiderando correcdes quanticas de ordens superiores correspondentes & grificos de Feynman
envolvendo loops.
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Vamos considerar a expansao de Fourier de ¢ e J:

_ dg_ke—ik’x~

o) = [ e (2.44)
_ ﬁe—ik:v 7

7@ = [ eI (2.45)

De forma que, a Equacdo (2.43) no espago de Fourier seré:

(k) = =T (k) (2.46)

Multiplicando (2.46) por ¥ e lembrando que }§ = k?, teremos:

(k) = =15 (k) (2.47)
Substituindo (2.47) em (2.44), temos:
) = ﬁe—ikx _ﬁ =
o) = [ e - 70 (2.49

Por fim, invertendo (2.45) e substituindo em (2.48):

o) = [t T £l sw (2.49)

Agora temos ¢ em termos da corrente externa J. De (2.40), podemos agora obter a

funcao de Green de 2 pontos para os férmions:

(1ot =15 = | e 0o 2
Onde,
A(k) = L (2.51)

¢ o propagador dos espinores. Note que:
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i@ (T ()i (y)) = i0*(z — y) (2.52)

43

Ou seja, a funcao de Green de 2 pontos é a inversa do operador que aparece “sa-
duichado”entre os campos 1 e ¥ na acdo (2.41). Esse resultado é geral e, muitas vezes,

tomado como a prépria definicao da funcao de Green. Sendo a acao da forma,

Z, = /d3x {@,07(0)®; + J'®; } (2.53)

onde O%(9) é um operador diferencial de primeira ou segunda ordem'? nas derivadas

0, sempre teremos que:

O™(9) (Tx(2)P;(y)) = Fidjo(w — y) = (TPi(2)P;(y)) = +i0; (9)d(x —y) (2.54)

O sinal negativo é utilizado quando ®; é um campo bosonico. E, portanto, crucial que
o operador O%(9) seja invertivel. No caso dos nossos campos espinoriais isso nao foi um
problema, mas para lidar com campos vetoriais originados do gauging de uma simetria,
a tarefa ja nao é tao trivial. Mas, antes de passarmos para o caso dos campos vetoriais,
vamos finalizar o cdlculo dos propagadores lembrando que no nosso modelo existem dois

campos espinoriais ¢, e ¥_ e, portanto, teremos os propagadores associados as duas

fungoes de Green (T, (2)01(y)) e (TY_(x)d-(y)):

AT (k) = % (2.55)
A= (k) = z% (2.56)

Causalidade e Unitariedade

A causalidade é obtida através dos pélos'® do propagador. Tem-se um pdélo causal
ou bradionico quando o pélo ¢ do tipo k? > 0. Tem-se pélo taquidnico quando k2 < 0.
Os pdlos do propagador sao interpretados como os mediadores estaveis da teoria, sendo
k" seu quadrimomento; a relagao k* = k*k, > 0 vem do fato esperado de que particulas

relativisticas nao taquidnicas satisfazem a relacao de dispersao k* = (k%)% — k? = m? —

12Geralmente, tratando-se de um operador de segunda ordem nas derivadas, um fator % ¢ inserido por
conveniéncia, ou seja, fazendo O%(9) — 10%(9) na agao.
3Nos valores de k2 onde o propagador nio é definido
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E? = p? + m?, sendo m? (sua massa quadrada) uma quantidade necessariamente nao
negativa; nao fosse assim, terfamos uma particula mediadora com massa imaginaria pura.

Os propagadores (2.55) e (2.56) possuem pélos do tipo k% = 0 e sao, portanto, causais.

A unitariedade consiste na auséncia de estados de norma negativa, os ghosts. Calcula-
remos amplitudes que representam a emissao ou absorgao dos férmion ¢, e 1)_ através de
um acoplamento de correntes externas com os propagadores. A unitariedade é garantida
caso a parte imaginaria do residuo da amplitude avaliado nos pélos for maior ou igual a
zero [30-32].

As amplitudes serao dadas por:

= J AT (2.57)

O indice i nao é pra ser somado, ele apenas indica se estamos calculando a amplitude
para o férmion ¢ = 4 ou ¢ = —, mas como os propagadores (2.55) e (2.56) sdo os mesmos,
nao vamos usar os indices. A fonte externa [J e o termo ¥ do propagador, de forma mais

explicita sao:

0 k k. + k ko ik
j: 1 : k:’y”k#: ‘ 0 1 + Y — ‘ 0 K4 (258)
(92 ka — ky —ko ik_ —ko

Sendo k4 = k, £ tk,. Lembrando que J = J°, a amplitude (2.57) sera:

~ ' k 1k 0
amaswg-w w5 ) (1)
—th— 0 2

Z *
— ﬁ (Kol6:1]? + ik, 0700 — ik_0361 + ko|6o]?)
ik zk:_ .
kao (|91|2 + k*e 0 — 50301+ |92|2) (2.59)
De forma que o residuo da amplitude no pélo k* = 0 = ki k_ = 2 = k2, seré:
Res(A) = iko|0, + €0, (2.60)
Onde €'® ¢ uma fase complexa dada por ¢ = % Para isso, obviamente, estamos

supondo ko # 0, até porque se k? =0 e ky = 0, entao k, = 0. Por fim, tomando a parte

imagindria do residuo da amplitude avaliada no pélo, teremos:
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Im{Res(A)} = kol|01 + ™| (2.61)

Voltando agora ao nosso caso dos dois férmions ¢, e ¥_, a unica diferenca residira nas

fontes externas, que denotaremos J, e J_. Os resultados serao:

Im{Res(AT)} = kolbf + i3> >0 (2.62)
Im{Res(A ")} = kol0y +ie 05> >0 (2.63)

Portanto, a unitariedade também esta garantida a tree level. Note que estamos supondo
a condicao fisicamente razodvel da positividade da energia (kg > 0). A imposi¢ao de uma
condicao desse tipo nao é caracteristica particular do caso de férmions nao massivos, pois
as quantidades (2.62) e (2.63) quando calculadas para férmions massivos, em vez de serem
proporcionais a componente zero do vetor k,, sao proporcionais a massa dos férmions,
que pode ser pensada como a componente zero do vetor k, no seu referencial de repouso;
de qualquer modo, a condicao fisica implicitamente imposta nesse caso acaba sendo a

positividade da massa das particulas.

2.3.2 Propagador dos bésons

Voltemos a acao de Maxwell-Chern-Simons (2.1), mas agora acrescida dos termos de

gauge fizing (1.6):

1 1
Y= / d%{ — " F = 10"+ gew/ﬂAﬂa,,ap + ge’“’pau&,AP
1

2a

(9,47 - %(aya“f} (2.64)

Note que:
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/ {—iF’“’F } = /d3x {—1(8"14” — 0"A") (9, Ay — aVAu)}

&z
/ { (9" A"0,A, — 9" A”D, A )} - / &z {%(—A”@“@UA# +A”aﬂaﬂAy)}
/ &z {i(AVDAV - Aﬁ”@”A#)} - / &z {%(Al,n“”DAu - Ayaﬂamﬂ)}

w A
el (- 20 - [ azeman)

J& o termo de gauge fizing:

3 i 1 )2 _/ 3 o 1 i v _/ 3 1 w v
/d x{ _204(8”A o= [ dx —QQE)HA A" = | d’x _2aA 0,0, A
— 3 1 Y _ / 3 - o"o" _/ 3 1 E pv
= /d x{2aAM8 0’A, » = | d°x 2A,,a 0 Ay p = | d’x 2<A“aQ A))

De modo que, estamos definindo os chamados operadores de projecao:

R L

= 2.65
= = (2.65)

Vamos definir também:

SHY = ), (2.66)

Em termos destes operadores, a a¢ao (2.64) pode ser reescrita como:

1 O 1
o= d%{iAuD (W ! EQW) Ay S A (1S )y +

O (@W + %QW) a, + %au(,uS‘”)A,,} (2.67)

Podemos coloca-la numa forma mais apropriada:
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oo 4 Damw e Ay 2.68)
St oo + S0 a '

Y= [dr3(A ay) (

Agora, basta voltarmos na Equacao (2.53) e a definicao da fungao de Green de dois
pontos através de (2.54), para entendermos o proposito destas manipulagdes. De acordo
com (2.54), a funcao de Green é a inversa do operador or

Como a fungao de Green para os campos bosonicos é a mesma do modelo com os

férmions massivos [16], vamos simplesmente reproduzir o resultado 14 obtido, a saber:

1 v a v _ 12 v
(O = ( T2 + gl 1 D(D+uz)s; ) (2.69)
__D(Dipﬁ)slw R o 4+ EQHV

Neste momento, é importante ressaltar que a existéncia e o célculo dessa inversa sé se
tornou possivel devido a presenca dos termos de gauge fixing. Neste sentido, eles podem
parecer meros artificios matematicos e, de certa forma, o sao, mas também estao associados
a fixacao dos nimero correto de graus de liberdades fisicos do modelo.

Usando a (2.54), teremos entao:

T @) () = ~i(O") 5(w — y) = ~i(0") " | %H

3
:/ d’k e”“@”*Q)AW’(k)

(2m)3
Onde,
) Ala(k) Al (k)
A (k) = : (2.70)
Auak) AL (k)
Sendo,

, , 1 LkREY . a kR
Ajalk) = —1 |5~ 2 " =)tz | (2.71)
AWk = e (2.72)
e R =2 |
AP (R = —H g 2.73
aA( ) kz(kf2—ILL2)6 A ( . )
, , 1 Y Y N 0
Aga(k) = 1 L2 — /LQ( Y — k2 + ﬁ ) (274)



Capitulo 2. Desenvolvimento e Resultados 27

Causalidade e Unitariedade

Ja podemos inferir sobre a causalidade com base nos pélos dos propagores acima. A
simples inspecao nos mostra que os polos sao do tipo k% = p? > 0 ou k? = 0, ou seja, a
causalidade esta garantida a tree level.

Para inferir sobre a unitariedade, necessita-se calcular a amplitude da forma:

A= J,(R)A (k) J, (k)

Onde J#(k) sao componentes de Fourier das correntes externas e estas satisfazem a
equagao de continuidade, 9,J*(x) = k,J"(k) = 0. Decompondo as correntes, associadas

aos campos A, e a, respectivamente, na seguinte base completa do espaco de Fourier:

JH AkF + BE* + Cen,

(2.75)
g* = ak* + Dk* + cet.
Tendo k" = (K%, k', k?), k* = (K%, —k', —k?) e e = (0,¢",£2) obedecendo aos vinculos
covariantes kte, = 0, l%“su =0ecele, =—1.
O célculo das amplitudes estd realizado em detalhes em [16] para os 4 propagadores

(2.71)(2.72)(2.73)(2.74) e apresentaremos aqui apenas o resultado que nos interessa, que é

a parte imaginaria dos residuos das amplitudes avaliada nos pélos:

} =C? Im{Res(.Aaa) } =c?
k2=p2 k2 —p2

} =0 Im{Res(AaA) } =0
k2=p2 k2=p2

Note que as amplitudes estao avaliadas apenas nos pélos massivos (k? = pu?). No caso

[m{Res(.AAA)

(2.76)
[m{Res(AAa)

das amplitudes mistas A4, € A4,, i8so se deve a presenca do tensor antissimétrico em
(2.72) e (2.73)que faz com que as amplitudes se anulem, ou seja, ndo ha graus de liberdade
propagados. No caso das amplitudes A44 e A.q, a conservacao das correntes faz com que
as amplitudes nao s6 desacoplem do setor longitudinal, como também dependam apenas o
polo massivo.

Enfim, podemos ver que a unitariedade também esté garantida a tree level para este

caso, com a ressalva de que graus de liberdade nao sao propagados no caso das amplitudes

AAa € AaA
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2.4 O espalhamento

Em teoria quantica de campos, a quantidade fisica a partir da qual obtém-se a maioria
dos resultados de interesse fisico sao as amplitudes de espalhamento ou matriz S.

Nesta secao, estaremos interessados no espalhamento cujos estados iniciais sao dois
férmions e os estados finais também sao dois férmions (espalhamento Mgller). No regime
de acoplamento fraco, de modo a valer a teoria de perturbacao, a amplitude total pode ser
escrita como uma soma de graficos Feynman. Nestas condicoes, a expansao naturalmente
se da em poténcias das constantes de acoplamento, sendo assim, como as estamos supondo
fracas, quanto maiores as poténcias, menor sera sua contruibuicao para a amplitude
total. Calcularemos a amplitude na aproximacao a tree level, ou seja, desconsiderando os
termos de loop. Para nosso modelo, as contribuigoes de loop para o espalhamento Mgller,
necessariamente, sao da ordem das constantes de acoplamento elevadas a quarta poténcia
ou mais. Ha também o fato conhecido da presenca de divergéncias em graficos desse tipo
(com loops), que precisam ser tratadas. Mais do que as usuais divergéncias ultravioletas
(altas energias), a presenca dos férmions nao massivos faz com que existam também as
divergéncias infravermelhas (baixas energias). O tratamento destas tltimas é mais delicado
e requer uma analise mais cuidadosa. Faz parte da nossa perspectiva futura tratar destas
divergéncias ultravioleta e infravermelha através do método BPHZL. Por esses motivos,

nos manteremos na aproximacao a tree level.

2.4.1 As amplitudes de espalhamento

Na aproximacao que estamos considerando, a amplitude de espalhamento Mgller é

dada por [33]:

—iM =T} Vil Ju){ A (o1 — PO YD) Vi, Julpz) +
~U(ph) Ve Julpr) LA (pr — ph)Ya(py) Vi, Ju(ps), (2.77)

onde Vf;e)yn., Vge)yn', Vge)yn', vﬁ}yn. sao as regras de Feynman para cada vértice de interacao,
A (pr —p1) e Au(pr — ph) os propagadores no canal-t e canal-u e u(p1), u(p}), u(p2),
u(ph) as fungoes de onda dos férmions no espago dos momenta.

Vamos reescrever (2.77) da seguinte maneira:
—iM = _i(Mdireto + Mcruzado) _ —Z(M(l) + ./\/1(2)>7 (278)

e a Figura (2.2) representa estas contribui¢oes em termos dos gréficos de Feynman:

As amplitudes como dadas em (2.77) deixam implicitas certas condigbes. A primeira
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P Pl P,1 plz
M = +

pl —

direto p2 pl rm pQ
Figura 2.2: Amplitude de espalhamento total.

delas ¢ a do campo vetorial que esta mediando a interacao. Temos duas possibilidades,
A, e a,. A amplitude total deverd levar em conta as contribuicoes de ambos. A segunda
condigao é o tipo de férmion que estamos espalhando. No caso massivo [16] esta condig¢ao
¢é especificada fixando a polarizagao de spin dos férmions, no entanto, como ja discutimos,
spin nao é um bom numero quantico da nossa teoria, no sentido de que nao podemos
indexar os férmions com base nesta grandeza. No nosso caso, iremos usar a carga quiral.
Teremos, entdo, 4 tipos de espalhamento. Os espalhamentos do tipo ++ ou —— (11 ou JJ)
e os espalhamentos do tipo +— ou —+ (14 ou |1). Em [16] verificou-se que os férmions
(—e) com carga quiral —g, no referencial de repouso, possuiam spin para cima (1) e os
férmions com carga quiral +¢ possuiam spin para baixo (). Entao, para manter a notagao,
o sinal de + ou — utilizados daqui pra frente, representados pictoricamente
por T ou |, indicam o oposto da carga quiral. Em resumo, 1= —g e = +g.
Teremos, entdo, os gréaficos de Feynman para o espalhamento +— (}1) ou —+ (1))

mediado pelo campo A,:

—iMiaz =

eT

Figura 2.3: Espalhamento (e~ —e™) tipo 1| ou |1 mediado por A,.
E pelo campo a,: A representacao grafica do espalhamento —— (JJ) mediado por A,,:

PP

el

eT\ p| Pl el et

el

Figura 2.4: Espalhamento (e~ — e™) tipo 1{ ou |1 mediado por a,.
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Figura 2.5: Espalhamento (e~ —e™) tipo || mediado por A,,.

E do tipo —— ({{) para o campo a,:

o
el\ p) py [ el el M P2 el

—iM_4_ =

a,

el el el [/ p P \ el

Figura 2.6: Espalhamento (e~ —e™) tipo || mediado por a,.
A representacao grafica do espalhamento tipo ++ (11) mediado por A,:

et P 1”:‘: el

el

Figura 2.7: Espalhamento (e~ —e™) tipo 71 mediado por A,,.

E do tipo ++ (11) pelo campo a,:

Figura 2.8: Espalhamento (e~ —e™) tipo 11 mediado por a,.
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Para os calculos das amplitudes, necessitaremos dos vértices de interacao VFeyn e dos
propagadores, que dependem do tipo do espalhamento e do campo vetorial mediando o
espalhamento, respectivamente. Como os vértices de interacao sao os mesmos do modelo

massivo [16], ndo necessitamos calculd-los novamente. Sao eles:

Vi, =ieyt, (2.79)
Viee =ig", (2.80)
Vi =deyk, (2.81)
VE . = —igyH. (2.82)

Os sub-indices em Vg, indicam que estamos lidando com espinores do tipo w;(p) e
mediados pelo campo ¢. Quanto aos propagadores, como ja discutimos os propagadores
AV (k) e A" (k) sao nao dinamicos, enquantos os propagadores ALY (k) e AP(k), contri-
buem apenas com sua parte nao longitudinal para a amplitude de espalhamento. Para
tornar tudo isso mais claro, vamos ver como fica a amplitude do espalhamento do tipo

+— mediado pelo campo A, no canal direto (ou canal-t):

—iMSrl,)al_ = (ph) [V+A+} U (p1 {A A (k1) }U () [VVA 7} u_(p2),

MO =) e us () { G2 e (0h) fier u(pa).
(2.83)

/ /
onde ki = p1 — py = p5 — po.
Ja a amplitude, nas mesmas condicoes, mas referente a contribuicao do canal cruzado

(canal-u), sera:

_ZM@F =~ (ph) [Vias] ur(pr {A wi (k2) - (py) V2] u-(p2)
SIME = =) fier s () { g T (00) lier T (pe).

(2.84)

_ /]
onde ky = p1 — py = pj — pa.
Antes de prosseguirmos, vamos fixar os calculos como sendo no referencial do centro
de massa ou, mais apropriadamente, centro de momento (CM), ou seja, no referencial tal

que o momento linear total do sistema é nulo. Ele essté representado na figura a seguir:
O angulo pés espalhamento ¢ é definido a partir da direcao inicial dos férmions.
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p) = (E.pcos¢,psing)

P1 = (Ep U) P2 = (E —p[))

|

'

P, = (E,—pcos¢,—psing)

Figura 2.9: Espalhamento férmion-férmion no referencial do CM.

Uma das principais diferencas para o resultado do calculo dessas amplitudes, em relagao
ao caso massivo, estd nas solugoes u4(p) utilizadas. Pois 14, as solugdes se referem as
solugoes das duas equagoes de Dirac massivas, que diferem entre si pelo sinal do termo de
massa e estao associadas ao spin. Aqui, as solucoes referem-se a equacao de Dirac nao
massiva, sendo a diferenca entre elas devido a carga quiral Fg.

Ja temos as contribuicoes eletromagnéticas (A,) para o espalhamento do tipo +—,
mesmo que ainda nao explicitamente. Antes de partirmos para os calculos explicitos, é
instrutivo escrevermos as contribuicoes mediadas pelo campo a,,.

Primeiramente do canal-t:

—iMU =T () V] ug (1) {A% () Y T (0h) [V, ] ue(pa),

SiMUO- =T ) i (o) { 52 ) [T (p2).
(2.85)

E do canal-u:

M = —a (o) Vs () 8% (ko) YT (9)) VY] ue (ps)

SIME = < () [ o) { G2} - (00) [—ig*] u (o)
(2.86)

A amplitude total de espalhamento é a soma dessas quatro amplitudes:

—iMy = —iMY —imMP =M —iME) (2.87)
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E importante e util mencionar agora que, as amplitudes para o espalhamento do tipo
—+ sao idénticas, ou seja, Mﬁ‘_ = M@H e MJ(:G, = Mﬁ)ﬂr, com i = 1,2. Isso nao é dificil
de perceber, pois a tnica diferenca entre estes termos viria da permutagao entre os vértices
2.79 e 2.81 e da permutacao dos vértices 2.80 e 2.82, no entanto, como o que aparece na
amplitude é o produto das contribuigoes dos vértices, estas permutacoes nao alteram o
resultado. A permutacao dos sinais + nos espinores u(p), nestas amplitudes em particular,

também nao altera o resultado (Segao C.1). Podemos, entao, escrever:

—iMay = =M —iMP =M —iME) (2.88)

De forma que podemos agrupar e organizar estes termos da seguinte forma:

: _ ooy [ (U P v (pr) U (Ph)vuu- (p2) Uy ()" (1)U () Y- (P2)
—iMyr =i(e® — g°) 2 2 o 2 2
ki —p ky —p
Mais do que isso, todos os tipos de espalhamentos (£, ++, ——) possuem a mesma
forma, a diferenca residindo apenas nos sinais dos vértices de interagao, que resultam numa
diferenga nos sinais que precedem e ou ¢ e nos sinais das solugoes u(p). As amplitudes

podem entao serem todos escritas do seguinte modo:

LM = i(e — ) {(m(p’l)v“mg;l)_ﬂ—gp’z)wm(pz)) _ (m(pé)v“mg{:z;l)_ﬂ—gp&mm(pz))]
CiMay =i+ ) {(m(p’l)v“mEél)ﬂggp’z)%w(pz)) B (m(pé)v“mgl)ﬂggpi)wm(pz))]
LiM_ = i(e+ g?) [(ﬂ—(p’l)v“u—g?)_ﬂ;gp’zmm(pa)> _ (ﬂ—(p’g)v“u—Egl)_ﬂ;gp’lmm(m))]

Em termos de calculo, nao conquistamos muitas vantagens em colocar as amplitudes
desta forma, pois ainda precisamos calcular os termos entre parénteses, mas ela ja nos
aponta para uma certa direcao de interpretacao fisica: O que quer que aconteca quando
se espalha férmions com cargas quirais iguais (++ ou — —), a contribui¢do quando as
cargas sao opostas (+- ou -+), também é oposta. E como se valesse, para a carga g,
a regra de que cargas iguais se repelem e cargas opostas se atraem. Certamente, ja
estamos especulando demais com esta ultima afirmacao, pois o comportamento exato
(atragdo, repulsdo, ou qualquer outra possibilidade) obviamente dependerd dos termos
entre parénteses, no entanto é apenas uma tentativa de desenvolver uma intuicao fisica
sobre o que estd acontecendo. Os célculos a seguir nos ajudarao a iluminar esta questao
melhor.

No contexto do espalhamento relativistico de duas particulas, é comum definir-se e
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trabalhar-se com as variaveis de Mandelstam, que sao quantidades invariantes de Lorentz

definidas a seguir:

R R

R b,

Figura 2.10: Esquema de espalhamento segundo Mandelstam

s = (p1+p2)? = (ps +pa)?
t=(p1—p3)® = (p2 — pa)*
w=(pr —ps)* = (p2 — ps)?,
(2.89)

e obedecem a seguinte relacao:
2 2 2 2
s+t+u=mj+my+mz+my. (2.90)

Estas quantidades sao, basicamente, definidas a partir da conservagao do quadrimo-
et O Yy TR TR 7 - .

mento relativistico total durante a colisao: piy + p5 = p5 + py. No caso mais geral possivel,

considera-se duas particulas iniciais com massas m; e mo e duas particulas finais com

massas mg e my. Para o problema em nossas maos: m; = me = m3z = my = 0. E, no

referencial do CM definido na Figura 2.9, teremos ainda:

s = (p1+p2)2:4E2,

t = (m —pll)z = —2p2(1 —cos¢) = —4FE?sin? (g) :
u = (p—ph)* = —2p*(1 + cos¢) = —4E? cos® (?)

(2.91)

onde usamos da relacao de dispersao relativistica para particulas sem massa: E? = pZ.
Em termos das variaveis de Mandelstam as amplitudes de espalhamento calculadas

explicitamente em Secao C.1, podem ser escritas como:
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s [() ()] e
—iMyy = —i(e* + g*)e™ K;__;) + (j_—_;)] (2.93)
—iM__ = —i(e? + g?)e™ K:__ZZ) + (us__:z)} (2.94)

Nesta forma, duas informacoes se tornam evidentes. Uma delas ¢ a invariancia de

Lorentz manifesta'* das amplitudes de espalhamento. A outra, que as amplitudes sao
consistentes com as indistinguibilidade de férmions, pois a permutacgao dos férmions
espalhados representadas pelas transformacoes!® u <+ t e ¢ — ¢ + 7 faz com que as

amplitudes troquem de sinal, ou seja, M — — M, como é de se esperar para férmions.

2.4.2 O potencial de espalhamento

O conceito de potencial de espalhamento se faz 1til num contexto de primeira quan-
tizacao. Por exemplo, para particulas massivas no limite de baixas velocidades, é o termo

ou os termos de interagao que aparecem na equacao de Schrodinger:

I @) + V@@ = Bu) (2.95)

Nao existe, no entanto, uma equacao de Schrodinger para particulas sem massa e, muito
menos, um limite de baixas velocidades, pois estas se movem necessariamente a velocidade
da luz. Mas isto nao é um empecilho para um tratamento a la primeira quantizacao, se
lembrarmos que a Equagao (2.95) é apenas a representacao no espago das posi¢oes da
equagao de autovalores para a Hamiltoniana nao relativistica para particulas sem spin
Hg = % + V. Esta equagao é um caso particular de um dos postulados da mecanica

quantica. A saber:

ov -
th— = HV 2.96
T (2.96)
Onde H é o operador Hamiltoniano adequado a situacao fisica a ser trabalhada. Para
o caso de particulas sem massa com spin %, ¢é natural utilizar-se a Hamiltoniana de Dirac

Hp = d’.ﬁc+ V, ou seja:

14A dependéncia em ¢ pode ser eliminada em favor de t ou u dados em (2.91)
15Comparando com a Figura 2.9, estas transformacoes equivalem a trocar os momentos finais pj <> p)
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—ilicd. N (Z) + WV (2)p(Z) = By(&) (2.97)

O problema dessa abordagem é que ela nao mais nos permite usar diretamente a
relacao entre amplitude de espalhamento e potencial de interacao como utilizada no caso
massivo [16], como veremos a seguir. Nao sem os devidos comentarios.

Segundo a aproximagao de Born, na teoria de Schrodinger, a secao de choque diferencial
do espalhamento de duas particulas de massa m; e mo, no referencial do centro de massa

é:

dO' Myed o U 2
— = |25 [ T e PFV(R) ePX 2.98
(F), =|52 [ezemsvmems| (299
onde m,.q € a massa reduzida,
mi1meo
Mpeg = ———————, 2.99
d mi + Mo ( )

e p e p’ sao os momentos inicial e final de uma das particulas no referencial do centro de
massa (CM). Da relagao entre a se¢ao de choque diferencial e a matriz de espalhamento

M no limite de baixas velocidades [33]:

d 1 2 ?
49 (=) (22 ) g (2.100)
dQ2 oM 47 my + Mo
comparando-se (2.100) e (2.98), obtém-se
M= | ERV(R) e kX, (2.101)
onde kK = pq’1 -p.
A partir de (2.101) obtém-se o potencial de espalhamento:
1 . o
V(%) = P’k Me®* . 2.102
@) = gz [ FFMe (2102)

Os problemas dessa abordagem agora sao claros. Primeiro, pelo fato da Equagao (2.98)
ser um resultado obtido através da Equagdo de Schrodinger (2.95), que sabemos nao
se aplicar a particulas sem massa. Segundo, o limite de validade de (2.100) restrito ao
regime de baixas velocides. Por fim, a dependéncia explicita das massas das particulas nas
Equagoes (2.98) e (2.100).

Note, contudo, que o resultado (2.102) ndo depende das massas das particulas. Po-

deriamos, simplesmente, supor que esse resultado continua valido mesmo quando as
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particulas nao sao massivas, mas prezando por um minimo de dignidade e honestidade
intelectual, vamos justificar o uso da expressao (2.102) (com algumas alteragdes) por um
outro caminho.

Nao podemos escapar do fato de que precisamos relacionar uma quantidade obtida
no formalismo de segunda quantizagao com outra obtida no da primeira quantizacao. O
ponto central é relacionar quantidades que sejam gerais o suficiente para podermos aplicar
o resultado independentemente do tipo de particula tratada.

Em teoria quantica de campos, o elemento de matriz-S Sy; para um espalhamento de

um estado inicial |i) para um estado final |f) tem a forma:

Sgi = 05 — (2m)"id(Py — )Ty, (2.103)

Onde D ¢ a dimensao do espago-tempo considerada, Py e P; denotam o quadrimomento
total final e inicial, respectivamente, e T; é a amplitude de transicao relacionada a

amplitude de espalhamento por:

Sendo os N’s fatores cinematicos dependentes da escolha do normalizagao dos estados
de uma particula. Vamos considerar o caso de um espalhamento elastico de duas particulas
A e B no referencial do CM.

Seguindo a proposta de Sucher [20-24], a defini¢ao do potencial V é tal que, quando
este potencial ¢ adicionado ao operador H, descrevendo a propagacao livre de A e B, e

uma equagcao tipo-Schrodinger

HU = EV (2.105)

com H = Hy+ V é resolvida para os estados espalhados'®, a amplitude de transicao
resultante desta teoria T}’io " dever coincidir com a amplitude de transicio da teoria de
campos T';. Referimos a V' como potencial agora com o entendimento que, em geral, este
pode ser nao local e dependente da energia, e mais, se a energia for grande o suficiente
para criar outras particulas, este pode ser até nao auto adjunto.

No referencial do CM, a amplitude de transicao 7' J}ZZO " de um estado inicial de produto

ondas planas com momento linear p e p para um estado final de produto de ondas planas

6Em oposicao aos estados ligados, que exigem uma andlise mais cuidadosa
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com moment linear p’ e —p’ gerada por este potencial é 133] [34]

TE" = (p/|V + V(E — H +i€e)"'V|p) (2.106)

onde |p) e |p’) sdo os estados iniciais e finais, respectivamente e E é a energia total no

referencial CM

E = Ea(B) + Es(B) = Ea(p') + Es(p). (2.107)

A definicao de 1% vem, portanto, da exigéncia de que

TP =Ty, (2.108)

Desconsiderando corregoes radiativas para os vértices (tree-level) de interacao ou de

autoenergia para o cdlculo da amplitude de transicao, esta dependera apenas de poténcias
pares das constantes de acoplamento, ou seja, podera ser expandida da seguinte forma:

My = MP + MY + . (2.109)

. ~ t . . .
Assumindo que V e T }”f podem ser escritos de modo similar, ou seja,

~

Vo= V@ Lpw (2.110)
Tt = TR ey (2.111)

Substituindo (2.110) e (2.111) em (2.106) e comparando ordem a ordem, teremos entao:

T}D;t@) = (p|VP|p) (2.112)
pot(4) oW LU (F 4o -G
T = (p|lVW+VE(E-H+i) V¥|p) (2.113)

De (2.104), (2.109) e (2.108) obtemos finalmente:
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NMON, = (p|VO|B) (2.114)
NyMON, = (plVD 1 VO(E - 0 +ie) 'V ?|p) (2.115)

A Equagao (2.114) é a relagao que buscdvamos, pois ela nos diz que, em ordem 2 da
constante de acoplamento e, a menos de constantes cinematicas, o potencial de espalha-
mento estd relacionado com a amplitude de espalhamento através de uma transformada
de Fourier.

Na realidade, tratando-se de particulas de spin meio, alguns detalhes envolvendo o
espaco dos espinores devem ser levados em consideragao para a definicao mais precisa do
potencial [24]. Prosseguiremos para o cédlculo do potencial ja levando em consideracao
estes detalhes e justificaremos os procedimentos utilizados mostrando que estes levam a
outros resultados ja bem conhecidos.

Um primeiro aspecto que devemos deixar claro é no que diz respeito a indistinguibilidade
das particulas. Como ja vimos, as amplitudes (2.92),(2.93) e (2.94) sao explicitamente
compativeis com a indistinguibilidade de férmions, no entanto, pensando no contexto de
mecanica quantica nao relativistica, a indistinguibilidade é tratada a nivel das fungoes de
onda, isto é, é a simetrizacao ou antissimetrizacao destas que faz com que a descricao seja
compativel com o fato das particulas serem bdsons ou férmions indistinguiveis e nao o
potencial de interagao. Portanto, para calcular o potencial de espalhamento através das
amplitudes, devemos desconsiderar a indistinguibilidade; para isto, iremos utilizar apenas
as amplitudes referentes aos espalhamentos diretos (canal-t).

Considerando o espalhamento de dois férmions distinguiveis A e B, a forma adequada

da amplitude a ser utilizada para calcular a amplitude de espalhamento é:

M =7, @, F uqup (2.116)

Novamente, facamos isso explicitamente para um espalhamento em particular para

deixar mais claro. Voltemos & amplitude (2.83):

—iMU =T () V] wa (o) { AR k) Y- (9) V2] s (p2),

MU =) e ua () {5 - () [ie”] - (o)
(2.117)
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De agora em diante, vamos remover todos os sobrescritos nas amplitudes para evitar
confusao de notacgao. Deixando claro, porém, que estamos lidando, apenas com o canal
direto das amplitudes (que antes era diferenciado do canal cruzado pelos sobrescritos ()
ou (2)) e com processos envolvendo apenas ordem 2 das constantes de acoplamento (que
estavams sendo diferenciados de processos de ordens superiores através dos sobrescritos (2,
@ )

Na notacao que passaremos a utilizar, a amplitude acima sera reescrita como:

SiMaas =) lie) s () {25 T (0)) lier ) u- (o)
Mia = ) leartlua { % } Ty lens) s
Mia = Ty {W} uAUB.
M = 7, {%}UAUB (2.118)

Levando em consideragao também a contribuicao devida a mediacao do campo quiral,

teremos:
_62+ 2 v " v
Mo =Mis + Mo = Ty, { ( kfg_)Z*; JaY5 } UAup

= u,up Fy_ uaup. (2.119)

Onde,
_ 52 2 K v
P 229_)2“2”7”3. (2.120)
1

Fazendo o mesmo procedimento para os outros espalhamento, obtemos:

v
_ 2 oMYA VB
F:t;': = (—6 —|—g )W (2121)
Ko v
Fii= —(62 + gZ)mLV’VA’VB (2.122)

ki — p?
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No referencial do CM, temos que k; = p; — p}, = (0,k) = k? = —k2. Sendo k =g —

o momentum transfer. Teremos, entao:

K v
or _ (2 e tih
el =(e"—9°) P (2.123)
K v
FEM = (¢ + g?) 4Tt (2.124)
k* + p?

Seguindo a prescrigao para férmions distinguiveis [24], o potencial de espalhamento

serd dado por:

V(r)= (271)2 /dzgeiE'FﬁAﬁBFCM(E) (2.125)

Onde 3; = 7?. Chegamos, por fim, nos potenciais de espalhamento:

Vie(r) = (1— &1.@’2)¥K0(w") (2.126)
Vig(r)=(1- @-@)@Kb(m) (2.127)

A definigao (2.125) ¢ claramente diferente da conexao que haviamos chegado entre
potencial e amplitude de espalhamento, o tinico fator em comum sendo a presenca da
transformada de Fourier. Como ja foi dito, esta diferenca se deve a detalhes no que
concerne o tratamento de particulas de spin % Vamos “justificar”a escolha da defini¢ao
(2.125) mostrando que ela nos leva a resultados ja conhecidos. Notemos primeiro que
o fator @y.dy é de origem relativistica. Se os férmions fossem massivos, este fator seria
da ordem de Z—; e, num regime de baixas velocidades, poderia ser desprezado. Vamos
supor que este fosse o caso. Suponhamos também que g = 0 e que estivéssemos em 3

dimensoes espaciais, ou seja, que a transformada de Fourier fosse na verdade o< f k.

2e KT
r

Nestas condigdes, a defini¢ao (2.125) nos levaria a um potencial do tipo V(r) o e
isto é, a um potencial de Yukawa caracteristico de uma teoria com fé6ton massivo em 3
dimensdes. Se o féton fosse nao massivo (u? = 0), entao teriamos um potencial do tipo
V(r) « %, isto é, o conhecido potencial de Coulomb. Por fim, se o féton ainda fosse nao
massivo, mas voltando para o caso de 2 dimensoes espaciais, entao teriamos o também
conhecido potencial de “Coulomb”bidimensional V' (r) o< Inr. Estes resultados sugerem,
no minimo, a razoabilidade fisica da definicao que utilizada.

Finalizaremos a se¢ao sobre o potencial de espalhamento discutindo os detalhes que
envolvem sua aplicacao num formalismo tipo Schrodinger, isto é, a luz de uma equacao

tipo Schrodinger e sua extensao para lidar com varias particulas. Como ja dissemos, a
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extensao “natural”a ser pensada para particulas de spin % nao massivas é a Equagao (2.97)

que repetiremos aqui:

Hp + WV (Z) = B (2.128)

Sendo Hp = a.p. Uma vez que estamos lidando com um potencial de interacao entre
duas particulas e que o potencial foi obtido no referencial do CM, onde o momento das

duas particulas satisfaz p; 4+ po = 0, entao a expressao mais adequada seria:

a1.p1) + Qo poth + WV (21, 2) = Ey
G1.P) — @o b+ WV (T, To) = B (2.129)

Onde

- - Sy (2—g?)
v 4):{ Vi (r) = (1 — @.da) S22 Ko (ur) (2.130)

X1, T2 V:t:t(’r')

er=|¥y— T

No entanto, como ja pontuado na literatura [35], o uso da Equacgao (2.129) leva ao
problema que chamado continuum dissolution que, basicamente, é causado pela existéncia
das solucoes de energia negativa da equagao de Dirac livre que acaba impedindo a
existéncia de solugoes normalizaveis referentes a estados ligados. Para evitar este problema,

¢é recomendado utilizar o potencial do seguinte modo:

V(Z1, %) = AD)AQ)V (&1, 2)A(2)A(1) (2.131)

Sendo os A(7) operadores de projecao de energia positiva das solugoes de equagao
de Dirac livre referente a i-ésima particula, ou seja, A7) = % (H‘ + HTD) No nosso caso,
Hp; = d;.p; e E = |p].

Em resumo, portanto, caso queiramos estudar adequadamente a dinamica de duas
particulas sem massa de spin % interagindo através de algum dos potenciais (2.130), a

equacao que deve ser utilizada é:

G — ot + MDAV (F1, Zo)A(2)A(L)y = Ev) (2.132)

A figura a seguir ilustra o comportamento da funcao de Bessel modificada do segundo
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tipo de ordem zero Ky(ur) para duas situagoes fisicamente distintas e a comparagao com
17

o potencial logaritmico que teria sido obtido caso os fétons nao fossem massivos

V() a) V()
0.4 —C In (pr)
C Ky (ur) '

b)

0.3

0.2

0t C > 0.

Figura 2.11: Comportamento da fun¢ao de Bessel K| considerando-a como potencial
atrativo ou repulsivo e comparagao com o potencial logaritmico no caso atrativo

A Figura (2.11) deixa evidente a principal diferenga entre os potenciais Ky e logaritmico,
que ¢ o fato de que lim,, o In(ur) — oo, enquanto lim,,_,., Ko(pr) — 0. Isto faz com
que o potencial logaritmico seja um potencial confinante, isto é, assim como o potencial
harmonico, s6 permita a existéncia de estados ligados, enquanto que o potencial de Bessel
permite, a principio, tanto a existéncia de estados ligados quanto de estados espalhados.
H4 ainda a interessante propriedade da fungao de Bessel K(ur) que no limite de pequenas
distancias, reduz-se ao logaritmo, ou seja lim,,,_o Ko(pr) oc In(pur).

A possibilidade de atracao entre férmions (e? < g?) e da existéncia de estados ligados
no nosso caso, devido ao sinal distinto das cargas nos potenciais V¢ em (2.130), levanta a
interessante questao da possibilidade da existéncia de estados ligados entre férmions sem
massa em 2 dimensoes espaciais, abrindo uma porta para uma investigacao futura.

Podemos, agora, finalizar a discussao que iniciamos sobre atracao e repulsao entre
cargas quirais. Os potenciais (2.126) e (2.127) e a Figura (2.11) agora deixam claro
aquilo que as amplitudes de espalhamento ja sugeriam. Enquanto que do ponto de vista
eletromagnético (e?) os férmions estao se repelindo, do ponto de vista da carga quiral (g?),
se elas sao iguais, eles também se repelem, mas se elas sao opostas, eles se atraem. O efeito
total neste 1ltimo caso, atracao ou repulsao, dependera da intensidade relativa das cargas.
Este mesmo resultado também foi encontrado no caso dos férmions massivos [16], mas 14 os
indices +=F e £+ nos potenciais eram referentes a polarizacao de spin dos férmions, o que

faz sentido naquele contexto. Mas dada a relacao encontrada naquele trabalho entre spin e

170 fator p presente no logaritmo é apenas para manter a consisténcia dimensional, pois o argumento
do logaritmo nao pode ter dimensao. Ele pode ser visto como uma simples constante aditiva no potencial
(—C'In(p)) que nao altera a fisica do problema.
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carga quiral, a interpretacao do ponto de vista da carga quiral estende-se sem complicagoes
também para aquele caso. Apelando para uma perspectiva unificadora, muito comum em
fisica, sugerimos a interpretacao proposta neste trabalho em favor da interpretagao do
ponto de vista de spin, visto que este tltimo s6 faz sentido, em 2 dimensoes espaciais, para

particulas massivas.
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Capitulo 3

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, investigamos alguns aspectos do seguinte modelo:

1 1 — —
E - /d3${—1FuyFW/ - quyfuy + HEHPVAuapaV + 7»04-@7»/}4- + w—lp¢—

2 0! = 550,

O modelo contém um campo vetorial de gauge A,, um campo pseudo vetorial, também

2

de gauge, a, e dois espinores ¢, e ¥_. A interacao esta representada pelo acoplamento
minimo DYy = (@ + ieA +igd)+. O modelo apresenta simetria de paridade e de gauge
da simetria U(1) x U(1).

Apresentamos a dinamica clédssica do setor eletromagnético

1 1
Ypmes = /dgf {_ZLFMVFMV - wafuy + ME“VpAuauap}

obtendo as equacoes de movimento

O, F" — " =0
O f* — pWht =0

: _ _ _ 1 uv _ 1 _uv ~
e os vinculos 9,w* = 9,W* = 0, sendo Wt = 5e"*f,, e WH = Se"PF,,. Estas equacoes

escritas em forma mais similar as usuais equagoes de Maxwell sao:

V.E — pub=0, 65—MB_0
VB———,ue—O Vb———uE—O
0B _ var
V.E+ 2 VE+2 =0
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Onde definimos os analogos aos campos elétricos e magnéticos E; = Fy;, ¢; = foi,
B = —Fi5 e b = —f15 e adotamos a notacao V = V1, Vo) = (Vi,, V); V = (Vy, =Vo) e
= o 0
V - (%, B_y) .
Mostramos que estas equagoes fazem com que todos os campos, ¢; = E, B, € ou b,

satisfacam a equacao de onda massiva

(O+p%) ¢ =0

cujas solugoes no regime estaciondrio sao as funcoes de bessel modificadas de primeiro
e segundo tipo I, (ur) e K, (ur) , onde m é a ordem da funcao de Bessel.

Do setor fermionico livre

Sp— [ da{id.9e. +id-9o-)

estudamos as solucoes da equacao de Dirac nao massiva em 241 dimensoes

iy =0

e verificamos que sua solucao possui apenas 2 graus de liberdade, correspondentes
ao par particula e antiparticula e que estas solugoes, por tratarem-se de particulas nao
massivas em 2 dimensoes espaciais, nao podem ser indexadas pelo grau de liberdade de
spin.

As solugoes da equacao de Dirac sao:

Yi(a) = /(QW)dz—ﬁQ\/Tp {a+(ﬁ)u<p)€7im + bi(ﬁ)v(p)e”pz}

V() = /%;lz—i\/fp {af(ﬁ)u@)eﬂ'px i b’r_<ﬁ)v(p)€+ipz}

Sendo,

1 2 = ipT
ax(p) = m/d Z{e™u (p)ys(z)},

bit(ﬁ) = m /de{eivaT(p)wi(x)}
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u(p)zﬁp<ij),

v(p) = Eu(p) tais que u(p)ulp) = v(p)o(p) = 0 ¢ u(p)iulp) = v(p)lv(p) = 2E,.
Onde py = p, £ip, e E, = |p].

Mostramos que, apesar de tudo, spin é um quantidade fisica relevante, através da
conservacao do momento angular total expressa através da relacao de comutagao com a

Hamiltoniana de Dirac Hp = &.p:

1
|:HD,L—|—§O'Z:| =0

: (1 : 1 o1

€ que o spin, consequentemente € 3, pois os autovalores de 50z SA0 j:g.

Através das regras de quantizagao canodnica para férmions e do calculo das cargas de
Noether associadas & simetria U(1)zU (1) presente no modelo, consolidamos a interpretacao
de particulas e antiparticulas e calculamos suas cargas. O resultado esta resumido na

tabela a seguir:

’ Estado ‘ Carga Elétrica ‘ Carga Quiral ‘ Particulas ‘
al(p)|0> —e -9 €4 (fermion)
ol 0)0) — +g ¢, (fermion)
bl (p)[0) +e +g ezjr) (antifermion)
b (p)[0) t+e -9 ezr_) (antifermion)

Tabela 3.1: Espectro dinamico da teoria

Estudamos o problema de férmions acoplados com campos magnéticos e “magnético

quiral”através da Hamiltoniana

Hy=cd.(p— = ga)

e obtivemos o espectro

/ 1
En,i,s::thwi n+§—|—87 n:0,1,2,...

Onde os indices i e s correspondem & carga estatistica (F) e ao spin (£3), respec-
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tivamente. Este resultado teérico [36] sugere um desdobramento 4-fold dos niveis de
Landau similar ao que foi encontrado experimentalmente na literatura [29] para o grafeno
submetido a altos campos magnéticos.

Concluimos sobre a causalidade e unitariedade do modelo a tree level através dos

propagadores:

M) = =i e = T+ |
Al (k) = mﬁ’uykm

Apa(k) = WG’M%M

M) = i | - T+ |
NGNS

A (k) = %

Dos quais verificamos que os pélos sao todos causais, isto é, sdao do tipo k2 > 0
e que a parte imaginaria dos residuos das amplitudes obtidas através do acoplamento
corrente-propagador-corrente sao todas positivas.

Calculamos as amplitudes de espalhamento entre os férmions ¢, e ¥ mediados pelos
campos A, e a,, no referencial do CM, a a tree level e obtivemos, em termos das varidveis
de Mandelstam:

~+

it =i - [ (228 - (22)]
—iMyy = —i(e* + g*)e™ K;__;) * (us—_i;)}
= () + (25

Amplitudes estas, explicitamente, invariantes de Lorentz e compativeis com a indistin-

[\

guibilidade de férmions.

Das amplitudes de espalhamento calculamos os potenciais de espalhamento, obtendo:
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Vir(r) = (1 - dna) T agy )
Vii(r) = (1— &1.@2>@K0(m

Que ja exibe a interessante possibilidade de atragao entre os férmions (e? < g*) [37].

Este trabalho abre possibilidades para a investigacao mais aprofundada do eletro-
magnetismo gerado pelo modelo estudado e para o estudo da possibilidade de estados
ligados de férmions sem massa em 2 dimensoes espaciais, sendo estas, poranto, nossas
perspectivas futuras. Um outro aspecto importante no que diz respeito a consisténcia
fisica do modelo e que ainda precisa-se analisar é a sua renormalizabiliade, pois como
dissemos, a presenca dos férmions nao massivos leva a sérias divergencias, conhecidas como

divergencias infravermelhas, que precisam ser tratadas adequadamente, através do método

BPHZL [38], por exemplo.
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Apeéendice A

Eletromagnetismo do Modelo

A.1 Equacao de onda massiva

Mostremos que as equacoes

V.E — ub =0, ﬁé—uB—O
VB———ue—O Vb— uE—O
d = ? b
V.E+8—f:0, Veé+2 =0
levam a equacgao de movimento
onde, ¢; = E,B, € ou b.
Fagamos primeiro para B
> ? aB
0
V-E (915
0 > 0B
E+=—) = 0
ot V)
ok 0’B
A= — = Al
° (%) 58 - .

Na notacao que estamos utilizando, se V é um vetor do tipo (V,, V), entdo V' denota o
vetor ”transformado” (V,,, —V.) , portanto se ”tranformarmos”duas vezes seguidas, teremos

V = (~V,,—V,) = =V. Com isso em mente, temos que
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Substituindo (A.2) em (A.1), obtemos

2
S . B B
V. (—VB—F/Le)—FW =0
828 2 =

Por fim, usando que Vv.e— uB =0, teremos:

0?°B
—— —V?B+u(uB) = 0

ot
O+x)B = 0

Vejamos agora para o campo F:

- P
5 - O
OF -

O0’E I .
e = e

PE _ g(9B\_ (o€
a2 ot ) M\ o

Mas sabemos que

- 2 0B 0B > 2
E+— = — =-V.F
Vv +at 0:>8t Vv
> 98 =z o =z > 96 - .

Entao, substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3), temos:

ol
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PF _ $(-9.8) - (-Tv+ uE)
%2—5 Y E = -V <ﬁ.§> +uV
Mas
V.E—pub=0= uVb=V(V.E)
entao
O 2B - % (9.5)+9 (v.6).

Para deixar este resultado explicitamente linear em FE, notemos que para quaisquer

dois vetores V e W é verdade que V.W = —V.W. Entao, podemos reescrever a tltima
expressao da seguinte forma:

OL 2B - ¥ (3E)+9(9E).

(A.6)

Resta apenas notar que o operador ao lado direito da igualdade é o laplaciano. De fato,

o= N (0 (0E, OB\ 0 (0E, OE,
V<V'E>_<8y<8y 8$>’ 8w(6y 035))’

5 oo o 0 [(0F OF, 0 [(0F oF
B v 92y 9 (OB, U0y
VIV-E) ( <ax+ay)’+ay(ax+ay))

Agora, por simples inspecao, notamos que:

—

\Y (5.5) +V (ﬁ.ﬁ) = VE

Portanto, a Equagao (A.6) é a equagao que desejavamos, a saber:

(D+u2) E

0

(A.8)

Como as equacoes de movimento sao idénticas para os campos € e b, os resultados
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obtidos estendem-se imediatamente também para estes campos.

93
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Apeéendice B
A equacao de Dirac nao massiva

B.1 Normalizagao dos espinores u(p) e v(p)

Neste apéndice, mostraremos que os espinores u(p) e v(p), associados a solugao da
equagao de Dirac ndo massiva, satisfazem u(p)u(p) = v(p)v(p) = 0 independentemente do
fator de normalizacao.

E instrutivo tratarmos do caso massivo e no fim tomarmos o parametro de massa
como sendo nulo, tomando-se o cuidado de nao tirarmos nenhuma conclusao assumindo,
implicitamente ou nao, que a massa seja necessariamente diferente de zero.

Como dissemos, em duas dimensoes espaciais, temos duas equacoes de Dirac:

(i@ —m)yy =0 (B.1)
(@ +m)y_ =0 (B.2)

Os diferentes indices + ou -, no caso massivo, indicam a polarizagao de spin avaliada

. . ’ . 1 . 1
no referencial de repouso, isto ¢, ¥, tem spin 5 e ¥_ tem spin —3.

Atuando com (i@ +m) em B.1 e com (i —m) em B.2, temos que:

O +m*)py = (O +m*)p- =0 (B.3)

Portanto, admitem solugoes do tipo onda plana:

Vi p(@) = up(p)e™™ + vy (p)e™” (B.4)
P p() = u_(p)e " +v_(p)e?” (B.5)
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Onde p* satisfaz ptp, = p* = E? — p* = m?>.

Em termos dos espinores u(p) e v+(p), as Equagoes B.1 e B.2 implicam em:

(# — m)us(p)e™™* + (= — m)vy (p)e™ =0 (B.6)
(B +m)u_(p)e” ™ + (= +m)v_(p)e™ =0 (B.7)

Como as solugoes sao linearmente independentes e devem valer para todo ponto z* do

espacotempo, teremos:

0 (B.8)
(#+m)vi(p) =@ +mu_(p) =0 (B.9)

Que existem solugoes nao nulas para estas equagoes é garantido pelo fato de que a
imposicao det(p — m) = det(p + m) = 0 implica, simplesmente, na relagao E? — p? = m?
que ja assumimos para as solucoes de onda plana.

Como dos 4 espinores, apenas 2 satisfazem equagoes distintas, podemos sem perda de
generalidade estudar apenas as solugoes u(p) e vy (p).

Escolhendo a representagao das matrizes gama " = (0,, —i0,,i0,), obteremos as

solugoes:

u4m=a< m?) (B.10)

m@=b<4ﬁ> (B.11)

Onde py = p, £ip, e E, = (7% +m?)z.
Calculemos as quantidades ., (p)uy (p), Dy (p)vy(p),ul(p)u(p) e v'(p)v(p).

ul (p)uy(p) = o (1 ﬁ)a<p_1>

Ep+m
r —
— a2 1+p—
Al 7o
_ ’a‘Z 1 (Ep+m)(Ep_m>
L (Ep+m)2
_ ]a‘2 Ep—i-m Ep—m _‘ ’2 2Ep
E,+m E,+m E,+m
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A —ip+
) = b (g 1)p( B
2F

= |p? {L + 1} )
(Bp +m)* Ep+m

B pus(p) = Wl ) = @ (1 52) (; _01>a< . )

Ep+m
. 1
— * —p
= a (1 Ep+;:z>a< Cip )

Ep+m
r )
S P N p——
(Ep +m)?
_ ’&‘2 -1_ (Ep_'_m)(Ep_m)
L (Ep +m)?
— af? E,+m E,—m _ |af? 2m
E,+m  E,+m E,+m

v (p)vy(p) = vl (P o (p) = b (Epﬁ 1) <(1) —01> b( Ejﬁf@ )
. <Eip;m 1) b ( Ejﬁinl )
= Jop? [(Epi—m)?_l]

5 2
= P |1 | = P
(Ep +m)? B, +m

Note que podemos tomar m = 0 em qualquer momento de nossos calculos sem

comprometer nenhum resultado obtido. A tnica diferenca esta no fato de que se m = 0,
entao todos os espinores satisfarao a mesma equagao (pus(p) = pv+(p) = 0), em vez de
termos duas equacoes distintas, mas isto nao compromete as solugoes obtidas, no sentido
de que ainda podemos tomar m = 0 impunemente.

Tomando m = 0, nas normalizacoes calculadas, obtemos os resultados que pro-

curdvamos: T (p)uy(p) = T4 (p)vi(p) = 0, ul(p)ui(p) = 2laf* e vl(p)vi(p) = 2[b*

Os resultados para os espinores u_(p) e v_(p) podem ser obtidos simplesmente fazendo
ui(p) = v-(p) e v4(p) = u—(p).
Note que, o "problema”de @ (p)us(p) = U4 (p)v4(p) = 0 pode ser evitado se, desde o

1

principio, tomarmos a = b o< 5~, por exemplo; entretanto este caminho leva a fatores de
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normalizacao singulares caso estejamos abertos a possibilidade m = 0, o que pode levar
a complicagoes desnecessarias; os proprios espinores divergiriam se m = 0, nesse caso.
Visto de outra forma, quando dissemos que U (p)uy(p) = U4 (p)vs(p) = 0 quando m = 0,
estamos assumindo implicitamente que os fatores de normalizagao sao fungoes regulares

do parametro de massa.
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Apéndice C
O espalhamento

C.1 Calculo das amplitudes de espalhamento

Como vimos, as amplitudes sao dadas por:

M — (e — ) {(m(p’l)v“m(pl)ﬂ—(p’z)WU—(pz)) _ (m(pé)v“m(pl)ﬂ—(p’l)wu_(pz))]

My =i 4 ) {(m(p’l)v“mZél)ﬂg;’zmw(pz)> B (m@;)vmZﬁagpamm))]
LiM_ = i(e 4+ g?) [(ﬂ—(p’l)v“u—g?)_ﬂ;gp’zmm(m)) B (ﬂ—(p’g)v“u—Egl)_ﬂ;gp’lmm(pz))]

Para calcular as amplitudes, necessitaremos, portanto, obter as quantidades:

Lembrando que estamos trabalhando com o referencial do CM, onde:
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p) = (E.pcos¢,psing)

p = (E,p.0) p2= (E,—p,0)

|

'

P, = (E,—pcos¢,—psing)
Figura C.1: Espalhamento no referencial do CM.

Para ganharmos um pouco em generalidade, trabalharemos também com os espinores
como sendo solugoes das equagoes de Dirac massivas (Secao B.1) e tomaremos m = 0

quando realmente necessario. Usaremos, portanto, os espinores:

E deixaremos, por enquanto, os fatores de normaliza¢ao (a) indeterminados, a menos
da fixacao de que sdo iguais para os espinores u (p) e u_(p).

Em termos dos momenta do referencial do CM, teremos:

usp)=al | wp)=al _, | ow)=o| hee u+<p;>:a< )
—ip ip —ipei® ipei®
wo)=a( ) w=a| P ) w=a ) wwh=a —E+T)

Faremos uso da representagao v = (o, —i0,, i0,), lembrando que:

01 0 — 1 0
10 v 0 0 -1

Também faremos uso da propriedade satisfeita pelas matrizes gama 2+1 dimensoes :
YA = I+ iePn,,y7. Teremos, entao:



Apéndice C. O espalhamento

T ()7 e (p1) = ul (0 Ju(pr) = fal? (1

2

= |af? {1+p—

ot | — |a|2
(E +m)?

(E+m)

T ()7 s (2) = ol (ph)u(p2) = laf? (1

2

2
_ 2 1 p 200 |a’|
o | | = w

t.0.1

T ()7 s (1) = s ()" upr) = [af? (1

—
E+m . [}
i ¢ 0 E—iz-)m

p
— 1,2 —ipe'? E+
~laf (1 532)( v

F.0.1

@ (ph)7 s (p2) = w4 (95)' "7 u(p2) = [af? (1

—p
E+m

— 1.2 p p
)_‘a’ [E+m+E+m

ipe'?®
=l (1 #5) (

T (P () = w0122 2u(pr) = Jaf? (1

2 —p —p
i >_|a| {E—l—m—i_E—i-m

_ |a|2 1 —z'pe”5 E’fm
o E+4+m 1

a2 ip —ip
>_]a| [E—Fm—i_E—l—mG

60

—ipe'?® 1
E+m ip
E+m

{(E +m) + P’ eﬂ

ipet?® 1
E+m —ip
E+m

E+m

) {(Eer) + P’ eﬂ

id| _ \a|2 1 i¢
T (E—i—m)p( e )
—i'yQ
—
ipew) 0 —i 1
E+m i 0 E——ifn

——
=)
e 10 E:{)m
i laf* i
|- @



Apéndice C. O espalhamento 61

1

——

s (Po) 7 ur (p2) = ur (py) 7"y u(p2) = |af? (1 Eﬁ—i) (2 é)( ipl)

E+m
2 ipei® E_—ii@ 2| W wp id| _ |a|2 (1 id
=la]* (1 # ] = |a Exm  Exm ——mw( — ')

Felizmente, ndo precisaremos repetir os mesmos célculos para os espinores u_(p). Para

isso, notemos primeiramente que u_(p) = iy*u’(p), onde o asterisco denota conjugagao
complexa. Notemos também que, na representacao que estamos utilizando, y%* = 79,
¥ = —4t e 4% = 4% o que pode ser resumido em y** = y4#y!. Por fim, usaremos as
propriedades satisfeitas pelas matrizes gama independentemente da representacao e que,

na realidade, as definem, a saber: —{7“ P} =K e y* = 404140 Entao,

a—(p )y 'u_(p) = i’yllL*Jr(p’)'y“i'ylui(p)
= (") 2" e ()
= ui ()" Tty iy (p)
= () (=) (=) v iy (p)
= —ui )y L (p)
Ty Yy ()
= u () " (p)
ui ()" (p)
uy ()" ul (p)
()" uy (p)”

(wr

Ou seja, os termos de corrente u_(p')y*u_(p) sdo simplesmente os complexos conjugados

de u:(p')y"u+ (p).
Resumindo nossos resultados:

lal®

Uz (P us (pr) = Exm

2
<E+m+ P %9 p(1 + e*¢), £ip(1 — ﬂ‘f’)) (C.1)

E+m

_ al? p2 ; i . i
Uz (ph) Y us(po) = E|+| - (E +m+ o meiw), —p(1+ et ¢), Fip(l — et ¢> (C.2)
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_ al? p2 i i . i

Uz (py) Y us(pr) = E|+| — <E +m — T meﬂE ¢,p(1 — et ¢), +ip(1l + et ¢> (C.3)
— N |a]2 p° +ig +id . +id

ux (P us(p2) = tm E+m— E’+m€ ,—p(l —e ), Fip(l —e (C4)

Por fim, precisaremos calcular as contragoes:

Uy ()Y ug (p)T— (Py)yuu—(p2), Uy (P) Y uy (pr)u—(p))vuu—(p2),
Uy (D) Y g (1)U (P5) Vg (P2), - Ut (P3) Y U (P1) Ut (D)) Vutir (P2),
T () v u— (p1)a— (ph)yuu—(p2), - (Ph) V" u—(pr)u—(p})vuu—(ps)

Comegemos por —iM, ,, com o termo do canal-t:

Wy (py) Y uy (p1) Ty (Do) Vs (P2) =

a2 \? o\ 4 .
— E 110) 1 ip\2 2 1 — 92
(E+m +m+E+me (14 e) P e)
|a|2 [ i b ? 2 i} 2i¢ ip 2i¢
= E+m+ e +p (1 + 2 + e — 1+ 2" — e
(E+m) ( E+m ) P ) (C.5)
a? \*] AN
— E 110) 4 2 ip
(E+m Ly B
laf* 242"¢ P (B i, (2 2]
E+m b 4 D E+m
J4 o termo do canal-u:
Uy (Py) Y us (p1) U (PY) Vi (P2) =
|a|2 ? P’ i ? 2 N2 2 N2
_<E—|—m) <E+m—E+me> +p*(1 =€) —p*(1+€)
|a)? [ p? ih ’ 2 ¢ | 2i¢ ¢ 2i¢
= | —— E+m— e’ +p (1 —2e"% + e — 1 — 26 — e
<E—|—m) < E+m ) a ) (C.6)
a* \*[ PN\ e
= E _ ip —4 ig
<E—|—m +m E'—I—me pe

|af? ’ 2 i 1 E+m\ _.o p nk
= — Ap2e?d1 - = 3 [
<E—|—m pe 4 D ‘ E+m ‘

Agora, para —iM _. Do canal-t:
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Uy (P))y ur (p1)T— (ph)ypu—(p2) =

o \’ P P i) 201 4 (] 4 o6
“\5=m E+m+E+meZ E+m+E+mez +p(1+e?)(1+e ")+

+p (1 —e?)(1—e)]

|a|2 T 2 2/ i —ig p?
=5+ (E+m)*+p*(e® +e )+ ——c+

+ (1 +e?+e @ +1+1—eY—e " +1)]

laf® gl 2 2 ' 2
E+m (E+m)”+2p COS¢+m+4}?

E+m
[ 2¢ p4

Ja? 2 2
(E +m)* + 4p” cos §+

E+

3

a” Y’ -(E+m)2+2p2(1+cos¢)+p—4+2p2
I E +m)?
( 2

E o termo do canal-u:

Uy (po) " uy (p1)T- () ypu—(p2) =

jal” ) P P 201 _ i _~
=\z+m E+m—E+m62¢ E+m—E+me D) 4+ pA(1 =€) (1 — e )

+p*(1+e?)(1+e)]

|af? T 2 2/ ¢ ip p’
— E . 7 —1
(E+m) ( +m)* —p°(e? +e )+—(E+m)2+
+p(1—e?—e P+ 141+ +e " +1)]
|a? T 2 2 ' 2
= FE -2 —— +4
(E+m) ( +m) pcos¢+(E+m)2+ p}
= P\’ _(E+m)2+2p2(1—cosgb)—|-L—I—Qﬁ
E+m) | (E+m)?
|a? i 2 2. 2@ ! 2
= E 4 -4+ =42
(E—I—m ( +m)* + 4p”sin 2+(E+m)2+ P

(C.8)

Nao precisamos calcular os outros termos, pois:
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(Wt (P) " s (1)1 (P2) Vuti+ (p2)) " = T (P))7" u—(p1)u-(py
(T (po) v g (p1)ay (P)) yuur (p2)" = T (ph)y"u—(p1)a—(py
(@ (P)y"us (p1)T- (Po)Vuu—(p2))" = T (P))Y"u—(p1)us (py
(@4 (D)7 v (p1) U= (P)) Yt (p2))™ = U (P2) 7 u— (P14 ()

\_/\_/:5/\_/
=

64

Como (C.7) e (C.8) sao necessariamente reais, vemos que a permutagao dos sinais +

dos espinores nos espalhamentos M+ nao alteram o resultado, como mencionado em

24.1.

Antes de irmos diretamente para as amplitudes, vamos simplificar um pouco mais as

expressoes e coloca-las numa forma mais conveniente. Note que:

(57) ()] -

FEcos = — imsin ?}

mcos — — ¢ F sin %5]

- 2 [Esin% + im cos g]
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ﬁ - 2p2] = {(E +m)? +

(E = m)*(E + m)?

(E+m)y + 2(E? —m?)

(E+m)*+

[(E+m)* + (E —m)* +2(E* — m?)]
= [E2+2Em+m + E? — 2Em—|—m2—|—2E2—2m2]
= 4F? (C.9)

Teremos, entao:

— al? \* i o . . ¢ ?
ﬂ+(pi)W“u+(p1)u+(p’2)7#u+(p2) = <E|—|——|m) et {4}92 +4 (E CoS 5~ im sin 5)
N . |CL|2 ? id 2 O ¢ ?
Ut (o) Y us (p1)as (p))Yus(p2) = — Tam e’ 4p® +4 ( Esin B + im cos 2

2 2
Uy (P us (pr)u— (pé)%u_ (p2) = <E"i—‘m) {ZLE2 + 4p? cos? g]

2 2
T ()7 10 (91 )T (0, )yt (p2) = (E'+—'m) {4E2+4p2sin2 g}

Da definicao das varidveis de Mandelstam, temos:

s = (p1+p2)2:4E2,

t = (;m —pll)Q = —2p2(1 — cos @) = —4p2 sin? (%) ,

u = (p1—py)’=—2p"(1+ cos¢) = —4p” cos® (%) ,

Desta forma, fica clara a conveniéncia da forma que deixamos nossos resultados. Outra
razao para a conveniéncia dos resultados é que as expressoes obtidas sao validas quer os
férmions sejam massivos ou nao e podemos tomar m = 0 sem maiores problemas. E o que

faremos a seguir. Lembrando que, neste caso, E? = p? e que usaremos a normalizacao

a =+VE = \/|p|. Teremos, por fim:

ay (P ur (pO)ay () ey (p2) = € (s —u)
@y (p5)y us (p) s () s (p2) = —e (s —t)
Ty (p)V uy (p1)T- (po)vuu—(p2) = (s —u)
Uy (po) 7" us (p)U-(p)) ypu—(p2) = (s —1)
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E como k3 = (p; — p})?> =t e k3 = (p1 — py)? = u, obtemos finalmente as amplitudes

de espalhamento na forma desejada:

—iMag = i(e* — g?) {

(
—iMyy = —i(e* + g*)e’? KS_UQ) " (us—_/ﬂ)}
—iM__ = —i(e* + g%)e [( S::;) + <u8—_:2>}

~+
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