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RESUMO

ARRUDA, Alexandre Goulart, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Agosto
de 2013. Ensino de Juros Compostos, Progressdo Geométrica e Funcao
Exponencial. Orientador: Mercio Botelho Faria.

O presente trabalho tem como objetivo apontar as semelhancas, diferencas, e
relacdes existentes entre progressao geométrica, juros compostos e funcéo
exponencial no que se refere ao ensino desses conteudos, através da
resolucdo de problemas. Para isto, partimos de uma investigacdo histérica a
cerca destes temas. ApGs tomar conhecimento do que normatiza o curriculo
basico comum sobre esses assuntos, bem como as orientacdes pedagdgicas
presente nos parametros curriculares nacional, foi feita uma anélise em cinco
obras didaticas de matematica. Esta analise permitiu saber: como esses
assuntos sdo abordados, se ha auséncia de algum deles, a qualidade das
informacgdes presentes e a preocupacao em deixar explicita a relacao existente
entre os contetdos. Além disto, trouxemos algumas atividades a fim de
contribuir para o ensino destes assuntos de forma independente ou
correlacionados e finalizamos mostrando quais habilidades o governo federal
espera que os alunos possuam para resolver situagbes-problemas que

constam no exame nacional do ensino médio.



ABSTRACT

ARRUDA, Alexandre Goulart, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August,
2013. Educational Compound Interest, Geometric Progression e
Exponential Function. Advisor: Mercio Botelho Faria.

This work has as object, point the similarities, differences and relationship
between geometric progression, compound interest and exponential function
regarding the teaching of their content through problem solving. Therefore, we
started from a  historical investigation among these themes.
After taking knowledge of what the Common Core Curriculum (an official
document) regulates these matters, as well as the pedagogical orientations
present in the national curriculum guidelines, an annalizes has been done
in five textbooks of mathematics. This analysis allowed to know: how these
iIssues are addressed, if is there any absence of one of them, the quality of the
information provided and the worry of make explicit the relationship between the
contents. We bring some activities to contribute with the teaching of these
matters in independents ways or correlates Ultimately, we show which skills the
federal government wants the students to have to solve questions that are in
"ENEM" (National High School Exam).



SUMARIO

INTRODUGAO . ... .ottt ettt ettt sttt s e e see e sre e 1
CAPITULO 1: PROGRESSOES, JUROS COMPOSTOS E FUNCAO:
BREVE HISTORICO ..ottt sttt ss st s enes 3
1.1 HistOria das ProgreSSOES. ........ccceivviviiiieeiiieiiii e e ee e e e ee e e e e e eeeeeeeseeaannnens 4
1.2 Um Pouco da Historia doS JUIOS...........ccovvuiiiiiiiiiiiiiieiine e 10
RGN U o= o J PSPPI 12
1.4 A reformulacéo do ensino médio e os documentos Oficiais............. 14
1.5 A matematica em um novo cenario da Educagao...............cccuvueeennnn. 17
1.6 A matematica no Curriculo Basico Comum (CBC)..........cccceeernnneee. 20
CAPITULO 2:FUNDAMENTAGAO TEORICA. ..ot 23
2.1 ProgreSSA0 GEOMELIICA. . ..uuuuuiieeiieeeeeeeeeeeeeeeeitrse e e e e e e e e e e e e eeeaeannes 23
2.1.1 DEfiNIGAO.......cceeiieiiieeeee e 24
2.1.2 Alguns exemplos de progressdes geométricas e a
Taxa d€ VArAGA0. ........cceeei ittt 25
2.1.3 Otermo Geral de Uma PG...........ouuuiiiiiiiiiiieee e 26
2.1.4 A somados n primeiros termos de uma PG.........ccccccevveeeennn. 28
2.1.5 Soma dos termos de uma PG infinita............ccoevvvviiiieinenneennn. 30
2.2 JUIOS COMPOSIOS. ...cuuiiiiiiieieii ettt e e e et e e e e e e aaa s 33
2.2.1 Definic8o de juroS COMPOSIOS.......ccuvvvvruiiiiiieiiieeeeeeeeeeeee e, 34
2.2.2 Padréo para o calculo do Montante em um regimento
de juros compostos com taxa de juros constante i...........cccceeeeveennne 35
2.1.6 Equivaléncia entre CapitaliS..........ccueeeieierieieeeiiiiiiiiiiiiieiieeeeeee 36
2.3 FUNGAO EXPONENCIAL......uuviiiiiiiiiiiiiieiee et 39
2.3.1 Definicdo de funcéo exponencial...............ccccoevvviriiiiiiiiiineennn. 40
2.3.2 Graficos da funcéo exponencial...........cccccoevvviiiiiiiiiiiiiie e, 42

CAPITULO 3: ANALISE DE OBRAS QUANTO A ABORDAGEM DE
PROGRESSAO GEOMETRICA, JUROS COMPOSTOS E FUNCAO
EXPONENCIAL ...t eeeeeeeevee s eseeeseeseeeseseeesees e s eeseeseeeeeeseeeseeseseseaseees 44

3.1 Anélise de como os assuntos séo abordados em algumas
obras destinadas ao ensin0o MEdIO................uuviiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeai, 46

3.2 AnAlise Geral das ODras. ... ..o 59



CAPITULO 4: UMA SEQUENCIA DE PROBLEMAS SOBRE
POROGRESSAO GEOMETRICA,JUROS COMPOSTOS E FUNCAO
EXPONENCIAL

CAPITULO 5: O EXAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO

5.1 O surgimento e as transformacdes do ENEM

5.2 Questbes do Enem que envolvam juros compostos,

funcdo exponencial ou progressdo geomeétrica

CONSIDERACOES FINAIS

REFERENCIAS

ANEXO 1



INTRODUCAO

Apos alguns anos trabalhando como professor de Matematica no ensino
médio em instituicbes tanto publica como privada percebi que os alunos
apresentam inicialmente muita dificuldade no aprendizado de fung&o. Em
especial as fungdes exponenciais e logaritmicas.

Além disso, percebi que os alunos tém muita dificuldade de articular trés
conteudos tdo correlacionados na matematica do ensino médio, que sao:
progressao geomeétrica, juros compostos e funcéo exponencial.

Tais duvidas e dificuldades serviram de motivacdo para que fosse feita
essa pesquisa com o intuito de buscar respostas e atividades que possam
tornar o aprendizado destes conteudos mais correlacionados ou até mesmo
maneiras de tentar suprir dificuldades de um topico a partir de outro.

Tal busca comecou por uma breve evolucao histérica destes contetdos
gue esta apresentada no capitulo 1. Neste capitulo ja é possivel perceber que
ao longo da historia estes temas surgiam de forma correlacionada.

Através da origem foi possivel compreender a necessidade do ser
humano e dos mateméticos em estudarem e evoluirem seus conhecimentos a
cerca destes temas.

Por fim, fizemos uma busca sobre a evolucdo do ensino médio no Brasil
bem como quais contelldos matematicos devem ser ensinados nesta etapa do
conhecimento, seguido de suas orienta¢des pedagdgicas.

No capitulo 2, baseados nos documentos oficiais e nos objetivos deste
trabalho escolhemos alguns tépicos sobre estes temas apresentando uma
fundamentacé&o tedrica, com exemplos praticos e demonstracdes formais.

Diante da busca historica e da fundamentacédo tedrica, sentimos a
necessidade de fazer uma reflexdo e uma analise sobre como algumas das
principais obras mateméaticas abordam estes temas.

Sera que todos os topicos recomendados pelos parametros curriculares
nacionais e pelo curriculo basico comum sdo contemplados? Sera que o0s

temas desta pesquisa sdo apresentados apenas de forma isolada ou ha por
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parte dos autores uma preocupacdo em correlacionar estes temas? Essas e
outras perguntas puderam ser respondidas neste capitulo apds a leitura e
andlise de cada capitulo em cada obra.

Insatisfeito com a dificuldade apresentada pelos alunos a cerca da
interacdo entre estes trés temas e da forma como alguns livros os abordam,
decidimos fazer uma busca de atividades e situagcbes problemas que
pudessem contribuir para este principal objetivo.

No capitulo 4 fazemos a apresentacdo destas atividades sem resolvé-
las. Nele apresentamos apenas as questdes e 0s objetivos propostos em cada
uma delas. Algumas das atividades sdo consideradas classicas na matematica.
Outras foram adaptadas de livros e artigos enquanto algumas foram criadas e
contextualizadas.

No capitulo 5 apresentamos o novo formato do exame nacional do
ensino médio, bem como as habilidades que o governo federal espera que 0s
alunos ao final do ensino médio dominem para resolver algumas das situacdes
problemas sobre funcdo exponencial, progressdo geométrica e juros
compostos que ja estiveram presentes nas edi¢cdes de 1998 a 2012.

Por fim, apresentamos como anexo a resolugcédo de todas as situagdes

problemas propostas no capitulo 4.



CAPITULO 1

PROGRESSOES, JUROS COMPOSTOS E FUNCAO: BREVE
HISTORICO

Neste capitulo serd apresentada, respectivamente, uma breve evolugéo
histérica dos temas: progressoes, juros e funcdes.

Além disso, baseado nos documentos oficiais parametros curricular
nacional e curriculo basico comum mostraremos a revolucdo sofrida na
estrutura do ensino médio, seguida de algumas orientacfes pedagdgicas, bem
como quais conteudos de matematica devem ser abordados, obrigatoriamente,
nesta etapa da educacao.

Antes de expor 0s assuntos matematicos que fazem parte desta
dissertacdo de mestrado, assim como o0s estudos relacionados a eles,
acreditamos que seja de extrema importancia apresentar, mesmo que de forma
breve, uma evolucao historica de tais assuntos.

Esta evolucdo apresentard desde o surgimento até conceitos e
representagdes utilizadas atualmente. Neste caminho iremos permear pela
necessidade do homem em criar ou estudar e aprofundar conhecimentos
matematicos conectados com seu contexto socioeconémico e cultural.

Para a realizacdo deste proposito foram consultados alguns artigos,
livros, sites e dissertacbes de mestrado.

A secdo a seguir, sobre a evolugcdo histérica das progressdes foi
baseada nas seguintes referéncias bibliograficas: livro introducdo A historia da
matematica do autor Eves, a dissertacdo de Milani intitulada A resolucdo de
problemas como ferramenta para a aprendizagem de progressfes aritméticas e
geométricas no ensino médio e o artigo da professora doutora Lima intitulado

Progressodes aritméticas e geométricas: historia conceitos e aplicagdes.



1.1 Historia das Progressdes

As Progressfes foram inicialmente estudadas pelos babilonios e pelos
Egipcios. Estes estudos comecaram com a observacdo de padrBes. Dentre
essas observagcdes podemos destacar as enchentes ocorridas no Rio Nilo.

A observacdo deste padrdo, ou a frequéncia com que as enchentes
ocorriam se fez necessaria para que o0s egipcios, de 5000 anos atras,
pudessem ter certeza sobre as épocas em que deveriam plantar e colher seus
alimentos.

Foi a partir da observacdo de que as enchentes ocorriam sempre que a
estrela Sirius se levantava a leste, isto €, num periodo de 365 dias, que o
egipcios criaram o calendario solar de seu povo, composto de 12 meses de 30
dias, e mais cinco dias de homenagens aos seus deuses. O ano foi ainda
dividido em trés estacfes: época de semear, crescimento e colheita.

Segundo (EVES 2004), por volta de 4700 a.c., na Babilbnia, além de
existir um calendario solar préprio, ja se trabalhava com tabuas de calculos que
dentre outros, apresentava a soma da sequéncia de quadrados de inteiros 1 +
2 + 22 +... + 2°. Outras tabuas babilénicas apresentavam problemas envolvendo
juros compostos.

Por volta de (1900 a 1600 a.c) surgiu uma das mais extraordinarias
tabletas, nomeada de Plimptom 322. Nesta jA constavam alguns problemas
sobre progressdes aritméticas e geométricas.

Datado em 1650 a.c o paphiro Rhind é considerado um dos mais
importantes da histéria da Matematica. E considerado um manual pratico que
contém 85 problemas copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmes de um
trabalho mais antigo.

Este Paphiro foi descoberto no Egito (povo que contribuiu
significativamente para a preservagcao destes materiais) pelo eptdlogo escocés
A. Henry Hind. Publicado em 1927 ficou evidenciado que aquele povo ja tinha
conhecimento sobre progressoes.

Dentre todos os problemas, um que chama atengcdo é o problema de
namero 79, pois trazia uma espécie de enigma que nao buscava uma resposta
pratica, mas sim a evidéncia da nao praticidade de se somar 0s numeros que
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nele aparecem: sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2041 espigas de trigo, 16 807
hectares.

Tal enigma mostra que este povo ja se preocupava com o0 que hoje se
conhece por soma dos termos de uma progressao geometrica (PG).
Segundo uma pesquisa realizada pela professora Lima, doutora na
instituicdo UNIMEP, ainda neste Pahiro encontra-se a progressdo geomeétrica
1111 1 1

com uma ilustracéo a respeito dela. Tal progressao € conhecida como fracdes
dos olhos do Deus Horus.

i

L+ 0+~ +I1 +>No

+ {
-1',_-+;}+§-+-,t+3'-1 "'i."4

Figural: Fragdes dos olhos do Deus Horus."

Ainda segundo Lima, os egipcios possuiam habilidade para fazer a

soma dos termos desta PG usando a técnica de multiplicar por um fator
comum.

s—1+1+1+1+1+1
T2 4 8 16 32 64

Multiplicando-se a equacdo acima por 64, que é o minimo multiplo
comum entre 2,4,8,16,32 e 64 temos que:

64 XS =64 (1+1+1+1+1+1)
XS=64X[=+—-4+—-4+—+—+—
2 4 8 16 32 64

64xS5S=32+16+8+4+2+1

! Fonte: http://www.fascinioegito.sh06.com/olho.htm


http://www.fascinioegito.sh06.com/olho.htm

64 X S =63

_ 63
64

S

Segundo (EVES, 2004) outro importante matematico que demonstrou ter
conhecimento das progressoes foi Pitagoras (585 a.c — 500 a.c). Pitagoras e os
sabios gregos que vieram depois dele demonstraram ter conhecimento sobre
as progressdes geométricas, aritméticas, as harmbnicas e musicais, as
propor¢des, os quadrados de uma soma ou de uma diferenca.

Foram os primeiros matematicos a associarem matematica com musica.
Através de suas observacdes, os pitagoéricos, concluiram que os intervalos
musicais se colocam de modo que admitem expresséo através de progressoes
geomeétricas.

Ainda de acordo com (EVES, 2004), os numeros figurados tiveram
origem com 0s membros mais antigos da escola pitagdrica. Tais niumeros, que
expressam 0 numero de pontos em certas configuracbes geomeétricas,
representam um elo entre a geometria e a aritmética. Para se calcular os n-
€simos numeros triangulares e pentagonais, 0s pitagoricos utilizavam a soma
da progressao aritmética (PA).

Outro grande Mateméatico Grego que contribui para a histéria e evolucéo
das progressdes foi Euclides de Alexandria que na sua obra Os elementos

apresentava problemas como:

Se tantos numeros quantos quisermos estdo em proporcdo continuada, e se
subtrai do segundo e Ultimo numero iguais ao primeiro, entdo assim como o
excesso do segundo esta para o0 primeiro, o excesso do Ultimo estara para

todos os que o precedem.

Tal enunciado refere-se a formula sobre o calculo dos n primeiros termos
de uma progressao geomeétrica.

Outro povo que contribuiu significativamente para o avango das
progressdes foram os Hindus, pois acredita-se que ja possuiam habilidade de

somar progressoes aritméticas e geométricas rapidamente.



Dentre os matematicos hindus, o considerado mais importante do século
doze, foi Bhaskara (1114 a 1185) que escreveu duas obras conhecidas como
“lilavati” e “vija-ganita” que possuem diversos problemas sobre varios topicos
da matematica como: equacOes lineares e quadraticas, tanto determinadas

guanto indeterminadas, além de progressdes aritméticas e geométricas.

Um dos problemas diz que:

Numa expedicéo para calcular os elefantes de seu inimigo, um rei marchou 2
yojanas no primeiro dia. Diga calcular inteligentemente, a razdo com que sua
marcha diaria aumentou, se ele alcancou a cidade do inimigo, a uma distancia

de 80 yojanas, em uma semana?

Ja no século XIlll, um grande matematico que contribuiu para o estudo
das progressdes foi Leonardo de Pisa ( ou Fibonacci). Em 1202 publicou sua
obra mais famosa, intitulada Liberabaci, que trata de assuntos como: aritmética
e algebra elementares.

Nesta obra consta um dos problemas mais famosos sobre sequéncias,
conhecido como O problema dos pares de coelhos que deu origem a famosa

sequéncia de Fibonacci. O problema diz que:

Para tal, um individuo coloca um par de coelhos jovens num certo local
rodeado por todos os lados por uma parede. Queremos saber quantos pares
de coelhos podem ser gerados, durante um ano, por esse par, assumindo que
pela sua natureza, em cada més dao origem a outro par de coelhos, e no

segundo més apds o0 nascimento, cada novo par pode também gerar.

Outro problema deste livro apresentava uma relacdo entre progressao

geomeétrica e juros.

Um certo homem aplica 1 denario a uma taxa de juros tal que em 5 anos ele
fica com 2 denérios e, dai em diante, a cada 5 anos a importancia acumulada
dobra. Pergunto: quantos denarios ele ganharia em 100 anos, a partir de seu

denario inicial?



Um dos matematicos que demonstrou maior conhecimento sobre
progressoes foi o escocés Jonh Napier (1550-1617) ao fazer uma associagao
entre progressao aritmética e progressdo geoméetrica inventou o logaritmo e a
tabua de logaritmos. Tal invencdo surgiu do objetivo de Napier em diminuir

longas contas de multiplicagéo e divisao.

Para realizar tal feito,

Napier, se baseou no fato de associando os termos de uma progressao
geométrica a,a?, a3, a*,..a™, a™?, ...a",... ao termos da progressio aritmética
1,2,3,4,5,...m...,n,... temos que o produto a™.a™ = a™*", de dois termos da
progressdo geométrica esta associado a soma m+n dos termos
correspondentes da progressdo aritmética. Para manter os termos da
“progressao geométrica” suficientemente proximos do modo que se possa usar
interpolacdo para preencher as lacunas entre os termos da correspondéncia
precedente, deve-se escolher o nimero a bem préximo de 1.( MILANI,2011
,p.24.)

Segundo (EVES 2004) no século XVII, ha uma lenda a respeito da morte
do mateméatico Abraham de Moivre que envolve uma progressao aritmeética.
Segundo ele, de certa data em diante ele teria que dormir, em cada dia, 15
minutos a mais do que no dia anterior. E quando esse fato (progressao
aritmética) atingisse 24 horas, ele, de fato, teria morrido.

Também segundo (EVES 2004) Johann Friederich Carl Gauss, nascido
em 1777, um dos mateméaticos mais importantes da histéria, conhecido como o
principe da matematica deu uma grande contribuicdo para os conhecimentos
de progressado aritmética. Conta-se que aos 10 anos de idade, diante de um
problema proposto pelo professor a sua turma como sinal de punicdo, Gauss

resolveu o problema rapidamente para espanto de seu professor.

Neste problema o professor pedia que seus alunos efetuassem a soma
1+2+3+--4+99+ 100. Gauss explicou que para efetuar a soma completa,
bastava escolher os termos em dupla, sendo estes equisdistantes do centro.

Ele observou que estas 50 somas tinham valores iguais. Isto é:

1+100=2499=3+4+98=--=101e portanto o valor da soma
desejada era 50.101 = 5050.



Essa constatacao feita por Gauss deu origem a famosa soma dos n
primeiros termos de uma progressao aritmética.

(g +ay) Xn

Sn 5

Para finalizar este relato histérico das progressdes constataremos as
influéncias destes conteudos na teoria de Darwin. Segundo o economista
Thomas Malthus “As populacdes crescem em PG ao mesmo tempo em que as
reservas alimentares para elas crescem apenas em PA”

Tal afirmacao foi fundamental para que Darwin em sua teoria afirmasse
que devido a tal desproporcdo causaria um disputa entre os individuos
conhecida como selecdo natural em que sobreviveriam os mais fortes ou mais
aptos em detrimento dos outros.

No entanto, sabe-se hoje, que a teoria do economista Malthus nédo é
verdadeira, pois apesar de existir, a despropor¢cdo ndo ocorre de forma téo
acentuada.

Dando continuidade a evolucao histérica dos temas abordados neste
trabalho, apresentaremos na secdo a seguir, tal evolugcdo, sobre juros

compostos.



1.2 Um pouco da histéria dos Juros

Esta secdo, que apresentard uma breve evolugdo histérica dos juros na
humanidade, foi escrita apdés a consulta de um artigo do professor doutor
Goncalves que pode ser encontrado no site
http://www.somatematica.com.br/historia/matfinanceira.php, na obra
Matematica Ensino Médio das autoras Smole e Diniz, no artigo Resgate
histérico da relacdo exponencial sobre os juros compostos dos autores
Francischetti, Padovez e Giuliani, publicado pela revista da FAE e no livro
Matematica Comercial e Financeira do autor Faria.

De inicio, podemos dizer que o conceito de juros surgiu naturalmente ao
longo da histdria quando o homem percebeu a estreita relacdo entre tempo e
dinheiro. Tal conceito foi amplamente divulgado e utilizado de diversas formas
ao longo da histéria.

Segundo uma pesquisa realizada pelo professor Gongalves, do
departamento de Matematica da Universidade Federal de Sao Carlos-
UFSCAR/SP, os primeiros indicios de juros surgiram ha 2000 a.c na babil6nia,
guando os juros eram pagos pelo uso de sementes e de outras conveniéncias
emprestadas.

Naquela época era comum se fazer o pagamento da divida do
empréstimo de sementes anualmente, pois era preciso esperar o periodo de
colheita e assim entdo arcar com 0 empréstimo e com o juro.

Em concordancia com Goncalves encontramos na obra Matematica
Ensino Médio das autoras Smole e Diniz o seguinte exemplo retirado de uma

tabula babilénica datada de 2000 a.c:

Vinte “manehs” de prata, o valor da 14, os haveres de belshazzar, o filho do
rei...Todos os haveres de Nadin-Merodach na cidade e no campo serdo caucao
dada a Belshazzar, o filho do rei, até que Belshazzar receba totalmente o

dinheiro bem como os juros dele.
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http://www.somatematica.com.br/historia/matfinanceira.php

Na publicacdo da Revista FAE encontramos o conceito de juros

expresso em situacdes e momentos diferentes da histéria na seguinte citacéo:

Conforme Sandroni (2001), os economistas classicos atribuiam a cobranca de
juros a produtividade do capital, ou seja, ao lucro que o capital proporciona a
quem o possui. Outra maneira de encarar o juro € a cobranca pelo servico que
o dinheiro presta a quem o toma emprestado. Também de acordo com
Sandroni (2001), Keynes explicou a cobranca de juros pela escassez de capital
(fator objetivo) e pela renuncia a liquidez do dono do capital (fator subjetivo).
(Francischetti, Padoveze ,Giuliani, 2007,p.39)

Atualmente, segundo Faria existem dois regimes de capitalizacdo. O
regime de capitalizacdo simples ou juros simples e regime de capitalizacdo

composta ou juros compostos.

O primeiro ocorre quando o juro sobre o capital inicial em varios periodos
resultar constante ao fim de cada periodo. Assim, em cada periodo o juro
incide apenas sobre o capital inicial, ou por outra, ndo h& incorporacdo do juro
ao capital inicial ( ndo h& capitalizacéo).Ja o segundo ocorre quando ao fim de
cada periodo o juro produzido nesse intervalo de tempo for somado ao capital
que o produziu e passarem os dois, capital mais juros, a render juro no préximo
periodo.(FARIA,2007,p.16.)

Para finalizar o resgate histérico dos conteudos abordados neste
trabalho, apresentaremos na secédo a seguir a evolugcdo ao longo do tempo

sobre o conceito de funcao.
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1.3 Funcéo

Como material de apoio para relatar de forma breve a evolugédo histérica
do conceito de funcéo foram consultados o artigo: Formalizagéo do conceito de
funcd@o no ensino médio: uma sequéncia de ensino-aprendizagem dos autores
Chaves e Carvalho e o texto Alguns aspectos do desenvolvimento historico do
conceito de funcédo da professora Zuffi presente na Educacdo Matematica em
Revista, uma publicacdo da sociedade brasileira de educacao matematica.

O conceito de funcédo surgiu de forma intuitiva na humanidade, sendo
sua origem relacionada a necessidade do homem de estudar as leis naturais.

O processo de evolugcdo desse conceito ocorreu de forma muito lenta,
percorrendo muitos séculos, até se chegar a elaboracdo mais recente e aceita
no meio académico, no século XX. Isto ocorreu, pois, 0S conceitos, sejam na
matematica ou em outras disciplinas, dependem e sdo desenvolvidos dentro de
um contexto sdciocultural, sofrendo, portanto momentos de rupturas, evolucéo
e estagnacao.

No entanto, hd uma incerteza sobre a época de surgimento deste

conceito:

nao parece existir consenso entre os autores, a respeito da origem do conceito
de funcao [talvez pelo seu préprio aspecto intuitivo]. Alguns deles consideram
que os Babilénios (2000 a.C.) ja possuiam um instinto de funcionalidade [grifos
do autor] (...) em seus célculos com tabelas sexagesimais de quadrados e de
raizes quadradas (...) que eram destinadas a um fim prético. As tabelas, entre
0s gregos, que faziam a conexdo entre a Matematica e a Astronomia,
mostravam evidéncia de que estes percebiam a ideia de dependéncia
funcional, pelo emprego de interpolacéo linear. (ZUFFI,2001,p.11.)

Saindo das primeiras ideias intuitivas sobre funcédo e chegando a idade
moderna, temos que a palavra fungéo foi usada pela primeira vez por Leibniz
em 1694 para expressar a ideia de quantidade associada a uma curva.

Nessa época a definicdo de funcdo era uma conjectura puramente
abstrata voltada para o campo conceitual da matematica e “demonstrava certo
encantamento pela algebra onde funcdo € dada como uma expressao
algébrica” (ZUFFI,2001,p.12.)

12



Alguns anos depois, em 1718 Bernoulli considerou funcéo como sendo

uma expressao formada de uma variavel e algumas constantes.

Bernoulli experimentou varias notagées para uma fungado, das quais “fx” é a
que mais se aproxima da atual. Mas quem formalizou a notagdo “f(x)” para
representar uma funcao qualquer envolvendo variaveis e constantes foi Euler.
(Chaves, M.I.A ,De Carvalho H.C apud BOYER,1996)

Outros grandes mateméaticos que contribuiram para o processo de
formalizacdo do conceito de funcdo ao longo dos anos foram: Galileu,
Descartes, Newton, Dedekind, Cauchy. Essas contribuicbes culminaram no
século XIX para que Dirichlet desenvolvesse a definicdo mais proxima da
utilizada nos dias de hoje.

A definicdo utilizada atualmente no meio académico ocorreu em 1939
guando os conceitos de Dirichlet foram ampliados pela teoria de conjuntos. Tal
definicAo é atribuida ao grupo de mateméaticos franceses- denominados

Bourbacki- que afirmam em linguagem escrita que:

Sejam A e B dois conjuntos, uma relagdo entre uma variavel de x €A, e uma
variavel y € B é dita relacdo funcional se qualquer que seja x € A, existe um

anico elemento y de B, que esteja na relacdo considerada.

Findada a evolucdo histérica sobre progressdo geomeétrica, juros
compostos e funcdo iniciaremos na préxima secdo a abordagem do ensino
médio e da matematica em conformidade com os documentos oficiais que
regulam e orientam suas estruturas.

13



1.4 A reformulacéo do ensino médio e os documentos Oficiais.

Antes do surgimento da lei de diretrizes e bases para a educacéo, em
1996, o ensino médio ndo era considerado como etapa final, obrigatéria, da
educacao basica. Aléem disso, os conhecimentos adquiridos nesta etapa tinham
fundamentalmente os objetivos de preparar para outra etapa escolar e para o
exercicio profissionalizante.

Apoés este ano, a educacao sofreu grandes modificacfes. Os cuidados
estavam centrados nas diferencas que se manifestavam dentro da sala de aula
quanto ao aprendizado e também na necessidade de reestruturar 0 ensino

médio, visto que seus objetos foram expandidos.

A expansao exponencial do ensino médio brasileiro é outra razdo pela qual
esse nivel de escolarizacdo demanda transformacdes de qualidade, para se
adequar a promocdo humana de seu publico atual, diferente daquele de ha
trinta anos, quando suas antigas diretrizes foram elaboradas. A ideia central
expressa na nova Lei, e que orienta a transformacdo, estabelece o ensino
médio como etapa conclusiva da educacdo bésica de toda a populacdo
estudantil — e ndo mais somente uma preparacao para outra etapa escolar ou
para o exercicio profissional. (PCN+,2007,p.5.)

Essa etapa conclusiva da educacéo basica passou a ser um direito de
todos. Seus aprendizados devem ser garantidos de tal forma que os
estudantes devem utilizar os conhecimentos adquiridos em sua vida prética e
profissional. Isto €, o aluno que vai dar progressao aos estudos e o aluno que
decide encerrar sua vida académica no ensino médio, ambos devem sair desta
etapa com suas necessidades supridas.

As modalidades exclusivamente pré-universitarias e exclusivamente
profissionalizantes do Ensino Médio precisam ser superadas, de forma a
garantir a pretendida universalidade desse nivel de ensino, que igualmente

contemple quem encerre no Ensino Médio sua formag&o escolar e quem se
dirija a outras etapas de escolarizacdo. (PCN,2000,p.8.)

Para atender a essas e outras necessidades precisou-se pensar huma

nova forma de se ensinar as matérias estudas em todas as escolas do Brasil.
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Isto implicou em diversas mudancas, dentre elas, uma nova
denominagéo para as disciplinas tradicionalmente conhecidas.
Acredita-se que o aluno deva aprender por areas de conhecimento como

podemos ver no trecho abaixo:

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver,
de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos,
contextualizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e o
desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que
correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a area das
Ciéncias da Natureza, Matematica e Tecnologias, isto é particularmente
verdadeiro, pois a crescente valorizacdo do conhecimento e da capacidade de
inovar demanda cidaddos capazes de aprender continuamente, para o que é
essencial uma formagédo geral e ndo apenas um treinamento especifico.
(PCN,2000,p.6.)

Observe que quando sdo mencionadas, as areas de conhecimento estao
atreladas as suas tecnologias, isso implica que o novo saber também deve ser
promovido no sentido de garantir que o aluno adquira competéncias e
habilidades para que se desenvolva o aprendizado de técnicas e uma andlise
critica sobre a prética vivenciada em relagdo a area do conhecimento vinculada

a esta tecnologia.

Ao se denominar a area como sendo ndo s6 de Ciéncias e Matemética, mas
também de suas Tecnologias, sinaliza-se claramente que, em cada uma de
suas disciplinas, pretende-se promover competéncias e habilidades que sirvam
para o exercicio de intervenc¢des e julgamentos praticos. significa, por exemplo,
o entendimento de equipamentos e de procedimentos técnicos, a obtencéo e
andlise de informacdes, a avaliacdo de riscos e beneficios em processos
tecnolégicos, de um significado amplo para a cidadania e também para a vida
profissional. (PCN,2000,p.6-7.)

Nesse sentido, diversas praticas pedagogicas foram repensadas,
analisadas e consequentemente houve o0 surgimento de novas ideias que
pudessem trazer ao aluno um aprendizado mais significativo.

E importante se pensar no aprendizado de uma area do conhecimento,
isto é, adquirir suas competéncias e habilidades de forma integrada ao meio
sécio, cultural e econbmico em que o aluno esta inserido. Nao se deve pensar
em um aprendizado isolado de suas vivéncias diarias. Alias, segundo o PCN +
este pode e deve ser um interessante ponto de partida para que as diversas

areas do conhecimento introduzam um determinado conteudo.
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Mencionamos abaixo uma observacao acerca desta ideia com relacédo a

area de Matemética e suas tecnologias.

Um dos pontos de partida é tratar, como contetdo do aprendizado matematico,
cientifico e tecnolégico, elementos do dominio vivencial dos educandos, da
escola e de sua comunidade imediata. Isso néo deve delimitar o alcance do
conhecimento tratado, mas sim dar significado ao aprendizado, desde seu
inicio, garantindo um dialogo efetivo. (PCN,2000,,p.7.)

Neste novo cenério, surgem como propostas didaticas a necessidade de

7

um ensino interdisciplinar. Isto &, o aluno deve ser capaz de enxergar as
competéncias adquiridas corelacionadas com outras areas do conhecimento,
afim de que a partir de uma possa fazer inferéncias sobre outras,
desenvolvendo assim a ideia de buscar semelhancas e diferencas, além é

claro, de estabelecer uma visao global sobre determinado assunto.

a consciéncia do carater interdisciplinar ou transdisciplinar, numa viséo
sistémica, sem cancelar o carater necessariamente disciplinar do conhecimento
cientifico mas completando-o,estimula a percepcédo da inter-relagdo entre os
fenbmenos, essencial para boa parte das tecnologias, para a compreensao da
probleméatica ambiental e para o desenvolvimento de uma visdo articulada do
ser humano em seu meio natural, como construtor e transformador deste meio.
Por isso tudo, o aprendizado deve ser planejado desde uma perspectiva a um
sé tempo multidisciplinar e interdisciplinar, ou seja, 0os assuntos devem ser
propostos e tratados desde uma compreensdo global, articulando as
competéncias que serdo desenvolvidas em cada disciplina e no conjunto de
disciplinas, em cada &area e no conjunto das areas. Mesmo dentro de cada
disciplina, uma perspectiva mais abrangente pode transbordar os limites
disciplinares. (PCN, 2000,p.9.)

Além disso, a resolucdo de situacdes-problemas se torna uma proposta
central no processo de ensino e aprendizagem. Acreditamos que desta forma o
aluno se torna um ser critico, pensante, capaz de errar e analisar seus erros,
mas principalmente tomar decisdes diante de problemas.

Isto se torna extremamente importante, pois o cidaddo se vé diante de
problemas diariamente e a todo tempo é obrigado a tomar decisdes que lhe

trardo consequéncias, nas quais é preciso fazer uma reflexao sobre estas.

A resolucdo de problemas é peca central para o ensino de Matematica, pois o
pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta
engajado ativamente no enfrentamento de desafios. Essa competéncia ndo se
desenvolve quando propomos apenas exercicios de aplicacdo dos conceitos e
técnicas matematicos, pois, neste caso, 0 que esta em acdo € uma simples
transposicdo analégica: o aluno busca na memoria um exercicio semelhante e
desenvolve passos analogos aos daquela situacéo, o que ndo garante que
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seja capaz de utilizar seus conhecimentos em situagcfes diferentes ou mais
complexas. (PCN+,2007,p.109.)

Todas as areas do conhecimento passaram pelas modificacdes acima
com a intencdo de se conquistar 0s novos objetivos propostos para a etapa
final da educacgédo basica que € o ensino médio.

Assim, apresentaremos na secao a seguir como a area do conhecimento
matematica e suas tecnologias estdo inseridas neste novo cenario, além de
explicitar quais sdo as competéncias e habilidades esperadas que o aluno

saiba ao encerrar o ensino médio nesta area.

1.5 A matematica em um novo cenario da Educacéo.

Apesar de necessaria a integracdo entre todas as areas do
conhecimento, é preciso se compreender, de inicio, que o aprendizado de
matematica requer em algum momento um saber isolado em prol da propria
disciplina.

Isto é, a matematica constitui uma area do conhecimento em que se faz
necessario o aprendizado de ferramentas para o uso da propria matematica, ou
seja, significa aprender técnicas e ferramentas para se usar na propria
matematica além de aprender a ler e reproduzir a linguagem prépria que esta

disciplina possui.

A Matematica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem portanto,ocupa uma posi¢éo singular. No Ensino Médio, quando nas
ciéncias torna-se essencial uma construcdo abstrata mais elaborada, os
instrumentos matematicos sdo especialmente importantes. (PCN,2000,p.9.)

Além destes conhecimentos, a matematica desempenha um papel
central na vida de toda a sociedade. E praticamente impossivel se pensar um
uma situagdo do dia a dia no qual ndo sejam necessarios conhecimentos

simples ou complexos desta area.
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Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea, da
musica a informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia,
das engenharias as comunicacdes, em que a Matematica ndo compareca de
maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias e quantas
outras variaveis houver. A Matematica ciéncia, com seus processos de
construcdo e validacdo de conceitos e argumentagfes e os procedimentos de
generalizar, relacionar e concluir que |he sao caracteristicos, permite
estabelecer relacdes e interpretar fendbmenos e informagfes. As formas de
pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da descricdo da realidade e da
elaboracdo de modelos. (PCN,2000,p.9.)

Desta forma, podemos pensar no aprendizado da matematica atrelado a
todas as outras areas do conhecimento, isto é:

juntam-se as competéncias e habilidades de carater mais especifico, na
categoria investigacdo e compreenséo cientifica e tecnoldgica; aquelas que, de
certa forma, se direcionam no sentido da representacdo e comunicacdo em
Ciéncia e Tecnologia estdo associadas a Linguagem e Cédigos; finalmente,
aquelas relacionadas com a contextualizagdo sociocultural e histérica da
ciéncia e da tecnologia se associam a Ciéncias Humanas. (PCN,2000,p.11.)

Para o aluno, a matematica do ensino médio desempenha basicamente

duas funcdes: uma formativa e outra instrumental.

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de investigagéo,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar
situagBes novas, propiciando a formacdo de uma visdo ampla e cientifica da
realidade, a percepcdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da
criatividade e de outras capacidades pessoais. No que diz respeito ao carater
instrumental da Matemética no Ensino Médio, ela deve ser vista pelo aluno
como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas a outras
areas do conhecimento, assim como para a atividade profissional. N&o se trata
de os alunos possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas sim de
desenvolverem a iniciativa e a seguranca para adapta-las a diferentes
contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno. (PCN,2000,p.40.)

Para desempenhar estes papéis e é claro as necessidades intrinsecas
da nova proposta do ensino médio, a area de matematica e suas tecnologias
elegeu trés grandes competéncias como metas a serem perseguidas durante
esta etapa da educacao basica e complementar do ensino fundamental para
todos os brasileiros.

e representacdo e comunicacao, que envolvem a leitura, a interpretacéo e

a producdo de textos nas diversas linguagens e formas textuais

caracteristicas dessa area do conhecimento;
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e investigacao e compreensdo, competéncia marcada pela capacidade de
enfrentamento e resolucdo de situacdes-problema, utilizacdo dos
conceitos e procedimentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias;

e contextualizacdo das ciéncias no ambito sociocultural, na forma de
analise critica das ideias e dos recursos da area e das questbes do
mundo que podem ser respondidas ou transformadas por meio do

pensar e do conhecimento cientifico.

Para se conquistar o desenvolvimento dessas habilidades foi criado um
conjunto de temas, com relevancia cientifica e cultural e com articulacao logica

das ideias e contelldos matematicos. Sao eles:

1. Algebra: nimeros e fungées
2. Geometria e medidas
3. Andlise de dados

Vale ressaltar que esta é apenas uma das possiveis formas de se estruturar

os temas atendendo as necessidades dos parametros curriculares nacional.

No Primeiro tema, encontramos no PCN+ as seguintes observacfes e

orientacdes sobre o ensino de fungdes:

O estudo das fungBes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necesséria para expressar a relacdo entre grandezas
e modelar situacdes-problema, construindo modelos descritivos de fendbmenos
e permitindo véarias conexdes dentro e fora da prépria matemética. Assim, a
énfase do estudo das diferentes fun¢cBes deve estar no conceito de fungéo e
em suas propriedades em relacdo as operacgdes,na interpretacdo de seus
gréaficos e nas aplicacdes dessas funcdes. Os problemas de aplicagdo ndo devem ser
deixados para o final desse estudo, mas devem ser motivo e contextos para o aluno aprender
funcdes. A riqueza de situagdes envolvendo funcbes permite que o ensino se estruture
permeado de exemplos do cotidiano, das formas graficas que a midia e outras areas do
conhecimento utilizam para descrever fendmenos de dependéncia entre grandezas. O ensino,
ao deter-se no estudo de casos especiais de funcdes, ndo deve descuidar de mostrar que o que
esta sendo aprendido permite um olhar mais critico e analitico sobre as situagdes descritas.
(PCN+,2007,p.118.)

Sobre as sequéncias encontramos recomendacoes que servirdo de apoio para

a proposta deste trabalho. Segundo ainda o PCN +:
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Com relacdo as sequencias, é preciso garantir uma abordagem conectada a
ideia de funcdo, na qual as relacbes com diferentes funcfes possam ser
analisadas. O estudo da progressdo geomeétrica infinita com razao positiva e
menor que 1 oferece talvez a Unica oportunidade de o aluno estender o
conceito de soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua
compreensao sobre a adicdo e tendo a oportunidade de se defrontar com as
ideias de convergéncia e de infinito. Essas ideias foram e s@o essenciais para o
desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque permitem explorar
regularidades. O ensino desta unidade deve se ater a lei de formacao dessas
sequencias e a mostrar aos alunos quais propriedades decorrem delas.
Associar as sequencias seus graficos e relacionar os conceitos de sequencia
crescente ou decrescente aos correspondentes graficos permite ao aluno
compreender melhor as ideias envolvidas, ao mesmo tempo em que da a ele a
possibilidade de acompanhar o comportamento de uma sequencia sem
precisar decorar informacdes. (PCN+,2007,118.)

Observemos que embora mencionada muitas vezes ao longo dos documentos
oficiais, a matematica financeira ndo constitui ou faz parte de algum dos temas
e, por esta razdo, ndo estamos apresentando os comentarios do PCN+ acerca
deste conteudo.

Na secdo a seguir apresentaremos o que o curriculo basico comum
(CBC) de Minas Gerais em conformidade com o PCN e PCN+ aponta quais

temas devem ser ensinados em matematica obrigatoriamente.

1.6 A matematica no Curriculo Basico Comum (CBC)

Segundo o CBC, a escolha e a distribuicdo dos tépicos de matemética
estd justificada pela seguinte trajetoria: iniciando pela formacdo basica,
passando pela etapa de aprofundamentos e finalizando com conteludos
complementares.

Assim, ainda segundo este documento, podemos compreender o ensino de

matematica no ensino médio com a seguinte visado global:

e O primeiro ano é o ano da formacéo basica, quando sdo apresentados
conceitos e métodos que constam de todos os temas estruturadores do
CBC de Matematica. A distribuicdo feita permite um retorno as
habilidades referentes a topicos do CBC do ensino fundamental, que séo

essenciais para o desenvolvimento de novas habilidades. Entretanto,
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esse procedimento ndo deve ser visto como uma simples revisdo, mas

como uma forma de abordagem dos tépicos de maneira mais geral.

e O segundo ano € o ano de aprofundamento, quando sédo apresentadas
situagbes com maior grau de complexidade, introduzidos novos tépicos
e novos conceitos. Alguns tépicos sdo comuns aos dois anos, a
diferenca fundamental ocorrendo nas habilidades trabalhadas em cada

um.

e O terceiro ano é o ano da complementacdo de formacéo, quando a
escola podera eleger topicos complementares, dentre os quais, 0S
sugeridos no CBC.

A seguir apresentaremos uma visao especifica do ensino de matematica na

7

etapa final da educacdo basica. Isto €, apresentaremos os conteudos que
devem ser abordados no que diz respeito & proposta deste trabalho.

Funcéo exponencial ¢ |dentificar exponencial crescente e decrescente.

¢ Resolver problemas que envolvam uma funcao
do tipoy = k- a*.

e Reconhecer uma progressao geométrica como
uma funcdo exponencial do tipo y = k-a* com
dominio no conjunto dos numeros inteiros

positivos.
Progressao e Identificar o termo geral de uma progressao
Geomeétrica geometrica.

e Resolver problemas que envolvam a soma dos n
primeiros termos de uma progressao geometrica.

Matemética e Resolver problemas que envolvam o conceito de
Financeira juros compostos.
(juros compostos) e Resolver situacdes problemas que envolvam o

calculo de prestagcdes em financiamentos com
um numero pequeno de parcelas.

e Comparar rendimentos em diversos tipos de
aplicacoes.

e Comparar e emitir juizo sobre diferentes opcdes
de financiamento.
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Fundamentado no documento acima e na necessidade de expor o0s
conceitos matematicos necesséarios para este trabalho e para o ensino de
matematica na etapa final do ensino médio, apresentaremos no proximo
capitulo os topicos de progressdo geomeétrica, juros compostos e funcao

exponencial.
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2.FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serd apresentada a fundamentagdo teorica de alguns
conceitos a respeito dos temas trabalhados, isto é, mostraremos todos os
conceitos que se fizerem necessarios para 0S objetivos propostos deste

trabalho.

2.1 Progressao Geomeétrica

Para definir progressdo geométrica foi feita uma pesquisa em algumas
obras voltadas para o ensino médio.

Essa preocupacgdo ocorreu de forma natural, pois nestas consultas
tinhamos como objetivo tentar encontrar alguma definicdo que, além de estar
matematicamente correta estivesse mais proxima dos outros assuntos
abordados - funcdo exponencial e juros compostos.

Na obra intitulada Matematica Ensino Médio, as autoras Smole e Diniz

definem que:

Toda sequéncia numérica na qual cada termo, a partir do segundo, é igual ao
anterior multiplicado por uma constante € chamada de progressdo geométrica
(PG). Essa constante, que indicaremos por ¢, € denominada razdo da PG.
(SMOLE & DINIZ,2010,p.156.)

Essa definicdo esteve muito proxima da encontrada nas obras:
Matematica Paiva do autor Paiva, Matemética Ciéncia e Aplicacbes dos
autores Eixo, Dolce, Perigo e Almeida e Conexdes com a Matematica uma
obra coletiva que teve como editora responsavel Barroso.

J4 nas obras Matematica Contexto e aplicacbes do autor Dante e

Progressfes e Matematica Financeira da cole¢do do professor de matematica
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(SBM) encontramos definicdes proximas & citada acrescentando uma relacao
com a taxa de crescimento.

Segundo a obra Progressdes e Matematica Financeira:

Progressfes geométrica sao sequéncias que variam com taxa de crescimento
constante. A taxa de crescimento de uma grandeza, que passa do valor a para

, . b— . L . - ~
o valor b, é definida por T“ isto é, a taxa de crescimento é a razdo entre o

aumento da grandeza e seu valor inicial. (MORGADO & WAGNER & ZANI,
1999, p.17.)

Ja Dante define que:

Progressdo geométrica (PG) é toda sequéncia de niUmeros ndo nulos na qual é
constante o0 quociente da divisdo de cada termo (a partir do segundo) pelo
termo anterior. Esse quociente constante é chamado razdo (q) da progressao.
Ou seja, uma progressao geométrica € uma sequéncia na qual a taxa de
crescimento relativo de cada termo para 0 seguinte é sempre a mesma.
(DANTE, 2008,p.275.)

Pelos motivos citados acima escolheremos uma juncdo entre as
definicbes apresentada por Smole e Diniz e por Dante. Assim inicia-se a

fundamentacao tedrica da PG através de sua definigéo.

2.1.1 — Definicédo

Toda sequéncia numérica na qual cada termo, a partir do segundo, é
igual ao anterior multiplicado por uma constante € chamada de progressao
geométrica (PG). Essa constante, que indicaremos por g, € denominada razao
da PG. Isto €, uma progressdo geométrica € uma sequéncia de nimeros na
qual a taxa de crescimento relativo de cada termo para o seguinte € sempre a

mesma.

A seguir sera apresentada uma situacado problema sobre progresséo

geometrica.
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Suponha que a populagdo de certo pais aumente 2% ao ano. Se no ano de
2000 a populacdo deste pais € de 1.000.000 de habitantes, determine qual

sera o numero de habitantes deste pais nos préximos 3 anos.

Ano 2000 - 1.000.000

2
Ano 2001 — 1.000.000 + 100 x 1.000.000 = 1.020.000

2
Ano 2002 — 1.020.000 + 100 %X 1.020.000 = 1.040.400

2
Ano 2003 - 1040.400 + 100 X 1.40.400 = 1061.208

A sequéncia, finita, formada pelo ndmero de habitantes deste pais
(1.000.000, 1.020.000, 1.040.400, 1.061.208) forma uma Progressao
Geométrica, pois de acordo com a definicdo acima temos que € constante o
guociente da divisdo de cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior.

Note que, neste problema a constante q = 1,02.

Observacgao: Esta constante pode ser interpretada como 1 + 0,02 = 1 + 2%.
Generalizando, pode-se afirmar que: uma PG tem taxa de crescimento i se, e

somente se, suarazdoq=1+1.

Na proxima secdo daremos alguns exemplos sobre a relacdo entre a

razdo de uma PG e a taxa de variacdo entre os numeros da PG.

2.1.2 Alguns exemplos de progressdes geomeétricas e a taxa de

variacao.

Exemplo 1: A sequéncia ( 3,9,27,81,243) é uma PG de cinco termos.
Note que neste exemplo a razao da progressao geométrica € igual a:

27 81 243

9 27 81

3=
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= 2 = 200%. Assim, conclui-se também

. ;. . 9-3
A taxa de crescimento € igual ai = e

quegq=1+i=1+2=3

Exemplo 2: A sequéncia (1/2, ¥4, 1/8, 1/16 ...) € uma PG infinita.

Note que neste exemplo a razdo da progressao geométrica é igual a

N RS R
|
ool»-\|3|»-\
[
N_lH

R
|
N R

. L . 1 : ]
A taxa de crescimento € igual a i = =-5= -50%. Assim, concluimos

N |-

. . 1 1
tambemqueq:1+|=1_z= >

ApoGs definirmos PG e a taxa de variacdo entre os elementos desta PG,
apresentaremos na se¢ado a seguir a necessidade de se determinar o termo
geral da progressédo geomeétrica.

2.1.30 termo Geral de uma PG

Existem diversas situacdes problemas do dia-a-dia em que existe um
padrdo numérico no qual o interesse pode estar em se descobrir qual € a lei
que permite conhecer o termo geral desta sequéncia. Isto €, através de uma
férmula podemos determinar o termo necessario e relevante para a situacéo

proposta.

Observe a seguinte situacdo-problema adaptada do livro Matematica
Ciéncias e Aplicagodes:

Uma empresa de telecomunicacfes planeja iniciar suas atividades em
determinada regido, comercializando pacotes de TV por assinatura. Sua meta
para o primeiro ano de operacdes € vender 25 pacotes no primeiro més, 50
pacotes no segundo més, 100 pacotes no terceiro mMés e assim

26



sucessivamente. Sabendo-se que a empresa vendeu 51.000 exemplares no
més de dezembro, determine se ela atingiu sua meta para todo o ano.

Em problemas como este, fica evidenciado, que o interesse ndo esta em
todos os termos da sequéncia e por este motivo o ideal é que se discuta uma
forma de descobrir o valor de interesse sem que seja necessario listar todos os
valores da sequéncia até o valor desejado.

Como ja sabemos, pela definicdo, a sequéncia formada pelos numeros

(25,50,100...) é uma progressao geomeétrica.

Vejamos a seguinte tabela:

Més Numero de pacotes T
1 T, =25
2 T, =50 = 25X 2
3 T, = 100 = 25 x 22
4 T, = 200 = 25 x 23
n T, = 25 x 21

Pela tabela acima, percebemos que é possivel encontrar um padrao, no
qgual o numero de pacotes depende do més. Isso ocorre de tal forma que em
cada més, o numero de pacotes vendidos € igual ao nimero inicial multiplicado
pela constante da progressdo geométrica elevado ao nimero de meses menos
um.

A partir do padrdo deduzido podemos responder o que de fato era o

interesse da questdo. Para isso, basta substituir n por 12, isto é:

T,, = 25 x 21271 = 51200,

Conclui-se assim que mesmo sem listar todos os elementos desta
progressdo geomeétrica foi possivel calcular seu décimo segundo termo e
afirmar que a empresa de fato conquistou o seu objetivo.

De forma geral, podemos deduzir que a férmula do termo geral de uma

progressao geomeétrica é:
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Seja (a;,ay,as,...a,..) uma PG. De acordo com a definicdo apresentada,
temos que:

a, = ay Xq
a3 = a; X q > az = a; X q*

a,4_= a3Xq _>a4_= a1Xq3

Assim por recorréncia, concluimos que o termo a, que ocupa a n —

ésima posicao na sequéncia é dado por:

ap = a; Xq"™*

Da mesma forma que em muitas atividades €é necessério o
conhecimento do termo geral de uma PG, em outras € preciso se conhecer um
método que explicite a soma dos termos desta. A seguir apresentaremos este

resultado.

2.1.4A soma dos n primeiros termos de uma PG.

Assim como mencionado anteriormente, em diversas situacfes praticas
0 interesse esta em se conhecer a soma dos termos de uma progressao
geométrica finita. Para esta finalidade, vamos perceber que ndo € necessario

gue se some um a um seus termos para obter a soma desejada.
Observe a seguinte situacdo problema.

Uma empresa empilhava em seu estoque folhas de papel de 4 mm de
espessura de tal forma que a cada dia coloca exatamente o triplo de folhas do
dia anterior. Sabendo-se que a altura do local de estoque era de 4,1 metros, e
gue o processo se iniciou com duas folhas, quantas pilhas esta empresa teria
que fazer ao final de 15 dias, considerando que sempre levara cada pilha até o

teto?
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Veja que a sequéncia (2,2 x3,2x3%..,2x3%) é uma progressao
geométrica de razdo q = 2 na qual o interesse estd na soma de seus termos.
Precisamos saber quantas folhas terdo sido acumuladas ao final de um més.

Isso é, desejamos:

S§=242x3+2%x3*+--+2x38+2x3" 2.1
Multiplicando a linha acima pela razdo desta progressao geométrica, isto € por
3, teremos:
3XxS=2%x3+2x%x3%24+2%x3%+--+2x3"4+ 2x3 2.2
Subtraindo a equacéao 2.2 da equacao 2.1 temos que:

2xS8S=2x31%5-2

2x (315 -1
5=¥

S = 14348906 folhas

Como cada folha tem 4 mm entéo temos que a altura total € 4 X S e que
o total de pilhas necessarias nas condicfes estabelecidas sera de 4 xS +
1000 para transformar em metros e em seguida dividir por 4,1 para descobrir 0

namero de pilhas.
Portanto, serdo necessarias no minimo 14350 pilhas.

A seguir apresentaremos a deducédo da férmula da soma dos n primeiros
termos de uma progressao geoméetrica, uma generalizacdo do que foi feito no

exercicio anterior.

Seja (aq,a,,as,...a,...) uma PG. Para determinar a soma dos n

primeiros termos desta PG, desejamos descobrir o resultado para a expressao:
Shn=a,ta;+az+-+a,_1+ay 2.3

Para tal, multiplicamos a expresséao acima por g+ 0 (sendo q a razao desta PG)
em ambos os lados da igualdade e organizando-se os valores, segundo a

formacao dos elementos de uma PG e chega-se em:
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q- Sp,=q.(ay+a,+az;+-+a,_;+a,)
== al.q+a2.q+a3.q+"'+an_1.q+an.q =

=a;taz+a,+--t+ta,+a,q
Portanto,
q'Sp= a,+az+a,+-+a,+a,q 2.4
Subtraindo a segunda expressao da primeira concluimos que:
g Sn— Spn=apnXq— @

Através de manipulacdes algébricas e da formula do termo geral temos da

equacgao acima que:
Spx(@—-1)=a;x(g"— 1)
De onde, por fim, concluimos que :

_ a; X (q"— 1)
" (-1

Além de mostrar como é feita a soma dos n primeiros termos de uma PG finita,
apresentaremos a seguir uma formula para se efetuar a soma dos termos de

uma progressao geomeétrica infinita.

2.1.5Soma dos termos de uma PG infinita

O estudo da soma dos termos de uma PG infinita € um dos primeiros
momentos que um aluno do ensino médio possui contato com um topico

bastante explorado no ensino superior: limite de uma sequéncia.
Observe a seguinte situacao-problema:

Um empresa reservou 1 milhdo de reais para aplicar em obras sociais. No
primeiro ano sera aplicada a metade desta verba, e em cada ano seguinte sera

aplicada metade da verba que sobrou no ano anterior. A) Determine a verba

30



destinada nos cinco primeiros anos e o valor acumulado nestes cinco primeiros
anos. B) Podemos afirmar que a empresa usara o 1 milhdo que reservou para

estas obras sociais com o passar dos anos?

Solucéo:

A)
Ano 1 -~ milhéo.
Ano 2 - - milhZo.
Ano 3 - é milhao.
Ano 4 - = milhZo.

1 L~
Ano 5 - = milhdo

Observe que a sequéncia ano ap0s ano constitui uma progressdo geométrica
~ 1 . . . . . . ,
de razéo q = > O valor total investido ao final dos cinco primeiros anos é dado

por:

S:l+l+l+i+i:§=O,96875.
2" 42"8 " 16 ' 32 32

Isto é, ao final de cinco anos ja tera sido usado 96,875% da verba inicial.
B)

Por mais que adicionemos termos nessa PG, jamais chegaremos a soma 1;
porém, adicionando mais e mais parcelas, iremos nos aproximar de 1 tanto
guanto quisermos, afinal o tempo é uma grandeza infinita. Por isso, dizemos

qgue 1 é o limite dessa soma e por esta razéo € seu resultado.

Em todas as obras didaticas, analisadas, para o0 ensino médio a
demonstracdo da formula da soma dos termos de uma PG infinita € feita de
forma intuitiva, apenas apresentando um pouco da ideia e da simbologia usada

na graduacao.
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Por esta razdo, apresentaremos, a seguir, a definicAo conforme dito

acima.

Seja (aq,a,,as,...a, ..) uma PG infinita. Pelo tGpico anterior sabemos

que:

_ a; X (q"— 1)
" (-1

€ a soma dos n primeiros termos desta PG. No entanto, quando uma PG
possui infinitos termos e sua razdo g € tal que —1 < g < 1 podemos observar
que o termo q™ tende a zero. Isto €, em linguagem matematica dizemos que

nestas condi¢cfes para a razdo, se n — o entdo q" - 0.
No ensino superior, essa linguagem é expressa através do limite. Diz-se que:

Se—1<qg<lentio lim q"=0

n—-+oo

Aplicando essa informacdo na formula da soma e propriedades de limite que
em geral ndo sdo abordadas, pois como foi dito, trata-se de uma ideia intuitiva,

temos que:

y S_a1><(0—1)_ a,
ote T (-1 1-g

Portanto, a soma dos termos de uma PG infinita com -1 < g < 1 é:

Nota: vale ressaltar que se ¢ < —1ou g = 1 s soma dos infinitos termos da PG
nao converge para um numero real. Isto € ndo existe um numero real que

represente o resultado de tal soma. Porém, isto ocorre apenas quando a; # 0.
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Com esta deducdo encerramos a fundamentacdo teorica sobre PG
necesséria para este trabalho e, portanto a seguir iniciaremos a fundamentacéo

tedrica sobre juros compostos e assuntos relacionados a ele.

2.2Juros Compostos

Assim como em progressao geometrica, algumas obras foram consultadas

para que se chegasse a definicdo correta e apropriada para este trabalho.

Segundo Dante:

Juros compostos sdo aqueles em que se deve calcular os juros no fim de cada
periodo, formando um montante sobre o qual se calculam os juros do periodo
seguinte, até esgotar o tempo de aplicacdo ( € o que se chama de “juros sobre
juros”). (DANTE, 2008, p. 311.)

As autoras Smole e Diniz afirmam que:

Neste regime, apds cada periodo, os juros sdo incorporados ao capital inicial
passando a render sobre o novo total. Dessa forma os calculos séo efetuados
como “ juros sobre juros”. (SMOLE & DINIZ, 2010, p.17.)

Os autores da obra Conexdes com a matemética e Paiva, extrapolam a
definicdo fazendo uma observacdo sobre a utilidade deste regime. Segundo
estes autores:

Neste regime, o rendimento obtido ao final de cada periodo de aplicagcao é
incorporado ao capital inicial, dando origem ao montante. Dessa forma calcula-
se o juro sempre sobre o resultado da aplicacéo anterior, 0 que chamamos de

“‘juros sobre juros”. Essa é a modalidade de remuneragdo mais empregada
pelas instituicdes financeiras. (PAIVA, 2009,p.52.)

Tomaremos neste trabalho a dltima definicho apresentada pela
preocupacdo apresentada com o conceito correto, mas também com a

realidade em que ele se encontra.
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2.2.1 Definicao de juros compostos

Neste regime, de juros compostos, o rendimento obtido ao final de cada
periodo de aplicagdo € incorporado ao capital inicial, dando origem ao
montante. Dessa forma, calculamos o juro sempre sobre o resultado da
aplicacdo anterior, o que chamamos de °‘juros sobre juros”. Essa é a

modalidade de remuneracédo mais empregada pelas instituicbes financeiras.

Inicialmente vamos apresentar alguns conceitos também importantes

para que se compreenda este regime de aplicacdo e seus célculos.

Segundo Rogério Gomes de Faria, mestre em Economia empresarial e
professor de Matematica Comercial e Financeira e Matematica financeira
aplicada ao mercado:

O estudo da matemaética financeira é feito em fungéo do crescimento do capital
aplicado ao longo do tempo — como se sabe, R$1,00 hoje vale mais do que
R$1,00 amanha. Capital é definido como qualquer quantidade de moeda.

O montante, ou seja, o valor futuro ou valor final de uma aplicacao financeira é
dado pela soma do capital inicial (principal) e uma segunda parcela que € a
fracdo do capital inicial, & qual se da o nome de juro. Juro é a compensacao
financeira auferida por um capitalista que durante certo tempo empresta seu
capital a terceiros ou ainda o aluguel pago por uma pessoa que, durante algum
tempo, usa o capital de outra.O juro é cobrado em funcdo de um coeficiente,
chamado taxa de juros, que € dado geralmente em porcentagem e sempre
relacionado a um intervalo de tempo (ano, semestre, més, dia etc.) tomado

como unidade, denominado periodo financeiro ou, abreviadamente periodo.
(FARIA, 2007, p.16.)

Isto &, usando as letras M para representar montante, J para representar
juros e C para representar capital inicial ou principal, podemos concluir da
definicdo que:

M=CH+].

Observe a seguinte situacao problema adaptada do livro do Dante.

Um capital de R$100.000,00 foi aplicado a taxa de 2% ao més, num regime de
juros compostos, durante quatro meses. Qual foi 0 montante no fim de cada

més?
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Periodo Juros no Periodo Montante

Ap6s O meses |0 Mo = 100.000

ApOs 1 més 0,02 x 100.000 =2.000 | M; = 100.000 + 100.000 x 0,02— M

=102.000
Apos 2 meses | 0,02 x 102.000 =2.040 | M, = 102000 + 102000 x 0,02 — M,=
104.040
Ap6s 3meses | 0,02 x 104.040 =|Ms = 104.040 + 104.040 x 0,02 - M3
2080,80 =106.120,80
Apés 4 meses | 0,02 x 106.120,8 =|M, = 106.120,80 + 106.120,80 x 0,02

2.122,41 - M4 =108.243,21

A partir da situacdo problema acima, percebemos que existe um padrao
para o calculo do montante em um regimento de juros compostos. Faremos a

seguir a deducédo deste padrao, isto €, de uma féormula para o caso geral.

2.2.2 Padrao para o calculo do Montante em um regimento de

juros compostos com taxa de juros constante i.

Considere que um capital C seja aplicado a uma taxa de juros compostos

constante i ao més por um periodo de aplicagdo t meses.

Apo6s 1 més , temos que:
M, =C+Ci=CA+1)
Apds 2 meses, temos que:
M,=M;+M;-i=MA+D)=C-1+iD)-1+D)=C-(1+i)?
Apols 3 meses, temos que:

My=M,+M,-i=M,-(1+i)=C-(1+D?*-(1+i)=C-(1+13

Observando que a sequéncia formada pelos montantes M; M,, Ms,... €

uma progressao geometrica de razdo 1+ i e portanto pela férmula do termo
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geral de uma PG temos que ao final de t meses o0 montante acumulado sera
de:

M,=C-(1+10)t

No livro Progressdes e matematica financeira encontramos a seguinte
observacéao sobre a formula acima:
Outro modo de ler a férmula acima, € que uma quantia, hoje igual a C,
transforma-se-a, apos t periodos de tempo, em C - (1 + i)¢. Isto €, uma quantia,
cujo valor atual é A, equivalera no futuro, depois de t periodos de tempo, a
F =A-(1+i)" Essa é a férmula fundamental da equivaléncia de capitais:
Para obter o valor futuro, basta multiplicar o atual por (1 + i),

Para obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1 +i)*.
(MORGADO & WAGNER & ZANI, 1999, p.45.)

A seguir trabalharemos um tépico em que sera bastante Util o conceito

observado acima.

2.2.3Equivaléncia entre capitais.

s

Em matematica financeira é importante que se compreenda que um
valor é reajustado com o passar do tempo e que, portanto em situacdes
distintas quando se quer fazer uma comparacao sobre um determinado valor é
necessario que tal comparacao ocorra a mesma época para tais situacoes.

Este tipo de problema acontece muito quando se deseja financiar algum
produto, que pode apresentar diversas formas de pagamento, sendo as mais
comuns: a prazo, parcelada (postecipadamente) e  parcelada
(antecipadamente).

Para apresentar um exemplo sobre o assunto, faremos inicialmente uma
apresentacao sobre a definicdo desses tipos de compras parceladas.

No livro Matematica Comercial e Financeira, encontramos a seguinte

definicdo:
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Pagamentos postecipados: quando o primeiro termo vence imediatamente no
fim do primeiro periodo a contar da época atual, ou época do contrato, também
chamada época zero.

Pagamentos antecipados: quando o primeiro termo vence antecipadamente ja
na época atual, ou seja, juntamente com o contrato. (FARIA, 2007, p.17-18.)

Observe o0 seguinte exemplo a seguir, muito comum na vida de milhares
de brasileiros com relagdo a tomada de decisdo sobre a compra a prazo ou a
vista de um determinado produto.

Lucas possui duas opc¢des na compra de uma televisao:

» A vista por R$3000,00

» Parcelado, postecipado, em trés prestacfes mensais de R$1030,00.

Sabendo que ele possui o dinheiro para comprar tanto a vista quanto a prazo e

gue seu dinheiro pode ser aplicado na poupanca a uma taxa de 0,5% ao més.

Solucédo: Observe o0 esquema a segquir:

3000
T » Meses
0

1030 1030 1030
I S

0 1 2 3

Escolhendo o tempo 3 (mesma época) para fazer a equivaléncia de valores
podemos concluir que:

Na opcao a vista, a valor pago seria:
X =3000-(1,005)3 = 3045,22.
Na opcéo a prazo o valor pago seria:

Y = 1030 + 1030 - (1,005) + 1030 - (1,005)? = 1030 + 1035,15 + 1040,32575
= 3105,47575.
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Observe que para Lucas, nesta situacdo, seria mais interessante que pagasse
o valor a vista em detrimento do valor a prazo, visto que a diferenca entre estes
valores na mesma unidade de tempo (3) €& 3105,47575 —3045,22 =

60,25575, isto é na compra a prazo, este seria o0 valor pago a mais.

A seguir sera apresentado outro exemplo em que o valor a vista e o

valor das prestagdes séo equivalentes.

Carla deseja fazer um curso de inglés e ao fazer uma pesquisa de mercado,
descobriu que a escola escolhida por ela |he oferecia duas formas de

pagamento para o curso.

> A vista por R$1000,00

» Parcelado, antecipado, em quatro prestacdes mensais de R$250,00.

Sabendo que ele possui o dinheiro para comprar tanto a vista quanto a prazo e

gue seu dinheiro pode ser aplicado na poupanca a uma taxa de 0,5% ao més.

Solucéo:

Observe o esquema a seguir.

1000

T » Meses
0

250 250 250 250
N S

0 1 2 3

Escolhendo o tempo 3 ( mesma época) para fazer as comparagdes entre 0s

valores, concluimos que:
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Caso a vista:
X =1000 - (1,005)3 = 1015,07
Caso parcelado:

Y =250 (1,005)% + 250 - (1.005)? + 250 - (1,005) + 250
= 253,76 + 252,50 + 251,25 + 250 = 1007,51.

Apesar de termos uma pequena diferenca entre os valores observados a
época 3, observa-se que para Carla € mais vantajoso a escolha do pagamento
a prazo pois ela estard fazendo uma economia de 1015,07 — 1007,51 = 7,56

reais.

Com este exemplo encerramos toda a fundamentacédo tedrica sobre juros
compostos e assuntos relacionados a este regime necessarios para a
realizacdo deste trabalho. Assim, daremos inicio na secdo a seguir a

fundamentacéo tedrica do ultimo tema abordado, que € funcdo exponencial.

2.3Funcao Exponencial

As definicdes apresentadas nas obras consultadas sdo muito semelhantes.
O que diferencia uma obra da outra € a forma como esta definicdo é exposta.

Em algumas delas, percebe-se que 0s autores optam primeiro por
apresentar a definicho e em seguida exemplos que descrevam a mesma
engquanto em outras obras a definicdo surge a partir de uma situacao problema.

Em geral, tais situacbes problemas ocorrem no campo de dominio dos
nameros inteiros positivos ou dos reais positivos e assim 0s outros ampliam
esta nogéo para o0 caso mais geral.

Por apresentar essa semelhanca ndo citaremos todas como fizemos nos
topicos anteriores. A seguir mostraremos a que se encontra na obra

Matematica contexto e aplicacdes do autor Dante.
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2.3.1 Definicao de funcéo exponencial

Antes de apresentar a definicdo de fungdo exponencial, apresentaremos uma
situacao-problema que servira de motivacao para expor a defini¢cao.

Segundo o autor Paiva:

Vérias situacdes do nosso cotidiano ou do universo cientifico, tais como juro
em aplicacdes financeiras ou empréstimos, crescimento populacional,
depreciacdo de um bem, decaimento radioativo, etc., podem ser estudadas
com o auxilio das fun¢des exponenciais. (PAIVA,2009,p.169.)

Vejamos a seguinte situacdo-problema que explicita a relacdo entre essa

funcado e a forma de crescimento de uma grandeza.

Situacéo-problema

Em uma cultura laboratorial, vamos considerar uma determinada bactéria, que
se dividira em trés, dando origem a primeira geracéo; cada bactéria da primeira
geracdo da origem da origem a outras trés, surgindo assim a segunda geracao
e assim por diante. Admitindo-se que cada bactéria demore 1 hora para se
dividir em trés outras, quantas geracdes e quantas bactérias teriamos ao final

de um dia?Quantas bactérias havera ao final de um dia?

Observe que o numero de bactérias a cada geracao pode ser dado pela
lei f(x) = 3* em que x representa a geracdo e f(x) o numero de bactérias.
Como cada divisdo ocorre por hora, teriamos ao final de um dia um total de 24

geracgdes e, portanto o total de bactérias da 242 geracao sera dado por:

f(24) = 32* = 282429546481 bactérias.

Ao final de um dia teremos 3° + 3! + 32 + --- + 32 bactérias. Observe que este

€ 0 somatorio dos 25 primeiros termos de uma PG e, portanto seu resultado é:

30(3%5-1)
3-1

S = = 423644304721 bactérias.
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Veja que este numero € extremamente grande, mostrando assim como €
assustador o crescimento da funcao exponencial.
A partir deste exemplo apresentaremos a definicdo da funcéo

exponencial.

Definicdo: Dado um nudmero real a>0ea#1, denomina-se funcao

exponencial de base a uma funcéo f: R — R, definida por f(x) = a*

Nota: a restricdo quanto a base ocorre, pois em caso contrario ndo teriamos

uma funcéo exponencial, isto é:
i)Se a = 1, entdo teriamos a funcédo constante 1* = 1,V x € R.

x < 0,neste caso,ndo teriamos uma funcao definida em R.

iNSea=0e { / . ngao
x = 0,neste caso, teriamos uma indeterminacio para a resposta.

iii)Se a < 0 e x uma fragcdo com denominador natural par, entdo a funcéo néo

estaria definida no conjunto dos numeros reais.
Observe 0 exemplo abaixo:

1 . 1 . ~
a=—-2ex= 5 » teriamos: a* = (-2)2= v—-2 ,que é um resultado que néao
esta definido no conjunto dos numeros reais.

Uma vez definida a funcdo exponencial, devemos compreender qual é o
comportamento de seu grafico, tal qual é feito com todas as funcdes
matematicas estudadas no ensino médio. Tais comportamentos e gréaficos

serdo apresentados na secao a seguir.
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2.3.2 Gréficos da funcéo exponencial

Na obra Matematica Ciéncias e Aplicacbes os autores apresentam 0sS
possiveis graficos para a funcdo exponencial baseando-se em duas

propriedades que se seguem:

1° Caso: Sea > 1, a funcdo definida por f(x) = a* é crescente, pois dados
x1X, € R temos que x; < x, = a** < a*2. Alem disso, o grafico desta funcéo

passa pelo ponto (0,1), poisparax =0 = a’ =1, paratodoa >0ea # 1.

Abaixo, apresentamos um modelo para o gréfico da exponencial acima.

Figura 2: Funcdo exponencial crescente’

2° caso: Se0 <a <1, a funcdo definida por f(x) = a* é decrescente, pois
dados x; x, € R temos que x; < x, = a** > a*2. Além disso, o grafico desta
funcdo passa pelo ponto (0,1), pois parax =0 = a® =1, paratodoa >0ea #
1.

Abaixo, apresentaremos um modelo para o grafico da exponencial nas

condi¢cbes acima.

? Print screen da funcdo f(x) = a*, crescente, feita no aplicativo Geogebra.
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Figura 3: Funcéo exponencial Decrescente®

Observacédo: A funcdo exponencial pode ser interpretada de uma forma mais
geral como uma funcao do tipo f(x) = k - a*.Tais fun¢des sdo mais abordadas
em problemas contextualizados e aplicados. Neste caso, vale observar que o

gréfico da funcéo passara pelo ponto (0,k).

Com o encerramento tedrico sobre o0s assuntos abordados, neste
trabalho, apresentaremos no préximo capitulo uma analise sobre cinco cobras

didaticas no que se refere a abordagem destes tépicos.

3 . A s
Print screen da fungdo f(x) = a*, decrescente, feita no aplicativo Geogebra.
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CAPITULO 3

ANALISE DE OBRAS QUANTO A ABORDAGEM DE
PROGRESSAO GEOMETRICA, JUROS COMPOSTOS E
FUNCAO EXPONENCIAL

Neste capitulo apresentaremos alguns argumentos sobre a importancia
do ensino destes contetdos correlacionados. Em seguida, apresentaremos a
abordagem destes conteudos em algumas obras destinadas ao ensino médio
seguida de uma andlise individual e geral.

Desta forma, comegamos por observar que assuntos aparentemente
diferentes, porém relacionados, devem ter suas conexdes ressaltadas, pois as
propriedades de um conceito podem ser utilizadas para se obter as

propriedades do outro:

Se 0s conceitos sdo apresentados de forma fragmentada, mesmo
gue de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno
estabeleca alguma significacdo para ideias isoladas e
desconectadas umas das outras. Acredita-se que o aluno sozinho
seja capaz de construir multiplas relagdes entre os conceitos e
formas de raciocinio envolvidos nos diversos conteddos, no entanto
o fracasso escolar e as dificuldades dos alunos frente a Matematica
mostram claramente que isso ndo é verdade. (PCNEM, 1999. p.255)

Contudo, essa relacdo nem sempre é feita pelos livros didaticos e
quando é feita, ocorre em poucas paginas, apenas mostrando ao aluno que tais
assuntos tém conexado sem deixar claro como é possivel obter conhecimentos
de um conteudo a partir do outro.

Durante a pesquisa bibliografica e consultando alguns livros didaticos
utilizados no ensino médio no Brasil encontramos essa preocupac¢ao na obra
Matematica Ensino Médio das autoras Smole e Diniz.

Tais autoras “fogem” do procedimento comum, pois apés tratar do

assunto funcdes (em seu aspecto geral) e fun¢des afim e quadratica, estas dao
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uma pausa no tema e introduzem o capitulo de Sequéncias e Progressdes
antes dos capitulos de Funcdo Exponencial e Fungdo Logaritmica. Segundo
elas tal escolha é feita, pois:

inserir esta unidade sobre sequéncias numéricas e progressdes antes das
funcdes exponencial e logaritmica porque, desta forma é possivel: relacionar o
estudo das funcdes e de funcéo afim com sequéncias e progressdes; abordar a
nocao de crescimento ou decrescimento exponencial por meio de progressao
geomeétrica, cujos padrées permitem um contexto de aprendizado que favorece
a maior compreensdo de funcdo exponencial e o conceito de logaritmo.
(STOCOO & DINIZ, 2010,p.141.)

Queremos deixar claro que nao h& por parte de nosso estudo defender
gue os livros didaticos ndo tragam capitulos isolados sobre esses temas.
Acreditamos que isto € fundamental, pois embora seja correlacionado, cada
um deles possui suas particularidades que devem ser ensinadas e
aprofundadas.
Buscamos mostrar a importancia e o cuidado que se deve ter na escolha do

livro didatico e na elaboracéo das aulas para que os professores possam:

e deixar claro para seus alunos a relagédo entre os contetudos

e mostrar como obter os conceitos de um a partir do estudo dos outros,
permitindo assim, a priori, que os alunos ndo tenham a sensacao de
estar aprendendo mais um contetdo seguido de diversas formulas como

de costume.

A importancia da relacdo entre esses contetdos e de um ensino bem
integrado também pode ser justificado pelo PCN+. Como dito anteriormente é
importante que se escolha conteudos de tal forma que se possa fazer uma
articulagcdo de ideias entre eles evitando assim um extenso quadro de
conteudos.

A seguir apresentaremos algumas analises de como 0s assuntos
progressdo geomeétrica, juros compostos e fungédo exponencial sdo abordados

em alguns dos livros didaticos mais utilizados no ensino médio.
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3.1 Andlise de como os assuntos sao abordados em algumas
obras destinadas ao ensino médio.

Para a andlise de como 0s assuntos progressao geomeétrica, juros
compostos e funcdo exponencial sdo abordados no ensino médio foram

consultadas as seguintes obras:
Obra 1: Matematica — Ciéncias e Aplicacdes

Autores: Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, Davi Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze
de Almeida.

Editora: Saraiva — edicédo 2010

Obra 2: Matematica Ensino Médio

Autores: Katia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz
Editora: Saraiva — edicdo 2010

Obra 3: Matematica

Autor: Manoel Paiva
Editora: Moderna — edicédo 2009

Obra 4: Conexdes com a Matematica

Autores: obra coletiva com a editora responsavel: Juliane Matsubara Barrosa
Editora: Moderna — edicéo 2010

Obra 5: Matematica — Contexto e Aplicacdes
Autores: Luiz Roberto Dante

Editora: Atica — edi¢do 2008
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Apresentaremos na tabela a seguir em quais volumes os contetdos séo

abordados, isto €, na 12 série, 22 série ou 32 série do ensino médio. Além disso,

mostraremos em qual ordem esses conteudos sdo abordados bem como

namero de paginas dedicadas ao ensino de cada um.

Abordagem por série

Sequéncia de

conteudos

Numero de pagina para
cada conteudo.

Obral | Todos os conteudos | Fungdo Exponencial — | Fun¢éo Exponencial: 6
séo abordados no livro | ProgressGes — Juros
destinado a 12 seérie | Compostos Progressédo Geometrica: 13
do ensino médio.
Juros Compostos: 7
Obra 2 | 12 série: Progressdes | Progressdes — Funcao | Progressdo Geométrica: 10
e Funcéo Exponencial. | Exponencial — Juros
Compostos Funcéo Exponencial: 4
32 série: Juros
Compostos Juros Compostos: 2
Obra 3 | Todos os conteudos | Juros Compostos — Juros Compostos: 2
séo abordados no livro | Fungdo Exponencial —»
destinado a 12 série | Progressoes. Funcgéo Exponencial: 3
do ensino médio.
Progressdo Geométrica: 11
Obra4 | 12  série: Funcéo | Funcdo Exponencial — | Fungéo Exponencial:3
Exponencial e | Progressbes — Juros | Progressdo Geométrica:11
Progressoes. Compostos Juros Compostos:2
32 série: Juros
Compostos
Obra5 | Todos os conteudos | Fungao Exponencial - | Funcéo Exponencial:5

sdo abordados no livro
destinado a 12 série
do ensino médio.

Progressdes — Juros
Compostos.

Progressdo Geométrica:17
Juros Compostos:8

Por fim, faremos uma analise de cada contetido, em cada obra, mostrando os
pontos positivos e negativos quanto a abordagem dos assuntos ou auséncia

desta.
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Obra 1:

I.  Funcéo Exponencial
Introducéao:

O assunto € introduzido com uma situacdo problema sobre o
crescimento populacional de algas e em seguida ha a formalizacdo da

definicdo de funcéo exponencial.
Aspectos positivos:

Sao abordadas as fungbes exponenciais do tipo f(x) = k - a*, presentes
nas situacbes mais aplicaveis. Além disso, ha a preocupacdo com também
apresentar uma aplicacdo sobre fungdo exponencial decrescente através de

um problema sobre meia-vida e radioatividade.
Aspecto negativo:

Neste capitulo ndo é mencionada qualquer relacdo de funcdo exponencial

com matematica financeira ou progressoes.
II. Progressdo Geométrica
Introducao:

7

O assunto € introduzido através de uma situacdo-problema sobre
vendas de pacotes de televisdo por assinatura, na qual observamos o padrao
de PG.

Aspectos positivos:

Neste capitulo, os autores apresentam o tOpico: progressao geomeétrica
e funcdo exponencial mostrando que a progressdo geométrica € um caso

particular da func&o exponencial com dominio em N*.

Aspectos negativos:
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Apesar dos autores apresentarem uma conexdo entre a progressao
geométrica e a fungcdo exponencial, esta é feita ao final do capitulo em uma
Unica pagina através de um unico exemplo ndo contextualizado.

Além disso, é apresentada apenas uma Unica sequéncia, crescente.

[ll.  Matematica Financeira — Juros Compostos
Introducéao:

O assunto € introduzido através de uma situacao-problema que nao é

resolvida, apenas mencionada.

Aspectos positivos:

E feita a conexdo entre juros compostos, funcdo exponencial e
progressao geométrica em um unico exemplo.
O capitulo aborda a comparacéo entre a compra de produtos a vista e a

prazo.

Aspectos negativos:

s

A férmula de montante é deduzida por recorréncia sem qualquer
contextualizacao.

Apesar de haver uma conexao entre os trés assuntos, essa € feita em
apenas uma UuUnica pagina. Além disso, vale ressaltar que a progressao

geomeétrica € inserida no contexto é uma unica linha do texto.

Conclusao:

Com esta sequéncia de conteudos, percebe-se uma valorizacdo da
formalizacdo em detrimento da contextualizacdo. Além disso, apesar da
conexao entre os conteudos estar expressa na obra, esta é feita em apenas

uma linha.
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Percebe-se que ndo ha na obra uma conexdo entre os trés assuntos
através de situacdes problemas, muito menos de como obter saberes de um

contelido a partir de conhecimentos do outro.

Obra 2:

l. Progressdo Geométrica

Introducao:

S&o apresentadas sequéncias (PG) sem qualquer contextualizacao.

Aspectos positivos:

As autoras introduzem o capitulo alegando que serdo estudadas funcdes
especiais e que estas ajudardo na compreensdo dos proximos capitulos, a
saber: funcdo exponencial e fungéo logaritmica.

Além disso, hd a contextualizacdo crescimentos e decrescimentos

exponenciais através de padrfes para favorecer a compreensao.

Aspectos negativos:

Neste capitulo ndo h& relacdo de progressdao geométrica com funcéo
exponencial e matemética financeira.
Além disso, quase todos os topicos relativos a PG séo introduzidos sem

qualquer contextualizacédo ou situacao-problema.

Il. Funcéo Exponencial

Introducéao:
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O assunto € introduzido com uma situacdo problema sobre o

crescimento de uma planta aquética.
Aspectos positivos:

Em um topico intitulado "para saber mais" sdo apresentados dois
exemplos contextualizados com valores idénticos sobre sequéncias crescentes
em que em um deles o dominio € o conjunto N* e no outro o dominio € o
conjunto R para se estabelecer uma conexao entre progressao geométrica e

funcdo exponencial. E feita uma abordagem grafica e algébrica.

Observacdo: ja no topico conexdo € apresentada a ideia de decaimento e,
portanto, uma situagao contextualizada sobre fungéo exponencial decrescente,

mas nao ha neste momento, qualquer relacdo com a progressao geométrica.

Aspectos negativos:

N&do ha na obra mencbes sobre as diversas aplicacdes, envolvendo
fungdes do tipo f(x) = k - a”.

Aborda no tépico para saber mais apenas a conexao para o0 caso de
progressao geométrica e funcdo exponencial crescente e neste mesmo topico,
apesar de fazer tal conexao, as autoras nao deixam explicita a ideia de que as
progressbes geométricas crescentes e decrescentes constituem um caso

particular da funcéo exponencial.

Il. Matematica financeira — Juros Compostos

Introducéao:

A introducéo é feita através de uma tabela de valores ja prontos e ndo

através de uma situacéo-problema contextualizada.

Aspectos positivos:
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A formula de juros compostos € deduzida a partir de um exemplo,
mesmo que ndo contextualizado, além disso, ha uma preocupagdo em
mencionar que a sequéncias dos montantes tempo apds tempo é uma
progressdo geométrica de razdo 1 + i .

Percebemos assim que as autoras mostram como obter conhecimentos
de um assunto, no caso formula de juros compostos a partir de um conceito ja
estudado: progressao geométrica.

Em uma péagina intitulada "para saber mais" é feita uma relacédo grafica
e algébrica entre progressdo geométrica e funcdo exponencial juros

compostos.

Aspectos negativos:

N&o é abordado o conceito de taxa de variacdo, ndo ha um exemplo
contextualizado que relacione os trés temas ao mesmo tempo e por fim consta-
se que nédo é abordado na obra problemas que envolvam a comparacao entre a
compra de produtos a vista ou prazo, recomendados pelo CBC mesmo que

numa quantidade pequena de parcelas.

Conclusao:

A obra apresenta os problemas sempre de forma contextualizada. Além
disso, é apresentado como relacionar os conteudos, textualmente, e também
como obter conhecimentos novos a partir de conceitos ja estudados. No
entanto, ndo encontramos na obra uma situagcao-problema que aborde os trés
temas simultaneamente.

Por fim, registramos que a obra deixa de abordar um tema indicado pelo
CBC que é financiamento na compra de produtos.

Obra 3:

l. Matematica Financeira — Juros Compostos
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Introducéao:

A formula é deduzida por recorréncia apds um exemplo com valores

tabelados.
Aspectos positivos:

N&o foram percebidos neste capitulo aspectos positivos relevantes, isto

€, 0 autor apresentou de forma simples o0 que era necessario apresentar.
Aspectos negativos:

N&o é abordado o tema taxa de variacdo e neste capitulo ndo é feita
qualguer menc¢éo sobre funcdo exponencial ou progressdo geométrica, além
disso, ndo ha no texto nenhuma informagdo sobre a comparacdo entre

compras a prazo e parceladas.
Il. Funcéo exponencial
Introducéao:

Antes de introduzir o assunto 0 autor comenta que diversas situagdes do
dia-a-dia, inclusive juros compostos, ja estudados, podem ser aprendidas com
o auxilio da funcéo exponencial.

Apds essa mencdo, 0 autor inicia 0 assunto com um exemplo sobre
crescimento populacional de bactérias. Além disso, é utilizado um exemplo de

juros compostos para auxiliar na definicdo de funcéo exponencial.

Aspectos positivos:

O autor se preocupa em obter o conhecimento de funcdo exponencial a
partir do conceito de juros compostos. Ha também uma preocupacdo de
mencionar que o conteudo a se estudar € uma expansdao do conteudo
estudado, isto €, saindo do campo do conjunto R, e passando para o conjunto
R.

O autor apresenta um exemplo contextualizado sobre a funcao

exponencial decrescente, através de um problema sobre meia-vida.
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Aspectos negativos:

N&o ha no texto observacfes sobre a aplicabilidade da funcdo exponencial,
f(x) =k-a*.

Il. Progressdo Geomeétrica:
Introducao

O capitulo é iniciado fazendo uma mencdo ao capitulo de funcao
exponencial. Para introduzir a definicdo sédo apresentados problemas em que

as grandezas crescem ou decrescem através do produto por uma constante.
Aspectos positivos:

H& uma comparacdo ainda que rapidamente entre a progressao

geométrica e a funcao exponencial.
Aspectos Negativos:

N&do ha qualquer relacdo do tema com juros compostos. Além disso,
grande parte dos problemas ndo contextualizados. Além disso, a comparacgao
feita com funcéo exponencial ocorre apenas para 0 caso crescente.

Por fim, o autor ndo comenta sobre o fato de que as progressdes
crescentes e decrescentes sdo casos particulares das funcbes exponenciais.

Apenas menciona que ambas tem caracteristicas comuns.

Conclusao:

Ha na obra o cuidado em correlacionar os contetudos, nao atraves de
uma situacao problema, apenas textualmente.

No entanto assim como em outras obras € deixado de trabalhar alguns
conteudos recomendados pelo CBC e ndo aponta um exemplo sobre

financiamento.
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Obra 4:
l. Funcdo Exponencial
Introducéao:

O capitulo € introduzido com um problema sobre crescimento

populacional.
Aspectos positivos:

Em um topico intitulado aplicacbes da funcdo exponencial os autores
comentam sobre as funcbes do tipo f(x) =k-a*, mostrando dentre as

aplicacdes um exemplo envolvendo juros compostos.
Aspectos negativos:

Ndo é apresentado nenhum problema contextualizado sobre funcéo
exponencial decrescente. Além disso, néo é feito nenhum comentéario sobre a

relacao entre fungcdo exponencial de progressao geométrica.
Il. Progressdo Geométrica
Introducao:

O assunto € iniciado com um problema contextualizado no qual a partir

dele é concluida a definicdo de progressédo geométrica.
Aspectos positivos:

E feita uma relacdo grafica e algébrica entre a funcdo exponencial e as
progressées geométricas através de dois exemplos. Um em que a sequéncia é
crescente e outro em que a sequéncia € decrescente.

Ha uma preocupacdo em comentar que apesar desses dois assuntos
terem bastante semelhanca e se relacionarem, eles se diferenciam pelo

dominio da relacdo funcional.

Aspectos negativos:
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N&o é feita qualquer relagcdo do tema com juros compostos, assim como

também néo é explorado o conceito de taxa de variagao.

Il. Matematica Financeira — Juros Compostos
Introducéao:

s

O assunto é introduzido em um problema com dados tabelados e em

seguida é deduzida a formula.
Aspectos positivos:

E trabalhada a ideia de taxa de variacdo além de valor futuro e valor

atual.
Aspectos Negativos:

N&o é estabelecida uma relacdo com a funcdo exponencial e observe
que neste caso o assunto é abordado no terceiro volume, sendo, portanto

complementar e trazendo uma ideia de revisao.
Concluséao:

A obra traz diversos problemas contextualizados a cerca dos trés temas.
Nela também podemos encontrar uma correlacdo textual entre progressao
geométrica, juros compostos e funcdo exponencial. No entanto, ndo €
apresentada uma Unica situacdo problema que aborde os trés assuntos

deixando explicita as semelhancas e diferencas existentes.

Obra 5:
l. Funcao Exponencial

Introducao:
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O capitulo é iniciado com um problema envolvendo o crescimento

populacional de bactérias.
Aspectos positivos:

O autor comenta que nas situagcdes mais aplicadas da funcédo
exponencial a lei que modela tais situacdes € dada por f(x) = C - a** e para tal
utiliza um problema envolvendo juros compostos.

Em um tépico optativo, é apresentada a caracterizagdo da funcéo

exponencial.

Aspectos negativos:

N&o sdo obervados aspectos negativos neste capitulo.

Il. Progressao geométrica

Introducao:

E utilizado o conhecimento de taxa de variacdo num problema sobre

crescimento de producéo para definir a progressao geométrica.
Aspectos positivos:

E feita a relagcdo geométrica com a funcéo exponencial e, além disso, é
abordada uma situacdo envolvendo juros compostos em um tépico sobre

problemas.
Aspectos negativos:

N&o é feita uma relacdo da PG com a funcdo exponencial em seu aspecto

decrescente.
l"l. Matematica Financeira
Introducao:

O capitulo é introduzido com um problema contextualizado e a formula

de juros compostos é deduzida por recorréncia.
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Aspectos positivos:

Em um tépico intitulado para refletir, os autores mostram que o0s
montantes com o passar do tempo constituem uma progressdo geométrica de
razao 1 +i.

E feita a relacdo de juros compostos com a fungdo exponencial
algebricamente e graficamente.

E abordado no capitulo o tema de equivaléncia entre capitais e em

seguida sao abordados problemas sobre financiamento.

Aspectos negativos:

Apesar de ser feita a relacdo ente funcédo exponencial, juros compostos
e uma observacao da conexdo com a progressao geométrica, esta € feita em

apenas um exemplo envolvendo uma sequéncia crescente.
Concluséo:

A obra apresenta todos os conteudos indicados pelo CBC e também h&
por parte do autor a preocupacao constante em contextualizar ou introduzir 0s
conceitos através de situacfes problemas.

Além disso, em alguns momentos existe a preocupa¢do em ensinar
contetdos novos, partindo de conteddos ja estudos. Um exemplo disso € a
preocupacdo em trabalhar taxa de variacdo nos capitulos de mateméatica
financeira e PG.

No entanto ndo se encontrar também nenhuma situacdo problema que
aborde os trés conteados em um Unico contexto.

Para encerrar o capitulo faremos a seguir uma breve analise geral sobre

as principais observagdes encontradas ao avaliar as obras.
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3.2 Anélise Geral das obras

Em geral h4 uma preocupacdo em abordar os conteudos de forma
completa recomendados pelo CBC e também seguindo as recomendac¢fes dos
Parametros Curriculares Nacional que é apresentar os conteudos de forma
contextualizada priorizando a resolucao de problemas.

E perceptivel uma “discordancia” entre os autores quanto a sequéncia
dos conteudos abordados além da série na qual cada assunto € estudado.

Esta decisdo € normal, pois os Parametros Curriculares Nacional dao
essa flexibilidade para os professores, escolas e também autores de livros.

Alguns vao optar por inserir os contetdos ja na primeira série do ensino
médio, enquanto outros deixardo alguns dos tépicos para o terceiro ano, um
momento de aprendizado complementar e de revisao.

Autores, como as da obra Matemética ensino Médio se preocupam em
explicar porque escolheu determinada ordem para abordar os assuntos o que
traz ao professor uma visdo mais ampla de sua obra.

N&o podemos deixar de citar que na maioria das obras assuntos como:
taxa de variacdo, relacdo entre funcdo exponencial decrescente e PG
financiamento e as principais aplica¢cdes da funcao exponencial através da lei
de formacgéo f(x) = k - a* sequer sdo mencionados ao longo do texto.

Por fim, observamos que apesar de algumas obras se preocuparem em
estabelecer uma comparacdo entre os trés temas abordados neste trabalho,
esta comparacdo é feita em poucas linhas e em nenhuma delas encontramos
uma unica situacdo problema que aborde os trés temas ao mesmo tempo,
deixando claro para os alunos a estreita relacdo entre os conteudos de funcdo

exponencial, juros compostos e progressao geomeétrica.
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CAPITULO 4

UMA SEQUENCIA DE PROBLEMAS SOBRE PROGRESSAO
GEOMETRICA, JUROS COMPOSTOS E FUNCAO
EXPONENCIAL

Apdés uma analise especifica e geral sobre cinco obras matematica
direcionadas ao ensino de progressao geomeétrica, juros compostos e funcao
exponencial, apresentaremos neste capitulo uma sequéncia de situacdes
problemas sobre esses assuntos.

Nestas situacdes, em sua maioria contextualizada, apresentaremos 0s
objetivos esperados e uma série de perguntas que acreditamos, contribuira
para um aprendizado mais significativo e coeso entre os topicos abordados.

Optamos por partir de situagdes problemas pois, concordamos com

Polya, em sua obra a Arte de resolver problemas(1995), quando diz que:

uma grande descoberta resolve um grande problema, mas h& sempre uma
pitada de descoberta na resolucéo de qualquer problema. O problema pode ser
modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades
inventivas, quem o resolver por seus proprios meios, experimentara a tenséo e
gozara o triunfo da descoberta.

Além disso, fizemos esta busca de atividades na forma de situacdes
problemas conforme recomendam o PCN e o PCN+. Estes sugerem que este
seja um ponto de partida para o ensino das areas do conhecimento, em
particular de matematica e suas tecnologias.

Alguns problemas tem o propdsito de introduzir algum conceito
importante enquanto outros servirdo para correlacionar assuntos ou resgatar
conceitos de um a partir de outros com motivacdo ou simplesmente como
processo de revisao.

Por fim, apresentaremos um problema que envolve os trés temas para

que o aluno possa perceber a estreita relacdo entre os trés temas,
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principalmente no que se refere a comportamento e caracteristicas numericas,
assim como deixar explicita as diferengas existentes.

Por uma questdo de organizacdo e clareza das atividades,
apresentaremos a solucéo de todos os problemas seguidos de comentarios, no

anexo 1.

Situacéo Problema 1

Objetivos: A atividade tem com principal objetivo trabalhar com os alunos do
ensino médio o conceito de taxa de variagdo percentual. Nesta atividade eles
devem perceber que em diversas situagées do dia-a-dia as grandezas podem
sofrer um processo crescente ou decrescente sem que a taxa de variagédo

percentual seja constante.

Enunciado: O Ano de 2013 tem se tornado um marco na histéria do Brasil.
Durante os meses de junho e julho, principalmente, muitos cidadaos brasileiros
foram as ruas em centenas de cidades em prol de um pais mais digno, com
mais cidadania e menos corrup¢do. A maioria delas estava em busca de
condic@es justas de servicos. Elas pediam por melhoria na educacao, melhoria
na saude, menos corrupcao, leis mais eficazes e mais ageis.

Pode-se dizer que boa parte destas manifestac6es teve inicio apos a
reivindicagdo no aumento da passagem de Onibus nas grandes cidades
brasileiras. Ano a ano estas passagens possuem um reajuste, autorizado pelas
prefeituras, considerados abusivos por toda a populacgéo.

No gréafico a seguir podemos perceber a evolucdo das passagens de
Onibus na cidade do rio de Janeiro entre os anos de 2004 e 2010 nas

categorias: com ar condicionado e sem ar condicionado.
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Evolugao tarifaria dos énibus na cidade do Rio de Janeiro

R$3,00

R$ 2,50

R$2,00

R$ 1,50

R$ 1,00

R$0,50

R$0,00

(1994-2010)

Fonte: Rio Onibus (Dados Técnicos)

a

1984

1996

1998

2000

2002

2004

2006

2008

2010

m Sem Ar

R$ 0,35

R$ 0,55

R$0.70

R$0.90

R$1,20

R$ 1,60

R$1,90

R$2,20

R$2,35

Com Ar (em média)

R$1,30

R$1.80

R$ 1,50

R$ 1,80

R$2,10

R$2,50

R$2,70

Figura 4: Evolucao tarifaria dos 6nibus na cidade do Rio de Janeiro*

Considerando a modalidade SEM AR CONDICIONADO, responda:

Questionamentos:

A) Qual a variacao percentual entre barras consecutivas?

B) O que vocé observa sobre essa variagdo? E constante, crescente,

decrescente?E possivel perceber algum padrio?
C) E pertinente, do ponto de vista matematico,a manifestacéo dos

moradores da cidade do Rio de Janeiro?

Objetivos: A atividade tem com principal objetivo trabalhar com os alunos do
ensino médio o conceito de taxa de variagdo percentual. Nesta atividade eles
devem perceber que em diversas situacées do dia-a-dia as grandezas podem

sofrer um processo crescente ou decrescente com taxa percentual de variacéo

constante.

* Fonte: http://asruasdorio.blogspot.com.br/2010/03/rio-geografia-os-onibus-parte-14.html
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http://asruasdorio.blogspot.com.br/2010/03/rio-geografia-os-onibus-parte-14.html

Além disso, através desta atividade é possivel introduzir o conceito e a
nomenclatura de sequéncia com este padrdo que sdo as progressdes
geomeétricas.

Enunciado: Suponha que vocé e sua familia tenham ido a uma loja
especializada em fotografias. Na loja, apos conversarem com o vendedor,
receberam a noticia de que as fotos sO poderiam ser impressas em alguns
tamanhos. Entenda por tamanho a area calculada pelas dimensfes. Curiosos
com a situacdo, vocé e sua familia pediram entdo ao vendedor que lhes

mostrasse um exemplar com cada tamanho como na figura abaixo:

400cm

20cm

Figura 5: Simulacéo do tamanho de fotografia em uma loja.”

> Fonte: criada pelo autor.
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O vendedor ao trazer os exemplares se esqueceu do Ultimo e quinto
tamanho de foto como se pode ver na imagem acima. Para nao ter que voltar
ao estoque disse que se fosse acertado o ultimo tamanho, observado o padrédo
entre as fotos, seria concedido na compra final um desconto percentual

equivalente a reducédo percentual entre dois tamanhos consecutivos.
Questionamentos:

A)Determine o tamanho da ultima fotografia e em seguida diga ao vendedor
qual é a reducdo percentual mais vantajosa para VOCE, isto é, se entre a
primeira e a segunda, a segunda e a terceira, a terceira com a quarta ou a

quarta com a quinta.

B) Acertado o célculo percentual, porque o vendedor ndo se importou com a

escolha feita por vocé e sua familia?
C) O gue vocé poderia afirmar sobre o tamanho entre fotos consecutivas?

D)Mostre que cada tamanha de foto a partir do segundo pode ser obtido como
0 produto do tamanho anterior pelo valor de (100% — i) em que i é exatamente
a taxa percentual de queda. Para este valor (100% — i) damos um nome de

fator de reducéo.

E) Embora ambos os exercicios 1 e 2 trabalhem com taxa de variagédo

percentual qual a diferenca entre eles?

F) Procure descobrir como se chama, na matematica, a sequéncia numeérica

gue possui esta caracteristica.

G) Descubra como é chamada a constante de uma sequéncia numérica que

possui esta caracteristica.

Situacao Problema 3

Objetivos: Introduzir o conceito de progressdo geométrica, como se calcular a

razdo de uma progressdo geométrica, como se calcular o termo geral de uma

64



progressdo geomeétrica, introduzir o conceito de soma dos n primeiros termos
de uma progressdo geométrica e introduzir o conceito de taxa de variacdo

relativa.
Relacionando contetidos

Com esta atividade é possivel resgatar no aluno o conceito de poténcias e a
partir dai, chegar & formula do termo geral da progressdo geométrica. A partir
deste conceito, € possivel introduzir o conceito de funcdo exponencial através

da sua lei de formacéao.

Enunciado: Observe a seguinte situacao problema conhecida como Negécio

em Rede.

Vocé decide montar um negécio em rede, entdo, de inicio, convence trés
pessoas a comprar um produto de sua empresa. Cada uma dessas pessoas,
num periodo de tempo determinado, deve vender trés desses produtos. Cada
pessoa que comprou do seu comprador deve, no mesmo periodo de tempo,

vender trés produtos. E assim, sucessivamente.

O esquema abaixo podera lhe ajudard a compreender a situagdo acima e a

realizar as atividades que se seguem:

Vi1
|
I

v3

v7 v8 V9 V10 Vi1

Esquema de venda da empresa X

Figura 6: Esquema do Negécio em Rede®

6
Fonte: Matematica / varios autores. — Curitiba: SEED-PR, 2006,p.109.
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Observe que no primeiro més temos uma pessoa, no segundo més temos 3
novas pessoas, no terceiro més temos 9 novas pessoas e assim

sucessivamente. Preencha a tabela abaixo.

Questionamentos:

Més | Numero de | Quociente entre o | Calcular a taxa de variacéo entre

“novas” namero de “novas’ |0 numero de “novas”’ pessoas
pessoas pessoas envolvidas | envolvidas em meses
envolvidas | entre meses | consecutivos. (%)

consecutivos

g B~ W N

A) Como é chamada a sequéncia numérica formada pela coluna “ numero de

novas pessoas envolvidas”?

B)Esboce no plano cartesiano os trés primeiros pontos encontrados na tabela
em que o eixo das abscissas indica 0 més e o eixo das ordenadas indica o

namero de pessoa’novas” no respectivo més.

C) Quais valores o numéricos o eixo das abscissas pode receber? Isto € qual

conjunto numérico representa o dominio deste grafico?
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Situacao Problema 4

Objetivos: explorar uma das aplicacbes da funcdo exponencial, trabalhar a
nogao de grafico e diferenciar entre os alunos crescimentos com caracteristicas

exponenciais, mas que possuem dominios distintos.

Enunciado:

Esta comprovada a eficacia do cultivo de lirios aquaticos
(Eichhornia crassipes — Aguapé) para a limpeza da agua.
A0 Estas plantas aquaticas flutuantes atuam como purificadores
) de aguas contaminadas por residuos de esgoto e industriais,
com alto percentual de eficiéncia, e baixo cusio se
comprovado com outiras técnicas. Em aguas puras, aguas
claras ou nos rios de aguas negras do Amazonas o Aguapé
nao cresce nem prolifera, mas cresce com forgca em aguas
barrentas ou poluidas. Quanto mais rapidamente ele cresce
maior o grau de poluicéo.
Assim, o Aguapé, é um termdbmetro de poluicdo, ao
mesmo tempo em que constitui magnifico instrumento de
purificacao de aguas.

Fontes: www.discoveryportugues.com/water
José Lutzenberger em www.fgaia.org.br

Sabendo que o Aguapé é pouco tolerante ao frio, entretanto, no verdo e em lagoas
poluidas ele consegue crescer 8% ao dia, preencha o quadro abaixo com o objetivo de escrever
a area (m2) de cobertura do Aguapé em funcédo do tempo (dias) em uma lagoa com essas
caracteristicas:

Figura 7: Atividade de exponencial contextualizada’

Questionamentos:

A)Complete a tabela abaixo conforme o procedimento adotado inicialmente.

Tempo | Area inicial (m?) | Area final(m?) Quociente entre areas finais
consecutivas
1°dia | 1 a a + (8/100)a = (1,08)"a -
2°dia | 2 1,08a (1,08)"a + (8/100). (1,08)"a = (1,08)2a 1,08
3°dia
4° dia
5° dia

7 ~ .
Chaves ,Maria Isaura de Albuquerque, MODELANDO MATEMATICAMENTE QUESTOES AMBIENTAIS RELACIONADAS COM A AGUA
A PROPOSITO DO ENSINO-APRENDIZAGEM DE FUNCOES NA 12 SERIE — EM,2005,p.117.
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B) Nesta tabela, ha um padrédo entre a area final e o nUmero de dias. Explique
este padrdo em palavras e/lou através de uma formula matemética que

expressa a area final A, em funcéo do tempo decorrido t.

C) Como vocé deve ter observado no item anterior, o tamanho da planta
aparece multiplicado por um fato de tipo (100% + i) em que i é a taxa de
crescimento da planta. No exercicio vimos e nomeamos um fator parecido com
este. Neste caso, como h& um crescimento podemos dar qual nome a este tipo

de fator

D) O crescimento desta planta ocorre de acordo com uma das funcdes
estudadas, no 1° ano do ensino médio, vocé saberia informar qual funcédo é

esta? Procure saber por que é esta funcdo que vocé respondeu.

E) Esboce um grafico no plano cartesiano em que o eixo das abscissas
representa o tempo decorrido e o eixo das ordenadas representa a area final.
Para isto, suponha 0 < a < 2.

F) No grafico desenhado acima, quais os valores que o eixo das abscissas
pode receber? Isto €, Qual € o dominio deste grafico?

Situacao problema5s

Objetivos: Explorar o conhecimento de juros compostos, valor atual e valor

futuro, taxa de variacado, fator de aumento.

Enunciado: Diogo e Rodrigo, dois grandes amigos foram ao banco Calunga
para investir todo o dinheiro ou parte dele. L4 descobriram que o rendimento

mensal era de 3%.

» Rodrigo, com R$2.000,00 disse que gostaria apenas de investir o

dinheiro enquanto sem nenhuma preocupac¢éo com o valor futuro dele.
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» Diogo, com R$4.000,00, disse que precisava resgatar em 5 anos uma
guantia de RS16.000,00 e para isso gostaria de saber qual o valor
deveria depositar hoje para obter esse resultado.

Como gerente, vocé primeiro explicou para Rodrigo o processo de investimento
de seu dinheiro, isto €, como funciona o regime de juros compostos. Como a
guantia inicia era de 2000 reais, bastava pagar o valor que possuia que era de
100% e acrescentar 2% a cada més. Assim ao final de um més vocé teria
102% que é o mesmo que 1,02. Assim bastava pegar o valor atual e multiplicar
por este termo, més apds més. Esse termo (1+i) em que i € a taxa €

chamado de fator de aumento. Observe o esquema abaixo:

Atual 1 més 2 meses 3 meses e assim sucessivamente.
2000 - (1,02) - (1,02) - (1,02) = --- = 2000(1,02)¢ , apds t meses.

Diogo percebeu que o raciocinio feito para ele deveria ser o contrario, pois ele
nao desejava saber o valor futuro e sim o valor presente. Responda a questao

a sequir:

Questionamentos:

A)A sequéncia formada pelo montantes de Rodrigo com o passar dos meses

possui um padrédo ja visto nos exercicios anteriores. Qual é este padrao?

B)Podemos afirmar que a sequéncia formada pelos montantes &€ uma PG?
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C)Podemos afirmar que o crescimento do dinheiro de Rodrigo ocorre de forma

exponencial?

D)Diogo conseguira obter o dinheiro que precisa em 5 anos com a quantia que
deseja?

E) Em caso negativo, qual a quantia que Diogo precisaria pedir a seu amigo

para atingir seu objetivo?

F) Apresente um raciocinio padrdo para situacdes como esta. Isto €, o que
deve ser feito quando conhecemos a taxa de aplicagéo i, o dinheiro desejado

no futuro V¢, o tempo de aplicacdo ¢ e o valor atual I, necessario para se atingir

0 objetivo apds este tempo.

Situacao Problema 6
Objetivos:

e Observar o padrao de crescimento de uma sequéncia numérica.

e Estabelecer valores futuros a partir de um padréao percebido.

e Estabelecer a lei de formacéo de uma fun¢éo com tais caracteristicas.

e Apresentar graficamente o crescimento de uma “populagdo” com estas
caracteristicas.

e Mostrar a dificuldade em se somar termos de uma sequéncia numérica

como a descrita no problema.

Observacdo: Essa atividade requer um cuidado. E preciso que o professor
deixe claro para os alunos que se trata de um problema de tendéncia, muito
comum em crescimento de plantas, e crescimentos populacionais. Além disso,
€ preciso estabelecer junto ao aluno a ideia de que apesar do negdécio de
orlando ser altamente rentavel, essa tendéncia ndo aconteceria para sempre,
no minimo por dois motivos: ou em algum momento 0 himero de pessoas se
estabilizaria, cairia ou cresceria mais lentamente ou entdo ndo haveria
populacao suficiente no mundo para frequentar seu parqgue, mesmo que todas

elas desejassem isso.
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Enunciado: Preocupado com o crescimento acelerado do niumero de pessoas
que frequentam seu Parque de diversao ano ap6s ano, o dono resolveu tabelar
os dados, desde sua fundacdo em 2006, para que pudesse tomar providéncias
necessarias no futuro com relacdo a ampliacdo, manutencéo, faturamento,
dentre outras coisas.Em uma foto de divulgacdo do seu parque guardada em

sua gaveta ele encontrou as seguintes informagdes registradas:

2006 — 1 pessoa 54 2&()1)—) 5pessoas 2009 — 125 pessoas 2011 — 3125 pessoas

: }-wu.
5] /.r ?",'\ %010 — 625 pessoas 2008 — 25 pessoas
g Al N % A

AR R, "‘\ 2012 — 15625 pessoas/,{

Figuro 8: Dados encontrados na foto divulgacéo do parque8

Observe que as informagbes contidas na figura acima ndo estdo
organizadas por ano. Considere o ano de inauguragdo como O primeiro ano,
isto €, ano 1, o segundo apés a inauguracdo como ano 2 e assim
sucessivamente.

Orlando, o dono do parque resolveu entdo tabelar as informagdes

contidas na figura de forma organizada como se pode ver na tabela abaixo:

® Fonte:criada pelo autor
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Ano de Numero de
existéncia Pessoas
1
5
25
125
625
3125
15625

N[O O~ WIN|F

Ao observar a tabela ele tentou descobrir se existia alguma forma de prever
guantas pessoas frequentariam seu pargue no Ano 8, isto € 2013, e em outros
anos também.

Para ajudar Orlando nesta tarefa, ele convidou seu amigo Marcelo, muito
inteligente em matematica. Apds observar esta situacao responda as pergunta
abaixo.

Questionamentos:

A)Matematicamente, é possivel que Marcelo possa ajudar o dono do parque, o
Orlando?

B)Em caso afirmativo, qual raciocinio te levou a essa conclusao?

C)Suponha que o crescimento no numero de pessoas que frequentam o
parque mantenham as caracteristicas ja observadas. Marcelo entdo resolveu
mostrar para Orlando que o numero de pessoas que frequenta seu parque y
pode ser escrito em funcdo da quantidade de anos de existéncia do parque.

Diga como Marcelo expressou y em funcéo de x.

D) Apesar de ter percebido o crescimento acelerado Orlando disse que nao
estava se convencendo disso apenas numericamente e entdo pediu que
Marcelo mostrasse essas informacdes através de um grafico em que o eixo das
abscissas representa o ano de existéncia e o eixo das ordenadas o niumeros de
pessoas que frequentou o parque. Mostre abaixo o grafico correto mostrado
por Marcelo.

E)Interessado no faturamento recebido ao longo de todos os anos, Orlando
decidiu descobrir quanto acumularia, caso ndo houvesse gasto algum, nos 10

primeiros anos de existéncia do Parque. Se o preco do ingresso foi RS20,00

72



em todos os anos, mostre que o valor acumulado por Orlando é igual a soma

do nimero de pessoas que frequentou cada ano (poténcias de 5) por 20.

F)O que vocé percebe entre os valores do item anterior se colocar o nimero 20

em evidéncia na soma acima?
G) Esta soma é facil de ser feita? Por qué?

H) Qual é o valor do faturamento?

Situacao problema 7

Objetivos: Treinar a ideia de padréo e lei de formacdo de uma progressao

geomeétrica.

A atividade a seguir foi retirada de um artigo de Elvia Mureb Sallum, intitulado

Fractais no Ensino médio

Enunciado: Um fractal € uma figura que pode ser quebrada em pequenos
pedacos, sendo cada um desses pedagcos uma reproducdo do tempo. Nao
podemos ver um fractal porque € uma figura limite, mas as etapas de sua
construcdo podem dar uma ideia da figura toda. Seu nome se deve ao fato de

gue a dimenséao de um fractal ndo € um numero inteiro.
Observe o0 exemplo a seguir:

Na figura 1, a seguir, foi tracada uma curva que vai do ponto A ao ponto B,
formada por 4 segmentos de mesmo comprimento, igual a § da distancia de A

até B.

Na figura 2, em cada um dos segmentos da curva da figura anterior, foi
reproduzida uma coépia da figura original, reduzida em % de seu tamanho, de

modo a formar uma nova curva de A até B, agora formada por 16 segmentos.
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Na figura 3, em cada um dos segmentos da curva da figura 2, foi reproduzida

uma copia da figura original.

figura |
A B
figura 2 —\ ( /\
A B
figura 3
A B

Figura 9: Fractal conhecido como curva de Koch®

O fractal correspondente a essa construcao € a curva limite, num certo sentido,
desse processo. Trata-se da chamada curva de Koch. E possivel imaginar que

num fractal ha partes da figura que séo copias do todo, pois cada etapa da

° Fonte: Sallum, Elvia Mureb,Fractais no ensino médio,2005,p.2.Disponivel em: http://www.rpm.org.br/conheca/fractais.pdf
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construcdo é uma unido de 4 coépias reduzidas da etapa anterior. Essa

propriedade é chamada de autossemelhanca.

A partir das figuras acima podemos observar um padrdo quanto ao niumero de
lados, numero de copias da figuras original, comprimento de cada lado,

perimetro.

A partir das informacgbes abaixo, complete a tabela e responda as perguntas

que se seguem:

Questionamentos:

Figura | NUmero de | Nomero de cépias | Comprimento de | Perimetro
lados da figura original cada lado

1 4 1 9 36

2

3

n

A)Vocé conseguiria desenhar a figura 10 obedecendo este padrdo e responder
qguantos lados ela possui? Em caso negativo, a partir da organizacao da tabela,

VOCé conseguiria dar esta resposta? Por qué?

B)Na sua percepcdo o0 que acontece com 0 numero de copias da figura

original? Trata-se de uma sequéncia crescente, constante ou decrescente?

C) Na sua percepcdo o que acontece com o comprimento de cada lado da

figura? Trata-se de uma sequéncia crescente, constante ou decrescente?

D) Apesar de diferentes, as sequéncias formadas pelo nimero de coépias da
figura original e a sequéncia de cada lado elas possuem uma caracteristica em

comum. Vocé saberia obsevar qual é esta semelhanga?

E) Observe que existe uma relacdo entre a figura e as sequéncias

estabelecidas na tabela. Isto é para cada figura temos uma resposta que
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depende dela. Em cada um dos planos cartesianos cologue os pontos (x,y) em

que x representa a figura, por exemplo, 1,2,3,4,... € y representa:
1°) nimero de cépias da figura original
2°) comprimento de cada lado

F) Volte ao grafico anterior ligue os pontos através de uma curva feita por
pontos tracejados. Esta curva se assemelha ao grafico de alguma funcéo ja

estuda? Em caso afirmativo qual funcéo é essa?

G) Vocé se recorda de algum outro conteddo do ensino médio que possua
comportamento grafico semelhante ao 1°? Em caso negativo, pesquise com

seus colegas e em livros.

Situacéo problema 8

Objetivos: Com esta atividade espera-se que o aluno compreenda o quéo
rapidamente cresce uma progressdo geométrica crescente ou a funcao
exponencial crescente, assim a complexidade e dificuldade em se obter o

somatorio finito de niumeros em PG

Enunciado: Ha uma lenda que diz que um rei perguntou ao inventor do jogo de
xadrez o que ele queria como recompensa por ter inventado este jogo. E o
inventor respondeu: “ 1 gréo de trigo pela primeira casa, 2 graos de trigo pela
segunda casa, 4 pela terceira casa, 8 pela quarta casa, 16 pela quinta, e assim

por diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa”.

Observe um tabuleiro de xadrez como 0 mencionado, e suponha que vocé seja

0 rei em questao.
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Figural0:Tabuleiro de xadrez™

Questionamentos:

A)Descubra os proximos 5 termos dessa sequéncia.

B)Descubra sua razao e seu termo geral.

C)Sabe-se que se trata de uma sequéncia crescente. Discuta sobre este
crescimento, isto é o que se percebe sobre o crescimento entre 0s primeiros
termos e entre os termos finais. Qual funcdo possui um comportamento

parecido com este?

D) Se vocé fosse o rei teria condicbes de pagar? Mesmo ndo sabendo a
guantia que o rei possuia de graos da para se fazer uma discussdo com base

nos valores encontrados.

Situacao Problema 9

Objetivos: Esta atividade tem por objetivos apresentar uma comparagao
entre a PG decrescente e a funcdo exponencial decrescente além de

exemplificar uma aplicacéo destas.

Enunciado: Quando se d4 um medicamento a um paciente, a droga entra

na corrente sanguinea. Ao passar pelo figado e rins a droga é metabolizada

% Fonte: http://igsgags.blogspot.com.br/2011/06/conteudo-para-8s-series.html
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e passa a ser eliminada a uma taxa que € caracteristica para cada droga
em particular.

Para o antibiético ampicilina, por exemplo, a droga é eliminada a uma
taxa de 40% a cada hora. Isto €, uma pessoa que ingeriu uma dose padréo
de 750 mg do antibidtico possui, uma hora depois, apenas 60% (450 mg)
dessa substancia na sua corrente sanguinea. Duas horas depois, tera

apenas 270 mg, trés horas depois, e assim por diante.™

Diante da situacao acima responda as questdes abaixo:
Questionamentos:

A)Observe a sequéncia numérica formada pela quantidade do antibiético
restante na corrente sanguinea (750,450,270,...). Podemos afirmar que esta

sequéncia constitui uma progressao geomeétrica?
B) Em caso afirmativo, essa sequéncia € crescente, constante ou decrescente?

C)Determine os préximo 3 valores desta sequéncia e em seguida represente
todos eles no plano cartesiano em que o eixo das abscissas significa as horas
decorridas e o0 eixo das ordenadas indica a quantidade de antibiético no

organismo. Em seguida faca o grafico completo.

D)O que vocé percebeu a respeito da curva que desenhou? Ela se assemelha

a qual funcéo ja estudada?

E) A medida que o tempo vai passando, percebemos que a quantidade de
antibiético no organismo diminui, no entanto, podemos afirmar de acordo com

a informacdes do texto que esta quantia sera igual a 0?

F) Sabendo-se que a quantidade inicial € de 750mg e que a queda ocorre em
uma taxa de variagao de 40% por hora, isto, resta no organismo apenas 60%
da quantidade anterior, é possivel determinar uma lei matemética que descreva

a quantidade de antibidtico no organismo Q em funcao do tempo t?

" Fonte: http://www.uff.br/cdme/exponencial/exponencial-html/info-br.html
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G) Se vocé fosse médico e recomendasse este remédio para uma pessoa,
sabendo que para determinado tratamento a quantidade desse antibiético na
corrente sanguinea deve ser renovada sempre que atingida o valor de
4,5349632 mg, de quantas em quantas horas essa pessoa deveria tomar esse

remédio?

Situacao Problema 10

Objetivos: Esta atividade tem por objetivos desafiar o aluno quanto a
capacidade de comparar dinheiros que sédo expressos em datas distintas
para que se possa tomar um determinada decisdo. Além disso, com a
resolucdo do problema é possivel resgatar com os alunos o conceitos de:
valor atual, valor futuro, progressdo geomeétrica, soma dos termos de uma

progressao geomeétrica finita.

Enunciado: Cidinha foi a uma loja de eletrodomésticos comprar uma
televisdo de 60 polegadas para que ela e toda sua familia possam assistir a

filmes, novelas, jornais, dentre outras coisas.

Vocé como vendedor explicou para Cidinha que ela tinha duas opg¢des no

pagamento desta televisao.

» Trés prestacdes mensais de R$150,00
» cinco prestacdes mensais de R$91,00

Além disso, informou para ela que a primeira prestacdo em ambos 0s
casos € paga no ato da compra. Dona Cidinha comentou que sempre
gue precisa, aplica seu dinheiro a um rendimento mensal de 2%, mas de
imediato disse ao vendedor que desejava levar a televisdo pela primeira

forma de pagamento, pois:
3 X 150 = 450 reais < 5 X 91 = 455reais.

Questionamento:
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Mostre para dona Cidinha porque o Raciocinio dela esta errado e que a

melhor op¢éo para ela do ponto de vista financeiro € a segunda op¢éo

Situacao Problema 11

Objetivos: Esta atividade tem como objetivo principal relacionar os temas
progressdo geomeétrica, juros compostos e fungdo exponencial através de um
anico contexto abordando atividades comuns em cada capitulo destinado a um
desses assuntos. Espera-se que o aluno compreenda a semelhanca quanto ao
lei de formacdo, quanto ao crescimento, quanto aos graficos e também que
perceba a diferenca quanto ao dominio. Por fim, espera-se que ele
compreenda que juros compostos e progressdo geométrica crescente sdo

casos particulares da relacédo funcional chamada exponencial crescente.

Enunciado: As irmés, Alessandra e Daniele, muito inteligentes em matematica,
desejavam construir um jardim para o quintal de sua casa, de tal forma que no
centro deste jardim tivesse uma estatua em cima de um chdo marmore como o

da figura abaixo:

Figura 11: chao de marmore*

Elas sabiam que a construcédo deste chéo era feito da seguinte forma:

dado o quadrado mais interno, considerado como o original, de lado 10 mm, os

12 .
Fonte: criado pelo autor.
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outros quadrados sao construidos de modo que, a partir do 1°, os pontos
médios dos lados de cada um deles sdo os vértices do quadrado anterior.

Além disso, apaixonadas por uma planta chamada “dobradinha”, elas
gostariam de plantar na grama envolta da estatua algumas dessas plantas.
Tais plantas sdo chamadas de dobradinhas porque, sdo compradas com 100
mm de altura e cada dia que se passa dobram de tamanho até atingir 3 metros.

O Unico problema para estas irmas é que elas ndo possuem dinheiro
suficiente para montar tal jardim. Julio, um amigo muito antigo da familia, dono
de uma grande fortuna decidiu pegar todo o dinheiro que as irmas possuiam
dando a elas um rendimento de 100% ao dia, fato que ele sabe nao se
encontrar em lugar algum no mercado financeiro.

Empolgadas com a situacao, as irmas deram 100 reais para Julio no dia
02/10/2012. Julio disse que lhes concederia o dinheiro quando atingisse o total
necessario de 1600 reais com a Unica condicdo de que as irmas provassem
seus conhecimentos matematicos determinando a area de todos os quadrados
do chao e o tamanho da planta “dobradinha” a cada dia que se passasse.
Determine o que foi pedido por Julio e o nimero de dias necessarios para que

as irmas atinjam a quantia desejada para montar o jardim.
Questionamentos:

Para isso, utilize as tabelas abaixo:

Quadrado (Q) |Area do Quadrado | Quociente Taxa de variacéo
(mm?2) entre areas | entre areas de
de quadrados | quadrados
consecutivos | consecutivos. (%)

Original 102 - -

1° Quadrado

2° Quadrado

3° Quadrado

4° Quadrado
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Dias Tamanho da planta em | Quociente Taxa de variacéo
decorridos (mm) entre entre tamanha das
tamanho da | plantas em dias
planta em | consecutivos. (%)
dias
consecutivos
0 100 - -
1
2
3
4
Dias Montante em reais Quociente Taxa de variacéo
decorridos entre entre montantes
Montantes consecutivos (%)
consecutivos
0 100 - -
1
2
3
4

A)Qual semelhanca vocé percebeu entre as sequéncias formadas pelas areas

dos quadrados, pelo tamanho das plantas e pelos montantes da aplicacdo?

B)Sabemos que é possivel encontrar uma lei de formacéo para cada uma das
situacdes. Na primeira delas chamamos comumente de termo geral da
sequéncia(neste caso, desconsidere o quadrado original), na segunda apenas
de lei da funcéo e na terceira de Montante. Determine essas leis e em seguida

esboce cada uma delas no plano cartesiano.

C)ApGs resolver os itens anteriores, podemos afirmar que as trés situacdes sado
iguais? Em caso negativo, apresente uma justificativa que as diferencie do

ponto de vista matematico.

Encerrada a apresentacdo desta sequéncia de atividades que visa
ajudar na compreensao dos temos abordados neste trabalho bem como a
articulacéo entre eles, apresentaremos no proximo capitulo o Exame Nacional
do Ensino médio e algumas das questdes sobre estes temas ja abordados

neste, seguido de comentarios e resolucao.
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CAPITULO 5

O EXAME NACIONAL DO ENSINO MEDIO

Neste capitulo pretendemos apresentar a forma como é estruturado o
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), bem como mostrar quais questdes
sobre progressdo geométrica, juros compostos e funcdo exponencial
apareceram nessa avaliacdo federal durante o periodo de 1998 a 2012. Por
fim, apresentaremos a solu¢cdo de cada uma delas e se possivel explicitaremos
conhecimentos que, se articulados, contribuiriam para auxiliar no éxito de uma

guestao.

5.1 Surgimento e as transformagcfes do ENEM

Em 2006, com a promulgacédo da Lei de Diretrizes e Bases da educacéo,
foi evidenciada uma preocupacdo com as diferencas de aprendizado em sala
de aula e para isto, se fez necessario a elaboracdo de um exame de ambito
nacional, diferente dos demais ja existentes, que pudesse avaliar 0 ensino no
pais.

O que diferencia o ENEM das demais avaliacdes, os vestibulares, é
precisamente sua estrutura conceitual. Essa avaliacdo, constituida por um
conjunto de questdes que visa avaliar competéncias e habilidades minimas que
um aluno do ensino médio deveria ter adquirido ao encerrar a educacao basica.

Neste exame, da-se total preferéncia a um conjunto de itens, questdes,
que sejam apresentadas de forma contextualizada nas quais ndo deve ser
necessario por parte do aluno conhecimentos memorizados para que se tenha

éxito em sua solucgéo.
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Pelo contrario, trata-se de uma avaliacdo que busca do estudante sua

capacidade de articular conhecimentos tedricos estudados relacionados as

situacdes praticas e situacdes problemas.

Segundo os autores da Biblia do Enem:

Esse exame se mostra diferente dos exames vestibulares, em geral, e exige
formas distintas de trabalho por parte das escolas, dos professores e dos
alunos para que haja um bom desempenho. Nao é necessario simplesmente
que o aluno memorize férmulas, datas, nomes, fatos. Pelo contrario, deve
haver uma relacdo entre conteldos de uma mesma disciplina e de disciplinas
distintas. E preciso que o estudante consiga aplicar os conhecimentos
adquiridos em situac¢des concretas e que seja capaz de resolver problemas de
forma original e autbnoma sem se prender a regras e roteiros decorados. A
(Biblia do Enem, 2012, p.6.)

Ainda segundo a Biblia do Enem, esta avaliacdo passou por uma grande

mudanca estrutural de 2008 para 2009:

Até o ano de 2008, o Enem era organizado como uma prova de 63 questdes
objetivas e uma redacdo com base em 21 habilidades e 5 competéncias, ou
eixos cognitivos. A partir de 2009, a prova passou a ser organizada em dois
dias, com 180 questbes objetivas e uma redacdo. Nesse modelo, o estudante
nao faz prova por disciplina e, sim por area de conhecimento. Sdo quatro as
areas: Linguagens, Cédigos e suas tecnologias; Ciéncias Humanas e suas
tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas tecnologias; Matematica e suas
tecnologias. (A Biblia do Enem, 2012, p.6.)

Nesta nova estrutura, assim como na antiga, sdo explorados dos alunos

cinco competéncias ou eixos cognitivos considerados indispensaveis de serem

conhecidos ao final da educacdo basica. Esses eixos aparecem em todo o

exame, em todas as areas do conhecimento. Sao eles:

Dominar linguagens: esta competéncia estd associada ao dominio da
norma culta da lingua portuguesa, das linguagens matematica, cientifica,

artistica e das linguagens espanhola e inglesa.

Compreender fenbmenos: a compreensao de fenbmenos ocorre por
sucessivas aproximacoes. Ao longo da vida estudantil o aluno vai
aprimorando sua capacidade de compreender por completo um
determinado fendmeno, que pode ser de ordem cientifica, social,

econdbmica, dentre outras.
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e Resolver situagbes-problema: este eixo esta relacionado a uma das
mais importantes finalidades da educacéo basica. O sujeito tem que ser
capaz de enfrentar uma situacdo inesperada e resolvé-la de forma

original e satisfatoria.

e Construir argumentacdes: diante de uma situacédo-problema e de
conhecimentos adquiridos ao longo da educacéo basica, espera-se que
0 estudante seja capaz de construir argumentos que fundamentem sua

tomada de decisao.

e Elaborar propostas: ser capaz de elaborar solu¢des solidarias para os
problemas que existem no pais. Isto inclui articulacdo entre diversas

areas do saber que fazem parte ou ndo do curriculo padrdo das escolas.

Como nosso objetivo nesse capitulo € comentar e apresentar solucdes
para as questdbes sobre progressdes, juros compostos e funcao
exponencial, isto €, questdes ligadas a area de matemética e suas
tecnologias, apresentaremos a seguir as habilidades que sdo esperadas

dos alunos para que obtenham um bom desempenho na avaliagéo.

Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias - 2013

Competéncia de area 1 — Construir significados para os numeros

naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e
representacfes dos nimeros e operagdes — naturais, inteiros, racionais ou
reais.

H2 — Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.

H3 — Resolver situacéo-problema envolvendo conhecimentos numericos.

H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de
argumentos sobre afirmacgdes quantitativas.

H5 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando

conhecimentos numeéricos.
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Competéncia de area 2 — Utilizar o conhecimento geométrico para

realizar a leitura e a representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 — Interpretar a localizacdo e a movimentacédo de pessoas/objetos no
espaco tridimensional e sua representacao no espaco bidimensional.

H7 — Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 — Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos
geomeétricos de espaco e forma.

H9 — Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecéo

de argumentos propostos como solucao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 — Construir no¢cdes de grandezas e medidas
para a compreensdo da realidade e a solucdo de problemas do
cotidiano.

H10 — Identificar relacdes entre grandezas e unidades de medida.
H11 - Utilizar a nogdo de escalas na leitura de representacdo de
situacao do cotidiano.

H12 — Resolver situacdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 — Avaliar o resultado de uma medicdo na construgcdo de um
argumento consistente.
H14 - Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando

conhecimentos geométricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 - Construir no¢bes de variacdo de
grandezas para a compreenséao da realidade e a solugé&o de problemas

do cotidiano.

H15 — Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.
H16 — Resolver situacao-problema envolvendo a variacao de grandezas,

direta ou inversamente proporcionais.
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H17 — Analisar informacdes envolvendo a variagcdo de grandezas como
recurso para a construgcédo de argumentacao.
H18 — Avaliar propostas de intervengcdo na realidade envolvendo

variacdo de grandezas.

Competéncia de &rea 5 — Modelar e resolver problemas que
envolvem variaveis so6cio econémicas ou técnico-cientificas, usando

representacdes algébricas.

H19 — Identificar representacdes algébricas que expressem a relacéo

entre grandezas.

H20 - Interpretar gréfico cartesiano que represente relacdes entre
grandezas.
H21 - Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva

conhecimentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para
a construcdo de argumentacao.

H23 - Avaliar propostas de intervengdo na realidade utlizando
conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 — Interpretar informacfes de natureza
cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando
previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolacéo e interpretagéo.

H24 — Utilizar informacfes expressas em graficos ou tabelas para fazer
inferéncias.

H25 — Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou
gréficos.

H26 — Analisar informacfes expressas em graficos ou tabelas como

recurso para a COI’]S'[I‘U(;&O de argumentos.

Competéncia de area 7 — Compreender o carater aleatério e nao

deterministico dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos

adequados para medidas, determinacdo de amostras e calculos de
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probabilidade para interpretar informacdes de variaveis apresentadas em

uma distribuicdo estatistica.

H27 — Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto
de dados expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (n&o
em classes) ou em graficos.

H28 — Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e
probabilidade.

H29 — Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para
a construcdo de argumentacao.

H30 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos

de estatistica e probabilidade.

A seguir apresentaremos as questdes relacionadas a juros compostos,
progressdo geométrica e funcdo exponencial, mostrando sua solucdo e
fazendo comentérios relacionados com o que foi discutido até este capitulo.

5.2 Questdes do Enem que envolvam juros compostos, funcéo
exponencial ou progressado geomeétrica.

Questdo 1: Enem - 2000

Enunciado: Jodo deseja comprar um carro cujo preco a vista, com todos 0s
descontos possiveis, é de R$ 21.000,00, e esse valor ndo sera reajustado nos
proximos meses. Ele tem R$ 20.000,00, que podem ser aplicados a uma taxa
de juros compostos de 2% ao més, e escolhe deixar todo o seu dinheiro
aplicado até que o montante atinja o valor do carro. Para ter o carro, Jodo
devera esperar:

A) dois meses, e tera a quantia exata.

B) trés meses, e tera a quantia exata.

C) trés meses, e ainda sobrardo, aproximadamente, R$ 225,00.
D) quatro meses, e tera a quantia exata.

E) quatro meses, e ainda sobrardo, aproximadamente, R$ 430,00.

Comentarios: Nesta questédo, identificamos um sujeito diante de uma situacao

problema que |lhe requer conhecimentos relacionados a matematica financeira,
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mais especificamente, juros compostos. Apés compreender o fenbmeno é
preciso agir de forma que seja possivel encontrar uma solucdo para seu
problema.

Acreditamos que diversas pessoas ja enfrentaram situacdes
semelhantes como a descrita no exercicio. Isto €, uma pessoa junta parte de
uma quantia necessaria para comprar um produto desejado e enquanto néo
consegue atingir o montante esperado, estas pessoas aplicam seu dinheiro
para que apos o rendimento possam resgatar a quantia necessaria para fazer

posse do objeto desejado.

Solucéo do Problema:

Jodo precisava compreender que no regime de capitalizacdo conhecido
como juros compostos, 0s juros sao inseridos ao capital ao final de cada
periodo. Desta forma, ele deveria proceder com o seguinte raciocinio.

Como ele ja possuia R$20.000,00 e precisava de mais R$1.000,00 para atingir

seu objetivo, pensando més ap0s més, sua rentabilidade ou juros seria:

J1 = —=x 20000 = 400 — M; = 20.400 reas.

J, = 1% X 20400 = 408 —» M, = 20.808 reais.
Js = % X 20808 = 416,16 - My = 21.224,16 reais.

Observe que Joao ja ultrapassou o valor desejado para a compra de seu
carro e a resposta correta é a letra ¢, que afirma que apds trés meses Joao tera

conseguido comprar seu carro tendo sobrado aproximado R$225,00.

Observacgao: Claro que este problema poderia ter sido solucionado com a

férmula conhecida para juros compostos da seguinte forma:

21.000 = 20000 x (1,02)*

21
1,02)" = —
(102)"= 25
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Na qual por aproximacdo, se resume a um raciocinio semelhante ao
anterior, seria possivel concluir que o tempo minimo seria de trés meses e que
a quantia nao seria exata.

Podemos interpretar graficamente a situacdo acima, usando o fato de
que o problema constitui uma situacdo que pode ser modelada pela funcdo

exponencial com dominio no conjunto R,.

Figura 12: intersecdo entre o gréafico da funcéo f(t) = (1,02)t ey = 1,05.13

Apesar de ndo ser uma tarefa facil interpretar o grafico por causa das
escalas muito pequenas, é possivel perceber que o grafico de vermelho (
exponencial) intercepta o valor 1,05 para uma abscissa situada entre 2 e 3 0
gue mostra que o objetivo ndo foi alcancado exatamente em nenhum desses
valores e portanto, apos trés meses o carro ja deveria ser comprado com
alguma sobra.

Neste caso, é importante ressaltar que ndo poderiamos fazer uma
associacdo com progressdo geométrica por se tratar de um problema que
embora as sequéncias dos montantes constituam uma PG, o dominio do
problema ocorre no conjunto R,.

Veja que qualquer um dos dois contetudos estudados seria Gtil para a
resolucdo desta situacao problema de forma semelhante. Portanto percebe-se

uma integracao entre 0s assuntos juros compostos e funcdo exponencial.

B Print screen do aplicativo Geogebra. Nessa imagem temos a interse¢do entre a fungdo constante
y = 1,05 e a fun¢do exponencialf(t) = (1,02)" . Devido a problemas de escala a fungdo exponencial
esta se assemelhando a uma reta, no entanto queremos deixar claro que ndo se trata de uma reta e sim
uma curva exponencial.
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Questéo 2 - Enem 2007

Enunciado: A duragdo do efeito de alguns farmacos esta relacionada a sua
meia—vida, tempo necessario para que a quantidade original do farmaco no
organismo se reduza a metade. A cada intervalo de tempo correspondente a
uma meia—vida, a quantidade de farmaco existente no organismo no final do

intervalo é igual a 50% da quantidade no inicio desse intervalo.

100 O gréfico acima representa, de forma

8

genérica, 0 que acontece com a quantidade

de farmaco no organismo humano ao longo

do tempo.

|t

\ A meia-vida do antibidtico amoxicilina € de 1

hora. Assim, se uma dose desse antibidtico

% de farmaco no organismo

\ for injetada as 12 h em um paciente, 0

percentual dessa dose que restara em seu

0 1 2 3 4 5 6 7 organismo as 13 h 30 min serd
ndmero de meias-vidas

aproximadamente de:

F. D. Fuchs e Cher |. Wannma. Farmacologia Clinica.
Rio de Janeiro: Guanabara Koogan,1992, p.

A)10%. B)15%. C)25%. D)35%. E)50%.

Comentarios: Observe que a situacdo-problema € apresentada de forma
contextualizada relacionando conteudos de areas de conhecimentos distintos.
Além de compreender o fenbmeno, é preciso saber alguns conceitos da
matematica como interpretar dados apresentados em graficos. Neste caso

especifico, grafico de uma funcao exponencial.

Solugéo do problema:

Veja que a funcdo que modela esta situacdo é dada pela lei f(x) = (%)x

Desejamos descobrir quanto sobrara do medicamento quando o numero de
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meias-vidas for 1,5. Isto &, £(1,5) = (0,5)"° = ,/(0,5)% = 0,35 = 35%. Tendo
como solucéo correta a letra d.

E claro que ao invés da solucéo algébrica apresentada, seria muito mais
facil obervar no grafico que para a abscissa 1,5 a ordenada respectiva era
aproximadamente 35%.

Observacao: Neste caso, é importante ressaltar que ndo poderiamos fazer uma
associacdo com juros compostos por uma questdo contextual e com
progressdo geométrica por se tratar de um problema que embora as
sequéncias dos termos (1,1/2,1/4...) constitua uma PG, o dominio do problema

ocorre no conjunto R;.

Questéo 3 - ENEM 2008

Enunciado: Fractal (do latim fractus, fracdo, quebrado) — objeto que pode ser
dividido em partes que possuem semelhangca com o objeto inicial. A geometria
fractal, criada no século XX, estuda as propriedades e o comportamento dos
fractais — objetos geométricos formados por repeticdes de padrbes similares.

O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares da geometria fractal,
pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

1.comece com um tridngulo equilatero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do lado

do triangulo anterior e faca trés cépias;
3.posicione essas coépias de maneira que cada triangulo tenha um vértice
comum com um dos vértices de cada um dos outros dois triangulos, conforme

ilustra a figura 2;

4.repita sucessivamente 0s passos 2 e 3 para cada coOpia dos triangulos

obtidos no passo 3 (figura 3).
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Figura |

Figura 2

AL L

Figura 3

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da sequéncia apresentada

acima é:

&b b

correta é a letra c.

Comentarios: Nesta questdo é preciso dominar a
linguagem de padrbes muito comum e explorada
no ensino de matematica no capitulo de

sequéncias.

Solucéo do problema:

Se observarmos a ordem das figuras iremos
perceber que existe um padrdo na quantidade de
triangulos pretos que constitui uma progressao
geométrica, pois em temos a seguinte sequéncia:
(1,39,...)

Assim, conclui-se que a proxima figura
deverater,a, = 1 x 3471 =27.

Além disso, era necessario observar que o
triangulo preto estd sempre “para cima’,
enquanto os triangulos brancos estdo sempre

para “para baixo”. Sendo assim, a alternativa
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Questédo 4 - Enem 2011

Enunciado: Considere que uma pessoa decida investir uma determinada
guantia e que Ihe sejam apresentadas trés possibilidades de investimento, com

rentabilidades liquidas garantidas pelo periodo de um ano, conforme descritas:

Investimento A 3% ao més
Investimento B: 36% ao ano

Investimento C: 18% ao semestre

As rentabilidades, para esses investimentos, incidem sobre o valor do periodo
anterior. O quadro fornece algumas aproximacdes para a andlise das

rentabilidades:

n | 103"
3 11,093
6 1,194
9 | 1,305
12 11,426

Para escolher o investimento com a maior rentabilidade anual, essa pessoa

devera

A) escolher qualquer um dos investimentos A, B ou C, pois as suas
rentabilidades anuas sao iguais a 36%.

B) escolher os investimentos A ou C, pois suas rentabilidades anuais s&o iguais
a 39%.

C) escolher o investimento A, pois a sua rentabilidade anual € maior que as
rentabilidades anuais dos investimentos B e C.

D) escolher o investimento B, pois sua rentabilidade de 36% € maior que as

rentabilidades de 3% do investimento A e de 18% do investimento C.
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E) escolher o investimento C, pois sua rentabilidade de 39% ao ano € maior

gue a rentabilidade de 36% ao ano dos investimentos A e B.

Comentarios: Como esta questdo ja faz parte da nova estrutura do Enem,
vamos destacar que a habilidade necessaria para sua resolucdo segundo a
matriz de referéncias é: resolver problemas com dados apresentados em

tabelas ou graficos.

Apesar de esta ser a uUnica habilidade da matriz que se associa a
questdo, é necessario sem sobra de duvidas que o aluno saiba articular o
contetdo de matemética financeiro adquirido ao longo de seus estudos na
educacao basica.

Esta € uma situacdo também bastante comum no dia-a-dia de muitos
brasileiros. Se tivermos mais de uma opcao para investir nosso dinheiro qual
delas do ponto de vista quantitativo devemos escolher? Isto é, se de fato

houver uma diferenca quantitativa entre elas.

Solucéo do problema:

Como em questbes de juros compostos é muito comum o surgimento de
valores complicados de ser resolver sem o0 uso de calculadora, € necessario
gue num exame como esse em que 0 uso € proibido, contas muito complicadas
tenham seus valores informados. O importante nesta questao nao é fazer tais
contas e sim aplica-las apés o entendimento da situacao-problema.

O primeiro cuidado é observar que as aplicagcdes ocorrem em periodos
distintos e, portanto devemos fazer uma equivaléncia para que se possa
comparar.

Seja c o capital inicial.
e Investimento A
M = c x (1,03)12 = 1,426¢
Rentabilidade = 1,426¢ — ¢ = 0,426¢c — 42,6% do capital inicial c.

e |nvestimento B

95



M =cx (1,36) = 1,36¢
Rentabilidade = 1,36¢ — ¢ = 0,36¢c — 36% do capital inicial c.
e Investimento C
M = c-(1,18)% = 1,3924c
Rentabilidade = 1,3924c — ¢ = 0,3924¢ — 39,24% do capital inicial c.

Desta forma, comparando todos os investimentos com periodo de
capitalizacdo anual, chegamos a conclusdo de que o melhor é o investimento

A. E resposta correta € a letra C.

Questéo 5 - Enem 2012

Enunciado: Arthur deseja comprar um terreno de Cléber, que lhe oferece as
seguintes possibilidades de pagamento:

» Opgao 1: Pagar a vista, por R$55000,00.

* Opgao 2: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$30000,00, e mais uma
prestacao de R$26000,00 para dali a 6 meses.

* Opcao 3: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$20000,00, mais uma
prestacao de R$20000,00, para dali a 6 meses e outra de R$18000,00 para dali
a 12 meses da data da compra.

* Opgdo 4: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$15000,00 e o restante em
1 ano da data da compra, pagando R$39000,00.

* Opgao 5: Pagar a prazo, dali a um ano, o valor de R$60000,00.

Arthur tem o dinheiro para pagar a vista, mas avalia se ndo seria melhor aplicar
o dinheiro do valor a vista (ou até um valor menor) em um investimento, com
rentabilidade de 10% ao semestre, resgatando os valores a medida que as
prestacdes da opcao escolhida fossem vencendo.

Apos avaliar a situacdo do ponto de vista financeiro e das condi¢des
apresentadas, Arthur concluiu que era mais vantajoso financeiramente escolher
a opcgao
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A) 1.
B) 2.
C) 3.
D) 4.

E)5

Comentarios: Esta € uma situagcdo muito comum no dia-a-dia de milhares de
brasileiros que devem decidir sobre qual € a melhor opcdo de pagamento na
compra de um determinado produto quando possui o dinheiro para pagar a
vista e ainda sim, caso ndo deseje fazer isso pode aplicar o seu dinheiro em
algum tipo de rentabilidade.

Utilizaremos de conhecimentos de matemética financeira, mais
especificamente, equivaléncia entre capitais, numa mesma época, para entdo
tomar a decisao correta do ponto de vista financeiro.

Solucéo do problema:

Escolhendo a época 2(final de 1 ano) para fazer a comparacao temos:

e Opcaol

55.000
T T T . Semestres
0 1 2 ]

Na época 2: 55000 X (1,1)% = 66.550

e Opcao 2

30000 26000
T T T . Semestres
0 1 2 ]
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Na época 2: 30000 x (1,1)% + 26000 x (1,1) = 36300 + 28600 = 64.900

e Opcao 3

20000 20000 18000
T T T Semestres
0 1 2

Na época 2: 20000 x (1,1)% + 20000 x (1,1) + 18.000 = 24.200 + 22000 +
18000 = 64.200.

e Opcéao4
15000 39000
T T T Semestres
0 1 2

Na época 2: 15.000 x (1,1)%2 + 39.000 = 57150.

e Opcédob5

60000
T T T Semestres
0 1 2

Na época 2: 60.000

Observemos que dentre todas as opc¢des a que deu o menor resultado foi a
de numero 4. Portanto, esta € a mais vantajosa para Arthur.

Conclusédo: Com este capitulo fica bastante evidenciado que os conteudos
estudados neste trabalho s&o contemplados na principal avaliacdo que
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atualmente possibilita 0 ingresso dos estudantes nas principais universidades
federais.

Portanto, é extremamente importante que se conhega 0s conceitos
envolvidos e que se saiba principalmente tomar decisfes diante de situagbes
problemas que podem ter suas informacdes contextualizadas em forma de
gréaficos, tabelas ou textual.

Segundo o site Enem.net:

Diversas Universidades vdo adotar o Enem 2013 usando a nota em seus
processos seletivos. Grande parte das Faculdades Privadas ja utlizam as
notas do Enem no processo seletivo. No total sdo mais de 60 universidades
federais em todo o Brasil que vao aceitar o Enem 2013 e esse nimero so tende
a aumentar com os incentivos do Governo apoiando o Enem que a cada ano
fica mais importante e mais participantes séo inscritos.
(http://lenem.net/universidades-e-faculdades-enem-2013.html. Acessado em
10/06/2013.)

Para encerrar nosso trabalho deixaremos nossas consideracdes finais a

cerca de todo o assunto pesquisado.
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CONSIDERACOES FINAIS

Perceber em sala de aula a grande dificuldade que os alunos tinham
diante do fato de conseguir aprender juros compostos, progressao geomeétrica
e principalmente funcdo exponencial em capitulos distintos nos fez pensar,
inicialmente, que esta poderia ser a dificuldade em correlacionar tais conteddos
posteriormente.

Diante de uma busca historica a cerca destes assuntos e também nos
documentos oficiais que regem o ensino desses temas percebemos a estreita
relacéo entre eles. No surgimento histérico pudemos perceber que em diversas
situacdes estes topicos sdo abordados simultaneamente, como se fossem um
s6. J4 os documentos oficiais indicam a todo 0 momento que tais contetdos
devem ser ensinados de forma correlacionada.

Decidimos entéo fazer uma analise em cinco obras didaticas destinadas
ao ensino médio, a cerca da abordagem destes temas. Constatamos que
alguns topicos recomendados pelo CBC e PCN ndo sdo abordados. Além
disso, verificamos o0 que era esperado: 0s assuntos sdo abordados em
capitulos distintos, em alguns momentos de forma breve séo correlacionados
textualmente e em outro breve momento sao correlacionados
matematicamente.

Nesta busca, ndo encontramos em nenhuma obra alguma situacao
problema que pudesse abordar os trés temas de uma Unica vez apontando
semelhancas e diferencas. Também foi dificil encontrar situagdes em que os
autores tivessem a preocupacao de explorar um conteudo ja ensinado para dar
continuidade a um novo assunto a se ensinar.

Por sabermos que o livro didatico é o principal material do professor e do
aluno em sala de aula, acreditamos que para elucidar tais dificuldades algumas
lacunas precisam ser preenchidas pelo professor.

Assim, com uma sequéncia de atividades elaboradas, adaptadas e
pesquisadas, acreditamos que os alunos possam ao final delas, ter a total
certeza de que os assuntos mencionados neste trabalho possuem uma estreita

relacdo matemética, apesar de apresentarem suas particularidades.
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Sabemos que o ensino meédio ndo tem como preocupacdo Unica a
preparacao para um nivel posterior de ensino, no entanto temos conhecimento
de que a cada ano que passa 0 numero de jovens que prestam o ENEM
aumenta bastante o que nos coloca, como professores, na condicdo de estar
atento as necessidades destes alunos. Isto implica, em tomar cuidados e
prepara-los para este exame.

Na busca pelas questdes abordadas pelo governo federal neste exame,
constatamos que os temas sao contemplados nas provas. Na resolucao destas
guestdes vimos que o conhecimento integrado desses assuntos pode contribuir
para que o aluno obtenha éxito na resolugcédo de uma situagéo problema.

Portanto, com este trabalho, concluimos que o problema em sanar as
dificuldades apresentadas nos temas abordados neste trabalho pode estar
aliada a ndo preocupacéo de correlaciona-los.

A responsabilidade de articular conteddos como recomenda o0s
documentos oficiais, € um papel do professor, dos autores de livros didaticos e
da escola quando organiza sua grade curricular de matematica.

Além disso, acreditamos, assim como recomenda o PCN+, que a
facilidade em promover essa articulagdo pode ser advinda do ensino através da
resolucdo de problemas. Estar frente a frente a uma sequéncia de situacdes
problemas, com uma motivagao investigativa faz com que os alunos possam
com a orientacdo dos professores, buscar o seu préprio conhecimento.

Gostariamos de deixar claro que acreditamos nesta sequéncia didatica
correlacionada e esperamos que a mesma sirva de base para um
aprimoramento e adaptacées na melhoria de ensino destes trés conteudos.

Por fim, como perspectiva futura e sequéncia deste material pretendem-
se elaborar uma cartilha com as situacées problemas conectando este trés

temas e aplicar a mesma em sala de aula.
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Anexo 1

Solucéo dos problemas propostos no capitulo 4

Situacéo Problema 1

A)Como mencionado em nossa fundamentacao teorica, para calcular a taxa de
variacdo percentual entre dois valores a e b, sendo a o inicial e b o final basta

fazer a seguinte conta:

b—a
a
Desta forma, concluimos que:
. 0,55-10,35
1994 - 1996: Taxa de variagao = o035 ~ 0,5714 = 57,14%
oL 0,7 — 0,55
1996 — 1998:Taxa de variagdo = —Qos5g  ~ 0,2727 = 27,27%
o 09-0,7
1998 — 2000: Taxa de variagao = o7 = 0,2857 = 28,57%
1,2-0,9
2000 — 2002: Taxa de variagdo = —09 ~ 0,3333 = 33,33%
1,6 —1,2
2002 - 2004: Taxa de variacao = 12 ~ 0,3333 = 33,33%
1,9-1,6
2004 — 2006: Taxa de variacao = e 0,1875 = 18,75%
2,2—-19
2006 — 2008:Taxa de variacao = 19 ~ 0,1578 = 15,78%
2,35—-2,2
2008 = 2010: Taxa de variacao = 5 F 0,0681 = 6,81%
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B) Com as contas do item A, percebe-se que entre barras consecutivas a taxa
de variacdo sofreu aumento em alguns momentos, queda em outros e também
se manteve constante. Isto €, ndo foi possivel perceber um padrdo, dando
assim a impressédo de que a taxa de variacdo ocorre de forma aleatoria, do

ponto de vista matematico.

C) Sim. Como a manifestacdo estava ocorrendo por aumentos nos precos das
passagens, matematicamente podemos alegar que isto realmente estava
ocorrendo. Se compararmos, por exemplo, o valor inicial com o valor final

chegaremos a seguinte concluséao:

2,35-0,35

1994 - 2010: Taxa de variagao = T

~ 5,7142 = 571,42%.

Observacdo: Nesta atividade € importante que o professor deixe claro ao aluno
que o aumento nas passagens de Onibus pode ser algo normal pois esta
aumento sofre influéncias do mercado tais como taxa de juros, inflacéo, lucro
da empresa, manutencado, dentre outros fatores. Por isto, as perguntas foram

feitas do ponto de vista matematico.

Em alguma situacdo esta atividade pode ser retomada para se discutir a

influéncia dos indicadores financeiros na vida financeira dos cidadaos.

Situacéo Problema 2

A)Com a fotografias ja apresentadas é possivel perceber que a altura é
constante, isto é, seu valor € 20cm enquanto a largura sofre uma queda. De
uma figura para a outra a largura cai pela metade. Portanto, de acordo com a

sequéncia de fotografias, podemos contatar com a ultima largura sera:
400 -» 200 -» 100 —» 50 — 25.
Portanto, a ultima fotografia tera dimensdes 25cm x20cm.

Para calcularmos a reducao percentual entre fotografias consecutivas, levando

em consideragdo o tamanho, que é a area da fotografia pode concluir que:

12 fotografia: 20cmx400cm = 8000cm?
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22 fotografia: 20cmx200cm = 4000cm?

32 fotografia: 20cmx100cm = 2000cm?
42 fotografia: 20cmx50cm = 1000cm?
52 fotografia: 20cmx25cm = 500cm?

Calculando a reducgéo percentual entre tamanhos consecutivos podemos

concluir que:

4000 — 8000 2000 — 4000 1000 —2000 500 — 1000

= — = — 0,
8000 4000 2000 1000 /05 50%.

Assim, a escolha da reducédo percentual é irrelevante pois sao todas iguais.

B)O vendedor ndo se importou pois em todos os casos ha uma queda de 50%
no tamanho da foto e portanto o desconto concedido serd de 50%

independente da escolha.

C) Cada foto possui a metade do tamanho da foto anterior. Isto €, reduzir a
largura em 50% sem alterar a altura influéncia numa reducdo de também 50%

no tamanho da fotografia.

D) Como a taxa de variacdo € de -50%, isto é, queda de 50%.Assim, podemos

concluir que:
8000 x (1 — 0,5) = 4000
4000 x (1 —0,5) = 2000
2000 x (1 —10,5) = 1000
1000 x (1 —0,5) = 500

E) No exercicio 1, como ja mencionado, a taxa de variagcdo ocorre de forma
aleatéria podendo sofrer aumento, queda ou até mesmo permanecer
constante. JA no exercicio 2, pelo padrdo das fotografias, pudemos contatar

gque a taxa de variacao percentual é constante e cada valor a partir do segundo
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pode ser obtido através do primeiro multiplicado pela mesmo constante que no

caso era 0,5.

F) Na matemética uma sequéncia como a caracteristica observada acima

possui 0 nome de progressao geométrica ou simplesmente PG.

7z

G) A constante de uma progressdo geométrica é chamada de razdo e

usualmente representada pela letra q. Neste exercicio, temos que g = 0.5.

Situacéo Problema 3

Mé | Numero de | Quociente entre o0 | Calcular a taxa de variacdo entre
S “novas” numero de “novas” |o numero de “novas’ pessoas
pessoas pessoas envolvidas | envolvidas em meses
envolvidas entre meses | consecutivos. (%)
consecutivos
1 1 - -
2 3 3 3—-1
~=3 —— =2=2009
1 1 o
3 9 9 9-3
~=3 —— =2 = 2009
3 3 o
4 27 27 27 -9
—=3 =2 = 2009
9 9 o
5 81 81 81 — 27
— = - —2=200¢
27 3 27 00%

A)Como visto no exercicio anterior esta sequéncia é chamada de progressao
geométrica, PG, pois cada termo a partir do segundo é obtido como o produto
do anterior por uma constante que no caso € 3. Ainda, em outras palavras, de

um més para o outro a taxa de variacdo percentual € constante.
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B)

S 9

C) O eixo das abscissas s pode receber nimeros naturais maiores ou iguais a

1, visto que o problema tem com més inicial o0 més 1. Isto ocorre pois se
- . ~ . 3
pudéssemos ter como abscissa um valor como por exemplo uma fracao, isto 5

de més, teriamos entdo para este valor um total de 1,73 pessoas 0 que nao

condiz com uma possivel realidade para o problema.

Desta forma o podemos afirmar que o conjunto que representa o dominio deste
gréfico, isto €, os valores das abscissas que tornam a relacdo verdadeira é o

conjunto N*.
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Situacao problema 4

A)
Dias | Area Area final (m?) Raz&o entre
inicial areas finais
(m2) consecutivas
o 8 -
1 a (a + Wa) = 1,08a
o 8 1,08a
2 108a (1,08a) + — (1,080) = (1,08)(1,080) = 1,08
= (1,08)%a
3° | (1,08)%a , 8 , , (1,08)%a
1,08)“a + ——(1,08)%a = (1,08)(1,08)°a -
(1,08) 100( ) (1,08)(1,08) (1087
= (1,08)361 — 1,08
4 [(1,08)% , 8 X X (1,08)%a
1,08)°a + —(1,08)°a = (1,08)(1,08)°a - -
(1,08) 100( )4 (1,08)(1,08) (1.08)°a
= (1,08)*a
= 1,08
50 | (1,08)%a ., 8 . . (1,08)%a
1,08)*a + —(1,08)*a = (1,08)(1,08)*a -
(1.08)%a + 154 ((1 0;)5 (1.08)(1,08) (1,08)%a
= , a
= 1,08

B)O tamanho do aguapé é aumentado em 8% ao dia, isto quer dizer que a area

ocupada por ela depende do nimero de dias decorridos. Pela tabela podemos

constatar o seguinte padrdo: a ara ocupada € igual ao fator 1,08 em que o

expoente corresponde exatamente igual ao numero de dias decorridos,

multiplicado pela area inicial que é a. Assim podemos deduzir que:

A, =a-(1,08)¢

C)O fator (100% + i) = (1 + i)pode ser chamado de fator de aumento. Fator

este, em que a taxa de aumento éi.

D) O crescimento desta planta ocorre como uma taxa percentual constante. A

funcdo que possui esta caracteristica é a fungdo exponencial crescente. Ela

possui este nome porgue a variavel independente esta localizada no expoente.
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E)Como a € um valor positivo e foi recomendado um intervalo de utilizacéo,

escolhendo a=1, teremos o seguinte grafico.

19 4
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15
14 /

13

10

o -1 Co
\

\
\

X-

1234567 8910111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940

F)Neste caso como a planta cresce em funcdo do tempo que € uma grandeza
continua assim como o tamanho da planta, a abscissa pode assumir qualquer
valor que seja real positivo, isto €, o dominio desta relacdo ou desta funcao é
R,.

Situagédo problema5

A)O padréo é que cada montante a partir do primeiro é obtido pelo produto da
constante ja conhecida como fator de aumento (1 + i), que neste caso, vale
1,02.

B) Sim, esta sequéncia constitui uma PG pelo motivo explicado no item a.
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C) Sim, este crescimento ocorre de forma exponencial pois, como pesquisado
na atividade anterior trata-se de uma relacao entre montante e tempo no qual a

variavel independente esta localizada no expoente.

D)Usando o raciocinio de fator de aumento visto nesta atividade e nas

atividades anteriores, podemos constatar que:

Valor futuro = valor atua(1,02)t.

Neste caso, como os valores informados, isto é: valor futuro dezesseis mil
reais, valor atual quatro mil reais e o tempo de aplicacdo 5 anos que é o

mesmo que 60 meses.

Valor futuro = 4.000 (1,02)%° ~ 13.124,12

Portanto, ele ndo conseguira a quantia desejada ao final de 5 anos.

E) Para descobrir quanto ele precisa pedir emprestado a seu amigo Rodrigo
precisamos descobrir qual é o valor atual que ele necessita, para isso podemos

raciocinar da seguinte maneira.

valor futuro = valor atual(1,02)¢

16.000

16.000 = valor atual(1,02)%° - valor atual = —(1’02)60

~ 4876,51.

Portanto conclui-se que: como Diogo ja possui RS4.000,00 ele deve pedir a seu
amigo Rodrigo emprestado um total de R$876,51 para atingir seu objetivo em 5

anos.
F) Seguindo o raciocinio dos itens A e B podemos concluir que o raciocinio
padréo é:

valor futuro

valor atual = A+ 0

Vr

T =iy
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Situacao Problema 6

A)E possivel que Marcelo ajude Orlando a descobrir quantas pessoas
frequentardo o Parque em 2013, isto é, em seu oitavo ano de existéncia pois a
tabela constitui o padrdo de que a cada ano o numero de pessoas que
frequentam o parque € cinco vezes maior do que o numero de pessoas que
frequentou o parque no ano anterior. Para finalizar temos, 15.625 X5 =

78125 pessoas.

b) Como dito acima existe um padrdo quanto ao niumero de pessoas que
frequentam o parque ano apds ano e este padrdo € : 0 niumero de pessoas em
um determinado ano € igual ao produto do niumero de pessoas do ano anterior

pela constante 5.

c) Fazendo uma correspondéncia entre os valores da tabela podemos

reconstrui-la da seguinte forma:

Ano de Numero de
existéncia Pessoas
1 1=5°
2 5=51
3 25 =52
4 125 =53
5 625 = 5*
6 3125 = 5°
7 15625 = 5°

Portanto, € possivel perceber que o nimero de pessoas que frequentam o
parque num determinado ano € uma poténcia de 5 na qual o expoente indica
uma unidade a menos do que o numero de anos de existéncia do parque.

Assim temos que:

y =1.5¢"D
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D)

120

Numero de pessoas

100

/ Tempo (anos)

(1,1 /
, ¥ (2.5
-
12 14 16 18 20

2

E) Para descobrir seu faturamento nas condi¢cdes indicadas temos a seguinte

conta:
Faturamento = 20 x 5% + 20 x 51 + .-+ + 20 x 58 + 20 x 5°

F) Colocando 20 e evidéncia temos que faturamento = 20(5° + 5% + --- + 58 +

5°). Como ja sabemos, a sequéncia 5°5',5° constitui uma PG pois cada

termo pode ser obtido como o produto do anterior por 5.

G) Nao. Pois envolve a soma de muitas poténcias.

H) O resultado é R$39.062.466
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Observacéao: Este € um 6timo momento para que o professor possa introduzir o
conceito de soma dos termos de uma PG finita deduzindo assim sua férmula
geral. O aluno deve perceber que a férmula também é complexa e envolve uma
poténcia em geral alta. Ele deverd compreender que essa poténcia dependera

do nimero de termos da PG.

Situacéo Problema 7

Figura | Numero de | Numero de cépias | Comprimento de | Perimetro
lados da figura original cada lado
1 4 1 9 36
=4X9
2 16 = 42 4 (1) 9
9x (= 4? (—)
3 2 39
— A3 — A2
3 64 =4 16 =4 9x(l) 43><—2
3 3
n 4_11 47’,—1 1 n—-1 9
9x(3) i

A)Fazer o desenho desta figura € muito complicado pois a figura inicial se

subdivide em muitas copias pequenas e dificeis de serem feitas a méo.

A organizagao da tabela prioriza a “quantidade” em detrimento da “qualidade”.
Isto é, é possivel determinar quantos lados, quantas cépias da figura original,
comprimento de cada lado e perimetro sem que se faga o desenho.

Para isto basta observar o padrédo de cada elemento da coluna e generalizar
esta situacdo, ou seja, encontrar a lei de formacdo ou o termo geral da

sequéncia em funcdo do numero da figura.

B) O numero de cépias quadruplica de uma figura para outra. Assim podemos
concluir que se trata de uma sequéncia crescente pois a medida que

avancamos no numero de figuras a quantidade de copias aumenta.
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C) O comprimento e cada lado diminui para sua terca parte. Desta forma

bY

conclui-se que se trata de uma sequéncia decrescente pois a medida que

avangcamos no numero de figuras, o comprimento diminui.

D)Ambas sdo progressdes geométricas. A primeira crescente com razao igual

~ 1
adea segunda decrescente com razao 3

E) Plano cartesiano em y € o niumero de copias da figura original.

.(3‘ 64)

Numero de copias

Plano cartesiano em que y € o comprimento de cada lado.

115



1 Comprimento de cada lado
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«+1  Comprimento de cada lado

\ Figura
2
rE)

~ \.[4.0.331

G) Espera-se que o0 aluno responda sim caso ja tenha estudado o
comportamento dos juros compostos.

Situacao Problema 8

A)32,64,128,256,512.

B e C) Observe que a sequéncia (1,2,4,8,16,...) constitui uma progressao
geométrica de razdo 2. Num primeiro momento parece que o valor final seré

pequeno pois, 0s primeiros termos dessa sequéncia S&o pequenos.

No entanto a medida que se vai descobrindo os préximos termos dessa PG,
cuja lei de formacdo ou termo geral é dado por: a, = 2" ! percebe-se que os

valores vao crescendo muito rapidamente.

Isto €, quanto mais longe do primeiro termo mais acelerado é o crescimento e
esse problema ter4 64 termos e portanto os valores finais serdo extremamente

altos. Este comportamento é semelhante ao comportamento da funcéo
exponencial crescente.

D) Trata-se de mais um exercicio que envolve a soma dos n primeiros termos
de uma PG. Observe que fizemos uma relacdo entre o crescimento acelerado

de uma PG e o crescimento acelerado de uma fungdo exponencial.
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N&o é preciso uma calculadora para saber que esta conta dard um valor

enorme mas é aconselhdvel a utilizacdo de uma para se chegar ao resultado
desejado.

Soma = 2%+ 2 + .- + 263,
2XSoma = 21 +---+ 264
Subtraindo a segunda equacéao da primeira tem-se:
Soma = 2%% — 2° = 18446744073709551615.

Observe que este niumero € enorme entdo mesmo que O rei tivesse essa

guantia sera que iria querer dispor dela?

Situacao Problema 9:

A)Sim, pois nesta sequéncia cada termo pode ser obtido como o produto de um

3 . . .
termo por uma constante, no caso s a partir do primeiro termo.

B) Esta sequéncia é decrescente pois, a medida que avancamos em Sseus
termos os valores vao diminuindo.

C)(162, 97,2, 58,32)

10004
Quantidade de antibiético no organismo (mg)
8004
8004
7004
600+
500+
.\1 450)
4004
3004

2004

o572 tempo decorrido (horas)
L]

1004
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10004

Quantidade de antibiotico no organismo (mg)

9004

tempo decorrido (horas)

100

D) Seu comportamento é semelhante ao comportamento da fungéo

exponencial decrescente.

E) Essa € uma sequéncia na qual o seu limite € o valor 0. Como tempo € uma
grandeza infinita, podemos diminuir o intervalo de tempo o quanto se deseja

até que o valor se aproxime de 0 o quanto se deseja.
F) Sim, esta lei é dada por:
Q =750 (0,6)¢

G) para responder esta pergunta, basta substituir 4,5349632 no lugar de t e

resolver a equacéo exponencial. Isto é:
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4,5349632
4,5349632 = 750(0,6) - (0,6)t = —s0 0,0060466176

- (0,6)t = (0,6)1° > t = 10 horas.

Situacao Problema 10

Para responder a esta questao é preciso que se tenha a no¢do de que o valor
de um quantia varia com tempo. Isto é, o valor de um dinheiro hoje ndo sera o
mesmo valor em outra época. Portanto para comparar possibilidades distintas
de uma compra devemos escolher uma data que seja comum. Neste caso

vamos escolher a época 2, por exemplo.

Primeiro, deixemos claro que o raciocinio de Dona Cidinha esta errado, como o
de muitas pessoas pois ela se esqueceu de que apesar de aparentemente o
primeiro resultado ser menos do que o segundo, como seu dinheiro rende com
o passar do tempo, pode ser que o rendimento seja superior ao valor gasto em
cada parcela. Isto €, talvez seja mais vantajoso para ela aplicar e pagar do que

gastar o que tem num valor mais alto.

Neste exercicio, fixaremos a ideia de valor atual e valor futuro ja discutido ao
longo desta lista. Como estamos escolhendo a época 2, na primeira situacao
pensaremos apenas no valor futuro. Ja na segunda situacdo teremos
momentos em que estaremos em busca do valor futuro, mas também do valor

atual. Vejamos:

» Trés prestacdes mensais, com entrada, de 150 reais.

0 1 més 2 meses
150 150 150
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Como o dinheiro para dona Cidinha rende 2% ao més, podemos concluir que a

época 2 teremos 0 seguinte saldo:
Valor(época 2) = 150 x (1,02)* + 150 x 1,02 + 150.

Neste momento, pode-se observar como revisdo ou introdugdo de conteudo,

gue se trata da soma dos termos de uma progressado geométrica. Portanto:

150((1,02)3-1)
1,02-1

Valor(época 2) = = 459,06.

» Cinco prestacfes mensais, com entrada, de 91 reais.

) _ 2 o1, 9t
valor (época 2) =91 x (1,02)* +91 x 1,02+ 91 + Tz T (1,02)%

Assim como no caso anterior, 0s cinco termos constituem uma PG de razéo

1
Tos .Portanto, temo que:

91x(1,02)2[(ﬁ)5— 1]
1

valor(época 2) = = 455,17

1,02
Como se pode verificar, a mesma época, usando o fato de que Dona
Cidinha pode colocar seu dinheiro para render 2% ao més, concluimos que
no segundo caso ela gastara R$455,17 enquanto no primeiro ela gastara
R$459,06. Portanto o segundo caso sera mais vantajoso em relacéo ao

primeiro e a economia sera de R$3,88.
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Situacao Problema 11

Quadrado (Q) |Area do Quadrado | Quociente Taxa de variagcéo
(mm?2) entre areas | entre areas de
de quadrados | quadrados
consecutivos | consecutivos. (%)
Original 102 - -
1° Quadrado 2 x 102 2 100%
2° Quadrado 22 x 102 2 100%
3° Quadrado 23 x 102 2 100%
4° Quadrado 2% x 102 2 100%
Dias Tamanho da planta em | Quociente Taxa de variacéo
decorridos (mm) entre entre tamanha das
tamanho da | plantas em dias
planta em | consecutivos. (%)
dias
consecutivos
0 100 = 102 - -
1 200 = 2 x 102 2 100%
2 400 = 22 x 102 2 100%
3 800 = 23 x 102 2 100%
4 1600 = 2* x 1072 2 100%
Dias Montante em reais Quociente Taxa de variagao
decorridos entre entre montantes
Montantes consecutivos (%)
consecutivos
0 100 = 102 - -
1 2% 100 =2 x 102 2 100%
2 2 X2 x10% = 2%x 102 2 100%
3 2 X 22 %100 = 23 x 102 2 100%
4 2 x23x100 = 2% x 102 2 100%

Pelas tabelas construidas podemos concluir que:

» Os quadrados terdo tamanhos: 100, 200, 400, 800, 1600 mmz2,
» As plantas terdo a cada dia os tamanhos: 100, 200, 400, 800,1600mm.

> Serao necessarios exatamente 5 dias.
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A)Sao sequéncia numeérica iguais. Todas possuem 0s seguintes valores
(100, 200,400,800, 1600).

B)Pelo padrdo observado nas tabelas, que é o mesmo, podemos constatar
que:

1° caso: a,, = 2™ x 10%, em que n é o enésimo termo.

{4, 1600)
»

/

/
/

/

/
& C=(3,800)
7

s
/
s

e
& (2,400

(0, 100) - n
R

2° caso: f(x) = 10? x 2*, em que x é o nimero de dias.
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45004

40004

tamanho da planta (mm) -

15004

10004

Tempo decorrido ( dias)

(0, 100)

-500

3°caso: M = 10% x (1 + 1)t em que t é o tempo decorrido.

30004
Montante (reais)

10004

500

-5004

C) As trés situacao sao muito semelhantes pois nas trés é possivel perceber o
mesmo padrao. Isto € o valor sempre dobra a partir do anterior. Ha portanto,

um aumento de 100% em relagéo ao valor que antecede.

Podemos afirmar que numericamente as trés situacbes sao iguais, mas do

ponto de vista matematico elas sao distintas.
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A primeira situacdo acontece no campo de dominio do conjunto dos
nameros naturais ndo nulos N*. Ja4 a segunda e a terceira situacdes acontecem
no campo de dominio do conjunto dos nimeros reais nao negativos R,.
Comentario: Com este exercicio os alunos podem passar a ter a sensacao de
que achar a lei de formacdo no capitulo de PG, no capitulo de funcéo
exponencial e no capitulo de juros compostos no fim das contas trata-se do
mesmo processo.

Além disso, eles podem constar que as trés conteudos possuem
comportamento semelhantes e portanto as facilidades em um podem ser
usadas para facilitar em outros obtendo assim um aprendizado mais coeso, isto
€, menos dissociado e portanto com sensacao de estarem decorando menos
processos e menos formulas.

Por outro lado, o professor pode economizar bastante tempo quando for
explorar estes capitulos separadamente. E como sabemos isso é bastante
importante visto que a grade de conteudo segundo os documentos oficiais é
bastante intensa e nem sempre os professores possuem um numero de aulas
suficiente para explicar os contetdos com tranquilidade.

Por fim, é importante que o professor deixe claro par aos alunos que as
progressdes geométricas crescentes e 0 processo de juros compostos
constituem relacbes particulares de um caso mais geral que é a funcédo
exponencial, que pode ser generalizada, quando ndo contextualizada, tendo

como dominio o conjunto dos nimeros reais.
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