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Resumo

SANTOS ALVES, Dayvison Nicolas, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, marco de 2022.
Efeitos de Proximidade de Sistemas Magnéticos em Isolantes Topoldgicos. Ori-
entador: Jakson Miranda Fonseca. Coorientadores: Antonio Ribeiro de Moura e Joaquim
Bonfim Santos Mendes.

Os efeitos de interagao de sistemas magnéticos com os estados de superficie de isolantes
topoldgicos sao de grande interesse devido a apresentar caracteristicas interessantes e de po-
tencial aplicacao tecnoldgica, tais como uma superficie metalica de condugao helicoidal e um
bulk isolante. O objetivo geral deste trabalho ¢é a realizacao de uma revisao bibliografica so-
bre alguns aspectos dos Isolantes Topoldgicos, os modelos e as caracteristicas principais dos
efeitos Hall classico, quantico, quantico de spin e isolantes topolégicos 3D; com foco no efeito
magneto-elétrico topoldgico e suas consequéncias nos efeitos de interagao com os estados de
superficie do isolante topoldgico. Por fim, como alguns sistemas magnéticos se acoplam nos
estados de superficie levando a comportamentos exdticos de condugao, quebras de simetria,
excitacoes de quasi-particulas e aberturas locais de gap de energia para os estados de su-
perficie com uma quantizacao Hall semi-inteira devido a interacao de impurezas magnéticas,
vortices, skyrmions, ferromagnetos e paredes de dominio. Espera-se que as pesquisas em iso-
lantes topoldgicos possam ser usadas em novas geragoes de dispositivos eletronicos, circuitos
fotonicos e spintronicos, transistores, aplicagbes em conjunto com supercondutores ou em

computadores quanticos.

Palavras-Chave: Isolantes topoldgicos. Estados de superficie. Magnetismo. Efeito magneto-

elétrico topoldgico.



Abstract

SANTOS ALVES, Dayvison Nicolas, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March, 2022.
Proximity Effects of Magnetics Systems in Topological Insulators. Adviser: Jak-

son Miranda Fonseca. Co-advisers: Antonio Ribeiro de Moura and Joaquim Bonfim Santos
Mendes.

The interaction effects of magnetic systems with the surface states of topological insulators
are of great interest due to their interesting characteristics and potential technological ap-
plication, such as a helically conductive metallic surface and an insulating bulk. The general
objective of this work is to carry out a Literature review on some aspects of Topological
Insulators, the models and main characteristics of the classical, quantum, quantum spin Hall
effects and 3D topological insulators; focusing on the topological magnetoelectric effect and
its consequences on the interaction effects with the surface states of the topological insulator.
Finally, how some magnetic systems couple to the surface states leading to exotic conduc-
tion behaviors, symmetry breaks, quasi-particle excitations and local gap energy openings
for surface states with a half-integer Hall quantization due to the interaction with magnetic
impurities, vortexs, skyrmions, ferromagnets and domain walls. It is expected that research
on topological insulators can be used in new generations of electronic devices, photonic and
spintronic circuits, transistors, applications in conjunction with superconductors or in quan-

tum computers.

Keywords: Topological insulators. Surface states. Magnetism. Topological magneto-electric
Effect.
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1 Introducao

A maneira mais comumente utilizada de se classificar diferentes fases da matéria se baseia
em saber quais simetrias elas quebram. Por exemplo, um material que na fase liquida
possui simetria de translacao continua passa a ter uma simetria de translacao discreta ao
se encontrar em sua fase sélida. Essa quebra de simetria evidencia uma transicao de fase
da matéria, teoria formulada em 1937 por Landau, conhecida como Paradigma de Landau
(teoria de Landau das transi¢oes de fases), que até o fim da década de 60 era efetiva para
descrever todas as transicoes de fase conhecidas, se baseando somente na quebra de simetria
espontanea entre os estados!!l. Contudo, a partir da década de 70 foram descobertos novos
estados quanticos da matéria que nao se encaixam em nenhuma descri¢ao pelo paradigma de
Landau; Entre eles o efeito Hall Quantico (HQ), que demonstra a inexisténcia de qualquer
quebra de simetria espontanea além da quebra da simetria de reversao temporal, que nao
¢ caracterizada como um parametro de ordem local e nao apresentando nenhuma quebra
espontanea entre os estados. Esse estado da matéria apresenta um bulk (interior) isolante e
nas bordas apresenta uma conducgao Hall quantizada que é definida apenas pelos parametros
topoldgicos do bulk. Tais descobertas tornaram possivel a compreensao de novos estados da
matéria que dependem somente da topologia do sistema, abrindo os campos de estudo de
parametros de ordem topoldgica e da teoria topoldgica de campos em matéria condensadal?.

Nas décadas seguintes novos estados de matéria de classe topoldgica foram descobertos,
tais como os isolantes topolégicos bidimensionais (ITB’s), conhecidos por apresentarem
efeito Hall Quantico de Spin (HQS), sendo previstos teoricamente em 20058 no grafeno,
apresentando baixo acoplamento spin-érbita e em 200614 em pogos quanticos de Telureto de
Mercurio (HgTe) com forte acoplamento spin-6érbita fundamental para o estado topolégico,
culminando na sua observacio experimental nos mesmos pocos quanticos de HgTe em 20071).
O efeito HQS apresenta uma consideravel diferenca em relacao ao efeito HQ, por nao quebrar
a simetria de reversao temporal.

Este trabalho tem o objetivo de realizar uma realizar uma revisao bibliografica sobre as
previsoes e descobertas dos isolantes topoldgicos, desde o classico efeito Hall, Hall quantico,
Hall quantico de Spin, até os isolantes topoldgicos tridimensionais. Buscando a compreensao
dos fenomenos topoldgicos e as caracteristicas principais de cada efeito, tendo como foco a
discussao do efeito magneto-elétrico topoldgico, suas consequéncias nos efeitos de interacao
com os estados de superficie do isolante topoldgico. Por fim, como alguns sistemas magnéticos
se acoplam com os estados de superficie levando a comportamentos exoticos de conducao,
quebras de simetria, excitagoes de quasi-particulas, assim como aberturas locais de gap

de energia para os estados de superficie com uma quantizacao Hall semi-inteira, devido a
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interacao de impurezas magnéticas, vértices, skyrmions, ferromagnetos e paredes de dominio.
Tais acoplamentos sao descritos em sistemas de matéria condensada por Hamiltonianas
efetivas, considerando excitagdes de baixa energia (longos comprimentos de onda).

Uma analise da interface dos estados de superficie do isolante topoldgico tridimensional
com um filme fino possuindo uma configuracao de magnetizacao (ferromagnetos, vortices,
skyrmions, etc...) permite obter a partir de uma descricao dos estados de superficie,
caracteristicas tais como dispersao nos niveis de Landau, quebras de simetria, a existéncia
da abertura local ou geral de um gap de energia nos estados de borda do material, entre
outras caracteristicas. Para isso consideramos os efeitos de acoplamento de troca entre os
momentos magnéticos e os spins dos portadores de carga na superficie do isolante topoldgico,
considerando que sao descritos por uma Hamiltoniana de superficie de baixas energias, que
capta as principais simetrias e propriedades fundamentais na descricao dos estados. As
interacoes devido a interface podem induzir, por exemplo, um estado de conducao quiral
na superficie do isolante topoldgico, levando a uma condutividade Hall semi-inteira causada
por uma configuracio ferromagneto?; podem induzir estados ligados, confinados e de modo
zero carregados causados por uma configuracao do tipo vorticeld: ou mesmo apresentarem
caracteristicas de conducao tunicas devido uma corrente de tunelamento na parede de dominio
ferromagnética com condutividade Hall, associadas ao transporte de cargas na superficie de
isolantes topolégicos!”.

Os isolantes topoldgicos bidimensionais e tridimensionais possuem intrigantes proprieda-
des, tal como o bulk isolante, uma superficie condutora protegida pela simetria de reversao
temporal e estados de conducao helicoidais com corrente efetiva de Spin conjuntamente asso-
ciada a uma condutividade Hall nula, tendo grandes perspectivas de aplicacoes tecnolédgicas,
tais como transistores, circuitos fotonicos, spintronica e computacao quantica. Quando leva-
mos em consideracao também a interacao de superficie com sistemas magnéticos e o efeito
magneto-elétrico topoldgico, abre-se uma nova gama de propriedades que podem ser explo-
radas para futuras aplicagoes tecnoldgicas, incluindo transistores magneto-elétricos, maior
controle dos sistemas magnéticos e também contribuicoes a spintronica, magnonica, fotonica,

entre outrasm .
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2 Introducao aos Isolantes Topoldgicos

2.1 Efeito Hall Classico

O conhecido efeito Hall Classico, descoberto pelo fisico estadunidense Edwin Hall em
187981, permite determinar propriedades dos portadores de carga livres em um material,
tais como a concentracao de portadores de carga e velocidade de arraste do elétron v; em
metais. FEntretanto, a teoria apresenta um desvio em relagao as medigoes experimentais
devido a desconsideragao dos efeitos das interacoes quanticas dos eletrons e dos ions da rede,
com uma razao de R;/R. ~ 1,36 entre a teoria R; e o experimento R, para o cobre, por
exemplo[g}.

Uma forma simples de compreender o efeito Hall consiste em analisar, por exemplo,
0 caso de um material condutor transportando uma densidade de corrente J = |J.|i no
sentido x positivo. Ao aplicarmos um campo magnético perpendicular ao sentido de corrente,
B = |By|j', os portadores de carga do material irao sofrer uma forga magnética de Lorentz
F= |FZ|/2; e dessa forma se acumulando no sentido z na extremidade superior do material. O
acumulo de portadores de carga ird gerar uma diferenca de potencial elétrico conhecido como
fem Hall, cuja polaridade da diferenca de potencial ird depender unicamente dos portadores
de carga serem positivos ou negativos, tal como exemplificado na Figura 1. A intensidade
maxima da diferenca de potencial é obtida quando a forca elétrica E = \Ee]/% gerada pelo
campo Hall se iguala a forca magnética do campo aplicado.

Muitos sensores de campo magnético funcionam utilizando o efeito Hall cléssico devido a
fem Hall. Também é possivel descobrir os portadores de carga que se deslocam no material por
meio do sentido da corrente Hall. Tanto que logo apds a descoberta do efeito Hall, verificou
que em alguns materiais tais como semicondutores, os portadores de carga demonstram ser
positivos, apesar de sabermos que nao sao os protons que estao se deslocando no material, o
que mais tarde contribuiu para o entendimento de conduc¢ao por buracos em que a auséncia
de uma carga elétrica negativa no semicondutor é equivalente a uma carga elétrica positiva no
buraco correspondente onde falta o elétron, uma quasiparticula que se comporta efetivamente
como um portador de carga positival.

Considerando um sistema bidimensional de gds de elétrons, podemos descrever a forca

sofrida por um elétron de momento P= (pz, py) pela seguinte equagao de movimento:

dP . P _ P
— T — E - B — 1
dt e( +mbx > T’ (1)

em que levamos em conta a forca de Lorentz para um elétron de carga ¢ = —e, e a relaxacao na
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(b)

Figura 1: Polaridade da fem Hall em diferentes portadores de carga livres - (a) negativos,
(b) positivos .

difusao do elétron por impurezas, sendo EeBo campo elétrico e magnético respectivamente,
my a massa efetiva do elétron ou buraco e 7 caracteriza o tempo de relaxacao.

O modelo de Drude para conducao elétrica em metais permite se entender o efeito Hall
de forma quantitativa mais facilmente, em que a condutividade de Drude oy é representada
pela resistividade de Drude py dada por:

—1 myp

= = 2

em que n, € a densidade numérica de elétrons ou buracos. Ao considerarmos no caso da
equacao (1) um campo magnético na diregdo z positivo e levarmos em conta o modelo
de Drude, podemos obter algumas propriedades do sistema. Caracteristicas tais como a
condutividade ou resistividade, obtidas a partir da solucao estatica da equagao de movimento,

isso é, quando dﬁ/dt = 0, de modo que:

b p
o0E, = —enp— — 62nb7'B—y2
my my
E = 2 B Pz py : (3>
ooy =  enpTb— —eny—
my mp

Podemos reescrever a Lei de Ohm E = pj de forma tensorial, em que p é o tensor de
resistividade e .J a densidade de corrente. Considere a equagao (3) dada em em termos da

densidade de corrente, lembrando que:

—

- P
J = —enp—, (4)
mp

de modo que obteremos a nossa matriz na seguinte forma:

E, = o Jy Ry Ry Jy )
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em que Ry = py = myp/ nye®7 é a resistividade longitudinal e Ry = —B /eny é a resistividade
Hall. Sendo as componentes J, ou J, obtidas quando consideramos a aplicacao de uma
diferenga de potencial no eixo-z ou eixo-y, de modo que uma das componentes do campo
elétrico aplicado seja nula. Observe que em relacao ao campo magnético B, Ry, é constante

e Ry cresce linearmente, conforme o gréfico da Figura 2.

// RH
Hall
8]
=3
S
=
3
7
S~~~ Ry
s Longitudinal

Campo Magnético B

Figura 2: Resistividade Hall cldssica (Rpy) e resistividade longitudinal (R ), dados em fungao
do campo magnético B.

E importante notar que em 3D a relagao entre a resisténcia R e resistividade p é dada
por R = pL; /A, em que o comprimento L é paralelo ao sentido da corrente e a area A, é
perpendicular. No nosso modelo levamos em consideracao um gas de elétrons bidimensional e
portanto confinado em um plano, de modo que em vez de uma drea A, teremos uma relacao
com o comprimento W, perpendicular ao sentido da corrente. De fato, somente para o caso
em que o fator f (LH/WL) coincida de Lj = W, que obteremos R = p. Na corrente Hall,
assim como na corrente longitudinal, a resisténcia sé ira coincidir com a resistividade no caso
em que a geometria do sistema implicar no fator f (L” /W l) =1.

No tensor de resistividade da equacao (5), devemos levar em consideragdo que os
resultados de R constantes em relacao ao campo magnético aplicado sao feitos levando
em conta um campo magnético de baixa intensidade de forma a desconsiderar o efeito de
Shubnikov-de Haas!Y. Esse exético efeito descoberto em 1930, demonstra que a resistividade
longitudinal tende a oscilar em funcao do campo magnético quando ele atinge um valor critico
B, muito alto, cuja causa esta relacionada a energia de quantizagao dos niveis de Landau no
gas de elétrons bidimensional sob efeito de um intenso campo magnético B > B,. Esse efeito

para intensos campos magnéticos foi a primeira pista precursora da descoberta do efeito HQ.
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2.2 Niveis de Landau

A compreensao da quantizacdo de Landault) é fundamental para o efeito HQ, teorizada
em 1930 no estudo de diamagnetismo de metais através da quantizacao dos niveis de energia
de um gés de elétrons livres. Através da equagao de Schrodinger podemos expressar os efeitos
quanticos devido a presenca de um campo magnético interagindo em um gés de elétrons livres
em um sistema fracamente interagente, desconsiderando a interacao entre os elétrons. Sendo

assim, a quantizacao de Landau se expressa pela seguinte Hamiltoniana para um elétron:

)
™ — —

H= ; T=p—
2m,

A, (6)

Ol®

em que ¢ é a velocidade da luz, p' o momento associado ao elétron e A é o potencial vetor

do campo magnético B=V x ff, adotado perpendicular ao plano z-y. Foi desconsiderado o

termo devido ao spin do elétron, ——= (S . B), pois resultaria somente em um deslocamento
(2

dos niveis de energia em uma constante dada por +—<B.
€
Substituindo o vetor p pelo operador momento linear p = —thV na Hamiltoniana da
equacao (6) e desconsiderando outros potenciais escalares, temos entao a seguinte equagao

de Schrodinger:

(—mﬁ - ZA‘)zw — B (7)

Me

Escolhendo o campo aplicado uniformemente no sentido positivo do eixo-z e considerando

a liberdade na transformagao de calibre para o potencial vetor, sendo que essa transformacao
nao altera as propriedades fisicas da Hamiltoniana, iremos optar pelo calibre na seguinte

forma:
—By

A= 0 , (8)
0

de forma que se pode reescrever a equagao (7) como:

R RON I

Sabendo que os operadores momento no eixo-z e eixo-z comutam com a Hamiltoniana na

Equacao (9), entdo podemos substituir os operadores p, = —ihd, e p, = —ihd, pelo seus

autovalores dados por hk, e hk,, respectivamente. Lembrando também que a frequéncia

. N , B ~ . ~
ciclotronica é dada por w, = %, podemos entao manipular a equagao de modo a obter uma
(2

equagao da seguinte forma:
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R mew? heka h2k?

2m. dy 2 eB 2m,
percebemos que a equagao (10) possui a mesma estrutura do Oscilador Harmoénico Quéantico
Simples, exceto pelo deslocamento no potencial dado por yy = —%. Esse deslocamento no

potencial nao interfere na solucao de energia da Equacgao de Schrodinger, que sera idéntica a

do Oscilador Harmonico Quantico acrescida a energia do momento no eixo-z, dada por:

1 R2k?
€n k., = hwe <n+§> + o, n=20,1,23.. (11)

Temos que a energia dada na equac@o (11) ndo depende do nimero quantico k, e k,, o
que significa que os estados de energia possuem degenerescéncia. Esse resultado da energia
quantizada para k, fixo, demonstra que os elétrons confinados no sistema sé poderao ocupar
6rbitas que possuem valores discretos de energia, sendo cada conjunto de funcoes de onda
na Equacao de Schrodinger com valores iguais de n, denominados Niveis de Landau. Para
melhor visualizar, podemos considerar o fato da quantizagao de Landau também resultar
na quantizacao da densidade de estados, Figura 3, tendo relagao direta com fenémenos tais
como o efeito de Haas-Van Alphen'?, Shubnikov-de Haas!!% e Hall Quanticol*?.

Na auséncia de campo magnético teremos uma densidade de estados continua (desconside-
rando os efeitos menos relevantes da discretizacao devido a estrutura cristalina do material).
Porém ao aplicar um campo magnético suficientemente alto, surge a discretizacao dos estados,
sendo uniforme para um sistema sem espalhamentos. Para um sistema que possui tempe-
ratura nao nula e defeitos estruturais o espalhamento gera um alargamento nos niveis de
Landau em estados localizados e estendidos, sendo que os estados localizados nao conduzem
e os estados estendidos conduzem.

A funcao de onda da Equagao de Schrodinger (10) pode ser expressa como:

1 e _w-v)? .
¢ — ¢n<x7y’z) — ST, 4 %el(k‘zl""kzz)e 22 H, (y l yO) 7 N = 0’ 1, 2’ 3 (12>
V 2nn! V 7 B

sendo H,, os polinomios de Hermite e I = ,/eh—g o comprimento magnético que corresponde

ao raio da orbita ciclotronica no modelo classico, em geral na ordem de 5-10 nm e que nao
depende de parametros do materiall}?.

Somente podemos descrever para um gas de elétrons em termos de Niveis de Landau,
quando a interacao elétron-elétron for desprezivel. Também temos que os efeitos associados

aos Niveis de Landau somente podem ser observados quando os efeitos de interacao térmica
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sem espalhamento  espalhamento

Figura 3: Quantizacao de Landau: para B = 0 temos um espectro com estados continuos,
onde os niveis de energia demarcados irao corresponder aos niveis de Landau completamente
preenchidos; para B, > 0 surge a discretizacao uniforme dos estados para um sistema sem
espalhamento e alargamento dos niveis de Landau em estados localizados e estendidos para
um sistema com espalhamento[14].

sao menores que os efeitos quanticos associados a separacao entre os niveis de Landau, no qual
os efeitos se tornam relevantes quando kT < hw., em que kg é a constante de Boltzmann
e T a temperatura. Por esses motivos, para que se possa evidenciar a fase topoldgica do
efeito Hall Quantico, von Klitzing et al. em 1980 necessitaram da aplicacao de um campo
magnético extremamente alto (= 187) e de um sistema em temperatura proxima do zero
absoluto (= 1,5K), para que se pudesse evidenciar os efeitos quanticos associados aos niveis
de Landaul13,

2.3 Simetria e Topologia na Matéria Condensada

Além do estudo da quantizacao dos niveis de energia do gés de elétrons livres, o
fisico Lev Davidovich Landau contribuiu significativamente na fisica de matéria condensada,

16] "sendo por isso ganhador do Nobel de fisica de

especialmente nos estudos de hélio liquidol
1962117 Aos seus estudos estdo atribuidos dois paradigmas tradicionais na fisica da matéria
condensada, a teoria de Landau dos Liquidos de Fermil!® e a teoria de Landau das Transicoes

de Fases e quebra de simetriall¥.
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Teoria de Landau dos Liquidos de Fermi: formulada em 1956[18], mostra que no
estudo dos elétrons em metais é possivel simplificar diversas interacoes no sistema bastando
considerar um modelo semelhante ao de um gas de elétrons livres. O liquido de Fermi
consiste entao em um gas de quasi-particulas com propriedades semelhantes ao dos elétrons,
porém com massa e momento magnético efetivo modificados. A descricao dos portadores de
carga através dos liquidos de Fermi nao interagentes mantém a conservacao da carga, spin
e momento associado ao elétron, renormalizando suas propriedades dinamicas associadas
ao momento magnético efetivo e a massa. Essa modificagao no sistema de gas de elétrons
livres permite através de aproximacoes de muitos corpos dos auto-estados, simular efeitos de
interacao e repulsao entre os elétrons e a rede. Tal aproximacao leva em consideracao baixa
temperatura e outras escalas de energia reduzidas, consistindo em um gas nao interagente
de quasi-particulas, no qual os efeitos do movimento dos elétrons e repulsao sao incluidos no
aumento da massa do elétron, comummente chamada de massa efetiva que se difere da massa
de repouso. Assim, um comportamento gerado por excitacoes coletivas entre os elétrons e a
rede se torna reduzido ao comportamento de uma quasi-particula isolada, um gas de elétrons
interagente em um metal se reduz a um gés de elétrons nao interagentes de massa efetiva,
cuja quasi-particula pode ser milhares de vezes maior que a massa de repouso do elétron.

Teoria de Landau das Transicoes de Fases: formulada em 1937191, expressa que
as transicoes de fase da matéria estao diretamente relacionadas com quebras de simetrias
espontaneas (parametros de ordem local). Essa quebra de simetria evidencia uma transi¢ao
de fase da matéria, que até o fim da década de 70 foi efetiva para descrever todas as transicoes
de fase somente pela quebra de simetria espontanea entre os estadosll. Cada transicao de
fase estaria associada a um parametro de ordem local que é finito em sua fase ordenada e zero
fora dela, implicando que a transicao ocorre quando essa simetria é quebrada. Por exemplo,
o derretimento da dgua possui uma quebra de simetria de translagao discreta para continua,
a temperatura de Curie da transicao de um ferromagneto para paramagneto apresenta uma
quebra de simetria de rotagao; ou mesmo a quebra da simetria U(1) associada a transi¢ao

de um material para a fase supercondutoral20- 21. 22|

. No exemplo da 4gua, exemplificado na
Figura 4, o parametro de ordem local v evidencia a transicao de fase devido a quebra da
simetria de translacao continua assim que a temperatura cai abaixo da temperatura critica
T, 23] .

ltho| >0 (T >To)

=10 (T <T)

, (13)

mostrando que a quebra de simetria associada a emergéncia desse parametro, afeta as
propriedades macroscépicas do sistema através de uma transicao de fase da matéria.

Temos entao uma associagao direta entre quebras de simetria e transicoes de fase da
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Y #0 =0

Figura 4: Representagao da quebra da simetria de translacao continua na transi¢ao de fase
da agua liquida para o seu estado sdlido (representado no floco de neve), com simetria
de translacao discreta. Acima da temperatura critica, o parametro de ordem local varia
continuamente com a temperatura, com excecao do ponto critico na temperatura de transicao
T., onde a simetria é quebrada e ocorre a transicao de fase.

matéria. Porém a infalibilidade da teoria Ginzburg-Landau encontrou excecoes apods a
descoberta das transigoes de fase de ordem topoldgica, que durante o fim da década de 1970
foi teorizada por Kosterlitz e Thouless através de uma transicao de fase em duas dimensoes
em temperatura finita sem que haja quebra de simetria de parametro de ordem locall?4: 251,
Entretanto a primeira constatacao experimental de ordem topoldgica se deu efetivamente

com o efeito Hall Quantico por von Klitzing et allt3,

Descoberta das Fases Topolégicas da Matéria

O Prémio Nobel de fisica de 201626 foi concedido ao trio de cientistas britanicos David
Thouless da Universidade de Washington, Duncan Haldane da Universidade de Princeton
e Michael Kosterlitz da Universidade Brown, pelo trabalho tedrico sobre as transicoes
de fase topoldgicas e fases topologicas da matéria. Suas descobertas permitiram avancos
na compreensao tedrica das propriedades da matéria e criaram novas perspectivas para
o desenvolvimento de materiais inovadores. Suas séries de trabalhos com ideias vindas
da topologia combinadas com mecanica quantica permitiram explicar diversos fenomenos
em sistemas bidimensionais, cuja area de aplicacao se estende a computacao e informacao
quantica, supercondutividade, magnetismo de filmes finos, superfluidez em superficies e
em isolantes topologicos. As aplicagcoes tecnologicas dessas pesquisas sao extremamente
promissoras, podendo ser usadas desde em novas geracoes de eletronicos e produtos
tecnoldgicos, até em areas de aplicagao cujo alcance ainda se encontra em perspectival24 25,

A busca por uma associacao entre a topologia e a quantica culminou na elaboragao
dos numeros quanticos topoldgicos, gracas a Thouless, Haldane e Kosterlitz. Tal busca

permitiu compreender com clareza o que ocorre no efeito HQ inteiro, em que as variagoes
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da condutividade Hall em funcao do campo magnético aplicado apresentam platos que nao
dependem da forma nem da composicao da amostra, um estado robusto em que cada plato
estd definido por um nimero quantico inteiro n em unidades de e?/h 27,

Os estudos feitos por Frederick Duncan Haldane sobre cadeias de spin foram desenvolvidos
usando argumentacgoes topoldgicas. No caso de uma cadeia de spin, no qual os spins
apresentam sentido contrario em relacao aos spins vizinhos, um estado de fase conhecido
como antiferromagnético, Haldane teorizou que era possivel a formacao de excitagoes coletivas
conhecidas como spinons nesse sistema, cuja condicao de existéncia tem uma dependéncia
direta ao invariante topoldgico do sistema. As excitagoes de spinons surgem quando ha
uma pequena variacao na temperatura, provocando um variacao no numero de precessoes
dos spins, contudo, Haldane concluiu que um sistema antiferromagnético pode apresentar
spinons em temperatura zero no estado fundamental, para cadeias de spin semi-inteiro/2”.

Devido a essas novas ferramentas conceituais desenvolvidas pelos ganhadores do Nobel
de 2016 que foi possivel prever novas formas de matéria até entao desconhecidas, assim como
compreender o comportamento de materiais exdticos e promissores. Materiais esses que sao
robustos topologicamente em relacao a impurezas, defeitos e imperfeicoes de fabricagao e que
tém potencial de ser a base para a criacao de tecnologias que poderao mudar a forma atual
de organizacao de nossa sociedade. Inclusive, sabemos hoje a grande extensao do potencial
de aplicabilidade do estudo da matéria topoldgica, que se estende desde supercondutores e
computacao quantica, até o desenvolvimento dos isolantes topol(’)gicos[%].

O estudo das transicoes de fase da matéria ganhou novas fronteiras com a inclusao da
topologia, principalmente no estudo da transicao de fase da matéria bidimensional. Na
época da elaboracao dos trabalhos tedéricos de Berezinskii, Kosterlitz e Thouless, a matéria
bidimensional era apenas uma descricao matematica, até que em 2004 os ganhadores do
Nobel em fisica de 201028, Andre Geim e Konstantin Novoselov verificaram efeitos de

291 Materiais bidimensionais como

campo elétrico em um filme fino de grafeno bidimensionall
o grafeno foram teorizados a apresentar transi¢oes de fase topolégica. Neste caso, verificou-se
que o estado fundamental de uma folha de grafeno exibe o efeito HQS de ordem topolégica nao
trivial, robusto somente a pequenas perturbacoes do sistema devido ao baixo acoplamento
spin-érbital3.

Os trabalhos em colaboracao de Kosterlitz e Thouless provaram a existéncia transicao de
fase em filmes finos causadas diretamente por defeitos topoldgicos que na superficie do filme
fino se comportam como pares de vértices e antivértices. Em altas temperaturas os efeitos
quanticos sao menos percetiveis e o sistema conjunto de defeitos topoldgicos se comporta
de modo desordenado, entretanto quando o sistema se encontra em baixas temperaturas,

os pares vértices e antivértices comecam a aparecer, definindo no sistema uma transigao de
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fase que é caracterizada somente pela ordem topoldgica, conhecida como transicao de fase
BKTBY sendo hoje considerada a forma correta de explicacdo para diversos fendmenos e
estados exéticos da matéria, tal como a supercondutividade e superfluidez em superficies e

filmes finos!24

Transigoes de Fase Topolégica (Transicao BKT)

As transicoes de fase em sistemas de baixa dimensionalidade, mais precisamente os
modelos bidimensionais, sao relevantes para pesquisa devido aos comportamentos e efeitos
nao observados em sistemas tridimensionais?¥. Na matéria condensada podemos encontrar
diversas fases, que em geral associamos as fases da matéria sdlida, liquida ou gasosa.
Porém, também é possivel classificar os materiais quanto as suas propriedades elétricas
ou magnéticas, por exemplo. As transicoes de fase mais comuns estao relacionadas com
mudancas de temperatura como no caso de um material magnético que ao ser aquecido
acima da temperatura critica torna-se nao magnético. Por outro lado, existem transicoes de
fase mais complexas relacionadas com a topologia do sistema, como é o caso da transicao de
fase topoldgica BKTBY, cujo nome é homenagem ao trio de fisicos Berezinskii, Kosterlitz e
Thouless, sendo de grande relevancia nos sistemas de baixa dimensionalidade.

A transigao BKT ocorre em sistemas bidimensionais com simetria U(1), correspondente
a simetria das rotacdes circulares no plano, U(1) — € = cos @ +isen 6, presente em sistemas
tais como modelos magnéticos, supercondutores e superfluidos em filmes finos. Nesse caso,

abaixo da temperatura de transicao T, ... o modelo apresenta uma correlagao com decaimento

BKT
algébrico (uma ordem de quasi-longo alcance) enquanto para altas temperaturas o decaimento
é exponencial. A transicao entre os dois regimes foi explicada por Kosterlitz e Thouless, e
independentemente por Berezinskii, por meio do desacoplamento entre pares vortice e anti-
vortice, Figura 5. Em baixas temperaturas os pares tendem a permanecer ligados o que
mantém o sistema quase ordenado. Por outro lado, quando T' > T, . os vortices tornam-se
livres e o modelo passa a ser altamente desordenado®.

A temperatura de transicao pode ser estimada com um raciocinio simples. Uma vez que

a energia de par vértice anti-vértice ¢ dada por3Y :

E=rJIn (5) , (14)

a
sendo J > 0 a constante de acoplamento entre vizinhos préximos, L o tamanho do par, a
o espacamento de rede, e a entropia é calculada considerando todas as possiveis posicoes
nas quais o par pode ser encontrado, ou seja S = k, In2, sendo Q = (L/a)? o ntimero de

microestados. Temos portanto que a energia livre de Helmholtz, F' = E — TS, é dada por:
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Figura 5: Esquema da transicao BK'T entre pares vortice anti-vortice.

F = (rJ —2Tk,)In (5) , (15)

a

em que F' = 0 quando a energia interna nao pode realizar trabalho, implicando na transicao
da correlagao com decaimento algébrico para decaimento exponencial, no qual essa transicao
de fase ird corresponder a 7' =T, em (15). Portanto:
wJ
T, .. = (16)

BKT — %
B

Em baixas temperaturas, 7" < T a energia de Helmholtz é minimizada quando a

BKT?
entropia é pequena e os pares de vortice anti-vértices sao mantidos proximos. Ja para
T > T,,, ¢ mais conveniente aumentar a entropia (mesmo com o aumento da energia interna)
separando o par de solugoes topolégicas[%}.

Em relagao as solugoes topoldgicas do tipo vortice, do ponto de vista tecnologico, podemos
por exemplo relacionar as duas diregoes de rotagao dos vértices com os bits 0 e 1. Dessa forma
construir dispositivos de armazenamento digital ou no desenvolvimento de portas légicas
magnéticas em substituicao aos atuais transistores presentes em qualquer microprocessador,
sendo o controle sobre o posicionamento das solucoes topoldgicas muito importante. Além da
aplicagao em dispositivos de armazenamento, as solucoes topoldgicas do tipo vértice também
estao presentes na area médica; um grupo de pesquisa da Materials Science Division, em
um trabalho in wvitro por meio da injecao de nanoparticulas magnéticas e aplicacao de
pequenos campos magnéticos, conseguiu eliminar 90% de células doentes de um tumor
cerebral sem prejudicar o tecido saudavel. Tal técnica s6 foi possivel devido a formacao
sobre as nanoparticulas de estruturas tipo vértice que reagem de forma apropriada ao campo

externo aplicadol®2.
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Todas essas aplicagoes sao devido aos materiais de ordem topoldgica, sendo que materiais
que apresentam o efeito Hall Quantico e Hall Quantico de Spin estao incluidos nessa categoria.
Os pares vortice anti-vértice sao modos coletivos de spins ordenados na topologia do sistema
que poderao render aplicagoes em armazenamentos digitais, enquanto materiais com efeito
Hall Quantico de Spin estao em uma posicao mais vantajosa pois suas aplicagoes em
transistores esta atrelada a spintronica, podendo no futuro associar os bits 0 e 1 com a
diregao de rotacao de spins individuais. Sendo portanto, do ponto de vista tecnoldgico de
processamento digital, uma maior vantagem o estudos de materiais com efeito Hall Quantico

de Spin em relagao aos materiais que apresentam solugoes do tipo voértice.

Sistemas Magnéticos e Defeitos Topoldgicos

Os defeitos topologicos estao associados a excitagoes coletivas de spins, dando origem
a quase-particulas tais como vértices e skyrmions. A robustez e protecao topoldgica

33 De modo

dessas quase-particulas estd associada ao chamado teorema da esfera cabeludal
simpldrio, esse teorema pode ser entendido quando consideramos que se é impossivel ter um
campo vetorial continuo tangente a superficial de uma esfera, sem que se tenha pelo menos um
ponto nulo. Considere o exemplo de se tentar pentear uniformemente uma esfera cabeluda,
¢ impossivel devido a topologia da esfera e terd sempre pontos de singularidades onde
se formam redemoinhos (vortices), algo semelhante ao redemoinho de cabelo que algumas
pessoas possuem no topo da cabeca, sendo esses redemoinhos protegidos topologicamente.
O Modelo de Heisenberg: Um sistema macroscépico real contem milhoes de particulas,
podendo se estudar algumas de suas propriedades pela fisica estatistica, termodinamica e
também pelas leis da mecanica quantica. Devido a complexidades nas interagoes contidas
em sistemas magnéticos, é necessario a utilizagao de simplifica¢oes para sua modelagem, tais
como considerar apenas a interagao de troca entre primeiros vizinhos (spins préximos). A
interacao de troca se da devido a sobreposicao das fungoes de onda dos elétrons, relacionada a
suas posicoes e orientagao relativa dos seus spins, podendo ser modelada como uma interacao
do tipo S, - STj, em que S éo spin do ion localizado no sitio 7. A Hamiltoniana de Heisenberg

isotrépica para sistemas magnéticos é dada por24

H=+J) S-S, (17)
(i.5)
com J > 0 a constante de acoplamento entre vizinhos préximos, onde iremos impor o vinculo
nao-linear S% = (S5%)% + (8Y)? + (57%)? = 1. A equacao (17) descreve a interagao de spins em
uma rede regular, considerando apenas a interagao de troca entre primeiros vizinhos.

O sinal negativo na Hamiltoniana representa um acoplamento ferromagnético, Figura 6,
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uma vez que a energia minima do estado fundamental é atingida quando os spins se alinham
paralelamente S; - S; = 1. Ja o sinal positivo na Hamiltoniana representa um acoplamento
antiferromagnético, Figura 7. Neste caso a energia minima do estado fundamental (cldssico)

¢é atingida quando os spins se alinham antiparalelamente ,S_'; . 57] =—1.

Figura 6: Sistema ferromagneto

Figura 7: Sistema antiferromagneto

Podemos levar em consideracao também a presenca de anisotropias no sistema, isto é, a
existéncia de uma direcao preferencial para os spins apontarem. Neste caso, a Hamiltoniana

fica da seguinte forma:

H:ijZ(@-@-ASﬁ-S;). (18)
(i,3)
O termo M\ descreve a constante de anisotropia, sendo alguns dos seguintes modelos
definidos?4 :

i) Se A = 0 temos a Hamiltoniana da equagao (17), isto é, o modelo de Heisenberg isotrépico

caracterizado por nao haver nenhuma direcao preferencial para os spins apontarem:;
ii) Se A =1 a equacao pode ser reescrita da seguinte forma:
H=+JY (Sr-S7+5¢-5Y). (19)
(4,5)

E possivel se obter dois modelos distintos nesse caso. Primeiro é o modelo XY que é
definido pela restricao S? = (S%)? + (S¥)? + (S%)? = 1, ou seja, hd as trés componentes

de spin. Segundo é o modelo conhecido como Rotor Planar no qual é caracterizado
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pela restrigao S? = (5%)% + (S%)? = 1, ou seja, nao hd a terceira componente de spin e

portanto os spins estao confinados no plano;

iii) Se 0 < A < 1 o modelo descreve um sistema em que os spins possuem a preferéncia de
se alinharem paralelamente ao plano, esse modelo é conhecido como de Heisenberg de
plano-ficil. Sendo descrito pela mesma Hamiltoniana da equagao (18) considerando um

alinhamento no plano-zy;

iv) Se A < 0 o modelo descreve um sistema em que os spins se alinham perpendicularmente
ao plano, devido a anisotropia para o sistema descrito pela Hamiltoniana da equagao (18)
o alinhamento se da no sentido do eixo-z. Esse modelo é conhecido como de Heisenberg

de eixo-facil.

E possivel também acrescentar outros termos a Hamiltoniana de modo a incluir outras
anisotropias, correcoes perturbativas, campos magnéticos ou novas interacoes. No caso da
Hamiltoniana de Heisenberg isotrépica na equagao (17) a inclusdo de um campo magnético
externo na interagao permite o surgimento de magnons a temperatura zero, que correspondem
as excitacoes de ondas de spin. Ja no caso da Hamiltoniana de Heisenberg anisotrdpica,
equagao (18), ao serem feitas aproximagoes de campo médio, obtém-se solugoes topoldgicas
como vértices com diferentes anisotropias no modelo eixo-facil, plano-facil, XY e Rotor
Planar; assim como solugoes tipo skyrmion no modelo-o nao linear O(3) que sao solugoes de

o34, Os estudos sobre

campo estavel na aproximagao de campo médio para o modelo isotrépic
sistemas fisicos em baixas dimensoes sao de grande interesse para a comunidade cientifica,
sendo que alguns sistemas com solucoes topoldgicas sao altamente estaveis, permitindo
aplicacoes tecnolégicas!?.

Impurezas contidas em um sistema magnético sao capazes de o perturbar, provocando
deformagoes na configuracao topolégica, assim como mudancas nas propriedades fisicas. Além
disso, as configuragoes topologicas quando colocadas em movimento, por exemplo através de
campos magnéticos, podem ser espalhadas pelos centros nao-magnéticos. Para o caso de um
unico defeito, é verificado que no modelo XY que a interagao entre os vértices magnéticos e
as impurezas da rede é atrativa para curtas distancias se o vortice mantém seu formato sem
deformagoes. Ja para grandes separacoes entre o centro do vortice e a vacancia, o potencial
é repulsivo devido as deformacoes provocadas na estrutura. Geralmente as interacoes entre
as solugoes topoldgicas e os defeitos na rede sao atrativas para pequenas separacoes24.

Os materiais que apresentam solugoes topoldgicas do tipo vortice necessitam de uma
interacao precisa com as impurezas contidas no material, podendo sofrer deformacoes em

dadas situacoes. Entretanto, os materiais de ordem topoldgica que possuem o efeito Hall



30

Quantico de Spin sao robustos e protegidos contra defeitos e impureza nao-magnéticas

naturalmente, caracteristica protegida pela simetria de reversao temporal.

2.4 Invariantes Topolégicos

Na matematica, o homeomorfismo é a nogao de isomorfismo de espacos topoldgicos. Isso
significa que se uma funcao de um espago métrico for continua e bijetiva e a sua inversa for
garantidamente continua entao essa funcao possui homeomorfismo. Uma funcao de translacao
e homotetia (redugao ou ampliacao de distancias e dreas a partir de um ponto fixo) possuem
homeomorfismo de tal modo que a aplicacao dessas fungoes em duas bolas abertas qualquer
B(z,c) e B(y,d) (correspondente ao conjunto de pontos cuja distancia ao raio ¢ e d é inferior
o centro x e y da bola), implica que elas permanecem topologicamente situadas da mesma
maneira nesse espac¢o vetorial, assim como entre duas bolas fechadas no qual os pontos de
fronteira estao incluidos. Topologicamente, isso equivale a dizer que transformacoes suaves
tal como translagao e homotetia nao alteram a topologia do sistema e fungoes equivalentes
sob essas transformacoes possuem homeomorfismo entre si.

Podemos compreender a topologia do ponto de vista matemético como o estudo de um
determinado espaco que permite preservar as suas propriedades fundamentais mesmo sob
pequenas deformacoes, consideradas deformagoes continuas, algo como amassar ou dobrar
uma massa de pao ou mesmo esticd-la sem contudo rasgd-la ou colar partes. Assim,
topologicamente falando, seria impossivel produzir um buraco na minha massa de pao por
meio de deformacoes suaves, o que implicaria que a falta de buracos na minha massa de pao
configuraria uma propriedade topolégica fundamental da massa, por exemplo2?.,

Uma forma simples de se entender como a topologia se associa com a fisica, consiste
em tentar ver basicamente quais associagoes podemos fazer da topologia matemética com o
mundo que nos cerca. Poderiamos classificar topologicamente os materiais pelo nimero de
furos que possuem, de tal forma que uma xicara de cha pertence a mesma classe topoldgica
que uma rosquinha (toro geométrico). Devido a possuir o mesmo nimero de buracos, seria
possivel topologicamente, caso a xicara fosse modelavel, produzir uma deformacao continua
na xicara preservando o buraco de modo que sua forma final fosse a da rosquinha, conforme
Figura 8, assim como uma piramide pode ser suavemente deformada em uma esfera, na
ausencia de buracos. Porém nao é possivel deformar uma rosquinha em uma piramide por
meio de deformagoes suaves, pois seria necessario remover o furo/buraco, o que significa que
pertencem a classes topologicas diferentes. Com isso, concluimos que o ntimero de buracos
independe da forma ou mesmo tamanho do objeto ou sistema pois se mantém preservado sob
deformacdes continuas, sendo essa propriedade considerada topologicamente invariante[29: 391,

Na fisica, mais especificamente no estudo dos sélidos cristalinos, uma forma de se aplicar a
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topologia consiste na identificacao de classes topoldgicas associadas as estruturas eletronicas
de bandas dos materiais. A presenga de desordens, como impurezas ou mesmo mudangas no
formato geométrico da amostra, nao altera a classificacao topoldgica de um dado material,
desde que as modificacoes na estrutura de bandas ocorram de forma adiabdtica. Nesse
contexto, entendemos por modificagoes adiabaticas quaisquer transformacoes suaves que nao
alterem de forma abrupta a estrutura de bandas (e auto-estados associados), e nem fechem
o gap de energia entre a banda de conducao e a banda de valéncia. Desta forma, o gap
de energia existente entre o estado excitado e o fundamental na Hamiltoniana de alguns

sistemas se associa com a presenca de um invariante topoldgico, que permanece inalterado

sob transformagoes adiabdticas que nao fechem esse gap de energia existente. Desta forma,
[25]

as amostras original e modificada pertencem a uma mesma classe topoldgica

Figura 8: Homeomorfismo entre uma xicara e uma rosquinha.

Mesmo entre o bulk isolante em um material com efeito Hall Quantico e um isolante
comum existe significativa diferenga, que consiste em um parametro topoldgico invariante.
O invariante topolégico permite catalogar em mesmas classes topoldgicas formas que podem
se transformar em outras através de deformacdes continuas(9).

Basicamente esses buracos pertencem a topologia de cada conjunto de sistemas, de certo
modo o nimero de furos pode ser entendido como o invariante topoldgico em que sua variacao
ocorre somente em numeros inteiros, até porque nao é possivel existir meio furo, assim o
numero de buracos estd associado ao invariante topolégico que é o genus g classificado na
topologia. Essa relagao entre geometria e topologia esta expressa pela equagao de Gauss e
Charles Bonnet:

% /S KdA =2(1 - g), (20)

em que a superficie S seja sem fronteiras ou descontinuidades e K seja a curvatura local
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da superficie. E interessante notar que o lado esquerdo da equagao (20) é geométrico e
continuo, entretanto o lado direito se encontra relacionado ao genus topolégico e portanto
seu valor é quantizado. As varias superficies S cuja solu¢ao da equagao de Gauss e Charles
Bonnet implique no mesmo genus g, sao portanto de mesma classe topologica. A forma
da rosquinha de nossa exemplificacao é conhecida na matemaética como toro geométrico, o
genus topoldgico associado a essa forma geométrica é g = 1, devido a ser uma superficie sem
fronteiras ou descontinuidades com um “furo”associado, o mesmo genus topoldgico é obtido
pela forma geométrica associada a nossa xicara, implicando na invariancia topoldgica entre
as duas formas geométricas27,

A classificagao topoldgica se associa a estrutura de bandas de modo semelhante. Por
exemplo, no caso de um isolante, uma variagdo (deformagao suave) que nao feche o gap
de energia na Hamiltoniana que configura a estrutura de bandas, ird corresponder a um
conjunto de estrutura de bandas (e seus autoestados) que levam a uma mesma fase topolégica,
cujo fechamento desse gap corresponde a uma deformacao “nao-suave’e em alguns sistemas
se associa a uma transicao de fase topoldgica andloga a adicionar um buraco em uma
esfera. Assim, a mudanca de invariante topoldgico se associa a uma transicao de fase,

correspondentemente a Figura 9 entre o efeito Hall e HQ.

(a) Estado Isolante (b)
03 (W3 (B3 \ e
OJORONN |
O (W . cameialil

—-/a 0 k -m/a

(d) Estado Hall Quantico (€)

Q,Q Q ¢
a=ofal |
Q Q0

—
j=n
£

—7/a 0 k -m/a

Figura 9: (a)-(c) Estado Isolante, (d)-(f) Estado HQ. (b) Exemplo de uma estrutura de
bandas de um isolante, (e) nivel de Landau visto como estrutura de bandas.(c) Laranja
(esfera) de genus g = 0, (f) rosquinha (toro geométrico) de genus g = 1. 139

Invariante TKNN e Fase de Berry

O invariante topoldgico TKNN (D. J. Thouless, M. Kohmoto, M. P. Nightingale e M. den
Nijs)[%], nos permite definir e distinguir diferentes fases topoldgicas em um sistema através

de sua fun¢ao de onda, podendo também distinguir entre fases triviais e nao triviais.
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A fase de Berry é uma fase geométrica obtida pela funcao de onda ao evoluir ao longo
de um caminho fechado C' no seu espaco de parametros. Tal fase implica nas propriedades
topoldgicas em funcao das propriedades geométricas da banda de energia ao longo do espago
de parametros da Hamiltoniana, que no caso dos solidos cristalinos se resume a zona de

Brillouin37.

De forma que para obter a diferenca de fase do processo adiabatico em um
caminho fechado, associamos a fase de Berry com as fungoes de onda de Bloch |u,,(k)), de

cada banda ocupada m, definindo a conexao de Berry como:
-’Im = Z<um(k)|§k|um<k)>a (21)

e portanto, a fase de Berry ~¢ por:
o= § A dE (22)
c

Tendo sido obtida a conexao de Berry ./Tm, podemos entao integrar o rotacional dela ao
longo da superficie da zona de Brillouin, considerando nao haver degenerescéncias do vetor
k ao longo do loop fechado, assim podemos definir o nimero de Chern a partir da soma de

todas as bandas ocupadas:
B B 1 . 1 NN
n= mE: Ny = mE 5 /d kF,, = mE_ 5 /d E(V x A,); (23)

em que Fm =V x A, éo fluxo de Berry do vetor k na superficie da zona de Brillouin.
Para melhor entender a solugao, podemos perceber que existe uma semelhanca na definicao
do nimero de Chern com a equagao (20) de Gauss e Charles Bonnet, em que analogamente
temos a curvatura local da superficie como o fluxo de Berry e a superficie como a zona de
Brillouin. Temos entao uma semelhanca com o genus g e nimero de Chern n como invariantes
topoldgicos3d).

Dado pela equagao (23), o invariante TKNN permite nao sé separar fases topologicamente
triviais das nao triviais como também a distingao de diferentes fases topologicas, sendo n € 7Z

sempre dado por um numero inteiro.

Classes Homoto6picas

Além do invariante TKNN, existem também outros invariantes topolégicos e maneiras
diferentes de se deduzir os mesmos invariantes, a depender da situacao e do modelo
trabalhado. Entre esses invariantes, um que é frequentemente usado para caracterizagao

de defeitos topoldgicos é o winding number w ou indice de giro, definido na matemaética



34

como um numero contido nos inteiros que corresponde ao nimero total de voltas que um
vetor ou uma curva parametrizada, fechada e plana realiza em torno de um ponto X.

Por exemplo, no caso do defeito topologico tipo vortice, o winding number w é nao nulo e
mede o total de rotagoes que os spins realizam ao longo de uma curva fechada, ou basicamente

o numero de vezes que os spins rotacionam em torno da origem, exemplificado na Figura 10.

w =70 w=1 w=—

/»/\/\fl

(a) (d)

Figura 10: Winding number para rotagdes em relacdo a origem. (a): Ferromagneto, spins
alinhados paralelamente; (b): Vértice, spins realizam uma rotacado no sentido horario ao
longo da origem; (c): Anti-vértice, spins realizam uma rota¢ao no sentido anti-horario ao
longo da origem; (d): Voértice de ordem superior, spins realizam duas rotagoes ao longo da
origem[38].

Formalmente, o winding number, pode ser definido comolY :

1

W= o \ (24)
em que # = Jlnyy(r) ou também pode ser definido como 6 = arctan[M,/M,], para a
componente imaginaria § de um dado parametro escalar complexo 1y(7) ou um campo
vetorial planar (M, M,). Pela equacdo (24), o winding number permite a distincao de
diferentes fases topoldgicas, sendo w € Z sempre dado por um numero inteiro, no qual
representa ao longo do caminho fechado os nimeros de giros realizados em torno de um
ponto X, e que topologicamente o caminho pode ser suave e continuamente deformado sem
contudo alterar o invariante w.

Compreendendo o conceito da topologia no estudo de propriedades que sao independentes
das deformacgoes ou coordenadas de um dado sistema, temos o que é chamado de homotopia
que permite a classificacao dos espagos topoldgicos. Os grupos de homotopia 7, (X) permitem
distinguir as classes homotdpicas de um dado espago X no conjunto n, correspondendo ao
mapeamento de uma esfera n-dimensional S™. O caso do winding number para o vértice,
corresponde ao grupo de homotopia 71(S1) = Z, caracterizado pelo caminho fechado (que
mapeia S1) na superficie de um plano S', possuindo as classes homotépicas contidas nos

inteiros (0, +1,42...). Outros espagos para o mesmo grupo de homotopia por exemplo, tal
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como a esfera e o toro na Figura 11, nos mostra que na classificacao de espacgos topoldgicos
com diferentes grupos de homotopia nao podem ser topologicamente associados e portanto
nao possuem homeomorfismo, mas ainda é possivel ter espacos topoldgicos nao homeomorficos
pertencentes ao mesmo grupo de homotopia. O grupo de homotopia 7 (5?) da esfera ¢ trivial
devido ao fato de menor dimensionalidade relacionado a conjectura de Poincaré, no qual o
caminho fechado ao longo da esfera pode sempre ser por homeomorfismo reduzido a um ponto,
tornando impossivel a classificacao de indice de giros; ja no caso do grupo de homotopia
m1(T) do toro, temos duas possibilidades de percorrer um caminho fechado irredutivel
homeomorficamente a um ponto, correspondendo as coordenadas toroidal e poloidal do toro

geométrico, levando ao grupo Z2.

m(S%) =0 m (T) =72’

Figura 11: Diferentes espagos topoldgicos (esfera e toro) de mesmo grupo de homotopia, mas
de classes homotopicas diferentes.

Os defeitos topoldgicos do tipo vortice e anti-votice pertencem as classes homotopicas +1
e —1 respectivamente, que mapeiam as respectivas classes que sao invariantes as deformagcoes
continuas ao longo do caminho fechado, cujo conjunto de todas as classes formam o grupo
de homotopia. Assim, estao diretamente relacionadas aos grupos de homotopia, permitindo
classificar em um dado espago topoldgico de dimensao espacial D todos os defeitos topoldgicos
que possam ter um significado fisico, restritos a satisfazer a condicao D > n+1 para que possa
fisicamente existir um defeito topolégico de (D —n—1)—dimensao. Por exemplo, 7 (S!) = Z,
dado por um caminho fechado n = 1 na superficie de um plano D = 2, possui um defeito
topologico de 0—dimensao caracterizado por um ponto, cujo significado fisico corresponde
a solucoes tipo vortice. Tal interessante mapeamento auxiliou os fisicos na criagao de uma

tabela periddica de classificagao de defeitos topoldgicos em isolantes e supercondutores[40].
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2.5 Efeito Hall Quantico

Quando se leva um sistema com efeito Hall a um estado critico de baixa temperatura e
forte campo magnético, um novo fenomeno se manifesta, descoberta que culminou no efeito
HQ em 1980 por von Klitzing et alll3l. Tal trabalho feito no inicio da década de 80 tinha
como objetivo principal demonstrar um novo método experimental de alta precisao para
determinar a constante de estrutura fina a = e%/2¢phc, em que e é a carga do elétron, ¢ a
permissividade elétrica do vacuo, h a constante de Planck e ¢ a velocidade da luz no vacuo.
Contudo, esse trabalho acabou sendo um grande passo experimental no estudo de transicao
de fase topoldgica, ja que o efeito Hall Quantico apresenta transicao de fase da matéria sem
quebra de simetria espontanea, contrariando os paradigmas de Landaulll.

O dispositivo usado por von Klitzing, Dorda e Pepper para verificar experimentalmente
o efeito HQ foi o transistor de efeito de campo de semicondutor de 6xido metalico, conhecido
de forma abreviada como semicondutor do tipo MOSFET (Metal Ozide Semiconductor
Field Effect Transistor). Como um transistor de efeito de campo, o MOSFET funciona
através do efeito de um campo elétrico na juncao, sendo composto de um canal de materiais
semicondutores de tipo N ou de tipo P no qual o terminal de comporta é um condutor ou
semicondutor colocado sobre o canal, mas separado por uma camada isolante, conforme a
Figura 12. A aplicagao de uma tensao entre a comporta e o terminal fonte gera um campo
elétrico que passando pelo isolante gera uma inversao no canal original abaixo dele, criando
um condutor através do qual a corrente pode passar. Esse dispositivo na pratica é usado
para controlar o fluxo de corrente entre o terminal de saida e o terminal fonte, podendo por

exemplo amplificar um sinal enviado em um equipamento de alto-falante.
Comporta

Terminal T Terminal

de Saida Metal Fonte

_T _ Isolante _ il _
Tipo P canal Tipo P

Tipo N

Figura 12: Representacao de um semicondutor do tipo MOSFET.

O Efeito Hall Quantico se manifesta em baixas temperaturas de forma que os efeitos

quanticos sejam maiores que os efeitos térmicos, submetido a um forte campo magnético
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perpendicular ao sistema de forma que os estados eletronicos sejam separados dando origem
aos niveis de Landau. Por isso, no semicondutor de silicio do tipo MOSFET usado por von
Klitzing, foi aplicado um campo magnético extremamente alto (= 187) com o sistema &
temperaturas proximas do zero absoluto (= 1,5K). Sob tais condigdes, a Hamiltoniana que

descreve tal modelo é dada por:

= Z {(ﬁ - e/T(n))2 + Vimy (Fi)] , (25)

- 2m,

onde consideramos no somatoério de indice i um gés de elétrons livres bidimensional em
temperatura nula, sem spin e nao interagentes, e Vi,,,(7;) como o potencial aleatério causado
pelas impurezas do material. Observe que o termo quadréitico da Hamiltoniana (25) é
igual ao da equacdo (6) para os niveis de Landau, com a diferenca do potencial induzido
pelas impurezas contidas no material. Dessa forma, os efeitos quanticos do sistema levam
igualmente a solugoes de energia do tipo oscilador harmonico, cuja solugao é dada pela

quantizacao das orbitas circulares dos elétrons com energia[35]:

€m = hw, (m + %) , (26)

sendo A = h/2m e a frequéncia ciclotronica dada por w. = ;B Entretanto, existe uma

eC’

diferenga em relacao aos niveis de energia de Landau para temperatura nula e elétrons livres
em relagao ao efeito Hall quantico, sendo o segundo com espalhamento dos niveis de Landau.
Os elétrons sao confinados em uma estrutura cristalina e temperatura nao nula, no qual
o potencial Vj,,,(7;) de defeitos da rede ¢ responsédvel pelo espalhamento na densidade de
estados, tal como na Figura 3, produzindo alargamento nos niveis de Landau através de
estados localizados e estendidos.

Podemos nos interrogar no modelo proposto pela Hamiltoniana (25) a desconsideracao do
spin do elétron levando em conta os graus de liberdade do spin como degenerado. Porém, sob
a aplicacao de um campo magnético, tal situagao nao é valida por conta do Efeito Zeeman
que desdobra os niveis de energia devido a aplicacao do campo magnético, separando os
spins up e down. No caso para os niveis de Landau, teremos uma subdivisao dos niveis,
Figura 13, que ocorre assim que o primeiro nivel de Landau esteja preenchido em N = 1 com
um desenvolvimento coerente e espontaneo de um estado ferromagneto gerado pelos spins
em uma unica dire¢ao, com um espacamento de energia entre os estados up e down dado
por Az= |g * upB,|, sendo gx o fator g que depende do nicleo atomico, pp 0 magnéton
de Bohn e B, o campo magnético perpendicular aplicado. Na teoria de Dirac Az= hw,, na

mesma ordem que os espacamentos de energia dos niveis de Landau, entretanto no efeito Hall
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Quantico, Az< Viy,,(7;) devido aos defeitos e da estrutura de rede da amostra, por exemplo

Az~ hw./66 para o semicondutor GaAs, de forma que o potencial devido as impurezas sendo

maior se sobrepoe ao preenchimento de energia dos estados up e down ).
spin *
l!
2
[
£
(1]
(]
o
l!
7]
2
£

Figura 13: Quantizacao dos niveis de energia de Landau, no qual a energia entre dois niveis
sucessivos é dado por E = hw., em que o efeito Zeeman desfaz a degenerescéncia entre os
graus de liberdade do spin up e down e cada nivel contenha dois subniveis de energia com
gap de Az=|g * upB.| [15],

O comportamento da conducao no efeito Hall Quantico pode ser analisado pelos niveis
de Landau, no qual os estados localizados nao conduzem corrente, enquanto os estados
estendidos conduzem. A energia de Fermi varia com o campo magnético aplicado, quando
se encontra no gap que separa os niveis de Landau ocupados dos niveis vazios, o interior
do sistema atua como um isolante comum com os elétrons nos orbitais ciclotronicos, porém
quando a energia de Fermi coincide com um dos niveis de Landau o interior passa a se
comportar como condutor de forma que novos elétrons possam preencher os niveis eletronicos.

E também importante notar que os orbitais eletronicos nao sao fechados nas bordas do
material, implicando em um estado de borda metalico com conducao sem gap de energia,
Figura 14. Tal estado de borda metalico é topologicamente protegido, de forma que tal estado
persiste mesmo com transformagoes adiabéticas na Hamiltoniana (que nao fecha o gap de
energia entre as bandas). A condugao metdlica de corrente é sem perda de energia por
calor (efeito Joule) por conta da auséncia de gap de energia nas bordas. Devido a protecao
topoldgica, o transporte de portadores de carga nas bordas é sem dissipagao e insensivel a
desordens nao magnéticas, de tal forma que um elétron nao sofre espalhamentos devido a
impurezas na amostral?l.

Temos entao que no estado Hall Quantico, o interior (bulk) passa a ter o comportamento
de um isolante na direcao de corrente aplicada, enquanto os elétrons passam a se deslocar

nas bordas do material fazendo surgir uma corrente com condutividade Hall o,, quantizada,
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Banda de condugéo

Isolante trivial ~ n=0
(a) (b)
vwwvewe -
Gstadh? Q  Q
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Figura 14: (a) interface isolante trivial e efeito Hall Quéantico, com condugao quiral dos
elétrons nos estados de borda; (b) representacao dos niveis de Landau vistos como bandas de
energia com o estado de borda conectando as bandas de valéncia e conducaol39.

conforme o gréfico da Figura 15 (lembrando a relagao entre a resistividade e condutividade
p = 1/0), diferente do esperado que era uma condutividade Hall diretamente proporcional
a tensao do terminal de fonte aplicada no MOSFET, conforme o grafico da Figura 2 para o
efeito Hall Classico. Essa quantizacao se da basicamente devido a érbita circular dos elétrons
com frequéncia ciclotronica w., no qual os elétrons s6 assumem estados orbitais com energia

discreta. Sendo a condutividade Hall dada por[39):
e
Uzy == Nﬁ’ (27)

em que e é a carga do elétron e N é o ntimero inteiro que indica o nimero de niveis de
Landau completamente ocupados, motivo que leva a esse efeito ser também chamado de

Hall Quantico Inteiro. O numero N associa a area de célula unitaria envolvida pelo fluxo

;—fc = m%’ em que 7 ¢ densidade de portadores

de carga e ¢y é o quanta de fluxo magnético. Note que os platos de resistividade no efeito

magnético quantizado, de forma que N =

Hall Quantico aparecem quando a energia de Fermi permanece entre os niveis de Landau,
de forma que nao hé alteracao na resistividade até que todos os nivel de energia dos orbitais
eletronicos associados ao maior nivel de Landau N seja completamente preenchido.

O mais impressionante em relacao a corrente hall o,, é a precisao da quantizacao inteira
dos platos dados pela razao da corrente com a voltagem, tendo sido da ordem de 1 por
105 em 198013 ¢ reproduzido com precisao de 1 por 10° em 20054 também por von
Klitzing. Tamanha precisao esta diretamente atrelada a natureza topoldgica da corrente, ja

que podemos também representéd-la explicitamente pelo nimero de Chern/#2: 43] .
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Figura 15: Resistividade Hall e Longitudinal dadas em funcao do campo magnético para
o efeito HQ em um géas de elétrons a baixas temperaturas e forte intensidade de campo
magnético, em que N caracteriza cada nivel quantizado, apresentando os platos quantizados
na resisténcia Hall e na resisténcia longitudinal apresentando o efeito de Shubnikov-de Haas,
que se anula nos platosto).

G 2m o | O oY\ €
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sendo 1) a funcao de onda do sistema Hall e «r, 3 parametros de fase (e?*F1, e?L2) associados as
condicgoes de contorno definidas pelo caminho da corrente L, e voltagem Hall L, provocadas,
respetivamente.

Tal descoberta levou von Klitzing a ganhar em 198544 o prémio Nobel em fisica, sendo
uma caracteristica muito importante o fato de que a quantizacao dos valores da condutividade
Hall sao muito precisos em relacao aos valores que foram medidos experimentalmente. Seus
estudos ainda sao topicos ativos no meio académico tedrico e experimental, popularizando
conceitos tais como ordem topoldgica que levam continuamente a busca de novos estados da
matéria com ordem topoldgica, sendo um dos temas centrais atualmente em pesquisas de

fisica de matéria condensada.
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Efeito Hall Quantico Fracionario

Dois anos apods a descoberta do efeito Hall Quantico, o chamado efeito Hall Quantico
fraciondrio foi descoberto em 1982 por D.C. Tsui et all®®: em que a interacio entre os
elétrons passa a se tornar relevante para o sistema, se tratando de um sistema fortemente
correlacionado. Utilizando heteroestruturas GaAs-(AlGa)As de alta pureza e condi¢oes mais
extremas de campo magnético (= 207") e temperatura (= 0,48K) foi possivel se observar
que o sistema passou a apresentar uma condutividade Hall quantizada e que se verificava
também em N = 1/3 um plat6 na condutividade, no ano seguinte D.C. Tsui et al.[ 6] também
verificou o plato fracionario para N = 2/3 com maior precisao. Do ponto de vista tedrico se
fez necessario levar em conta as interagoes elétron-elétron para justificar os platos fracionados,

portanto a Hamiltoniana que descreveria tal sistema é dada por:

2

Mg 3| (7= eA00) Vi (0] + 30 5 29

2, ek

onde consideramos V;,,,(7;) como o potencial aleatério causado pelas impurezas do material,
e V(|r; — 7}|) representado pelo somatério ¢ < j contido no tltimo termo da equacao (29)
é o potencial associado a interagao elétron-elétron. O que justifica essa forte correlagao é

que diferente do efeito Hall quantico inteiro no qual a energia potencial da interacao elétron-

eB
mec’

no efeito

elétron é negligencidvel em frente a energia cinética ciclotronica dada por w, =
Hall Quantico fraciondrio é a energia cinética ciclotronica que é negligenciavel e V (|7; — 75|)
ja nao pode mais ser ignorado, devido a maior proximidade entre elétrons e portanto uma
maior correlagao.

A primeira aproximacao a fim de resolver a equacao (29) foi desenvolvida por Laughlin

em 1983[47], permitindo relacionar os estados dos niveis de Landau com a condugao hall

fracionaria o,, = N%, sendo (N = %, %, %, %), Figura 16. Assim, em 1998148 D.C. Tsui
recebeu o Nobel em fisica juntamente com H.L. Stormer e R.B. Laughlin, pelos estudos
relacionados aos fluidos quanticos, presentes no efeito Hall Quantico fracionario, assim como
também em hélio liquido ou em processos de supercondutividade; no qual devido a interagao
elétron-elétron, baixas temperaturas e intenso campo magnético, os elétrons no sistema
passam a se comportar como quase-particulas cujas cargas sao fragoes da carga do elétron,

contidas em um fluido quantico incompressivel.

2.6 Efeito Hall Quantico de Spin

O grande interesse no estudo de transicoes de fase topologica fomentou a busca por novos

estados topoldgicos da matéria, culminando na predicao tedrica do efeito HQS no grafeno por
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Figura 16: Resisténcia Hall e Longitudinal dadas em funcao do campo magnético para o
efeito Hall Quantico Fraciondrio, em que N caracteriza cada nivel quantizado®.

Charles Kane e Eugene Mele em 200513, No entanto, o acoplamento spin-6rbita fundamental
para o efeito HQS no grafeno é muito fraco, porém Bernevig et al. em 200614 descobriu
que o Telureto de Mercirio (HgTe) com forte acoplamento spin-6rbita em pog¢o quantico
com Telureto de Cadmio (CdTe) poderia levar a inversao de bandas, e consequentemente, a
transicao de fase topoldgica para o efeito HQS.

Esse novo estado de matéria topoldgica possui um bulk isolante com um gap de
energia entre as bandas de valéncia e conducgao, porém nas bordas do material esse gap
de energia é inexistente. O interior possui conducao Hall efetiva nula, porém as bordas
permanecem condutoras, apresentando uma corrente de spin efetiva nao nula. O estado
HQS ¢ topologicamente imune a impurezas nao-magnéticas e perturbacoes geométricas nas
bordas do sistema de modo que nao existe perdas de informacao no fluxo de corrente de
spin, implicando em um estado de borda nao localizado com indice de transmissao 1 para os
elétrons, de modo a preservar a simetria de reversio temporall 9,

Diferentemente do efeito HQ, o efeito HQS nao quebra a simetria de reversao temporal
e possui portanto uma corrente Hall efetiva o,, = 0. Entretanto, devido aos efeitos de
acoplamento spin-Orbita, existe uma corrente de spin nas bordas em que spins de sentidos
opostos se deslocam em sentidos contrarios. Uma maneira de se tentar compreender o

transporte de cargas é fazendo uma analogia com o efeito HQ, como se fosse a sobreposi¢ao
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contraria de dois efeitos HQQ sendo um para cada sentido de spin, conforme representacao da
Figura 17. Apesar desse novo estado da matéria possuir algumas semelhangas com o efeito

HQ), existem varias diferencas entre eles 9

Cadeia 1D sem Spin Cadeia 1D com Spin

> ey >
= — R
2=1+1 4=242
Impureza v v
> \\.)/ > O e
HQ HQs
—

&

Figura 17: Analogia entre o transporte de cargas nas bordas no efeito HQ e HQS, através
das simbdlicas equagdes 2 = 1 (movimento para frente)+1 (movimento para tras) para o HQ,
enquanto 4 = 2 + 2 no HQS leva em conta a corrente de spin!!.

O acoplamento spin-érbita é responsavel pela atuacao do campo magnético no efeito HQS,
pois do ponto de vista do elétron, o préton possui um campo magnético que é dado pela lei
de Biot-Savart:

_ #ol

B = 30
2r’ (30)

em que [y ¢ a permeabilidade magnética no vacuo, r a distancia em relacao ao préton e
I = e/T é a corrente eficaz dada pela carga e do préton e seu periodo de érbita T. Temos
também que do referencial do préton, o momento angular orbital do elétron L = 2wm,r?/T

aponta na mesma direcao que o campo magnético do préton, portanto:

1 e -

B= (31)

Areg mec?r3

Tendo o campo magnético dado em funcao do momento angular orbital do elétron
na equagao (31), podemos construir a Hamiltoniana da interacao spin-érbita levando em
conta a correcao cinematica da precessao de Thomas e considerando a razao giromagnética
fe = —(e/ me)g do elétron com a correcao relativistica de Dirac, sendo S 0 momento angular

do spin do elétron, obtendo entdo a seguinte Hamiltoniana®Y:

B e .. @ 1 L
e 2 _ 3. B=°" ~ 3.I (32)

2 2m, 8meg me2c2r3

7'[so:_

Devido a interagao do spin do elétron com o campo magnético B na Hamiltoniana da equacao

(32), teremos que do referencial dos elétrons cada componente (spin up e down) ird sentir
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0 campo magnético B em direcoes opostas gerando uma corrente efetiva de Spin, mas uma
corrente Hall nula e com isso preservando a simetria de reversao temporal.

A equagao (32) representa a interagao spin-6rbita em um atomo, podendo ser remodelada
para um material especifico. No caso do grafeno, pode ser reescrita em funcao da intensidade
do acoplamento spin-orbita A, e da funcao de onda da energia do elétron 1, a fim de deixar

explicito essa magnitude de interacao, pela Hamiltoniana:

Hso - A50¢ngTzSz¢a (33)

sendo 0, e 7, matrizes de Pauli, no qual o termo 7, = £1 (simetria de isospin) descreve
estados nos pontos chamados K(K’) da zona de Brillouin e o, = +1 as subredes A(B) da
rede cristalina do grafeno, S, é o spin do elétron na direcao z. Portanto, a intensidade
Ag, e orientacao do spin se fazem fundamentais para a verificacao do estado topologico
correspondente ao efeito HQS, sendo que o efeito HQS primeiramente teorizado por Kane e
Mele para existir no grafeno é extremamente fraco devido ao carbono ser um material leve,
diferentemente dos pogos quanticos de Telureto de Mercurio (HgTe) teorizado por Bernevig
et all3l.

Experimentalmente o estado HQS, ou I'TB, foi descoberto em pocos quanticos de Telureto
de Merctrio (HgTe) com Telureto de Cadmio (CdTe), por Konig et al. em 20071, Consistindo
em uma camada de baixa espessura de HgTe entre duas camadas CdTe, tipo sanduiche,
conforme a Figura 18, que devido a bandas de condugao e valéncia serem invertidas nesses
compostos existird uma dada espessura d = 6,3nm em que nao haverda gap de energia e

portanto o invariante topoldgico sofrerd transicao.

(a) (b) Normal Invertido
W 1N N\

CdTe d
HgTe * E /\><:/*\
P\ 63 S
CdTe m

»d

Figura 18: (a) Esquematizagao da estrutura tipo sanduiche de HgTe e CdTe; (b) Espessura
d em funcao da inversao de bandas, sendo s o orbital dos elétrons de condugao e p o orbital
dos elétrons de valéncia, com uma inversao dos orbitais do HgTe para uma espessura maior
que d =~ 6, 3nm B9,

Nessas condigoes, as bordas passam entao a serem insensiveis a desordens nao magnéticas,

conduzindo uma corrente efetiva de Spin J, = (h/2¢)(J+ — J|) conjuntamente associada a
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uma condutividade Hall nula. Esse experimento foi realizado a temperaturas proximas do
zero absoluto (0,03K e 1,8K) para evidenciar os efeitos quanticos, porém com B, = 07T,
significando que nao foi necessario a aplicagdo de um campo magnético externo ja que a

interacao spin-érbita é o agente responsavel pelo campo magnético atuante?

Simetria de Reversao Temporal e Teorema de Kramers

O efeito Hall Quantico de Spin é invariante sob transformacgoes temporais (¢ — —t),
propriedade que corresponde a simetria de reversao temporal 7, incluindo a invariabilidade
da corrente efetiva de Spin J; = (h/2c¢)(J4+ — J|) sob tal transformagao, ja que o,, = 0. Para

spins inteiros e semi-inteiros, a simetria 7 é representada pelo seguinte operador®l :

A "

no qual S, é o operador de spin e K ¢ um operador que quando aplicado responde ao complexo
conjugado da funcao ou matriz K1 = 1*, de modo especifico temos que para spins bosonicos
T = K e fermionicos de spin 1/2 7 = —io, K. Para spins 1/2 de nosso modelo, temos uma
importante condicao:

T? = [—io,K]” = -1, (35)

que esta diretamente relacionada aos estados helicoidas protegidos topologicamente e ao
teorema de Kramers. O teorema de Kramers estd associado a degenerescéncia existente entre
os spins up e down, de forma que todos os autoestados de uma Hamiltoniana que satisfaga
a condicao [H, 7] = 0 sao ao menos duas vezes degenerados. Uma prova por absurdo é
facilmente obtida se considerar um estado |¢)) ndo degenerado. Se T|¢) = ¢[¢)), com ¢ uma
constante, quando aplicamos a condigao (35) teremos que T 2[1)) = |c|?|1)) o que é impossivel
ja que |¢|> > 0 # —1. Portanto isso implica que um autoestado |1;) com uma dada energia
E, deve possuir um autoestado associado a sua reversao temporal T |1;) = |1)_;) que possua
a mesma energia e que sejam ortogonais entre si (¢_|1);) = 0, esse par de autoestados é
conhecido como pares de Kramers e leva exatamente a degenerescéncia nos niveis de energia
para os pares com reversao temporal®1l.

A degenerescéncia de Kramers com a interacao spin-érbita é mais complexa, pois implica
em um estado degenerado em pontos especiais de simetria I" da zona de Brillouin (k = 0,k =
+7) devido ao momento k nesses pontos ser invariante a 7 com a degenerescéncia de rede
k = —k + G, sendo G o vetor de rede. Devido a equivaléncia desses pontos por conta da
degenerescéncia de Kramers, ao considerarmos a ligagao entre esses estados, teremos duas

possibilidade, Figura 19, quando sao conectados na energia de Fermi entre as bandas de
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valéncia e conducao cruzando um nimero par ou impar de estados de borda, ao cruzar um
nimero par os estados de borda podem ser eliminados por perturbacao colocando-os fora do
gap de energia de modo que temos um estado isolante trivial, j& quando se cruza um nimero
impar tal estado de borda nao pode ser eliminado e por isso é protegido pela simetria 7 e

temos entdo um estado isolante topoldgicol®?.

(a)  Bandade condugao

(b) Bandade conduggo

= =
) Banda de Valéncia | =~ Banda de Valéncia |
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Figura 19: Estrutura de bandas mostrando a dispersao para os pontos degenerados de
Kramers I'; = 0 e I', = 7, para o caso (a) em que a energia de Fermi cruza os estados
de superficie em um nimero par e em (b) impar. No qual o ultimo caso leva a estados de
borda metdlico protegido topologicamentel32).

Tais estados de borda metalico nao podem ser localizados, mesmo que existam impurezas
nao-magnéticas ou desordens na amostra, impedindo também qualquer possibilidade de
retroespalhamento, tal estado metalico de borda é topologicamente protegido. Para
provar que ¢ impossivel existir retroespalhamento em tal estado topologicamente protegido,
considere o caso de um elétron com spin up se propagando no sentido positivo e suas duas
possiveis reflexdes por uma impureza nao magnética, Figura 20, no qual cada espalhamento
possivel muda o sentido do spin por uma rotacao adiabatica de |7, no sentido horario ou anti-
horario. Porém, considerando o operador 7?2 para férmions, o par de autos estados associados
a rotacao dos dois possiveis caminhos irao se diferir por uma fase completa da funcao de
onda por m — (—m) = 27, e tal rotacdo de fase levaria a inversao do spin, entretanto as duas
possiveis fases também levam a uma interferéncia destrutiva da fungao de onda (¢_¢|¢;) = 0,
ja que os autoestados para os pares de Kramers devem ser ortogonais, e portanto a tnica
possibilidade é que a transmissao do elétron pela impureza tenha probabilidade 1 e ele nao
sofra retroespalhamento, com a consequéncia de tais autoestados nao serem localizados®?).

Vale considerar que uma impureza magnética ao interagir com o elétron, nao garante
preservar a interferéncia destrutiva entre os estados helicoidais retroespalhados, ja que a

rotacao nao sera mais adiabatica por conta da interacao entre o momento magnético da
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', b,
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Figura 20: Um elétron refletido pela impureza representada por x, muda o sentido de
rotacao por uma fase completa de 27 do autoestado da fungao de onda, devido a suas duas
possiveis rotagoes de spin. a) contornando no sentido horario por uma rotacdo de 7 do
spin, b) contornando no sentido anti-horario por uma rotacao de —m do spin; sendo as duas
possibilidades de retroespalhament0[49].

impureza com o do spin e portanto surgird um coeficiente de reflexao, assim como a condicao
(_¢|1r) = 0 nado valerd mais, ja que a simetria de reversao temporal sera violada.

Um ponto interessante que pode ser levado em consideracao é o que aconteceria se
tivéssemos a condigao de simetria de reversao temporal, diferentemente de (35), associada

aos spins bosonicos:

T?=K?=1, (36)

para tal caso, se verifica diretamente que o teorema de Kramers nao se aplica e portanto nao
existe uma protecao topoldgica conhecida associada para um modelo que possuisse estados
de borda com conducao helicoidal, ja que tal Hamiltoniana poderia ser deformada de modo a
fechar um gap de energia existente sem que se viole a simetria de reversao temporal através
de um estado [) nao degeneradol®?.

O operador de simetria 7 deve satisfazer uma restricao na Hamiltoniana de duas bandas

para o efeito Hall Quantico de Spin:
THE)T ' = H(—k), (37)

impondo a todo um conjunto de Hamiltonianas que se transformam adiabdticamente
(sem fechar o gap de energia associado ao estado) na mesma fase topoldgica da matéria
correspondente ao invariante TKNN n = 0. Entretanto, existe outro invariante que permite

catalogar o conjunto de Hamiltonianas (37) em duas classes topoldgicas, chamado invariante
Zy P,
Invariante Topoloégico Z,

A robustez associada aos estados de borda no efeito Hall Quantico de Spin esté relacionado

a sua protecao topoldgica, de forma que existe um invariante associado que permita distinguir
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tal estado topolégico de um estado isolante trivial. A topologia do Efeito Hall quantico de spin
¢é associada ao invariante topoldgico chamado Zs, devido a caracteristica de poder assumir
apenas dois possiveis valores no conjunto dos ntimeros inteiros. Entretanto, existem diversas
formas de se definir tal invariante, pelos trabalhos de Kane e Mele em 2005[3], de Fu e Kane
em 20063 e 200704, de Fukui e Hatsugai em 20071%, Moore e Balents também em 20076,
Fukui et al. em 2008P7, Qi et al. também em 200808, Roy em 200959 e por fim, Wang
et al. em 201069 A melhor escolha de definicio para a forma mais simples de se definir tal
invariante ira depender do material em questao, das simetrias associadas a sua estrutura e
do modelo. Por questao de simplificagao, iremos expressar a definicao de Fu e Kane (2006),

no qual o invariante Zy é expresso por v contido na formulal®3 :

H det[w(T (38)

=1 [w(Z

no qual w é uma matriz unitdria definida de modo geral como Wy, (k) = (wn (k)| T |un(—k)),
com T o operador anti-unitario da simetria de reversao temporal, sendo aplicada em quatro
pontos especiais I'; onde k e —k coincidem na zona de Brillouin; devido a relacao de que
o determinante de (38) ser dado em uma matriz anti-unitdria, sua solugdo é equivalente
a sua pfaffian (Pf[w(T;)]? = det[w(T;)] para matriz anti-simétrica), portanto a solugao do
produtério da divisao somente pode ser +1 implicando no invariante Z, ser limitado ao
conjunto de solugao par ou impar.

Caso o sistema tenha uma simetria de quiralidade, tal que o,H(K)o;! = —H(K), é
possivel definir de modo mais simples o invariante Z,, pois apesar de o invariante TKNN ser
n = 0 devido a 0,y = 0, devido a simetria 7 preservada sera possivel definir o invariante

TKNN de modo independente para os spins up ny e down n; de modo quelPll

nT—ni

UV =

mod2 = nsgmod2, (39)

sendo dado portanto pela congruéncia de moédulo 2 entre os dois tipos de invariantes, ou
basicamente v é obtido como a parte inteira do resto da divisao de n,gy por 2. Assim, v = 0 ou

1 dependendo do valor de ngy, que se relaciona & uma condutividade spin hall quantizadal61] :

OsH — insH%, (40)

cujo sinal ird depender do sinal do potencial de acoplamento spin-6rbita, sendo por exemplo
nsg = 2 para uma camada simples de grafeno no modelo de Haldane de duas componentes,
que sera explicado mais a frente.

Materiais com o efeito Hall Quantico de spin com tal protecao topolégica, que implica no
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estado isolante no bulk e na conducao metdlica e helicoidal nas bordas, é o que chamamos
de isolantes topolégicos bidimensionais. Cuja propriedades de corrente de spin faz desses

materiais de grande potencial para futuras aplicagoes na area de spintronica.

2.7 Isolantes Topolégicos Tridimensionais

Os isolantes topoldégicos bidimensionais podem ser generalizados para trés dimensoes,
chamados apenas de isolantes topoldgicos, no qual os estados metalicos de borda passam a ser
estados metalicos de superficie, preservando a simetria de reversao temporal e permanecendo
igualmente o estado isolante no bulkP6: 59 621,

Ao definir o invariante Z, para o isolante topoldgico, teremos que em vez de um unico
plano na zona de Brillouin, seis planos (z = 0,2 = +7,y = 0,y = +7,2 = 0,2 = +7) cada
qual associado a um invariante topolégico Z, para cada plano. Entretanto, os 6 invariantes
correspondentes & cada plano nao sao independentes, devido a questao de simetria em (38)
ao qual é aplicada em pontos especiais I'; onde k e —k coincidem na zona de Brillouin, assim
ToTar = YolY+r = Z0Z+r, implicando em trés invariantes atrelados, de forma que ao todo
existem quatro invariantes independentes. Assim, os invariantes que sao necessarios para
classificar um isolante topolégico sao 47y = (vg : V11913) (56, 62, 63]

A férmula (38) para o invariante Z pode ser generalizado para o isolante topoldgico
tomando oito pontos especiais na zona de Brillouin, ou quatro pontos invariantes sob 7T
devido a degenerescéncia de Kramers, I'; 234 na superficie da zona de Brillouin, Figura
21, em que a degenerescéncia é quebrada fora desses pontos devido a interacao spin-érbita.
Sendo ¥ = mod2 = 0 ou 1, temos ao todo dezesseis possiveis fases topoldgicas associadas a
um isolante topoldgico, entretanto, apenas uma das fases topoldgicas é realmente robusta em
relagao a simetria de reversao temporal, v, ficando apenas duas fases topolégicas distintas
possiveis que corresponde 1y = 0 ao isolante trivial (ou isolante topoldgico fraco) e vy = 1
ao isolante topoldgico (ou isolante topoldgico forte), correspondendo respetivamente a um
nimero par (fraco) e fmpar (forte) de pontos de Dirac com degenerescéncia de Krammer
contidos no circulo de Fermi na superficie da zona de Brillouin. Os pontos de Dirac sao
basicamente os pontos de simetria da zona de Brillouin que tocam conjuntamente a banda
de valéncia e de condugao, cuja projecao linear de energia na zona de Brillouin é chamada
de cone de DiracPll.

O isolante topoldgico fraco (vy = 0) é o mais simples modelo de isolante topolégico,
construido a partir de camadas sobrepostas do isolante topolégico bidimensional. Nesse caso,
os estados de borda helicoidais das camadas se tornam estados de superficie anisotréopicos
devido a nao preencherem os trés planos independentes do momento, correspondendo ao eixo

ao qual as camadas sdo sobrepostas, por exemplo, o eixo-y na Figura 21 (a). Considere o



20

Figura 21: Representagao dos circulos de Fermi em (a) para um isolante topolégico fraco
e em (b) para um forte. Em (¢) temos um cone de Dirac com um unico ponto de Dirac

exemplificando o caso mais simples de um isolante topolégico fortel3!,

caso de camadas A sobrepostas de v = n estados Hall Quantico possuindo uma condutividade

hall €2/h, é possivel descrever para esse caso um tensor de condutividade em fungao da rede
2

et
2mh
distancia entre as camadas perpendicular a 7, nesse caso a rede reciproca é entao especificada
(64]

reciproca, 0, = €u2Gh, sendo a rede associada as camadas G = (2r/d)nn com d a
por trés numeros de Chern, para caracterizar cada plano independente de momento
Podemos associar de modo semelhante para o isolante topoldgico fraco, com 3Zy = (v115173)

como os indices de Miller no vetor de rede reciproca:
G” = viay + 1nay + vas, (41)

sendo G as camadas de rede e a; os vetores primitivos da rede reciproca. Por (41) vemos
que (vy19r3) correspondem a uma mudanga de polarizagdo no mesmo plano e nao sao
relevantes para caracterizacao topolégica por corresponderem uma mudanca na escolha da
rede reciproca, nao possuindo robustez em relagao a simetria de reversao temporal, entretanto
o estado de superficie permanece metalico.

Ja o isolante topolégico forte (1 = 1) ndo pode ser construido a partir de camadas
sobrepostas do isolante topologico bidimensional, sendo determinado pelo nimero impar de
pontos de Dirac contidos no circulo de Fermi na superficie da zona de Brillouin, Figura 21
(b). Tais estados metalicos de superficie sio metade de um metal comum, ji que na superficie
de Fermi os estados de spin nao sao degenerados devido ao acoplamento spin-orbita e a fase
de Berry 7 em tal estado leva a um estado de superficie ndo localizado (fraca antilocalizacao)
mesmo para fortes desordens nao magnéticas.

Existem varios materiais ao qual se foi proposto teoricamente serem isolantes topologicos,
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sendo o primeiro proposto em 20074 por Liang Fu e Kane para uma liga de Bismuto e
Antimonio (Bi;_,Sb,) em uma escala especial de 0,07 < z < 0,22, Figura 22, no qual
quando o metal representativo Bismuto é dopado e a concentragao aumenta para x ~ 0.04 o
gap entre as bandas se fecha e quando x ~ 0,07 as bandas se invertem produzindo o estado
topolégico descrito por 4Zy; = (1 : 111), j4 quando a concentracao é maior que = ~ 0,22
o nivel de Fermi ird subir acima da banda de conducao voltando ao estado semimetalico.
A liga de Bi;_,Sb, foi experimentalmente provada em 200899 ser um isolante topoldgico
através da técnica ARPES (Angle Resolved Photoemission Spectroscopy), Figura 23 (a),
que permite sondar as energias e os momentos permitidos dos elétrons na amostra e com
isso mapear o bulk e superficie, a fim de detectar sua fase topoldgica. Entretanto, do ponto
de vista experimental a liga de Bi;_,Sb, nao é muito vantajosa devido ao baixo gap de
energia do bulk (~ 30meV’) 66] assim outros compostos também foram propostos a isolantes
topoldgicos, como BiySes, BiyTes e SbyTes, correspondendo a segunda geracao de isolantes

topologicos, sendo que BiyT ez acabou nao se verificando realmente um isolante topolégico[49].

a) Bismuto puro (x=0) | E |(b) Bi,,Sb,, 0,07<x<0,22| E | (c)Antimbnio puro(x=1)

AT A

Vv

/\/\ /\/\L:/\ /\/\

L — K T L — K L — K

Figura 22: Inversao entre a banda de condugao L e valéncia L, do Biy_,Sb, dependente
da concentracdo de z. (a) estado semimetalico x = 0, (b) estado isolante topolégico
0,07 < x < 0,22, (¢) estado semimetdlico = 1 137,

Da segunda geracao de isolantes topoldgicos, o BisSes merece uma atencao especial,
Figura 23 (b), devido a ter um gap de energia do bulk alto (~ 0,3eV’) permitindo ser
um isolante topoldgico a temperatura ambiente, e por ser um composto estequiométrico
em vez de uma liga semelhante ao Bi;_,Sb,. Tal estado topolégico no BisSez é devido ao
forte acoplamento spin-6rbita que induz uma inversao de paridade dos niveis eletronicos e
induzindo a formagao dos estados metalicos de superficie do tipo férmions de Dirac sem

massal49: 67, 68]
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Isolante Topolagico Forte
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Figura 23: Medidas ARPS para isolantes topolégicos de primeira (a) e segunda (b) geracao.
(a) Estados de superficie do BiggSby; cruzando o nivel de Fermi 5 vezes entre T e M; (b)
Medidas para BisSes; [A] bandas de condugao (BCB) e de valéncia (BVB) do Bulk, com
os estados de superficie (SSB) e o ponto de Dirac indicados; [B] camadas de estados com

mesma energia; [C] estrutura de bandas evidenciando o cone de Dirac e o gap de energia do
bulk65: 691,
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3 Modelos e Efeitos para Sistemas Topolégicos

3.1 O Modelo SSH

O modelo SSH (Su, Schrieffer e Heeger)[m’ "1 primeiramente proposto em 1979 é o mais
simples modelo de duas bandas para descrigao de um sistema topoldgico caracterizado por
winding number, foi um modelo feito para descrever o poliacetileno, um polimero organico
com alta condutividade elétrica. A Hamiltoniana que descreve a estrutura quimica do

poliacetileno é dada por um modelo de ligacdo forte unidimensional®! :

H= Z [(t + 0t) chycpi + (t = 0t) el epi + b (42)

no qual a cadeia atomica é composta de monomeros constituidos com dois atomos A e B e
no qual ignoramos os spins dos atomos e interacao elétron-elétron a fim de simplificacao do
modelo. Na equacio (42) o termo c.h. significa conjugado hermitiano e cfc sdo os operadores
criagdo e destruicdo para um dado elétron no atomo A ou B contido na célula unitaria 4
ou i+ 1, t a energia de salto entre primeiros vizinhos, ja o sinal em 0t caracteriza as duas
possiveis dimerizagoes dada pela ligacao dos pares de monomeros, estando atrelado ao gap
de energia do modelo. A fim de perceber o gap de energia atrelado a dimerizacao do modelo,
precisamos reescrever a Hamiltoniana (42) no espago de momento H(K) = e*"’g"?He“E'F7
aplicando a transformada de Fourier e reescrevendo H = ), Hp(K )clkcbk, obtemos a

seguinte Hamiltoniana de duas bandas:

A d (k) d. (k) —idy (k)
HK) = d(k) _<dx(k)+idy(k:) d. (k) ) (43)

-

no qual as componentes do vetor d(k) sao dadas por:

dy(k) = (t + 6t) + (t — 0t) cos(ka),
dy(k) = (t — 6t) sen(ka), (44)
d.(k) = 0;

em que o parametro a representa o espacamento de rede entre atomos iguais. A diferenca
na dimerizacao do modelo se torna melhor distinguivel na Hamiltoniana de duas bandas,
Figura 24, no qual dt > 0 implica diretamente que todos os d,(k) sejam positivos, j& que o
caminho do vetor cf(k:) nao varre o centro de angulo sélido e por isso ha uma fase de Berry
nula, entretanto para dt < 0 existe uma rotacao de 2w entorno do centro de angulo sélido e

com isso uma fase de Berry nao nula.
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Podemos definir uma polarizacao elétrica para o sistema que estd associada a fase de
Berry. Na eletrostatica, a polarizagao definida como o momento de dipolo por unidade
de volume é dada para uma densidade de cargas como p = v ]3, para uma densidade
superficial como o = P. n, com n o vetor unitario perpendicular a superficie, e por fim, para
o caso unidimensional semelhante ao modelo SSH estd atrelado a uma carga de polarizacao
nas extremidades, de modo que Q.,; = P. Porém o modelo possui condi¢oes de contorno
periddicas, de modo que nao é possivel determinar ().,; nas extremidades de modo direto,

ol72. 73, 74,75 (e permite

mas uma solugao é fornecida através da teoria da ferroeletricidad
associar a polarizacao com a fase de Berry das fungoes de onda de Bloch ocupadas em volta
da zona de Brillouin unidimensional e definindo entao uma fase de Berry para polarizacao

CO1mo:

e
P=o ¢ A(k)dk, (45)

consistindo em uma integral da fase de Berry A(k) na zona de Brillouin unidimensional (S*)
resultando em uma polarizagao de carga de 27wn por loop e portanto uma ambiguidade de
P — P+ ne, com n € Z, cuja solucao da ambiguidade é corrigida por um calibre dado por
um parametro que controla a estrutura de banda, que no caso da equagao (43) é §t, que para
o caso 0t > 0 em que ha uma fase de Berry nula, podemos definir para isso uma polarizacao
P = 0, mas se considerarmos o caso 0t < 0 no limite de forte acoplamento ¢t = +4t quando
[0t = +t] — [0t = —t] teremos um estado associado ao movimento de um elétron indo de um
atomo A ou B a outro igual, resultando em uma polarizagao P = e/2, levando a uma fase
de Berry de 7 e estando diretamente associado ao winding number®l.

A energia da Hamiltoniana da equagao (43) é obtida a partir diagonalizagdo da matriz

bidimensional, H(K) = E(k)Iy, ao qual iremos rescrever considerando duas novas varidveis

v=1t+dtew =1t—0t, afim de facilitar a compreensao dos resultados, log0[76] :
0 v+ w cos(ka) — 1w sen(ka
) | (ka) — iw sen(ka)
v + wcos(ka) + iw sen(ka) 0
., (46)
B 0 v+ we™*
v we 0
e portanto,
E(k) = £|v + we™™*| = £/v2 + w? + 20w cos(k), (47)

no qual o gap associado a dimerizacao esta atrelado aos parametros v e w, e mostram as

configuracoes possiveis do modelo. Nos casos em que temos v > w, o sistema nao esta
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Figura 24: Estrutura do trans-poliacetileno no modelo SSH para o estado fundamental com
dois casos de dimerizagao dados por (a) 6t > 0 e (b) ot < 0, e o correspondente vetor unitério

cf(k) no espago de momento com k = 0 — 27 para (¢) no qual nao varre o centro de angulo
sélido e (d) no qual a rotacio de 27 leva & uma fase de Berry P11,

associado ao winding number e descreve um isolante comum com as duas bandas de energia
separadas pelo gap, quando temos v < w o sistema possui fase de Berry e um winding number
nao nulos, estando associado a um isolante de fase topoldgica; ja no caso em que v = w, iSso
é, o estado que caracteriza a transicao de fase, o modelo ird descrever um sistema condutor

por nao possuir um gap de energia e permitir o transporte de elétrons ao longo do polimero,
Figura 25.

(a) 2 (o) 2 fc}2 d) 2 (e) 2
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Figura 25: Diferentes dispersoes dadas em funcao de (a) v = 1,w = 0; (b) v = 1,w = 0, 6;

()v=w=1;(d)v=0,6w=1; (e) v=0w=1; e suas respetivas fases em d(k) com
(f,g) isolante trivial; (k) condutora e (i, ) isolante topolégicol76).

0
numara de onda k

{f J. i, (g} (th)

—
Q“ N

Dada a condicao de simetria de quiralidade de uma Hamiltoniana UHU ™' = —H, sendo
UU ! = 1, verificamos que o modelo SSH satizfaz tal condicdo para a matriz de Pauli 0.,

sendo a simetria de quiralidade violada na transicao de fase do sistema isolante trivial para o
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topoldgico quando v = w, nesse caso temos que a transi¢ao se da quando d(k) passa pelo ponto
central de angulo sélido violando essa simetria e tornando indeterminada a equagao (45), que

pode ser melhor visualizada tomando somente o winding number do modelo (lembrando a

fase de Berry dada por m)7™
) n=>0 quando v > w
n= —j{ Ak)dk< n=1 quando v <w . (48)
T JBZ

n — inexistente quando v =w

Devido a simetria de quiralidade no modelo, d, (k) deve ser zero em todos os casos para que
o, H(K)o;! = —H(K) (ou na notagao de anticomutador {H(K),o.} = 0), tendo também
por implicacao a simetria de particula-buraco E, H(K)o.|[vg) = —E|Yg) = 0.|Ye) = |Y_E).
Porém o trans-poliacetileno real nao possui tal simetria e sim a simetria de reflexao no
eixo-r, H(—K) = o,H(K)o, !, ao qual nao restringe d,(k) a zero desde que satisfaga
dy.(—k) = —d, .(k) com a condigao de reflexao d,(—k) = d,(k), ndo apresentando a simetria
de particula-buraco =, mas preservando a polarizagao quantizada P = 0 ou e/2 511 Tal
modelo é bastante relevante devido a exibir duas diferentes fases topoldgicas, no qual podem
ser caracterizadas pelo winding number e a transicao entre as fases é observada quando o gap

de energia entre as bandas é fechado.

3.2 O Modelo de Haldane

O modelo de Haldane feito em 198878 a partir da descricio do grafeno em um campo
magnético periddico interno, apresenta uma conducao Hall 0., nao nula na auséncia de um
campo magnético externo, permitindo uma descricao no modelo de bandas para o efeito Hall
Quantico e um passo fundamental na descricao do efeito Hall Quantico de spin.

No modelo de interagao forte, iremos considerar uma folha de grafite bidimensional
em uma rede hexagonal, possuindo dois atomos (A, B) por célula unitdria e levando em

consideracdo as interagoes entre segundos vizinhos, Figura 26 (a), de forma que obtemos

(h = 1)[79} :

H=—t¢ Z (CL_’AiCO—7Bj + c.h.) —t Z (c;AicmAj + c;BicU?Bj - c.h.> : (49)
(i.4),0 {(i.)),0

no qual o termo c.h. significa conjugado hermitiano, cfc sdo os operadores criacdo e destruicao

para um dado elétron com spin o(o =1, ]) no d&tomo A ou B contido na célula unitaria i ou

j, t e t" a energia de salto entre primeiros e segundos vizinhos respectivamente, com somas

restritas a primeiros vizinhos (i, j) e segundos vizinhos ({7, j)). No qual as bandas de energia
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para a Hamiltoniana (49) sio dadas por!™ 89 :

By (k) = £t\/3 + f(k) — ' f(F),

. \/3 3 (50)
f(k) = 2cos(v/3kya) + 4 cos (7@@) oS (§kwa> ;

sendo a o espacamento de rede e o sinal dependente da banda em questao. Podemos obter
no espectro de energia (50), Figura 26 (b), a simetria de inversao P quando t' = 0, ja para
valores finitos de ¢’ surgird a quebra da simetria =, assim como P serd quebrado através de
uma assimetria em relacao a energia zero, tal espectro apresenta pontos de Dirac nos pontos

de simetria K e K’ da rede reciproca na zona de Brillouin.

kyafw il keafm

Figura 26: (a) rede hexagonal contendo os sitios A e B da célula primitiva (hexdgono laranja),
e as interagdes de segundos vizinhos (tracejado em vermelho), ao canto tem a rede reciproca

com os pontos de simetria. (b) estrutura de bandas para t' = 0, mostrando seis cones de
Dirac!®1].

Para efeitos de simplificacao no modelo, a fim de descrever as propriedades do efeito Hall
quantico e as implicagoes para o efeito Hall quantico de Spin desassociadamente, iremos levar
apenas em conta apenas os orbitais p, de cada dtomo, nao levando em consideracao o spin
dos elétrons, considerando como conjunto vazio (0 = () e somente tomando em conta as
interagbes entre primeiros vizinhos (' = 0), de forma que tal simplificacdo em (49) resulta

embl

H, = —tz (Ciuch + c.h.) , (51)

(i,5)
reescrevendo a Hamiltoniana (51) no espago de momento Ho(K) = e*"Hye~* aplicando a

transformada de Fourier e reescrevendo Hy = ), Hap (K )clkcbk, obtemos a Hamiltoniana de
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duas bandas Ho(K) = d(k) - ¢ no qual as componentes do vetor d(k) sao dadas por:

3
d.(k) = —thosE~ A,
i=1

3

. 52

dy(k) = —tZsenk A (52)
i=1

sendo A; os vetores de rede da rede. O vetor cf(k) devido a t' = 0 apresenta a simetria de
inversao P que requer d, (k) = —d,(—k) e devido a simetria de reversao temporal 7 requerer
d,(k) = +d.(—Fk), temos que d,(k) deve ser nulo e com isso existindo pontos de d(k) que
podem ser nulos, no caso os pontos de simetria K e K’ (K’ = —K) da rede reciproca na
zona de Brillouin.

Para chegar no modelo continuo de baixas energias, iremos considerar uma pequena
perturbacao ¢ = k— E, que corresponde ao vetor J(q) = vpq - 0, com hvp = 3ta/2, de

forma que obteremos uma Hamiltoniana de Dirac sem massa quando aplicado ¢ — —iv B

Ho = —thvp(c“170, + 0Y0,) = —ihvp ( . 0 . 70: — 10, ) : (53)
720, + 10, 0

sendo vr a velocidade de Fermi associada ao movimento do elétron sob um campo elétrico
e 7 = +1 para estados préximos de K e K’. O espectro de energia de tal modelo leva
diretamente a F(q) = +hvr|q], que apresenta a dispersao de energia linear correspondendo
ao cone de Dirac, Figura 27 (a), com a interessante propriedade de que ¢ = 0 é protegido
pelas simetrias P e T tendo relagao direta com o efeito Hall quantico de Spin por apresentar
uma banda de conducao semelhante com a excecao da corrente de spins devido a se ignorar
o acoplamento spin-érbita nesse modelo, ja que foi desconsiderado os spins do elétron.

Se considerarmos uma violagao de simetria, podemos chegar ao efeito Hall quantico
ou a um isolante trivial. A quebra de simetria P é possivel se os atomos A e B nao
forem equivalentes, acrescentando ao modelo continuo um termo de massa que inclui uma
perturbacio A HY = mpo® gerando uma abertura de gap de 2|mp| no espectro de energia
E(q) = ++/|wpq® + m3, Figura 27 (b), reduzindo ao espectro de energia de um isolante
trivial. Ja a quebra de simetria 7 é possivel pela aplicacao de um campo magnético
periédico interno de forma que na média seja nulo e preserve toda a simetria espacial de
rede (associado a interagao de segundos vizinhos), induzindo um termo de massa de sinais
contrarios nos pontos de Dirac que inclui uma perturbacdo A H] = myo*7* que nio gera uma

abertura de gap de energia, mas induz uma condutividade Hall o,, = +ne?/h descrevendo
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o efeito Hall quantico. Se levarmos em conta o acoplamento spin-érbita pela perturbacao
A HFC = mgoo*T*S?, teremos a preservacao das simetrias P, 7 e consequentemente o efeito
Hall quantico de SpinlL 781,

a) b)
| |

Figura 27: (a) cone de Dirac para o grafeno, podendo ou nao apresentar a simetria 7. (b)
violagao da simetria P no grafeno, levando a um estado de isolante trivial com um gap de
2|mp| no espectro de energial®ll.

E interessante levar em conta que no grafeno a banda de valéncia toca a banda de
conducao em dois pontos distintos da zona de Brillouin e que nas bordas a dispersao é
linear como particulas relativisticas sem massa, sendo tais particulas descritas pela equacao
de Dirac®2 83! Eletronicamente tal material é interessante do ponto de vista tecnolégico
devido a tais propriedades de conducao que nao sofre efeito Joule e insensivel a desordens

nao magnéticas.

3.3 O Modelo BHZ

O modelo BHZ (Bernevig, Hughes e Zhang desenvolvido em 20064, a partir da descrigao
da estrutura de poco quantico de telureto de merciirio (HgTe) com uma barreira de telureto
de Céddmio (CdTe); permite descrever a transigdo de um isolante convencional para um
isolante topoldgico através da inversao de bandas em uma dada espessura critica d. em
que nao havera gap de energia, Figura 18. O modelo BHZ bidimensional nao é somente
limitado na descricao do efeito Hall Quantico de Spin para o pogo quantico de HgTe, também
sendo obtido semelhantemente para pogos quanticos InAs/GaSb/ AISbBY. O modelo também
nao foi a primeira proposicao tedrica para isolantes topoldgicos 2D, pois no mesmo ano foi
proposta a existéncia em filmes ultra finos de bismuto®®, porém o estado HQS foi constatado
experimentalmente pela primeira vez em pocos quanticos de HgTe com CdTe, por Konig et
al. em 20070), a partir do modelo BHZ.

No modelo iremos considerar as propriedades e a rede cristalina do CdTe e HgTe, no qual
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ambos possuem uma estrutura cristalina semelhante ao mineral esfalerita (blenda), estrutura
zinc-blende, possuindo duas redes cubicas de face centrada interpenetradas diagonalmente.
A simetria de inversao P é quebrada devido a essa rede cristalina, ja que ha um atomo
distinto em cada rede ctbica, nao sendo uma simetria fundamental para a formacao do
estado topologico HQS, que depende da inversao de bandas no poco quantico.

Para melhor compreender essa inversao, iremos analisar as bandas proximas do ponto
I’ na primeira zona de Brillouin do CdTe e HgTe, Figura 28, temos bandas do tipo-s[Is]
e bandas do tipo-p que estao separadas devido ao acoplamento spin-érbita, com momento
angular total de J = 3/2[I's] e J = 1/2[I'7]. Tendo a diferenca de que o HgTe possui um
ordenamento invertido entre as bandas tipo-s e tipo-p devido ao forte acoplamento spin-
orbita, com um gap de energia negativa de —0,3 eV'; enquanto no CdTe o ordenamento é
normal com um gap de 1,6 eV. A energia negativa no HgTe estd relacionada com troca de
bandas I's e T'g associadas as massas efetivas do elétron (buraco), na banda de concavidade
para cima (baixo), sendo o elétron (buraco) leve para bandas mais curvadas e pesado para
bandas menos curvadas de forma que também a banda de valéncia I'g serd para buraco-pesado
(heavy-hole) enquanto a de condugao serd para buraco-leve (light-hole), implicando em uma
degenerescéncia em I' para k = 0 de modo que o HgTe se torna um semicondutor de gap zero.
Ja quando em contato com a barreira de CdTe, as bandas de conducao e valéncia no poco
quantico de HgTe se dividem em sub-bandas (E;, H) que em uma dada espessura critica d,
irao inverter, possibilitando a existéncia do estado Hall quantico de spin[4’ ol

Mais precisamente, as sub-bandas para o elétron I's e buraco leve I'y serao dadas por FE,
(n=1,2,3...), enquanto as sub-bandas para os buracos pesados 'y serao dadas por H,,. Sendo
que os niveis de energias no pogo quantico, Figura 29, se comportam com H, diminuindo
quando se diminui a espessura d do poco, enquanto a energia dos niveis F, aumentam.
Analisando as sub-bandas mais relevantes E; e Hy, em relacao ao ponto critico d. ~ 6,3nm,
temos que para valores d < d. a energia de F; é maior que H;, enquanto que para valores
d > d. maiores que o ponto critico a energia de F; passara a ser menor que H;, devido a
inversao das bandas I'g e I's no Bulk do HgTe, sendo que no ponto critico de espessura do
pocgo as sub-bandas serao degeneradas.

Podemos entao formular o modelo BHZ levando em conta conta a inversao de bandas
com E; e H; sendo degenerados em d., implicando na simetria de reversao temporal T e
ao teorema de Kramers. As bases podem ser construidas por {|E1+), |H1+), |E1—), |H1—)},
dado que |F14) e |Hi%), sdo os dois conjuntos pares de Kramers condicionados a 7 do
qual a Hamiltoniana sera determinada. A simetria de paridade do problema requerem que
os elementos da matriz sejam lineares para k em primeira ordem, enquanto as simetrias de

rotacao requerem que os elementos a matriz tenham a forma de ky = k, £ik,. Considerando
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Figura 28: (a) Estrutura de bandas do Bulk para o CdTe e HgTe. (b) Pogo quantico de HgTe
com barreira de CdTe, onde temos a inversao das sub-bandas E1 e H1, devido ao aumento
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Figura 29: Niveis de energia das sub-bandas FE, e H, em funcao da espessura do pogo
quantico d, sendo o ponto critico d. ~ 6, 3nm 86,

tais argumentos de simetria, a Hamiltoniana para o modelo pode entao ser dada por:
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ME) Ak, +iky) 0 0
B Ak, —ik,)  —M(E) 0 0
0 0 —A(ky +ik,)  —M(F)

onde (k) = C' — D(kZ +k2) e M(k) = M — B(k% + k2). Sendo C' um parametro relacionado
a energia de Fermi proxima de I' que pode ser normalizada tomando C' = 0 sem alterar o
estado topolégico, o parametro D também nao interfere no estado topoldgico e implica na
simetria de particula-buraco = em D = 0, ja4 M e B sao parametros de massa de Dirac e
Newtoniana, respectivamente. Mas em geral, A, B, C, D, M sao parametros do material que
vao depender da geometria do pogo quantico.

A equacao (54) é basicamente uma expansao da série de Taylor para lg, quando tomamos
as bandas de conducao e valéncia relevantes associadas a Fy e Hy, porém iremos reescreve-la

de outra forma para poder analisar de modo mais simples, logo:

[ nk) 0 . M) Alky +iky)
H = < 0 h(—R) ) com h(k) = e(k)laze + < Aky — ik,) M) ) , (55)

onde podemos entao ver que o modelo BHZ é uma matriz em bloco diagonal, com dois
blocos relacionados entre si por simetria de reversao temporal 7. Assim, para andlise das
propriedades fisicas iremos considerar o termo h(k) que estd relacionado ao spin up (h*(—k)
ao spin down), descrevendo o chamado efeito Hall Quéantico Anémalo (no qual a corrente
Hall quantica de cada termo descreve uma condugao independente spin polarizada) e tendo
uma condutividade Hall nao nula, porém devido a condutividade Hall contraria de h*(—E) e

a simetria 7 na Hamiltoniana (55), teremos uma condutividade Hall efetiva nulal87> 881,

-,

Em (55), o espectro de energia de h(k) serd Ey = e(k) + \/AQ(k:g + k2) + M2(E), e
descreve a energia de dispersao préxima da espessura critica d.. O termo de massa M(l;)
desempenha papel fundamental na exibicao do efeito HQS, e a partir dele podemos observar
que se o termo de massa newtoniano B = 0 teremos a Hamiltoniana de Dirac massiva (2+1)D
para M, nao diferenciando uma massa positiva de uma negativa; ja quando o termo de massa
de Dirac M = 0, a Hamiltoniana sera uma de Dirac sem massa, que no ponto I' onde as
bandas se tocam o estado é degenerado, sendo usada no estudo do grafeno se considerarmos o

par de blocos h(k) e h*(—k), relacionados ao spin up e down. A massa de Dirac serd positiva

para d < d. e negativa para d > d., com |M | cada vez maior quanto mais longe de d.. Quando
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M/B < 0, o sistema nao terd uma condugao hall e se comportard como um isolante trivial e
quando a razao muda de sinal M/B > 0 ocorre uma transicao de fase e o sistema associado
a h(k) passa a ter uma condugao hall €?/h se propagando nas bordas. Assim, quando se

-

leva em conta M/B > 0, a simetria 7 e a condutividade Hall contréaria de h*(—k), teremos
o efeito HQS descrito no modelo BHZ bidimensional®1].

A descricao do modelo BHZ tridimensional leva em conta as simetrias de reversao
temporal, inversao e rotacao, construida considerando a estrutura romboédrica do sistema
cristalino trigonal, para a familia de isolantes topoldgicos BisTes, SboTes e para baixas

energias de BiySes. Sendo descrito por:

- J—

M(E) Ak, 0 Ak, — iky)
Ak, Mk Ak, — ik 0
H = (ks + _ M(_> (ke = iky) . (56)
0 Alky +ik,)  M(k) Ak,
Ak, + ik,) 0 — Ak, —M(k)

onde e(k) = C + D(k? + k2) + Dk? e M(k) = M — B(k? + k2) — Bk2. Os parametros
A, A B,B,C,D,D, M sao dependentes do material e podem ser obtidas pela teoria k.p,
ajustada a calculos ab initio e resultados experimentais[gg]. Porém no modelo (56), foi feita
a consideragao em preservar a simetria de rotagao continua no plano, assim materiais com
a simetria discreta de rotagao em especial simetria de rotagao tripla, permitem a inclusao
de termos de terceira ordem em /;, levando a uma superficie de Fermi hexagonal, podendo
produzir estados de interferéncia com quasi-particulas®. O modelo BHZ tridimensional
descreve bem as propriedades topoldgicas basicas para os isolantes topolégicos em 3D,
Semelhante ao modelo bidimensional, quando M/B < 0, o sistema se comportard como um
isolante trivial e quando a razio muda de sinal M /B > 0 ocorre uma transicao de fase e o

sistema apresentard o efeito Hall Quantico de Spin.

3.4 Estados de Superficie do Isolante Topolégico

Isolante Topolégico Bidimensional

Um modelo efetivo para a descricao dos estados de borda do isolante topoldgico
bidimensional pode ser obtido do modelo BHZ (Bernevig, Hughes e Zhang), equagao (54),
considerando os estados de borda W4 e ¥ spin polarizados e que estao relacionados a simetria
de reversao temporal, projetados na Hamiltoniana do Bulk, sendo H?ﬁda = (Yo |H|1)5) com

Yo € g elementos de ¥4 e V| respectivamente, de forma que[2] :
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A k 0
%borda = EkyO'Z = Udkyaz = U4 ( Oy _J ) ) (57>
Y

sendo k, o momento dos elétrons da zona de Brillouin para um gas de elétrons bidimensional,
0® é a matriz de Pauli, onde A é o parametro dependente da geometria do pogo quantico
necessaria para produzir o efeito HQS e A/h = vy representa a velocidade de Dirac,
que para o caso do poco quantico de HgTe com CdTe teremos A ~ 3,6 eVA e portanto
AJhi=v4~5,5x10°m/s 80,

A descrigao dos estados helicoidais de borda no efeito HQS, equagao (57), considerando
a interface com o vacuo no eixo-y na extrema borda do material, Figura 30, nos leva a um
sistema com massa de Dirac nula e movimento de elétrons de spin contrarios em sentidos
opostos, spin down no sentido y positivo e spin up no sentido y negativo. Nessas condigoes,
a simetria de reversao temporal 7 é preservada e as bordas passam entao a serem insensiveis
a desordens ndo magnéticas, conduzindo uma corrente efetiva de Spin J, = (h/2¢)(J+ — J})

conjuntamente associada a uma condutividade Hall nula.

Banda de condugao

isolante v=0
trivial

a) (b)
L l‘\T
Efeito Hall

Quantico de Spin V=1

Banda de valéncia
|

—-mt/a 0 kK -m/a

Figura 30: (a) interface isolante trivial e efeito Hall Quantico de Spin, com condugao
helicoidal dos elétrons nos estados de borda; (b) bandas de energia com os estados de borda
conectando as bandas de valéncia e conducdo, insensiveis a desordens nao magnéticas!3?.

Isolante Topoldgico tridimensional

Um modelo efetivo para a descricao dos estados de borda do isolante topoldgico
tridimensional pode ser obtido do modelo BHZ 3D, equagao (56), de modo semelhante ao
bidimensional, porém projetando a Hamiltoniana do Bulk nos estados de superficie spin
polarizados do isolante topoldgico. Considerando a interface com o vacuo, onde o invariante

vp muda, no plano-zy e o Bulk correspondendo ao eixo-z negativo, de forma que teremos(2 91
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Houp (ks ky) = C + A(kpo® + kyo?) = C + A ( 0 k- > : (58)
ki O

sendo ky = k, ik, e os parametros C' e A dependentes da geometria do isolante topoldgico.

Para o caso de baixas energias de BisSes, tomamos C = 0 e A = 4,1 eV A de forma que

a velocidade dos estados de superficie é dada por A/h = v = 6,2 x 10° m/s. E importante

frisar que a equagao (58) é limitada ao caso mais simples de um tdnico ponto de Dirac na

superficie, além de considerar apenas termos lineares de primeira ordem e ignorando termos

de terceira ordem para o momento eletronico E, que levaria ao caso de uma superficie de
Fermi hexagonal.

A descrigao dos estados helicoidais de superficie do isolante topoldgico, equagao (58),

pode ser reescrita para o espaco fisico tomando k— —iﬁ, e iremos normalizar o parametro

C = 0 relacionado a energia de Fermi préoxima de I' sem alterar o estado topolégico, obtendo:

Houp = —ih00ny - Vay, (59)

onde nos permite fazer uma associacao direta do spin real dos elétrons nos estados de
superficie com as matrizes de Pauli &, ,, ja que quando projetamos os operadores de spin
nos estados de superficie obtemos termos separados de (11]S;|1,) = S;o;, com S; constante e
i = x,y, z; sendo o modelo uma descrigao efetiva por meio da Hamiltoniana de Dirac (2+1)
nao massiva.

A superficie do isolante topolédgico é isotrépica, descrita por um ponto de Dirac com a
propagacao dos estados de superficie helicoidal dado pela condugao de spins em diregoes
opostas na banda de conducao e valéncia, Figura 31 (a), sem gap de energia. A simetria de
reversao temporal T, garante que a superficie seja invariante a perturbacées nao magnéticas
de forma que nao induz nenhuma abertura de gap de energia devido a essas impurezas
e também limita a conducao dos elétrons nos estados com vetores de onda opostos ke
—k a terem o sentido de spins opostos, Figura 31 (b). Sendo os estados de superficie
metalicos, permite conducao eletronica em qualquer direcao da superficie, desde que os spins
se encontrem no plano da superficie e seu momento angular de spin seja sempre perpendicular
ao momento k. Com tal estado de superficie associado & uma fase de Berry « [2 211,

E interessante considerar a quebra da simetria 7 nos estados de superficie do isolante
topologico, mas preservando o Bulk. Tal quebra de simetria produz um gap de energia,
levando o isolante topoldgico a exibir exdticas propriedades eletromagnéticas que carregam
caracteristicas topologicas dos estados de superficie, como um estado Hall quantico na
superficie e manifestagoes mensuraveis através de respostas eletromagnéticas. Tal fenomeno

pode ser produzido usando campos magnéticos externos ou a proximidade de sistemas
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(b)

Isolante Topologico

Figura 31: (a) Cone de Dirac com os spins do estado de borda préximos do ponto I', com
helicidade dada pelos sentidos contrarios para banda de condugao e valéncia; (b) Textura de
spin para os estados de superficie no espago de momento (no eixo-z o vermelho indica spin
up e azul spin down, com a setas correspondendo a orientacao dos spins no plano-zy e as
linhas pretas os contornos de mesma energia)??l.

magnéticos, tal como um filme magnético; induzindo ao efeito magneto-elétrico topoldgico
e introduzindo alteragoes no comportamento de cargas e luz ao interagirem com o isolante

topoldgicol3® 2.

3.5 Efeito Magneto-elétrico Topologico

A preservacao da simetria de reversao temporal 7 no Bulk do isolante topoldgico e a
sua quebra na superficie abrindo um gap de energia, induz uma resposta eletromagnética
nao usual quando induzimos um campo magnético ou um campo elétrico externo, de modo
que teremos uma inducao conjunta de polarizagao e magnetizacao no material, algo que
nao acontece com um isolante trivial ja que nesse caso um campo magnético induzird uma
polarizacao elétrica e um campo elétrico induzira uma magnetizagao. Tal resposta nao usual
estd atrelada a uma corrente do efeito hall quantico advinda da fase topolégica dos estados de
superficie que é gerada com a quebra de simetria 7. Tal resposta eletromagnética é chamada

2, 58, 93, 94]

de efeito magneto-elétrico topoldgico , sendo quantizada em termos da constante

de estrutura fina a = e2/he 35 991,

O efeito magneto-elétrico topoldgico pode ser descrito pela teoria de campos de
eletrodindmica axial®®, por uma descricdo topoldgica do tipo Chern-Simons®8: 94 951,
Consistindo basicamente do termo lagrangiano dado pelo modelo de Maxwell usual Ly,
acrescido do termo topologico Ly que possui a mesma estrutura para a descricao da dinamica

das particulas dxion7!, sendo descrito entdo através de uma lagrangiana efetiva dada por:
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ab
1672

sendo o campo # uma varidvel dinamica que assume valores distintos na teoria axial,

1 1 ~
Lop= Lo+ Lo = F"Fu = AT + 15 7" Fow, (60)

—

A, = (o, ff) o quadrivetor dos campos potenciais escalar ¢ e vetorial A, J* = (p,J)
o quadrivetor da densidade de cargas p e corrente j, FH o tensor eletromagnético e
]:_;w = %e““aﬂ Fap 0 tensor eletromagnético dual a F,,,, com € o simbolo de Levi-Civita.
Diferentemente da teoria axial no qual o campo # é uma variavel dinamica, no isolante
topoldgico ela sera restrita, associada as duas classes possiveis que sao desconectadas entre
si, mas podendo ser conectadas continuamente por pertubacoes que quebrem a simetria de

reversao temporal®® 93] sendo:

{ 0 =+ para isolantes topologicos (61)

0 =0  para isolantes triviais

em que quando temos a quebra da simetria 7, produzindo um gap de energia e uma variagao
no campo # com o isolante trivial, teremos o surgimento da corrente de efeito hall quantico

induzida dessa quebra, podendo ser escrita em termos do campo 6 :
0 e?
Ogy = ;ﬁa

sendo uma condutividade Hall semi-inteira, devido ao isolante topoldgico ter um winding

(62)

number w = £+1/2, devido a quebra da simetria, diferentemente de w = £1 no efeito hall
quantico usual.
A agao efetiva da equagao (60) é dada por, S,y = [ Leyd*z, sendo d*z o elemento de

volume em (3+41)D, podendo ser reescrita de forma vetorial em terno dos campos Ee BBl

al - = 1 1
of = —E-B+— (eE*+ =B || dzdt
Sef / [47r2 + s (e + . )} xdt, (63)

com € e i a permissividade elétrica e permeabilidade magnética respectivamente. Através das
propriedades eletromagnéticas da acdo, teremos que o termo topolégico Ly = (fa/ 47T2)E . B

nio altera a estrutura das equacoes de Maxwell usuais!?f)

, porém implica em alteragoes nas
relacoes constitutivas dos campos, devido ao valor assumido pelo campo § = 47 para um

isolante topologico, de modo que:

F - B —amit +2E
T
, (64)
B = B waxp 25

(e
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com M e P a magnetizacao e polarizagao respectivamente. Podemos também definir uma
polarizacao eletromagnética em (64) dada por Pgp = 6/2m = +1/2, no qual a dire¢ao da
superficie magnetizada determina o sinal de polarizacao, positivo apontando para fora da
superficie e negativo para dentrol®®.

Da equagao (64), vemos que a polarizagdo de uma carga acrescenta uma contribuigao
proporcional a 0B e a magnetizagao acrescenta uma contribuicao proporcional a OF , de forma
que 0/m sera nosso coeficiente magneto-elétrico cuja resposta de contribuigao é quantizada
em fungao da constante de estrutura fina para +0a/m = +2a(n + 1/2), com n =0,1,2,3...;
Sendo tal resposta a campos externos, a caracteristica fundamental do efeito magneto-elétrico
topoldgico.

Considere o exemplo de um isolante topoldgico cilindrico, cuja simetria de reversao
temporal na superficie é quebrada por um filme fino magnético na area lateral, cuja
magnetizagao é perpendicular a superficie. Quando aplicamos um campo elétrico E externo
que seja paralelo a superficie lateral, Figura 32 (a), o sistema ird exibir uma resposta

eletromagnética que corresponde & uma corrente Hall quantizada dada por®® :

- 0 ac - 0 e? - 1Y e? -

R Bt (08 1 (R N

Hall e n X —oh n X n—|—2 h n X ( )
em que n ¢ o vetor unitario normal a superficie, e cujo valores do campo # = =7

correspondendo a direcao de magnetizacao da superficie. Jy,; por sua vez, estd associada

diretamente com uma magnetizagao gerada proporcional ao campo elétrico aplicado:
- 0o - 0 e - e? o
Mi=———F=——FE=7F (n+—> —FE, (66)
T

sendo essa magnetizacao a resposta topoldgica magneto-elétrica ao campo E externo. De
modo complementar, quando aplicamos um campo magnético B externo que seja paralelo
a superficie lateral, Figura 32 (b), o sistema ird exibir uma resposta eletromagnética que
corresponde a um acumulo de cargas pgq;, cuja variacao no tempo considerando a equacao

de continuidade para conservacao de cargas, ¢ dada por:

Tt = R (e8] =I5 [ (B

= 3 (03) S (02 8)).

em que tal densidade de cargas é gerada quando o campo magnético é iniciado em zero até

(67)

E, que pela lei de Faraday ird induzir um campo elétrico EO paralelo a superficie lateral

do cilindro implicando em uma corrente Hall contraria ao sentido de B, levando ao acumulo
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de cargas nas extremidades superior e inferior. Em que pg.y por sua vez, estd associado

diretamente com uma polarizagao elétrica gerada proporcional ao campo magnético aplicado:

L0 e . 1\ e =
B="CF-4 il B 68
(”+2)hc | (69)

(a) E M, (b) s
1 1 7
~C TI 52 ~C -
< P Y 55556°
FM J FM TP,
«— @
«— Poaa®

Figura 32: Isolante topolégico cilindrico coberto por filme fino magnético na area lateral, de
magnetizacdo perpendicular a superficie. (a) a aplicacdo de um campo elétrico E externo
induz uma resposta topoldgica magneto-elétrica de magnetizagao ]\th; (b) a aplicagdo de
um campo magnético externo variavel induz uma resposta topoldgica magneto-elétrica de
polarizacao elétrica B, B8],

O campo E induzir a corrente Jyay equivalente a magnetizacao topologica M, eo campo
B varidvel induzir o acumulo de cargas pgqy equivalente a polarizagao topoldgica ]3t, é comum
a todos os casos de geometrias para isolantes topoldgicos. Porém a configuragao da condugao
Hall Jyay ird depender da geometria da superficie, de modo que sua magnetizagao M, pode
ter caracteristicas especiais.

Apesar de outros materiais poderem apresentar efeitos magneto-elétricos, o efeito
magneto-elétrico topoldgico é uma ferramenta que pode ser utilizada para determinar se
um material é isolante topoldgico, ja que tal efeito é exclusivo para tais materiais quando se
leva em consideragao a resposta da contribuicao magneto-elétrica quantizada em funcao da
constante de estrutura fina a(n + 1/2). E importante saber também que a teoria de campos
de eletrodinamica axial em (60) para tal efeito, nao é exata para todos os casos, sendo valida

somente nos limites de baixas energias (longos comprimentos de onda)68!.

Monopolo Magnético Induzido por Carga Imagem

Uma consequéncia direta do efeito magneto-elétrico topoldgico é o efeito imagem de

monopolo magnético[%}, consistindo em um monopolo magnético induzido por uma carga
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imagem gerada por uma carga de prova proxima da superficie de um isolante topoldgico
com quebra de simetria T na superficie. Tal par de carga imagem e monopolo induzido esta
diretamente associado com o campo elétrico gerado pela carga prova de modo que devido o
efeito magneto-elétrico topoldgico o campo na superficie produz um campo magnético que se
comporta identicamente a um monopolo magnético no interior do isolante topoldgico.

Considere o caso de um isolante topoldgico localizado no eixo-z negativo, cuja superficie se
encontra no plano-zy em z = 0, com a quebra de simetria 7 em (z,y,0), Figura 33 (imagem
a esquerda), fazendo uma interface com um isolante trivial localizado no eixo-z positivo que
possui uma carga ¢ de prova (pontual) colocada em seu Bulk & uma distancia d do plano
em (0,0,d). O campo elétrico produzido por essa carga ¢ localizada em (0,0, d), induz uma
corrente j@ circulante na superficie do isolante topoldgico, que pelo efeito magneto-elétrico
se associa a um campo magnético gerado cujas linhas de campo podem ser associadas a um
monopolo magnético imagem.

O método das imagens permite determinar as configuragoes de campo elétrico e magnético
no problema proposto, através da solucao de uma carga elétrica ¢; imagem localizada dentro
do Bulk do isolante topolégico a uma distancia d do plano em (0,0, —d), e um monopolo
magnético g; imagem na mesma posi¢ao em (0,0, —d). Assim, pelo método das imagens e
usando as relagoes constitutivas da equagao de Maxwell em (64), considerando as condigoes
de contorno do problema na interface (z = 0) e o campo # = 0 para o isolante trivial em

(z>0) e § =60, = (2n + 1) para o isolante topolégico em (z < 0), obtemos?3! :

1(a—e)d/m+1/p) — a293/7f2q
e1 (61 + €)1/ + 1/ p2) + o205 /m> ™

sendo a permissividade elétrica (e, €2) e permeabilidade magnética (ju4, p2) correspondendo

q1 = (69)

ao isolante trivial (em z > 0) e do isolante topoldgico (em z < 0), respectivamente. Assim, o
campo elétrico é dado pela carga efetiva ¢/e; em (0,0, d) e pela carga imagem ¢; em (0,0, —d).

J4 o monopolo magnético seral??! :

20590/71'
(€1 +€2)(1/pr + 1/ pg) + 263/

de modo que o campo magnético gerado pela corrente j@ circulante na interface (z = 0),
seja descrito pelo monopolo magnético em (0,0, —d). A solucao da carga de prova ¢, mais as
cargas imagem ¢, e g, permite descrever as configuragoes do campo eletromagnético para
a regido (z > 0); Porém de modo semelhante para um observador no isolante topoldgico na
regiao (z < 0), terd uma configuracdo de campo eletromagnético descrito por cargas imagem

2 € ga, localizadas conjuntamente no ponto (0,0, d) do Bulk do isolante trivial, sendo ¢z = ¢

€ g2 = —01-
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Uma carga de prova proxima de um isolante trivial naturalmente apresenta uma carga
imagem devido a polarizacao de cargas no interior do isolante, de forma que alguns tipos
de isolantes que apresentam alguma superficie hall ou condugoes equivalentes, ou mesmo um
Bulk com efeito magneto-elétrico (nao topolégico) podem apresentar efeitos similares aos que
foram descritos para carga imagem de monopolo, tal como isolantes multiferréicos ou que

possuam estados hall quantico em superficie®1: 98,

&by

&ty

Figura 33: Carga imagem e monopolo induzidos no isolante topolégico com quebra de simetria
T na superficie, devido ao campo elétrico de uma carga ¢ de prova (pontual), sendo vermelho
as linhas de campo elétrico, azul do magnético e preto sendo fo no plano-zy (imagem
a esquerda); Sistema de dyon com estatistica fracionaria induzida pelo efeito imagem de
monopolo magnético (imagem & direita)93].

O par constituido da carga elétrica ¢; e do monopolo magnético g; localizados em
(0,0,—d), pode ser definido em um sistema de dyon discutido em fisica de altas energias,
Figura 33 (imagem a direita), através de uma estatistica fracionérial®?. Considere o caso de
duas cargas a uma distancia d do isolante topolégico com quebra de simetria 7 na superficie e
uma distancia R entre cada carga, quando consideramos um caso dinamico em que as cargas
se movem, teremos também um movimento das cargas imagem e dos monopolos induzidos de
modo que formam um estado acoplado entre si, o sistema de dyon, com cada carga sentido
um fluxo magnético gerado pelo monopolo induzido pela outra. No caso em que a distancia
R entre as cargas for muito maior que d, o fluxo entre elas serd ~ ¢/2, de modo que a
fase Aharonov-Bohm do campo magnético entre as duas, associado ao angulo estatistico de

interacdo, sera®3 :

o 94 _ ?0y /7
2he (&1 + €)1/ + 1/ p2) + o202 /72’

no qual consideramos que as cargas sao elétrons ¢ = e, sendo que tal estatistica de dyon

(71)

é definida com o elétron se movendo colado a superficie do isolante topoldogico d ~ 0, de
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modo que o dyon sempre permanece confinado a superficie bidimensional. Considerando
o mesmo caso de duas cargas ¢, e @qp, € possivel medir o monopolo imagem caso uma
das cargas seja sensivel a baixos campos magnéticos; usando técnicas experimentais como
microscopia de for¢a magnética (MFM) ou sensor de fluxo magnético “Superconducting
Quantum Interference Device” (SQUID)BL 93],

Efeito Witten

Pelas equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo, notamos que nao existe uma
simetria de cargas devido a auséncia de cagas magnéticas. Apesar da possibilidade de

4100]

cargas magnéticas existirem ter sido proposta por Pierre Curie em 189 e sua possivel

existéncia explicando o motivo das cargas elétricas se manifestarem em multiplos inteiros

de carga elementar ter sido proposta por Paul Dirac em 1931101

até hoje nunca se
observou a sua existéncia na natureza. Por isso é importante compreender que o monopolo
magnético induzido pela carga imagem tratado no problema anterior é artificial, ndo sendo
um monopolo magnético real, nem uma excitagao elementar do sistema, nem uma quase-
particula emergente de comportamentos coletivos no sistema; sendo somente uma descri¢ao
em matéria condensada para os efeitos fisicos gerados no sistema devido ao comportamento
magneto-elétrico topologico.

Porém seria interessante considerar a possivel existéncia de um monopolo magnético real e
sua relagao com o efeito magneto-elétrico topoldgico. Caso existisse um monopolo magnético
no interior de um isolante topoldgico com quebra de simetria 7 na superficie, terfamos uma
polarizacao de cargas gerada pela configuracao de campo magnético existente, sendo esse
efeito associado em fisica de altas energias como efeito Witten!99.

Dentro do isolante topoldgico, o monopolo magnético g, ird se comportar como um dyon,

com um estado ligado & uma carga elétrica ¢. dada por®® :

o 0 Gm ) 0 Gm
=e——=¢€"—"—,
21 g 27 he

em que ¢y ¢ o quanta de fluxo magnético. Aqui podemos notar uma diferenca para esse

Ge (72)

efeito, no qual o monopolo apresenta uma carga elétrica devido ao campo 6 nas relagoes
constitutivas da equacao de Maxwell em (64), mas a carga elétrica ndo possui um termo de
quanta de fluxo elétrico, evidenciando a auséncia de uma simetria entre o campo magnético
e elétrico. O efeito Witten associado a esse comportamento de dyon pode ser analisado
considerando o movimento do monopolo no interior do isolante topoldgico, no qual a carga
polarizada ird aumentar gradualmente estando atrelada ao quanta de fluxo magnético, o que

leva a um bombeamento de cargas elétricas de proximidades de dentro do sistema até a
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localizacao do monopolo magnético[loz].

Figura 34: Efeito Witten apresentando uma carga de prova ¢, de monopolo magnético no
interior de um isolante topoldgico ferromagnético com quebra de simetria 7 na superficie,

apresentando uma carga elétrica imagem que se comporta com decaimento usual de 1/r?
[103]

A inexisténcia de monopolos magnéticos reais inviabiliza a verificagao do efeito Witten,
que da forma proposta permitiria a deteccao experimental de monopolos reais usando

104] porém existem propostas

isolantes topoldgicos com quebra de simetria 7 na superficiel
para o efeito Witten considerando monopolos efetivos como excitagao elementar, como no
caso proposto em 2009 por B. Seradjeh et al[105]; no qual consideraram a interacao Coulomb
entre elétrons de duas superficies de um isolante topoldgico, cuja interacao leva a um tipo
de ”condensado de excitons”nos estados de superficie com um tunelamento entre a superficie
inferior e superior associado & uma fase e¢?. Tal acoplamento se comporta no isolante
topolégico da mesma forma que um campo eletromagnético, de modo que quando a fase
apresenta um estado de vortice, ele se torna equivalente a um monopolo magnético que
carrega uma carga semi-inteira e com isso apresentando também uma caga elétrica imagem

semi-inteira devido ao efeito Witten®l.

3.6 Efeito Kerr Topolégico e Rotacao de Faraday

Uma outra interessante consequéncia do efeito magneto-elétrico topoldgico é a interacao
da superficie do isolante topoldgico com a luz, no qual um feixe de luz linearmente polarizado
tem seu plano de polariza¢ao rotacionado quando é refletido (efeito Kerr) ou transmitido
(efeito Faraday) na interface da superficiel?® 281,

Para exemplificar tais casos, considere uma interface semelhante ao problema do efeito
imagem de monopolo magnético, no qual temos um isolante topolégico localizado no eixo-z
negativo, cuja superficie se encontra no plano-zy em z = 0, com a quebra de simetria 7

em (z,y,0), Figura 35 (imagem a esquerda), fazendo uma interface com um isolante trivial
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localizado no eixo-z positivo. Como a luz é descrita pelo eletromagnetismo de Maxwell, como
propagacao de campos eletromagnéticos na auséncia de cargas, devemos entao esperar que
exista uma resposta eletromagnética devido a influéncia do efeito magneto-elétrico topologico
na interacao de superficie.

Rotacao de Faraday: Consiste na mudanca do angulo de polarizagao da luz transmitida,
de um feixe de luz incidente com polarizagdo linear, Figura 35 (imagem & esquerda).
Considerando o efeito magneto-elétrico, temos que o campo elétrico da luz polarizada ira
gerar uma componente de campo magnético B, na mesma dire¢ao, enquanto o campo
magnético ird gerar uma componente de campo elétrico o 0F, em sua direcao, de forma
que devido aos campos incidentes serem mutuamente perpendiculares enquanto os campos
gerados serem componentes ortogonais dos campos da luz transmitida, temos que o efeito
final resultante seja uma rotagao de 0 no plano de polarizacao da luz transmitida em relacao
a incidente. Resolvendo as relagoes constitutivas da equagao de Maxwell em (64) para a onda
eletromagnética incidente, teremos que o angulo de rotacao de Faraday para a luz transmitida

é dado porl®8 9

aby/m B 2aPgp
\/61/M1+\/€2/M2 \/61/M1+\/€2/M27

sendo a permissividade elétrica (e, €2) e permeabilidade magnética (ju1, p2) correspondendo

tan Op = (73)

ao isolante trivial (em z > 0) e do isolante topolégico (em z < 0), respectivamente. Como o
Bulk do isolante topoldgico permanece invariante a 7, teremos que a luz ird se propagar em
seu interior sem outra rotacao adicional até chegar a superficie oposta ou ser absorvida pelo
meio.

Efeito Kerr Topolégico: Consiste na mudancga do angulo de polarizacao da luz refletida,
de um feixe de luz incidente com polarizagao linear, Figura 35 (imagem a direita). Os
argumentos para sua manifestacao sao semelhantes ao efeito Faraday, de forma que resolvendo
as relagoes constitutivas da equacdo de Maxwell em (64) para a onda eletromagnética

incidente, teremos que o angulo de rotacio de Kerr 0y para a luz refletida é dado por®8: 9]

200y /m\/€1/ 111 . daPppy/e/m (74)

€/1ts — €1/ 1 + 0203 /7% €a/po — €1/p + 402 PR

Devido a dependéncia dos parametros de permissividade elétrica e permeabilidade

tan 0 =

magnética dos materiais, nao é possivel medir diretamente o campo 6 para poder saber
as propriedade topoldgicas do material, tal como sua condutividade Hall semi-inteira. Porém
é possivel cancelar a dependéncia desses parametros se levar em consideracao a superficie

106, 107

superior e inferior do isolante topolégico para a luz transmitida e refletidal I. Considere

um sistema com um campo magnético B = BZ em que temos a interface de um isolante
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topolégico em (z = ([—[,0]) com o vdcuo em (z > 0) e um substrato em (z < —[), Figura 35
(imagem a direita), de forma que quando incidimos uma onda eletromagnética linearmente
polarizada de campo elétrico F;,, a sua luz transmitida F, associada a rotacao de Faraday
Or e sua luz refletida E, associada a rotacao de Kerr i atravessam a superficie superior e
inferior do isolante topoldgico. Medindo os angulos 0z e 0 para duas frequéncias especiais
de refletividade (méxima e minima) é possivel ter informagao suficiente para cancelar a
dependéncia dos parametros € e p e com isso determinar o campo 6. Dessa forma, a rotacao
de Faraday e Kerr permitem medir o campo # do material, dando acesso as propriedades

topolodgicas do bulk para determinar indiretamente condutividade Hall semi-inteiral106),

r“::':‘ ET_:L Eln Er - BK
Y. 2 -
y e O < ¢+ Vacuo 4,=0 B
y e - Tl & 0 =g
(ATt ™ 11t 2 z=t
TI il substrato
A £,y s =2PM
//
//’
3 Et == ¢

Figura 35: Rotacao 6, no plano de polarizacao da luz transmitida do efeito Faraday

na superficie de um isolante topoldgico revestido com um filme fino magnético (imagem

4 esquerda); (imagem & direita)l? 58 100]

A resposta eletromagnética topoldgica dos efeitos Faraday e Kerr sao de baixa magnitude,
como podemos ver em (73) e (74) a sua contribui¢do no angulo de rotagdo da polarizacao
¢ da ordem da constante de estrutura fina o « 1/137. Como existem outros efeitos
eletromagnéticos nao topoldgicos e que cujo efeitos sao maiores que o topoldgico, tais efeitos
topoldgicos acabam por serem dificeis de serem detectados, tanto que apesar da formulacgao
do efeito magneto-elétrico topoldgico em 2008[58}, somente em 2015008 teve a deteccao
experimental para a rotacao de Faraday. Como ja foi dito, tal teoria é valida somente nos
limites de baixas energias (longos comprimentos de onda) de forma que os efeitos Faraday e
Kerr podem ser apenas observados para fétons com frequéncia hw < E,, sendo E, a energia
de gap do isolante topoldgico.

Outras manifestacoes do efeito magneto-elétrico topoldgico podem ser consideradas
levando em conta os casos dinamicos, em que a mudanca de angulo 6 através da superficie nao
seja fixa ou em que temos um filme fino magnético cujo momento magnético seja dinamico. No

caso do filme fino, uma mudanca na dire¢cao do momento magnético modificaria a conducao
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hall na superficie de modo dinamico e no caso de paredes de dominio magnéticas, poderia
existir condugoes quirais presas entre essas configuracoes, levando a situagoes complexas

de densidade e conducao de cargas; tendo varios estudos propostos considerando tais

(109, 110, 111, 112, 113, 114]

casos . Tais condicoes permitem em alguns casos poder considerar

a possibilidade de controle do momento magnético na superficie do isolante topoldgico
utilizando correntes que modificam a densidade e conducao de cargas atreladas ao filme

fino pelo efeito magneto-elétrico topolégicolt10: 111, 112
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4 Solucoes Magnéticas Acopladas a Superficie de

Isolantes Topolégicos

4.1 Ferromagneto

O primeiro caso de interacao que sera analisado sao os efeitos gerados devido a presenca
de um ferromagneto acoplado na superficie de um isolante topolégico tridimensional, Figura
36, no qual serda considerado a Hamiltoniana de superficie (58) acrescida da interacgao
Zi:x’w m;o’ (unidades naturais), com m o momento magnético ferromagnético. Portanto,

para um ferromagneto, a Hamiltoniana de superficie acoplada a magnetizacao 62 :
m, k, +m, — ik, +m
HF _ . ( Y y) ’ (75)
ky +my +i(ky, +my) —m,

sendo os autovalores da Hamiltoniana da equagao (75) diretamente obtida a partir diagona-

lizacao da matriz bidimensional, H = ET,, portanto:

B(k) = 2/ (ks +my)? + (ky +m,)2 + m.. (76)

Podemos concluir a partir da configuragao de energia (76) que as componentes de momento
magnético ferromagnético paralelas a superficie do isolante topoldgico apenas produzem um
deslocamento da superficie de fermi proporcional a (—m,, —m,), preservando a simetria 7~
e mantendo as mesmas propriedades do cone de Dirac na superficie do isolante topoldgico.
Entretanto, o termo de perturbacao m,o? associado a componente perpendicular a superficie
do isolante topoldgico, desestabiliza os estados de superficie abrindo um gap de energia

proporcional a 2|m,|, violando a simetria 7T .

7., M

X
Ferromagneto

Isolante Topoldgico

Figura 36: Ilustracao de um filme fino ferromagneto com momento m(m,, m,, m), acoplado
na superficie de um isolante topolégicol®1].

O caso em que m, # 0, se mostra interessante devido a diferentemente de um isolante

topoldgico bidimensional, induzir um estado de conducao quiral no isolante topoldgico,
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levando & uma condutividade Hall semi-inteira dada por? :

m, e
Oy = —
Y ms| 2k

—

no qual pode ser compreendida devido ao vetor d(k) = (k;, k,, m) associado a Hamiltoniana

(77)

de superficie H(k) = ky0, + kyo, + m.0?, cobrir uma semi-esfera e levando a um winding
number w = +1/2, com a condi¢io de que em k = 0 = d(k) = (0,0, m./|m.|).

A condutividade Hall semi-inteira (77), diferentemente da condutividade Hall inteira,
nao pode ser experimentalmente medida através de uma corrente direta, mas pode ser
indiretamente medida por efeitos tal como a rotacao de Faraday e Kerr. Para um sistema
Hall quantico bidimensional os estados de borda que transportam a corrente Hall estao
conectados aos condutores na medicao da corrente, entretanto no isolante topolégico devido
a sua estrutura tridimensional, a superficie que o envolve é inteiramente fechada e portanto
sem bordas, de forma que se for aberto um gap de energia na superficie nao haveréa estados
de borda para que se possa propagar uma corrente direta. Tal condicao permite levar a um
interessante caso de condutividade que permite uma medicao experimental, se uma parede
de dominio magnética for acoplada na superficie do isolante topoldgico, Figura 37 (a), entao
terd um salto na condutividade Hall (77), de forma que terd uma condutividade final efetiva
de €*/h mnos estados quirais de borda gerados na parede de dominio”. Outro fenomeno
interessante devido a interface do isolante topoldgico com ferromagneto é a conversao de

corrente de spin-para-carga, tendo sido experimentalmente observada em BisSes e liga de
(Big.22Sbg.rs)2Teg 119> 1161,

a) b) /g

i “/’ f:.cmante-
@ £ y. ; F2
I L A =
TI , '
4 Isolante Topolégico \

Figura 37: Ferromagnetos acoplados a superficie de um isolante topoldgico. (a) com uma
parede de dominio devido a magnetizagoes opostas, gerando uma condugao quiral nos estados

de borda; (b) transporte de corrente na interface entre ferromagnetos F'1(my) e F2(ms)
2, 51, 109]

Vamos analisar como se comporta uma conducao de corrente na superficie de um isolante
topoldgico entre a interface da juncao de dois ferromagnetos bidimensionais acoplados a essa

superficie, Figura 37 (b), no qual a magnetizagdo do primeiro ferromagneto F'1 a esquerda é
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my = (Mg, my, m,) = my(senf cos ¢, sen fsen ¢, cos ) e a magnetizacao do ferromagneto F2
a direita é my = my(0,0,1), sendo a regiao de interface no eixo-y para x = 0. Devido
a incompatibilidade direta na interface entre os dois ferromagnetos, serda formada uma
pequena barreira ao qual poderemos desconsiderar na andlise de conducao na barreira ja

que pretendemos encontrar uma conducao de tunelamento na regiao de interface, portanto

as funcoes de onda da regifio esquerda (F1) e direita (F2) saol°l 109 .
b <0) = L tkmae (Ko tma =ik, +my)
2E(E —m,) E—m,
+ r e—i(kz—&-mz):p _kx — Mg — Z(ky + my) 7 (78)
2E(E —m,) E—m,
t s k! — ik
Y(x>0) = gtk = My :
2E'(E' — my) E' —my

sendo 7 e t os coeficientes de reflexao e transmissao respectivamente e

E = j:\/(kx +mg)? + (ky +my)? +m2 =2\ /K2+ k2 +mi+V, (79)

com + correspondendo a banda superior e inferior e £ = E — V para V' correspondendo a

diferenca entre a energia de Fermi nos dois ferromagnetos. Temos que combinando as fungoes

de onda (78) na interface (z = 0), o coeficiente de transmissao seral®l> 109 .

2(ky +my)
ke 4 + ik +my)] 522+ (KL, — iky)y ) frme
e com isso podemos definir a solucao normalizada da condutividade de tunelamento:

or — %/ do|t[2Re {%} . (81)

us
2

t =

, (80)

Para analisar a condutividade de tunelamento, iremos chamar de n/p o nivel de Fermi
que cruza a banda superior/inferior e entdo vamos considerar quatro casos de condugao,
Figura 38, no qual em todos iremos tomar m; = /0,9F. No mapa de condutancia que
depende dos angulos polares da magnetizacao de F'1, os tons em vermelho representam maior
condutancia enquanto os em azul representam baixa condutancia, no qual nas figuras em (a)
e (c¢) sao desconsiderados os efeitos do segundo ferromagneto, enquanto em (b) e (d) temos
uma magnetizacao my = /0,9E. As oscilagoes no angulo ¢ estao relacionadas a mudanca
no nivel de Fermi entre as duas regioes, ja na dependéncia do angulo #, podemos claramente

notar que m, abre um gap de energia suprimindo a condutividade quando a energia de Fermi
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esta contida entre o gap de uma ou das duas regioes, o que pode ser notado em ¢ = 0, ™ para
quando é desconsiderado o efeito do segundo ferromagneto; o caso interessante se manifesta
com o efeito do segundo ferromagneto no qual a condugao é alta em 6 = 0 (paralelo) para
V = 0 (aplicado no sentido da condutividade de tunelamento) e também em 6 = 7 (anti-
paralelo) para V' = 2F, estando relacionado a magneto-resisténcia para o qual é vantajoso
para a condutancia a configuracao de spins paralelos, sendo no caso da jun¢ao p-n a conexao
entre as fungoes de onda nas duas regioes para o elétron e buraco serem mais semelhantes
quando a magnetizacao sao em diregoes opostas, devido a inversao de bandas do isolante
topologico. Tal caracteristica de conducao ¢é tnica, associada ao transporte de cargas na

superficie de isolantes topoldgicos.

(@) 20 e (b]i’.ﬂl 0
04251 LET
15 1.9 01750
\R\ Lo B 02625
310 | 310 -
05 05
0.0 0.0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
(€) 59 S e (d)z0 o/
. QU000 - -oumnn
Q.1500 007500
1.5 D4000 01200
= 05800 01850
510 - L.

oo M e 00 ———e
00 02 o.a/u.e 08 10 00 02 04 05 08

8/n 8/n

1.0

Figura 38: Mapa de condutancia em funcao das coordenadas polares da magnetizacao de F'1.
(a,c) temos my = 0; (b,d) temos my = 1/0,9E. Sendo que em (a,b) temos uma jungao n-n
com V =0 e em (¢,d) uma jungdo p-n com V = 2F [109],

4.2 Impureza Magnética Isolada

O préximo caso de interacao que serd analisado sao os efeitos gerados devido a uma
impureza magnética isolada na superficie de um isolante topoldgico tridimensional, no qual
serd primeiro considerado a Hamiltoniana que descreve a interacao de uma tunica impureza

magnética através da aproximagao de campo médiol 17!

ﬁint = Z Ml(r_’)sz(f‘)a i = x,y,z. (82>

A equagao (82) leva em consideragao a interagao de um spin cldssico localizado na origem,

no qual sera imposto algumas restri¢oes, incluindo considerar o spin polarizado no eixo-z,
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logo M, = M, = 0, e também considerar o alcance finito da interagao de troca na seguinte
forma M, (7) = MyO(ro — r), que corresponde a uma barreira cilindrica de potencial com a
fungao degrau ©(ry —r), sendo ry o alcance da interagao de troca ou o raio da barreira, onde
My = J.(S,). Temos entdo que a Hamiltoniana de superficie do isolante topolégico somada

com a Hamiltoniana de interacao (82) com as restri¢oes seré:

Ho = Hsup + Hznt - Z w}];ahUF (k Uaﬁ + k chﬁ wkﬁ + Z MO TO - T)&z(ﬁ (83>

k.o,

que pode ser resolvido pela equagdo estaciondria He(k; — —i0;)Y(7) = Ev(r) no qual

consideramos o sistema confinado em uma regiao grande de tamanho R, assim:

Hotp(7F) = ( My©O(rg —r)  —ihvp (0, — i0,) ) ( da(7)

—ilivp (0, +10,)  —MyO(ro — ) ¢5(7)
esse é um problema de simetria azimutal com solucao analitica para as fungoes de onda dada
pelas funcoes de Bessell118].

Usando coordenadas cilindricas em (84), obtemos o seguinte conjunto de equagoes de

primeira ordem acopladas:

(MyO(ro— 1) — E) () = ihwpe (aﬁ _ ;%) o5(7), (85)
— (M®(ro — 1) + E) 65(7) = ihwpe™ ( 2 ;%) b4, (36)

em que a dependéncia da componente angular da funcao de onda pode ser expressa da

( 6(7) ) _ gime ( () > | -
¢p(7) ie"?dp(r)

sendo m o numero quantico associado ao autoestado do momento angular. Assim, a

seguinte forma:

dependéncia radial pode ser expressa como:

(6010 =)~ E)oulr) = = (5 + "5 ) ut). (58)
- (00— 1)+ E) o) = (= ) éulr). (89

desacoplando as equagoes (88) e (89), teremos entao duas equagoes de segunda ordem:
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(G435~ ) 0al) = (1Bl = ) = B¥) 6,0) (90)

(4 1 = ) o) = (000 = P = B9 ) (o1)

com a solucao da funcao de onda sendo entao dada pelas funcoes de Bessel:

. ¢A(F) __ _imyp Cljm<kr) ara r r
v = < op(T) ) - ( i€ Cy i (k) ) i = %2)

L eal® | pimip Codm(Er) + C3Y,n(Er) o
o ( ¢5(7) ) B ( i€’ [CoJyni1(Er) + C3Y5n 11 (Er)] ) para ro <1 < R, (93)

com k = \/E? — [MyO(ry — r)]2, no qual os autovalores e os coeficientes (Cy, Cy, C3) podem

ser obtidos pelas condicoes de contorno do sistema dadas por:

Cljm(kro) = CQJm(ET()) + CgYm(Ero),
01Jm+1(]€T0) = CQJm_H(ET‘Q) + CgYm+1(ET‘Q>, (94)
CoJm(ER) + CsY,,(ER) = 0.

Nas condigoes de contorno (94), ao considerar a regiao grande de tamanho R — oo, as

funcdes de Bessel irao tender ao limite assint6ticol ! de forma que os coeficientes (Cy, C3)
serao:
™m T ™m T
Cy = <ER————>, Cs=— (ER————), 95
H = sen 5 1 3 cos 5 1 (95)

com o coeficiente C; obtido pela condicao de normalizacao da funcao de onda tomada
no limite assintético fozﬂ fORw*(F)@/)(F)rdrdcp = 1, em que se considera a relagao de
ortogonalidade da funcdo de bessel [° Jy (kr)Jy, (kr)rdr = (r§/2) [J! (kro)]” e a relacao de
restrigao (Cq)? + (C3)? = 1.

E interessante analisar que a fungao de onda (92) na regidao de impureza, possui um
comportamento progressivo para energias |E| < | M| quando a func¢ao de Bessel assume um
argumento imagindrio e um comportamento oscilatério para energias |E| > |My| quando
a funcao de Bessel assume um argumento real. Ja os efeitos reais gerados pela impureza
magnética podem ser analisados pelo estudo da densidade local de estados (LDOS), definida
por po(7, E) = —%% {TT‘ [GR(F, 7, E)}} de forma que estd relacionada a parte imaginéria
[120]

do traco da funcao de Green retardada para uma particula, dada por
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R P (F) oy, (77)
G nlg(%z E—FE, +in (96)

sendo:
ZOIAGE ) | (o)
GG GEAG

Para tal densidade local de estados, temos que ela é suprimida para um alcance de energia

U (F)U, (1) = (

|E| < |My|, Figura 39 (imagem a esquerda), em um alcance espacial r < ry dentro do
potencial da impureza magnética, ja quando se estd fora da regiao de impureza magnética
a densidade local de estados converte rapidamente para |E|/2mh*v%, como esperado para
uma regiao sem impureza magnética. Pela andlise direta da energia pela densidade local de
estados, também se torna possivel observar que na regiao da impureza magnética (r = 0) se
abre um gap na energia como esperado, Figura 39 (imagem a direita), e que em uma regiao
distante de 7y nao se observa tal gap de energia, mantendo o estados preservados.
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Figura 39: Densidade local de estados plotado com rqg = 13nm e My = 50meV. Dado em
funcao da distancia r da impureza para elétrons com energia £ = 30meV (linhas pretas)
e & = 70meV (linhas azuis) (imagem a esquerda); Dado em funcdo da energia F para
distancia r = 0 (regiao da impureza magnética) (linhas azuis) e r = 20nm (regido distante
de o) (linhas vermelhas) (imagem & direita) 117,

E interessante também analisar o comportamento da densidade local de estados de spin,
definida por p;(7, E) = —%% {Tr [G’R(F, 7, E)oi] }, sendo o; as matrizes de Pauliei = x,y, 2
Com excecao da componente p, o sistema nao pode mais ser resolvido analiticamente devido
a falta de simetria azimutal, cuja solugdo numérica para o vetor de spin py(7, E) = (pz, py, p2)
pode ser obtida pelo formalismo de T-matrix!*21 1221, O comportamento de p, (7, E) pode ser
analisado para dois casos interessantes; o primeiro correspondendo a distribuicao de spins

devido & uma impureza magnética com componente no eixo-z positivo, Figura 40 (imagem
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a esquerda), onde vemos que a magnetiza¢do nao induz apenas um movimento no eixo-z da
densidade local de estados de spin, mas também no plano-zy devido ao acoplamento spin-
orbita nos estados de superficie, por exemplo, um elétron com componente de spin no eixo-z
que se move na dire¢ao x ird realizar uma precessao no plano-yz, de modo que uma simetria
de rotacao no eixo-z é quebrada; o segundo correspondendo a distribuicao de spins devido a
uma impureza magnética com componente no eixo-y positivo no plano da superficie, Figura
40 (imagem a direita), onde vemos que por simetria é semelhante ao primeiro caso devido ao
acoplamento spin-orbita produzir uma precessao de modo que uma simetria de rotacao no
eixo-y é quebrada, com a diferenca que nesse caso existe uma simetria discreta de w-rotacao

no eixo-z apresentando uma transformacao com simetria de reversao temporal.

’
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Figura 40: Densidade local de estados de spin plotado com ry = 13nm, My = 50meV e
E = 10meV. Onde as setas indicam a componente de spin no plano-zy e a mudanca de
coloracao indicam a componente de spin no eixo-z. Para uma impureza magnética na direcao
z (imagem & esquerda); Para uma impureza magnética na dire¢ao y (imagem a direita)[lm.

Temos entao que uma impureza magnética isolada, com componente magnética perpen-
dicular a superficie, ird abrir um gap de energia em sua proximidade, diferentemente de uma
impureza nao magnética. Como cada impureza magnética abre um gap em sua vizinhanca, na
aproximacao de campo médio se espera que uma distribuicao uniforme produza a abertura de
gap em toda a superficie do isolante topoldgico, Figura 41 (c), diferentemente do caso de im-
purezas nao-magnéticas, Figura 41 (a), que nao alteram a estrutura do cone de Dirac produ-
zindo apenas um deslocamento no nivel de Fermi. Um exemplo se d4 na dopagem de BiySes,
observado utilizando ARPES (Angle Resolved Photoemission Spectroscopy) onde pode se ver
que uma dopagem de 10% de uma impureza nao magnética [(BigoT'ly1)25es3] desloca o ponto
de Dirac sem produzir uma abertura de gap, Figura 41 (b), enquanto que uma dopagem com
impureza magnética separa o cone de Dirac superior do inferior, para uma dopagem de 12%

de uma impureza magnética [(BiggsF'ep12)25¢e37] e 16% de [(BiggsaFeo16)25€37] , Figura 41
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Figura 41: (a) Estados de superficie topologicamente protegidos contra impurezas nao-
magnéticas; (b)) ARPES demonstrando um deslocamento no nivel de Fermi devido a
dopagem de 10% de impureza nao magnética [(BiggT'ly1)25¢3]; (¢) Abertura de um gap
de energia devido a impurezas magnéticas; (d) ARPES demonstrando a abertura de gap
devido a dopagem de impurezas magnéticas para 12% de [(BiggsF'ep12)25€37] e 16% de
[(Big.saFeo6)2Sesq] 09,

Porém apesar de na aproximacao de campo médio uma distribuicao uniforme de impurezas
magnéticas produzir um gap na superficie do isolante topolégico, nao necessariamente sera
verdade para uma distribuicao que nao seja uniforme, mesmo que a magnetizacao seja
perpendicular a superficie. Um exemplo se da no caso do ferromagneto com uma parede
de dominio devido a magnetizagoes opostas, gerando uma conducao quiral nos estados de
borda discutido previamente, Figura 37 (a), de modo que nem em toda superficie ha abertura

de gap, restando modos sem gap na interface da parede de dominio.

4.3 Vortice

Outro caso interessante sao os efeitos gerados devido a presenca de um filme fino
ferromagnético com solucao de vortice magnético, acoplado na superficie de um isolante
topoldgico tridimensional. Tal vértice com spins alinhados na superficie ird quebrar a simetria
de reversao temporal, sem que com isso abra uma gap de energia na superficie, gerando um

estado ligado que gera uma nova configuracao nos estados eletronicos que produz estados de
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modo zero carregados e confinados em uma regiao circular em torno do vértice, contidos na
superficie do isolante topolégicol©.

O vértice em questao serd descrito pelo modelo de Heisenberg de plano-facil, equacao
(18), com 0 < A < 1, que favorece um alinhamento no plano-zy. No qual iremos tomar
um caso onde um . critico separa as solugoes topolédgicas tipo vértice em duas estatisticas
diferentes, A < A, no qual a configuracao de estabilidade favorece todos os spins ficarem
confinados no plano-zy e A > A. no qual a configuracao de estabilidade permite que tenha
spins préximos do centro do vortice com alinhamento no sentido do eixo-z; sendo o vértice

do problema contido no plano-zy para 0 < A < A, a sua descri¢ao no limite continuo dada

por:
€y =c0sO =0 ®, = g, arctan (y — yo> + Py, (98)
r — I
onde os escalares ¢, e £, = cos© parametrizam o campo de spin S associado a sua
magnetizagao:

M =MS = M(y/1—c2cos®,,\/1—e2sin®,,¢,), (99)

com ¢, em (98) sendo a vorticidade associada a carga topolégica (1 para vértice, —1 para anti-
vortice, [2, —2] vértices e anti-vortices de ordem superior...) e ®¢ a constante que caracteriza
sua configuracao. Em todos os casos iremos considerar um vértice planar ¢, = 1 centrado
em (zo,%0) = (0,0) para que ¢, = 0 + Py, condicionando as componentes de magnetizacao

em (99) de forma que:

M(7) = M,# + Mg = M cos(0 + ®o)7 + M sin(0 + ®,)6), (100)

tendo a restricao de \M |2 = M? ser constante, com a magnetizagio tipicamente na ordem
de M ~ 50meV. Observe que existem duas configuragoes de magnetizacao interessantes em
(100) para o vértice planar, &, = 0 implica que a componente radial do spin rotaciona
junto com @ e portanto temos (M,, My) = (M,0) caracterizando um vértice radial, Figura
42 (imagem a direita), ja para ®y = £7/2 temos que a componente radial do spin rotaciona
em um angulo reto (perpendicular) com 6 e portanto temos (M,, My) = (0, £M) com M > 0
caracterizando um vértice comum ou rotacional (de sentido horério ou anti-horério), Figura
42 (imagem a esquerda).

Iremos considerar a Hamiltoniana de superficie para o isolante topoldgico acrescida do
limite continuo da interagao do modelo de Heisenberg de plano-facil, com 0 < A < A\, < 1 para

a componente de anisotropia. Portanto, para um vértice dentro do plano, a Hamiltoniana
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Figura 42: Campo de magnetizacao M (setas pretas) com vorticidade g, = 1 para: vortice
comum ou rotacional de sentido anti-hordrio com parametro de caracterizagao &y = 7/2

(imagem a esquerda); vértice radial com parametro de caracterizacdo ®, = 0 (imagem a
direita)6],

de superficie acoplada a tal magnetizacao 60 :

~

H = ﬁsup + ﬁint

= hap Vbalr (kzos + kyols) s + 30 5 Uha (Mrf + Meé) Taprs

e
O

(101)

que pode ser resolvido analiticamente pela equacao estaciondria H.,(k; — —i0;)Y(r) = E(T)

no qual consideramos o sistema em coordenadas polares (r,6), com a fungao de onda:

im6
O(F) = < eifmﬂi():()r) ) , m=0,£1,£2,£3... (102)

sendo m o numero quantico associado ao autoestado do momento angular, cuja funcao de

onda se resolve pelo conjunto de equagoes acopladas para ¢(r) e x(r):

dr r hvp

=i—(r), (103)

h’UF

d m+1 M,—iM, B
+ - x(r)

(dii Ly M) o(r) = i—x(r), (104)

r hvp

com vr a velocidade de Fermi.
A Hamiltoniana em (101) possui o termo de interagao para o vértice que nao estéd associado
a uma componente perpendicular ao plano no eixo-z, de forma que nao é possivel ter um termo

de massa m.o* para abrir um gap de energia proporcional a 2|m.|, violando a simetria de
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reversao temporal. Porém nesse nosso caso, apesar de nao ter um gap de energia, existira uma
condicao que produz estados de modo zero carregados e confinados em uma regiao circular,
modificando a corrente efetiva de Spin J; = (h/2¢)(J; — J|) e com isso violando a simetria
T.

Analisando as equagoes acopladas (103) e (104), O termo associado a +iM, movimenta os
estados eletronicos impedindo de se manterem ligados ao centro (zg,yy) = (0,0) do vértice,
semelhante a um efeito de um potencial centrifugo, de modo que qualquer contribuicao radial
de M, irda dominar sobre os estados ligados com energia E < |M |, implicando em estados que
nunca serao inteiramente polarizados; no caso completamente radial (M,, My) = (M, 0) onde
temos @5 = 0, nao hé nem solugoes de energia normalizadas para E < 0, produzindo apenas
estados espalhados. Portanto, o caso interessante a ser analisado para se olhar os estados
ligados e de modo zero ocorre quando M, = 0 e portanto (M,, My) = (0,£M) onde temos
by = +7/2.

Os estados de modo zero podem entao ser analisados quando temos o vértice planar com
M, = 0 de modo que My £+ iM, — M nas equagoes acopladas (103) e (104), que se tornam
desacopladas quando tomamos E = 0. Assim, temos dois casos que podem se analisados de
solugao para a func¢ao de onda (102), o primeiro caso corresponde a um vértice com rotacao

no sentido horario com magnetizagao (M., My) = (0, —M ), de modo que sua fungao de onda

. 1 oM |m+1/2|+1/2 0 6——}115;1" "
() = Te , (105)
27 (|2m + 1]!) \Avr 1) r

cuja amplitudes em colchetes sao normalizadas apenas para casos com 2m + 1 < 0. Sendo

sera:

a solugao (105) correspondendo aos estados de férmions de modo zero, sendo tais estados
concentrados em uma regiao circular de raio ro = Avgp/|M| centrada em torno do vértice,
estando contidos na superficie do isolante topoldgico. A magnetizacao do vortice horario
induz um alinhamento dos elétrons de superficie em sua diregdo, Figura 43 (imagem a
esquerda), produzindo um estado spin polarizado Sy = —g’ que quebra a simetria de
reversao temporal da superficie sem gerar um gap de massa, sendo que tal configuracao
possibilita entao a existéncia de uma corrente de spin polarizada de modo zero. O segundo
caso corresponde a um vértice com rotacao no sentido anti-horario com magnetizacao

(M., My) = (0, M), de modo que sua fungao de onda sera:

_ 1 2M e 1 —#T m im0
V(o = [ or(2m + 1]1) (M) ] (0 ) corre (106)

cuja amplitudes em colchetes sao normalizadas apenas para casos com 2m + 1 > 0. Sendo a
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solugao (106) correspondendo também a estados de férmions de modo zero concentrados em
uma regiao circular de raio rg = hvg /| M| centrada em torno do vértice, estando contidos na
superficie do isolante topoldgico, com 79 em geral na ordem de ~ 107% m. A magnetizacio do
voértice anti-horario induz um alinhamento dos elétrons de superficie em sua direcao, Figura 43
(imagem & direita), produzindo um estado spin polarizado Sy = +§L que quebra a simetria 7
da superficie sem gerar um gap de massa, sendo que tal configuracao é equivalente e também
possibilita a existéncia de uma corrente de spin polarizada de modo zero. Em ambos os casos,
os estados de férmions de modo zero sao carregados com uma carga eletronica inteira, dada

por:

Qe = /d2rj° = /erqﬁW =1, (107)

no qual basicamente é o acoplamento da magnetizagao do vértice com o momento angular
orbital dos férmions de modo zero levando a tal carga eletronica polarizada, concentrada na

regiao de raio ry centrada no vértice.
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Figura 43: Estados de Férmions de modo zero na superficie do isolante topoldgico,
concentrados em uma regiao de raio ry. Alinhados com a magnetizacao do vértice de sentido

horério (imagem a esquerda); alinhados com a magnetizagao do vértice de sentido anti-horério

(imagem & direita) (0],

Por fim, os estados ligados podem ser obtidos do conjunto de equagoes acopladas (103)
e (104), considerando dessa vez a energia E < |M], de modo que a equacao estacionaria

He (ki — —i0;)Y(7) = E(F), tem solugoes de energia da seguinte forma:

E = E(n,m)=+|M||1- (m +1/2) }1/2, com n=123. (108)
(n+ |m| +1/2) m=0,1,2,..,n— 1.
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cujas solugoes correspondem aos modos internos no qual a fungao de onda dos elétrons realiza
oscilagoes harmonicas em torno do ponto central (zo,yo) = (0,0), com fungoes de onda
normalizadas possiveis para M(2m + 1) > 0. Dos estados de energia em (108) vemos que
os niveis de energia com estados ligados para £ < 0 vao de um espectro quase continuo em
E=—Maté E = —2v2M/3 ~ —0,9428 M, com um gap de energia de E = —2v/2M /3 até os
estados de modo zero E = 0; ja niveis de energia com estados ligados para £/ > 0 vao de um
espectro quase continuo em £ = +2\/§M/3 ~ 40,9428 M até E = M, com um gap de energia
dos estados de modo zero E = 0 até E = +2v/2M /3. Tais estados ligados sao simétricos em
relacao aos estados de modo zero, e se comportam de modo semelhante aos de modo zero,
com os elétrons ligados se movendo conjuntamente na direcao de magnetizacao dada pelo
vortice, tanto que os estados ligados como os de modo zero decaem exponencialmente com
o—Mr/(hvr)

Uma andlise final interessante se faz em relagdo a como a provavel corrente de spin
polarizada de modo zero ird se comportar nos estados ligados do espectro de energia
(108). Considere que o espectro quase continuo para os estados ligados de energia negativa
—M < E < =22M /3 associados & uma banda de valéncia estejam cheios ou parcialmente
cheios e que através de um campo elétrico sejam excitados para estados de energia positiva
+2v/2M /3 < E < 4+M associados & uma banda de conducdo, temos entdo que a transicao
da corrente pelo gap de energia —2v/2M/3 < E < 42v/2M/3 levara a uma funcio salto
no estado de conducao se assemelhando a um dos platos do efeito Hall quantico quando se

aumenta o campo magnético.

4.4 Skyrmion

O dltimo caso a ser analisado sao os efeitos de interagao gerados devido a presenca de
skyrmions do tipo Néel ou do tipo Bloch, acoplados na superficie de um isolante topoldgico
tridimensional. A partir das estruturas de bandas para os dois tipos de skyrmions nota-se que
existem diferencgas interessantes entre eles, no qual o do tipo Bloch apresenta a simetria de
quiralidade e nimero de Chern entre bandas opostas, enquanto o do tipo Néel nao apresenta
tais simetrias!123].

O skyrmion em questao é descrito pelo modelo de Heisenberg isotrépico, equacao (17),
porém sua solu¢ao como defeito topoldgico aparece no modelo-o nao linear O(3) que s@o
solucoes de campo estavel na aproximacao de campo médio para o modelo isotrépico. Sendo

a descricao da magnetizacao do skyrmion no limite continuo dada por:
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1 — M,(r)?cos(¢ + @)

M(r,¢) = | /1= M.(r)2sin(¢ + ®) |, (109)
M, (r)

onde o argumento P, ¢ semelhante ao caso discutido sobre os vortices, que nesse caso sera
correspondente a ®, = 0 para a caracterizagao de skyrmions do tipo Néel, Figura 44 (b),
no qual além da componente radial do spin rotacionar junto com ¢, ela também rotaciona
em relagao ao eixo-z (obedecendo M,(r)) no plano da componente radial; ja para o caso
dy = +7/2 a caracterizacao dada é de skyrmions do tipo Bloch, Figura 44 (a), no qual
além da componente radial do spin rotacionar em um angulo reto (perpendicular) com ¢, ela

também rotaciona em relagao ao eixo-z (obedecendo M., (r)) no plano da componente radial.

O W
“1: J‘\“ by %

Figura 44: (a) Configuragdo de spins para um skyrmion do tipo Bloch com parametro
de caracterizagdo ®y = 7/2; Configuracao de spins para um skyrmion do tipo Néel com
parametro de caracterizacao ®q =0 124

Para a magnetizacdo M(r,$) em (109), a componente de magnetizacio M. (r) fora do
plano possui algumas restrigoes, com um aumento suave de M,(0) = —1 no centro do
skyrmion (r = 0) até o valor M,(0) = +1 a partir de um raio (r > Ry) que limita o
alcance da interagao do skyrmion de raio R. Sendo a magnetizacao M, (r) parametrizada

para esse caso COIno:

—1 r € [0, aR]
M,(r)={ 2sin? (%) —1 re(aRRo) , (110)
+1 T Z RO

cujo parametro «, serve para suavizar a inversao de M,(r), de modo que o — 1 produz uma
mudanga abrupta de M, (r) = —1 — 1 em Ry e com isso tornando indistinguivel um skyrmion
do tipo Néel do tipo Bloch, assim tomaremos « € [0,1). O raio do skyrmion é dependente
do parametro «, sendo R = Ry(1 + «)/2.

Para a modelagem do problema os skyrmions serao descritos por uma rede triangular
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—

de Bravais, com os skyrmions centrados nos vetores de Bravais, 7 = mjd; + msds, com

my2 = 0,%x1,£2..., Figura 45, onde cada vetor é dado por @; = a(1,0) e dy = a(%, ‘/73)

Devido a possibilidade de os skyrmions na rede se sobreporem e com isso M,(r > Ry) # +1,
¢ dada a condicao de a > 2Ry permitindo um aumento suave na magnetizacao sem que o

alcance da interacao de um skyrmion afete o outro.

0,5

/Ry

Figura 45: (a) plot de uma rede de skyrmions do tipo Bloch com vetores de Bravais a; e
a,, para parametros o = 0,5 e raio de limite de alcance das interagoes Ry/a = 0,49. Com a
coloragao correspondendo a M, (r) = —1 — +1 e os vetores em preto aos spins no plano; (b)
magnetizagao em funcao da distancia para diferentes «, sendo o ponto laranja correspondente

ao ponto onde ocorre a mudanca de sinal na magnetizacao na distancia de raio R do skyrmion
(123]

Portanto, para uma rede de skyrmions, a Hamiltoniana de superficie do isolante topologico

acoplada a magnetizagao (109) sera:

H. — vy /R () K—mdif « 0) 4 ()2 + h“(f‘] /R P, 0) PP, (111)

no qual cfc sdo os operadores criacdo e destruicao para um dado elétron na posicao 7 e
J > 0 a constante de acoplamento entre vizinhos préximos. Para analise da estrutura de

bandas para o skyrmion, precisamos reescrever a Hamiltoniana (111) no espago de momento

He(K) = e*iE'FH@@e”E"?, e entao aplicar para a primeira zona de Brillouin da rede de
skyrmions.
Skyrmions do tipo Bloch: com constante de configuracio ®, = +m/2, acoplado

a superficie de um isolante topoldgico apresenta uma estrutura de bandas com algumas

simetrias interessantes. Tal acoplamento apresenta a simetria de quiralidade o, Hg (K)o, ! =

—He(K) (ou na notacao de anticomutador {Hg(K),0.}), tendo também por implicacdo a
simetria de particula-buraco =, que esta relacionada com simetria para o nimero de Chern

C entre bandas de energia oposta serem de sinal oposto C_,, = —C,,, Figura 46. Temos que
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para valores baixos da razao R/R, do raio do skyrmion para o raio de alcance da interagao,
¢ obtido estados com gap de energia para as bandas secundarias de conducgao e valéncia
apresentando nimero de Chern zero, Figura 46 (a), para tal configuracao de magnetizacao
os estados de superficie sao de Dirac massivo; porém existe um valor critico da razao R/R,
em que as bandas de valéncia e conducao se cruzam fechando o gap de energia no ponto I
apresentando nimeros de Chern C' = (0, —1 : 1,0) para as quatro bandas mais préximas da
energia zero(:), Figura 46 (b), tal configuracao de magnetizagao produz estados de superficie
de Dirac sem massa com densidade de estados de dispersao linear; por ultimo para valores
da razao R/Ry acima do critico, as bandas de valéncia e condugao abrem novamente um gap
de energia, porém as bandas secundarias e terciarias se cruzam fechando o gap de energia no
ponto I', Figura 46 (c), apresentando nimeros de Chern C' = (1,—1: 1, —1) para as quatro

bandas mais préximas da energia zero.

3 s ] s~ ] 5~ |

= 0{ R/a=0,28 09" R/a=0,37 0{ R/a=0,4

;0 C1=0 e e M

B 81 e TN St [ | g h el S [, S
~ = e
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Figura 46: Estrutura de bandas para skyrmions do tipo Bloch acoplado a superficie de um
isolante topoldgico e sua respetiva densidade de estados (DOS), com parametros fixos J = 3
e raio de limite de alcance das interagoes Ry/a = 0,49. (a) para R/a = 0,28, apresentando
abertura de gap; (b) para R/a = 0,37, sem gap de energia (circulado); (¢) para R/a = 0,44,

apresentando abertura de gap na banda primaria e auséncia de gap nas bandas secundarias

e tercidrias (circulado) 123,

Skyrmions do tipo Néel: com constante de configuracao &y = 0, acoplado a superficie
de um isolante topoldgico apresenta algumas quebras de simetrias em sua estrutura de
bandas. Em tal acoplamento o divergente da magnetizacao V.M (r,¢) no plano apresenta a
peculiaridade de que nenhuma transformagao de calibre consegue remover tais componentes
planares de magnetizagao, sacrificando com isso as simetrias de quiralidade em relacao a
energia zero e a simetria de particula-buraco, nao tendo uma curvatura de Berry associada,
Figura 47. Para tal magnetizacao nao existe uma configuragao que permita estados sem gap
de energia na banda de conducao e valéncia proximas da energia zero, porém alguns valores
da razao R/Ry é possivel obter estados de gap zero em bandas secundérias e tercidrias

como também niumeros de chern associados nao nulos, C' = (0 : 0,1,1), Figura 47 (a),
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C' =(0:0,0,2), Figura 47 (b). Apesar de de tal caso nao apresentar simetria =, é possivel
no limite em que R — R, se aproxima de uma parede de dominio entre skyrmions, ter uma
equivaléncia entre as fungoes de onda para energia positiva e negativa quando aplicado o
operador de spin no eixo-z (H &® (K)o,|Yg) = —E|Yg) = o.|vg) = [¢_g)) e com isso a

simetria particula-buraco, Figura 47 (c).
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Figura 47: Estrutura de bandas para skyrmions do tipo Néel acoplado a superficie de um
isolante topolégico, com parametros fixos J = 3 e raio de limite de alcance das interagoes
Ry/a = 0,3, com todos apresentando abertura de gap. (a) para R/a = 0,20, com auséncia
de gap nas bandas secunddrias e tercidrias (circulado); (b) para R/a = 0,25, com nimero

de Chern nao trivial C'y3 = 2 cuja banda eventualmente ird fechar o gap com o aumento de

R/a; (¢) para R/a = 0,29, limite em que R — Ry com simetria = [123],

A interacao de skyrmions com a superficie de um isolante topoldgico leva a outros
fenomenos além da quebra de simetria de reversao temporal e abertura de um gap de energia,
como efeitos de skyrmions carregados com estados ligados que podem ser manipulados com
campos magnéticos externos ou os proprios skyrmions que podem ser manipulados usando
campos elétricos129], ja no caso em que os skyrmions da rede do modelo pudessem interagir
entre si, existiriam outros fenomenos que poderiam se manifestar, tal como uma interacao
atrativa formando um estado ligado skyrmion-skyrmion126, E possivel até mesmo a formacgao

de skyrmions devido a flutuagoes fermionicas em filmes finos magnéticos na superficie de um

isolante topolégico[127].
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5 Conclusoes e Perspectivas

Os estudos envolvendo isolantes topoldgicos bidimensionais e tridimensionais tem gerado
muito interesse nos ultimos anos, tanto do ponto de vista tedrico, quanto experimental.
Existindo muitas questoes em aberto em relacao a suas caracteristicas e potencialidades a
serem investigadas conjuntamente com desafios experimentais a serem superados, além das
perspectivas de avancos em novas tecnologias, com maiores aproveitamentos nas areas de
computacao e dispositivos eletronicos.

As classificacoes de estados topologicos da matéria estao sendo largamente desenvolvidas
e catalogadas por tedricos de todo mundo, ao qual podemos comparar semelhantemente
com uma “tabela peridédica’de estados topoldgicos; sendo a maior parte das classificagoes
obtidas de acordo com as simetrias de Reversao Temporal, Particula-Buraco e simetrias
Bibartite. Cujo objetivos principais consistem na predi¢cao de novos materiais que comportem
tais estados topoldgicos, além da compreensao e previsao tedrica dos efeitos gerados pelos
materiais de ordem topoldgica, incluindo efeitos de interacao e desordem!?.

Dada as existentes limitacoes experimentais para producao de materiais de ordem
topoldgica em temperatura ambiente e com grau suficiente de pureza, ainda é dificil
imaginar aplicagoes breves, porém evidencia a possibilidade de um novo campo de estudo e
desenvolvimento de novas técnicas experimentais que possam tornar possivel sua utilizacao
em larga aplicacao. Existe grande aplicacao futura em dispositivos eletronicos no caso
dos isolantes topoldgicos, devido a conducao de correntes de spins polarizada que pode ser
explorada em relacao ao fato ter mais um grau de liberdade que um condutor trivial, também
podendo se explorar a sua propriedade do transporte de cargas sem dissipacao de energia em
sua superficie ou mesmo suas propriedades de corrente de spin liquida em contraponto a sua
condutividade Hall nula.

Os estudos das interacoes entre os isolantes topoldgicos tridimensionais com sistemas
magnéticos, mais especificamente a interacao dos estados de superficie, levou ao novo
campo dos chamados isolantes topoldgicos magnéticos[128], correspondendo a todo isolante
topoldgico que seja dopado com elementos metalicos e magnéticos ao ponto de induzir uma
magnetizacao que interage com os estados de superficie abrindo um gap de massa no ponto
de Dirac. Tal heteroestrutura permite a observacao do efeito magneto-elétrico topologico,
assim como também é possivel obter condugoes quirais de borda associadas a uma corrente
Hall semi-inteira produzida por paredes de dominio, sendo também possivel transformar esses
estados de borda em modos de Majorana por meio do acoplamento com um supercondutor.

Tais modos de Majorana sao de grande interesse devido a possibilidade em desenvolver

uma forma de produzir e detectar Férmions de Majorana, nao somente com intuito do estudo
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de particulas elementares mas também devido a sua direta aplicacao na computacao. Os
Férmions de Majorana sao particulas que satisfazem a equacao de Dirac cuja sua antiparticula
é ela prépria, sendo que até hoje essa particula nunca foi encontrada livre na natureza.
Na fisica de matéria condensada os Férmions de Majorana como uma pseudoparticula sao
previstos para existir em uma interface entre um isolante topoldgico e um supercondutor
devido a efeitos de proximidade. Com um futuro desenvolvimento para utilizagao dessas
particulas para transporte de informacoes, seria possivel desenvolver uma computacao
quantica excepcionalmente estdvel e praticamente imune & influéncias externas®®.

Com o desenvolvimento da tecnologia de materiais e engenharia, espera-se futuramente
obter uma corrente Hall semi-inteira em altas temperaturas (> 300K) com a possibilidade
do controle desses estados usando campos externos, estados topoldgicos da matéria ou da
interacao com sistemas magnéticos, tais como impurezas, vortices, skyrmions, ferromagnetos
e paredes de dominio. Considerando também que a relacao de conducao do spin e
momento sempre perpendiculares entre si e limitados as superficie do isolante topoldgico
magnético levam a funcionalidades versateis aplicadas a spintronica, tal como uma geracao
eficiente de torque de transferéncia de spin como resultado da interagao das cargas com os

128] " Os isolantes topoldgicos magnéticos podem ser usados também para

spins polarizados
transistores magneto-elétricos, que diferente dos transistores usuais que usam uma corrente de
eletricidade para produzir os bits 0 e 1, utiliza campos magnéticos ou elétricos para modificar
os estados correspondentes aos bits 0 e 1 com uma maior economia de energia podendo ser
controlados por cabecas de escrita menores, permitindo o armazenamento de dados de maior
densidade e com potencial de avango tecnolégico comparavel ao surgimento dos atuais discos
rigidos, tendo a vantagem de nao ter dissipacao de calor por efeito Joule e maior velocidade
de processamento de dados.

As perspectivas nesse trabalho consistem em aprofundar nos casos da interacao dos
estados de superficie do isolante topoldgico magnético com sistemas magnéticos, descrevendo
caracteristicas dos estados de superficie, da densidade local de estados, da dispersao dos
niveis de Landau, das simetrias contidas no problema e se o sistema apresentara um gap de
energia nos estados de borda. Tendo também o intuito de um estudo analitico em que se
considera alguns casos dinamicos da interacao e do comportamento da corrente elétrica na
heteroestrutura, incluindo como se comporta a resposta magneto-elétrica topoldgica e como
estados de superficie irao se modificar no caso dinamico do movimento de alguns sistemas
magnéticos tais como vértices, skyrmions e magnons. Tendo a area de pesquisa dos isolantes
topologicos magnéticos uma ampla diversidade de casos para estudo ainda em aberto e
a expectativa de que tais materiais gerem implicacoes em futuras aplicacoes tecnoldgicas

para computacao quantica, magnonica, fotonica e spintronica, para geracao de tecnologia e



dispositivos.
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