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Resumo

SILVA, Ana Paula Rezende Calado da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, margo
de 2017. Calculo de Areas no Ensino Médio. Orientador: Alexandre Alvarenga
Rocha. Coorientador: Mehran Sabeti.

O assunto principal deste projeto é o calculo de dreas sob graficos de funcgoes e de
areas de regioes delimitadas por uma curva plana simples. A proposta é apresentar
estes calculos sem o uso de técnicas do célculo, ou seja, fazer o estudo do tema de
uma maneira mais primitiva de modo que possa ser apresentada sem o conhecimento
prévio de integral e do Teorema Fundamental do Calculo. Propoe-se também buscar
informacoes histéricas e paralelamente entender como eram feitos os calculos de areas
com o rigor matematico da época, além de analisar de que maneira as contribuigoes
de varios grandes matematicos conduziram ao Célculo contemporaneo. Deve-se
desenvolver o estudo sobre o calculo de areas e métodos de estudos para o Ensino
Médio. Além disso, este projeto propoe uma introdugao ao estudo de curvas planas
com o objetivo de despertar nos alunos o aprendizado desse tema. Como parte
complementar do trabalho, deve-se apresentar problemas de areas utilizando técnicas

atuais do Célculo, como, por exemplo, a desigualdade isoperimétrica.
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Abstract

SILVA, Ana Paula Rezende Calado da, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
March, 2017. Mathematical Study of Abstract Theory. Adviser: Alexandre
Alvarenga Rocha. Co-adviser: Mehran Sabeti.

The main subject of this project is the calculation of areas under graphs of functions
and areas of regions delimited by a simple flat curve. One of the proposals is to present
this study without use of techniques of Calculus, that is, present in a more primitive
way that can be presented without prior knwledge of integral and the Fundamental
theorem of Calculus. It is also proposed to seek historical information and in parallel
to understand how calculations were made of areas with the mathematical rigor of
his time, beside analyzing how the time led to the contemporary Calculus. The
study on the calculation of areas and methods of study for High School showld be
developed. In addition, this project proposes an introduction to the study of flat
curves with the purpose of awakening in students the learning of this theme. As a
complementary part of the work, area problems should be presented using current

techniques of Calculus, such as isoperimetric inequality.
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Introducao

A motivacao para a escolha do tema esta relacionada ao calculo de areas que
fascina matematicos desde 400 anos a.C. Os gregos naquela época ja faziam célculos
de areas de figuras; entretanto, as areas das figuras eram denominadas quadraturas.
Este nome deve - se ao fato de que, através de sequéncias sucessivas de transformacoes,
é possivel reduzir qualquer figura poligonal a um triangulo de mesma area, esse
triangulo a um paralelogramo, o paralelogramo a um retangulo e este, por sua vez, a
um quadrado de area igual a drea da figura poligonal. Desta forma, para qualquer
figura poligonal plana, é possivel encontrar um quadrado de mesma area. Dizia - se,
nestes casos, que os poligonos eram quadraveis. Nos termos atuais, tinham areas
iguais a de um quadrado, em cada caso. Surge entao o nome quadratura para o que
chamamos hoje de area das figuras ou curvas.

Um dos grandes desafios para os matematicos daquele periodo era o cédlculo da
quadratura de figuras curvas, haja vista a dificuldade de se reduzir a quadrados
tais figuras. Regioes de forma circular deram origem aos primeiros estudos sobre as
tentativas de se quadrar essas figuras. Hipdcrates (430 a.C ), parecia ter demonstrado
um teorema sobre a quadratura do circulo.

O nosso interesse principal no ramo da matemaética grega reside no trabalho de
Arquimedes, a quem de acordo com a maioria dos historiadores, deve-se a antecipacao
(ou mesmo a invengao) do calculo integral. Em relagao as suas obras, destacaremos
algumas, seu mais famoso método demonstracao: o método de exaustao; além
de seus efeitos, seus fundamentos e suas contribuicoes para o desenvolvimento do
conhecimento matematico.

No século XVII a matematica sofrera uma transformagao importante, frequen-
temente associada a obra de René Descartes, em particular na geometria, com a
intervencao de métodos algébricos e infinitesimais. E na segunda metade do mesmo
século levaram a proposta de técnicas infinitesimais para tratar de problemas com
sentido fisico, como os que envolviam o célculo de tangentes a curvas e de areas
definidas por elas. Estas técnicas comecaram a ser sistematizadas nas tltimas décadas
do século XVII, por Gottfried Wilhelm von Leibniz e Isaac Newton, conhecidos como
os fundadores do que chamamos hoje de "calculo infinitesimal”.

O Problema Isoperimétrico ( isoperimétrico = mesmo perimetro ) teve a sua
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origem na Grécia Antiga, cerca do século IX a.C., baseada numa lenda, a Lenda de
Dido. E pode ser formulado da seguinte forma: Entre as curvas simples fechadas do
plano, com um dado comprimento, qual é a que delimita a maior area possivel?

Neste trabalho serd mostrado que o circulo ¢é a figura que delimita a maior area
utilizando técnicas atuais do Célculo.

Historicamente a disciplina Matematica tem suas mintcias pautadas nas dificul-
dades de aprendizagem.

Dados das avaliagoes institucionais como o SAEB (Sistema Nacional de Avaliagao
Escolar da Educacao Bésica) e o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), promo-
vidos pelo Governo Federal, apontam que a fragilidade quanto ao rendimento dos
alunos ao concluirem o Ensino Médio estao relacionados a dificuldades em conceitos
e procedimentos fundamentais, tais como operar com numeros reais, interpretar
graficos e tabelas, dentre outras coisas.

Neste trabalho sera defendido a Historia da Matematica como suporte para o
professor em sala de aula. Ela oferece a importante possibilidade de uma maior
compreensao de conceitos matematicos, por meio de estudos da construcao histérica
deles. Além disso, o uso da historia no processo de ensino-aprendizagem da matema-
tica também possibilita a desmistificacao dessa ciéncia e estimula a nao alienacao do
seu ensino. Percorrer os passos do desenvolvimento histérico de um conceito pode
auxiliar o trabalho investigativo em sala de aula, pois em muitos momentos o aluno
pode ter dificuldades semelhantes aquelas por quais passaram os mateméaticos no
passado.



Método de Exaustao

Neste capitulo serd apresentado a vida de Arquimedes e o método de exaustao;
além de seus efeitos, seus fundamentos e suas contribuigoes para o desenvolvimento
do conhecimento matematico.

2.1 Arquimedes

Nesta secao serd apresentada a vida de um dos maiores matematicos da histoéria,
Arquimedes de Siracusa.

Figura 2.1: Arquimedes

Arquimedes nasceu em Siracusa, na Sicilia em 287 a.C., estudou em Alexandria,
no Egito, com os estudantes de Euclides. Nasceu mais ou menos no momento em
que Euclides morreu, em torno da segunda década do século IIT a.C.. Consagrou-
se a Matematica, mais especialmente a Geometria. Muito jovem ainda comegou
a distinguir-se por seus trabalhos cientificos. De regresso a Siracusa dedicou-se
ao estudo da Geometria e da Mecanica, conseguindo descobrir principios e fazer
aplicagoes que o imortalizaram. Seu pai era um astronomo, e Arquimedes também
adquiriu uma reputacao em astronomia.

Durante a Segunda Guerra Ptnica a cidade de Siracusa se envolveu na luta entre
Roma e Cartago. Arquimedes inventou engenhosas méquinas de guerra para manter
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o inimigo a distancia. Catapultas para lancar pedras, cordas, polias e ganchos para
levantar e espatifar os navios romanos, invencoes para queimar os navios.

Arquimedes é um dos matematicos mais conhecidos do periodo pés-euclidiano.
Seus livros possuem uma estrutura bastante distinta daquela que caracteriza os
Elementos de Euclides e seus métodos nao reproduzem o padrao euclidiano. Nao
se percebe em seus trabalhos uma preocupacao nem em usar, nem em defender um
método de tipo axiomatico, e a forma como expoe seus resultados nao parece ter
sofrido influéncia do estilo dos Elementos de Euclides. Algumas obras de Arquimedes
foram pouco lidas. Uma das mais conhecidas ¢ a "Quadratura da Pardbola”.

Das obras que foram preservadas, destacam-se as seguintes em ordem cronolégica:

Sobre o Equilibrio das Figuras Planas I;
A Quadratura da Pardbola;

Sobre o Fquilibrio de Figuras Planas II;
Sobre a Esfera e o Cilindro;

Sobre as Espirais;

Sobre os Cones e os FEsferoides;

Sobre os Corpos Flutuantes;

A Medida de um Circulo;

O Contador dos Graos de Areia.

Segundo Howard Eves (2004)

”Os trabalhos de Arquimedes sao obras-primas de exposicao matematica e lem-
bram, consideravelmente, artigos de revistas especializadas modernas. Além de
exibirem grande originalidade, habilidade computacional e rigor nas demonstragoes,
sao escritos numa linguagem altamente acabada e objetiva.”

Em seu tratado Sobre a Medida do Clirculo, obra composta por apenas trés
proposicoes, “calcular” a area do circulo era uma maneira de encontrar uma figura
retilinea, um triangulo, no caso, cuja area seja igual a area do circulo. Esse foi um
dos resultados mais populares de Arquimedes em sua época e venerado por varios
matematicos durante muitos séculos. Intuitivamente, naquele periodo, muitos ja
propunham a area do circulo como sendo:

O rolar de uma roda no chao e conseqiientemente o distender da circunferéncia

no longo de sua reta sugerem a relagao entre a drea de um circulo e o comprimento
1
2
Para determinar o valor aproximado de m, Arquimedes comegou com um hexdgono

de sua circunferéncia, isto é: Area = comprimento da circunferéncia X raio.
regular inscrito e um hexagono circunscrito e calculou os perimetros dos poligonos
obtidos, dobrou progressivamente o nimero de lados até chegar a um poligono de 96
lados. Como resultado de seus calculos, obteve uma aproximacao para 7 no intervalo
de 3,14084 < 7 < 3,142858.

Mereceram destaque no trabalho de Arquimedes problemas que hoje estao no
dominio do calculo diferencial e integral. Em seu tratado Sobre Espirais, definiu a
espiral como o lugar dos pontos que se movem uniformemente em uma semirreta,
enquanto a semirreta tem um movimento de rotacao uniforme em torno de sua
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origem. Ou seja, trata-se da curva dada em coordenadas polares por r = afl, onde
a > 0 é uma constante. Essa curva, hoje conhecida como espiral de Arquimedes,
foi proposta como um método para a quadratura do circulo e para a trissecao do
angulo, sem evidentemente fazer uso da régua e do compasso. A espiral é uma curva
definida de forma dinamica, o que contrasta com o carater estatico da geometria grega
tradicional. Também por um método dinamico, Arquimedes encontrou tangentes:
decompoOs o movimento de um ponto da espiral em uma componente radial e em
outra circular, usando em seguida um paralelogramo de velocidades para determinar
a direcao da velocidade do movimento e, assim, a direcao da tangente. Realizou
ainda véarios calculos envolvendo comprimentos e areas, empregando técnicas do
método de exaustao.

Apesar da originalidade de Arquimedes, ele nao teve discipulos gregos. Mas os
matematicos arabes interessaram pelo método de exaustao.

Conforme Boyer (1995):

“Para achar dreas e volumes, o versatil Arquimedes usou sua proépria versao
primitiva do calculo integral, que, de alguma maneira, é muito semelhante, quanto ao
espirito, ao calculo atual. Numa carta a Eratéstenes, Arquimedes expos seu “método
da alavanca” para descobrir férmulas de areas e volumes. Mas, quando publicava
provas para essas formulas, ele utilizava o método de exaustao para se ajustar aos
padroes de rigor da época.”

Deve-se notar que a frase “método de exaustao” nao era usada pelos gregos antigos,
sendo uma invenc¢ao moderna; mas esta tao firmemente estabelecida na historia da
matematica que continuamos a fazer uso dela.

2.2 Método de Exaustao

O Método de Exaustao é um método creditado a Eudoxo (390-338 a.C) usado
para calcular areas ou volumes. Ele é rigoroso mas estéril, pois permite construir uma
elegante prova se conhecida a férmula mas nao se usa para descobrir um resultado.
Assemelha-se ao principio de indugao matematica.

Iniciamos o estudo do Método de Exaustao apresentando o Axioma de Eudoxo.
Esse axioma foi enunciado explicitamente, pela primeira vez, por Arquimedes, por
isso é as vezes chamado de Axioma de Arquimedes. Aqui preferimos chama-lo de
Axioma de Eudoxo, pois o préprio Arquimedes lhe dava o crédito.

2.2.1 Demonstracao do Axioma de Eudoxo (Método de
Exaustao)

Nessa secao vamos explicitar e demonstrar o método de Eudoxo.
Do axioma de Eudoxo (ou Arquimedes) é facil, por uma redugdo ao absurdo,
provar uma proposicao que formava a base do método de exaustao dos gregos:

Axioma 2.1: Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte nao menor que
sua metade e do resto novamente subtrai-se uma parte nao menor que sua metade,
e assim por diante, se chegard por fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada da mesma espécie.
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Demonstra¢ao. Em linguagem matemédtica moderna, temos: seja M uma gran-
deza qualquer; e uma grandeza prefixada e % <r<1. Fazendo M — Mr = M,
segue que My = M(1 —r), mas My — Myr = My = My = Mi(1 —r) = My =
M1 —=r)1—7r)= My = M(1—1r)? sabe-se que My — Myr = Mz = M3 =
My(1—7r)= Mz=M(1—7r)*(1—r)= Mz=M(1—r)... Repetindo suces-
sivamente chegamos a M, = M(1 —7)" . Como 0 < 1 —1r < % , temos que
(1 — r)" tende a zero com o crescimento de n . Dali, encontra-se n , tal que
M, = M(1 —r)" < ¢, qualquer que seja o valor dado para € . [

“Esta proposicao que chamaremos de "propriedade de exaustao” equivale a seguinte
formulacao moderna: se M é uma grandeza dada, ¢ uma grandeza prefixada de
mesma, espécie e r é uma razao tal que % <r <1, entao podemos achar um inteiro
N tal que: M (1 — 7)Y < ¢, para todo n > N . Isto é, a propriedade de exaustao
equivale a dizer que lim, .M (1 — )" = 0. Ainda mais, os gregos usaram essa
propriedade para provar teoremas sobre as areas e volumes de figuras curvilineas.”
(Boyer, op cit).

Foi muito usado por Arquimedes (287-212 a.C) que aproximou a area de um
figura plana pelas somas parciais de uma série ou pelos termos de uma sequéncia.

O método de exaustao é o fundamento de um dos processos essenciais do calculo
infinitesimal. No entanto, enquanto no calculo se soma um niimero infinito de parcelas,
Arquimedes nunca considerou que as somas tivessem uma infinidade de termos. Para
poder definir uma soma de uma série infinita seria necessario desenvolver o conceito
de numero real que os gregos nao possuiam. Nao é, pois, correto falar do método
de exaustao como um processo geométrico de passagem para ao limite. A nocao de
limite pressupoe a consideragao do infinito que esteve sempre excluida da matematica
grega, mesmo em Arquimedes. Mas, no entanto, o seu trabalho foi, provavelmente, o
mais forte incentivo para o desenvolvimento posterior da ideia de limite e de infinito
no século XIX. De fato, os trabalhos de Arquimedes constituem a principal fonte de
inspiracao para a geometria do século XVII que desempenhou um papel importante
no desenvolvimento do calculo infinitesimal.

Arquimedes, por exemplo, para calcular a area da parabola, inscreveu um ntmero
n de triangulos de modo que quanto maior fosse esse nimero, menor seria a diferenca
entre a area da parabola e a soma das areas dos triangulos. Sendo assim, essa
diferenca pode ser tao pequena quanto se queira, logo, Arquimedes conseguiu calcular
a area de uma parabola usando o calculo da area de triangulos (veremos a Quadratura
da Pardbola por Arquimedes na secao 3.2).

Antifon, que viveu por volta de 400 a.C., disse que por sucessivas duplicagoes do
numero de lados de um poligono regular inscrito num circulo, a diferenca entre o
circulo e o poligono a fim de exaurir-se-ia. E como se pode construir um quadrado
de area igual a de qualquer poligono, seria entao possivel construir um quadrado de
area igual a do circulo. Antifon, entao, ja apresentou a ideia basica do método de
exaustao, mas é a Eudoxo (viveu por volta de 370 a.C.) que é creditado esse método.
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2.3 Quadratura da Parabola

O método de exaustao foi empregado em muitos problemas de quadraturas de
figuras limitadas por linhas curvas. Trataremos aqui do exemplo da quadratura da
parabola, como apresentado por Arquimedes.

Dos tratados onde houve aplicacao do método de exaustao, o mais popular era
a Quadratura da Pardbola. Sabe-se que, na matematica grega, a determinacao de
areas fazia-se por comparacao com areas conhecidas, como, por exemplo, a area do
quadrado. Medir uma figura geométrica, para os gedmetras gregos, nao era encontrar
um nimero, mas sim uma figura conhecida com o mesmo comprimento ou area da
primeira. Nessa perspectiva, o que se coloca nao ¢ o problema de calcular a medida
de uma area, mas o problema de determinar a relagao entre duas areas: a area que
se quer conhecer e uma &area ja conhecida, comparando-as.

No caso da quadratura da parabola a comparacao se dava entre a area limitada
por uma parabola e por um segmento de reta (chamado segmento parabdlico) com a
area de um triangulo tendo este segmento de reta como base. Arquimedes provou
rigorosamente que a area K de um segmento parabdlico é quatro tercos da area de
um triangulo 7' tendo a mesma base e a mesma altura do segmento parabdlico.

Para Arquimedes, uma parabola era definida pela secao de um cone circular reto,
obtido girando-se um triangulo retangulo isésceles em torno de um dos lados que
formam o angulo reto. Na figura, o triangulo retangulo C KB gira em torno do
cateto C'K, a pardbola é obtida quando seccionamos este cone por um plano (WTSR)
perpendicular & hipotenusa (C'B) do triangulo que foi girado.

Figura 2.2: Definicao da Parabola

Arquimedes define o que significa base, altura e vértice de um segmento parabélico:
a base ¢ a reta que interrompe a parabola, a altura é a perpendicular méaxima que
pode ser tracada da curva até a base e o vértice o ponto a partir do qual a altura é
tracada. As outras alturas dos outros triangulos tragados sao obtidas por intersegoes
da curva (pardbola) com retas paralelas & altura maxima da pardbola. Essas retas
sao tracadas tendo como referéncia de partida, os respectivos pontos médios em que
foi divida a base da paréabola.

Esclarecido como formar o poligono inscrito na parabola, este poligono se aproxima
da parabola, isto é, pode ser inscrito nesta um poligono de tal forma que os segmentos
restantes sejam menores do que qualquer grandeza determinada.
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Quadratura da Parabola

e T

/;/ / / A | L

4

Figura 1
Fonte: Scientific American Brasil n® 7, 20035.

Figura 2.3: Quadratura da Pardbola

Para mostrar como Arquimedes provou a quadratura da parabola usaremos
algumas proposicoes abaixo:

Proposicao 2.4: Se por um ponto P de uma parabola tragcarmos uma reta PV que
é o proprio eixo da parabola ou é paralela a esse eixo, e se (Jq é uma corda paralela a
tangente a parabola por P e que corta PV em V| entao QV = V¢q. Reciprocamente,
se QV = Vq, a corda Qq serd paralela a tangente por P.

Figura 2.4: Proposicao 2.4

Proposicao 2.5: Se por um ponto da parabola tracarmos uma reta que é o eixo
ou é paralela ao eixo da parabola, como PV, e se por dois outros pontos da parabola

(@ e R tracamos retas paralelas a tangente a parabola por P e que cortam PV,
PV _ (QV)?

respectivamente em V' e W, entao 5 = ()
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Figura 2.5: Proposicao 2.5

Agora serao apresentadas as proposicoes essenciais para a quadratura da parabola
enumeradas por Arquimedes.

Proposicao 2.6: Sejam P o vértice e () um ponto qualquer sobre a parabola e
R o ponto no segmento parabdlico no qual a tangente é paralela a PQ). Seja M o
ponto em que a paralela ao eixo da parabola por R corta (Jq, um segmento paralelo
a tangente por P. Entao, PV = %RM

Figura 2.6: Proposicao 2.6

Demonstracao. Primeiro mostraremos que QV = 2MV. Seja Y o ponto de

intersecao de PQ) e RM. Como RM é paralela ao eixo PV pela Proposicao 2.4 Y

é o ponto médio de PQ). Ja que o triangulo PQV é semelhante ao triangulo Y QM

entao M é ponto médio de QV logo QV =2MYV . A reta Rr, uma paralela a (Jq

por R, corta PV em W. Entao, pela Proposicao 2.5, temos que % = ((]%‘4//);
Mas, por construcao, RW = MV e temos assim que:

PV (QV)?  (2MV)* 4

PW  (RW)2  (MV)2 1’
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Logo, PW = %PV. Assim, temos
PV =PW+ WV
1
PV = ZPV + RM

RM = PV — ;lPV

RM = §PV
4
logo temos que
PV = ZgJLR]\/[

]

Proposigao 2.7: Sejam (g a base e P o vértice de um segmento parabdlico PQq.
Seja R o ponto no segmento parabdlico no qual a tangente é paralela a P(). Entao:
APQq =8APRQ.

Demonstracao. Seja PV a paralela ao eixo que corta ()¢ em seu ponto médio V/
( pela Proposicao 2.4, pois Qq é paralela a tangente em P). A reta paralela ao
eixo por R corta PQ em seu ponto médio Y (Proposicao 2.4), logo, esta mesma
corta QV em seu ponto médio M (considerando o triangulo PQV semelhante a
Y QM , como na Proposigao 2.5). Em seguida, tragcamos o segmento PM. Sabemos
que PV = %RM e temos que PV = 2YM, pois os triangulos PQV e YQM sao
semelhante e QV = 2Q M. Logo, como

A(RY +Y M)

4
3 3

ARY AY M

3 * 3
6Y M = 4RY +4Y M

2Y M =

2V M = 4RY,

temos que

Y M = 2RY.
Podemos mostrar, assim, que: APQM = 2APR(Q) pois

APQM = AYQM + APY M,

APRQ = ARQY + APRY

e AYQM tem a mesma altura (até Q) que AY RQ e duas vezes a base (Y M = 2RY'),
logo AYQM = 2AY RQ; de modo anélogo, APY M tem a mesma altura (até P)
que APRY e duas vezes a base, portanto, APY M = 2APRY .

Como APQM = 2APR(Q), podemos mostrar que APQV = 4APRQ), pois
APQM = APMYV uma vez que tém a mesma altura (até P) e bases iguais
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(QM = MV). Logo,
APQV = APQM + APMV = 2APQM = 4APRQ.

Mas, como V divide ()¢ em dois, segue-se que APQq = SAPRQ).

Mas, se o segmento RW ¢ tracado de modo a encontrar a parabola novamente
em r, temos que RW = rW, pois RW = MV = Vm = rWW e a mesma prova
mostra que APQq = 8APrq. O]

Mostraremos agora como Arquimedes efetua a quadratura da parabola, usando o
método de exaustao.
Suponhamos que a area do triangulo APQq é T. Como

T = APQq = SAPRQ

T =APQq =8APrq,

decorre

T
APRQ+APrq= 7.

Podemos continuar o mesmo processo e construir triangulos na diferenca entre
a parabola e o poligono obtido pela uniao dos triangulos APQq, APRQ e APrq,
o que fornecera triangulo de areas 4%, 433, e assim por diante. A area do segmento
parabdlico seria a soma das areas de todos estes triangulos. A préxima proposi¢ao
permite a Arquimedes aproximar a area, sem usar a soma de uma série infinita.

Proposicao 2.8: Dada uma sucessao finita de areas, A, B,C, D, ..., Y, Z, das quais
A é a maior, e cada uma é quatro vezes sua sucessora, entao,

1 4
A+B—I—C+D+...+Y+Z+§Z:§A.

Demonstracao. Sejam b, c,d, ... areas tais que

1
b= -B
3
1
—_C
€73
1
d=-D
3
1
_ly
y=3
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Segue-se entao, facilmente, que:

1
B+b=-A
+ 3

1
C =_-B
+c 3
1
A =-Y
+z 3

Entao,

1
B+C+D+ .+ Z+btetd+ . +z2=2(A+B+C+..+Y)

Por outro lado,
1
Mw+d+m+y=§B+C+D+m+Y)
Entao, por subtracao
1
B+C+D+W+Z+z:§A

ou seja,
1 4
A+B+C’+D—|—‘..+Z+§Z:§A.

Arquimedes aplica este resultado aos triangulos obtidos sucessivamente, usando o
triangulo PQq e obtém
1 4

1 1 1 1
T+ -T+ =T+ ... T+ - T=_-T.
* 4 * 42 Tt 4rn—1 * 34—t 3

Agora temos todos os elementos para provar a quadratura da parabola:

Proposicao 2.9: Qualquer segmento limitado por uma parabola e uma corda Qg
(considere como S) ¢ igual a quatro tercos do triangulo que tem a mesma base que o
segmento e mesma altura que ele.

Demonstracdo. Para provar que duas grandezas A e B sao iguais, devemos
mostrar que nao se pode ter A < B e A > B, o que forca ser A = B.
Primeiramente suponhamos que S > %T.
Podemos dizer entao que existe n triangulos tais que a soma das suas areas

1 1
T'+-T+ =T+ ..+ T=A

4 42 4n—1
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que seja inferior a S e superior a %T (argumento geométrico). Mas como

A seria inferior a %T, o que seria contraditorio com a hipétese de que A é superior
a %T, o que leva a uma contradicao.

Agora suponhamos que S < %T e consideremos a diferenca %T —S. Pelo Lema
de Euclides, deve haver um inteiro m tal que a area T, = M%T seja inferior a
esta diferenca. Mas por outro lado,

1 1 4 1 1
Ty > T = T=2T7-7(14>+..
mZgtm T g T 3 ( T3t +4m1)

4 4 1 1
=T — T, “T—-T(1+~-+..
3 S > m>3 (+4+ +4m1),

(pela desigualdade anterior). Logo,

1 1
T(14+-+...
S < <+4+ +4m_1),

o que contradiz a evidéncia geométrica, uma vez que

1 1
T(1+=~+..
( ++ +4m1)

¢ a area de um poligono inscrito no segmento parabodlico. Portanto a area da

parabola limitada pela corda é igual a % do triangulo inscrito. O]

2.10 A Area do Circulo

Na posicao de maior matematico de todos os tempos, Arquimedes nao poderia
ficar de fora da histéria da Quadratura do Circulo. “Estreitamente ligado ao problema
de quadratura esta o do célculo de 7, razao entre a circunferéncia de um circulo e
seu diametro. Porém, a primeira tentativa cientifica de calcular 7w parece ter sido a
de Arquimedes”. (EVES, 2008, p. 141).

Em A Medida de um Clirculo, Arquimedes demonstra primeiro que a area A de
um circulo de raio r é igual a de um triangulo cuja base ¢é igual ao comprimento da
circunferéncia C' do circulo e a altura é r, ou seja, A = % Para encontrar a area do
circulo Arquimedes calculou os limites entre os quais essa area se estende e depois
estreitou pouco a pouco esses limites até mais ou menos a area real. Para isso usou
um hexagono inscrito e um circunscrito ao circulo subdividindo os lados até chegar
ao poligono com 96 lados. A area do poligono interno estabelecia o limite inferior e a
area do poligono externo fixava o limite superior.

Arquimedes percebeu que com frequéncia bastava fazer duas aproximagoes compa-
rativas faceis de uma resposta que propusesse um limite superior e um outro superior
- entre os quais residiria a resposta. Quanto maior a exatidao exigida, mais estreitos
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os limites. Para o exemplo da area os lados de um poligono podiam ser aumentados
indefinidamente, reduzindo assim a diferenca entre os limites superior e inferior até
um resultado infinitamente pequeno. Assim teve o inicio do calculo, embora outros
2000 anos ainda fossem necessarios antes que alguém desenvolvesse essa ideia. Isso
s6 aconteceu a partir de 1666, quando Newton formulou os elementos essenciais do
calculo diferencial.

A miaYale

Figura 2.7: Método da exaustao que permite o célculo de area do circulo.

Neste trabalho para calcular a area do circulo usaremos a area de um segmento
circular. Depois multiplicaremos por 2n onde n é o nimero de triangulos formados
pelos lados do poligono.

Antes de mostrarmos a drea do circulo vamos provar que

. senx
lim =1
x—0

sSeEnT
T

Ou seja, se 0 <z < 7, o valor de quando x tende a 0, é 1.

Figura 2.8: Limite Fundamental

Sabemos que:
Area do A MOA < Area do setor correspondente do arco x < Area do A COA

A _ OAMB __ l.senx __ senx
Area do A MOA = =572 = 25008 = ¢

Area do setor correspondente ao arco x =

OAx lx
2 2

I8
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Area do ACOA = Q4AC _ Ligz _ tgr
2 2 2

Substituindo esses valores na desigualdade obtemos:

SENT

Quando z tende a 0, cosx tende a 1, entao:

senx
1> >1
T
Portanto
. senx
lim =1
z—0 X

Assim continuando o calculo da area do circulo podemos perceber que a area
do segmento circular esta entre as areas dos triangulos inscritos e circunscritos a
circunferéncia. Assim A; < A,y < Ac, onde:

A; = area do triangulo inscrito e

Ac = érea do triangulo circunscrito.

Ageqg = drea do segmento circular

Seja R o raio da circunferéncia.

el i

2

Figura 2.9: Segmento circular para o cédlculo da area do circulo.
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Area do Triangulo Inscrito no Poligono
bxh
Ai -
2
4 aX L
’ 2
4 Rcos(a) x Rsen(a)
b 2
4 - R%sen(a)cos()
1 - 2 .
Portanto a area do poligono inscrito:
4 - 2nR?sen(a)cos(a)
R%sen(a)cos(a)
A = i
Como a = g—z = T entao
R%sen(Z)cos(Z)
A — nﬂ- n
Sabemos que lim, ;o *** = 1, assim quando ” tende a zero, limz_,q i —le

cos(%) — 1, portanto sua area sera:

A = 7wR?

Area do Triangulo Circunscrito no Poligono

bxh
Ac = 5

Rx L
Ao = —2

ycos(a) x ysen(a)
Ac =

2

n
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onde y = OB

2
A = ysen(o;)cos(a).

Portanto a area do poligono circunscrito:

2
4 = 2ny sen(o;)cos(oz)
2
4 = ysen(oi)cos(a)

Como a = g—z = % entao

A - yQSen(%ch)s(%)ﬂ

. sen™ , ‘
quando I tende a zero temos limz_,g —= =1 e cos(ﬂ) — 1, portanto sua area sera:
n n — n

n

ey’ = (%)2 + R? quando n é grande L se torna muito pequeno logo 3?> = R? portanto
A=T1R%



Calculo de Areas

Neste capitulo vamos calcular as dreas sob graficos de fungoes sem usar o Teorema
Fundamental do Céalculo. Vamos inscrever na regiao R compreendida entre o gréafico
de uma funcao f com valores positivos, o eixo z, em um intervalo fechado, n retangulos
e quanto mais aumentarmos o nimero de retangulos, mais préximo da area real
ficara nosso calculo. Se fizermos o n tender ao infinito conseguiremos o valor exato
da area que procuramos.

3.1 Funcao Afim

Para calcular a drea abaixo da reta no intervalo [0,b], devemos dividir esse
intervalo em n partes iguais. Cada parte dessas deve ser a base de um retangulo que
tenha altura igual a imagem do ultimo ponto de cada base. Com isso concluimos
que para calcular a drea abaixo de uma reta basta calcular a drea de n retangulos de
base % e altura igual imagem correspondente ao ultimo ponto de cada base:

n-1

Figura 3.1: Funcao afim

18
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fla) =z
b(b) b<2b) b(Sb) b<nb)
A, = — (= )+=(=)+=-(=)+...+=(—
n n n n n n n n
> 202 3b? nb?
A = ottt or

b2
Ap = (1 +24+3+...+n)
n

Célculo do somatodrio:
S = 14+2434+...+(n—1)+n

Devemos observar que se somarmos o primeiro com o 1iltimo obtemos o mesmo valor

que o segundo e o pentltimo, e assim sucessivamente.

S = 1424...4(n—-1)+n
S =n+mn—-1)4+...42+1

Somando as sentengas acima temos:

28 = m+)+n+D)+...+(n+1)+(n+1)
25 = n(n+1)

n(n+1)
S 2
Assim a area sera:
v* [n(n+1)
A, = —|—=
= [
4 = b (n+1)
"o 2n
4 = b*n(1+1/n)
"o 2n
A b*(1+1/n)

2

Quando n — oo

2
An—>b—
2

, . ;s b2
Logo a area desejada é %
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3.2 Funcao Quadratica

Para calcular a drea da pardbola no intervalo [0, 1], devemos dividir esse intervalo
em n partes iguais. Cada parte dessas deve ser a base de um retangulo que tenha
altura igual a imagem do extremo direito de cada base. Com isso concluimos que
para calcular a area abaixo de uma parabola basta calcular a area de n retangulos
de base % e altura igual a imagem correspondente ao extremo direito de cada base:

b

f(z) = a?
1/1\? 1/2\° 1/3\° 1 /n—1\" 1 /n\2
Av = — (=) += =) +=(=) +.. + = +—(—)
n\n n\n n\n n n n \n
12 22 32 (n—1)2 n?
Ao = BrEtEt T T
1
Ay = S(PP4+22+3 4. 407
n

Célculo do somaéatorio:

S = 124224+3%2+...4+n?
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Desenvolvendo os binémios obtemos:

(1+1)° = 1+31+31*2+1°
(1+2)?° = 1+32+32%+2°
(1+3)° = 1+33+33+3°

(14+n)* = 14+3n+3n*+n°

Somando as sentencas acima temos:
PP 48B4 +1+nP=n+320 1351134234 +nd

3 1
35 = (1+n)3—n—%—13
1 3 3
S = -|14+n)f—-—n—=nn+1)—1
3| 2
1 3 3
S = g_1—|—3n+3n2+n3—n—§n2—§n—1}
B 1[5 3, 1
S = S_n +2n +2n}
nd> n® n
S = — 4+ —+ =
3+2+6
Portanto a area sera:
1 [n® n%® n
A, = = |—+—+-=
n3[3+2+6}
1 1 1
A, = —+—+—
3+2n 6m2

Quando n — oo

1
A, — =
3

1

Logo a érea desejada é 3

3.3 Funcgao Quadratica no intervalo [a, b]

Analogamente para calcular a area abaixo da pardbola no intervalo [a, b], devemos
dividir esse intervalo em n partes iguais. Cada parte dessas deve ser a base de um
retangulo que tenha altura igual imagem do extremo direito de cada base. Com isso
concluimos que para calcular a area abaixo de uma parabola basta calcular a drea de
n retangulos de base ”’Ta e altura igual imagem correspondente ao extremo direito
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de cada base:
b—a
n

Considere: h =

flx) ="
A, = h{a+h)?+h(a+2h)?+ ...+ h(a + nh)?
A, = h[(a®+2ah+ %)+ (a* 4+ dah + 4h%) + ...+ (a® + 2nah + n°h?)]
A, = hl[na®+(2+4+. +2n)ah+(1+4+ 4 n?)h?
2n+2)n n* n* nl ,

A, = h ah+ |—+—+—=|h

{n [ } + {3 + 5 +6
A, = h|na®+ (n+ 1)nah + n—g—l—n—2+E h?
" 32 6

Substituindo h

Quando n — oo

, . , p3
Logo a éarea desejada é % —

_>

—

_>

b_a_na2+(n+1)nab_ + _3+n_2+2 boa)’
n n 3 2 6 n
b—al , n* n* nl(b—a)?
Da(b — LA GO
- _na + (n+1a(b a)+{3+2+6] 5
b—al , 11 )
Da(b — LTI 7
- _na + (n+1)a(b a>+{3+2+6n}(b a)}
1 1 1 1
_ 24 (14 Valb— T BT SRy
(b—a) |a®+( —i—n)a(b a)+{3+2n+6n2}(b a)}
r )2
(b—a) a2+ab—a2+(b Sa)}
:a~|— —2ab+a
b ) [B0 0= 200+ e
i 3
b a) [0 + ab + a?
i 3
b + ab® + a®b — ab* — a®b — a®
3
v
3 3
a3
?.

3.4 Funcao Cubica

Para calcularmos a drea abaixo do grafico da funcao f(x) = x3 entre os pontos 0

e 1, vamos dividir essa regiao em n retangulos de bases iguais e alturas equivalentes
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imagem do extremo direito de cada base, como fizemos para calcular a drea abaixo

da parabola:

flz) =2°
/1N 1 /2\° 1/3\° 1 /n—1\" 1 /n\3
Ay = =) +=(=) +=(=) +. = +—(—>
n n n n n n n n n \n
328 33 (n—1) n?
A = Gttt t Tt

1
A, = ﬁ(13+23+33+...—|—(n—1)3+n3)

Calculando o somatério acima temos:
S = 1P4+224+33+...+n

Desenvolvendo os binémios obtemos:

1+D* = 1"+41+614+41+1*
(1+2)* = 1"+41%°2+6.12.2* +4.1.2° 4 2
(1+3)* = 1" +41°.34+6.1%2.3%> +4.1.3% 4 3

(1+n)* = 1*+41n+6.1.n*+4n* +n
Somando as sentencas acima temos:

243+t (1)t = 40 +24. ) +6(12F 22+ P +
43+ 22+ ) 1t 2t 3t !

(1+n)n n® n?* n
2

+6[?+7+6]+4S+1
48 = (14+n)*—=n—-2nn+1)—2n>-3n>-n—1
48 = (14+n)*—2n* —5n% —4n —1

1+n)t n* 502 4n 1

S R R

(1+n)?t = n+4

Portanto a area sera:
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P N O ) S = |
n4 4 2 4 4
1/1+n\* 1 5 1 1

A = = e
4 n 2n  4n? n3  4nt

4o L1 15 11

4 \n 2n  4n?2 n3  4nt

Quando n — oo

1
A _
B

Assim a drea desejada é }1.

3.5 Funcao Polinomial

Analogamente ao que foi feito até agora para calcularmos a drea abaixo do grafico

da funcao f(z) = 2% !

entre os pontos 0 e 1, vamos dividir essa regiao em n retangulos
de bases iguais e alturas equivalentes imagem do tultimo ponto de cada base, como

fizemos para calcular a area abaixo da parabola:

RS S

1 _ _ _ _
A, = ﬁ(lk P42kt (n= D 4Pt
Calculando o somatério:

S = 1Pt okl (n— DF 4kt
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Desenvolvendo os bindémios obtemos:

(1+1DF = 1+<T)1+(§)12+...+(k 1"
(1+2)F = 1+<?)21+(§>22+...+(2)2’f
(

(1+3)F = 1+<T)31+(§>32+...+

o

(1—|—n)k. = 1+ (lf)nl - (];)n2+...+ (Z)nk

Somando as sentencas acima temos:

k\ < E\ <
oF L3k (140 = n+(1> 2'—1—(2) P2
- :

(1+n)* = n+ (T)iw (S)

Assim a area sera:
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o
3
Il
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7N
—_
3|+
3
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e
|
S
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L
|
VR
_
N——
3 |-
I
|t
|
VR
™
| =
[\
N——
s [
> ~
.l_. >
o

Quando n — oo

1

Portanto a drea desejada ¢

3.6 Funcao Seno

Usaremos no calculo da area da senoide a identidade:

2sen(a)sen(b) = cos(a — b) — cos(a + b)

Assim para acharmos a area da senoide, dividiremos o intervalo desejado em n
partes iguais, no caso nosso intervalo [a;b]. Cada parte dessas serd a base de um
retangulo de altura igual ao seno do ultimo ponto de cada base. Entao, quando
fizermos a quantidade de retangulos n tender a infinito, poderemos considerar que a
area da fungao seno no intervalo [a; b] pode ser expressa pela soma das dreas dos n

retangulos:

Counsidere h = Z’_Ta

f(z) = sen(x)

A, = hsen(a+ h)+ hsen(a+ 2h) + ...+ hsen(a + nh)
A, = h[sen(a+ h)+ sen(a+2h) + ...+ sen(a + nh)]

Multiplicando a igualdade por 2sen (%)
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2sen <—) A, = 2hsen(a+ h)sen (g) + 2hsen(a + 2h)sen (g) +

...+ 2hsen(a + (n — 1)h)sen (g) + 2hsen(a + nh)sen (g)

2sen <g> A, = hcos (a + g) — hcos (a + %) + hcos (a + %) —

h 2n — 3)h
hcos (a+%)—|—...+hcos (a—l—%) —

hcos (a + M) + hcos (a 4 M) _

2
2 A
hcos (a + %)

h h h
2sen <§) A, = h [cos (a + 5) — cos (a + nh + 5)}

A - h[cos(a+%)—cos(a+nh+%)

2sen (%)
1 cos (a+2) — cos (a+nh+ %)
n SEZ%
: 2
cos (a + 172_—“) — coSs (b + 172_—“)
An - nsen57“ -
2n
i b;na

Quando n — oo
A, — cosa— cosb

Logo a area desejada é cosa — cosb.

3.7 Funcao Cosseno

Para calcularmos a area da cossenoide usaremos a identidade
2sen(a)cos(b) = sen(b+ a) — sen(b — a).

Assim para acharmos a area da cossenoide, dividiremos o intervalo desejado em n
partes iguais, no caso nosso intervalo [a;b]. Cada parte dessas serd a base de um
retangulo de altura igual ao cosseno do ultimo ponto de cada base. Entao, quando
fizermos a quantidade de retangulos n tender a infinito, poderemos considerar que a
area da funcdo cosseno no intervalo [a;b] pode ser expressa pela soma das dreas dos
n retangulos:

Considere h = b’T“
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f(x) = cos(s)
A, = hcos(a+ h)+ hcos(a+ 2h) + ...+ hcos(a + nh)
A, = hlcos(a+ h)+ cos(a+2h)+ ...+ cos(a+ nh)]

Multiplicando a igualdade por 2sen (%)

2sen (g) A, = 2hcos(a+ h)sen (g) + 2hcos(a + 2h)sen (g) +

...+ 2hcos(a+ (n — 1)h)sen (g) + 2hcos(a + nh)sen (g)

2sen (g) A, = hsen (a + %) — hsen (a + g) + hsen (a + %) —

h 2n — 1)h
hsen(a+%>+...+hsen(a+%) —

hsen (a + M) + hsen (a + M) —

o (o 22-)

2sen (g) A, = h [—sen (a n g) - sen <a L (n ; 1)h>]

—sen (a + %) + sen <a + w>

An = 2sen (g)
4 = —sen(a—k%)%—sen(a—l—nh—kg)
n SGZ%
- 2
A |zsen (a+%2) +sen (b+ %2)
n SCTLbQ_Ta
i e

Quando n — oo
A, — —sen(a)+ sen(b) = sen(b) — sen(a).
Assim a édrea desejada é sen(b) — sen(a).

3.8 Funcao Exponencial

Para calcularmos a area da fungao exponencial usaremos o seguinte resultado
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Por isso demonstraremos este limite. Para isto devemos saber que:

e O logaritmo natural de um numero real positivo b é aquele que tem como base
o numero e (usamos a notagao [n(b), para esse tipo de logaritmo);

. , . 1
e Por definicdo do niimero e, e = lim, ,o(n + 1) .

Demonstracao: Sejat = a” — 1, e sendo a > 0, temos:
a®*—1=t

a* =t+1

Aplicamos agora o logaritmo natural aos dois membros:
In(a®) =In(t+1)

z.n(a) =In(t+1)

_In(t+1)
~ In(a)
Substituindo a® — 1 por t e x por l%t(z)l ) , temos:
a*—1 t  tin(a)
r % Cn(t+1)

Dividindo por t, obtemos:

In(a) _ In(a)
Fn(t+1)  In(t+ 1)

Quando x tende a 0, ¢ também tende a 0, como pode ser observado em t = a” — 1.
Do 1
Temos que, por definigdo,lim, ,o(t + 1)t = e, e In(e) = 1, logo:
Ina
lim ——— = lim In(a)
z—0 ln(t + 1); z—0
Aplicaremos também a soma de uma Progressao Geométrica
Demonstracao da Férmula da Progressao Geométrica
Demonstraremos aqui a férmula que usaremos para achar a soma dos termos de
uma progressao geométrica, aqui consideraremos uma progressao de razao a:

n

Y an=at+ay+as+... +a,
=1

Multiplicando os dois lados da equacao por a, temos:

n
ag Ap =az+as+ a4+ ... +a, + app1
i=1
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Subtraindo da iltima equacao, a primeira, temos:

Zan(a —1)=—a; + aps1
i=1

" _a’ay—a;  ag(a” —1)
; n = a—1 — a-—1

Para acharmos a area da fungao exponencial f(z) = a*, dividiremos o intervalo
desejado em n partes iguais, no caso nosso intervalo [0;1]. Cada parte dessas serd
a base de um retangulo de altura igual a imagem da func¢ao do ultimo ponto de
cada base. Entao, quando fizermos a quantidade de retangulos n tender a infinito,
poderemos considerar que a area da fun¢do exponencial no intervalo [0;1] pode ser
expressa pela soma das areas dos n retangulos:

Ay = ~ab+=ak 4 =ak 4.+ ab

n = ha ha ha ha
111 2 3 n

A, = 7 ah+ah+ah+...+ah]

Observe que a somatoéria entre colchetes é uma progressao geométrica de razao
1 - . 1 .
an e o primeiro termo igual a a#, assim

1 aw(a—1)
An = 7|\

A, = |2~

1 1 ~
Quando n — oo, a= tende a 1 e “=L — [na entdo

n

-1
An—>a

Ina

Portanto a area desejada é ‘;T_(ll

3.9 Funcao Exponencial com base e

Para acharmos a area da funcao exponencial, dividiremos o intervalo desejado
em n partes iguais, no caso nosso intervalo [a;b]. Cada parte dessas serd a base de
um retangulo de altura igual a imagem da funcao do 1dltimo ponto de cada base.
Entao, quando fizermos a quantidade de retangulos n tender a infinito, poderemos
considerar que a area da fungao exponencial no intervalo [a; b] pode ser expressa pela
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soma das areas dos n retangulos:
Considere h = =2

fa) =

n = he? 4+ he®th 4 het T 4 4 pettrh

_ [ea L eath g eat2h 4 ea-&-nh}
h [ea + et + % 4+ e“e"h]

n = hea[1+eh+62h+...+e"h]

3

3

N N NS

Observe que a somatoéria entre colchetes é uma progressao geométrica de razao

e e o primeiro termo igual a 1, assim

hn
A, = het {e 1}

A, = € (eh” — 1)

Logo como nh = b — a e limy,_, e’_}il = 1 entao quando n — oo

A, = e —1)=¢e —¢”



Criacao do Calculo

Neste capitulo vai ser contado um pouco da histéria do Calculo Diferencial e
Integral tema do trabalho.

A invencao do célculo se deu por muitos anos de estudos, existiu uma disputa
para saber quem era o criador do calculo: Newton ou Leibniz. Mas grandes cientistas
surgiram como precursores do calculo, alguns dos quais trataremos neste trabalho.

Arquimedes usou o método de exaustao e foi por volta de 1450 que seus trabalhos
chegaram a FEuropa, vindos de Constantinopla, cidade onde fora encontrada uma
traducao de uma coépia do século IX que continha a obra do matematico. Esta
traducao foi revisada e impressa em 1540, mas foi no inicio do século XVII que as
ideias do grego passaram por outros desdobramentos.

Depois de Arquimedes, com o método de exaustao, Johannes Kepler e Galileu
Galilei utilizaram os indivisiveis. O método de Kepler consistia em pensar na
superficie como a soma de linhas (quantidades infinitamente pequenas). Kepler
desenvolveu suas ideias em calculos de areas e volumes, utilizando quantidades
infinitas de retas e planos. Galileu, partindo de ideias semelhantes, desenvolveu seus
trabalhos no principio da cinematica, estudo dos movimentos.

Pierre de Fermat desenvolveu a ideia geral de estudos das parabolas de ordem su-
perior a 2. Em sua obra mais conhecida, Geometria indivisibilibus continuorum nova,
Cavalieri desenvolveu a ideia de Kepler sobre quantidades infinitamente pequenas.
Aparentemente, Cavalieri pensou na area como uma soma infinita de componentes ou
segmentos "indivisiveis”. René Descartes, introduziu métodos algébricos a geometria,
desenvolveu uma técnica que permitia a criacao da normal a uma curva em um ponto
dado, dispensando o uso de quantidades infinitamente pequenas e, ao mesmo tempo,
permitindo a construcao exata da tangente a uma curva cuja equagao fosse conhecida.
James Gregory, procurou em seus trabalhos generalizar o método de exaustao inserido
entre sequéencias de poligonos inscritos e circunscritos, e esbocou o inicio de uma
teoria sobre convergéncia. Isaac Barrow, nao sendo contra o uso dos métodos que
usava os indivisiveis, usou uma forma geométrica para suas demonstracoes do que
hoje também conhecemos como teorema fundamental do calculo. Mas dois grandes
nomes entraram para a histéria, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, por
inventarem o Calculo Infinitesimal ou Calculo Diferencial e Integral como é conhecido

32
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hoje.

4.1 Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz

Isaac Newton (Woolsthorpe Manor, Inglaterra, 1643 — Kensington, 1727) foi
um matematico, fisico, astronomo, filésofo, tedlogo e cientista inglés e Gottfried
Wilhelm Leibniz (Leipzip, 1646 — Hanover, 1716) foi um matematico, filésofo, tedlogo
e cientista alemao.

Figura 4.1: Issac Newton

Figura 4.2: Gottfried Wilhelm Leibniz

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileu sobre o estudo do movimento
dos corpos e desenvolveu o Célculo aproximadamente dez anos antes de Leibniz. Ele
desenvolveu os métodos das fluxions - derivacao - e fluents - integracgao - e utilizou-os
na construcao da mecanica classica.

Leibniz, diferentemente de Newton, usava a integracao como uma soma, de uma
maneira bastante parecida a de Cavalieri.

Os trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral foram publicados em 1684 e em
1686 sob o nome Calculus Summatorius . O nome Célculo Integral foi criado por
Johann Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu irmao mais velho Jacques
Bernoulli em 1690.
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A uniado das partes conhecidas e utilizadas até entao, aliada ao desenvolvimento e
aperfeicoamento das técnicas aconteceu com Newton e Leibniz que deram origem
aos fundamentos mais importantes do Calculo: as Derivadas e as Integrais.

Apés o estabelecimento do Calculo, Euler daria continuidade ao estudo de fungoes
- ainda prematuro na época - juntamente com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler,
entretanto, quem reuniu todo o conhecimento até entao desenvolvido e criou os
fundamentos da Analise.

Sao varios precursores que, de forma direta ou indireta, contribuiram para o
desenvolvimento do céalculo.

4.2 Limites e o Calculo Diferencial

Limite é o conceito mais fundamental do Calculo. A sistematizagao logica do
Célculo pressupoe o conceito de limite; de fato, limite é o que distingue, no nivel mais
bésico, o calculo de algebra, geometria e o resto da matematica, uma vez que para
definir derivada, continuidade, integral, convergéncia, divergéncia, utilizamos esse
conceito. Porém, o registro historico é justamente o oposto. A primeira vez em que a
ideia de limite apareceu, foi por volta de 450 a.C., na discussao dos quatro paradoxos
de Zeno. Por muitos séculos, a nocao de limite foi confundida com ideias vagas, as
vezes filosoficas relativas ao infinito - niimeros infinitamente grandes ou infinitamente
pequenos - e com intuicoes geométricas subjetivas, nem sempre rigorosas. O termo
limite no sentido moderno é produto dos séculos XVIII e XIX, originario da Europa.
A definigao moderna tem menos de 150 anos.

Para provas rigorosas das formulas de determinadas areas e volumes, Arquimedes
encontrou diversas somas que contém um nimero infinito de termos. Na auséncia do
conceito de limite, Arquimedes utilizava argumentos muito engenhosos chamados de
reducao ao absurdo duplo, que, na verdade, incorporam alguns detalhes técnicos do
que agora chamamos de limites.

O aparecimento e desenvolvimento do Célculo Diferencial estao ambos intima-
mente ligados a questao das tangentes.

Arquimedes e Apolonio utilizavam métodos geométricos, que diferiam entre si,
para a determinacao de tangentes a parabolas, elipses e hipérboles.

Pierre de Fermat foi o primeiro a considerar a ideia de familias de curvas. Elaborou
um método algébrico para determinar os pontos de maximo e os pontos de minimo
de uma funcao. Ele encontrava geometricamente os pontos onde a reta tangente ao
grafico tinha inclinacao zero, ou seja, buscava os pontos em que o coeficiente angular
da reta tangente era nulo. Escreveu a Descartes explicando o seu método que é
basicamente utilizado ainda hoje. Na realidade, devido a esse trabalho, que estava
intimamente relacionado com as derivadas, Lagrange afirmou considerar Fermat o
inventor do Calculo.

Durante o século XVII, diversos gedmetras planejaram esquemas algébricos com-
plicados para encontrar retas tangentes a determinadas curvas. Descartes desenvolveu
um processo que usava dobro-raizes de uma equacao auxiliar; essa técnica foi me-
lhorada pelo matematico Johan Hudde, que era, na época, o maior matemético de
Amsterda. René de Sluse, inventou um outro método mais sofisticado para obter retas
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tangentes a curvas. Em cada um desses métodos, o limite deve ter sido usado numa
etapa critica. Mas nenhum deles percebeu a necessidade da ideia de limite, e assim
cada um encontrou uma maneira inteligente para conseguir os préprios resultados,
que estavam corretos, embora sem o rigor possibilitado pelo limite.

Isaac Barrow considerou que para estudar as tangentes consistia no limite de uma
corda com os pontos aproximando-se entre si.

Acredita-se que um dia, enquanto observava o movimento dos planetas, Newton
tenha-se perguntado porque as érbitas dos planetas eram curvas, pois se fossem
formadas por segmentos de retas seriam muito mais faceis de serem estudadas. Por
que nao considera-las como um conjunto de pequenas retas que, aproximadamente,
representariam o movimento daquela curva? FEste simples, porém genial insight
significou para Newton o comecgo de uma longa e frutifera produgao cientifica que
englobou, entre outras coisas, as derivadas, as integrais e toda a base da mecanica
classica. Isaac Newton, em Principia Mathematica, seu maior trabalho em Matema-
tica e Ciéncia, foi o primeiro a reconhecer, em certo sentido, a necessidade do limite.
Infelizmente, para a fundamentacgao rigorosa do Célculo, durante muitas décadas,
ninguém examinou as sugestoes que Newton havia fornecido.

Com as ferramentas disponiveis na época, os problemas da chamada Geometria
foram resolvidos, e surgiam novas aplicagoes do Calculo a Ciéncia, principalmente
a Fisica e a Astronomia. Novos campos da Matemadtica, em especial das equagoes
diferenciais e do célculo de variagoes, foram sendo criados.

Ja no final do século XVIII, o matematico Joseph-Louis Lagrange tinha elaborado
uma reformulacao sobre a mecanica em termos do Calculo. Lagrange focalizou
sua atencao nos problemas da fundamentacao do Calculo. Sua solugao tinha como
destaque "toda a consideracao de quantidades infinitamente pequenas, dos limites
ou dos fluxos”. Lagrange fez um esfor¢o para fazer o Célculo puramente algébrico
eliminando inteiramente os limites.

Em 1812, Carl Friedrich Gauss compos o primeiro tratamento rigoroso de conver-
géncia para seqiiéncias e séries, embora nao utilizasse a terminologia dos limites.

Ja no século XIX, Augustin Louis Cauchy usou o limite como a base para a
introducgao precisa do conceito de continuidade e de convergéncia, de derivada, de
integral. Niels Henrik Abel (1802 - 1829) e Peter Gustav Lejeune Dirichlet estavam
entre aqueles que procuravam por problemas delicados e nao intuitivos.

Entre 1840 e 1850, Karl Weierstrass comecgou pela definicao de limite de Cauchy
em termos aritméticos estritos, usando-se somente valores absolutos e desigualdades.

O desenvolvimento do Célculo continuou com muitos outros matematicos, como,
por exemplo, Jacques Bernoulli, Johann Bernoulli, MacLaurin, Agnesi, Euler,
d’Alembert, Lagrange e Cauchy. Como exprime o titulo da principal obra de La-
grange: "Teoria das fungoes analiticas, contendo os principios do calculo diferencial,
livres de qualquer consideracao de infinitamente pequenos, evanescentes, limites e
fluxoes, e reduzidos a andlise algébrica de quantidades finitas”. O calculo passa ser
reduzido a andlises algébricas.
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4.3 Conceito de Integracao

Neste capitulo serd contado um pouco da histéria das Integrais.

Os primeiros problemas que apareceram na Historia relacionados com as integrais
sao os problemas de quadratura. Um dos problemas mais antigos enfrentados pelos
gregos foi 0 da medicao de superficies a fim de encontrar suas areas. Quando os antigos
geometras comecaram a estudar as areas de figuras planas, eles as relacionavam com
a area do quadrado, por ser essa a figura plana mais simples. Assim, buscavam
encontrar um quadrado que tivesse area igual a da figura em questao.

A palavra quadratura é um termo antigo que se tornou sinénimo do processo de
determinar areas.

Quadraturas que fascinavam os geometras eram as de figuras curvilineas, como o
circulo, ou figuras limitadas por arcos de outras curvas. As linulas - regioes que se
assemelham com a lua no seu quarto-crescente - foram estudadas por Hipdcrates de
Chios, 440 a.C., que realizou as primeiras quadraturas da Historia. Antifon, por volta
de 430 a.C., procurou encontrar a quadratura do circulo através de uma seqiiéncia
infinita de poligonos regulares inscritos: primeiro um quadrado, depois um octogono,
em seguida um hexadecdgono, e assim por diante. Havia, entretanto, um problema:
essa seqiiéncia nunca poderia ser concluida. Apesar disso, essa foi uma ideia genial
que deu origem ao método de exaustao tratado no capitulo acima.

Nesse contexto, uma das questoes mais importantes, e que se constituiu numa
das maiores contribuicoes gregas para o Calculo, surgiu por volta do ano 225 a.C.
Trata-se de um teorema de Arquimedes para a quadratura da parabola.

Em seus calculos, Arquimedes encontrava somas com um numero infinito de
parcelas. O argumento utilizado era a dupla reductio ad absurdum para “escapar’da
situacao incomoda. Basicamente, se nao podia ser nem maior, nem menor, tinha que
ser igual.

A contribuicao seguinte para o Célculo Integral apareceu somente ao final do
século XVI quando a Mecanica levou varios matematicos a examinar problemas
relacionados com o centro de gravidade. Em 1606, em Roma, Luca Valerio publicou
De quadratura parabolas onde utilizou o mesmo método grego para resolver problemas
de calculo de areas desse tipo.

Kepler, em seu trabalho sobre o movimento dos planetas, teve que encontrar
as areas de varios setores de uma regiao eliptica. Para calcular volumes de sélidos,
pensava na soma de fatias planas. Desse modo, calculou os volumes de muitos
solidos formados pela revolucao de uma regiao bidimensional ao redor de um eixo.
Para o calculo de cada um desses volumes, Kepler subdividia o sélido em varias
fatias, chamadas infinitésimos, e a soma desses infinitésimos se aproximava do volume
desejado.

Os proximos matematicos que tiveram grande contribuicao para o nascimento do
Célculo Integral foram Fermat e Cavalieri. Em sua obra mais conhecida, Geometria
indivisibilibus continuorum nova, Cavalieri desenvolveu a ideia de Kepler sobre
quantidades infinitamente pequenas. Aparentemente, Cavalieri pensou na area como
uma soma infinita de componentes ou segmentos "indivisiveis”. Ele mostrou, usando
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os seus métodos, o que hoje em dia escrevemos:

Todo o processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi entao aritmetizado
por Wallis. Em 1655, em seu trabalho Arithmetica infinitorum, Wallis desenvolveu
principios de inducao e interpolagao que o levaram a encontrar diversos resultados
importantes, entre eles, a antecipacao de parte do trabalho de Euler dobre a funcao
gamma.

O problema do movimento estava sendo estudado desde a época de Galileu. Tanto
Torricelli como Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades
variadas. A derivada da distancia era a velocidade e a operacao inversa, partindo da
velocidade, levava a distancia. A partir desse problema envolvendo movimento, a
ideia de operacao inversa da derivada desenvolveu-se naturalmente e a ideia de que a
integral e a derivada eram processos inversos era familiar a Barrow. Embora Barrow
nunca tenha enunciado formalmente o Teorema Fundamental do Calculo, estava
trabalhando em direcao a esse resultado; foi Newton, entretanto, quem, continuando
na mesma direcao, formulou o teorema.

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileu sobre o estudo do movimento
dos corpos. Ele desenvolveu os métodos das fluxions - derivagao - e fluents - integracao
- e utilizou-os na construcao da mecanica cléssica. Para Newton, a integragao consistia
em achar fluents para um dado fluxion considerando, desta maneira, a integracao
como inversa da derivacao. Com efeito, Newton sabia que a derivada da velocidade,
por exemplo, era a aceleracao e a integral da aceleracao era a velocidade.

Newton representava as integrais por um acento grave acima da letra em questao,
por exemplo, a integral de y era representada por y'.

Leibniz, diferentemente de Newton, usava a integracao como uma soma, de uma
maneira bastante parecida a de Cavalieri. Dai vem o simbolo - um ’s’ longo - para
representar summa . Segundo ele, "represento a area de uma figura pela soma das
areas de todos os retangulos infinitesimais definidos pelas ordenadas e pelas diferencas
entre as abscissas... ”.

Ambos desenvolveram o Célculo Integral separadamente, entretanto Newton via
o Calculo como geométrico, enquanto Leibniz o via mais como analitico.

Leibiniz acreditava que a notacao era de fundamental importancia e, de fato, a
sua notacao foi mais eficaz do que a de Newton e acabou por se consolidar, sendo
utilizada até os dias de hoje, mantendo exatamente a mesma forma. Newton escrevia
para si préprio e nao foi feliz em encontrar uma notagao consistente.

Os trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral foram publicados em 1684 e em
1686 sob o nome Calculus Summatorius . O nome Calculo Integral foi criado por
Johann Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu irmao mais velho Jacques
Bernoulli em 1690.

Principalmente como consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo de
Newton, as integrais foram simplesmente vistas como derivadas "reversas”. Na
mesma época da publicagao das tabelas de integrais de Newton, Johann Bernoulli
descobriu processos sistematicos para integrar todas as funcoes racionais, que é
chamado método das fragoes parciais. Essas ideias foram resumidas por Leonard
Euler, na sua obra sobre integrais.
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Apods o estabelecimento do Calculo, Euler daria continuidade ao estudo de fungoes
- ainda prematuro na época - juntamente com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler,
entretanto, quem reuniu todo o conhecimento até entao desenvolvido e criou os
fundamentos da Analise.

Hoje em dia o Calculo Integral é largamente utilizado em varias areas do conheci-
mento humano e aplicado para a solucao de problemas nao sé de Matematica, mas
de Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica.



D

Teorema Fundamental do Calculo

Neste capitulo demonstraremos o Teorema Fundamental do Céalculo e como sua
utilizacao simplifica o processo para se chegar ao resultado das areas.

Hoje o cédlculo baseia-se no seguinte problema:

Dada uma fungao f : [a;b] — R, limitada no intervalo [a;b]. Admitamos,
por simplicidade, que f seja ndao-negativa, isto é, f(x) > 0 para todo x € [a;b].
Consideremos o conjunto A = {f(x;y) = R*a <z <b;0 <y < f(x)}, formado
pelos pontos do plano compreendidos entre o eixo das abscissas, o grdfico de f, e as
retas verticais xt = a e x = b. Qual € a drea deste conjunto?

Mas antes de solucionarmos esse problema, vamos entender alguns resultados.

5.1 Integral de Riemann

Para fazer a construgao da Integral de Riemann precisamos de algumas defini¢oes.

Definicao 1: Seja f: I C R — R uma funcao definida no intervalo I. Dizemos que
f é continua no ponto a € I se, para todo ¢ > 0, dado arbitrariamente, existir um
d > 0 de forma que para todo x € I com |z —a| < 0 = |f(z) — f(a)] < ¢, ou seja,
uma funcao f é continua em um ponto a se

lim f(z) = f(a)

r—a

Dizemos que f é continua se for continua em todos os pontos do seu dominio.

Definicao 2: Seja f : I C R — R uma funcao definida no intervalo aberto I.
Dizemos que f é derivavel no ponto xy € I se o seguinte limite existir
x)— f(x

oo @) = o)

T—T0 r — T
Neste caso, este limite é denominado derivada de f no ponto xg e denotado por
f'(xo). Dizemos que f é derivavel se ela for derivavel em todos os pontos do seu
dominio . Considere x = xg + h, entao h = x — z¢ e h tende a zero quando x tende a

39
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Zo, assim podemos escrever a derivada de f no ponto zy como

f/(xo) — lim f(xO + h) B f(-TO)

h—0 h

Definigao 3: Uma partigdo do intervalo [a;b] é a escolha de um subconjunto
finito de pontos P = {a = zy < 1 < ... < x, = b} de [a;b] . O intervalo
[;_1; x;], de comprimento z; — z;_1, serd chamado o i-ésimo intervalo da partigdo P.

n
E .Ti—fﬂi,l:b—a
=1

Defini¢ao 4: Seja f : [a;b] — R uma fungao limitada e P = {zg < 27 < ... < z,,}
uma parti¢ao de [a, b].

Evidentemente,

m = inf{f(z);x € [a; 0]}
M = sup{f(z);x & [a; b]}

Observe que os numeros m e M estao bem definidos, gragas a limitagao da funcao
fem< f(x) < M para todo x € [a;].

Considerando cada intervalo [z;_1;2;] como a base de um retangulo e o infimo ou
o supremo de f em cada i-ésimo intervalo como a altura desse retangulo, obtemos
uma aproximacao para a area sob o gréafico de f somando as dreas de cada retangulo
assim construido.

Definicao 5: A soma inferior de f relativamente particao P é o numero:
n
s(f; P) =my(xy — o) + ... + mp(Ty — Tpy1) = Zmz(xl — i 1).
i=1
A soma superior de f relativamente a particao P é o nimero:

S(f, P) = Ml(Il - I‘O) + ...+ Mn(mn - I’n+1) = ZMz(xz — xi—l)-
i=1

/4 AN

Figura 5.1: Soma Inferior e Soma Superior

Observagao: A demonstragao do teorema seguinte podem ser encontrada na
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referéncia [9)].
Teorema 5.1.1: Toda funcdo continua f : [a,b] — R ¢ integravel.

Se f assume valores negativos e positivos, podemos continuar a aproximar o
calculo da &area sob a curva de f através da Soma de Riemann, considerando a
soma das areas dos retangulos que estao acima do eixo x e o negativo das areas dos
retangulos que estao abaixo do eixo . Tomando o limite das somas de Riemann
encontramos a area liquida pela diferenca de areas: A; — Ay, onde A; representa
a area da regiao acima do eixo x e abaixo do grafico de f e Ay é a drea da regiao
abaixo do eixo z e acima do grafico de f. A figura abaixo ilustra esta situacao.

a b

Figura 5.2: Representacao da Area

Defini¢ao 6 (Integral de Riemann): Seja f uma func¢ao continua definida no
intervalo [a,b] e seja P uma parti¢ao qualquer de [a,b], entdo a Integral definida de f
no sentido de Riemann de a até b é dada por

b

/f(x)dx: lim Zf(ci).Axi,

maxAx;—0 <

a =1

desde que o limite exista.
Definigao 7: Dada uma funcao f. Se para todo elemento do dominio de f, existe

outra fungao F', tal que:

se diz entao que F' é uma funcao primitiva, antiderivada de f e que f é uma funcao
integravel. Utilizando a notagao de Leibniz, se podera escrever:

/ F(a)de = / F'(2)dz = F(x)

Precisamos de uma notagao mais conveniente para as antiderivadas que as tornem
faceis de serem trabalhadas. Devido a relacao dada pelo Teorema Fundamental do
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Calculo entre antiderivadas e integrais, a notacao

/f(x)dx =F(z)+C

¢é tradicionalmente usada para uma antiderivada de f e é chamada de integral
indefinida.

Por exemplo:

3
/dea::%—i-C

pois a derivada de ””—; + C éigual a 22

Portanto podemos olhar uma integral indefinida como uma familia de fungoes
(uma antiderivada para cada valor de constante C').

Entao F e GG sao antiderivadas de f e sabemos que diferem por uma constante C'.
G(z)=F(z)+C = G'(x) = F'(x)

Assim, conhecida a integral indefinida de uma funcao f, podemos calcular qual-
quer integral definida desta mesma funcao. Além disso, a partir das propriedades
operatoérias de derivagao, podemos estabelecer algumas regras basicas para as in-
tegrais indefinidas. Por exemplo, a propriedade operatoria para derivar somas de
fungoes pode ser traduzida em termos de integrais indefinidas como

@)+ gz = [ f@do+ [ gla)da

Da mesma forma, se C' é uma constante arbitraria,

/Cf(x)dx - O/f(:z:)dx.

Teorema 5.1.2 (Teorema do Confronto): Suponha que g < f < h para qualquer
x em um intervalo contendo a, exceto, possivelmente, em x = a. Suponha, também,
que: lim, ., g(x) = lim,_,, h(z) = L. Entao

lim f(z) = L.
Demonstragao. Seja ¢ > 0. Como lim,,,g(z) = L, existe 6; > 0, tal que

lg(z) — L| < e sempre que 0 < |z —a| < ;. Por outro lado, como lim,_,, h(z) = L,
existe d > 0, tal que |h(z) — L| < € sempre que 0 < |z —a| < 5. Agora, considere
d = min[dy, d2]. Entao, se 0 < |[z—al < § temos que: |g(z)—L| < ee |h(z)—L| <€,
ou, de modo equivalente, L —e < g(z) < L+ee L—e < h(zr) < L+e€. Logo, pela
hipdtese, temos que, se 0 < |z —a| < J, entdo: L—e < g(z) < f(z) < h(x) < L+e
— L—e< f(zr) < L+e. Portanto, se 0 < |x —a| < §, temos que |f(x) — L| < e
e, desse modo, lim,_,, f(z) = L

[
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i

il i i

Figura 5.3: Teorema do Confronto

5.2 Teorema Fundamental do Calculo
Teorema 5.2.1: Se f: [a,b] - R é uma fungao continua, entao a fungao F(x) =

[ ft)dt, x € [a,b] é continua em [a,b], derivdvel em (a,b) e satisfaz F'(z) = f(x). E
b
se F' é antiderivada para f, ou seja F'(z) = f(z) entdo [ f(z)dz = F(b) — F(a).

Demonstracao. Por definicao de derivada temos que

F(z + h) — F()

/ . .
Pl =

T [ raa

/ 9. a
F(z) = Jim h

F’ = lim *—
() = lim -

h—0

Como f é continua em [x,x + h] logo f(z) tem pontos de méximo e minimo
locais no intervalo de [z, x4 h]. Sejau e v € [z, x + h] tais que f(u) seja o minimo
e f(v) seja o maximo. Considere s € [z, x + h] tais que

fu) < f(s) < f(v).
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Se considerarmos as areas dos retangulos com base h temos que

s+h

fluh < / Ft)dt < f(o)h

dividindo por h temos:
s+h

[ ft)dt
flu) < ST < f(v)

Como f é continua entao quando h tende a 0, u e v tende a x, assim

s+h

[ ft)dt
f(z) < lm = < f(2)

pelo teorema do confronto temos que

T peyar

}llig(l)stf(a:):F’(:v)

Seja g(z) = fxf(t)dt sabemos que ¢'(z) = f(z)

Temos assim que
Logo

portanto F(z) = g(x) + ¢
Assim temos que

TABELA DE INTEGRAIS INDEFINIDAS:

[ kdx = kz + C
Jatde = T+ C

fexdx:e‘”+0
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[ senzdx = —cosx + C

[ coszdx = senz + C
[ idz =Injz|+C
Ja*dx = <L Ca>

Ina

5.2.1 Resultados

Oea

Para verificarmos como simplificou o calculo das dreas com as integrais vamos

calcular abaixo os exemplos feito neste trabalho:

b

b
) fade=2| =2 - C =¥
0

1
2) [2Pde =% =L
0

SO

b
3) [a?de =% =¥

LS

1
4)fx3dx:‘%4 =1
0

1
5) [aFtdx = % =
0

b

6) [ senxdx = —cosx

b
7) [ coszdr = senx

8) [a"de = £ | =& — & —

1 0

w
Wl

N
=

= —cosb + cosa = cosa — cosb

= senb — sena

a a—1

Ina| ~ lna Ina Ina



Desigualdade Isoperimétrica

Neste capitulo serda mostrado que o circulo é a figura que delimita a maior area
utilizando técnicas atuais do Célculo.

O Problema da Desigualdade Isoperimétrica teve origem na Grécia Antiga baseada
na Lenda do Dido. Foi reproduzida na Eneida de Virgilio, e conta a migracao fenicia
para o Ocidente mediterraneo, mas ficou conhecida como o romance entre Dido e
Eneias.

Conta a Lenda que Muto, o rei de Tiro (antiga cidade fenicia, hoje, Sur, no
Libano), quando morreu, passou seu reino para seus dois filhos, Pigmalidao e Elissa
(o nome tirio de Dido).

Apesar de Pigmalido ser um crianca, foi ele que o povo escolheu como o novo rei.
Elissa se casou com seu tio Sicarbas, sacerdote de Heracles. Pigmaliao mandou matar
Sicarbas na tentativa de roubar a enorme fortuna do seu cunhado. Dido, horrorizada
com o crime, decidiu fugir. Carregou os barcos com os tesouros de Sicarbas e fugiu
acompanhada por nobres tirios descontentes. Para iludir o irmao durante a fuga,
conta a lenda que, durante a viagem, Dido jogou ao mar sacos cheios de areia que
dizia estarem cheios de ouro e que oferecia pela alma do marido. Foram rumo a
Africa, onde os indigenas os receberam de forma amistosa.

Dido pediu um pouco de terra para se estabelecer e, encontrando um lugar
adequado ela negociou com o rei Jarbas a compra das terras. Na negociacao ela
poderia comprar apenas a quantidade de terra que conseguisse cercar com a pele de
um boi. O que ele achavam ser um golpe de génio Dido conseguiu erguer a cidade de
Cartago.

Ela mandou cortar o couro de um boi em tiras muito finas que depois de unidas
formaram um longo fio com que delimitou um territério bastante vasto. Os indigenas,
obrigados a respeitar a promessa feita, concederam-lhe a terra assim delimitada.

Como a regiao a ser escolhida ficava a beira do mar eles decidiram que o formato
do terreno seria um semicirculo a ser contornado pela corda.

Durante o reinado de Dido, a cidade de Cartago prosperou e adquiriu tal prestigio.
Jarbas, rei indigena, vendo aquilo quis casar-se com Dido, ameacando declarar guerra
a cidade caso ela se recusasse. A rainha Dido, que nao podia rejeitar a proposta
mas abominava tal uniao pediu um prazo de trés meses sob o pretexto de acalmar a
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Figura 6.1: Fio para delimitar o Terreno

sombra do marido com sacrificios. Quando o prazo terminou, subiu em uma pira
fianebre e suicidou-se.

Foi sobre este tema que Virgilio, sem se preocupar com a cronologia segundo a
qual haveria pelo menos 300 anos entre a tomada de Tréia e a fundacao de Cartago,
fantasiou uma outra versao da estéria fazendo intervir Eneias na lenda de Dido, na
sua obra Eneida.

Virgilio conta que o heréi Eneias é recolhido pelos habitantes de Cartago depois de
ser empurrado por uma tempestade para a costa da Africa. Enquanto os companheiros
reparavam os navios, Eneias usufruiu da hospitalidade da rainha, que pouco a pouco
se apaixonou por ele e se tornou sua amante. Rapidamente o rei Jarbas soube do
acontecido e indignado por se ver desprezado conseguiu afastar Eneias com a ajuda
de Jupiter. Eneias partiu sem tornar a ver a rainha e esta, quando soube que fora
abandonada, ergueu uma enorme pira e suicidou-se entre as chamas. Na Eneida
de Virgilio, a lenda de Dido é descrita com ligeiras alteragoes sendo, no entanto,
semelhante a forma como Dido obteve um territério tao vasto. Na verdade, a rainha
Dido deparou-se com o seguinte problema:

Dado um fio com um determinado comprimento, qual é a maior por¢cao de terra
que se conseque delimitar com esse fio? E de que forma se obtém a quantidade
maxima de terra?

Segundo alguns autores, Dido escolheu um local com acesso ao mar, pelo que a
sua ideia foi utilizar nao s6 o fio mas também o mar para delimitar a maior por¢ao
de terra possivel. Por esta razao é designado por problema de Dido.

6.1 A Desigualdade Isoperimétrica no caso
Diferenciavel

Nesta secao usaremos calculo diferencial para provarmos a desigualdade isoperi-
métrica. Para nos auxiliar na demonstracao, introduziremos alguns conceitos basicos
como curvas planas, equacoes paramétricas e parametrizagao pelo comprimento de
arco.
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6.1.1 Curvas Diferenciaveis

O conceito de curva é mais geral que o de grafico de uma fungao, pois, uma curva
pode ser fechada (como é o caso de circulos e elipses), pode interceptar a si prépria
como um oito, ou desenvolver-se em espiral em torno de um ponto. Estudaremos
as curvas que nesta secao estao situadas em um plano cartesiano xy e gozam da
propriedade de que as coordenadas x e y de um ponto arbitrario P da curva podem
expressar-se como funcoes de uma variavel ¢, chamada parametro .

Definigao 8: Uma curva plana é um conjunto C' de pares ordenados (f(t),g(t)),
em que f e g sao fungoes continuas em um intervalo I.

Seja P : [a,b] — R? uma curva. Os pontos P(a) e P(b) sao chamados extremos
da curva. Por facilitar vamos referir a uma curva plana por curva. O grafico de uma
curva consiste em todos os pontos P(t) = (f(t),g(t)) do plano cartesiano zy, para t
em [. Usaremos alternadamente os termos curva e grafico de uma curva. Dizemos as
vezes que o ponto P(t) traga a curva C quando ¢ varia em 1.

Os graficos abaixo representam curvas. Na primeira curva os extremos sao distintos
(P(a) # P(b)) e esta intercepta a si propria, isto é, dois valores distintos de ¢ originam
o mesmo ponto (ver figura 9.2a). Na segunda curva, como P(a) = P(b), chamamos
esta de curva fechada, porém ela se auto-intercepta num ponto diferente dos extremos
(ver figura 9.2b). Quando uma curva é fechada e nao possui auto-interceptagoes
(além dos extremos) dizemos que a curva ¢ simples (ver figura 9.2c).

A Py ' . Pll=Pto
Pl

Ple}=

() 1] fe)

Figura 6.2: Gréfico de Curvas

As equagoes paramétricas da curva podem ser representadas por z = z(t) =
f(t),y=y(t) = g(t); t € I. Representando na forma vetorial em o : I — R?, temos
que «a(t) = (z(t),y(t)); o é chamada de parametrizacao da curva. Eliminando o
parametro, obtemos uma equacao s6 em termos de x e y; neste caso chamaremos
esta de Equacao Cartesiana da curva.

Uma parametrizacao « : I — R? tem que «a(t) = (z(t),y(t)) é diferencidvel se as
coordenadas z = x(t) e y = y(t) sdo diferenciaveis, e o vetor o/ (t) = (2'(t),y'(t)) é
chamado de vetor derivada ou também de vetor tangente a curva. Dizemos que a
curva ¢ suave se tiver parametrizacao diferenciavel.

Observacao: A demonstracao do teorema seguinte podem ser encontrada na
referéncias [3].

Teorema 6.1.1: Seja C' uma curva suave e simples dada parametricamente por
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x = f(t),y=g(t), com a <t <b, entdo o comprimento L de C' é:

L= [ VIF@P+ o

Definigao 9: Seja a : [a,b] — R?, tal que a(t) = (z(t),y(t)) uma parametrizagao
da curva suave C. Dizemos que «a é parametrizada pelo comprimento de arco se

7

Vt € [a,b] temos que o comprimento da curva a de a(a) até a(t) é igual a "t — a”.

Em outras palavras, se a estd parametrizada pelo comprimento de arco, entao

para todo a < s < b temos que [ +/[2/(1)]2 + [y/(1)]2dt = s —a .

a
Pelo teorema fundamental do calculo, derivando com relagao a s na equagao
acima temos que: /(2/(s))2 + (v/(s))2 =1
Antes de iniciarmos a demonstracao da desigualdade isoperimétrica com a utiliza-

¢ao do célculo diferencial, apresentaremos a seguinte aplicacao do Teorema de Green
que utilizaremos na prova. A demonstracao deste resultado pode-se encontrar em [4].

Lema 6.1: Seja a : [a,b] — R? uma curva fechada, simples, orientada positivamente
(sentido anti-horério) e definida por «a(t) = (z(t),y(t)). Entao a drea A da regiao
limitada pela curva « é:

(z()y'(1)) — y()2' (t)dt

s
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|
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6.1.2 Teorema Principal

Seja «a(t) = (x(t),y(t)) uma curva qualquer; posso dividir a regiao limitada pela
curva em um numero finito de regioes, pois sempre vai existir uma reta E no plano
tal que a distancia p(t), que é a distancia entre «(t) e a reta F, é uma fun¢ao com
nimero finitos de pontos criticos p'(t) = 0:

Figura 6.3: Gréfico de Curvas

Teorema 6.1.2: Seja C' uma curva plana simples e fechada com comprimento [, e
. , .~ . . ~ 2 . .

seja A a area da regiao limitada por C', entao A < i—ﬂ e verifica-se a igualdade se e

somente se C' é um circulo.
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Demonstracao. Sejam E e E’' duas retas paralelas que nao interceptam a curva
fechada C', e considere o movimento dessas retas até que elas toquem C' pela
primeira vez. Obtemos assim duas retas paralelas, L e L', tangentes a curva C,
de forma que C estéd totalmente contida na faixa limitada por L e L.

Considere agora um circulo S! de raio r que seja tangente a L e L' e nao
intercepta C. Seja O o centro de S! e introduza o sistema coordenadas cartesianas
com origem em O e o eixo Oz perpendicular a L e L' (ver figura 9.3).

Vamos parametrizar a curva C' pelo comprimento de arco, a(s) = (z(s),y(s)),
de modo que a curva C' tenha orientagao positiva e os pontos de tangeéncia de C'
com L e L' sejam, respectivamente sy = 0 e s1.

E L L E

£
»
/-{ (2]
9

—H

s‘|
Figura 6.4: Curvas

Podemos supor que a parametrizacao de S é a(s) = (7(s),y(s)) que também
podemos escrever como a(s) = (z(s),y(s)) com s € [0,]] . Mas em S', pelo
teorema de pitdgoras temos que 22 + 72 = r2 que é 0 mesmo que § = +v/72 — 22;
entdo podemos dizer que @(s) = (x(s), & /r2 — 22).

Seja A a area da curva C'. Pelo lema, temos que:

A= /lw(S)y’(S)dS

e seja A a area de Sp, onde

A=mr"= —/l:c'(s)ﬂ(s)ds
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Assim, somando as areas A e A, temos que:

A+7r? = | z(s)y'(s) —y(s)2(s)ds

S — _

e como Vx € R temos que x < v x2, entao:

a0 - 569 < [Vl E) =g )Pds

Desenvolvendo o quadrado no segundo membro da ultima desigualdade:

A+mr? < / \/(9523/’2 — 2xy'ya’ + yrar?)ds
0
e como V a,b € R temos (a £ b)? > 0, denotemos a por (xz') e b por B/, e
entao verificamos que —2zx'yy’ < (z2')? + (yy')%.
Entao, temos:

Avmr < [P @ @)+ s

e colocando em evidéncia (z2) e (y?) no segundo membro da desigualdade,

l
A+7T7“2 S/\/x2($/2+y/2>_’_y2(x/2+y/2)d8

A+mr? < / \/(x’2 +y?) (22 + 5?%)ds

Como a curva C' estd parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja

/(2”2 + ) = 1 entdo (2”2 + ) = 1 e portanto

I !
A—|—7rr2§/\/x2 /\/x—i—y
0 0
e como r = (TQ + yz) entao temos que:
!
A+7rr2§/rds:rl.
0

Usando o fato de que ab < “2?2 , (V a,b € R), entao tomemos a > 0e b > 0
e denotando a por VA e b por vV7r? vemos que:
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2
VAV < A% < % VAV < %

pois A + mr? < Ir Elevando os membros da desigualdade ao quadrado temos:

l27’2
Amnr? < —
mre < 1

dividindo o membro das desigualdades por % obtemos
4AT < 2

concluimos pois que:
2
A<t
Yy
Supondo agora que seja valida a igualdade, ou seja, A = %. Entao, observamos
que A+7r? = Ir e sendo assim verificamos também a igualdade, logo: vV AV7r? =

A+T”2 =1 Isolando [ de A+ 7r? =Ir, temos [ = 2 + 7.

Entao, como A = %, substituindo [ pelo valor acima:

g Gty
a 47 ’
Ao f—22+27TA—|—7T21"2
a AT ’
Simplificando temos:
B A? . A N 2
 4arz 2 4

Multiplicando por 4 teremos:

A2
4A = —2+2A—|—7rr2.
Tr

Assim
2 2

A A
2A=" 471’ = — — 24+ 712 =0.
2 2

Encontraremos as raizes desta equacao para sabermos quais os comprimentos de

[ que nos fornecera a igualdade A = 2

4m*
Ao resolver o A =4 — 4:—:2 = 0 o que nos mostra que a equacao tem uma raiz.
Portanto
—(=2) £ 0
A= ———F——
252
A= 7r?

Logo, com A =mr?el = é + mr, entao [ = 27r, que é o comprimento de uma
circunferéncia de raio 7. [
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Calculo de Areas no Ensino Médio

Neste capitulo, estao apresentados os caminhos norteadores desta pesquisa,
destacando-se a caracterizagao do grupo participante da pesquisa, os procedimentos
metodolégicos e os instrumentos de coleta de dados utilizados para a andlise dos
resultados obtidos na realizacao da investigacao.

Nas ultimas décadas, as pesquisas publicadas no campo da Educacao Matematica
tem aberto um leque de possibilidades para a mudanca da pratica docente. No bojo
dessas pesquisas se consolidaram as Tendéncias da Educagao Matematica (Resolugao
de Problemas, Modelagem Matematica, Etnomatematica, Historia da Matemaética,
Investigacao Matematica, Jogos Matematicos, etc) que propiciam a cada docente
analisar, refletir e adotar em sua pratica pedagogica a que melhor se adéqua ao
processo ensino-aprendizagem de matemaética.

Dentre as Tendéncias da Educacao Matematica destacamos neste trabalho, o uso
da Historia da Matematica para o calculo de dreas, uma vez que vemos uma aliada no
processo de construcao do conhecimento matematico, sem perder de vista os aspectos
formais desse conhecimento, ou seja, a formalizagao dos conceitos matematicos
envolvidos.

Considerando que a aprendizagem ¢ constituida pelo processo interativo, para
proporcionar uma melhor compreensao dos enunciados de problematizagoes mate-
maticas, bem como do meio social e do mundo, é importante que o professor esteja
munido de estratégias que possibilitem o desenvolvimento de seus alunos enquanto
sujeitos ativos, interativos e construtores de conhecimento.

Nao se trata de mero uso de fatos historicos, mas de propor desafios reconstruindo
o desenvolvimento da matematica, ao tempo em que se constréi o conceito mateméatico
envolvido. Isso se insere em uma pratica educativa que acredita que os discentes nao
aprendem por mera repeticao, mas a partir do processo construtivo, percebendo os
caminhos que levaram a construgao as necessidades e processos que impulsionaram,
sistematizaram e formalizaram os conteudos estudados em sala de aula.

Sem duvida, problemas de quadraturas, a delimitagao de terrenos destinados
ao plantio nas margens dos rios, o cdlculo do volume de um silo, impulsionaram
métodos para calcular dreas e volumes, respectivamente de regioes e solidos regulares
e irregulares, que culminou na formalizagao do Célculo Integral.
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A Histéria da Matematica aparece em 1998, nos Parametros Curriculares Nacio-
nais (BRASIL, 1998), como algo importante a ser incorporado ao contetdo, ao revelar
a Matematica como uma criagao humana, ao mostrar necessidades e preocupacoes de
diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, ao estabelecer comparagoes
entre os conceitos e processos matematicos do passado e do presente, o professor
tem a possibilidade de desenvolver atitudes e valores mais favoraveis do aluno frente
ao conhecimento matematico. Além disso, conceitos abordados em conexao com
sua historia constituem-se em veiculos de informacao cultural, socioldgica e antropo-
l6gica de grande valor formativo. A Histéria da Matematica é, nesse sentido, um
instrumento de resgate da prépria identidade cultural. (PCN, p. 42)

"Em nossa sociedade, o conhecimento matematico é necessario em uma grande di-
versidade de situacoes, como apoio a outras areas do conhecimento, como instrumento
para lidar com situagoes da vida cotidiana ou, ainda, como forma de desenvolver
habilidades de pensamento. No ensino médio, etapa final da escolaridade basica,
a Matematica deve ser compreendida como uma parcela do conhecimento humano
essencial para a formacgao de todos os jovens, que contribui para a construcao de uma
visao de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que
deles serao exigidas ao longo da vida social e profissional. Nessa etapa da escolaridade,
portanto, a Matematica vai além de seu carater instrumental, colocando-se como
ciéncia com caracteristicas proprias de investigacao e de linguagem e com papel
integrador importante junto as demais Ciéncias da Natureza. Enquanto ciéncia, sua
dimensao historica e sua estreita relacao com a sociedade e a cultura em diferentes
épocas ampliam e aprofundam o espaco de conhecimentos nao sé nesta disciplina,
mas nas suas inter-relagoes com outras areas do saber”

Dessa forma, a abordagem histoérica pode colaborar para uma visao mais humana
dos conteiudos matematicos trabalhados em sala de aula.

Assim, com o intuito de investigar como a metodologia de aprendizagem por meio
de Historia da Matematica pode contribuir para a construcao do conhecimento de
calculo de areas, definimos os objetivos deste trabalho.

7.1 Objetivo

e Fazer o uso da Historia da Matematica em atividades que favorecam a aprendi-
zagem de conceitos e do célculo de areas de regioes planas regulares e irregulares.

7.1.1 Objetivos especificos
e Conhecer as origens da necessidade do calculo de areas.
e Perceber a matematica como criacao humana.

e Verificar a contribuicao da metodologia pautada em uso da Histéria da Ma-
tematica em atividades para a construcao do conhecimento de calculo de
areas.

Recriar situacoes vividas pelos povos e civilizagoes antigas fazendo os alunos
sentir-se personagens da histéria, ajudara incorporar o conhecimento de calcular
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areas dos povos antigos em nossas aulas de geometria e dard sentido muito mais real
ao que se estuda em sala de aula.

Cada item, a seguir, referente a calculo de areas, é proposta para ser aplicada,
via Histoéria da Matematica em sala de aula.

e Quadratura da Parédbola
e Quadratura do Circulo
e Areas sob Gréficos.

Sem duvida, resgatar a histéria do conhecimento ajuda a ressignifica-lo, na medida
em que se entende em que contexto surgiu, que tipo de problema veio resolver, etc.
Mas, que motivacoes sustentam investigacoes que relacionam a Histéria e a Educacao
Matematica?

1) A histéria aumenta a motivacao para a aprendizagem da Matemética; 2)
Humaniza a matematica; 3) Mostra seu desenvolvimento histérico por meio da
ordenagao e apresentacao de tépicos no curriculo; 4) Os alunos compreendem como
os conceitos se desenvolveram; 5) Contribui para as mudancas de percep¢ao dos
alunos com relagao a Matemadtica, e 6) suscita oportunidades para a investigagdo em
Matematica.

7.2 Metodologia

7.2.1 Participantes e Cenario da Pesquisa

O desenvolvimento da atividade proposta para o calculo de areas via Histéria da
Matematica acerca do tema pesquisado ocorreu com a participacao de 8 turmas de
terceiro ano do ensino médio da Escola Estadual Professor Alisson Pereira Guimaraes.
Quatro turmas no periodo letivo de 2016 e quatro turmas no periodo letivo de 2017,
no horério das aulas.

A Escola funciona nos turnos matutino e noturno, atende estudantes da regiao e
muitos trabalham e estudam.

Antes de cada atividade foi apresentada aos alunos os temas: a Historia da
Matematica sobre areas, o Método de Exaustao e a Soma de Riemann, pois conhecer
tais assuntos seria fundamental para acoes e discussoes na atividade a ser realizada.

Apos a apresentacao dos temas para todos os alunos foi explicado como se daria
o desenvolvimento da atividade. A turma foi dividida em grupos com dois ou trés
alunos.

7.2.2 Desenvolvimento das Atividades

As atividades seguiram o roteiro descrito abaixo:

Aula 1: Histéria do célculo de areas e como surgiu as formulas: nesta aula foi
apresentado a historia do calculo das areas as necessidades dos povos antigos e como
se calcula a area hoje, onde foi apresentada também a Soma de Riemann.

Aula 2: Célculo de areas sob graficos: Primeiro foi apresentada funcoes lineares
tracadas em um sistema cartesiano, para que tivessem areas conhecidas por eles.
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Figura 7.1: Turma 301

Depois foi proposto um problema que envolvesse um funcao quadratica onde poderiam
aplicar a Soma de Riemann.

Aula 3: Método de Exaustao: nesta aula foi contada a vida de Arquimedes, o que
era 0 método de exaustao e como ele mostrou alguns resultados usando este método.

Aulade5: Area do circulo: Depois de exposto o método de exaustao foi calculada
a area do quadrado inscrito e do quadrado circunscrito ao circulo mostrando os limites
para a area do circulo, depois proposto que eles calculassem estes limites para o
hexagono e o decagono inscrito e circunscrito.

Aula 6: Area da parabola: Exposto a vida de Arquimedes e seu resultado
sobre a area da pardbola foi pedido que comprovassem o resultado encontrado por
Arquimedes.

Agora analisaremos as resolugoes das atividades propostas e apresentadas nas
aulas. Destacamos os acertos e também as diferentes maneiras de resolugao.

A primeira questao das funcées lineares nao teve erros a figura triangulo ja é

conhecidas por eles.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA
CAMPUS FLORESTAL

ATIVIDADE DO PROFMAT

ALUNA: ANA PAULA REZENDE CALADO DA SILVA

1) Observe os graficos abaixo e encontre a drea determinada.

ﬂﬂf,b;r})-
2 ‘Z.
AR By = A2z
Zz
2 1 Du11 2 A’J:L

Figura 7.2: Primeira questao de areas
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Como ja era esperado, os alunos passaram a fazer reparticoes da regiao em figuras
geométricas regulares mais conhecidas como quadrados, retangulos e triangulos, das
quais sabiam calcular a drea por meio de formas convencionais. Os alunos calcularam
a area das funcgoes lineares, pois conhecem bem os triangulos, retangulos e trapézios
houve apenas erros de contas em alguns grupos.

Figura 7.3: Continuacao da primeira questao de areas

A segunda questao foi proposta para mostrar aos alunos que existe aplicabilidade
em outras areas para o calculo de areas sob graficos. Nao houve erros pois se tratava
de um triangulo semelhante a primeira questao.

2) Uma das aplicagSes de drea é na fisica, encontramos a distincia percorrida por uma
particula num periodo de tempo através da 4rea abaixo da curva velocidade x tempo.

Assim observe o movimento da moto a seguir, supostamente tomada como particula.

T reaemnabEma| |3 [}
HETEIE). - gLy | .
[vencinate ms [0 ][2][2][s]{e][n0]

Qual o deslocamento efetuado até este instante?

O gréfico estd representado abaixo, agora determine o deslocamento:

2
dzi@_ >» d=25m
2

Figura 7.4: Segunda questao de areas

No célculo da area sob a funcao quadratica usaram a Soma de Riemann, primeiro
determinaram a funcao do segundo grau para encontrar a altura do retangulo e
fizeram a soma das areas superiores. Muitos grupos nao terminaram as contas e

poucos responderam o que foi pedido.
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4,7-% 3) Um artista plastico deseja pintar sua obra. Ele pesquisou-precos e encontrou a tinta
mais em econdmica nas seguintes opcdes: jL -5 ""‘D
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Figura 7.5: Questao sobre areas nao regulares

Na atividade do calculo da &rea do circulo os alunos calcularam os limites para a
area do circulo usando o hexagono inscrito e o circunscrito e o decagono inscrito e
o circunscrito sugerido pela professora. Alguns perceberam que os limites foram se
aproximando os outros foi preciso a intervencao do professor. Nesta atividade foi
pedido que resolvessem usando o segmento circular como proposto no trabalho. A
maioria usou somente as relagoes trigonométrica mas apareceram resolucoes com o
teorema de Pitdgoras para se calcular os lados do triangulo.

Na atividade da quadratura da parabola foi usado a funcao quadratica onde
comprovaram o resultado encontrado por Arquimedes. Nao foi pedido que eles
demonstrasse o resultado devido a complexidade do desenvolvimento da prova. Mas
para a comprovacao do resultado. Nesta atividade foi proposto que contassem a
regiao através do grafico e calculassem a area do triangulo.
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA
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ALUNA: ANA PAULA REZENDE CALADO DA SILVA

Nesta atividade iremos calcular a area do circulo como Arquimedes calculou
Vamos considerar uma circunferéncia de raio 1 em.

1) Qual a drea do circulo usando a férmula A = nir®?

DY 2 :
g;g,ﬁv#

2) Calcule a drea do poligono inscrito na circunferéncia de raio 1

Figura 7.6: Questao do Hexdgono Inscrito

Vexclgro Grconserido:

%0 & Rz tg 2oz
Go (£ 1
IED \B =\
® |
Ay
ey si-fE 2R
"':é-r— 3 - 3 :101\2%\
- —
2 <
R-\&- 0,2% < ‘@

e]b/-g‘-{ M&M-( 3:36

Figura 7.7: Célculo do Hexdgono Circunscrito
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Figura 7.8: Célculo do Decagono Inscrito

174
2e0 L2 Lo @ 2
2 V2= R A
A D - - Y -
0.32 - ///\
. 22, . (0,46
A" ’«"_;_0,‘3’.%-?_'__.—“\,'/—/
2 =z <
1272 |
. 0. 1e213,2
AL 0. % \l }

2 3D L drear B Qlicallo L 2,2

Figura 7.9: Resultado do Decdgono Circunscrito
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Figura 7.10: Calculos da comprovagao da Area da Pardbola



Conclusao

Concluimos que nao somente em Matematica, mas particularmente nessa disci-
plina, a resolucao de problemas é uma importante estratégia de ensino. Os alunos,
confrontados com situagoes-problema, novas mas compativeis com os instrumentos
que ja possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a desenvolver es-
tratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relagoes, verificando
regularidades, fazendo uso dos préprios erros cometidos para buscar novas alter-
nativas; adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar,
a organizar dados, a sistematizar resultados, a validar solucoes; desenvolvem sua
capacidade de raciocinio, adquirem auto-confianca e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacao e de argumentacao.

A tentativa de melhorar a qualidade do ensino na aprendizagem Matematica nas
escolas de ensino médio de todo pais é uma pratica constante entre os educadores
e a comunidade escolar. Porém todo o esforco nesse sentido entra em choque com
o grande desinteresse dos alunos pela disciplina, colocada por eles como muito
diffcil, com pouca ou nenhuma utilidade prética, algo complexo, s6 para génios. E
comum nas salas de aula de Ensino Médio, alunos que nao dominam os conceitos
basicos de geometria, das operagoes, fazendo uso indiscriminado da calculadora para
suprir a defasagem do cdlculo mental em operacoes simples. A apresentacao dos
conteudos de forma contextualizada, utilizando a interdisciplinaridade e o contexto
historico como ferramenta nas aulas de Matematica mostra-se eficaz, produzindo
efeito desmistificador da disciplina, tornando-a mais humana, mais acessivel a todos.
Os contetidos matematicos apresentados dentro do contexto histérico promovem os
saberes matematicos como produto da humanidade, construidos ao longo de toda a
trajetéria humana, por todos os povos, cada qual contribuindo a sua maneira, com a
sua cultura, gerando diversidade e conhecimento.

Nesse clima de total mudanca dos padroes comuns a aula de matematica, a
Histéria da Matematica é introduzida, sem a pretensao de que o aluno aprenda a
Histéria e sim consiga entender o contexto de cada contetido apresentado. E comum
o aluno nao reconhecer a importancia da disciplina e nao ter no¢ao do contexto social
que envolve o surgimento de determinados conteudos.

Concluimos entao que dentre os resultados obtidos, foi considerado favoravel
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o uso da Historia da Matematica em sala de aula, a apresentacao da matematica
como uma criagao humana, construida pela humanidade e o maior interesse dos
alunos nas aulas de matematica foram muito significativas e apresentadas durante
as atividades aplicadas. Para a professora autora do trabalho, a oportunidade
de aprofundar os estudos na area de Historia da Matematica contribuiu para seu
crescimento profissional e para o melhor desempenho no seu trabalho como educadora
matematica.
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