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LISTA DE SIMBOLOS

RY: o espaco euclidiano N —dimensional, com pontos z = (21, Zo,..., Ty),
N\ 12

rieRels = (2, 22) "

Se u: Q — R, escrevemos u(z) = u(zy, xa,...,TN).

Q: um subconjunto aberto de RY, ndo necessariamente limitado; 2 ¢ um dominio
se também ¢é conexo; med(€2)= medida de €.

0L): fronteira do conjunto ).

Q: fecho de Q.

C*(2): o conjunto das fungoes ¢ :  — R cujas derivadas, até de ordem menor
ou igual a k, sao continuas em €2, k inteiro positivo ou k = oo.

supp(u): o suporte de u é o fecho em Q do conjunto {z € Q;u(x) # 0}.

Ck(2): o conjunto das fungdes em C*(£2) com suporte compacto em €.

2(Q) = C5°(Q).

B(z,7): bola aberta de centro x e raio r.

u||, : norma de u no espago L
p
2N

=N _ o expoente critico de Sobolev.
DY Q) ={uecLl?*(Q):Vi=1,...,N Ou e L*Q)}, e a correspondente norma
1/2 . 1/2*
ey = (o [Vl d) 4 (fy " )
Dy*(Q) = D'2: é o fecho de 2(Q) em D'2(Q) e
1/2
lull pragqy = llull = IIVulll, = (f [Vul* dz) ™
HY Q) = {u € L*(Q); Vu € L*(Q)}, com norma
1/2
el g2y = (Jo [Vul® + fo lul* dz) ™
H}(2): & o fecho de 2(Q) em H'(2), com  limitado temos a norma equivalente
1/2
el gy = lull = (Jo IVl? dz)2
o IVul?

ueD2RY) ||u
u#0

*

5, a constante 6tima de Sobolev.
2*

ut =max(u,0), v~ =—min(u,0), u=ut—u", |Jul=u"+u".
A1z o primeiro autovalor do operador —A no espago H}(€2).
wy: area da bola de raio 1 no espaco RY.



RESUMO

RAMIREZ, Francisco Asdrubal Hernandez, M.Sc., Universidade Federal de
Vigosa, marco de 2018. Sobre uma classe de problemas elipticos criticos
em dominios limitados e ilimitados. Orientadora: Jéssyca Lange Ferreira
Melo Gurjao.

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao nao trivial para dois problemas
elipticos criticos:
—“Au=u>"14+Xu em Q,
u>0 em € (Py)
u=>0 em 02,

em que 2% é o expoente critico de Sobolev, A € R, N > 3 e 2 um dominio suave
e limitado; e
—Au=u¥"1+ A \f(z,u) em RV
u>0 em RY, (PGy)

/ \Vu|? dz < oo,
RN

em que A € R, N >3 e f uma funcao que satisfaz condicoes apropriadas.
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ABSTRACT

RAMIREZ, Francisco Asdrubal Hernandez, M.Sc., Universidade Federal de
Vigosa, March, 2018. On a class of critical elliptical problems in bounded
and unbounded domains. Adviser: Jéssyca Lange Ferreira Melo Gurjao.

In this work we study the existence of a nontrivial solution for two critical elliptic

problems:
—Au=u""14+Xu in Q,
u>0 in € (Py)
u=20 in 01,

where 2* is the critical exponent of Sobolev, A € R, N > 3 and () is a smooth

bounded domain; and

—Au=u¥ "1+ \f(x,u) in RN,
u>0 in RY, (PG,)

/ |Vau|* dz < oo,
RN

where A € R, N > 3 and f is a function that satisfies appropriate conditions.
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Introducao

Neste trabalho estuda-se a existéncia de solucao, nao trivial, de dois problemas
elipticos quase lineares com expoente critico de Sobolev. Para isso, o trabalho foi
divido em duas partes: na primeira parte estuda-se a existéncia de solucao fraca
em H}(Q), para

—“Au=u>"14+Xu em Q,

u>0 em (), (Py)
u=10 em 0f),
* 2N 2 Py N 2
em que 2° = N _g¢° expoente critico de Sobolev, A € R, N >3e Q) C R" é

um dominio suave e limitado; na segunda parte, estuda-se a existéncia de solucao
fraca em DV2(RY), do problema

—Au=u*"1+ \f(zr,u) em RV
u>0 em RY, (PG))
Jan \Vu|? dz < oo,

em que N >3e f:RY xR — R uma funcio que satisfaz as seguintes condi¢oes:
(fl) f € C(RY xR,R) e f(x,s) =0, quando s < 0.
(f2) Dado R > 0 existem fr € [2,2*) e constantes positiva ag,br > 0 tais que

|f(z,8)| < ars®® ™ +bg, V|z| <R, Vs> 0.

(f3) Existem 71,79,q € (1,2*), com r; < ¢ < 7y, um conjunto aberto 2y C RY,
c; € L¥/=m)(RN), i = 1,2, e uma constante positiva a tais que

f(x,8) <cp(x)s™ ™ + cp(x)s™ L, Ve e RY s >0,
F(x,s) > as?, Yx € Qy, s >0,
onde F(z,s) = /S flz,t)dt
0
(f4) BExistem pu, i € (1,2%), 2 < 7 < 25,1 < 7 < 2, ¢35 € L¥/@-mEY) 4

¢y € L2/ =m®EY) taig que

1
—f($,8)8 o F([L’,S) > _63(3:)5#7 Vo € Rst > 07
T

1 .
—fx,8)s — F(x,s) < cq(x)s”, Y € Qp, s >0,
z



Em ambos os casos o estudo é baseado no método variacional, no entanto, em
cada um deles é preciso fazer uso de estimativas para garantir as condigoes da
existéncia de ponto critico nao trivial, u # 0, do problema variacional associado.
O uso das estimativas surge como uma maneira de vencer a dificuldade da falta de
compacidade das imersdes continuas H} () — L* () e D¥?(RY) < L2 (RY).

A primeira parte sera vista no Capitulo 1, seguindo Brezis e Nirenberg [7].
A abordagem para fornecer os resultados, de existéncia de solucao é procurar

pontos criticos do funcional
:/\Vu\2 d:c—/\/ude
Q Q

na esfera |lull,, = 1 e u € H}(Q). Via os multiplicadores de Lagrange, é
equivalente a mostrar que

inf {/ |Vu|? alx—)\/u2 dx} (1)
ueHy (@) /g Q

l[ullgx=1

é atingido. O artificio para superar a falta de compacidade é estabelecer que para
os valores de \ adequados temos

inf {/ IVu|* dz — /uzdx} inf /[Vu] dx. (2)
ueHL(Q ueHl(Q

[lul|ox = 1 Jul|o+ =1

No estudo percebe-se que os casos N > 4 e N = 3 sao diferentes , no que se refere
a forma do dominio €2 e o conjunto dos A.

Denotando por A; o primeiro autovalor do operador —A mno espago Hj(Q)
com condicao de Dirichlet zero, para esta primeira parte temos dois resultados
principais.

Teorema . Suponha N > 4. Entao para cada X € (0,)\) existe solucio de

.

Teorema Suponha N = 3 e que ) € uma bola. Entao existe solucao de
se e somente se X € (i)\l, )\1).

Em nenhum dos casos existe solucao positiva quando A > Ay ou A < 0 e
é um dominio estrelado. A situacao é diferente quando €2 nao é estrelado. Este
fato foi inicialmente identificado por Kazdan e Warner [I1], onde se 2 é um anel,
existe solugao radial de para cada A € (—oo, \y).

O ponto principal para mostrar que o infimo em é atingido esta dado no
Lema para o caso N > 4, e no Lema para o caso N = 3, e consiste em
estimar a razao

2 2
[Vuelly = Alluelly

s 3*

Q)\(uz-:) =

para

s@(l’) e 0.



e v € Z() é uma fungao de corte. A demonstracao que o infimo é atingido,
é dada no Lema da qual também obtemos u € H}(Q), u # 0 tal que ku é
solucdo fraca de para um valor k& > 0 conveniente, mostrado no Teorema|1.7]

para N > 4 e no Teorema para N = 3. Nas condicgoes para o caso N = 3, a

nao existéncia de solucao de (P,)) para A < Z_l>\1 é dada no Lema [1.9,

A segunda parte foi baseada no trabalho de Silva e Soares [16], no caso
particular em que p = 2, e serd nosso Capitulo 2. A técnica usada permite
mostrar que existe uma sequéncia limitada (u,) € D'? a qual, a menos de
subsequéncia, converge a uma solucgao fraca nao trivial de . Isto é mostrado
no Teorema acrescentando que ¢ > 2* — 2, onde ¢ é dado pela condi¢ao ({3)
e no Teorema [2.20] acrescentando a condigao de positividade

(f5) F =[5 flx,t)dt >0 Yz e RN, s >0.

Constituem os dois principais resultados deste capitulo.

Teorema Suponha que f satisfaz (fI) — (f), com q,r1 dado por (fi) e
q > 2" — 2. Entao,

1. Sel <ry <2, existe \* > 0 tal que o problema possui uma solucao
nao trivial para cada X € (0, \*).

2. Se 2 < ry < 2, entao o problema possut uma solucao nao trivial
para cada \ > 0.

Teorema [2.20L Suponha que f satisfaz (fl)) — (f]), com r1 dado pela condigdo
(). Entao,

1. Sel < ry <2, existe \* > 0 tal que o problema possut uma solucao
nao trivial para cada X € (0, \*).

2. Se 2 < ry < 2, entao o problema possut uma solucao nao trivial
para cada \ > 0.

No decorrer do capitulo os argumentos envolvem principalmente: argumentos
de perturbacao, o Principio de Concentragao-Compacidade do trabalho de P. L.
Lions [12] e estimativas apropriadas para os niveis associados ao Teorema do
Passo da Montanha.

Do problema (PG,)), obtemos a sequéncia de problemas

—Au=u¥ "1+ \fy(r,u) em RN,
(PG)n { u>0uc D2,

onde ¢ € Z(RY) satisfaz 0 < ¢(z) < 1, ¢ = 1 na bola B(0,1), e $ = 0 em
RY\ B(0,2) e paran € Ne ¢,(z) = )

fn(xv S) = ¢n<x>f<x>5)7 (3)



pela hipotese ( e a construgdo, o funcional associado ao problema (PG)),,
I, esta bem definido e pertence a C'(D'? R). Logo, vemos que a sequéncia
de funcionais I, satisfaz as codi¢oes do Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti-Rabinowitz (Teorema . Assim, possui uma sequéncia (PS)., ,,
para cada n, da qual é possivel extrair uma subsequéncia diagonal limitada (Lema
, que da Proposigao [2.12] a menos de subsequéncia, converge fraco a uma
solucao, u € D2, de . A estimativa na Proposicao permite mostrar
que u # 0, no Teorema [2.18] e a estimativa na Proposi¢ao [2.19 no Teorema [2.20]
A Proposicao faz uso da hipotese ¢ > 2* — 2, onde ¢ é dado pela condicao
(f3), e na Proposigao é assumida a positividade da primitiva F(z, s).

Nos apéndices deste trabalho sdo apresentadas definicbes e os principais
resultados da teoria que permitem acompanhar a dissertacgao.

No Apéndice A apresentamos definicoes e proposicoes referente a Anélise
em RY, Teoria da Medida, Analise Funcional, Teoria de Distribuicoes e Espacos
de Sobolev.

O Apéndice B é dedicado a algumas das propriedades da constante de
Sobolev, S, entre elas: invariancia sob escala, ¢ atingida quando Q = R¥Y
_ ANV - 2)epvR
(et a2
2. =8N,

e as fungdes w.(x) . Vz € RY, >0, onde S é atingido

*

satisfazem ||w.||* = |Jw.

No Apéndice C encontramos o primeiro autovalor A\; do (—A, H}(Q)), para
o caso em que 2 = {z € R?: |z| < 1}.

No Apéndice D vemos a vantagem da imersao compacta, para o problema
no caso subcritico.



Capitulo 1

Problema critico em dominio
limitado

Esta primeira parte consiste no estudo da existéncia de solucao fraca para o
problema
~Au=u>"14+ I em €,
u>0 em () (Py)
u=20 em 0f),

2N
em que 2° = N3 ¢ o expoente critico de Sobolev, A € R, N > 3, Q c RV ¢

um dominio suave e limitado e no espago H (£2)

(u,v) = / Vu-Vvdz,
Q

¢ um produto interno e pelo Teorema temos a norma correspondente

1/2
lull = (/ Vu? dx) .
Q

e serd a norma que usaremos em H}(f2). Nossa abordagem serd via métodos
variacionais, de modo que as solugoes de (Py]) correspondem a pontos criticos nao
triviais do funcional

qﬁ(u):%/]Vu]Q dx—%/\u

pois, quando u ¢ ponto critico de (1.1), temos

* 1
> dr — iA/u2d:c, (1.1)

¢ (u)v = /VUVU dx — / lul* " uv da — /\/uv dr = 0,Yv € Hy(Q),

o que implica que u é solucdo fraca de (Py).
No que segue \; é o primeiro autovalor de (—A, H}(f2)) ou do problema



—Au=Xu em £,
u=>0 em 0f),

onde A = 0 nao é autovalor do Laplaciano, pois o problema

—Au=0 em £,
u=0 em Of),

tem como solugao tnica u = 0. Por outro lado, se A € R\ {0} ¢ autovalor de
—A, existe u € H}(Q) \ {0} verificando

—Au=>Mu em £,
u=20 em 0f),

ou equivalentemente

/Vqudx:)\/uvdx, Vv € Hy(92).
Q Q

Tomando v = u, temos
2 2
0 < |ull” = Mull; = A >0.
Podemos também caraterizar o primeiro autovalor por

2
Mo e VUl (1.2)

cH} (Q 2
wer@ ull

I sabido que toda autofuncdo ¢ € H}(f2) associado a \; tem sinal definido,
isto é,

o(x) > 0,Vz € ou
p(x) < 0,Vx € Q.

Veremos na Proposicao que para N > 3 e A > Ay, o problema (Py)) ndao tem
solucao. No caso de §2 ser um dominio estrelado, da Proposicao [1.2] e o Lema
temos, respectivamente, nio existéncia de solugao de (Py)) quando N > 4 e

1
)\SO;N:3e/\§1)\1

Proposicao 1.1. Nao existe solucao de quando X\ > .

Demonstracao. De fato, sejam ¢ autofuncao de —A associada a A, com ¢ > 0
em (2, e u solugado fraca de (Py)), assim

/Vqudx = )x/uvdx—i—/uQ*_lvd:U, Vv € Hy(S2), (1.3)
Q Q Q



também
/ VoVudr = )\ / wvdzr, Yv € HY (). (1.4)
Q Q
Em particular, fazendo v = ¢ em (1.3) e v = u em (1.4)), tem-se :
/ VuVedr = )\/ up dx + / u? rodx (1.5)
Q 9) Q
/ VoVudr = N\ / pudx. (1.6)
Q Q

Logo, de (L3),

)\/wpdm = /Vqupdx—/uQ*_lwdx
Q Q Q
substituindo em 1’ e como / u? todr >0

Q

)\/ugpd:v < /Vchpd:E:)\l/apudx,
Q Q Q

portanto A < Aq. [

Proposicao 1.2. Nao existe solu¢io de (Py) quando X < 0 e Q é um dominio
estrelado.

Demonstragao. A demonstragao segue da identidade de Pohozaev (Teorema
A.38)), isto é, suponha u uma funcdo suave satisfazendo

—Au=g(u) em Q,
{ u=>0 em 0f), (1.7)
onde g é uma funcao continua em R. Entao temos
1 1 )
(1——]\7)/g(u)-udm—i—N/G(u)dx:— |Vu|"o - vdo, (1.8)
2 Q Q 2 Joq

onde

e v denota o vetor normal exterior a 2. Em nosso caso g(u) = u® ! + Au.
Substituindo em ([1.8)

1 1 . 2% A2
= |Vu|20~yda = (1-=N /(u2 _1+)\u)-udx+N/ ¢ —|—i dx
2 Jaq 2 Q o\ 2* 2

1 * 2 A2
= (1——N>/(u2 +)\u2)-udx+N/ (u +i> dx
27 ) G\ 2r T
. N N
- (122
/Q[(“ < 2+2*)+ “}




1.1. CASO1: N >4 8

obtemos

1
—/ |Vu|20-yd0:)\/u2d:)3. (1.9)
2 Joa Q

Se 2 é estrelado em relacao a origem temos (0 v) > 0 quase em toda parte sobre

9. Quando A < 0 segue de (1.9) que v = 0. Quando A = 0 de (1.9) temos

Ou = 0 em 012, da identidade de Green

v
/Audx:/ @dS
0 a0 OV

O:—/Audx:/u?_ldx,
Q Q

por conseguinte u = 0. [ |

e de ((Py)) temos

Sabemos que as solugbes de (P, sdo pontos criticos ndo triviais do funcional
(1.1). A abordagem para fornecer os resultados é procurar pontos criticos do

funcional
/ \Vu|* dz — / u? dx

na esfera = 1ewu € H}Q). Tais pontos criticos u para A apropriados
satisfazem a equagao

—Au — I = 2" 7L,

onde [ é um multiplicador de Lagrange. O que é equivalente a mostrar que

inf {/|Vu| dx — /uzdx} (1.10)
ueHL(Q

Hqu*—l

é atingido. Dai, para uma constante k apropriada, ku satisfaz (Py)).
A maior dificuldade em provar deriva do fato que a imersao
HL(Q) < L*(Q) ndo é compacta. O artificio para superar essa falta de
compacidade é estabelecer para quais valores de \ adequados temos

inf {/\Vu] de — A /qux} inf /|Vu\ dx. (1.11)
uEHl u€H1

\u|2*_1 [Jel] 2*—1

Devido as diferencas mostradas, tanto na forma do dominio €2 como no
conjunto dos valores A onde existe solucao de (Py)), dividimos o estudo em dois
casos: ocaso N >4 e o caso N = 3.

1.1 Caso 1l: N >4

Vamos estudar o problema da existéncia de uma funcao w satisfazendo o
problema (Py)) com N >4 e Q C RY é um dominio suave e limitado.



1.1. CASO1: N >4 9

Seja

Sy = inf {/|Vu|2 dx—)\/uzdx}
ueH§ () Jo Q

] =1
—  inf Vaul? — \|ul/? AER 1.12
611?3(9){” ully ull3} com , (1.12)

el g =1

de modo que
Sy =S = inf V). 1.13
0 ueglol(Q){H ull5} (1.13)
]| =1

S corresponde a melhor constante de Sobolev para a imersio Hg(Q) < L* ().
De fato, da desigualdade de Poincaré (Teoremal|A.26)), se u € H} (), entao, existe
C > 0 tal que

[ull,e < Clu]

dai, se S é atingido

1l 1
VS< = < = |lully. < —=|lull.
O ”Uz* H 2 \/g” H

Lema 1.3. Sejam 0 < A < Ay, u€ HYQ) e ul, = (IIVull? = Aul?) "%, entio

A\ L2
full < ol < €l emque €= (1-3) >0,

Demonstracao. Se u = 0 a desigualdade é valida. Seja u # 0, da definicao de
|ul|, e da norma em Hj(S2) temos

1/2 1/2
lully = (IValls = Mulls) ™ < (IVully) ™ = llull,

2
[Vl

pois A > 0. Como A\ < ——=
[[ull3

A

segue que \ ||ull; < ™ IVull5 o que implica que
1

Vall2 — 2Vl < [Vl — Al

IVully = S 1Vuly < [IVully = Afull;

\ , , \\ 12
logo (1 — x |Vull5 < ||lully. Portanto |ul] < [ 1— " l|wlly- |
1 1

Lema 1.4. Seja A\, o primeiro autovalor do —A em Hj (), entdo

1. S5 >0se0< A< A,

2. 5,<0se >\

Demonstragdao. Seja uw € H}(Q) uma autofungio de —A associada ao autovalor
A1, entao wu verifica



1.1. CASO1: N >4 10

—Au=Mu em ()
u=20 em 0f),

ou equivalentemente

/VﬂVvdx = Al/ﬂvdx, Vv € Hy ().
Q Q

Tomando v = T, temos ||Va||; = X\, ||@)5. Dai
12 112 12 12 2
IVally =Mzl = A flall; = Al = (=2 [zl
Logo, se A > \;

. 2 2 —12 =2
Sv=nt {1Vl — A ful} < |Vl - Al <o
||u||2*:1

O que mostra [g
Ora, para todo u € H () \ {0}, segue de (1.2) que

112 2
_ vy _ [Vl

2 2
= < Y = [ Vull; = A flul; = 0.
[ [[ull

Logo, se 0 < A < Ay, temos
IValls = Aally > IVl = A fJull; > 0= Sy > 0.
Suponha Sy = 0, entao existe uma sequéncia (u,) em Hg () tal que

2 2
o = 1 lunlly = [[Vunll; = Allully = Sx.

Hun

Do Lema [I.3] segue que
2% — 1a ||U||2 — 0.

(|,

Implicando que u, — 0 em H}(2) e da imersdo continua H} () — L* () temos
u, — 0 em L? (Q), uma contradigdo. Portanto Sy > 0. |

O ponto principal da prova do lema a seguir consiste em estimar a razao

1 Vuelly = Al

||u6

Q)\(ue)

2
2*

para
us(x) = %7 >0,
(e + o) ="
onde ¢ € 2(Q) é uma funcio de corte e U(x) = C(1 + |z°)" V=272 ¢ a funcio
dada no Teorema [B.2]



1.1. CASO1: N >4 11

Lema 1.5. Temos S\ < S para todo A > 0.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que 0 € (.

Estimaremos a razao ) )
_ Vel = Aluelly

2
e -

Q)\(ua)

onde

ux:Lx)g 0
= e

e p € 2.(Q) é uma fungado fixa tal que p(z) = 1 para z numa vizinhanga de 0.
Afirmamos que quando € — 0, temos

K

||Vu5||§ = eu —f-O(l), (1'14)
K,
uell3 = = +0(1), (1.15)
K.
N—;i +0O(1) se N >5,
luclly =4 €7 (1.16)

Ks|ln(e)|+O(1) se N =4,

onde K1, Ky e K3 denotam constantes positivas as quais dependem somente de

Ky
N e tai —=S.
e tais que e

Verificacao de ((1.14)): Da defini¢io de u.(z) temos

0p(x)
Que(x) _ gxi _ (N = 2)p(@)z; 117)
Ori  (e+]a) 5 (e+]a)?
Dai,
o) — Ve (N = 2)el)
e+l T (e+]2f)?
Também de
Dp(x) Dy ()
(auem)?_ ( o, ) R OO TR
or ) T el P E+ PV

por conseguinte,

Vo(@)|* | (N=2%(2) 2] 2(N —2)p(2)Ve(z) T

]Vus(:c)|2 = NN_2 2\N 2\N-1
(e + |z|%) (e + [2]%) (e + [=[%)
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Assim

/[VUE )|? d:c—/ (€|Z8|0m(] §|

der/ (N =27 (2) |

(e + |2V

) / 2N = () Vep(a) -
Q

(e + |2Vt

Seja r > 0 tal que B,(0) C 2. Da Proposicao existe ¢ € C§°(2) definida

da seguinte forma:

De modo que

2
/|VuE )|? dx—/ Mdm
Q\B, (0 (€+ )N

em B,.(0), r >0,
em  Q\ By.(0),
em Q.

N —2)2 |z|?
+/ W =2)" |o” )2|x| dr+
B.(0) (e+|z")N

(1.18)

11

N — 2)%p? 2
/ ( K% 2(56) el
Joas (42N

/ 2(N = 2)p(z)Ve(x) - x .
Q\B,.(0)

(e + )"

J

~—
Iz

~~

I3

Do fato que p € Z,(Q2) temos V(z) limitado, logo

1
]1 S Cl/ —2de
\B,(0) (€ + |2[7)N=

jaf?

1
O\B,.(0) |7

dx

o\B,(0) (¢ + [z*)¥ B, ) |22

2]

I < / 2N — 2)p(w) [Ve(a)| || ,
— Jas. (e + |z[})N-1

De modo que

/vauscc)y? dv — (N—2)2/B (0)(“'“”%

Como

2
[ [k
ey e+ PN oo G+ 1P

< CS/ —NTs =
\B,(0) ||

1
O\B,.(0) |7

dr + O(1).

o

do + / S I
) BN\B,(0) (¢ + |z)N
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2 2
B,(0) (€ +[z[)N BN\, (0) (€ + [z|)N

assim

/Q Vu.(2)]* do = (N — 2)? /RN %m +0(1).

1
Fazendo a mundanca de variavel y = — x temos

NG

N —2)? Y 2
[wuwpar= S22 [ a4 o).
0 rN (

e+ Jy[ )V
Assim
/Q|Vu€(x)\2 do = E(NK;)/Q +0(1)
onde
Ky = (N — 2)2/ WP e (1.19)
Ry (e +[y[))Y ’

Verificagao de ((1.15)): Da defini¢do de norma em L* (2) temos

o p? () ee [0 4
ot = [ e 4= e

De (T.13)

2% d 2%
/ @ / _de / @,
o (e+ [z[)N B.0) (€ + [z[)N  Jws. (e+ [z])V

o(1)

Observando que

dx dx dx
T oyt TN (1.20)
rY (e + [N Iy (e + [2[)Y  Jrmso0) (4 [z
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1
e com a mudanca de variavel y = —x temos

NG

/ dx 1 / dy
v (e + [z[)N NP Jrr (L4 [y

por conseguinte

2+ 2+

o” (z) da da o™ (z)
/ 2Nd$:/ 2N_/ PN 2y 4
o (e +[z[7) Y (& + [z]7) EN\B,(0) (€ + [2])N  Jws.) (e + [z])V

N N

@] (I)r> 0 @] (I)r> 0

dx 1 dy
e / +0(1),
/RN crpry O = L ar ey oW

de modo que

* * ]_ d
@)l = [ @l do= gz [ s oq)
Q eN/2 RN (

L+ Jy*)N

dai

[|ue ()

1 / dy )1/2*
.= + O(1 )
e = (o L o o0

Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f(t) = (a + t)'/? para 0 < t < O(1),
a>0ep=2"oup=2vemos que a"/* + O(1) = (a + O(1))"/*. Assim

ot = (= [ ) oW

= — B —— 4+ O(1).
eN=2)/4 ( gY (1+ [y )

Portanto

2 1 dy Gl 1 2
e (@)ll5- = ERED (/RN m) +0(1) = s U5 +O(1)
K
= 6(?‘;)/2 +0(1), onde Ky = ||U|2 . (1.21)

Verificagao de (1.16)): Da definicao de ¢ em (1.18)), temos

2
/ ‘P—(ﬁ) dz = / o
w0 (€+|z]))"2 Jp) (e + [a)"2

-

-~

o(1)
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Do fato que

dx dx dx
L2 \WN—2 PN T (o 1 [2\N—2
RN (€ +[2]7) B(0) (¢ + |2[7) RN\B,(0) (€ + |2]7)

segue que

d d
ol = [ de= [ e [ o)
9 rY (€4 2V Jrwypo) (€ + |])V?

N

o(1)

:/ o). (1.22)

v (e + |2V

1
Logo da mudanca y = 7 xe N >5em (1.22), temos
€

2 1 dy . K3
||U€H2 - E(N74)/2 RN (1 + |y’2)N*2 "’ O(l) - m + 0(1) (123)

Quando N = 4 de (1.22)) temos
dx
el = [ o 0,
RN (

e+ |z|*)?

do Corolario da aditividade sobre dominios e por ser € limitado, existem
constantes Ry e Ry. Tais que By, (0) C ©Q C Bg,(0), logo

dx dx dx
2y2 = 2y2 = 2y2°
jal<r (€ + |2]7) o (e+ [z jal<Rs (€ + |2[7)

Por outro lado, temos

/ d—IL’ = /R ;wﬂA_ldr = Wy /R ;ﬂ—ldr
lz|<r (€ + |2[%)2 o (e+712)? o (e+712)?

onde wy é a area da bola de raio 1 em R* Fazendo a mudanca s = ¢ + 12 e
integrando, temos

dz 1 € 1
e “In(e + R? ~ Sl -1
/Icc|<R (e + |z]*)? “ (2 n(e + £+ e+R2 2 n(e) )

= %w4 In(e)| + O(1).

, 1
por conseguinte, com K3 = Wi

lucll; = Kslln(e)] +O(1). (1.24)
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Assim, de (T:23) e (127)

K.
, 51\,—7_34 +0(1) se N >5,
luclly = :

K3|ln(e)|+ O(1) se N =4,

Combinando (1.14)), (1.15) e (1.16) para o caso N > 5

S0 -a (S o) o - sk +ow

Q)\(UE) _ £ 2 T2 _ 2 g 2
K K
=z +0(1) =z +0(1)
g 2 £ 2
Ky K3 N2
LK ek 0 E, T g, TOWE
Ky +0(1)e"z 1+01)e" =
K
De (1.19) e (1.21) temos S = —=, daf
Ky
K , K _
S—Xe=24+0M)e T “Ae—2 +O(1)e T
Ky S Ky
Q(u:) = N2 = N2
14+ 0(1)e = 14+ 0(1)e= 1+0(1)e =
K N2
1+ Xe=—=) O(1)e =
B g )\gﬁ ( + 6K2) O(1)e
1+0()e> K 14+0(1)e"s
0E"T), quando -0
S )

K -
= ———w5 X +0( 7).
1+O(1)5¥ 5K2 +0(e 7))

Usando o fato que

m = 1+ 0(é(x)) quando ¢(x) — 0, (1.25)
temos
@) = S+OET) —helt + 0E"T) = 5 - Aef? 4 0E"T),
2 2

K ~ 2
Fazendo /\?3 = M e dado que O(sNT) < Me'z para algum M > 0, dai
2

—2

Qn(u.) =S —eM+0(E 2 )<S—eM+Mez =8 —e(M—Me2).

de onde para ¢ suficientemente pequeno teremos M — M e >0 implicando
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que Qx(us) < Slogo Sy < S, pois Sy < Qa(u:) < S.

Combinando (1.14), (1.15) e (L.16) para o caso N =4

K K N-—2 N—2
L A2 ne)|e T +0( 7))
K, K,
Onlue) = 14+0(e"7)
Ky
1+ 0(¢e) 1+ 0(e) 14+ O(e)
usando (1.25), também que % = (8)%0(5) = O(e) quando ¢ — 0, e
_)\EK_S 1

K
ne < ——)\6—3, pois — 1 quando ¢ — 0. Obtemos

1
que 7 T 0(e(N-2)/2) 27 K, 1+ 0(e)

Ox(u) < S+ 0(c) — %/\% In(e)| 2 + O(e) = 5 — %A% In(e)| = + O(c)

1. K;
< S—-—=-)2=—=1 M
<S 5 K2|n(6)\5+ €,

2K.
do fato que hI% IIn(e)| = co. Dado )\—KQM existe > 0 tal que para ¢ < § temos
E— 3

2K. 1 K
In(e)| > === M implicando que =A== |In(¢)| e > Me para ¢ < 0. Portanto
MK 2 Ky

Qr(us) < S =S5, < S.

Lema 1.6. Se S\ < S, entao o infimo é atingido.
Demonstragio. Seja (uj) C Hy(€2) uma sequéncia minimizante para (1.12)), isto
e,
sl = 1 (1.26)
IVl — N Jujl|3 = Sy + o(1) quando j — oo. (1.27)

Afirmamos que (u;) é limitada em H}(€2). De fato, da imersao L* (Q) — L?(Q)
e (1.26), obtemos||uj||§ < C||u, ; = C. De (|1.27)

;12 = Sy + A |ull5. + o(1) < Sy + AC + o(1).

Logo, podemos extrair uma subsequéncia, ainda denotada por u;, tal que

u; — uem Hy(Q),
u; — u em L*(Q),
u; — u q.t.p. em £,
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da imersdo continua HJ(Q) — L? (Q), temos u; — u em L? (Q) e do Teorema

A48 temos |ull,. < 1. Também, como S = inf ||Vul} e [uj],. = 1 temos
ueHL(Q)
llullgx=1

S < ||Vl Da hipétese, Sy < S e de (1.27) temos 0 < S — Sy < A |juy]|5+o(1),
daf e da convergéncia em L2(£2) temos 0 < A [|ul)5 implicando que u # 0.

Seja v; = u; — u, de modo que

1
v; = 0 em H

v; — 0 g.t.p. em Q.
Usando ([1.27) obtemos
IV @+l = Al +ull; = Sx+o(1),
dai
IVl + 1157015 = Al + 2005, w) ey — Aol + 2005, w)p2i0)) = Sx+ (1),

quando j — oo da convergéncia q.t.p. em {2, ||v]||§ — 0, e da convergéncia fraca
de (v;) temos
(vj, Wiy — 0, (vj,u)r2@) — 0.
Logo
2 2 2
IVully + Vol = Aull; = Sx+o(1). (1.28)

Por outro lado, do Lema temos

2 2 2

[ 2 |uj —u 2% — [[ul3 + o(1)
de onde

2 2 2

[w+vjl15 = lvglloe = [Jullo +o(1)

e de 1 Nl + ;|2 = 1 logo
2 2 2 2
L= [Jully. + [lvjll5 + 0o(1) = [Jully. + [Jvjll5. = 1+ o(1).

Definindo f(t) = t7, em [0,00), temos f’(t) decrescente e do Teorema do Valor
Médio

flat+b)— fb) _ fla) = f(0)

a a

IN

fla+0b) < f(a)+ f(b), para a,b € [0, 00),

de modo que

2 2 2
* * *

2* 2 2* 2 2* 2 2
)T < ()™ + (hosl3) ™ = Nl + o

Do Teorema do Valor Médio aplicado & fungao g(t) = (1+t)*?" para c € (0,0(1)),

2
*

(1+0(1)7 = (Ilull3 + 1oy

2
2%
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temos (14 0(1))%%" — 1 = ¢/(¢)o(1) = o(1). Por conseguinte

2 2
1 < [ullz- + llvjllz- + o(1)
Vo2
e dado que S < % obtemos,
[[v;l5-
1< ulf. + ~ >+ o(1 1.2
< llully + 5 Vo5l + o(1). (1.29)

Distinguimos dois casos.

Caso 1. Sy >0 (i. e,, 0 < XA < Ay, ver Lema[L.4).
Multiplicando ([1.29) por S temos

S)\ S S)\ ||u

S
2 +§||vvjy|§+o<1). (1.30)
Combinando ([1.28)) e (|1.30]) obtemos

2 2 2
IVully +1[Voslly = Allully < Syl

S
>+ 5 IVl + o(1).

Usando que v; — 0 em Hj(Q), quando j — oo, deduzimos

2 2
[Vally = Allully _

IVull = Al < Syl = SRR <508
ul| 5
u |)? u |
Observando que = 1ede (1.31)) temos ||V - )\’ — 1 < S,
| u 2% [ o+ ; H;i 2+ |2 | 2% [lg
Mas de (1.12)) também Sy < ‘VL — ' v . Assim, S, é atingido.
l[wllo [l g [l

Caso 2. S, <0 (i. e., A > Ay, ver Lema [L.4).
Neste caso temos Sy < Sy ||ul|,. pois ||ull,. <1, de (1.28)) obtemos (1.31)).
Portanto a prova do lema esta completa. [ |

Do Lema [1.6] obtemos u € H}(), u # 0 onde (L.12) ¢ atingido. Agora
veremos que para um k apropriado, ku é solucao fraca de . Isto é o resultado
principal desta secgao.

Teorema 1.7. Suponha N > 4. Entao para cada A € (0, \1) existe solugao de

.

Demonstragio. Seja u € H}(2) dado pelo Lema[L.6] isto &,

2 2
Jullye =1 e [[Vully = Alully = Sx.

Podemos assumir que u > 0 sobre {2, caso contrario substituimos u por |u|. De
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fato, V Ju| = Vu™ + Vu~ e assim

HV!uH\Q (Vu|,Vul) = (Vu" + Vu™, Vut + Vu~)
= (Vu",Vu') + (Vu~,Vu~) = (Vu' — Vu~,Vut — Vu~)
= (Vu, Vu) = ||Vull3 .

Tamben [[[ul[[5 = [Jull; e [[[ulll;

2
2+~ Logo,

ox = = ||lu

IV falllz = Mlullly; = [Vl = Aflull; = Si.

Definindo
J:H}(Q) — R
u — J(u /|Vu| d:t——)\/u dx,
F:H(Q) — R "
u — F(u):/|u|2 dr —1,
e M ={ue HyQ): F(u Q: 0} . Note que F, J satisfazem

1. F'(u)v:2*/ lul* " wvdr, para todo v € H(Q). Por conseguinte,
Q

b

fazendo v = wu temos F’(u)u:2*/|u]2*_2uu:
Q

implicando que F'(u) # 0, Yu € M,

2. Pelo Lema , existe ug € M tal que J(ug) = min J(u),

ueM

e J ¢é limitado inferiormente em M. Pelo Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange (Teorema [A.28)), existe € R tal que

J' (ug) = BF (ug).

Isto é
J' (ug)v = BF'(ug)v, para todo v € Hy ()

ou

/ VuoVudx — )\/ ugv dxr = 3 2° / ug*_lv dx, para todo v € H&(Q).
Q Q Q

Em particular, quando v = ug

/]Vu0|2 dm—/\/ugdx—BQ*/uz*dx:>62*_
Q Q Q

e Sy > 0, pelo Lema [1.4] dado que 0 < A < A\;. De modo que ug é solucao de
—Au — \u = 2 uF (1.32)

Segue que kug ¢ solugao de (Py) para k > 0 escolhida de forma que k?~272*3 = 1.
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De fato, quando ug é solucao de (1.32)) satisfaz
/ VuoVodr — )\/ uov dr = S) / ul ~'vdz, para todo v € Hy(Q)  (1.33)
Q Q 0
correspondentemente, se kug é solu¢ao de (Py) temos

/ V(kug)Vvdr — /\/(k:uo)v dx = /(k:uo)Q*_lv dz, para todo v € Hy (),
Q Q Q

de modo que
k (/ VugVudx — )\/ UV dw) = k¥-1 / u* "wdx, para todo v € HY(Q),
Q Q Q

de (39

kS), / w2 yde = K / u* "vdx, para todo v € Hy(9).
0 0

A
Assim, k = Sy °. Podemos supor ug > 0 em € (caso contrario, trocamos uy por
[ug|). Pela Teoria de Regularidade Clédssica das Equagdes Diferenciaveis Parciais
Elipticas, segue que u = kuy € C*(Q) e temos

—Au=u""14+Xu em Q,
u >0 em {2,
u=20 em 0f),

Pelo Teorema u>0em QA€ (0,\).

1.2 Caso 2: N=3

Vamos estudar o problema da existéncia de uma funcao u satisfazendo o
problema (Py) em que N = 3, no caso particular em que Q = {z € R3; |z| < 1}
e A uma constante real. Neste caso (Py) tem a forma:

—Au=M+u> em
u>0 em (1.34)
u=0 em 0f),

Ainda neste caso, o primeiro autovalor do —A, em HJ(2), ¢ \; = 7% ¢ uma
autofuncio associada é |z| " sin(m |z|) (ver Apéndice |C]).
Como no caso anterior, temos
Sy = inf {HVUH; — A Hqu} com A € R. (1.35)
uEH&

f[ullg=1
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1
Lema 1.8. Temos S\ < S para todo A\ > Z)\l'
Demonstracao. Vamos estimar a razao
2 2
Ox(1) = [Vuelly = Alfuelly
e) = 2
el
onde
i) — )
(€ + [a]")1/2
no qual ¢ é uma funcao fixa e suave tal que p(0) =1, ¢’'(0) =0e (1) = 0.
Para simplificar as expressoes, fazemos a mudanga r = |z| e definimos wu.(r)
da seguinte maneira
p(r)
Afirmamos que, quando € — 0, temos
2 Kl ! / 2 1/2
IVuelly = 5 +w [ 1) dr +0(e7), (1.37)
0
K
2 2
luells = =73 + O("), (1.38)
1
ullr = w [ Q*(r)dr + O(eY?), 1.39
2
0

N .. . Ky
em que Ky e Ky sao constantes positivas tais que o= S ew é a area da esfera

2
unitiria em R3.

Verificacao de ([1.37)): Derivando (1.36]) temos

() = ©'(r) o(r)r

T )2 e+

e assim

1
IVuf? = /B vl de = / (. (r))wr? dr

o], (o= i)

:w/olmdr_w/olwmw/;ﬁﬂdr

(e 412) (e +12)?

g

1

Integrando por partes I e usando que (1) = 0 temos

e+ 23
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1

[ [
logo
ot | [ Gy o (- [ | )
[ e [ [
e por conseguinte
[Vl = / 1 % i / 1 (909) i (1.40)

Por outro lado

W= [ ) S [t - [z

/0 = (Ve = (PO /Olw'(r»? "

(e +r?)
T
- [ [y

- U edr
Usando que ¢'(r) ¢ limitada e que / =
o €+71?

[ G e [ s e

earctan(1/+/g), temos

Assim
1
I _/ (1) 2 dr + O(e"2). (1.41)
0
Correspondentemente
1 9 2 1 2 1 2
o (r)r / r / r
I, = 4 d ——dr — ——d
2 /0 crrp ) G T, Grep
1 2 L2000 1\02
:/ T—dr—I—/ Mdr.
o (e+71?)3 0 (e +12)3
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Definindo

©"(0) se  r=0

e dado que ¢(0) = 1,¢'(0) = 0 e p(1) = 0 temos h(r) continua em [0, 1]. Logo,
existe ¢ > 0 tal que |h(r)| < ¢ implica |@*(r) — 1] < cr?, dai

L (?(r) = 1)r? Lot _c ! r .
/0 (= + r2)3 dr'g/o =S, (1+(r/\/5)2)3d'

Depois da mudanca s = r/1/e, obtemos

/ L) =1 / s,
0 (5 + r2) (1+ 32
Como 1/vE / /
S 3 5el/? 4 33/2
7 ds= 2 arctan(1 S 1.42
/0 (1 52y 1 = g vctan( /VE) = 8(1 +¢)2 (1.42)
segue
3 5el/2 4 3¢3/2 37
lim ( < arctan(l S R . ) 1.43
o (8 arctan(1/ve) = =g ) 16 (143)
e

lim (g arctan(1/4/g) —

e——+00

5el/2 43632\
8(1+¢)2 ) 7

4

1/+/e s
do qual existe k € R tal que /0 (1+ s2)3

L) — )
it

ds < k, de modo que

<k— =0(c ).

Logo

Também

[ ot [ gt [ = 06T
———ds < —ds=z¢ ———ds = 0(*?),
1z (L4 5%)8 1/yE S 3 1ve (1+ %)%

e Como
oo 52 1/\/e §2 S 52
——ds = —ds+/ ———=ds
[ aiae= wia e 0T 52

Ve s OO 52 3/2
———ds = —d O
/0 (14 s2)3 ¥ /0 (14 s2)3 s +0(E7),

tem-se
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pelo qual
12 s [V 52 5 00 52
[t wrae= ([ o) rou
Assim . )
_ -3 S ~1/2
I=c¢ </0 (SR ds) +O(1) 4+ O(e7/7). (1.44)

Combinando (1.41)), (1.44) e (1.40)) temos

Ve = w (/01(90'(7“))2 dr + 0(51/2)> + 3we (5—3 (/Ooo (15—;)3 ds)

+0(1) + O(=7112)) .

Dai

o0 1
V| = 3w5_1/2/ S—“ds+w/ (¢'(1))? dr + wO(e'?) 4 3weO(1)
o (1+s?) 0

+ 3weO(e71/?).

2

Fazendo K, = Sw/o (1—5—32)3 ds, temos

K

1
HVugHg = m—i—w/(go'(r))er—ir(w+3w\/5—|—3w)0(51/2).
0

e como € — 0, deduzimos
1
IVl = S5 +w [ (00D dr+ 06, (1.45)
0

Verificacao de (|1.38)):

1 6,.2
lucllS = /|us i 6dr—/ 2 ()| o dr—w/o e

1 2

072 r? r
of S | et |

1 2 1 6 -1 2
o (e+12)3 o (e4+712)3




1.2. CASO 2: N=3 26

Usando que ¢(0) =1, ¢'(0) =0, ¢(1) = 0 e definindo

”
307(0)  se r=0,

temos h(r) continua no intervalo [0, 1], pelo qual existe ¢ € R tal que |h(r)| < ¢
para r € [0,1], implicando que |©5(r) — 1] < cr?. Assim

1 CT4 c 1 7,.4
L] < —  dr=— d
'4'—/0 e rop / ENONGDE

e depois da mudanga s = r/4/¢ temos

L] < C/wE "y
— —=ds
NTVES (s

e dado que
st 3 35 N 1/ve st 3
————ds = — arctan(s) — —— entao ——ds < —.
(1+s2)3 8 8(1+ s?2) 0 (1+ s2)3 16
(1.46)

Por conseguinte

¢ [YVEs ¢ 3 12 12
L < — ——ds < —— =0(e~ tao Iy = O(e™ /%), (1.47
<52 [ e € 205 = O entio = 0. (147)
Correspondentemente, mediante a mudanga de variaveis s = r/4/e, temos
1//e 52 00 52 0o g2

125—3/2/ s =9 / —ds—/ ).
’ 0o (1t o 0528 T e (Lr 22
Por outro lado, para 0 < s < 1, tem-se

1+s°>s5= (145 >35> 5

4
IA

e para s > 1, tem-se
1+s8>s2=(1+52)2>s>5" =
Dai segue que

o 52 <1 €
— _ds< —ds=—-=0(e).
/1/\@ (1+S2)3 S_/l/ﬁs?’ ° 2 <€>

Assim

Iy =732 /l/ﬁ s ds = 3/ /OO s ds+0(e) ). (1.48)
o (14577 o (1+s2)°
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Agora, de (1.47)) e (1.48) temos

o0 2
6_  _—3/2 S —1/2
|e|| g = we (/0 T+ ds—irO(e)) +wO(e™*)

o0 2
_ —3/2 8 —3/2
5 (w/o TP ds + wO(s)) + we™*0(e)

=32 (w /OOO ﬁ ds + wO(e) + wO(e))

do qual

Juc|Z = &7 /? w/ms—2d8+0(5) v
‘ o (L4527

Para cada ¢ > 0, definindo h(t) = (K +t)'/3 para 0 <t < O(e) e pelo Teorema
do Valor Médio, existe ¢ € (0,0(¢)) tal que

S +(§)(S))_l/g — R K+ 0E) = K +0),

implicando que

o) 1/3
lucl]? = e 2w S—2d8 / + O(e)
e o (1+s2)3 '

(9] 52 1/3
fazendo Ky = (w/o mds) , temos

lucly = <5 + O (1.49)

Verificagido de ([1.39)): Da mudanga de varidveis para integrar na bola do R?,

temos
1 1 2032
fele = [l o= [ tnPortar o [ E g
Q 0 0

(e 4 r?)

w</01%err/olwz(T)dT—/Ol@Q(r)dr)
_ w</01g02(r)dr—/olf2(_r22€dr).

Como ¢?(r) é limitada no intervalo [0, 1], existe ¢ € R tal que ¢*(r) < ¢, logo

1,2 1 1
/ gO(T)gdrgc/ ° dr:c/ ;dr.
o €+r? o €+r? o L4 (r/\/e)?

Com a mudanga de variaveis s = r//¢ obtemos
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! 1 ve 1 cm
C/O WCZT = C\/E/O 1 +32 ds = c\/garctan(l/\/g) S ?\/E

1 2
Dai, / Ld <T)§ dr = O(e'/?), donde
0o EFT

||u||§ = w/o O (r) dr + O(?). (1.50)

Combinando agora ((1.45)), (1.49) e (1.50)) obtemos

;1(_/12 +w /01(90'(7’))2 dr+O("?) = A (w /01 o (r) dr + 0(51/2)>

Qr(ue) = K
1—/22 + O(?)

e [ / ) ir) < 0(e")
- L+ 0

% + %w (/01(90/(7“))2 dr — A/Ol P2(r) dr) +O(¢)
- 1+ 0(¢g)

s e([wora-a[eow)

T Tro0 " 1+ 0(e) T 00

= S+ %w (/01(<p’(7’))2 dr — )\/01 ©*(r) dr) + O(e).

Tomando (1) = cos(nr/2) tem-se

[ wonrar=x [ gy = 5

Segue que
1/2 1 1/2 1

Qalue) = S+€K_2w<7r2/4_>‘)§+0(5)§5+8K—2W(7T2/4—)\)§+cg.

1
Dado que \; = 72 e \ > Z/\l, dai, que para e suficientemente pequeno, Q(u.) <
S e como Sy < @, (u.) para todo u € H}(2). Assim Sy < S. |

Lema 1.9. Nao existe solucao de (@ para A < i)\l.

Demonstra¢ao. Suponhamos que u é solucdo de ([1.34)); pelo Teorema ,
sabemos que u deve ser radialmente simétrica. Escrevemos u(x) = u(r), em
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que r = |z| e como foi feito no Apéndice [C] u satisfaz

2
—u" — ;u' =u’ + M em (0,1), (1.51)
u'(0) = u(l) = 0. (1.52)

Multiplicando ([1.51)) por r%¢(r)u’(r), onde 1 & uma fungao suave tal que 1/(0) = 0,
e integrando temos

1 1 1 1
—/ r2yu’u dr — 2/ rip(u')? dr = / r2yu’y’ dr + )\/ r2pun’ dr;  (1.53)
0 0 0 0

usando integracdo por partes, as condi¢oes sobre ¢ e (1.52)) temos

1 1 /
/0 r2pu" v dr = %u’(l)w(l) — /0 (u2)2 (2r + r2y’) dr,

1

1 ub 1,6 L6
/ ripudu’ dr = r?y—| — / —(2rY + ¥ ) dr = — / —(2r¢ + ') dr,
0 6 0 6 0 6

0

1

1 1
- / u_2(2r¢ +riy)dr = — / u—2(2r¢ + %) dr.
0 0o 2

12 , u
/
d_— —
/r@/)uur e

0

Assim, o lado esquerdo e o lado direito de (|1.53]) sdo, respectivamente

— /01 r2uu dr — 2 /01 rp(u')? dr =
1
/ (u)? <1r2w' - mﬂ) dr — 1u/(l)w(l), (1.54)
; 2 2

1 ) .
/ r2putu’ dr + )\/ r2pud dr = _/ %(27"1# +r20) dr
0 0 ;

1,2
—)\/O %(2r¢+r2¢’) dr. (1.55)

Substituindo (1.54) e (1.55) em ([1.53) temos

1 1
/0 ()2 (%r%'—w) dr—%u’(l)w(l) _ /0 %6(2r¢+r2¢') dr
1 2
— /O %(2r¢+r2w')dr. (1.56)

Ora, ao multiplicar (1.51)) por (%rQw’ — 7“1/}) u e integrando, obtemos
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— /01 u'u (%7’21// —r¢> — /01 2u'u (%rw/ —1#) = /01 ub <%r21// —r¢> dr
A e (L dr. (157
+ /Ou(§rw—r1/1) r. (1.57)

Como feito anteriormente, integrando por partes e usando as condi¢oes sobre

e (1.52) temos
1 1 1
—/ (u')? (—7‘21// - r@/)) dr
0 0 2

/1 u'u 17‘21// —rp | dr = l7“2@0’ —r | u
0 2 B 2
! 1
—/ u'u (—r%b” - @ZJ) dr,
0 2
dai

/01 u"u (%TZW - 7"1/1) dr = — /Ol(u’)2 (%T21// - 7“¢> d?“—/o1 u'u <%7’21/1” - ID) dr.

Como
1 1 1 o .
/ u'u (—7«21/}// _ w) dr = —/ u (W” e wl) dr,
0 2 0 2 2
segue que
1 1 1 o )
/ u"u (—7”2¢l _ Tw) dr = / u- (T@b” + —7“27#"/ N w/) dr
0 2 0 2 2

1
—/ (u')? (1r2¢’—rw) dr. (1.58)
; 2
Também

[ (b =) ar = (vt 1—/1 JE. Y
i wu | r ro=ugr = ut | v 5 r
= —/12 11//’—1@// d (1.59)
= i us | 57 5 T, .
Substituindo (1.58)) e (1.59) em ([1.57)) e simplificando, temos
1 1 1,22 /m 1 1
/ (u')? (—T21// - r@Z)) dr —/ wrY dr = —/ ub (—7"27,0’ —7“1/}) dr
0 2 0 4 0 2
e
+/\/ u? (57'2@//—7"1/}) dr. (1.60)
0

Restando ((1.60)) de (1.56]), simplificando e agrupando os termos com o fator u?r?,
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obtemos

1 1 /
/0 u? ()\w' -+ %ﬂ”’) r?dr = g/o ub(ryp — r?’) dr + % (1.61)

Sabemos da Proposi¢ao |1.2| que para A < 0 nao existe solucao de (|1.34). Assim,

assumindo que 0 <\ < Z7T2 e escolhendo 1(r) = sen((4\)/?r) de modo que
(1) > 0, temos

' (1) + i@/}”’(r) = 2X¥2cos((4N)Y2r) — 2X32 cos((4N)Y2r) = 0

rp — 12 = rsen((4N)Y?r) — r2(4N)Y2 cos((4N)%r) > 0 em (0, 1],

pois f(6) = sen(f) — 6 cos() é crescente em (0, 7) o que contradiz ((1.61)). [

Nosso resultado principal, anédlogo ao Teorema cuja demonstracao é
semelhante, é o seguinte

Teorema 1.10. Assuma Q é uma bola. Entao eziste solugao de se e
somente se X € (%)\1, )\1).

1
Demonstracao. Seja )\1 <A< A, do Lema sabemos que Sy < S e do Lema
o infimo em (1.37) ¢ atingido. Analogo ao Teorema [1.7, seja u € Hj(9) tal

que o infimo é atingido, pelo mesmo argumento, podemos assumir u > 0 em §2.
Definindo

-+ R

1 , 1 )

u — Ju) == [ [Vul"— X[ v,

2 Ja 2 Ja
F:H{(Q) — R

u = F(u):/|u\6—1,

Q
e no conjunto M = {u € Hy(Q) : F(u) =0} . Temos

J: Hi(2)

1. F'(u) £0, Yu € M,
2. pelo Lema 1) existe up € M tal que J(up) = min J(u).

ueM

Logo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema |A.28)), existe
B € R tal que

J'(uo) = BF"(uo).

Isto ¢
J'(ug)v = BF'(ug)v, para todo v € Hy(Q)

ou

/ VugVo — )\/ Ugy = 56/ udv, para todo v € Hy(Q).
Q Q )
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Em particular, quando v = ug

/|Vu0]2—)\/u(2]:66/u6:>6ﬁ25>\
Q Q Q

e Sy, > 0 dado que 0 < A < A;. De modo que uq é solucao de
—Au — \u = S\u’. (1.62)

Segue, usando o mesmo argumento dado na demostracao do Teorema [I.7, que
kug ¢ solugao de ([1.34), em que k > 0 é escolhido de tal forma que 68k~* = 1.

Pela Proposicao e o Lema se \ ¢ (%)\1,)\1) entao (|1.34) nao tem
solugao. ]



Capitulo 2

Problema critico em dominio
1limitado

Neste capitulo usamos o método variacional para o estudo do seguinte
problema

—Au=u¥"1+ \f(z,u) em RN
u>0 em RV,

/ \Vul? dz < oo,
RN

é o expoente critico de Sobolev, N > 3, A > 0 é um parametro

(PG,)

em que 2° =
d N—2
real e f : RY x R — R satisfaz as seguintes condi¢oes:

(fl) f € O(RY xR,R) e f(z,0) = 0.
(f2) Dado R > 0 existe Og € [2,2%) e constantes positivas ag, bg > 0 tais que

|f(x,8)] < ags’® ' +bg, V|z| <R, Vs > 0.

(f3) Existem 71,79,q € (1,2*), com 7; < g < 75, um conjunto aberto y C RY,
c; € L¥/=m)(RN), i = 1,2, e uma constante positiva a tais que

flx,8) <cy(x)s™ L+ ep(x)s™7 L, Vo € RY s >0,
F(z,s) > asl, Yx € Qy, s >0,
onde F(z,s) :/ f(x,t)dt.
0
(f4) Existem p, i € (1,2%), 2 < 7 < 2%, 1 < 7 < 2%, ¢5 € L¥/@-m®Y)

¢y € L2/ =m®Y) tais que

1
—f(a:,s)s o F([L’,S) > _63(*7:)5#7 Vo € Rst > 07
T

1 .
—fx,8)s — F(x,s) < cq(x)st, YV € Qp, s > 0.
z

33
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Observando que v = 0 é uma solucao de (PG,)), vamos aplicar metodos minimax
J
para estudar a existéncia de solugdo nao trivial de (PG,)).

Considerando ¢ € R dado pela condi¢do ({3), no primeiro resultado de
existéncia, vamos supor a seguinte condicao técnica:

q € (1,2%) satisfaz p=2" — 2 < q. (2.1)
Note que p <2, p=2ep>2quando N >4, N =4, e N = 3, respectivamente.
No estudo usaremos os seguintes espacos de fungoes

Definicao 2.1. Motivado pela imersao de Sobolev, temos

1. O espago DV2(RN) :={ue L¥ (RY) :Vi=1,...,N du € L*(R")} com a
o + [ Vull,

norma ||ul| pi2 = ||u
2. 0 espagco D2 = Dy (RN) € o fecho de 2(RN) com relacio a norma ||-|| pr.»-

Definigao 2.2. Seja N > 3. A dtima constante na desigualdadade de Sobolev é

dada por
V 2
S= inf IRLMH . (2.2)
uEDva\{O} (fRN |U 2*) /

Da desigualdade de Sobolev, |lull,. < S7!||Vul, em 2(R"), extendida a
Dy (RN) por densidade, temos ||Vul||, uma norma em Dy?(RY), equivalente
norma ||-|| ... Assim, D%? é o fecho de 2(RY), com respeito a norma dada por

1/2
foll = [ 1vol* az)

De acordo com o Teorema [B.2] o infimo em (2.2) ¢ atingido pelas fungdes

_ AN —2)e R
(et a2

we () . Vz eRY, >0, (2.3)

que satisfazem

3 = SN2 e > 0.

2

[Jwe ™ = [|we
Definicao 2.3. Diremos que uma funcdo u € D2, tal que u > 0 q.t.p em RV, ¢
solucao fraca do problema quando

Vu-ngﬁdx—/

RN

lul> ' pdr — A/ flz, u)pdr =0,
RN

RN

para cada ¢ € Z(RY).

Para obter uma solugao do problema (PG,)), também assumimos que

f(z,s) = f(x,0), para cada v € RY e s < 0. (2.4)
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Para modificar a ndo linearidade, escolhemos ¢ € Z(RY) satisfazendo 0 < ¢(x) <
1, ¢ =1 nabola B(0,1), e $ =0 em R\ B(0,2). Sejan € Ne ¢,(z) = ¢(x/n).
Definimos

fn(xv 8) = ¢n<m>f($7 8)7 (25)

e consideramos a sequéncia de problemas:

—Au=u"14+ \f,(z,u) em RN,
{ u >0, ue D" (PGn)
Considerando D'? dotado com a norma |jul| = || Vul|,, o funcional associado com

o problema (PG,,) é dado por

L) = © /RNyw dx——/ 2 gy — A /RNFn(x,u)dx, (2.6)

onde u™ = max{u, 0} e F,,(x,s) = [; fu(x,t)dt. Pela hipotese ( e a construcao,
o funcional I, ,, est4 bem definido e pertence a C*(D%? R), ver [14]. Além disso,

Iy, (u)p = Vu-Védr — /

RN RN

(uh)* o dr — )\/ folz,w)pdr,  (2.7)
RN

para cada u e ¢ € D2
Agora por causa da completude, damos um resultado basico de compacidade

Proposicao 2.4. Seja Q um dominio, nao necessariamente limitado, de RY,
N>21<q<2 eac L*/®-9(Q). Entdo o funcional

T : DY(Q) =R
u—>T(u):/a|u|qu
0

estda bem definido e € fracamente continuo.

Demonstragdo. Como u € D%2(f2), entao /]u\Q dr < oo e |ul! € L¥/1(Q).
Q
Logo, da desigualdade de Hélder

< / lal [u]? dx <
Q
Q

Seja u, — u em DY2(Q). Provaremos que |u,|? — |u|? em L?>/9(Q). De fato,

alul?dx

T(u)| =

a4
o

dx) < 0.

.\ F
dado que ||[un|"lly. /,, = ( |ul® dx) = [Jun||%. < 0o, da convergéncia fraca em
Q

D'2(Q). Logo, a menos de subsequéncia, pela reflexivadade de L?"/9(€2), temos

lup|? — v em L2/9(Q). (2.8)
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A prova estard completa se mostramos que v = |u|?, porque desse modo o limite
nao depende da subsequéncia.
Escolha uma sequéncia (K;),en de subconjuntos relativamente compactos de €2,

c

com fronteira regular tal que Q = (J,, Kj. Pela imersdo compacta D"?(K,) <
Li(K;), a convergéncia fraca, u, — u, em D"?(K;), implica que

u, — uem LI(Kj;)
e como LI(K;) C L'(K;), segue que
[un|? = |u|? em L'(K;).
Como também L?/9(K;) C L'(K;), a convergéncia fraca em (2.8)) implica que
un|? — v em L'(K;).

Assim, v = |u|? q.t.p em cada Kj.

Agora, defina para cada j € N, A; = {z € K;;v # |u|"}, temos med(A;) = 0.
Seja A = J;cn A, também med(A) = 0. Definindo B = {z € Q;v # |u|*}, temos
que B = A. De fato,

erxeB=recQ=ux¢cK,,paraalgum joev # |u|! =z € 4;, = = €
UjeNAj:>x€A, logo B C A.

erxc A= 1x¢c€ A, paraalgum jo = v € Kjyev # |ul = =2 € Qe

v#ul!=2reB=ACB.
Como Q = J;5, Kj e v = [u|* q.t.p em cada Kj, entdo v = |u[’ q.t.p. em Q. W

Defini¢ao 2.5. Seja E um espaco de Banach e ¢ € C'(E,R). Diremos que
(un) C E € uma sequéncia de Palais-Smale (PS)., com ¢ € R, associada com o
funcional ¢ quando

o(uy) = ¢, e @' (u,) =0, quando n — oo.

O seguinte teorema é uma versao do Teorema do Passo da Montanha devido
a Ambrosetti-Rabinowitz [2]. Pode-se ver também em [I4].

Teorema 2.6. Seja E um espago de Banach real e supor ® € C1(E,R), com
®(0) =0, satisfaz

(®1) Ezistem constantes positivas (B, p tais que ®(u) > 3, ||ul] = p.
(®2) Emiste e € E, |le]| > p, tal que ®(e) < 0.
Entao, para a constante

¢ = inf sup ®(u) > 3,
vELl yey
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onde I'={y € C([0,1], E);v(0) =0, v(1) = e}, existe uma sequéncia (PS).,
(uj), em E associada com ®.

2.1 Resultados técnicos

Nesta secao estudamos a existéncia de solucao fraca no sentido das
distribuicoes para o problema

—Au = g(z,u) em RV,
{ Lo (P)

onde g(z,u) € C(RY x R, R) satisfaz
(g1) Dado R > 0 existem constantes positivas ar, br tal que para cada x € RY
com |z|] < R, e s € R,

l9(z,5)| < arls” " + br.

O funcional I, associado ao problema em D2 é definido por
1
I(u) = —/ \Vul? dx —/ G(z,u)dz, (2.9)
2 RN RN

onde G(z,s) = fos g(x,t)dt. E claro que, sob a condicio (, I pode assumir os
valores £00. No entanto, se assumimos a seguinte condi¢do mais forte que (gl)),

(g2) existe a > 0, b € Cy(RY), o espago das fungdes continuas com suporte
compacto em RY, tal que, para cada v € RY e s € R,

lg(a,s)| < als|” 7"+ b(a),

teremos I € C'(D'? R), e pontos criticos de I sao solugoes fracas da equagao
quaselinear associada em RY. Para estabelecer a existéncia de uma solucao para
a equagao associada quando (g2) nao é satisfeito, vamos supor a existéncia de

uma sequéncia de fungdes (g,) C C(RY x R, R) satisfazendo (g2) e convergindo
a ¢g. Mais especificamente, assumimos

(g3) Dado n € N existe g, € C(RY x R, R) satisfazendo (¢2) e

g(x,s8) = gn(x,s), V|| <n, s€ RV,

Para a sequéncia de problemas

—Au = gy(z,u) em RY
u € DY
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o funcional I,, associado em D%? & definido por

Lo(u) = %/RN Vul de— | Go(w,u)de, (2.10)

RN
onde G, (z,s) = [ gn(,t) dt.

No que segue, vamos assumir que (u,) C D'? é uma sequéncia limitada e
tal que I/ (u,) — 0, quando n — oo. Pela imersdo de Sobolev e o Principio
da Concentracao-Compacidade, Teorema [A.32] podemos assumir que existe
u € DY, u,v € A4 (RY), o espaco das medidas de Radon limitadas em RY,
e sequéncias (z;) € RN, 1; > 0 e medidas de Dirac d,, tal que

Uy, — u em DV

n—uem L (RY), 1 <s< 2%

loc

U (z) = u(z) q.t.p em RY,
(2.11)

*

Yoy = W+ > viby, fraco * em 4 (RY),

|un

|Va,|* — o fraco * em . (RN),

% 2/2*

Lema 2.7. Eziste no mdzrimo uma quantidade finita de pontos x; em subconjuntos
limitados de RV .

Demonstracao. Serd suficiente provar que existem no méaximo uma quantidade
finita de pontos z; em B(0,r) para cada r > 0. De e do Lema 1.1 em [12],
obtemos

p({z:}) > 5% (2.12)

Agora, para cada ¢ > 0, definimos ¥.(z) = ¥((x — z;)/e), z € RY, onde
e IRY), 0 < Y(z) <1, ¢(x) =1em B(0,1), e (z) = 0 em RV \ B(0,2).
Dado que I (u,) — 0, quando n — oo, e (.u,) é uma sequéncia limitada,
também I/ (u,)(¢.u,) — 0, equivalentemente

I (uy) (Yeuy,) = Vu, - V(tuy,) de — /RN Gn (2, up)eu, dr = o(1)

RN

=~ [ Vu.-V(bu)de = / (2 )bty d + (1),

RN RN

Pela condicao (dI), com R > 2r, e (¢3)), para n suficientemente grande, temos

Vu, - V(u,) de < aR/

RN

|u|2* Y. dr + bg /N |ttn] e dx 4 0(1).
R

RN
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Agora de (2.11)), tomando n — oo, temos

lim Vu, - V(teuy,) de < CLR/ Ve dv + bR/ |ul ¢ dz.
RN RN

n—oo RN
Novamente o Lema 1.1 em [12] e fazendo € — 0, obtemos
p{zi}) < apv({w:}).
Assim, de (2.12)) temos

. B £;[V/2
apv({2:}) = agy; > p({z:}) > Sv7% = UV = > 7
R
Logo,
2/2* 2/2*
N/2 GN/2
2/2* S _
Z% 22( N/2> _< N/2> Zl
i i ag ag i

De (2.11]) temos Z 1 < oo, isto é, i € A onde A é un subconjunto de indices

2

finito. [ |

Lema 2.8. Seja K C RY wum conjunto compacto. FEntdo, existe ng € N e
M = M(K) > 0 tal que

[ )

Demonstragao. Tome ny € N tal que K C B(0,n9). De (g3), existe

gz, un(2)) = g(x,u,(x)), para cada x € K, e n > ng. Agora pela condicdo
(el com R = ng, |gn(x,u,)| < ag |un|> " + bg, por conseguinte

2/D g < M, Vn > nyg.

*

* *27_1
/ |gn (2, up(x)) 71 dr < / (ano \un|2 -ty bn0> ! da.
K K

Da desigualdade de Minkowski

2* 7 A -
sy ] o [t o] ]
K K K

logo

[ lante i)

do qual segue que

[ o)

Definindo ¢(t) = -1 em [0, 00), temos o convexa, e pela desigualdade de Jensen,

2% -1 2% 1 2% -1

S dx} < g [/ ]un(x)]2 dx] + by, [/ 1dx1 ;
. K

*
2% 1

21 4 oy, |K|° 7 ) 7 (213)

7 dy < <2an0 ||,
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2 ety = 2b,, \K\ , temos

1 1+ ity so(t)
90<—(751+t2)):¢’<21 : < A
2 213 2

do que segue

> 420, |K]|

*
2*

2¥—1\ “oF 1 *_ 2%—1
)T = o (g [l 2, 1))
= o 3 b K]

2% 1 2' -1
< ¢ (2an, llual )w(%no K|)

3+ (2b,) 7T K]

(Qano ||,

= (2an0)2* ! ”un

Ora, de (2.13) temos

[ 1ol

Assim, da imersdo continua DV?(K) — L* (K), por ser a sequéncia (u,,) limitada
em D2 também (u,) é limitada em LZ*(K) e dado que a medida de K ¢ finita,

tomando M = (Qano)f** 1t ||2 (2bn0)2 -1 |K|, temos M € R tal que

T g < (Qa,m)% ||un||§ + (ano)Tg*1 |K|, VYn > ne.

2*

[ 1ol

Lema 2.9. Seja K C (RN \ (x;)) um conjunto compacto. Entio u, — u em
L¥ (K), quando n — oo.

_2*
-1 doe < M, Vn > nyg.

Demonstragao. Sejar > 0 tal que K C B(0,r). Pelo Lema|2.7] existe no maximo
uma quantidade finita de pontos x; em B(0,r). Dado que K é compacto e
Kn{z;} =0, 0 = d(K,{x;}), a distancia entre K e {x;}, com z; € B(0,r)
é positiva. Seja 0 < e < ¢ e defina A, = {z € B(0,r)|d(x, K) < }. Escolhendo
YpePRY), 0<y <1, p=1em Ay, ep =0 em RV \ A, temos

/ un|* dz < | W |u,” da :/ O un|” de. (2.14)
K A. RN

Dado que supp(v) C A. e A. N {x;} = 0, com x; € B(0,r), d 4) e(2.11),

temos

hmsup/|un] dm</ wdl/—/ O |ul? dx—/l/)|u| dr < lul”" da.
Ae

Agora, fazendo ¢ — 0 e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de



2.1. RESULTADOS TECNICOS 41

Lebesgue (Teorema [A.41)), obtemos

lim sup/ lup | da < / lu* da, isto é, lim sup wnll o gy < Mlull 2= (g

n— o0
(2.15)
Por outro lado, da imersdo continua D?(K) — L[? (K), temos u, — u em
L*¥ (K), donde segue que

ol o ey < T inf [l (2.16)

De e (2.16), l[unllper iy = lullper(ge)-  Assim, do Teorema e da

Proposu;ao A 5 temos
u, = u em L¥(K).

Lema 2.10. Seja K C (RV\ (x;)) um conjunto compacto. Entao Vu, — YVu em
(L2(K))N, quando n — oc.

Demonstragio. Seja 1) € C°(RYN \ {x;}) tal que » = 1 em K ¢ 0 < ¢ < 1. Como

0 < (Vuy — V) - V(u, —u) = |Vu,|* = Vu, - Vu — Vu - V(u, — u)

0< /K(Vun —Vu) - V(u, —u)dx < /]R (Vu, — Vu) - V(u, —u) de

N

consequentemente

/ (Vu, — Vu) - V(u, —u)dr <
/RN [|Vun]2 ¢ — (Vu, - V) — {Vu-V(u, —u)}¢] dz. (2.17)

Por outro lado, dado que I/(u,) — 0, quando n — o0, também temos
I! (up,)(uyp) — 0. Dai,

Tafun) ) = [ V- V) = g )] o =
/RN [(Vuy, - Vu)y + (Vu, - V) )u — gp(x, uy))up] de = o(1), (2.18)

quando n — oco. Além disso, dado que (u,?) é uma sequéncia limitada em D2,
temos

/RN [‘Vun|22/1 + (Vi - Vi) up — go(@, un)untp] da = o(1), (2.19)
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quando n — oo. De (2.18)) e (2.19) obtemos, respectivamente

/ (Vu, - Vu)p de = —/ (Vun-Vw)ud:U+/ Gn (T, up)utp dx +o(1), (2.20)

/ V| 1) = —/ (Vuy, - Vi)u, dx +/ gn(, up)up de + o(1).  (2.21)
RN RN RN

Substituindo (2.20) e (2.21)) em (2.17) temos

/(Vun—Vu)-(Vun—Vu)dx < wgn(a:,un)(un—u)d$+/ Vi, V- (u—uy,)dz+
K

RN RN

Vu-V(u—u,)- ¢dr+o(l).

RN

Agora, aplicando o Lema , para o compacto K = supp(¢), e a desigualdade
de Holder, obtemos

/Kgn(x,un)(un—u)dx < /K\gn(z,un)(un—u)\ dx

2*
([lante )l #) ™ =l

()T [ — o g -

IN

IN

IN

/K|Vun-V1/J(u—un)| da ||Vu||LOO(K)/k|Vu| = uy| da

< ||VUHL°°(K) [Jul [lu— unHL2(K) ’

por conseguinte
0< [ Vi = Vulde < M g ey +
K
||vu||L°°(K) [ull [lu — UnHL?(K) + /RN Vu - (Vu—Vu,) - pdr+o(1), (2.22)

quando n — oo. Agora, do Lema , para o conjunto compacto K = supp(¢) C
(RY A {2i}), [lun — ull o gy — 0, consequentemente [[u — wy || 2 — 0, pois
2 < 2*. Definindo

f:D¥? — R
v = f(v) = YVuVudz,

RN

da convergéncia u, — u em D' segue que f(u — u,) — 0. Assim, de (2.22)
temos



2.2. GEOMETRIA DO PASSO DA MONTANHA 43

/ \Vu, — Vu|2 dr — 0, quando n — oo.
K

Do Lema[2.10] e com argumentos semelhantes do final da prova da Proposicao
com Q@ =U;2,B(n,0) e K, = B(n,0)\ {z;}, temos o

Corolario 2.11. A sequéncia (u,) C D"“? possui uma subsequeéncia (un,)
satisfazendo Vuy, (x) — Vu(x), para quase todo x € RN

Seja I, a sequéncia de funcionais em (2.10). Podemos agora apresentar o
resultado principal desta secao.

Proposigao 2.12. Suponha que g(z,s) € C(RY x R, R) satisfaz ( e (5@)
Entdo, qualquer sequéncia limitada (u,) C D2 tal que I (u,) — 0, quando
n — 00, possui uma subsequéncia convergindo fraco para uma solucao de @

Demonstragao. Dado ¢ € Z(RY), tome ng > 0 tal que supp(¢) C B(0,ng). De

(¢3)), temos

gn(z,5) =g(x,s), Va €supp(¢p), e n>ng (2.23)
A condigao (dI)), com R > ng, e (2.23), fornecem

|gn (2, 8)p(x)| < (ars® ' +br) |¢(x)], Yz €supp(¢), s €R, n>no. (2.24)

Utilizando (2.11)), (2.24)) e o fato que (u,) C D'? ¢ uma sequéncia limitada, segue
que (gn(z,u,)9) e (Vu,Ve) sdo familias uniformemente integraveis em L*(RY).

Consequentemente, pelo Teorema de Vitali (Teorema [A.45) e o Corolario [2.11]
obtemos

i [ go(a, un(2))6(x) do = / o, u(@))é(z) dr Vo € DRY),

n—o0 RN RN

lim Vu,Vodr = VuVodr, Yo € P(RY),
n—oo RN RN
(2.25)
Assim, como I} (u,) — 0, quando n — oo de (2.25)), temos
VuVedr — / g(x,u(x))p(z)dr =0, Yo € 2(RY),
RN RN
e u & solugdo fraca de (P). [ |

2.2 Geometria do passo da montanha

Nos seguintes lemas prova-se que a familia de funcionais I,,, em (2.6)
satisfazem as condigoes () e (9f2) do Teorema [2.6| numa maneira uniforme.
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Lema 2.13. Suponha que f satisfaz (f2) e (f3). Entao,

1. Se 1 < ry <2, existe \* > 0 tal que, para cada X\ € (0,\*), I, satisfaz
(Y1), com S e p independentes de n.
2. Se 2 < ry < 2%, entao para cada N > 0, I, satisfaz (, com [ e p

independentes de n.

Demonstragdo. Sejam v € D2, u # 0. Da definicao de f, e ( , segle

s 1 1
Fo(z,s) = | folz, t)dt < —ci(2)s™ + —cy(x)s™, Ve € RY, s>0. (2.26)
0 ™ T9
. . 2" 2" .
Usando a desigualdade de Holder com expoentes 5 e — para i = 1,2, temos
T

(2.27)

/ () () do < el s
RN 2% —r;

Agora, da definigao de I, ,, (2.26) e (2.27)), temos

- )\/ Fo(x,u)dx

1
Din(u) =35 lu* H

1 2 r2
> gl = gl = (5 Bl I+ el e ).
] 2"
de ‘ ’ SQ /2 > || 2% IOgO
Je])” ™ "
Iyn(u) = _H "~ 9 G2°/2 —A r ST1/2 Cll 32 +7~2Sr2/2 P

Caso 1: 1 <ry <2.

o (1 |ul* 2 lellajoery o vm Ne2lloj@ecray o
D) > [[ul] 5" orgT —A WHUH +W\|U|’ -

1 2r-2 lex 24/(2*—11) 4 e 2 /(2*=r2) ,r
Fazendo Q(t) = oeppt™ ¢ R(t) = S T 2, Dado

1
que Q(t) — 0, quando t — 0, existe p > 0 tal que 5 —Q(p) > 0. Assim,

escolhemos A* > 0 tal que

1 *
5~ Qp) = A"R(p) > 0.
Consequentemente, existem p e 8 > 0, com p e § independentes de n, tal que

Iyn(u) = B, lull = p.
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Caso 2: 2 < r; <2~

I)\,n(u) Z

(L ful”? A 2 _ A r3—2
] 7 — o llall_z flull" - leall _ze_ [lu] :

Z Tz 2%
2 2% S5 7S 2=y 7952 2 -r)

Ora, fazendo

tT’Q—Q

%

Y
2% —rg

1 . A
t) = AT e = i |le
Q( ) 2*527 7”1571 || 1||2*2—7‘1 - ] || 2
segue que Q(t) — 0, quando ¢ — oo, dado que 2 < r; < 2. Entao, p > 0 tal que

3~ Q(p) > 0. Consequentemente, obtemos p e 8 > 0 independentes de n, tal
que
Duon(u) = B8, lull = p.

[ |
Lema 2.14. Suponha que f satisfaz (f3) e (f3). Entao, para cada X > 0 e
neN, I, satisfaz (P2).
Demonstracao. Considere Qy dado por ( e ¢ € 2(RY), uma funcao positiva
com supp¢ C §2y. Para cada t > 0, temos

Inn(te) = %/RN IV (t¢)|]* dx — %/RN(W)Q* dr — )\/RN Ey(x,t}) da.

De (f3), existe a > 0 tal que F,(z, s) > as?, para todo z € Q, s > 0eq € (1,2%).

Dali,
t? 2 2 o . .
Da(te) < 5 | Vo[ do— | |¢]" — Aat ¢ da.
2 RN 2 RN RN

Dado que 2* > 2, existe t > 0 suficientemente grande tal que I, ,(t¢) < 0 e
[td|| > p, com p dado pelo Lema [2.13] |

2.3 Estimativas

Considerando €y dado por (, tomamos zo € g e rg > 0 tal que
B(zg,2rg) C Q. Agora, seja ng € N tal que B(x,2rg) C B(0,n0). Escolhemos
¢ € 2(RY) satisfazendo 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 na bola B(xg,7), e ¢ = 0 em
RN\ B(z,2rp). Dado £ > 0 e w, definido em (2.3)), seja

A
a ||¢ws

Ve

2*

Entao, v, satisfaz
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Lema 2.15.

X. = \Voe|* doz < S 4 O(EWN=22) quando ¢ — 0.
RN

Demonstracao. Ver [7] ou [13]. |

Proposicao 2.16. Suponha que f satisfaz (@ e (@, com q satisfazendo a
condi¢ao . Entao, para cada N > 0, existe ¢ > 0, ng € N e dy > 0 tal
que, para cada n > ng,

1
max{ /[, (tve) : t >0} < d, < NSNm.

Demonstragao. Da defini¢ao de Iy, e v., temos

1 1 x
I, (tve) = 5 /RN IV (tv.)|* dz — > RN(tvg)2 dx — )\/ F,(x, tv.) dz,

RN

e de (), F.(x,tv.) > a(tv.)?, Vo € Qp, s> 0. Segue que

t? t* .
Iyn(tv,) < 5 IV (v.)|? do — ?/ (v.)* dx — /\tq/ alve|? dx
RN RN RN
¢ t*
= EXE o At /RN alv.|? de = Jy(tv.).

Assim, para provar a proposicao, é suficiente obter € > 0 e d, > 0 tais que
1
max{Jy(tv. )|t > 0} < d) < NSN/Q.
Da definicao de J,(tv.), dado ¢ > 0, existe algum ¢, tal que

d
max J (tv.) = Jy(t-ve) e EJ,\(tvg) =0 emt="t..

t>0

Como

d *
— Jy(tv.) = tX, — 271 = Aqtq‘l/ alv|” dx,
dt RN

d
o fato de que EJ,\(tve) =0 emt=t,, implica

teXe—t2 7 - Aqté’l/

» alv’ dr=0= X, =t¥ "2+ )\qt32/ alve|? du.

RN

1
Dai, 0 < t. < X2 2. De fato, do Lema [2.13

Jk(tave) Z I)\,n<tva> 2 6 > 07 Htve” =p,
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e de (2.15)), temos

t2 2
I(tov) = =X, — = — )\tq/ alv|? dx <
2 2* RN

2 2 t2
(S+O( (N=2)/2)) — = T At‘I/ alv|? de < = (S+O( (N=2)/2y)
]RN

de modo que
2

0<5<JA(tUE)StE (S+0(EN272).

Consequentemente, existe ag > 0 tal que

_1
ap <t. < XZ?, Ve>0.

t2 t2* %
Ora, dado que a funcdo h(t) = EXg o é crescente no intervalo (0, X2 %),
X2 —2 XQ* 2 1
temos h(t) < 5 X, — 5 NXE. Logo,

1
A@MSN&—W/

RN

alve|! do < %Xs - Aag/ alv.|” de.  (2.28)
RN

Definindo h(y) = y* com a > 1 e y < 0, temos, para todo y > 0, h/(y) > 0 e

h'(y) > 0. Paray; = b, yo = b+c, b,c > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe
Yo € (b,b+ c) tal que

h(b+c) — h(b)

C

= h/(yo),

e como h’ é crescente h/(yo) < h'(b+ ¢), implicando

h(b+ ¢) — h(b)

<Hb+e)=(b+c)* <alb+c)e+ b
c

Usando a desigualdade de acima, com b = S, ¢ = O(W=2/2) ¢ o = N/2,
obtemos

N/2 1

[S+ O( (N—-2) /2)] < [S+ O( /2)} g] O(€(N_2)/2) + SN/2.

De (2.15)

/2
1 [+ O(eW-22) "2 1 -
2oV < <« tonpg b O(eN=2)/2Y1 271 5 (N-2)/2
N < ~ <59 +2[S+ (e )] ( )
e de (2:28)

1
J/\(tava) S _SN/2 + O( (N=2) /2) )\Oég/ a ‘U8|q dl’
N BN
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Assim, existe M > 0 tal que

1 v Aod
—_GN/2 (N=2)/2 70 a
In(teve) < NS +e <M V=22 /]RN a v dx)

1 N—-2

Aaod g a1
< SN2 N2/ M——D/ dr | .
- N eWN=2/2 Jpo1y (e + |z|})N-2a/2

Fazendo a mudanga r = |z| e denotando por wy a area da bola de raio 1 em RV,
obtemos

N-2

g a1 J 1 et roapN-1 ;
/B(o,l) (e + [2[}) V=272 "“"‘/o N2z @

N-2

) r
Depois da mudanca s = —, segue

Ve
! N-1 e~ 1/2 N-1
wN r N _ —2q S d
rr =wye2 4 s
cMra { =2 N . 1+ s2)™=2a2
0

implicando que

==

e~1/2 N-1
In(tv)) < =S8N/ 24eN=2)/2 (M — )\aangs_NZquLl/ i ds) .
0

(11 s2) 24/

Além disso, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

N—2
2(N—1) =

e~ 1/2 SNfl 1 SNfl 1 sN=2)q 2 1
ds > ds = - d
/o (1+ s2)N-2a72 3—/0 1+ ) -2 / 1+ s2) ’

emos g(s g ara s € . For conseguinte
1 827 - 2 p ) g ’

. aN—1 N\ 52q ) aN—1) \ Y52q ) 2o,
/ ST ds > / st ds = / 955 agN 15 — 2 ,
0 (]. + 52) 0 2 0 N

de modo que

Fazendo ¢(s) =

€ gN-1 Us > Q%Q
/0 1+ s2)@2a2% =" N

Assim, existe uma constante positiva C, tal que

1

Ia(teve) < NSN/Z 4 g(N-2)/2 (]\/[ _ )\C€*¥q+1) '
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Quando ¢ satisfaz a condicao (2.1)), temos

N -2
— 1
N—2:> 1 qg+1<0

q>2"—2=q>

_N-2
logo, existe €p > 0 para o qual M — A\Ce, * 1 < 0. Portanto

1 ) xe 1
ltere) < dy = SV 4 <Y (M CACe, q“) < SV

2.4 Existéncia de solugao nao trivial para (PG))

Em vista dos Lemas e podemos aplicar o Teorema 2.6 a sequéncia de
funcionais I ,,, obtendo um nivel positivo cy,, e uma sequéncia (PS)., ,, (ugn))j
em D2, isto é,

I,\,n(uﬁ-”)) — Can € I/’\n(ugn)) — 0 quando j — oo.

Ademais, do Lema e da Proposicao [2.16] temos

1
0<fB<ecr,=infsuply,(u) <d) < — N2, (2.29)
Vel uey N

Tomando uma subsequéncia se necessario, encontramos cy € 3, d,] tal que

cy = lim ¢y ,.
n—oo

Assim, dado 0 < ¢ < min{cy, (1/N)SN?}, existe ng > 0 tal que ¢y, € (cx—e¢, cr+
(n)

e) para cada n > ng. Agora, para cada n > ny, existe u, = u; ~ satisfazendo
cx—e < Din(u,) <cn+e, (2.30)
¢ 1
|| < = (2.31)

Assim, a subsequéncia, que ainda continuamos chamando (u,) em D2  satistaz
(2.29), (2.30) e (2.31). Também ¢é limitada, como é mostrado no lema seguinte.

Lema 2.17. A sequéncia (u,) € limitada em D2

Demonstragao. Da definicao de I ,,, temos

1 1 1 1 1 *
Iy (uy) — ;If\yn(un)un = (5 — ;) /]RN |Vun|2 dx + (; — 5) /]RN |u:{|2 dx+

/\/RN (lfn(x,un)un _ Fn(m,un)) dr. (2.32)

T
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De (, existem 7 € (2,2%), p € (1,2*) e ¢3 € L*/@~HW(RY) tais que
1
_fn(ma un)un - Fn(xa Un) 2 —Cg(l’)(u+)#,
-

n

e da desigualdade de Holder,

/ cs(@) [u " do < s
RN

2¢/(2*—p) |

Hu+H‘2‘; . (2.33)
Por outro lado, da desigualdade triangular

1 1
Dy (un) — Iin(“ﬂ)un < | D (un)| + = ‘[//\n un)”?l} )

de 1) existe C' € R tal que |I) ,(u,)| < C, ede 1)

/\n(un)H < 1. Assim,

[ D (un)| + = ‘I)\n Un, un‘ <C+- HunH (2.34)

Definindo h(t) = (1/7 — 1/2*)752 — Ales|| t*, para t > 0. Como 1/7 —1/2* > 0,
existe m € R tal que h(t) > m, para todo t > 0. Segue de (2.33)) e (2.34)),

(5= 3) Il < Buaton) = 20 < € L.
de modo que
met (57 ) Il O+ 2l = (5= 3) Bl = Sl < C = m
Como T € (2,2%), segue que a sequéncia (u,) é limitada em D2, L

Enunciamos e demonstramos a seguir o primeiro resultado principal deste
capitulo.

Teorema 2.18. Suponha que f satisfaz (fI) — (1), com ¢,r1 dado por (f) e ¢
satisfazendo a condi¢ao . Entao,

1. Sel <r <2, existe \* > 0 tal que o problema possui uma solugao
néao trivial para cada X € (0, \*).

2. Se 2 < ry < 2, entao o problema possui uma solucao nao trivial
para cada \ > 0.
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Demonstracao. Definindo
g(z,s) = [s|" "+ Af(x,8), e gnlx,s)=|s]" "+ Malz, )
em que f,(z,s) é definido em (2.5) e f(z,s) satisfaz (fI)) até (fd) e f(z,s) =0
quando s < 0. As propriedades ( e ( sao satisfeitas. De fato, da condicao
(f2) dado R > 0, existem 0p € [2,2*), ag,br > 0 tais que
|f(f1f, S)| < ag |S’6R_1 + me v‘x| < RJ s € R.

Logo, |g(x,s)] < |s|” ™" + Aag |s|”" " + Abg, se |z] < Redado que 1 <0z —1 <
2" — 1 tem-se

1. Se s > 1:
lg(z,s)| < ¥ 4 Aags” T+ Abg < 5771 4 Aags® T+ Mbg
< (14 Xag)s® '+ dag + Abg.
2. Se 0 <s<1:
lg(z, )] < 8¥ 71+ Aans" T 4 Abg < 8771 4 Aap + Ao

<
< ST+ 87 T Aag 4+ Aag + Abg = (14 Aag)s® '+ Aag + Abg.

3. Se s <0, temos f(z,s) = f(x,0) = 0. Entao,

g(z,s) = |s]* 7' < (1 +ag) |s]* " + Aag + \bg.

Portanto, para R > 0, existem constantes postivas A = (1 + Aag), Br =
AMag + br), tais que para cada z € RY com |z| < Re s € R,

l9(x, )| < Anls[" ™ + Br
e a condi¢ao (dI]) é verificada.

Agora vamos ver que g,(x,s) satisfaz (g3)) para cada n. De fato, fixando

n € N, tome R = 2n da condicao ( temos
|[fa(@,5)] < (ar[s|"™ " +br)du(z), V|z| <R, s €R.
O qual implica que
lgn(z,8)| < |s|* "+ Aag |s|”" " bu(x) + bron(z), V|| <R, seR.

De maneira aniloga a demonstragao que a condicao (gll)) é satisfeita, temos

1. Se s > 1: s%»71 < s¥ 1 implicando que Aars?2~! < Aars? ~!. Logo

‘gn(xa 8)‘ S (1 + aR)SQ*il + bR¢n(x> S (1 + aR)SZ*il + (AQR + bR)(bn(x)
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2. Se 0<s<1: 0<%t <1, dai Aags’* 1o, (x) < argn(r). Logo
lgn(z,8)] < 8% 714+ Xagon(z) + bron(z) < (1+ag)s® '+ (Mag +br)on(z).
3. Se s <0, temos f,(z,s) =0 dai,

|gn(@, $)l < (1 +ar)s™ " + (Aar + br)du ().

Por conseguinte, |g, (7, s)] < ap,s? L+ b,(x), V]z| <2n, Vs € R, em que
= (14ag) >0, by(x) = (Nag +bgr)on(z), supp(b.(z)) C B(0,2n).
No caso em que |z| > 2n, temos f,(x,s) = f(z,s)¢,(z) = 0. Implicando que
gn (@, )| <[] 7" < an|s]” " <an|s| T 4 ba(x), pois by(z) > 0ea, > 1.
Portanto,
|gn(,8)| < an |s)” " +bu(z), Vo € RY, Vs € R,a, > 0,b,(2) € Co(RY).
e a condigao (¢3) é satisfeita.

Ora, aplicando a Proposicao com a sequéncia limitada (u,), construida
no principio desta se¢do, a qual também satisfaz que I} ,, (u,) — 0, obtemos uma
solugdo fraca u para o problema (PG,)). No que segue vamos verificar que u é
positiva. Em primeiro lugar, observamos que v~ = 0. Efetivamente,

‘Vu_|2 < }VU_IQ + ‘VUHQ

de modo que

/ ‘VUHQ dx < / (|Vu;‘2 + ‘V%ﬂz) dx :/ |V, |” de = ||Ju|”.
RN RN RN

Assim, a sequéncia (u,,) ¢ limitada em D2, e de (2.31))

|n |

|1 () ()| < = I} ,(un)(u, ) = 0 quando n — oo. (2.35)

n
Dado que

Balun)la) = [

RN

Vu, - Vu, dx — / (W) tuy de — X | folz,u)uy, de,

RN RN

da definicao de u,, e a condicao para f, temos
() () = o |

de (2.35) segue que u,; — 0 em D'? quando n — cc.

Ora, vamos assumir por contradicao que u = 0 é a 1tinica solugao possivel para
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(PGA). Seja
2%

dz.

+
n

[ = lim |u
n—oo RN

Dado que
L5 (un) (uy) = / \Vu,|” do — / u? dx — X folx, un)u, dz,
7 RN RN RN
de (f3) e (2-31) temos

0= lim I}, (un)(u,) > lim (\VunIQ ~unl® = At Jun]" — Aca yuny”) dz
N

n—oo n—oo

= lim V| dz — lim un|* dz — lim /\/ (c1 |un]™ + e Ju,|™) da
n—oo RN n—oo RN n—oo RN

= lim |V, | da:—l—)\/ (c1 |u|™+eq |ul™) de = lim/ \V,|* dz—1.
RN RN n—oo [pN

n—oo
Pela Proposicao e (, definindo
T : DY*(Q)—=R
u—>T(u):/cilu
Q

" dx

pela hipotese de contradicio temos u, — u = 0 em D'2 de modo que
T(u,) — T(u) =T(0). Por conseguinte

lim [ |Vu,|® dz <. (2.36)

n—o0 RN
Afirmamos que [ > 0. De fato, argumentando por contradicao, supondo que [ = 0

segue que lim / Vu,|* dz =0, e de (
n—oo RN

1

%fn(:v, Up U — C4(2) (un)* < Fyx, u,) < ;f(x, U ) Uy, + c3(z) (up )",

pela Proposicao e (, segue que lim F.(z,u,) =0. Devido a isto e
n—oQ RN
(2.36), temos

1 1 .
lim Iy ,(u,)= lim —/ \Vu,|* de — — (uh)? dx — )\/ F.(z,u,)dx
n—oco n—oo \ 2 RN 2% RN RN
=0,
o qual é impossivel por (2.30]).

De (2.2)), temos

N\ 2/2°
Vul 2 [Vlpz s ([ 1al7) (2.3)
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Como uma consequéncia de (2.37)) e de (2.36)), obtemos

o 2/2* X
[ > lim |V > S(lim ot ;) — S = 9N < (2.38)
n—oo n—oo

De (2.29), ([2.30) e (2-31)

1
NSN/2 >dy > ey = lim 1), (u,) = lim {IAn(un) — —I;\n(un)unl )
7— b

n—oo n—oo

Por (2.32), (f4) e a Proposicao [2.4]
. 1 !
Im |1, (un) — =13, (un)uy,
n—00 T 77
. 1 1 1
= i [(3 =) iwwali (2= 3) s
, 11 o (L1
> - _Z - _
2 |5 =7) st (3= 5) e

de modo que

1 ) 1 1 1 . 1 1
NSN/2 > lim {I)\’n(un) — ;Iﬁ\’n(un)un} 2 (5 - —) 512/2 + (— - _)

n—00 T T o*

o~

por ([2.38))
1 1 1 « 1 1 1
NSNN > (5 _ ;) SeN/ZT (; — ?) SN/2 — NSN/2’ uma contradicao.

Portanto, v = u™ # 0. [

Agora, vamos verificar a conclusao da Proposi¢ao [2.16, assumindo a
positividade da primitiva F'(z,s). Mais especificamente, supondo

(f5) F =[5 flx.t)dt >0 Yz e RN, s> 0.

Assim, nao precisamos da condi¢ao (2.1), como mostrado a seguir.

Proposicao 2.19. Suponha que f satisfaz (f2), (f3), e (f}). Entao, para cada
A >0, existe e >0, ng € N edy >0 tal que, para cada n > ny,

1
max{/y,(tw.) : t >0} <d) < NSN/Q.

Demonstracio. Seja ng € N tal que () = B(0,m0) N Qg # 0. De 1} temos

(. 9) /qsn F(o,t) dt = 6o(a /fxtdt bu() F(, 5).
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Da definicao de I, e (, para cada n > ng, temos

12 2"
I)\,n(twa) = E |Vwa| {E_; |wa| dr — A ¢n (ZE,tw£>dflf
t2
= §Hw€y|2_ / onF (2, tw,) dx

2 ¥
= (_ - —) SN2 N[ ¢ F(x,tw.)dr
2 2* RN

2
< === )S"2= X[ ¢.F(z,tw,.)dr,
2 2% o

por ({3)
.

Iy (tw:) < (— — —> SN2 _Nat? | |w.|? de = J\(tw,).
’ 2 2 0o

Assim, basta obter ¢ > 0 e d, > 0 tais que
1
max{J)(tw.)|t > 0} < dy < NSN/Z.

Para provar esse resultado usamos os argumentos de [I]. Por (2.3), a sequéncia
w, ¢ limitada em L>/9(RY) e w. — 0 q.t.p em RY, quando ¢ — 0. Assim,
w. = 0 em L*/1(RY), quando € — 0. Por outro lado, a restri¢do w.|q pertence
a W12(Qp). Dai, pelo teorema da imersio de Sobolev, w. — 0 em L"(B(0,2n)),
para cada 1 < r < 2*. Consequentemente,

lim [ |w.|? dx=
e=0 Jo
Dado que
Ja(w.) = (1 — i) SN2 _Na [ |w.|" dz = Love lw.|? dx
2 2% 0o N o ’
existe g9 > 0 tal que
1
0 < Jx(we) < NSN/Q. (2.39)

Temos Jy(tw.) continua em ¢, J,(0) = 0, existe t > 0 tal que 0 < Jy(tw.) e
Jr(tw.) — —o0, quando t — co. Entao, existe ¢., > 0 tal que

Ia(teqWe,) = max{J)(twg,)|t > 0}.

d
Dado que EJ’\(thO) =0, para t = t.,, temos

(tey — t?;’l)SN/Z - )\aqugol/Q |we, | dz = 0. (2.40)
0
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J& que )\aqtgo_l ) |we,|?dz > 0, segue que t., — t?;_l > 0 o que implica que
Qg
teo < 1. Dai e de (2.39), temos

0<t, <l

Considerando que a fungdo h(t) = t*/2 —t* /2° atinge o maximo em ¢t = 1,
obtemos

1 N/2 1 N/2
Iltegtong) < dy = 1SV = Aatt, X w|? do < SN2

Dai, para ¢y e d) temos
1
max{Jy(tw.)|t > 0} < d) < NSN/2,

0 que mostra a proposicao. [ |

O teorema seguinte é o segundo resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.20. Suponha que f satisfaz (ED — (@, com 11 dado pela condi¢ao

(B). Entao,
1. Sel < ry <2, existe \* > 0 tal que o problema possut uma solucao
nao trivial para cada \ € (0, \*).

2. Se 2 < ry <2 entao o problema possut uma solucao nao trivial
para cada \ > 0.

A demonstracao é analoga a prova do Teorema [2.18, trocando a Proposicao
pela Proposicao 2.19



Apéndice A
Resultados gerais

Neste apéndice serao apresentados alguns resultados e definicoes da teoria,
que permitem acompanhar a dissertacao. Por () representa-se um subconjunto
aberto nao vazio do RY. Serd fixada em Q a medida de Lebesgue e para um
conjunto mensuravel £/, dizemos que uma propriedade é mantida quase em todo
ponto de E (abreviado q.t.p.), com tal que exista um subconjunto Ey de E para
o qual med(Ep) = 0 e a propriedade é mantida para todo = € E'\ Ej.

Definicao A.1. a) (Notag¢io O grande de Landau) Escrevemos
f=0(g) quando x — x,

se existe uma constante C' tal que

()] < Clg()]

para todo x suficientemente prorimo a xg.

b) (Notagao o pequena de Landau) Escrevemos
f=o(9) quando x — xo,

se

tim

z—zo |g(x)]

Definigao A.2. Sejam Q C RY aberto e limitado, k € {1, 2, ...}. Dizemos que
a fronteira, 092, é de classe C* se para cada ponto 2° € O existe r > 0 e uma
funcao v : RN=1 = R, de classe CF, tal que, depois de renomear e reorientar se
necessario, temos

QN B r)={z € B r);z, >v(x1, ..., To1)}

Da mesma forma, 090 € de classe C™ se O) é de classe CF para k=1, 2,..., e
0N) € analitica se a funcao v € analitica.

o7
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o0

]R."\"fl

Figura A.1: Fronteira de Q de classe C*, v(z°) vetor normal exterior.

Defini¢ao A.3. Sejam u : Q — K, onde K =R ou C, u mensurdvel, e (0;);cs
a familia de todos os subconjuntos abertos O; de () tais que u = 0 quase toda parte

em O;. Considere O = U O;. O suporte de u, o qual é denotado por supp(u), é
iel
definido como

supp(u) = Q\ 0.

Definicao A.4. Para 1 <p < o0

LP(Q) = {u: Q — R, mensurdveis com |u|’ integrdvel em Q}.

O espago LP(£2) equipado com a norma

1
el ey = 1l = ( [t das)

¢ um espaco de Banach.

Diz-se que uma fun¢ao mensuravel f é essencialmente limitada em 2 se existe
uma constante finita M que satisfaz

med{z € Q:|f(z)] > M} =0.
Definicao A.5.

L>(Q) = {u: Q@ — R, mensurdveis com sup ess,q [u(z)| < M, M > 0}.

L>(€2) é um espaco de Banach com a norma
[ull oo () = SUpP €88,eq [u(@)| = Inf{M > 0: |u(z)| < M q.t.p. z € Q}.
Definicao A.6. Para 1 <p < o

LV () ={u:Q — R: |uf integrdvel em cada K C Q, K compacto}.
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Sejam (u,) uma sequéncia em L7 (Q) e u € L} (). Diz-se que

u, — uem LY (Q)

loc

se, para cada compacto K de (), tem-se

pic(u — ) = (/K () — u(@)P? d:c) S

Denotaremos por C3°(2) o conjunto das fungbes ¢ : @ — R que sdo
infinitamente diferenciaveis em 2 e tais que supp(¢) é compacto. C3°(£2) é um
espaco vetorial com as operaccoes:

(614 ¢2)(z) = d1(2) + da2(2), (ag)(z) = ag(z).
Os resultados a0 podem ser encontrados em [§]
Proposicao A.7. O espaco Cy(2) € denso em LP(S2) para 1 < p < oo.
Proposicao A.8. C§°(Q2) ¢ denso em LP(2) para 1 < p < oc.

Lema A.9 (Du Bois Raymond). Sejam u € L}OC(Q) tal que

[ utwyole) s =0, voe @
Q
entdo u =10 q.t.p. em 2.

As fungoes ¢ € C§°(2) sao chamadas de funcoes teste e denotamos por Z2((Q2)
ao conjunto de tais funcoes. Agora, sejam u € C*(Q), onde C*(Q) ¢ o conjunto
das funcoes ¢ : 2 — R cujas derivadas, até de ordem menor o igual que k,
sao continuas em €, k inteiro positivo ou k = o0, e @ = (a1, Qg,...,ay) é um
multiindice de ordem |a| = a1 + g + - -+ + ay = k, entdo

o g

a1 N
0z o'y

D =

o.

Definicao A.10. Suponha que u,v € L}OC(Q) e a € um multiindice. Dizemos

que v € a a—ésima derwada parcial fraca de u, Du = v, se

/uDo‘qbda:: (—1)|a/v¢dx, Vo € 2(9).
Q Q
Definicao A.11. O espago de Sobolev

Wmr(Q)

é o espaco vetorial de todas as fungoes u de LP(QY) tais que para todo |a] < m, D*u
pertence a LP(Q)), sendo D*u a derivada fraca de u, m € N e 1 < p < co.

Dado u € W™P(Q), definimos
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3=

Z/\Dau\pdx 1<p<o
Q

||u”Wm,p(Q) = la|<m
Z sup essq, | D%u| p = 0.

[ Jal<m

A seguinte proposi¢ao encontra-se na se¢ao de Espagos de Sobolev em [9].
Proposicao A.12. O espaco de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach.
Definigao A.13. W;""(Q) € o fecho de C3°(Q2) em W™P(Q).

Quando p = 2, acostuma-se escrever

H™SQ) = W™(Q) (m=0,1,...).

devido a estrutura hilbertiana de tais espacos. No caso particular em que m = 1,
a estrutura de produto interno em H}(Q), vem dada por

<u,v>—/Vu-Vvdx+/uvdx,
Q Q

e a norma correspondente

lull = / IVl + Juf?) de

Definicao A.14. Se 1 < p < N, o expoente de Sobolev de p é

«_ Np
p = N——p
Observe que
1 1 1 .
R S
N

2
Definicao A.15. Seja N >3 e 2" = N 7 Definimos

DHR(Q)={uec ¥ (Q):Vi=1,...,N Juec L*(Q)}

com a norma

[l przgay = llullye + 11Vllly -

Como anteriormente, D*() é o fecho de Z(£2) em relacio a norma ||- | pre(q)-

As Proposigoes e podem ser vistas em [4].

Proposicao A.16. Definindo

lull pr2ay = I1Vellly
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entio, em Dy*(Q) as normas Il pray € Il pregqysdo equivalentes.

Definicao A.17. Diremos que (X, |||y) estd imerso continuamente em
(Y, [lly), escrevemos (X, [ x) <= (Y, [Illy), quando:

a) X € subespaco vetorial de Y;

b) A identidade id; (X, |-||x) = (Y, |||ly) € continua.

Definicao A.18. Diremos que (X,||yx) estd imerso compactamente em
Y, Iy, quondo:

a) X é subespago vetorial de Y';

b) A identidade id; (X, ||-[|x) = (Y, |-lly) € um operador compacto.

Da seguinte proposicao temos uma relacao entre os espagos Wh? e D12,

Proposigdo A.19. W2(RY) = W, *(RY) ¢ Dy = DV2(RN),

A imersao é mantida para qualquer Q: W,*(Q) C Di*(Q). Além disso, se Q
tem medida finita esta imersao torna-se uma igualdade e o espaco Dé’2(Q) esta
imerso continuamente em L?({2) para cada ¢ € [1,2*] e compactamente se ¢ < 2*.
No caso em que Q tem fronteira medida finita, D'?(Q) esta imerso continuamente
em L7((2) para cada g € [1,2*] e esta imersao é compacta se ¢ < 2*.

Passamos a expor algumas desigualdades notaveis no estudo das imersoes de
espacos de Sobolev e os resultados de imersoes que precisamos.

A demonstracao do teorema a seguir encontra-se em [9)].

Teorema A.20 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev). Seja 1 < p <
N, entao existe uma constante C' > 0, dependendo somente de p e N, tal que

ol ey < C [Vl oy
para toda func¢io u € CH(RY).

Os resultados ao podem ser vistos, no Capitulo 9, em [6].

Corolario A.21. Seja 1 < p < N. Entao a imersio sequinte € continua
W (RY) — LY(RY) Vq € [p,p].

Corolario A.22. Seja m > 1 um inteiro e 1 < p < co. As imersoes sequintes
sao continuas

a) WmP(RYN) — LI(RY), onde % =

b) WmP(RY) — LI(RYN) Vg € [p,o0) se
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Teorema A.23. Sejam ) um subconjunto limitado do RN, N > 2, Q de classe
Cl el <p< oo, entdo as imersoes sequintes sao continuas

N
a) WhP(Q) < L1(Q), 1 < g < I b sep < N.
-Dp

b) Whr(Q) — L1(Q),1<g<ocep=N.

Teorema A.24 (Rellich-Kondrachov). Sejam Q2 um aberto limitado do RN, 0
de classe C' ¢ 1 < p < N. Entao a segquinte imersao é compacta

N
wwwm%mmmgqup.

Os Teoremas ao podem ser encontrados em [9].

Teorema A.25 (Estimativa para W, 1 < p < c0). Seja Q subconjunto aberto
e limitado de RY, e suponha que 092 é de classe C'. Assuma que 1 < p < N e
u € WHP(Q). Entiou € L (Q) e

[ull g ) < Clluellyrnggy
onde C' so depende de p, N e €.

Teorema A.26 (Desigualdade de Poincaré). Assuma que Q0 é um subconjunto
aberto e limitado de RN . Suponha que u € Wy*(Q) para 1 < p < N. Entdo

[l Loy < ClIVUll 1oy -

para cada q € [1,p*], a constante C' sé depende de p,q, N e ).

Da desigualdade de Poincaré, se med(Q) < oo, temos H}(Q) = Dy?().

Teorema A.27 (Principio do maximo). Assuma que u € C*(Q)NC(Q) e suponha
que 2 C RN € aberto, conexo e limitado.

i) Se —Au <0 em Q e u atinge seuw mdzimo em ), entdo u € constante.

ii) Analogamente, se —Au > 0 em ) e u atinge seu minimo em ), entdo u é
constante.

Pode-se ver [10] para a demonstragao do teorema seguinte.

Teorema A.28 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange). Sejam E um espaco
de Banach e J,F € C*(E,R). Se J ¢ limitado inferiormente no conjunto

M={ueFE:F(u) =0}

e valem as propriedades

i) F'(u) £ 0, Yu e M;
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i) Jug € M tal que J(up) = min J(u).

uweM
Entao, existe € R tal que
J' (ug) = BF (ug).
Seja F um espaco normado, quando uma sequéncia (x,) em F converge para
x € F na topologia fraca escrevemos z,, — x.
A proposigao a seguir encontra-se na se¢ao 3.2, em [6].

Proposicao A.29. Se x, — z em E, entio a sequéncia (||z,||) € limitada e
||| < lim, inf ||z,

Seja 2 um subconjunto aberto do RY e definamos
K(Q) = {ue C(Q) : supp(u) é um subconjunto compacto de 2},

BE(Q) ={u e C(Q) : |lully = sup |u(z)] < oo}

e €(Q) como sendo o fecho de K(Q) em BE(Q), Co(Q) = K™, Uma
medida finita em 2 é o funcional linear continuo em Cy(£2) dado por

(Y Co(2) = R

Seja M(2) o espago vetorial das medidas finitas sobre 2.

Defini¢ao A.30 (Convergéncia fraca de medidas). A sequéncia (u,) de medidas
em (M)(2) converge fracamente para a medida i € M(Q2) quando

(tny ) — (1, ),

para toda u € Cy(2). O que denotamos por i, — L.

O teorema seguinte pode ser encontrado em [I§].

Teorema A.31. .

a) Toda sequéncia limitada em M(QY) possui subsequéncia fracamente convergente
em M().

b) Se p, — p em M(Q), entdo () € limitada e

lall < limint ||, ]|
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Seja (X, M) um espago mensuravel. Para g uma medida em (X, M) e f uma
funcao nao negativa em X que é mensuravel em relagao a M, definindo a funcao
de conjuntos

:/fd,u VE € M.
E

Da linearidade da integragao e da aditividade enumerdvel no dominio de
integragao, temos que v é uma medida no espaco mensuravel (X, M).

Considere uma sequéncia (u,) limitada em Wy () e defina

xz,

dai, v, = |up|” dz. Entdo

V.
lvall = sup{ m U } /\uw’ 4 = ey < M,
u€Cp () ||U||

para alguma constante M;. Analogamente, definindo u, = |Vu,|’, teremos
[l < NVunl o) < Mo,

para alguma constante Ms. Logo, (v,) e (u,) sdo sequéncias limitadas de medidas
em M(Q2) e pelo teorema admitem subsequéncia fracamente convergente.

O seguinte lema ¢é conhecido como Principio de Concentracao de
Compacidade. A demonstragao pode ser vista em [12].

Lema A.32. Seja (u,) uma sequéncia limitada em DyP(RN) convergindo fraco
para alguma u e tal que as sequéncias de medidas |Vu,|" e |un|p* convergem fraco
para [v e v, respectivamente, onde u, v sao medidas positivas em RY. Entdo, existe
um conjunto no mdzimo enumerdvel J, uma famia de pontos {x;;j € J} C RY
e familias de numeros positivos {v;;j € J} e {u;;7 € J} tais que

1. v=lul” +Zuj5x
jeJ

2. u>|Vul” + Z,ujézj.

jeJ

3. yf/p*S < p; para todo j, consequentemente

ny/p* < 00.

jeJ
S € a constante dtima de Sobolev e d,; € a medida de Dirac definida por

|0, sex; ¢ E;
0, (B) = { 1, sex; € E,

para todo E € (RN, .4).
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O proximo teorema pode ser encontrado em [15].

Teorema A.33. Se 1 <p < oo e se(f,) € uma sequéncia de Cauchy em LP(S2),

tal que f, — f em LP(QY), entdo (f,) possui uma subsequéncia que converge quase
todo ponto a f(x).

A proposicao seguinte, pode ser encontrada na secao de resultados bésicos
sobre distribuigoes em [§].

Proposicao A.34. Sejam K um compacto nao vazio e F um subconjunto fechado
do RY, tais que K N F = (). Entao eziste 1 € C*(RY) tal que v = 1 em K,
v=0emF e0<y(z) <1, VzeRN.

Defini¢ao A.35. Um conjunto aberto Q2 € chamado estrelado com respeito a 0
sempre que para cada x € C), 0o segmento de reta

{Az;0 <A< 1}

estd em €.

Para um exemplo de dominio estrelado, ver Figura [A.2]

Figura A.2: Um dominio estrelado

O lema seguinte e o Teorema [A.37] podem ser encontrados em [9] na segao de
técnicas nao variacionais.

Lema A.36. Suponha que 02 € C' e Q) é estrelado em relacio a origem. Entdo
x-v(x) >0 para todo x € 05,
onde v denota o vetor normal unitario exterior.

Teorema A.37 (Simetria radial). Sejam Q = {x € RY;|z| < 1}, o problema
semilinear de Poisson de wvalores na fronteira,

—Au= f(u) em £,
u>0 em €, (A.1)
u=20 em  Of),
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onde f : R — R ¢ Lipschitz e continuo, mas ¢ arbitrario e seja u € C*(Q) solugdo
de . Entao u é radial, isto é,

u(z) = v(r)onde r = |x|

para alguma funcao estritamente decrescente v : [0, 1] — [0, 00).

O seguinte teorema pode ser encontrado no apéndice B, em [18].

Teorema A.38 (Identidade de Pohozaev). Seja u € HZQOC(Q) uma solugao do
problema
LA, (A2)

onde f € CL(R,R) e Q é um dominio limitado e suave de RN, N > 3. Defina

Flu) = /Ouf(s) ds.

Se F(u) € LY(Q), entdo u satisfaz

1 N -2
—/ |Vu|2a-uda:N/F(u)d:c——/\Vu\2 dz,
2 Joa Q 2 Ja

onde v denota o vetor normal unitdrio exterior a 0S2.

Os resultados a partir do Teorema ao Teorema [A.45] podem ser vistos
em [15].
Teorema A.39. Seja E um subconjunto Lebesgue mensurdvel do RY. Entdo

w(E) =inf{u(O)|E C 0,0 aberto }

w(E) = sup{u(K) | K C B, K compacto },
onde p denota a medida de Lebesgue.
Diz-se que um conjunto G' é G5 desde que seja a intersecao de uma colecao

enumeravel de conjuntos abertos e diz-se que um conjunto F' é F, quando é a
uniao de uma colecao enumeravel de conjuntos fechados.

Corolario A.40. Para um subconjunto E do RN, as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. E € mensurdvel em relacdo & medida de Lebesque em RY.
2. Eziste um Gs subconjunto G do RN tal que E C G e u*(G\ E) = 0.
3. Eziste um F, subconjunto F do R tal que F C FE e u*(E\ F) =0.

onde p* denota a medida exterior de Lebesgue.
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Teorema A.41 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja
(X, A, 1) um espago de medida e (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis
em X para o qual f, — [ pontualmente q.t.p. em X e a funcao f mensurdvel.
Assuma que existe uma fungdo nao negativa g integrdvel em X e domina a
sequéncia (f,) no sentido de que

|ful < g q.t.p. em X para todo n.

Entao f ¢ integravel em X e

lim fndu = / fdpu.
Definigao A.42. Sejam (X, . #, 1) um espago de medida e (f,) uma sequéncia
de funcgoes em X, cada uma das quais € integrdvel sobre X. A sequéncia (f,) é
dita ser uniformemente integrdvel sobre X se para cada € > 0, existe 6 > 0 tal
que para qualquer numero natural n e subconjunto mensurdvel E de X,

se u(E) <o, entao / |fn] du < e.
E

Definicao A.43. Sejam (X, 4, 1) um espago de medida e (f,) uma sequéncia
de funcgoes em X, cada uma das quais € integravel sobre X. A sequéncia (f,) é
dita ser justa sobre X se para cada € > 0, existe um subconjunto Xy de X que
tem medida finita e, para qualquer nimero natural n,

/ |ful dp <e.
X\ Xo

Proposicao A.44. Sejam (X, 4, i) um espaco de medida e 1 < p < 0o. Se (fy)
¢ uma sequéncia limitada de funcoes em LP(X,p), entao (f,) € uniformemente
integrdavel em X.

Teorema A.45 (Teorema da Convergéncia de Vitali). Sejam (X, . #,pn) um
espago de medida e (f,) uma sequéncia de funcoes em X que € uniformemente
integrdvel e justa sobre X. Suponha que f, — f q.t.p. em X e a funcao f €
integravel sobre X. Entao

n—o0

lim [ f,dy= / fdu,
F F

onde E € qualquer subconjunto mensurdvel de X.

Definicao A.46. Diremos que um funcional J : E — R definido sobre um
espago normado E € semicontinua inferiormente se para toda sequéncia (u;);en
convergindo para u temos que

lim inf J(u;) > J(u).

Jj—0o0

Como uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, o seguinte lema pode
ser encontrado na segao 3.6, em [5].
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Lema A.47. Seja E um espaco normado, para todo x € E existe p € E’ tal que

lell = llell,  (z) = [l=]*

O teorema a seguir encontra-se na se¢ao 3.2 em [6].

Teorema A.48. Seja E um espagco normado, e seja (x;) uma sequéncia de
elementos em E convergindo fraco para x, entdo temos

lim inf {lz;]| > [l
j—o0

O lema seguinte pode ser visto na se¢ao 1.7, em [18§].
Lema A.49 (Lema de Brézis-Lieb). Seja Q um subconjunto aberto de RY e
(un) C LP(Q),1 <p < oo. Se
1. (uy) € limitada em LP(S),
2. up — u q.t.p. em ), entao
Tim (a2 = [l = wlf?) = )

Definicao A.50. Dizemos que um espago normado E € uniformemente convexo
ou, mais precisamente, que sua norma € uniformemente convera se, para cada
e >0 existe § = 6(e) > 0 tal que

r+y

H§1—5 sempre que x,y € Bp={x € E:|z|| <1} e [z —y| > e.

O teorema e a proposi¢ao [A.52] podem ser encontrados, no capitulo 6,
em [5].

Teorema A.51. O espago LP(X,%, u) é uniformemente covexo para todo 1 <
p < 00.

Proposicao A.52. Sejam E un espaco de Banach uniformemente convexo e
(2,)22, uma sequéncia em E. Se x, — x e ||z, || — ||z||, entdo z,, — x.



Apéndice B
Constante de Sobolev

Neste apéndice estudamos algumas propriedades da constante 6tima de
Sobolev, S, para N > 3 é dada por

2
[Vully

S = . B.1
weD 2 ®Y) ulf;. (1
u#0
B.1 Invariacia sob escala
Sejam
u : QCRY —R | h : RV —-QCRY
r — u(x) r— h(x)=kr, ke Rek>0

onde u € H}(Q). Dai, temos

uoh : RN — R
r — u(h(x)) = u(kz) = u(x)

Da norma usada em H} (),

IVal? = | V(o) V(o) do = k?/ Vu(ka)? do

RN RN

= kQ‘N/ \Vu(kz)|* kN dz.
RN

Aplicando a mudanca de variaveis y = kx, temos
IVurlly = K>~ | Valf;.

Por outro lado,

. 1/2* i 1/2*
Vg, = (/ g (z)]? dx) = N7 </ \Vu(kz)[? kN) dz.
RN RN

69
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Novamente, pela mudanca de variaveis y = kx, temos

IVl = k&2 ||

2% -

Assim,

IVurll; _ K>V |[Vull; _ ||VUH§_

S >

52 =
o ||u

B.2 Minimizador para S

O seguinte teorema garante que existe u € D»?(R”) tal que

2
Vully

lu

2
2*

Para a demonstracao ver Teorema 1.41 em [I8].
Teorema B.1. O infimo ¢ atingido.
O seguinte teorema da o tipo de fungoes onde o infimo S é atingido. Pode-se
ver [3] e [17].
Teorema B.2 (Aubin, Talenti, 1976). A funcdo

[N (N —2)] 24
L+ faPJ=27

U(z) = € D" (RY),

€ um minimizador para S.

Demonstragio. Do Teorema [B.1} existe u € DV2(RY) tal que S é atingido, e
como

S= inf ||Vull3,
ueDLZ(RN)
]l e =1

se u ¢ minimizador de S, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, Teorema
segue que para algum \ > 0,

Vu-Vodr = )\/ u* o dr, Yo € DVEHRY). (B.2)

RN RN

Assim, u é solugao fraca de
—Au = u? ! (B.3)

e A = S. Usando regularidade, segue que u € C*(R") donde u é positivo, pelo
Principio do Méaximo. Depois de escalar, podemos assumir

—Aw = w?
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Também encontra-se em [18], Teorema 1.42, que w deve ser radialmente simétrico.
Fazendo w(z) = v(r), onde r = |z|, temos

—Aw:—[W@)HMH(N_l)]:ﬁ“RT>O

r

dai

N Aw = rN () £ (N = D)V R (r) = 9 (T‘N_l@> = N 1p? -l

segue que w satisfaz

O, (rN=10,0) = P12 "1 > 0,
v(0) = w(0) 9,v(0) =0,

Escolhendo € > 0 temos

[N(V — 2)) -2/

Ulz/e) — eV-2/2
A PRI

= cWND2Y ().

Donde w e U, sao solugbes da equacao (B.4)) e por invariancia sob escala, U é
minimizador para S. Além disso, de (B.2), U. = S®V=2/4y, Entdo,

1015 = / Ul do = / | SN2y = g2 / luf? dx = SN2,
RN RN RN

B.3 S em dominio limitado

Da desigualdade de Poincaré, Teorema|A.26, se med(Q2) < oo, temos Hj () =
Dy*(Q). Logo
Vul; Vul;
s@ = inp IVl [Vl
wenie ol weiyor [ul?
u#0 u

Mas S é atingido s6 quando = RY, de acordo com o seguinte teorema, cuja
demonstracao pode ser encontrada em [18], Proposicao 1.43.

Teorema B.3. Para todo subconjunto aberto 2 de RY,

S(Q) = inf |Vuli=S5
ueDS?(2)
il

e S(Q) nunca é atingido, exceto se Q = RY.



Apéndice C

Primeiro autovalor de —A para
N=3

Seja u solucao do problema

{—Au:/\lu em ), (1)

u =0 em 0f),

em que Q = {z € R?: 2] < 1}. Pelo Teorema sabemos que u deve ser
radial, isto é,

u(z) =ov(r) onde r=|x|,
para alguma func¢io estritamente decrescente v : [0,1] — [0,00). Logo, para
1=1, 2,..., N, temos

or _ T
o=@ aB) = T (@ A0)
Dai,
:L'.
— o
s, = /()
de modo que
2 2
" Ly / 1 _ fE_Z
Uz, = V(1) = +'(r) <7" 7’3>
Assim,
N -1
Au =v"(r) +v'(r) < )
-

Supondo que —Au = A\ju, obtemos

- <U"(r) + /() <NT_ 1)) ~ o

72
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Quando N = 3, podemos reescrever o problema ((C.1)) da seguinte forma

{ v (r) + ;(Ul)(r> +A(r) =0,r€(0,1) (C.2)
v'(0) = 0.

I~
~—~
—_
~—
I
~

[o.¢]
Vamos resolver (C.2)) via séries de poténcias. Vamos supor que v,(r) = E a;r’,

substituindo na equacao diferencial (C.2|), temos

'r’v;'(r) + 21}1’0(7’) + Mrop(r) =
2a1 + (agA+6as)r+ (a1 A +12a3)r* +. . .+ (a1 A+ (n+1)(n+2)an 1] +- - - = 0.

Logo,
a; =0, agA 4+ 6az =0, a3 A+ 12a3 =0, ...,a, 1A+ (n+1)(n+2)a,y1 =0, ...

Da definicao de v, temos

ap =v(0) >0,
ay O,
Apt1 o1 1

_>\(n+1)(n—i-2)’nZ

Por conseguinte

n=1: a (—1)/\§ , n=2: azg =0,
n=3: a4:(—1)2)\2% , n=4: a;=0
n:5:a6:(—1)3/\3% , n=06:a7;=0
Qo
n==7 ag = (-1)4)\45 s
Assim,
a, =0, n impar
_(__1\n/2\n/2
a, = (—1)"=\ CEk n par

desse modo,

= (VAr)? sen(\/Xr)
Z 2k: +1)! r '

Z 2k+1

k=0
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Da condicao de fronteira:

v(1) =0=sen(VA) = 0= A=m?1%, m>1, meZ

2

Consequentemente, A\; = 7° e as autofunc¢oes associadas ao primeiro autovalor

c sen(mr
A\ = 72, 530 ¢ sen(rr) ), c # 0. Note que hII(l) vp(r) = m, portanto
r r—

Um_{ esen(mr) o o.1]

cm , r=020.



Apéndice D
Caso subcritico

Neste apéndice vamos mostrar a existéncia de solucao nao trivial para o
problema subcritico

—Au=u""t4+du em €,
u>0 em (2, (Ps)
u=>0 em OS2,

onde 2 < g<2el <A< A, N>3eé&um dominio suave e limitado. O
funcional associado a é dado por

I(u) = %/Q|Vu(x)|2 dr — %)\/Qu(m)2 dr — é/ﬂ|u(x)|q dr.

Do Lema [1.4] temos
Va5 = A5 > 0.
Seja
pe=inf {IValy = Aul3}, (D.1)

weHL ()
Jullg=1

vamos mostrar que existe u € H} () tal que
lul, =1 e
2 2
IVully = Allully = pg-

De fato, da defini¢ao de infimo, existe (u,) C H}(Q) tal que

[unlly =1 e

D.2
IVl = Al 1y .
Afirmacéo 1: (u,) é limitada em H}(Q) e em L().
Efetivamente, como med() < oo e 2 < ¢ entao LI(Q) — L*(Q) e dai, (u,)
¢ limitada em L2(Q), ou seja, (||u,]2) é limitada em R. De (D.2), (|Vua|3) ¢
limitada em R, implicando que (u,,) é limitada em H{(2).

I6)
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Da afirmagao 1 e por ser Hj () reflexivo, a menos de subsequéncia
u, —u em Hy(Q), (D.3)
e da imersao compacta Hj(Q) — LI(Q), temos
u, = u em LI(Q). (D.4)
Afirmagédo 2: ||ul|, = 1.

Do Teorema [A.33] (u,), a menos de subsequéncia, converge q.t.p. para u em 2,
logo pelo Lema temos

i (il = e — ) = 1 = .

- 2 2
Afirmacao 3: u, = ||Vu,l|; — A lun |5
Vamos demonstrar esta afirmacao, mediante duas afirmagoes subsequentes:

Afirmacio 3.1: |ju, |5 — |jul3.
Temos u, — u em L(2) e da imersao continua L4(Q) — L*(Q), segue que
up, — u em L*(Q). Por conseguinte, ||[u,||5 — |jul|> em R, pois

unlly = Nully] < flun = wull, = 0.

Afirmacao 3.2: p1, > ||[Vua|s — M ual
De (D.3), u, — u em H}(Q) e da Proposigao temos

[l iy ) < Hvind [Jun| 3 o) = [[Vully < liminf [V, |,

De (D.2) e afirmacdo 3.1: lim ||[Vu, |5 = g + X ||ull5. Logo,
n—oo

IVully < liminf [ Vanlly = g+ Mlully = g > [Vully = A flull;-

Como j1; < ||Vul|3—X|ul/3, segue a afirmacéo 3. Portanto temos u € H{ (), u #
0 e satisfazendo (D.1)). Agora, de forma anédloga a demostracao do Teorema ,
temos que u é solugao nao trivial de (Py).

Observacao D.1. Note que, diferente do caso critico, nao sao necessarias
estimativas sob o infimo em (D.1) para mostrar que o mesmo ¢é atingido, o que
simplifica a obten¢ao de solucio fraca para o problema ([P).
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