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RESUMO

NASCIMENTO, Jhennifer dos Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro de 2020.
Comparacgao dos ajustes de modelos com erro normal e skew-normal. Orientador: Paulo
César Emiliano. Coorientadores: Altemir da Silva Braga e Edcarlos Miranda de Souza.

Na modelagem de fenémenos aleatérios, em que uma variavel aleatéria quantitativa é estudada em
funcdo de uma varidvel aleatéria qualitativa, é muito comum ser utilizada a andlise de varidncias
(ANOVA). Porém, para essa andlise ser validada é necessario que quatro pressuposigoes sejam ve-
rificadas com testes estatisticos, dentre elas, a normalidade do componente aleatério do modelo.
Entretanto, na pratica, alguns resultados de ensaios experimentais violam uma ou mais pressuposi-
¢oes da ANOVA tornando-se necessaria uma outra metodologia para analisar os dados. Com isso,
o objetivo deste trabalho é, em vez de utilizar a metodologia anteriormente mencionada, fazer o
ajuste de um delineamento inteiramente casualizado (DIC), atribuindo a distribui¢do skew-normal
para o componente aleatorio do modelo, utilizando o método da méaxima verossimilhanca. Neste
estudo, foram utilizados dois conjuntos de dados ndo normais com indicios de dispersao assimetria
que foram imprescindiveis para fazer comparagao, através dos critérios de comparagiao AIC e BIC,
entre a distribuicdo skew-normal e o seu submodelo normal. Para o primeiro conjunto de dados,
referente a temperatura, foi ajustado um modelo de intercepto, e o segundo conjunto de dados
refere-se a um experimento realizado segundo um DIC, que avaliou o percentual de gordura de
idosos que praticaram diferentes intervengoes de atividade fisica. Neste trabalho, conduziu-se todos
os testes de comparacao de contrastes de duas médias e intervalos de confianca para a distribuicoes
normal e skew-normal. Além dos critérios de informacdo de Akaike e Bayesiano, para avaliar o
ajuste dos modelos aos dados, foi realizada andlise de residuos quantilicos, e para finalizar, foram
realizados estudos de simulacdo para avaliar inferéncia e as propriedades assintéticas dos estimado-
res da distribuicao skew-normal para os modelos ajustados. Conclui-se, assim, que esses estimadores
ganham eficiéncia com o aumento do tamanho das amostras e fornecem melhores estimativas dos
dados estudados em relacao a distribuicao normal, fato que foi comprovado no estudo dos envelopes

simulados utilizando residuos quantilicos e no estudo de simulacao.

Palavras-chave: Assimetria. Delineamentos experimentais. Monte Carlo. Verossimilhanca.



ABSTRACT

NASCIMENTO, Jhennifer dos Santos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, October, 2020.
Comparison of model fiting with normal and skew-normal errors. Advisor: Paulo Cé-
sar Emiliano. Co-advisors: Altemir da Silva Braga and Edcarlos Miranda de Souza.

In the modeling of random phenomena, where a quantitative random variable is studied in function
of a qualitative random variable, it’s very common to use analysis of variances (ANOVA). However,
for this analysis to be validated, it’s necessary that four assumptions be verified with statistical
tests, among them, the normality of the random component of the model. However, in practice,
some results of experimental tests violate one or more assumptions of ANOVA making it necessary
another methodology to analyze the data. Therefore, the objective of this work is, instead of using
the previously mentioned methodology, to adjust a completely randomized design, assigning the
skew-normal distribution to the random component of the model, using the maximum likelihood
method. In this study, two non-normal data sets with evidence of asymmetric dispersion were used,
which were essential to make a comparison, using the AIC and BIC comparison criteria, between the
skew-normal distribution and its normal sub-model. For the first data set, referring to temperature,
an intercept model was adjusted, and the second data set refers to an experiment carried out
according to a completely randomized design, which evaluated the percentage of fat in the elderly
who practiced different interventions of physical activity. In this work, all tests of comparison of
contrasts of two means and confidence intervals for the normal and skew-normal distributions were
conducted. In addition to the Akaike and Bayesian information criteria, to assess the fit of the
models to the data, quantitative residue analysis was performed, and finally, simulation studies
were carried out to assess inference and the asymptotic properties of the skew-normal distribution
estimators for the adjusted models. It is concluded, therefore, that these estimators gain efficiency
with the increase of the sample size and provide better estimates of the studied data in relation
to the normal distribution, a fact that was proven in the study of the simulated envelopes using

quantile residues and in the simulation study.

Keywords: Asymmetry. Ezperimental designs. Monte Carlo. Likelihood.



Figura 1:
Figura 2:

Figura 3:

Figura 4:
Figura 5:

Figura 6:

Figura 7:

Figura 8:

Figura 9:

Figura 10:

Figura 11:

Figura 12:

LISTA DE FIGURAS

Curva do coeficiente de assimetria da distribuigdo SN(\), em fungdo de A. . . .
Comportamento da distribui¢do skew-normal de acordo com a variacao do pa-
rametro de assimetria A\. . . . .. ...
Saida da funcao summary.lm do ajuste de um DIC, com trés tratamentos e duas
repeticoes, feito pela funcdo aov no software R. . . . . . .. .. ... ... ...
Histograma com a frequéncia absoluta e bozplot para a varidavel temperatura.
Histograma para a varidvel temperatura com as densidades das distribuicées
normal e skew-normal (SN). . . . . . .. ... L o
Envelopes simulados dos quantis normais versus os residuos quantilicos para o
modelo de intercepto com distribuicdo normal e skew-normal, respectivamente.
Funcoes de densidade da distribuigdo SN nos valores verdadeiros dos pardmetros
e nas estimativas médias para n=30; n=100; n=365. . . . . . .. ... ... ..
Bozplot para os tratamentos da varidvel percentual de gordura. . . . . . . . ..
Envelopes simulados dos quantis normais versus os residuos quantilicos para o
modelo inteiramente casualizado com distribuicdo normal e skew-normal, res-
pectivamente. . . . . . .. L oL oL e
Densidades da distribuicao skew-normal com A = —2,5, nos valores verdadeiros
dos parametros e nas estimativas médias para n=20; n=68; n=120. . . . . . . .
Densidades da distribuig¢ao skew-normal com A = —4,43, nos valores verdadeiros
dos parametros e nas estimativas médias para n=20; n=68; n=120.. . . . . . .
Densidades da distribui¢ao skew-normal com A =4, nos valores verdadeiros dos

parametros e nas estimativas médias para n=20; n=68; n=120. . . . . .. . ..

25



LISTA DE TABELAS

Tabela 1: Teste t e intervalos de confianca para os parametros utilizando-se as distribui-
¢oes normal e skew-normal para a varidavel temperatura. . . . . . ... ... .. 49
Tabela 2: Critérios de informacao para as distribui¢oes normal e skew-normal para a va-
ridvel temperatura. . . . . ... oL oL Lo 49
Tabela 3: Estimativa dos parametros, varidncia e erro quadratico médio, baseados em
1000 simulagGes da distribuicdo skew-normal para o modelo de intercepto. . . 52
Tabela 4: Teste t e intervalos de confianga para os pardmetros das distribuigdes normal e
skew-normal em um DIC. . . . . . ... ... ... ... .. ... ... ..., . 55

Tabela 5: Critérios de informagao para os modelos normal e skew-normal e experimento

Tabela 6: Estimativa dos parametros, varidncia e erro quadratico médio, baseados em

1000 simulagGes da distribuicao skew-normal para o modelo em DIC. . . . . . . 59



SUMARIO

Introducao . . . . . . . . . .. 11
Referencial tedrico . . . . . . . . . .. 13
2.1 Delineamentos experimentais . . . . . . . . .. ..o oo 13
2.1.1 Delineamento inteiramente casualizado - DIC . . . . . . .. .. .. ... ... 13
2.1.2  Delineamento em blocos casualizados - DBC . . . . . ... ... ... .... 14
2.1.3 Delineamento em quadrado latino-DQL . . . .. .. ... ... ... .... 14
2.2 Modelo de intercepto . . . . . . ... 15
2.3 Distribuicdo normal . . . . . . ... 15
2.3.1 Funcao geradora de momentos . . . . . . . ... ... ... ... 16
2.4 Distribuicdo skew-normal . . . . . . . ... 18
2.4.1 Fungao geradora de momentos . . . . . . . . . ... .o 20
2.5 Método da méaxima verossimilhanca . . . . . . ... ..o 25
2.6 Critérios de selecdo de modelos . . . . . . . . ..o 27
2.7 Residuos quantilicos . . . . . . . . . . 28
Estimacao dos pardmetros dos modelos . . . . . ... ... ... ... ........ 29
31 EMVoparaY ~ N(u,02) o o oo 29
32 EMVoparaY ~ N(m+Ti,0%) .« oo e 31
3.3 EMV para Y ~ SN (u,0,X) . . . . e 37
34 EMVparaY ~SN(m+7;,0,0) « .« o o oo 41
3.5 EMVparaY ~SN(m+7+065,0,A) . . ... 43
3.6 EMV para Y ~ SN(m+o;+7j+ B0, N) . . o 0oL 45
Resultados e discussao . . . . . . . . . . . ... e 47
4.1 Dados de temperatura . . . . . . . . ... e 47
4.1.1 Ajuste . . . ..o 48
4.1.2 Anélise dosresiduos . . . . . ... 50
4.1.3 Estudodesimulagdo . . . . . . . . ... L L 51
4.2 Dados de percentual de gordura . . . . . . .. .. L Lo oo 53
4.2.1 Ajuste . . . ... e 55
4.2.2 Anélisedosresiduos . . . . . ... 56
4.2.3 Estudo de simulacdo . . . . . . . .. . 57

Conclusdes . . . . . . s 63



11

1 Introducao

A selecdo de modelos é uma parte importante de toda pesquisa em modelagem estatistica
e envolve a procura de um modelo que seja o mais simples possivel e que descreva bem o processo
gerador dos valores observados que surgem em diversas areas do conhecimento como agricultura, de-
mografia, ecologia, economia, engenharia, geologia, medicina, ciéncia politica, sociologia e zootecnia,
entre outras (CORDEIRO e DEMETRIO, 2013).

Ao realizar um experimento e comparar efeitos de tratamentos, em geral, é utilizado o
modelo linear de Gauss Markov normal, no qual hé a pressuposi¢cdo de normalidade para os residuos
e, como consequéncia, os dados também precisam ser normais para que sejam atendidas as exigéncias
do modelo e as conclusdes sejam validas. Iniimeros trabalhos, em diversas areas do conhecimento,
apresentam comparagoes de efeitos de tratamentos utilizando andlise de variancias (ANOVA).

Pinto et al. (2015) realizaram um experimento de produgao de trés tipos de cerveja artesa-
nal, em que cada uma possuia um percentual diferente de acerola e abacaxi e testaram via ANOVA,
sob o delineamento inteiramente casualizado (DIC), se houve diferenga significativa entre as pro-
priedades das novas cervejas. Verificaram, também, se tais propriedades estavam de acordo com o
padrao definido pela base de formulacGes tipicas de cervejas do tipo Pale Ale, que sdo cervejas de
alta fermentacao. Para este ensaio, os autores relataram que os residuos foram considerados nor-
mais pelo testes de normalidade e os testes de comparagao multipla indicaram que houve diferenca
significativa entre oito das nove caracteristicas essenciais testadas entre as trés cervejas produzidas.

Freitas et al. (2018), por sua vez, avaliaram a produtividade de trés tipos de minicepas
em trés diferentes volumes de tubetes, em coletas sucessivas. Neste artigo, foram apresentados
resultados referentes a trés experimentos, cada um referente a uma espécie de minicepas, sendo que,
quando os dados nao atenderam as pressuposicoes da anova eles foram transformados. Utilizando a
analise de variancias, sob um DIC, concluiram que houve diferenca significativa entre os tratamentos
para todos os trés experimentos.

Entretanto, nem todos os experimentos produzem dados que atendem as pressuposicoes da
ANOVA, que sao aditividade do modelo, homogeneidade, independéncia e normalidade dos erros.
Essa tltima, sob a teoria de modelos lineares, implica na normalidade dos dados que, por sua vez,
nao é atendida quando a variavel aleatéria que descreve um fenémeno segue qualquer distribuicao
de probabilidade que néo seja a normal, por razoes intrinsecas ao fenomeno (PINO, 2014).

Muitas pesquisas, nas mais diversas areas do conhecimento, produzem dados assimétricos
e, nesses casos, pode-se atribuir outra distribuicdo para os erros, uma que caracterize melhor os
dados em questao, e em vez de proceder com uma ANOVA, fazer a transformacao dos dados em
busca da normalidade ou fazer analise ndo paramétrica, podemos utilizar o método da maxima
verossimilhanga para estimacdo dos parametros e tirar conclusoes acerca da diferenca entre os
efeitos de tratamentos com um teste de médias.

Segundo Cordeiro e Demétrio (2013), ndo ha razao para se restringir a distribuigdo normal
para o componente aleatério do modelo e a suposi¢do de homogeneidade de varidncias. Com os

recursos computacionais que estao a cada dia mais evoluidos, ensaios experimentais que nao se
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restringem a essas pressuposigoes ja estao sendo feitos e ha trabalhos que e utilizam especificamente
a distribui¢do skew-normal para o erro aleatério do modelo de um DIC.

Guedes et al. (2014) realizaram um experimento para verificar se o crescimento de plantas
de Stevia rebaudiana (Bert) Bertoni em trés tipos de bandejas de isopor com diferentes volumes de
células influenciavam na altura dos mesmos. Os autores ajustaram modelos uni e multivariados de
regressao a estes dados, supondo as distribui¢ées normal e skew-normal para os residuos sob o DIC.
Observando o boxplot apresentado no artigo, pode-se perceber que os tratamentos apresentaram
assimetria. Os autores apontam que a suposi¢do de normalidade ao ajustar modelos de regressao
com erros normais nao foi satisfeita, entretanto ndo mencionam se algum teste foi utilizado. O
modelo que melhor ajustou, tanto pela regressao linear quanto pela regressao linear multivariada
foi aquele que considerou a skew-normal como distribuicao para os erros.

Said, Ning e Tian (2018), propuseram um procedimento para detectar alteragdes em um
modelo de regressao linear com erros skew-normais baseados em um Critério de Informagao Modi-
ficado (MIC). Os autores realizaram estudos de simulagoes para avaliar o desempenho do procedi-
mento proposto e a consisténcia dos estimadores locais de mudancga e, concluiram que a suposicao
de erro skew-normal foi bem sucedida ao ser testada em um banco de dados da Nasa.

Muitos autores baseados no trabalho de Azzalini (1985), consideraram a distribuicao skew-
normal e a aplicaram em diferentes dreas como economia, finangas, oceanografia, engenharia e
ciéncias biomédicas, entre outras, (FERREIRA, BOLFARINE e LABRA, 2018). Resultados com-
plementares a respeito desta distribuicdo e suas aplicagbes podem ser encontrados em Azzalini
(2005) e Lachos, Bolfarine e Montenegro (2008).

E com isso, o objetivo deste trabalho nao €, de forma alguma, se opor a distribui¢cdo normal,
pois esta é suficientemente apropriada para resolver a maioria dos problemas de experimentacao
quando os experimentos sao planejados e executados conforme algumas literaturas cldssicas ins-
truem, por exemplo, Banzatto e Kronka (2006) ou Montgomery (2017). Pretendemos propor uma
alternativa para analise de dados quando a distribuicdo normal nao é adequada e, ainda, nao se
deseja fazer transformacao dos dados e nem andlise ndo paramétrica. Neste caso, podemos fazer
ajustes de modelos utilizando o método da méxima verossimilhanca a dados que nao apresentam
normalidade e verificar se a distribuigdo skew-normal tem melhor desempenho quando comparada
a normal.

Fizemos o estudo dessa metodologia utilizando dois bancos de dados reais ndo normais
que apresentaram indicios de disersao e assimetria, em que a cada um foi ajustado um modelo com
erro skew-normal e feita a comparacdo do ajuste com seus respectivos modelos com erro normal
utilizando os critérios de informagao de Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICc), Bayesiano (BIC) e
envelopes simulados dos residuos quantilicos. Para finalizar, foi realizado um estudo de simulagao
para avaliar inferéncia e as propriedades assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca
da distribuig¢ao skew-normal para os modelos ajustados, pois esta apresentou melhor ajuste quando

comparada a distribuicdo normal.
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2 Referencial tedrico

Nesta secao é apresentado o embasamento tedrico que norteia este trabalho. Na Sub-
secdo 2.1 trataremos de delineamentos experimentais, na Subsecdo 2.2 do modelo de média, nas
Subsecgoes 2.3 e 2.4 teremos, respectivamente, as distribui¢bes normal e skew-normal, na Subse-
¢a0 2.5 0 método da maxima verossimilhanca, na Subsecdo 2.6 os métodos para selecao de modelos

e na Subsegado 2.7 apresentamos brevemente os residuos quantilicos.

2.1 Delineamentos experimentais

A experimentacao é a area da estatistica utilizada, tanto para desenvolver, quanto para
aprimorar processos de fabricacdo, além de ter muitas outras areas de aplicacbes, tais como, mar-
keting, operagoes de servigo e operagdes gerais de negbcios (MONTGOMERY, 2017).

Segundo Banzatto e Kronka (2006), delineamento ou esquema experimental é a estratégia
que a experimentagao utiliza para que os tratamentos sejam designados as suas unidades experi-
mentais. Sao exemplos de delineamentos experimentais, o delineamento inteiramente casualizado,
o delineamento em blocos casualizados e o delineamento em quadrado latino conhecidos como DIC,

DBC e DQL, respectivamente, como veremos nas Se¢oes 2.1.1 a 2.1.3.

2.1.1 Delineamento inteiramente casualizado - DIC

O DIC é o delineamento mais simples entre todos os delineamentos experimentais, sendo
utilizado somente em experimentos que possuem homogeneidade das condigoes experimentais entre
as parcelas, também conhecidas como unidades experimentais que sdo os elementos que recebem os
tratamentos.

Esse delineamento experimental utiliza apenas dois dos trés principios basicos da expe-
rimentacao, repeticdo e casualizagdo, e os tratamentos sdo designados as unidades experimentais
ou parcelas de forma completamente aleatéria, ou seja, por meio de algum tipo de sorteio e sem
que haja nenhuma restricdo na casualizacdo. A casualizacdo pode ser feita com nimeros iguais ou
diferentes de repetigoes por tratamento, sendo o mais comum utilizar este delineamento com mesmo
nimero de repeticoes (BANZATTO e KRONKA, 2006). O modelo do delineamento inteiramente
casualizado é dado pela seguinte expressao, que possui erro aleatério normal que sdo independentes

e identicamente distribuidos (iid).

i=1,2,-- 1
j:1727"'7‘]

Yij = m+T; + €5, com EijifigN(O,a2) e {

em que,
y;j € o valor observado na parcela que recebeu o tratamento 4 na repetigao j;
m é uma constante comum a todas as unidades experimentais;

7; € o efeito do tratamento 7;

€;; ¢ o efeito dos fatores nao controlados na parcela que recebeu o tratamento 7 na repeticao j;
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I é o ntimero de tratamentos do experimento;
J é o ntimero de repeticoes dos tratamentos e IJ =n é o nimero total de parcelas.
Desse modo, sob estas condi¢oes, pode-se demonstrar que Y;; é uma varidvel aleatéria com

distribuicio N (m + 7;,02).

2.1.2 Delineamento em blocos casualizados - DBC

Quando em um experimento ha a presenca de alguma perturbagdo na homogeneidade
das unidades experimentais, e este fator perturbador pode ser controlado utilizando-se o controle
local, que é um dos principios bésicos da experimentacgdo, o delineamento em blocos casualizados
¢é utilizado para eliminar sistematicamente o efeito deste fator nas comparagoes estatisticas entre
tratamentos.

Segundo Montgomery (2017), este delineamento reduz o erro residual do experimento, de-
vido a remocao da variabilidade inerente ao fator perturbador que é conhecido e controlavel. Além
do controle local, este delineamento experimental utiliza os principios da casualizacdo e repeti-
¢ao e tem modelo dado pela seguinte expressdo, com erro aleatério independente e identicamente

distribuidos com distribuicao normal.

vy =mAmi4 B ey, e SN(0,0%) o {Z_: b2t
j=1,2,--,J
em que,
Yyij € o valor observado na parcela que recebeu o tratamento i no bloco j;
m é uma constante comum a todas as unidades experimentais;
7; € o efeito do tratamento 7;
Bj € o efeito do j—ésimo bloco;
€;j € o efeito dos fatores nao controlados na parcela que recebeu o tratamento i no bloco j;
I é o niimero de tratamentos do experimento;
J é o ntimero de blocos.
Desse modo, essas condicoes implicam que Y;; ¢ uma varidvel aleatéria com distribuicao

N(m+7'¢+ﬁj,02).

2.1.3 Delineamento em quadrado latino - DQL

Este delineamento utiliza o principio do controle local duas vezes e com isto retira do erro
experimental os efeitos de duas fontes de variacdo conhecidas e controlaveis, segundo Montgomery
(2017), isto equivale a utilizar o esquema em blocos casualizados sistematicamente em duas dire¢oes.

O DQL com [ tratamentos, corresponde a um “quadrado” com I linhas e I colunas,
contendo I? unidades experimentais, em que as linhas e colunas representam duas restricdes a
casualizacao.

O modelo estatistico do delineamento em quadrado latino é dado por
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1=1,2,---,1
Yijk = M+ +7j + B + €5, com 5ijkl’l‘c}N(0702) e ¢j=12,---,1
k=1,2,---,1

em que,
Yijk € o valor observado na i—ésima linha e k—ésima coluna do j—ésimo tratamento;
m é uma constante comum a todas as unidades experimentais;

«; € o efeito da i—ésima linha, primeiro controle local;

Bk € o efeito da k—ésima coluna, segundo controle local;

7; ¢ o efeito do j—ésimo tratamento;

€ijk € o efeito dos fatores nao controlados.

2.2 Modelo de intercepto

Um modelo ainda mais simples que os modelos dos delineamentos apresentados na Secao

2.1 é o cell means model, também conhecido como modelo de intercepto ou modelo de média.

Diferentemente dos modelos anteriores, este tem todos os efeitos que causam variacao concentrados

em um unico paradmetro, m, ou seja, nao ha disting¢ao destes fatores. O modelo de intercepto é dado
por

iid 2

Yij =mi+ej, com €5~ N(0,07) (1)

em que, y;; € a i-ésima observacao, da j-ésima repeticao do evento de interesse; m; ¢ a i-ésima média

em estudo e €;; € o erro associado a observacao y;;. Este modelo tem a propriedade de que o nimero

de parametros é exatamente igual ao nimero de células preenchidas, dando origem & natureza de

classificagao completa das equagoes normais (SEARLE, 1997).

2.3 Distribuigao normal

A distribui¢do normal, também denominada distribuicdo gaussiana, é amplamente conhe-
cida e utilizada na estatistica. Caracterizada por dois pardmetros, p e o2, esta é uma distribuicdo
simétrica em torno da média p e tem grafico em forma de sino. Mood, Graybill e Boes (1974)

definem a distribuicdo normal conforme a Definicdo 1.

Defini¢ao 1. Uma variavel aleatéria Y é dita ser normalmente distribuida se sua fung¢ao densidade

de probabilidade for dada por

fr () = fy(ylp,o?) = (2)

em que, os parametros p e o2

sao tais que p €R, c € R} ey € R.
Qualquer variavel aleatéria cuja fungao densidade de probabilidade for dada por (2), é dita

ter distribui¢do normal. Fazendo a transformagao z = =F, entdo teremos a distribui¢ao conhecida
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como normal padrao, Z ~ N(0,1), com funcdo densidade de probabilidade dada por

f2(2) = fz(2[0,1) =

1
\ 2T

2.3.1 Funcao geradora de momentos

1
exp (—222) .

Segundo Casella e Berger (2010), a fungdo geradora de momentos é uma fungao que ca-

racteriza uma distribuicao e, quando existe, pode-se encontrar todos os momentos de uma varidvel

aleatéria utilizando-a.
Seja Y ~ N(u,0?

), sua fungao geradora de momentos é dada por:

My (t) = E[e¥]
+oo +00
1(y
= / e frly)dy= | e Tm? [ ( 02“) dy
ro1 (y — p)?
— t—~2 L |d
—+o00

207yt —y* + 2yp —

Tt
ol £) ]t

202

/ 1
2mo?
oo

“+00

s 1
= exp —@ / %271-0_2 exXp [—=
— 0o
completando quadrado, tem-se
2 2
Iz (o t+u
My (t) = —— |- —_—
Y( ) exp( 20_2) eXp W
—u2+(02t—|—u)2_ / 1 1
= exp 5 exp |—=
20 V2mo? 2
- —00
- . -
= ex —p?+ (0%t +p)? /OO 1 ex 1
- 20° omo? D2
—0o0
mas
“+o0o
[ o] (y— i)
V2mo? 2 o?

y

2

1 y —20%yt —2yp
2 dy

1 y*—2y(o®t+p)
2 o2

dy,

[ 1 y*=2y(c*t+p) + (o 2”“)2]@

o2
— (0%t +p)]?
o2 ] dy
o %)\2
. W] dy7 com :u’* pr 0‘2t+u’
dy =
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e, portanto
[ .2 2 2
— t
20
[—p?+ (0%) + 202t + 12
= exp 5
20
[(02t)2 + 202ty
= ex _—_—
P I 202
202 (5 + 1)
= &Pl 5 3
20

t20?

Assim, temos que

20_2
%[My(t)] = exp <tu+t2>-(u+t02),
portanto
5] = Spm),
= u (3)

Precisamos de E[Y?] para encontrar var(Y). Daf, vem que

d? t202 9\ 2 252 )
@[MY(t)] = exp<t,u+2>'<,u+t0') +exp t'quT o2,
assim
2 d?
B = gl
— N2+U2. (4)

Utilizando (3) e (4) teremos a variancia de Y, dada por

var(Y) = E[Y?]-[E[Y]?
= o

= 0'2.
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O coeficiente de assimetria de Y, segundo Mood, Graybill e Boes (1974) é dado por

El(Y —py)?
() 5
(vet)
Temos que
d? 20 2\3 20 oy 9
@[My(t)] = exp (t,u—i—2> - <u+ta ) +exp (t,u—l—2> 2(p+to)-o

202 9 9
+ exp (t,u—i—2>'<,u+ta )-0 ,

e o valor esperado de Y3 ¢ dado por

d3

3 —
BY*] = —sMy(d)]]_,
= ,u3 + 2u02 +u02
= u+3u0’. (6)
Dai, usando (3), (4) e (6), teremos que
E((Y —py)’] = E[Y°=3Y?uy +3Yui —pd], mas py =p

= E[Y3] - 3uE[Y?+3u*E[Y] —u?
= 34+ 3pc® = 3p(p?+0?) +3u — 3
= 3uo?—3u —3uc® +3u°

= 0,

portanto para a distribui¢do normal, o coeficiente de assimetria é

e como esperavamos, o coeficiente de assimetria da distribuic¢do normal é zero, pois esta é uma

distribuicdo simétrica.

2.4 Distribuicao skew-normal

Azzalini (1985) propds uma nova classe de distribuigdes de probabilidades que contém a
distribui¢do normal como caso particular. Esta classe de distribuicdo depende de um parametro de

forma A, sendo este um parametro que interfere na assimetria da distribuigao.
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Definicao 2. Se uma variavel aleatéria Z tem funcao densidade de probabilidade dada por
f2(2)=fz(z|]\) =26 (2)P(\z2), z€R (7)

em que, ¢(-) e ®(-) sdo as fungdes densidade de probabilidade e de distribuigdo acumulada da
distribui¢do normal padrao, respectivamente, entdo dizemos que Z é uma variavel aleatoria com

distribui¢ao skew-normal e pardmetro de assimetria \, denotada por Z ~ SN (0,1,A) ou Z ~ SN (A).

Segundo Azzalini (1985), a funcao de distribuicao acumulada de (7) é dada por
F(z|\) =®(z) —2T(z, )

em que, T'(h,a) é a fungdo T' de Owen, estudada por Owen (1956), dada por

1,2 2
1 a 7*h (1+Z )
[,

0

T(h,a):% 1422

Se A =0, entao a densidade dada em (7) corresponderd a fungao densidade de probabilidade
da distribuicdo normal padrao. Note que diferentemente de outros casos, a distribui¢do normal é
um caso particular da skew-normal, e nio um caso limite, como ocorre com a distribuiciao de X,,, a
média amostral de X1,---,X,, uma amostra aleatéria de X, e as condigées do teorema central do
limite forem satisfeitas.

Para inserir pardmetros de locagdo e escala na funcdo densidade de probabilidade de Z,

sera utilizado o Teorema 1.

Teorema 1 (Casella e Berger, 2010; p.108). Se f(-) é uma funcao densidade de probabilidade

com u,0 € R, e o >0, entdo Y é uma variavel aleatéria com fungdo densidade de probabilidade

Frylp,o) = % f (y—u)

g

se, e somente se, existe uma varidvel aleatéria Z com fungiao densidade de probabilidade f(z) e
Y=pu+oZ.

Sendo assim, se Z é uma varidvel aleatéria com distribuigdo SN(0,1,A\) e Y = pu+oZ,

entdo a densidade de Y serd dada por

folman =20 (11 o (A1), 0

g

e com funcao distribuicdo acumulada dada por

F(ym,a,)\):@(y_u>—2T<y_u,)\). (9)

(o o

Dessa forma, se Z ~ SN(0,1,)), a varidvel aleatéria Y = p+0Z, com fungao densidade de proba-

bilidade dada por (8), é definida como tendo distribuicdo skew-normal, com pardmetro de locacao
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i, de escala o e de assimetria A, e serd denotada por Y ~ SN (u,o0,N).

2.4.1 Funcao geradora de momentos

Seja Z uma varidvel aleatoria com distribuigao skew-normal, denotado por Z ~ SN (0,1, ),

ou simplesmente Z ~ SN (A), sua fungao geradora de momentos é dada por:

Mz(t) = E[etZ]
+00 +oo
_ / e fr(2)dz = / ¢ . 26(2)B(\z2)dz

—OoQ
2 1 1

+00 +00
1 1 2
= 2 / el*. e 2% - ®(A2)dz =2 / e 3(722 ) (N 2)dz,
o= [ (32

completando quadrado teremos

M _ P
z(t) = 2 e 2 2 -P(Az)dz

fazendo x = z —t, entdo dx = dz e, portanto

t2 e 1 1,2
My(t) = 267/ “37 B[\ +1)|dz

‘e
V2T

—+o00
. / $(z) - Az + \t)dar

2

= 27 -E[®(\X +At)] (10)

e, para calcular a esperanca em (10), serd utilizado o Lema 1, que é apresentado sem demonstragao.

Lema 1 (Azzalini e Capitanio, 2014; p.26). Se X ~ N(0,1), entao

B[B(hX + k)] = @ (\/iihz)

com h,k €R.
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Como X ~ N(0,1), fazendo-se h = \ e k = At obteremos o valor esperado, da seguinte forma

E[BOX +A1)] = @(\/ﬁ%z)

- (5w
viewe'l)
Retomando a (10), obtemos a fungdo geradora de momentos de Z ~ SN (0,1, )

My(t) = 2% E[BOX +At)]

2 A
= 22 -9 ( -t) .
V1+ A2
Fazendo § = —2— | a primeira derivada de Mz (t) em relacio a ¢ é dada por
V1+A2

2 2
%[Mz(t)] = 2-%-6%.q>(5t)+26%.5-¢(5t)
t2 2
= 2T -D(5t)+2e7 -5-¢(61)

2T [t D (5t) 5 6(51)].

Para encontrar o primeiro momento, que corresponde a E[Z] = uz, basta avaliar a derivada acima

em t =0, como segue

< 1010
= 2% 0.9 (5-0)+5-6(5-0)]
= 2:6-¢(0)

2-9 ! e
= . . .e

V2T

2 2

Para encontrar var[Z] = 0%, precisamos de E[Z?], o qual é obtido pela segunda derivada

ElZ] = —o

de Mz(t) avaliada em ¢ = 0, assim

d2 t2 t2 t2
M (1)) = (262 +2t262) LD (5) +2teT - H(58) -0

2 2
1 5-2teT -6 (51) +2e7 82 & (1)

2e% (1+2) B(5t) 45167 G(5t) +26% 7 ¢/ (51)
=2¢% [(1+12) @(51) +20t6(01) + 626/ (1)),
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e avaliando em ¢t = 0, tem-se que

2 d?
B2 = Mz,
= 2-9(0)
’ 1
= 2 / e 27 dy
E V2T
1
- 9.2
2
=1 (12)
e, portanto, a varidncia de Z é dada por
var[Z] = E[Z°]-[E(Z))?
7\ 2
T
2
= 1-6.=. (13)
T

Temos interesse, também, em encontrar o coeficiente de assimetria de Z, que é dado pela
Equacdo (5). Para encontrar o terceiro momento de Z centrado na média, que corresponde ao
numerador de (5), precisaremos de E[Z3]. Sendo assim, serd calculado a derivada terceira de My(t)

que em seguida sera avaliada em t = 0, conforme adiante.

2 2 2 2 2

L oy = (27562 e+ 2t362) L B(5t) + (262 +2th2) 6(5) -5

2 2 2
+ (262 + 2t262) - p(t)-5+2te T - ¢/ (6t) - >

2 t2 2
+ (262 + 2th2) - p(5t) -0+ 2teT - ¢/ (t) - 67

2 2
+ 2eT ¢ (5t) 62 +2eT - ¢ (6t) 67, (14)

avaliando (14) em ¢ = 0, teremos que

d3
TE(Mz(t) | =3-2:6(0)-0+2:6%¢"(50) | _.
mas
§'00)|_ = 1 %1



portanto,

E[Z3] =

23

\)

2
30— ——
V2T v 2T

= 3.\F.5_\/§.53‘
T T

Dai, usando os resultados (11), (12) e (15), temos que

E[(Z~p2)"]

B|2% 322 +32p% — i3
= F [Zﬂ —3uyE [Zﬂ +3u%E[Z] - 11},
£

Zﬂ—Suz—i—Q,u%
3
. 35.f_53f_35.f+253(f)
> ™ ™ s
3
= 253<\/7> g3, /2
T 7T
2
= 5 2[2( 2) —1]
s T

(16)

Utilizando os resultados (13) e (16) em (5), o coeficiente de assimetria de Z ~ SN(0,1,\) é dado

por

resultado este condizente com Pewsey (2000).

Apés algumas manipulagoes matematicas em (16), obtém-se o resultado encontrado em
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Azzalini e Capitanio (2014). Assim,

4—7 2 2
E[(Z—Mz)ﬂ = 7'53 T 9
a 2 0 T T
2
— 4_7”.53. \/5 ]2
2 T T
_ 4—7T'53. \/5 ’
2 s
_ 4—m 5 g ’
N 2 T
logo,
3
4—7 (6\/2) A
n(Z)= . ~, em que 0= ——m—.
2 2\ 3 V14 A2
(1-02-2)

Tendo em vista que v1(Z) depende somente de §, que por sua vez depende somente de
A, é relativamente simples estudar o comportamento do coeficiente de assimetria da distribuicdo
skew-normal. Na Figura 1, observa-se que o coeficiente de assimetria estd no intervalo (—1,1), para
qualquer valor de A € R, pois ha uma assintota horizontal em y =1 e outra em y = —1. Isto significa
que nao importa quao grande, ou pequeno, o parametro A seja, a assimetria serd préxima de 1 ou
—1, o que tem influéncia no comportamento da densidade da distribuicdo skew-normal.

Ao estudar as densidades desta distribui¢do para certos valores empiricamente relevan-
tes do pardmetro de assimetria A, a fim de analisar o comportamento visual da curva ao variar
este parametro, A € {—50,—20,—10,—5,—-2,0,2,5,10,20,50}, é observado que o comportamento é
alterado de modo expressivo quando A estd no intervalo (—10,10). Para valores além destes, nao
existem evidéncias, ao menos visuais, de extensas mudancas na forma da densidade, o que se deve
ao coeficiente de assimetria desta distribuigdo, pois este, pertence ao intervalo (—1,1). Devido a
isto, é observado na Figura 2, gréfico (a), que quando A =20 e A = 50 as curvas estdo mais proximas
da densidade para A =10 do que as curvas com assimetria iguais a 0, 2 e 5. O mesmo ocorre para
valores negativos de A na Figura 2, grafico (b). Segundo Pewsey (2000), para A =2, a densidade
é moderadamente assimétrica, enquanto que para A = 20 a densidade difere pouco da distribuicao

folded-normal padréao limite.
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Figura 1: Curva do coeficiente de assimetria da distribuicdo SN(\), em fungao de A.
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Figura 2: Comportamento da distribuicdo skew-normal de acordo com a variagdo do parametro de
assimetria A.

2.5 Meétodo da maxima verossimilhanga

O método da maxima verossimilhanga foi proposto por Carl Friedrich Gauss em 1821 e teve
suas propriedades estudadas no ano seguinte por Walter Lowrie Fisher. Os estimadores encontrados

a partir deste método sdo, em geral, estimadores consistentes e assintoticamente eficientes, em que
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a estimativa obtida é o valor do pardmetro para o qual a amostra observada é mais provavel,
(CASELLA E BERGER, 2010).
Mood; Graybill e Boes (1974), definem a funcao de verossimilhanga e estimador de maxima

verossimilhanca como nas Defini¢bes 3 e 4 que se seguem.

Defini¢ao 3. A funcdo de verossimilhanca de n varidveis aleatérias Xi,---,X,, é definida como a
densidade conjunta das n varidveis aleatérias, fx, .. x,(z1, - ,2n|6), considerada como funcao do
pardametro 6. Se Xi,---, X, é uma amostra aleatéria da densidade f(z|f), entdo sua fungao de

verossimilhanca é

n

f(@1]0) f(x210) - f(n]0) = [ f(il6),

i=1
que serd denotada por L(0|x1, -+ ,xy).

Definicao 4. Seja L(0) = L(0|x1,---,xy,), a funcdo de verossimilhanca das varidveis aleatérias

Xq,+, X, Se 5, é o valor de § em ©, que maximiza a funcio de verossimilhanca L(), entdo

© é o estimador de méxima verossimilhanca de 6 e 0 é a estimativa de méxima verossimilhanga de

0 para a amostra x1,---, Ty, €m que,

O ¢ o espaco paramétrico associado a 6;

6= A(ZL‘l, -+, xy) é uma funcao das observagoes X1, ,Tp;

0= g(Xl, -+, X)) é funcao das varidveis aleatérias Xi,---, X, sendo portanto uma estatistica.
Segundo Mood; Graybill e Boes (1974), sob certas condigbes de regularidade, o estimador

de maxima verossimilhanca (EMV), é a solucao da seguinte equacao

d
0 (log L(9)) = T 0. (17)

A solugao da equagao (17) é o valor que maximiza a fungéo de verossimilhanca. Entretanto,
deseja-se que o estimador de maxima verossimilhanca seja um maéaximo global da funcao de veros-
similhanga. A primeira derivada de £(f) igualada a zero é uma condigio necessaria para obtermos
um ponto de maximo, mas nao é suficiente para que tenha-se um maéaximo global, sendo assim, con-
siderando o caso uniparamétrico precisamos ainda verificar se a segunda derivada de £(#) aplicada
em =06 negativa. Para os casos multiparamétricos precisa-se verificar se a matriz hessiana, que
é a matriz de derivadas parciais de segunda ordem, é negativa definida, (CECON et al., 2012).

Segundo Azzalini e Capitanio (2014), sob as condigoes de regularidade para estimadores
eficientes e estatisticas suficientes, em grandes amostras, os estimadores de méxima verossimilhanca
do vetor de parametros €, em seu espago paramétrico, é um estimador eficiente e \/ﬁ(@ —0) tem
distribuicdo assintética normal multivariada N (0, K (8)~!), em que, K () é a matriz de informacao
esperada. Segundo Eloy et al. (2019), a matriz de covaridncias assintética K(6)~! de @ pode ser
aproximada pela inversa da matriz de informacao observada —I(8), de ordem n x n, ou seja, pode-se
inverter a matriz de informacio observada da funcio dos parametros para obter uma aproximagao

da matriz de covaridncias. Assim, as estimativas de méxima verossimilhanca podem fornecer re-
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gides de confianga utilizando a normalidade assintética. As inferéncias assintéticas para o vetor de
pardmetros 6 podem ser realizadas utilizando a aproximacdo normal N(0,—I(6)~!) para 9, e 08
erros-padrao para as estimativas de maxima verossimilhanca podem ser obtidas pela raiz quadrada
dos elementos da diagonal principal da inversa da matriz de informagdo observada e podem ser
formuladas hipéteses e serem testadas.

Os elementos da matriz de informagao observada para um modelo de regressao de um DIC,
(I+2)x(I+2), sao dadas por:

IT17'1 IT1T2 ITlT[ I’rla IT1>\
ITQTQ ITQT[ ITQG' ITQ)\
1(0) =
IT]T[ IT[O' IT])\
]aa Ia)\
L IAA_
em que, o nimero de tratamentos ¢ = 1,...,I é obtido numericamente. A distribuicdo normal

assintética N7,2(0,—1(0)~!) pode ser utilizada para construir regides aproximadas de confianca
para o vetor de parametros 6. Neste caso, os intervalos de confianca assintéticos 100(1 — %)% para

cada componente do vetor de parametros 6, ¢ dado por:
IC(@T) = (ér_za/Q —TT’T, §T+za/2 \/ _fr,T')’

em que —I™" é o r-ésimo elemento da diagonal de —I(@’)*1 de 9, parar=1,....]+2 e 24/ € 0

quantil, 1 —«/2, da distribuigdo normal padrao.

2.6 Critérios de selecao de modelos

Existem varios métodos para comparar modelos, alguns sao baseados na teoria da informa-
¢80, que é uma teoria usada para quantificar, ou medir, o valor esperado de informagao. Segundo
Fabozzi et al. (2014), a medida de Kullback e Leibler minimiza a perda de informagoes para um
bom modelo.

O critério de informacao Akaike (AIC) proposto por Akaike (1974), é uma medida relativa
de qualidade do ajuste obtida por um modelo estatistico, (EMILIANO, VIVANCO e MENEZES,
2014). Este critério para a selecdo de modelos foi derivado por Akaike, que estabeleceu uma relagao
entre a medida de Kullback-Leibler e o método de estimagido de maxima verossimilhanca e é dado
por

AIC = —2log L(0) + 2k
em que,
6 é o conjunto (vetor) de pardmetros do modelo;

-~

L(0) é a verossimilhanga do modelo candidato quando avaliado no estimador de méxima verossimi-
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lhanca de 6,
k é o nimero de parametros estimados no modelo candidato.

O critério de informacao Akaike de segunda ordem (AICc), também baseado na medida de
Kullback-Leibler, deve ser usado em vez do AIC para amostras pequenas, quando % < 40 de acordo
com Burnham e Anderson (2004). O AICc é dado por

2k(k+1)

AlICc=AIC+ "

em que,
n é o tamanho da amostra,
k é o nimero de parametros estimados no modelo.
Quatro anos ap6s Akaike propor o AIC, Schwarz (1978) propds uma correcio para este

critério dando origem ao Critério de Informacao Bayesino (BIC), que por sua vez é dado por

-~

BIC = —2log L(6) + klog(n),

em que, oS termos acima sao os mesmos apresentados na descrigdo do AIC.

O modelo que apresenta o menor de seus respectivos valores, é considerado o melhor
modelo, dentre os comparados. De acordo com Fabozzi et al. (2014), todos os critérios determinam
quao bem os dados suportam cada modelo, levando em consideracao a qualidade do ajuste e o
numero de parametros no modelo. A diferenca entre eles é que o BIC penaliza um pouco mais pelo
nimero de pardmetros do modelo candidato. Emiliano, Vivanco e Menezes (2014) compararam
estes critérios utilizando simulacées de Monte Carlo e mostram que hé casos em que cada critério
se mostra superior, e desta forma aqui serdo utilizados os trés. Caso ocorra discordancia entre eles,

utilizaremos aqueles indicados pela maioria.

2.7 Residuos quantilicos

Os residuos quantilicos aleatérios, foram apresentados por Dunn e Smyth (1996). Segundo
eles, os residuos quantilicos, rq, sdo facilmente calculados e permitem que anélises residuais sejam
realizadas em muitas situagoes comuns nas quais as defini¢Ges habituais de residuos falham. Os

autores definem residuo quantilico por:

rq =" {F(yi| i, 0)}

em que, ®(-) é a fungdo de distribuigdo acumulada da normal padrao; F (y;| pi, 0) é a funcao
de distribui¢do acumulada de f(y;|@), que por sua vez é a distribuigdo de yi,---,y, observagoes
independentes; p; = E(y;) e 0 é o vetor de pardmetros comum a todos os y;.

Assim, se tomarmos y1,- -, ¥y, observagoes independentes da distribuicdo skew-normal, que
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tem fungao distribuigdo acumulada dada por (9), cada y; tem funcdo quantilica estimada dada por

F551\[2‘1’_1{‘1’ (%;u) —QT(‘%;M,X>}.

Para a andlise dos residuos, serdo construidos os envelopes simulados de confianca, sugerido

por Atkinson (1987). Para interpretagdo do gréfico half-normal de probabilidades, Eloy et. al

(2019), recomendam os seguintes passos:
1. Ajustar o modelo proposto e calcular os residuos Tﬂaij;
2. Simular n amostras da varidvel resposta utilizando o modelo ajustado;

3. Ajustar o modelo proposto para cada uma das amostras simuladas e calcular os seus respectivos

residuos simulados @ij, i1=1,....0ej=1,...,J;

4. Colocar cada grupo de IJ residuos em ordem crescente, obtendo Fc\](ij)n;

5. Para cada 7j, calcular a média, o minimo e o maximo dos residuos @(ij)n;

6. Incluir as médias, os minimos e os maximos conjuntamente com os valores @ij contra os

quantis esperados da distribui¢do normal padrao.

O modelo skew-normal estard bem ajustado, se os residuos Fc\]ij apresentarem um compor-

tamento aleatério em torno de zero.

3 Estimacao dos parametros dos modelos

Os estimadores encontrados a partir do método da méaxima verossimilhanca (EMV) sdo,
em geral, estimadores consistentes e assintoticamente eficientes (Casella e Berger, 2010). Nesta se-
¢ao, os parametros das distribui¢cdes normal e skew-normal serdo estimados utilizando este método,
abrangendo os delineamentos inteiramente casualizado, blocos casualizados e quadrado latino. Ini-
ciaremos com a distribui¢do normal e estenderemos para a distribuicdo skew-normal que, por sua
vez, tem como caso particular a distribuicdo normal. Aqui, daremos sugestdes matemédticas de
como fazer ajuste de modelos para os delineamentos ja mencionados com erros distribuidos tanto

normalmente quanto pela distribuicdo skew-normal.

3.1 EMV para Y ~ N(u,0?)

Seja y1,2, - ,Yn Uma amostra aleatéria, de tamanho n, de Y ~ N(u,0?). Entdo, o esti-

mador de méxima verossimilhanga do vetor de parametros 6 = (u, 02)T ¢é obtido utilizando a funcéo
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de verossimilhanga dada por:

L(O) = L(:u70-2|y15"'7yn)
= Hf(yl)
=1
o = 1 (yz_ﬂ)2
n 2
_ (271_02)—% exp{z_(yzzoéu) }
=1

A funcao log-verossimilhanga é expressa por:

Z(O) = g(p’ao-2|y1""ayn)

= ln{(27702)721 -exp li—W] }

i—1
n = (yi—p)?

= —-In(2mo?) =)
2 = 20

As derivadas parciais de ¢(0), em relacao a cada parametro do vetor 6, sdo as componentes func¢ao

escore U(0) e sao dadas por:

oL(o
Uu(e) = O(M)
2 i (yi —n)
== 1_1202 : (_1)
é(yi_ﬂ)
= = 0-2
= % [Zyz —nul
i=1
e
o040
UO'Q(O)_ 8(5’2)
R é(yi —n)?
T2 2702 2(02)?
i(yi —p)?
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Igualando U,(0) e U,2(0) a zero, encontra-se as expressdes matematicas para os candidatos a

estimadores de maxima verossimilhanca, de p e 02, dados respectivamente, por:

> Yi > (yi — n)?
| o g
= e 0°=
n n

2 ¢ necessario

Para que [i e 62 sejam os estimadores de maxima verossimilhanca de u e o
verificar duas condigOes: a primeira é se a derivada de segunda ordem em relacdo a cada um dos
pardmetros é menor do que zero e, a segunda é calcular o determinante da matriz hessiana (H),
formada pelas derivadas parciais em relagdo aos parametros, e averiguar se o determinante avaliado
no estimador é maior que zero, o que garante que os estimadores dos pardmetros sao maximos

globais. Tal fato ocorre aqui e pode ser visto, por exemplo, em Cecon et al. (2012).

3.2 EMV para Y ~ N(m+7;,0%)

Nesta subsecao é apresentada a fungao de verossimilhanca para um delineamento em DIC,

cujo modelo é descrito da seguinte forma:

i=1,2, 1
j:1723"'><]

iid
yij =m+Ti+ej, com €5~ N(0,0%) e

em que, y;; € o valor observado na parcela que recebeu o tratamento ¢ na repeticao j; m é uma
constante comum a todas as unidades experimentais; 7; é o efeito do tratamento 7 na j-ésima
repeticao; €;; é o efeito dos fatores ndo controlados na parcela; I é o nimero de tratamentos do
experimento; J é o nimero de repeticoes dos tratamentos e IJ =n é o nimero de parcelas. Tem-se
que a varidvel aleatéria Y;; tem distribuicao normal, ou seja, Y;; ~ N (m+7;,02). Assim, a funcio

de verossimilhanca para uma amostra aleatoria y1,--- ,y, de tamanho n é dada por:

L(e) = L(m)Tlf"TIao-Q‘yl?”' 7yn)

I J
=TT 11 /()

i=1j=1

:(27T0'2)7%~6Xp —ii[yij_(m'*'ﬁ)? ,

2
i=1j=1 20
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consequentemente, a funcio suporte é dada por:

(o) = K(m,ﬁ,.--q—[’gﬂyl’...’yn)
= In[L(m,r, - ,717,0%|y)]
J 2
- ln{(gwg2)—lé] -exp [;jﬂ [Yi (27;12—1- 7)) }
I J ,
= —Eln(%rg?) _ iiljgl[yzj —(m )]
2 202

As componentes de U(0), em relacio aos pardmetros, m, 7; e 02, sdo expressas por (18) a (20) que

se seguern

Um(o) = Ta._
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e, igualando as U,,(0), U, (0) e U,2(0) a zero, encontra-se analiticamente os candidatos a estima-

dores de méaxima verossimilhanca de m, 7; e 0> dados respectivamente por:

I J I

> 2 vii—J T
. i=1j=1 i=1
m =

1J

J

> Yij—Jm
~ j=1
e A

J = A2

2 2 [yij — (M +7)]
= i=1j=1
g =

1J
sendo @ = (m, 71, ,71,02) o vetor de candidatos a estimadores de maxima verossimilhanca.

Se tomarmos 7 = 0 como restrigdo para os 7;’s, os estimadores m e T; serdo representados

por:
J
Z ylj
=1 _
1=1 = m= 7 =15
J J
Z:lyQJ - Z_:lylj
i=2 = 7=1= = = Y25 — Y1j
J
J J
213/3]' - Zlylj
~ j= ji= _ _
1=3 = 3:f:y3j_ylj
J J
Y — 2 Y1
. =1 j=1 _ _
=1 = T = =Yrj —Yij- (21)

J

A deducdo analitica dos estimadores dos pardmetros dos modelos dos delineamentos em
DIC, DBC e DQL, em geral, ¢é feita utilizando o método de minimos quadrados ordinérios e seus
resultados sdo mostrados por meio do quadro da andlise de varidncia de forma bem intuitiva em
Banzatto e Kronka (2006).

I
Para minimizar a soma dos quadrados dos desvios, utiliza-se, em geral, > 7, =0 como
i=1
restricdo no sistema de equagdes normais, apds derivar e igualar a zero a funcdo da soma dos

quadrados dos desvios. Quando esta restricio é utilizada, o estimador de minimos quadrados

27{:1 Zj:l Yij
1J :

No entanto, quando utiliza-se a func¢do aov do software R (2020) para ajustar um delinea-

ordinarios do parametro m é a média geral de todas as observacoes, dada por m =

mento em DIC, e em seguida a funcao summary.lm, é possivel verificar que o intercepto estimado,
m, nao representa a média geral de todas as observagoes e sim a média de um dos tratamentos, que

por default faz a restrigdo 7 = 0, e consequentemente o m é representado pela média amostral do
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primeiro tratamento. Fato evidenciado no Exemplo 1.

Exemplo 1. Considerando um ensaio experimental, em DIC, com trés tratamentos (i = 1,2,3) e

duas repetigoes (j = 1,2), de acordo com o modelo linear de Gauss Markov,

y=XB+e,
sendo sua forma matricial dada por
(5] [t 1 0 0 GH
1 1 0 0| |m €12
9 _ 1010 7:1 n 62:1
10 1 0 1 0f |7 €99
21 100 1) |Rl l|&a
122 1 0 0 1] | €32 ]

Sabe-se, neste modelo, que
Ely] = XB, pois €~ N(0,0%),

sendo assim, utilizando o resultado obtido em (21), tem-se:

5 =i+ 7

R
d=m+1
9=+

MR 9—2m425
10=m+7
21 = i+ 7

MEB L 43— om4 2,
22=m+T73

Dai, quando 71 = 0, o vetor estimado B é dado por:
N . ar T
B=|m 7 & @ =[45 0 5 17

que é exatamente o que encontra-se com o estimador de maxima verossimilhanca de 7; ao utilizar a



restricao 71 = 0, como deduzido pela Equacao (21). De fato,

J
P ;%Mj_5+4_45_’
= Ty =y =45=y
5y — 3
= _ j:1y2j j:lyl]_(9+10)_(5+4)
T J T2 2
S -3
o AT A 21422 (549)
ST J T2 2
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—9,5—4,5=5={fnj — i1

:2175_475:17:g3j_glj7

que corresponde exatamente a saida da fungao summary.lm ao fazer o ajuste de um DIC utilizando

a fungdo aov no software R (2020), como na Figura 3.

> FT <- relevel(tra,1)
> modl <- aoviprod ~ FT, data = dados)

> summary. Tm{mod1)
Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pri>|t|)
(Intercept) 45000 0.5000 9.000 0.002896 *=
FTB 5. 0000 0.7071 7.071 0.005816 ==
FTC 17.0000 0.7071 24.042 0.000158 =##=*

= tados
tra

[oA 0, I SR
AN mmE =
[ S R R

> Intercept <- (5+4)/2

> Intercept

[1] 4.5

> FTB <- (9+410)/2 - Intercept
> FTB

[1] 5

> FTC <= (21+22)/2 - Intercept
> FTC

[1] 17

Figura 3: Saida da funcdo summary.lm do ajuste de um DIC, com trés tratamentos e duas repeticoes,

feito pela funcado aov no software R.

Ainda na Figura 3, pode-se notar que o intercept corresponde a média do tratamento A.

Isso ocorre porque a funcao relevel esta fazendo a restricdo em relacdo ao primeiro tratamento, ou

seja 7 = 0, todavia pode-se fazer a restricdo em relacdo a qualquer tratamento, ou seja qualquer

7; = 0, que as médias dos demais tratamentos serdo comparadas com a média deste.

Para avaliar as propriedades desejaveis, tais como viés e consisténcia, de 7;, serd calcu-

lado o caso geral, para qualquer ¢, do seu valor esperado e erro quadratico médio. Sendo assim,

considerando o estimador de maxima verossimilhanca de 7;, para um i’ > ¢”, com 7}/ = 0, teremos

que

ﬂ:gi/j—gi//j, com 1 >1 ,

aplicando a esperanca, vem que

-/
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/ -/

E (%) =E (§irj —yij), com i >i
:E(QZ/])—E(QZ//j)

- E Z}]:1yz"j _E Z}']:lyi”j
J J

J

J
ZE(yl-fj) — ZE(yiuj) , mas Yy ~N (m+T,;;02)
j=1 j=1

[J(m—H'i/) — J(m—l-Ti//)]

SN e

= (m—i—n/) — (m—i—nu)
= My — g

=T;.

em que, [y = m+Ty € pr = m—+T;n Sao, respectivamente, as médias dos tratamentos i’ e i, e
Ti = pyr — i, € essa diferenca entre a média dos tratamentos i e 7" devido & restricio imposta.
Portanto, 7; é um estimador ndo viesado de 7; e, além disso, seu erro quadratico médio ¢é igual a

variancia do estimador de 7;. Desse modo,

var (ﬂ) = var (yji/j — :lji//j)

J

> Yi' 5 > Yir 5
Jj=1 j
+ var

J
J J

= var

J J
21 var[y; ;] + 21 var[y; ;]
= = JQF , Mas  Yj NN(m+Ti;a2)
Jo? + Jo?
J2

202
= — 22

z, (22

e como lim var(7) =0, 7; é um estimador consistente e nao viesado.
J—o0

Utilizando o estimador da varidncia, 52

, na expressao (22) tem-se o estimador da variancia
—_—
do estimador de 7;, var(7;), que sera utilizado com o intuito de construir intervalos de confianca e

testar hipéteses. O teste de hipdteses para 7; é dado por:

H[) ITiZO
H 1,40
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Segundo Cecon et al. (2012), a estatistica T, do teste ¢t de Student sob Hy verdadeira é dada por

Ti—Ti Y —Yirj
— 252
var(7;) =

em que, 1. ~t, 1, n—1 s@o os graus de liberdade desta distribuicdo e n = I.J. Neste teste, rejeita-

T. =

se a hipétese Hy, se |tc| > [tiap| ou se o valor —p =2P[T. > |t| |Ho] for menor ou igual ao nivel de
significancia «, em que t. significa ¢ calculado e t;4, tabelado. Caso contrario, nao se rejeita a
hipotese Hy.

Muitas vezes o pesquisador tem interesse em estimar a diferenca entre as médias popu-
lacionais dos tratamentos. Isto pode ser feito utilizando o seguinte intervalo de confianca para
Ti-

52
ICl_g(Tz’) = | Yirj —Yirj £t(g n) 2%
2
em que I(g ) é o quantil da distribuicdo t de Student com v =n —1 e ao nivel de confianca
100(1— 2)%.

Podemos utilizar o intervalo de confianca anteriormente obtido a fim de testar as hipoteses

H() :TZ':O
Hl ETZ'#O

e rejeitaremos Hy se o intervalo de confianga ndo contiver o zero.

A distribuicdo normal é uma das poucas densidades, em que é possivel encontrar os esti-
madores de maxima verossimilhanca analiticamente. Para a distribuicdo skew-normal, apresentada
a seguir, encontramos somente o vetor de fungoes escore e as estimativas dos parametros podem ser

encontrados somente através de métodos numéricos.

3.3 EMYV para Y ~ SN(u,o0,))

Considere uma amostra aleatéria de Y ~ SN (u,0,)), de tamanho n =1. A funcdo de

verossimilhanca de Y é dada por:

L(6) = L(p,0,Aly)
:2¢<y—,u>q)<>\y—,u>7 com 0= (u,o0,\),

g o g
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e funcao suporte dada por:

£(8) =1nL(8ly)

2o (t2)o )

:1n2—lna+lnq§(w) +In® ()\y_u)
o

o
=In2—-Ino+In¢(z)+In®(Az), com z:y;M
=In2—Ino+In <1eé22> +In®(A\z2)
V2
:ln2—lna+ln<1>—%+ln@(Az) com k:1n2+ln<1>
Ver/) 2 ’ V2r

52
=k—1Ino— E-l—ln(I)(/\z).

As derivadas parciais em relacdo a cada pardmetro sdo as componentes do vetor escore
U(0) e sao obtidas a seguir.

Derivando-se em relacdo a u teremos

U.(6) = 52(5) _ _%. (_;) 4 (_;) A-b(A2)- @(iz)

2 A o0
o o P(\2)’
em relagdo a o:
ol(0) 1 2z 1 1 d(Az)
U,(0) = - 2 u—) = —u)- ==\
0)=—_ N ) ( 02>+(y 1) ( 02) 3(0)
1y lyep, 60
o o 0o o o D(Az2)
R S PIC 0O
o o o d(\)’
finalmente, em relacio a A:
00(0) d(A2)
0) = =z- .
OO) =58 =% 30w
Estendendo para uma amostra aleatoria de tamanho n, considere y1,- -, 4, amostrados de

Y ~ SN (u,0,)). Por definigdo, sua fungdo de verossimilhanga é:

n

L(8ly) =T f(v:)

=1



com funcgao suporte dada por:

(9)

T ) =370

- Zl{ ( o ) ( o )]

= n-ln2-— nln0+zln¢< p )"‘zn:ln(b()‘yi;lu>
zn: +Zl <1><

=1

= n-ln2-n-lnoc— nln(

= k—n'lna—z +ZID‘I)< >
i=1 =1
no_3

= k—n-lna—z%+zln¢(/\zi)7

i=1 i=1
com zi:yi_'u e k:n[an—ln(\/ﬂ)}.

g

As componentes do vetor escore, U(0), sdo expressas por:

o¢(0
UM(O) = 3(/1)
Qizi n
B i=1 1 1 A
= T2 (—0>+ZZI¢(M) I
_ ElZi i.iqb()\zl)
T o o &30
0
UU(G) - oo
n . ‘ (-1)
_on ’H® W) +Zn:¢(AZi) Ay — 1)
B g 2 =1 q)()\zl) 02
B n 121212 P A¢()\Zz)
sl g
)AL
Ux(0) = 5()\)

39
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Fazendo-se U,(0), Us(0) e Ux(0) iguais a zero, teremos o seguinte sistema

zn: 2 -~ n > n n ~
=1 _ A o(Az;) -0 2 ’)\\ o(Azi) 0
g g Zgl (P(AZZ) ln;l ! ;L; <I>()/\\zl)
2 n 2 §gn,00m) _
—Q—i—ﬁﬁ’;zz - ; i 20z - z;Zl z‘zz:lzlq’(AZi) "
7 v o217 e0x) 2 (\z)
n Nz Z Zi <I>(/)\\ ) =0
Z 2 ¢(AZ’) =0 i=1 Zi
=1 20=)

Observe que essas equacoes sdo nao lineares nos pardmetros devido a nédo linearidade de

$(Azi) nas expressoes e, consequentemente, os estimadores de maxima verossimilhanca sé poderao
D(Az;) Xp ) q ) v G P

ser obtidos por métodos numéricos.

A funcao optim do software R é utilizada para minimizar ou maximizar fun¢des segundo
seis métodos de otimizagdes, segundo Nelder e Mead (1965), o método “Nelder-Mead”, que é o
default da funcao optim, é um método que depende da comparacio de valores de fungdo nos vértices
(4n —1) de um simplex geral, seguido pela substitui¢do do vértice pelo valor mais alto por outro
ponto. Segundo Nocedal e Wright (2006), o método “BFGS” é o algoritmo quase Newton mais
popular. O método “CG”, gradientes conjugados, é um método iterativo baseado em Fletcher
e Reeves (1964), e segundo Hestenes e Stiefel (1952), usado para resolver sistemas de equagoes
lineares. O método “L-BFGS-B”, segundo Byrd et al. (1996), é descrito como um algoritmo para
resolver grandes problemas de otimizacdo nao linear com limites simples, é baseado no método de
projecdo em gradiente e pode ser aplicado quando a matriz Hessiana nao for pratica para calcular,
pois o algoritmo nao requer segundas derivadas ou conhecimento da estrutura da func¢ao objetivo.
O método “SANN” é uma das variagdes dos algoritmos de anulagdo simulada dada em Bélisle
(1992), que por sua vez, pertence a classe de métodos estocasticos de otimizagdo global e que usa
apenas valores de fun¢éo, o que o torna relativamente lento. E o método de “Brent” é apenas para
problemas unidimensionais.

Neste estudo, serd utilizada a funcao optim do software R para maximizar a fungao log-
verossimilhanga dada em (23). Ademais, as estimativas dos parametros e seus, respectivos, erros
padrao serdo obtidos pelos métodos “L-BFGS-B” ou “Nelder—-Mead”. As fungoes e scripts deste
estudo sdo encontrados no Apéndice A. Decorre assim, que para estimar os parametros da distri-
buicio SN (u,0,)), primeiramente, serdo estimados os pardmetros u e o2 da distribuicio N(u,0?),
visto que tal distribuicdo é um submodelo da skew-normal. Dessa forma, supondo A =0, nas Equa-
¢oes (24) e (25) tém-se os valores iniciais a serem utilizados como chutes iniciais no método numérico

iterativo dados por:

n

n ~
Ya=0 = YW o L 5o
i=1 7

1 g n
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e também,

Para estimar o parametro A, serd utilizado o método de tentativa e erro, iniciando com
valores iniciais baixos, proximos ao nimero um, no caso do parametro de assimetria ser pequeno
a ponto de a distribuicdo skew-normal estimar igual a distribui¢do normal, prosseguir com valores
maiores que um a fim de encontrar um estimativa para A < 10, e em seguida com valores para \ >

—10, até encontrar uma estimativa que esteja no intervalo (—10,10) conforme visto na Sec¢ao 2.4.1.

3.4 EMYV para Y ~ SN(m+7;,0,A)

Nesta subsecgao é apresentada a funcao de verossimilhanca para um delineamento em DIC
considerando €;; com distribuicao skew-normal. A densidade e a demonstragao de que Y;; ~ SN (m+
7;,0,A) quando €;; ~ SN(0,1,)), se encontra no Apéndice B.

O modelo de um DIC com a adequacao, na qual foi acrescentado o pardmetro o de escala,

é expresso da seguinte forma:
Yi; =m+T1;+0¢€;5, com €;; ~ SN(0,1,\).

A distribuicao skew-normal com parametros de posicao, escala e forma, respectivamente, m+7;, o, A

tem sua funcao densidade de probabilidade expressa por:

Flyij) = % ‘¢ <yij_ (m”i)) ¥ <)\yij _(m”"))

g g

ou seja,
Yij ~ SN(m+1;,0,))
com esperanca e variancia dadas por
ElYij] = Elm+1; + o€ var[Y;;| = var[m +7; + o€
=m+T; + o Eleij] = o var[e;]
Lt oA /2 , 022 2
VN FL Vo X417

0 que nos permitira determinar a funcao de verossimilhanca e os estimadores de maxima verossimi-

lhanga de @ = (m, 11, ,77,0,A).

Seja yi,---,y, uma amostra aleatéria de tamanho n oriunda de Yj; ~ SN(m+1;, o, A).
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Sua funcao de verossimilhanca é dada por

e a funcao suporte é:

I J
(6) = In [HHf(ym'

i=1j=1

L(0lyij) = H 11 /(i)

I
)] => > Inf(yiy)

i=1j=1

_ ZZl { (yij—(:%+7¢)>q)(Ayij—(ern))}

i=1j5=1

g

1 J I J
= IJ-an—IJ-lna+ZZ]n¢(W> —I—ZZln@()\W)

i=1j=1 i=1j=1

= LJm2-1J-lno—1J In(V2r) - ZZ lvij — m”l +ZZIH‘1’< ?/J—(m“)>

i=1j=1 i=1j5=1 g

w3y W o ) sz( A =M+ )

= lj 1 i=175=1 g
= k—I1J-lno— ZZ ZJ—{—ZZln(I) Azij),
1=1j5=1 i=1j5=1

com zj—w e kzIJ[an—ln(\/ﬂﬂ.

o

(26)

As componentes do vetor escore, U(0), que sdo as derivadas parciais da fungdo suporte em relacao

a cada paradmetro, sdo expressas por:

oL(0
U (0) =5
I J
220 2. g I J
i=1j5=1 1 1
B (_a) +;; SOhey) )
I J
> DL %
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em relagdo a 7;:

_ 04(6)
UTi( ) 87—i
23
Zij
_ =1 1 1 i _
7=1
>
Zig
S O paCEr)
o et P(Azi5)
em relacdo a o:
. 00(8)
Us(8) = do
2213 i (Z,..[y.._(m+7.)]. (*1))
. 727 i=1j5=1 ] 1] 7 o2 +ii gb()\z”) .)\(yij— (m+Ti)) ) (71)
o 2 P o P(Az5) o?
I J
B _IJ+1221]21 ij _éz]:iz d(Azij)
0 o oot 7 d(Nzi)
e finalmente, em relacdo a A, tem-se:
~01(e)
UA(0) = —55
_ zI:ZJ:z P(Azij)
= ”
P D(Azi5)

Igualando as fungoes U, (0), U, (0), Us(0), Ux(0) a zero e, resolvendo-as, simultaneamente, obtém-
se as estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros utilizando métodos numéricos. Con-
forme Eloy et al. (2019), utilizaremos a fungao optim do software R para maximizar a fungao (26)
e obter as estimativas dos pardmetros e seus, respectivos erros padrao serdo obtidos utilizando os
métodos “L-BFGS-B” ou “Nelder-Mead”.

Para os delineamentos em blocos casualizados (DBC) e em quadrado latino (DQL), a
funcdo de verossimilhanca e derivadas parciais em relagdo a cada parametro serdo analogas aquelas
obtidas para o DIC.

3.5 EMYV para Y ~ SN(m+7;+fj,0,))

Para o DBC, sob a suposigao de que o erro tem distribui¢cao SN (0,1,\) e com a adequacao

do pardmetro o de escala, teremos o seguinte modelo
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i=1,2,---,1

yij:m+Ti+6j‘+O’€ij, €ijNSN(A)e ]
j:1’2,... ’J

em que, y;; ¢ o valor observado na parcela que recebeu o tratamento 7 no bloco j; m é uma constante
comum a todas as unidades experimentais; 7; é o efeito do tratamento ¢ aplicado no bloco j; 3;
¢ o efeito do bloco; €;; é o efeito dos fatores nao controlados; I é o niimero de tratamentos do

experimento; J é o nimero de blocos e assim
Yij ~ SN(m+1;+5j,0,))

com esperanca e variancia dadas por

EY;;] = E[m+1;+ B; + 0eyj] var(Yy;| = var[m + 7+ B + o]
=m+7;+ 5+ 0 E[ej] =2 var|e;;]
B oA \/5 ,  02N\2 2
=it eV B CNE S
Dai,
2 ij — (m+1;+p; i — (m+7+5;
= e (BB (= 4 5))
o o o
e a fun¢do suporte de 8 = (m,y,---,77,B1,-,B1,0,\)T é dada por:

I J 2 I J
(o) = k—IJ-lna—ZZg+ZZlnq>(Azij), (27)

i=1j=1 i=1j=1

com zij:w e k:zIJ[an—ln(\/%)}.

g

As componentes do vetor escore U(0) sao dadas por:

I J

0. (6)— 210) _ PP _A‘ZI: T p(Azi)
m - 8m - o o =1i=1 @(Azlj)a
em relacdo a 7;:
J
0 ()~ 210) P A EJ: 6(\21))
T oT; o o — P(\zj)’
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em relacdo a f3;:

em relagdo a o:

I J
2
U, (6) = one) _U_{_zzzljzlzz] _éz]:zjzz d(Azij)
90 o o oot YD (Mzy)
e finalmente, em relacdo a A, tem-se:
Us(0) 0L(6) _ EI:EJZZ d(Azij)
’ 2 i=1j=1 Y ‘I’()\Zij).

Tgualando as funcdes Uy, (0), Ur,(0), Up,(8), Us(8), Ux(0) a zero e, resolvendo-as, simul-
taneamente, obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros que podem ser
encontradas utilizando a fun¢ao optim com os métodos numéricos “L-BFGS-B” ou “Nelder—-Mead”,
conforme Eloy et al. (2019).

3.6 EMYV para Y ~ SN(m+a;+7j+ B, 0,\)

Ao considerarmos o DQL, também sob a suposigao de que o erro tem distribui¢ao SN (0,1, \)

e com a adequacao do pardmetro o de escala, teremos o seguinte modelo

i=1,2, 1
Yijk =m~+o; + 7+ Bp+ o€k, € ~SN(A) e j=1,2---,J
k=12, K

em que, y;j, ¢ o valor observado na i-ésima linha e k-ésima coluna do j-ésimo tratamento; m ¢ uma
constante comum a todas as unidades experimentais; «; € o efeito da i-ésima linha; 5; é o efeito da
k-ésima coluna; 7; é o efeito do j-ésimo tratamento; €;;, ¢ o efeito dos fatores nao controlados; I
¢ o numero de linhas do experimento; K é o ntimero de colunas do experimento; J é o nimero de

tratamentos. Assim
Yijk ~ SN(m—l—Oéi—i-Tj—l-ﬁ]f,U,)\)

com esperanca e variancia dadas por
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E[Yuk] = E[m+ o; + Tj =+ ﬁk + Uﬁijk] Var[yijk] = Var[m—l— «; + Tj + Bkz + aeij]
=m+a; + 7+ B + o Ele; ] = o var[e;ji]
oA 2 5  02\2 2

=m+a;+7+ B+ : T AR
i+ 75+ O V211 Vo T T Nr

Assim, a densidade de Yj;;, serd dada por

P Wige) = i‘cﬁ(y"j_(eraﬁTﬁﬁ’“)) P (Ay"j_(era"”ﬁﬁ’“))

g o

a funcdo suporte de 8 = (m,a1,--- a7, 71, , 77,81, , B, \) L é dada por

(6) = k—IJK -Ino- ZI:ZZ L zI:ZZInCI) (Azij), (28)

i=1j=1k=1 i=1j=1k=1

com  Zjj = yy—(mracdnithe) o p_ 1K {1n2—1n (@)] .

[

As componentes do vetor escore U(0) sao dadas por:

o00) =i N SRS P(Azijk)
Un(0) = = — .\
6) om o o ;]Z::lkz::l D (Azijk)
J K
S ION =TS Y S ICES
I J
U@%M@—E%%ka P(Azijk)
B 9By o o i3 1‘1’()\2’1‘3'19)
I K
00(8) 2222112:212% A o P(Azijk)
UT]<0) - .
oT; L OETY)

0 o B d(Mziji)
Ua(e): oo - o + o : _*Zzzzwk )\szl;;)

zlglkl
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O(O) _ s~ Pzn)
Us(X) = = Ziik JEL
7 8)\ ;;’; K ‘I’()\Zl]k)

Igualando-se as fungoes Up,(0), Uy, (0), U, (0), U, (8), Us(8), Ux(0) a zero e, resolvendo-
as, simultaneamente, obtém-se as estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros que po-
dem ser encontradas utilizando a fungdo optim com os métodos numéricos “L-BFGS-B” ou “Nel-
der-Mead”, conforme Eloy et al. (2019).

4 Resultados e discussao

Nesta secao é apresentada a analise de dois bancos de dados reais, a Subsecdo 4.1 refere-se
ao banco de dados de temperatura da cidade de Piracicaba, Sao Paulo, que por sua vez corresponde
a um modelo de intercepto, ou seja, um modelo de média e a Subsecéao 4.2 trata de um experimento
realizado sob o delineamento inteiramente casualizado, em que avaliou-se o percentual de gordura de
idosos quando submetidos a diferentes intervengoes de atividade fisica. Em ambos, vamos comparar
o ajuste das distribui¢oes normal e skew-normal, construir os graficos de envelopes simulados para
analise de residuos quantilicos, conforme o passo a passo presente na Subse¢do 2.7, e comparar
o percentual de pontos fora dos envelopes considerando as duas distribui¢oes, e ainda, através
do estudo de simulacdo de Monte Carlo, vamos avaliar a inferéncia dos estimadores de maxima
verossimilhanca tanto para o modelo de intercepto quanto para o modelo de um DIC, com respectivos

erros dados pela distribuicdo skew-normal.

4.1 Dados de temperatura

Este primeiro conjunto de dados refere-se a varidvel temperatura (°C) obtida das leituras
diarias do periodo de 1° de janeiro a 31 de dezembro de 2011, na cidade de Piracicaba, constituindo-
se de 365 valores observados. Os dados foram fornecidos pelo Departamento de Engenharia de
Biossistemas da Escola Superior de Agricultura Luiz de Queiroz (ESALQ), associado & Universidade
de Sao Paulo (USP). As temperaturas foram medidas na Estacdo Meteoroldgica de Piracicaba,
localizada a latitude 22° 42°30”S, longitude 47° 38’30”W e altitude de 546 metros.

Nesse ano, a temperatura média em Piracicaba foi de 22,33 °C, com desvio padrao de
2,95 °C e temperaturas minima e maxima, respectivamente, 14,68 °C e 27,25 °C. A mediana da
temperatura foi de 22,90 °C, proxima a temperatura média, e além disso, este conjunto de dados
apresentou coeficientes de assimetria e curtose iguais a, respectivamente, —0,50 e —0,73.

Conforme a Figura 4, grafico (a), o comportamento observado no histograma, mostra que
aparentemente os dados apresentam pequena assimetria a esquerda, e embora este grafico aponte
a forma da distribuigéo, ele ndo informa sobre outliers. Todavia, o bozplot dos dados na Figura 4,
grafico (b), aponta que além de os dados possuirem média e mediana diferentes, a mediana é
superior a média, o que evidencia visualmente a assimetria a esquerda, em concordincia com a

analise descritiva em que o coeficiente de assimetria é —0, 5.
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Figura 4: Histograma com a frequéncia absoluta e bozplot para a varidvel temperatura.

4.1.1 Ajuste

As estimativas dos pardmetros para modelo de intercepto, considerando as distribuicoes
normal e skew-normal para o erro, foram estimadas através da fungdo optim no software R. Tais
estimativas se encontram na terceira coluna da Tabela 1, em que é observado que na distribui-
¢ao skew-normal os parametros estimados possuem valores maiores que aqueles estimados pela
distribuicdo normal. Neste trabalho, as demonstragoes para encontrar os estimadores de maxima
verossimilhanca do modelo de intercepto nao foram feitas, mas embora representados por m tanto
para a distribuicao normal quanto para a skew-normal, esses pardmetros nao representam o mesmo,
eles possuem exatamente o mesmo estimador de méxima verossimilhanca somente quando A =0
para o modelo skew-normal.

Seguidos das estimativas dos parametros, na mesma tabela, encontra-se o erro padrao,
denotado por EP, e os testes t e intervalos de confianca para cada um dos pardmetros do modelo, em
que LI e LS correspondem aos limites inferior e superior dos intervalos de confianga, respectivamente.
A hipétese de nulidade tanto para o teste t quanto para os intervalos de confianca, que supdem
que os pardmetros sao iguais a zero, foi rejeitada para todas as estimativas dos parametros, para
as duas distribui¢coes. Além disso, podemos observar que a amplitude dos intervalos de confianca
para as estimativas obtidas pela distribui¢ao skew-normal sdo menores quando comparados com os

da normal.
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Tabela 1: Teste t e intervalos de confianca para os parametros utilizando-se as distribui¢cGes normal
e skew-normal para a varidvel temperatura.

=

0 0 EP teal valor—p LI LS
Normal m 22,33 0,15 144,77  0,0000 22,02 22,63
o2 295 0111 27,02 0,0000 2,73 3,16

Distribuicao

m 26,36 0,13 197,86 0,0000 26,09 26,62
Skew-normal o 4,99 0,21 2335 00000 4,57 541
A —9,70 244 —3,97 0,0008 —14,51 —4,90

Para avaliar o ajuste das distribui¢bes, vamos usar os critérios de informacao de Akaike,
Akaike corrigido e critério de informagcao bayesiano dados na Tabela 2. Sabendo que o modelo que
apresenta menor valor de AIC, AICc e BIC, é considerado o melhor modelo dentre os compara-
dos, podemos observar que, como esperado, a distribuicdo skew-normal teve melhor ajuste quando

comparada a distribuicdo normal.

Tabela 2: Critérios de informacgao para as distribui¢des normal e skew-normal para a varidvel
temperatura.

Distribuicao AIC AlCc BIC
Normal 1828,64 1828,75 1836,44
Skew-normal 1764,64 1764,81 1776,34

Percebe-se que a distribuicdo skew-normal teve melhor ajuste para os dados de tempera-
tura, pois conseguiu captar melhor as caracteristicas intrinsecas aos dados do que a distribuicao
normal, que por sua vez nao possui o pardametro A de assimetria. Na Figura 5 observa-se o plot
das densidades das distribui¢cbes normal e skew-normal com as respectivas estimativas de maxima
verossimilhanga dos pardmetros de cada distribuigdo, e nela é possivel visualizar o ajuste de cada
distribuicdo e notar que a distribuicao skew-normal, de fato, tem melhor ajuste, conforme visto com

os critérios de selecdo de modelos.
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Figura 5: Histograma para a varidvel temperatura com as densidades das distribui¢does normal e
skew-normal (SN).

4.1.2 Andlise dos residuos

O residuo quantilico estimado para o modelo de intercepto, considerando a distribuigdo

skew-normal, é dado por

oy = & {<I> (y ;m> _oT <y ;mX> } :

em que, ®~1(-) é a funcdo quantilica da distribuicdo normal padrdo composta pela funcio de distri-
buicdo acumulada da skew-normal. Vale ressaltar que se A = 0 entao teremos o residuo quantilico
da distribuicdo normal.

Observando os envelopes simulados na Figura 6, constata-se que em 2000 simulacGes de
Monte Carlo, a distribuicio skew-normal apresentou somente 4,11% dos pontos fora dos envelopes
enquanto a distribui¢cdo normal apresentou pouco mais 63%, confirmando o ja visto na andlise de
dados e no ajuste através dos critérios de informacdo de Akaike, Akaike corrigido e Bayesiano,
que a distribuicao skew-normal apresentou de fato melhor ajuste aos dados de temperatura quando
comparada a distribuicdo normal, pois esta capta melhor a assimetria presente neste conjunto de

dados, devido ao parametro de assimetria A\ que esta possui a mais que a distribui¢do normal.
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Total de pontos: 365 7 Total de pontos: 365
Pontos fora do envelope: 233 ( 63.84 %) Pontos fora do envelope: 15 ( 4.11 %)

Percentis da N(0,1) Percentis da N(0,1)

(a) (b)

Figura 6: Envelopes simulados dos quantis normais versus os residuos quantilicos para o modelo de
intercepto com distribuicdo normal e skew-normal, respectivamente.

4.1.3 Estudo de simulagao

Como na Subsegao 4.1.1 a distribuicdo skew-normal apresentou melhor ajuste aos dados,
serd feito um estudo de simulagio para avaliar o comportamento das estimativas dos parametros do
modelo de intercepto somente com erro skew-normal. Os pardmetros dos seguintes cenarios conside-
rados tiveram configuragoes tomadas a partir das estimativas encontradas no ajuste, Subse¢ao 4.1.1,
em que também foi variado o tamanho amostral para avaliar se as estimativas dos parametros sao
boas para amostras menores que 365, que é o tamanho correspondente ao nosso conjunto de dados,
e além disso, foi variado o parametro de assimetria, A\, para averiguar se a distribui¢do skew-normal
continua estimando bem para assimetrias menores do que a encontrada na Subsecao 4.1.1. Para
avaliacdo das estimativas dos parametros, utilizaremos a variancia, erro quadratico médio associados

a cada estimativa, além de ilustragoes graficas.
e Cenério 1: n=(30,100,365), m =26, 0 =4, A = —2;
o Cenério 2: n = (30,100,365), m =26, 0 =4, A = —5;

« Cenario 3: n = (30,100,365), m =26, o =4, A = —9.

Em cada cenario foram feitas 1000 simulacdes Monte Carlo, e na Tabela 3 encontra-se as
estimativas de maxima verossimilhanca de cada pardmetro de acordo com a variagdo no tamanho
das amostras simuladas. Nela pode-se observar que os parametros m e o da distribuicao skew-
normal tém estimativas proximas aos parametros tomados como verdadeiros mesmo para n = 30,
que é a amostra de menor tamanho. A maior varidncia observada neste cendrio é 1,88 para m, e
tem pequena magnitude quando comparada a estimativa de seu parametro.

Ao aumentar o tamanho da amostra para 100, os estimadores de maxima verossimilhanca

de m e sigma ficam mais préximos dos pardmetros verdadeiros em todos os cenarios, com excecao
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do cendrio 1. Ao observar as amostras de tamanho 365, que corresponde ao tamanho da amostra
dos dados reais, as estimativas dos parametros diferem do verdadeiro por no méaximo 0.15, e com
excecao do parametro m, nos cenarios 1 e 2, o erro quadratico médio apresentou diminuicdo para
todos.

O pardmetro de assimetria, A, foi o pardmetro que apresentou as piores estimativas em
todos os cendrios. Entretanto, conforme aumenta-se o tamanho da amostra, suas estimativas ficam
cada vez mais préximas dos pardmetros verdadeiros com diminui¢do em suas varidncias e erros

quadratico médios.

Tabela 3: Estimativa dos parametros, variancia e erro quadratico médio, baseados em 1000 simula-
¢oOes da distribuigao skew-normal para o modelo de intercepto.

Cenario 1
n =230 n =100 n =365
(7] Estim. Var. EQM Estim. Var EQM Estim. Var. EQM
m =26 25,41 1,88 2,22 24,85 2,10 3,43 25,93 0,20 0,20
=4 3,69 0,73 0,82 3,49 0,31 0,57 3,96 0,10 0,10
A=—-2 —2,32 4,65 4,75 —-1,43 2,04 2,36 —2,00 0,26 0,26
Cenario 2
n =230 n =100 n =365
0 Estim. Var. EQM Estim. Var EQM Estim. Var. EQM
m =26 25,53 0,78 1,00 25,92 0,11 0,12 25,85 0,47 0,49
oc=4 3,65 0,54 0,67 3,92 0,14 0,14 3,92 0,14 0,14
A=-5 —4,56 6,72 6,92 —-5,30 3,83 3,92 —5,05 2,54 2,54
Cenario 3
n =230 n =100 n =365
(7] Estim. Var. EQM Estim. Var EQM Estim. Var. EQM
m =26 25,54 0,45 0,65 25,84 0,09 0,12 25,99 0,01 0,01
=4 3,55 0,38 0,58 3,80 0,11 0,15 4,02 0,02 0,02
A=-9 —-5,97 7,25 16,44 —-7,20 4,18 7,42 -9,03 1,40 1,40

A Figura 7, confirma as informacoes que constam na Tabela 3. Nela, conforme aumenta-se
os tamanhos das amostras, em geral, mais os parametros estimados aproximam-se dos parametros
verdadeiros. E na figura, quanto maior o tamanho amostral, mais as curvas das densidades plotadas
com seus respectivos pardmetros estimados, se aproximam da curva verdadeira, que é a de cor preta.
A curva de cor azul é a correspondente as amostras de tamanho 365, em ambos os cendrios, ela é

visualmente a densidade mais préxima da densidade com os pardmetros verdadeiros.
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Figura 7: Funcoes de densidade da distribuicao SN nos valores verdadeiros dos pardmetros e nas
estimativas médias para n=30; n=100; n=365.

Este estudo de simulacao evidencia que a distribuicao skew-normal apresentou estimativas
para os parametros do modelo de intercepto proximas aos parametros verdadeiros, que foram toma-
dos a partir dos dados de temperatura vistos na Se¢do 4.1, e com isso é uma opcao de distribuigao

vidvel para estudos semelhantes a este.

4.2 Dados de percentual de gordura

Este segundo banco de dados, foi gentilmente cedido por Aristéia Nunes Sampaio, pds-
graduanda do programa Vigilancia em Saide da Universidade Federal do Acre, e refere-se a um
experimento realizado sob o delineamento inteiramente casualizado, em que foram analisadas mu-
dangas ocorridas nos perfis antropométrico, lipidico, glicémico e de condicionamento fisico de idosos
participantes de dois programas de atengéo a saude do Municipio de Rio Branco, Acre. Os idosos
selecionados para este estudo sao integrantes dos programas Estratégia de Satde da Familia (ESF) e
programa de extensao Idoso Ativo na UFAC (IA UFAC). A populagao de estudo foi composta por 60
idosos de ambos os sexos, com idades entre 60 e 80 anos, divididos em quatro grupos experimentais
desbalanceados.

O primeiro grupo, correspondente ao tratamento A, com 17 idosos, é o grupo de trei-
namento em academias ao ar livre do programa ESF, o tratamento consistiu em atividades nos
aparelhos durante 30 minutos seguidos de atividades recreativas e alongamento. O tratamento B,
com 11 idosos, corresponde ao grupo de treinamento de exercicios aerdbicos e localizados, também
do programa ESF, este grupo realizou 20 minutos de exercicios aerdbicos seguidos de 30 minutos
de exercicios localizados para membros superiores e inferiores e mais 10 minutos de alongamentos.

O tratamento C, com 17 idosos, é o grupo de treinamento em exercicios resistidos do programa
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IA UFAC, que por sua vez executou um programa de exercicios resistidos realizados na sala de
musculacido da Universidade Federal do Acre, composto por 60 minutos de exercicios para membros
superiores e inferiores com movimentos mono e biarticular nos equipamentos de musculacdo. E
o tratamento D, com 15 idosos, corresponde ao grupo controle, composto por nao praticantes de
atividades fisicas pertencentes ao programa ESF.

Os grupos experimentais foram submetidos a 16 semanas de treinamento, sendo avalia-
dos antes e ap0ds a intervencao dos exercicios, sendo que o grupo controle realizou as avaliacoes,
mas ndo praticou exercicios fisicos durante o periodo. Este experimento coletou dados de treze
variaveis respostas, e neste trabalho serd avaliado somente o percentual de gordura que equivale a
diferenca entre o percentual de gordura corpérea avaliada antes e apds os exercicios fisicos. Como
serd avaliada uma diferenca, entdo é interessante que sejam observados valores negativos, se o ob-
jetivo de diminuir o percentual de gordura com atividades fisicas for alcangado. O intercepto do
modelo do delineamento em DIC corresponde a média do tratamento D, ou seja, a comparacao
entre tratamentos sera feita com o grupo controle.

Fazendo a andlise descritiva dos dados observou-se que as porcentagens minima e mé-
xima do percentual de gordura dos idosos sdao —6,80%, 2,20%, respectivamente, com uma média
de —1,57%, e desvio padrao de 1,74%, apontando que, em média, o percentual de gordura dos
idosos diminuiu apds as dezesseis semanas de treino. Os coeficientes de assimetria e curtose foram
—0,81 e 1,57, respectivamente.

Assim como em Guedes et al. (2014), os tratamentos apresentam indicios de assimetria. O
que é possivel perceber visualmente na Figura 8, em que bozxplots além de apresentarem assimetria
visivel dentro dos quatro tratamentos, ha também a presenca possiveis outliers, influenciando na
variancia de cada um. Para testar a homogeneidade de varidncias, procedeu-se o teste de Bar-
tlett, a 5% de significAncia, que teve valor —p = 0,1215 evidenciando que as varidncias podem ser

consideradas homogéneas.

[e]e}

Trat A Trat B Trat C Trat D

Figura 8: Bozxplot para os tratamentos da varidavel percentual de gordura.
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4.2.1 Ajuste

As estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros de cada modelo foram obtidos
através da funcdo optim, e os chutes iniciais para esta funcio sdo dados a partir das estimativas de
minimos quadrados ordindrios obtidos no ajuste pela fungdo aov, no software R. Lembrando que a
restricdo que esta sendo utilizada nesse estudo é 74, = 0, o que implica que o intercepto do modelo
corresponde a média do tratamento D, e entdo a comparacao entre as médias dos tratamentos sera
feita com a média do grupo controle.

As estimativas de maxima verossimilhanga dos pardametros dos modelos do DIC com erro
normal e skew-normal, seguidos do erro padrao (EP), teste ¢ e intervalos de confianca, em que os
limites inferior e superior sdo dados por LI e LS, constam na Tabela 4. Nela é observado que dife-
rentemente de quando se considera a distribuicdo skew-normal, o teste ¢ para a distribuicdo normal
evidencia que o efeito de 7o nao difere estatisticamente de zero, o que mostra que a distribuicao
normal nao detectou diferenca entre os tratamentos B e D, pois 7 expressa a diferenca entre as
médias destes tratamentos, ou seja, de acordo com a distribui¢do normal, o percentual de gordura
do grupo de treinamento de exercicios aerdbicos e localizados nao difere do grupo nao praticante
de atividade fisica.

Jé a distribuicdo skew-normal constatou que o percentual de gordura dos idosos dos trés
tipos de treinos testados diferiu do percentual de gordura do grupo controle, e como as estimati-
vas para os efeitos de 7, 7 e 73 sdo todas negativas, entdo o percentual de gordura de ambos os
tratamentos diminuiu quando comparado ao percentual dos idosos pertencentes ao grupo controle.
Quanto aos intervalos de confianca, com excecdo do intervalo para a varidncia, a distribuicao skew-
normal apresentou menor amplitude intervalar para as estimativas dos demais parametros, quando

comparados com os intervalos de confianga gerados a partir da distribui¢do normal.

Tabela 4: Teste t e intervalos de confianca para os parametros das distribui¢des normal e skew-
normal em um DIC.

Distribuicao 0 9 EP Hipdteses teqr valor—p LI LS
m —0,41 0,40 Hy:m=0 —1,01 0,3159 —1,21 0,40

m —1,36 055 Hp:pua—up=0 -=-2,46 0,0168 —2,46 —0,25

Normal ™ —1,18 0,62 Hp:pup—pup=0 -—-1,91 0,0605 —2,42 0,05
3 —1,99 055 Hp:puc—up=0 -3,61 0,0006 —-3,10 —0.89

o? 1,56 0,14 Hy:02=0 10,95  0,0000 1,27 1,84

1.61 0,41 Hy:m=0 3,91 0,0002 0,78 2,43

7 —1.82 047 Hp:pua—pup=0 -=-3,8  0,00038 —-2,76 —0,88

Skew-normal 7w —1,48 0,50 Ho:pup—pup=0 -—2,95 0,0045 —2,49 —-0,48
3 —2,03 043 Hp:puc—pp=0 —4,78 0,0000 —-2,88 —1,18

o 2,40 0,29 Hy:02=0 8,20  0,0000 1,81 2,98

A —4,43 221 Hy:A=0 —2,01 0,0491 —-8,84 —0,02
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O ajuste das distribuigoes normal e skew-normal, realizados pelo método da maxima ve-

rossimilhanga, serdo avaliados através dos critérios AIC, AICc e BIC, que constam na Tabela 5.

Tabela 5: Critérios de informagao para os modelos normal e skew-normal e experimento em DIC.

Distribuicao ~ AIC AlCc BIC
Normal 233,53 235,68 244,00
Skew-normal 222,55 225,38 235,12

Os valores dos critérios de sele¢ido, AIC, AICc e BIC, indicam que o modelo com distribuicéo
skew-normal para o erro obteve melhor ajuste para os dados de percentual de gordura corporal dos
idosos do que o modelo com distribui¢do normal, em concorddncia com Guedes et al. (2014) e
Said, Ning e Tian, (2018) que também ajustaram um DIC com erro skew-normal. Além disso, as
estimativas dos efeitos de tratamentos através do modelo com distribuicdo skew-normal detectou

que os trés programas de treinamento diferiram do grupo néo praticante de atividade fisica.

4.2.2 Andlise dos residuos

O residuo quantilico estimado do delineamento inteiramente casualizado, com distribuicio

skew-normal, é dado por
om0 [a (LI Ly (v ) 3y}

em que, ®~1(-) é a funcdo quantilica da distribuicdo normal padrdo composta pela funcio de distri-
bui¢do acumulada de Y ~ SN (m+ 7;,0,A). Considerando A =0 tem-se o modelo do delineamento
em DIC com distribuicdo normal e consequentemente o residuo quantilico desta.

Na Figura 9, é expresso o quao bem a distribuicado skew-normal se ajustou aos dados de
percentual de gordura dos idosos. Em 2000 simulagbes de Monte Carlo nenhum ponto ficou fora
dos envelopes simulados, enquanto a distribuicdo normal teve um pouco mais de 40% dos pontos
do lado de fora.

A distribuicdo skew-normal captou as caracteristicas intrinsecas aos dados de percentual
de gordura, e de fato obteve melhor ajuste quando comparada a distribui¢do normal, como ja visto

na Segao 4.2 e confirmando seu resultado.
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3 -{ Total de pontos: 60 3 | Total de pontos: 60
Pontos fora do envelope: 25 ( 41.67 %) Pontos fora do envelope: 0 (0 %)

Percentis da N(0,1) Percentis da N(0,1)

(a) (b)

Figura 9: Envelopes simulados dos quantis normais versus os residuos quantilicos para o modelo
inteiramente casualizado com distribuicdo normal e skew-normal, respectivamente.

4.2.3 Estudo de simulagao

Na analise de dados do percentual de gordura, com os critérios de comparacao de modelos,
foi concluido que a distribuicdo skew-normal apresentou melhor ajuste aos dados. Nesta subsecao
apresentaremos um estudo de simulacdo para identificar se as estimativas dos parametros que esta
distribuicdo gera sdo de fato boas estimativas.

Assim como no estudo de simulacao baseado nos dados de temperatura, serdo considerados
trés cendrios com as configuragoes a partir das estimativas dos parametros obtidas na Subsecédo 4.2,
em que também foram variados o tamanho amostral e o parametro de assimetria, a fim de avaliarmos
se a distribuicdo skew-normal continuard fazendo estimativas préximas dos pardmetros que foram
simulados para um nimero de repeticbes maior e menor e assimetria mais baixa e mais alta do que
as apresentadas na Subsecdo 4.2.

Avaliaremos o erro quadratico médio e varidncia associados a cada estimativa, além de

ilustragoes graficas para percepc¢ao visual da proximidade entre as curvas estimadas e a verdadeira.

e Cenério 1: n=(20,68,120), m = 1,61, ;4 = —1,82, 7 = —1,48, 73 = —2,03, 0 = 2,40, A\ =
—2,50;

« Cenério 2: n=(20,68,120), m=1,61, 7, = —1,82, 7o = —1,48, 73 = —2,03, 0 = 2,40, A =
4,43,

« Cenario 3: n=(20,68,120), m=1,61, 7, = —1,82, 75 = —1,48, 73 = —2,03, 0 = 2,40, A =
4,00.

Em cada cenério foram feitos 1000 simula¢des de Monte Carlo e calculada média, variancia

e erro quadratico médio da cada estimativa para avaliar o quao bem a distribuicdo skew-normal esta
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estimando os parametros do modelo. Na Tabela 6, constam estas estimativas e nela é observado que
para 5 repeticdes por tratamento, que corresponde a uma amostra de tamanho 20, as estimativas
para m, o, e A nao foram boas em nenhum dos cenarios. O maior interesse dos pesquisadores em um
experimento é nas estimativas dos 7;, que indicam a existéncia de diferenca entre os tratamentos.
Mesmo para um ntmero de repeticoes baixo, as estimativas destes pardmetros foram proximas aos
verdadeiros valores, com baixa variancia e baixo erro quadratico médio.

Ao aumentar o nuimero de repeti¢bes para 17, que é aproximadamente o nimero de re-
peticdes do nosso conjunto de dados reais, correspondendo a uma amostra de tamanho 68, houve
melhora nas estimativas de todos os parametros, principalmente nas estimativas de m, o, e A, que
apresentaram menor variancia e erro quadratico médio do que para j = 5. Para 30 repeticoes, a
estimativa somente do parametro A foi mais distante do parametro verdadeiro do que para 17 repe-
ticoes, as estimativas dos demais parametros diferiram de seus respectivos pardmetros verdadeiros

por no maximo 0.05.
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Tabela 6: Estimativa dos parametros, variancia e erro quadratico médio, baseados em 1000 simula-
¢oes da distribuicio skew-normal para o modelo em DIC.

Cenario 1
j=5 j=17 7=30
0 Estim, Var, EQM Estim, Var EQM Estim, Var, EQM
m=1,61 0,28 0,86 2,63 1,42 0,39 0,42 1,57 0,18 0,18
T =-1,82 -1,89 0,95 0,96 —-1,82 0,30 0,30 -1,82 0,16 0,16
5 =—1,48 —1,45 0,96 0,96 —1,49 0,28 0,28 —-1,49 0,15 0,15
3 =—2,03 —-2,06 1,08 1,08 —2,06 0,26 0,26 —-2,03 0,15 0,15
o =2,40 1,51 0,16 0,95 2,26 0,14 0,16 2,36 0,08 0,08
A=-2,50 -0,58 0,79 4,49 2,77 2,69 2,76 —-2,94 1,94 2,14
Cenario 2
j=5 j=17 j =30
m=1,61 -0,04 0,71 3,44 1,45 0,17 0,20 1,56 0,07 0,08
T =-1,82 -1,76 0,90 0,91 -1,82 0,19 0,19 -1,82 0,10 0,10
Ty =—1,48 —1,46 0,97 0,97 —1,49 0,20 0,20 —1,47 0,10 0,10
3 =—2,03 —-1,94 0,96 0,97 -2,04 0,19 0,19 -2,02 0,11 0,11
oc=2,40 1,30 0,12 1,34 2,24 0,09 0,11 2,35 0,05 0,05
A=—4,43 -0,49 0,84 16,36 —4,42 3,58 3,58 -5,09 3,58 4,02
Cenario 3
j=5 j=17 7=30
(7] Estim, Var, EQM Estim, Var EQM Estim, Var, EQM
m=1,61 3,11 0,74 3,00 1,78 0,22 0,24 1,66 0,09 0,09
T =-1,82 -1,79 0,89 0,89 —-1,83 0,22 0,22 —-1,81 0,10 0,10
o =—1,48 ~1,50 0,91 091 ~1,51 021 0,1 1,49 011 0,11
3 =—2,03 —-1,97 0,92 0,92 —2,03 0,20 0,20 —-2,03 0,11 0,11
o =2,40 1,33 0,13 1,27 2,24 0,10 0,13 2,34 0,05 0,05
A=4 0,55 0,85 12,75 4,10 3,60 3,61 4,57 3,28 3,60

Nas Figuras 10, 11 e 12 estdo plotadas as curvas das densidades com as respectivas estima-
tivas dos parametros variando o niimero de repeti¢oes, para os quatro tratamentos. Como esperado,
ao aumentar o numero de repeticoes a densidade aproxima-se da densidade com valores verdadeiros,
a de cor preta.

Sendo assim, este estudo evidenciou que a distribui¢ao skew-normal apresentou estimativas
para os parametros do modelo do delineamento inteiramente casualizado préximas aos parametros
verdadeiros, principalmente para os parametros que expressam diferenca entre tratamentos. E
portanto, a distribuicdo skew-normal se mostrou vidvel para ajuste a dados que possuem outliers e

assimetria dentro dos tratamentos, como os dados da Secao 4.2.
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Figura 10: Densidades da distribuicdo skew-normal com A = —2,5, nos valores verdadeiros dos

parametros e nas estimativas médias para n=20; n=68; n=120.
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Figura 11: Densidades da distribuicdo skew-normal com A = —4,43, nos valores verdadeiros dos



0.5

0.4

Densidade
0.3

0.1 0.2

0.0

Densidade
0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.0

Figura 12:
tros e nas

62

Tratamento 1 Tratamento 2

— v _
o
—— Verdadeiro pu=1.61 —— Verdadeiro pu=-0.21
. ~
— j=5 g=24 © — j=5 c=24
i s @ ]
A=4 T oS r=4
©
[}
c
[
o
| N
o
_ S -
\
o N
_ g -
I T T T T T T ] I T T T T T T ]
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Gordura Gordura
Tratamento 3 Tratamento 4
— v _
o
—— Verdadeiro u=0.13 —— Verdadeiro pu=-0.42
i <
— j=5 0=24 ° | — j=5 0=2.4
| L @ |
8 o A=4
©
[}
c
[
[a]
| N
o
_ S -
o
_ g -
I T T T T T T ] I T T T T T T ]
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Gordura Gordura

Densidades da distribuicdo skew-normal com A = 4, nos valores verdadeiros dos parame-
estimativas médias para n=20; n=68; n=120.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, nés analisamos dois conjuntos de dados a fim de comparar o ajuste de dois
modelos a cada um dos conjuntos de dados, sendo que os modelos foram um com erro distribuido
normalmente e outro com erro skew-normal. A primeira varidvel aleatéria mensurou a temperatura,
média de Piracicaba no ano de 2011, e a segunda avaliou o percentual de gordura de 60 idosos
que participaram de 4 programas de treinamento corporal. Além disso, procedeu-se a andlise de
residuos quantilicos e estudo de simulacdo para estes conjuntos de dados.

Na andlise dos dados, segundo os critérios de comparacao de modelos, AIC, AICc e BIC, a
distribuicdo skew-normal apresentou melhor ajuste tanto para os dados de temperatura quanto para
os dados de gordura, captando melhor as caracteristicas intrinsecas aos dados quando comparada a
distribuicdo normal, que por sua vez ndo possui o parametro A de assimetria.

Na anélise de residuos quantilicos, nés confirmamos os resultados obtidos no ajuste. A
distribuicdo skew-normal apresentou melhor ajuste quando comparada a distribuicdo normal, para
os dois conjuntos de dados. Para os dados de temperatura, somente 5,21% dos pontos da distribui¢ao
skew-normal ficaram fora dos envelopes simulados contra 63% dos pontos para a distribuigdo normal.
Considerando-se os dados de percentual de gordura nenhum ponto ficou fora dos envelopes simulados
quando considerada a distribuigdo skew-normal contra 40% dos pontos para a distribui¢do normal.

Segundo o estudo de simulagao, que foi feito somente para avaliar as estimativas dos para-
metros dos modelos com erro skew-normal, tanto os parametros do modelo de intercepto quanto os
pardmetros do modelo do delineamento inteiramente casualizado obtiveram estimativas proximas
aos parametros verdadeiros, diferindo dos pardmetros verdadeiros, respectivamente, por no maximo
0,15 para a amostra de tamanho 365, e 0,05 para 17 repeticoes.

Desta maneira, nds concluimos para os bancos de dados utilizados nesse trabalho, que den-
tre as distribuigoes normal e skew-normal, a distribui¢do skew-normal se ajustou melhor, e segundo
o estudo de simulacao essa distribuicdo teve estimadores de maxima verossimilhanca precisos, bem
préximos dos verdadeiros, ou seja pode ser considerada como opc¢ao quando nao é viavel a utilizagao
da distribuicdo normal e ndo se deseja fazer transformacao dos dados ou andlise ndo paramétrica
de dados assimétricos. Além disso, pode-se inferir que se os dados tiverem indicio de assimetria,
provavelmente, a distribui¢do normal nao se ajustard bem e que o melhor ajuste serd de uma outra

distribuicdo que pode ou nao ser a distribuicdo skew-normal.
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Apéndice A

Script analise de dados

\hspace{-1.6cm} dadostemperatura <- c(24.75, ..., 25.20)
dadosdic <- data.frame(tr,y)

tr y

A -1.2
A -2.1
A -1.1
D -0.5
D -6.0

# Fungdes para, respectivamente, critérios de informagdo, intervalo de confianga e

fungdes de verossimilhanga das distribuig¢des normal e skew-normal

criterios = function(value,d,n)\{
1 = 2xvalue

AIC = 1 + 2xd

return(resul)\}
IC = function(parametros,hessiana,n){
Var = solve(hessiana)
EP = diag(sqrt(Var))
tvalue = parametros/EP
$ \cdots $
return(resul)\}
Logver = function(param,y,x){
nbeta <- ncol(x)

beta  <- param[l:nbetal

return(soma)\} \vspace{0.5cm}\
Logver = function(param,y,x){
nbeta <- ncol(x)
beta  <- param[1l:nbeta]
sigma <- param[nbeta+1]
lambda <- param[nbeta+2]
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return(soma) \}

# Foi realizado o ajuste utilizando o pacote ExpDes.pt e utilizado a fungdo
summary.lm para os chutes iniciais, criado um vetor para estes chutes que

foi utilizado na fungdo \textit{optim} e por ultimo chamadas as fungdes.

dic(tr, y, quali = TRUE, mcomp = "sk", sigT = 0.05, sigF = 0.05)
tra <- relevel(tr,4);tra

is.factor(tra)

M1 <- aov( y ~ tra, data = dados)

summary.1lm(M1)

vaini <- $c(x_1,x_2, \cdots, x n)$
valorinicial = optim(par = vaini, Logver, y = y, x=x, method = "Nelder-Mead",
hessian = TRUE)

n = length(y)

estima = valorinicial

dadosll = criterios(estima\$value)
parametros = estima\$par

hessiana = estima\$hessian

IC = round(IC(parametros,hessiana,n))

\subsection*{Script analise de residuos}

\hspace{-1.6cm} require(sn)
require (fGarch)

require (hnp)
require(gamlss)

require (ExpDes.pt)

attach(dados)
y <- GORD

names (dados)

Verossimilhanca sn

logverosn <- function(param,y,x){



nbeta <- ncol(x)

soma = - sum(1lv)

return(soma) }

fit.sn <- function(data,tratamento){

yl = data

object <- list(parametros = fit\$par, residuos = t, matrix = x)

return(object)}

d.fun <- function(obj) obj\$residuos

s.fun <- function(n,obj) {

beta  <- obj\$parametros[1:(length(obj\$parametros)-2)]

rsn(y, xi = mu, omega = sigma, alpha = lambda)}

my.data <- data.frame(y,trat)

f.fun <- function(y.) fit.sn(y.,tra)

# Ajuste do modelo utilizando dados reais

fit.Sn <- fit.sn(data = y,tratamento = tra)

\subsection*{Script estudo de simulagio}

\hspace{-1.62cm} Geradora <- function(Namostra = NULL, Trep = NULL,
Ntrat = NULL, par, t = NULL,\\ print.leg=FALSE, auto.save=FALSE,
nomeimagem="padrao" ,metodo="Nelder-Mead", tamanho.leg=NULL,legenda.x=NULL,
legenda.y=NULL){
options(warn=-1)
carregar <- function(x){
for(i in x){
if ('require(i, character.only = TRUE)){
install.packages(i, dependencies = TRUE)
require(i, character.only = TRUE )
33}
suppressPackageStartupMessages ({
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carregar(c("sn","fGarch","gamlss","tools","stargazer","tables"))

compa <- c(beta,sigma,lambda)
EQM <- function(x) var(x) + (mean(x) - compa)?2

resultado[[j]] <- data.frame

("Estimativa" = c(round(colMeans(parametro),2))

"Variancia" = c(round(colVars(parametro),2)),

"EQM" = c(round(diag(apply(parametro, 2, EQM)),2)),
"verdadeiro" = c(beta,sigma,lambda),
row.names=c(paste("beta", 1:length(beta), sep = "-"),

"$sigma$", "$lambda$") )}

for(h in 1:caso){
invisible(readline (prompt="Copie o codigo abaixo e Press [enter] to continue"))
stargazer (resultado[[h]],summary = FALSE)
save <- booktabs()
latex(tabular( (Parametro) ~ Format(digits = 2)*
(Namostral + Namostra2 + Namostra3)*(mean + var + EQM), data=Teste))

return(resultado)}

A <- Geradora(Namostra = 1000, Trep = c(5,17,30), Ntrat = 4,
par = c(1.61,-1.82,-1.48,-2.03,2.40,4), metodo = "BFGS",

legenda.x = "Gordura", legenda.y="Densidade" ,tamanho.leg=1).
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Apéndice B

Considerando o delineamento inteiramente casualizado, para determinarmos sua fun¢ao de
verossimilhanca e estimadores de maxima verossimilhanca precisamos primeiramente verificar se Y;;
tem de fato distribuicdo skew-normal.

Seja Z ~ SN(0,1,)\) e

Y=p+0Z, emque peR, R} (29)

queremos determinar a distribuicdo de Y, e para isto utilizaremos o Teorema 2.

Teorema 2 (Casella e Berger, 2010; p.47). Seja X com funcdo densidade de probabilidade
fx(z) e y=g(x), em que, g(x) é uma funcdo mondtona. Considere os espagos amostrais X =
{z; fx(x)>0}eY={y; y=g(x), paraalgum x € X}. Suponha que fx(z) seja continua em X
e que g~ '(y) tenha derivada continua em ). Entdo, a funcio densidade de probabilidade de Y ¢é

dada por:

0, caso contrario

fy(y)z{fx(g_l(y))‘oﬁ/(g_l(y)) . yey

Considerando a variavel aleatéria Y = u+ o2, temos que

_ y—
y=g(z)=p+oz = gy = —

assim

Como Z ~ SN(0,1,)), temos que

assim

@) =l =6 (U0 ) o (A

g g

a qual é a fungdo densidade de probabilidade de Y ~ SN (u,0,\).
Utilizando o resultado anterior para determinar a distribuicao de Y;; para o DIC com € ~

SN(0,1,)). Assim, considerando o delineamento inteiramente casualizado com erro skew-normal,
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teremos a seguinte variavel aleatéria
Yij=m+m7i+e€;, emque €;~SN(0,1,)).
Por analogia, podemos considerar a funcdo mondtona
Yij = g(€ij) = m+7; + €
= g (yij) = yij — (m+7)
assim,
-1
Py i) = Feiy (97 W) - ‘d

= fﬁij (yij - (m+Tl)) :

d
o‘lyij(yij_(erTi))‘
= f€ij (yij - (m+7—1>)
como €;; ~ SN (0,1, ), entdo
Jei; (210) =2-9(2) - ©(Az)

e portanto,

fvi; (i) = 2- ¢ (yij — (m+7)) - @ [Ayi; — (m+73))]

¢ a fungao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria Y;;, dada por (29) se tomarmos

p=m+7; o=1; e Z=¢.

Assim,

=N

e portanto
Yij ~ SN(m+7i,1,0).

Consideraremos agora, o modelo para o DIC com € ~ SN (0,1,\) e com introdugao do pardmetro de

escala. Se fizermos a seguinte adequacao, na qual é acrescentado o pardmetro o de escala, teremos

Yij =m+T; +U€ij7 com €55 ~ SN(O; 17)‘)’



por analogia ao demonstrado anteriormente,

Fry ) = 2o (BT

o
ou seja,

Yij ~ SN(m+1,0,)).

como queriamos mostrar.

Yij — (m—i—n)

g

)
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