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O teste de todo conhecimento é o experimento.

O experimento é o único juiz da “verdade cient́ıfica”

Richard Feynman.
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mãe Conceição por tudo. Gisele é um mulher especial ...
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Notações e Convenções

• Unidades naturais são utilizadas, assim, por exemplo, ~ = c = 1; exceto em

pontos onde a presença de ~ e c são necessários para um melhor entendimento.

• Índices gregos µ, ν, α, . . . assumem os valores 0, 1, 2, 3; ı́ndices latinos i, j, k, . . .

assumem os valores 1, 2, 3; utilizamos a convenção de soma: ı́ndices repetidos

são automaticamente somados.

• A métrica do espaço-tempo ηµν é diagonal com elementos, η00 = −η11 =

−η22 = −η33 = 1, sendo seus elementos iguais aos da sua inversa.

• A componente zero de todo 4-vetor denota sua “componente temporal” e a

parte espacial é sempre denotada em negrito.

• x é padrão para as coordenadas espaço-temporais xµ = (t,x) e os operadores

diferenciais são ∂µ = (∂t,∇), ∂µ = (∂t,−∇) e 2 = ∂µ∂
µ = ∂2

t −∇2.

• O produto escalar entre dois 4-vetores aµ e bµ é denotado por a · b ou por aµb
µ

que significa a0b0 − a · b.

• O śımbolo de Levi-Civita εµναβ é definido como uma quantidade totalmente

antisimétrica, sendo ε0123 = −ε0123 = 1.

• A transformada de Fourier é definida de modo que ∂µ corresponde a ikµ.

• δij denota a delta de Kronecker que assume os valores: 1 se i = j e 0 se i 6= j.

• γµ especifica as matrizes de Dirac, que satisfazem a {γµ, γν} = 2ηµν e γ5 =

iγ0γ1γ2γ3.
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Resumo

FONSECA, Jakson Miranda, M. Sc., Universidade Federal de Viçosa, Julho de 2009.
Algumas peculiaridades da radiação associada a uma eletrodinâmica
que viola a simetria de Lorentz. Orientador: Winder Alexander de Moura
Melo. Co-Orientadores: Afrânio Rodrigues Pereira e Daniel Heber T. Franco.

Nós discutimos uma teoria de campos efetiva em (3+1) dimensões incorpo-

rando violações da simetria de Lorentz. O modelo considerado é o Modelo Padrão

Estendido (MPE), que incorpora violações da simetria de Lorentz indepedentes do

observador mais geral posśıvel. Uma breve revisão sobre este modelo é apresentada

com particular ênfase no setor de calibre da “eletrodinâmica quântica” obtida do

MPE, onde assuntos relacionados com a emissão e absorção de radiação por elétrons

não-relativ́ıstivos, em (3+1) dimensões, é considerado. Entre outros resultados ob-

tivemos que uma lei tipo-Planck adquire termos extras proporcionais aos parâmetros

da violação: para o modelo CPT -́ımpar, os termos extras dominantes aparecem lin-

eares ou quadráticos nestes parâmetros, dada a orientação do vetor de fundo ser

paralela ou perpendicular ao vetor de onda do fóton. Nota-se também que o espec-

tro de radiação apresenta uma distribuição angular anisotrópica. No caso CPT -par

uma correção linear aparece. Entre outras possivéis maneiras para se testar estas

violações, por meio dos presentes resultados, podemos mencionar a observação di-

reta de contribuições extras para o espectro de radiação ou a diferença no número

de ocupação médio de fótons para os dois modos distintos. Embora muito pequeno,

tais efeitos podem ser apreciáveis em temperaturas e frequências muito baixas. Nós

argumentamos, baseados no método de renormalização algébrica, que correções ra-
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diativas surgindo do acoplamento de férmions com um vetor constante bµ não induz

um termo tipo-Chern-Simons que viola Lorentz e CPT na ação da QED.
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Abstract

FONSECA, Jakson Miranda, M. Sc., Universidade Federal de Viçosa, July, 2009.
Peculiarities in the radiation from a Lorentz-violating electrodyna-
mics. Adviser: Winder Alexander de Moura Melo. Co-Advisers: Afrânio Ro-
drigues Pereira and Daniel Heber T. Franco.

We discuss an effective field theory in (3+1) dimensions incorporating Lorentz

violations. The model considered is the Standard Model Extension (SME), the

most general observer independent field theoretical framework for investigations

of Lorentz violation symmetry. A brief review on this framework is given with

particular emphasis on the gauge sector of the “quantum electrodynamics” coming

about from the SME, where a number of issues related to the emission and absorption

of radiation by non-relativistic electrons in (3+1) dimensions taken into account.

Among other results, we have realized that Planck-type law acquires extra terms

proportional to the violating parameters: for the CPT -odd model, the leading extra

terms appear to be linear or quadratic in these violating parameters according to the

background vector is parallel or perpendicular to the photon wave-vector. Also, the

radiation spectrum presents an anisotropic angular distribution. In the CPT -even

case a linear “correction” shows up. Among other possible ways to probe for these

violations, by means of the present results, we may quote the direct observation

of the extra contributions for the radiation spectrum or a difference in the photon

mean occupation number for the two distinct modes. Although very small, such

effects may be enhanced at very low temperatures and frequencies. We argue, based

on the algebraic method of renormalization, that radiative corrections arising from
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the coupling of fermions to a constant vector bµ do not induce a Lorentz and CPT

violating Chern-Simons-like term in the QED action.
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Introdução e Motivação

Prinćıpios de simetria estabelecem que as leis da Natureza, que descrevem a dinâmica

de um dado sistema f́ısico, são independentes das condições iniciais do sistema, ou

equivalentemente, não dependem de onde ou quando estas condições são implemen-

tadas. Na linguagem de “Prinćıpios de Simetria”, isto quer dizer que as leis da

Natureza são independentes da posição do observador, ou seja, são covariantes com

respeito a deslocamentos no espaço e no tempo. Dito de outra forma, o espaço e

o tempo são homogêneos. Outro fato corroborado experimentalmente é a isotropia

do espaço, a orientação espacial de um dado sistema f́ısico é uma condição inicial

irrelevante, e isto é estabelecido, em prinćıpios de simetria, com as leis de movi-

mento sendo invariantes sob rotações espaciais. As leis de movimento de Newton

também indicam que o estado de movimento de um sistema, se estabelecido de forma

retiĺınea e uniforme, também é uma condição inicial irrelevante, digo, é fisicamente

indistingúıvel da condicçãqo de repouso. Este é o prinćıpio de invariância de Galileu,

o qual estabelece que as leis da Natureza são independentes da velocidade do obser-

vador (suposta constante), ou seja as leis da mecânica clássica são invariantes sob

transformações de Galileu.

Os prinćıpios de simetria (ou invariância) mencionados acima foram estab-

elecidos experimentalmente e, apesar de possuirem um amplo alcance de aplicabili-

dade, são limitados. A invariância de Lorentz substituiu o prinćıpio de invariância

Galileana quando Einstein, em 1905, formulou a Teoria da Relatividade Restrita,

ou Especial (TRR) [1], o qual estabelece que as Leis F́ısicas e a velocidade da luz

no vácuo são as mesmas em qualquer sistema de referência inercial, porém quando
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as energias envolvidas são pequenas, ou analogamente quando as velocidades são

baixas comparadas à velocidade da luz no vácuo, c = 2.99 × 108 m
s
, o pŕıncipio de

invariância galileana se aplica extremamente bem. Por isso, um pŕıncipio de sime-

tria, bem como suas consequências, devem ser verificados experimentalmente, como

foi enfatizado, por exemplo, pela descoberta da não-conservação da paridade em

interações fracas, por Lee e Yang em 1956 [2], e confirmado por C.S. Wu e co-

laboradores um ano depois [3]. Como outras simetrias, o pŕıncipio de invariância

de Lorentz vem sendo verificado experimentalmente desde que Einstein estabeleceu

sua importância para as Leis F́ısicas, principalmente no que concerne à F́ısica de

Altas Energias. Testes experimentais cada vez mais precisos e refinados estabelecem

limites experimentais para o Prinćıpio de Invariância de Lorentz e até o presente

momento, ainda não existe qualquer evidência conclusiva da violação deste prinćıpio

fundamental da Natureza [4, 5, 6].

As simetrias exibidas por um dado sistema f́ısico são importantes pois são

guias na busca por posśıveis teorias que descrevam a sua dinâmica bem como na

busca por novos modelos teóricos para se descrever a Natureza. Por exemplo, as

simetrias do espaço-tempo, como translações espaço-temporais e transformações de

Lorentz, junto com outros requerimentos como hermiticidade e localidade determi-

nam as posśıveis formas de lagrangeanas de interação entre campos. Outras sime-

trias, como as simetrias de calibre, que são simetrias internas e não se processam

no espaço-tempo, também desempenham um papel fundamental nesse sentido [7].

Um ponto fundamental de nossa descrição da Natureza são as leis de conservação,

as quais são uma conseqüência natural das propriedades de simetria do sistema em

consideração, sejam elas simetrias do espaço-tempo ou simetrias internas. Dizemos

que uma transformação, cont́ınua ou discreta, das coordenadas e ou dos campos

sob as quais a ação do sistema permanece invariante é uma simetria do modelo em

consideração. Se tais transformações preservam a ação e são cont́ınuas, então pode

ser deduzida a existência de uma quantidade conservada associada a tal invariância.

Esta conexão entre simetrias e leis de conservação é estabelecida pelo Teorema de
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Noether. Por exemplo, a conservação de energia, momento e momento angular são

leis fundamentais que qualquer teoria tem que garantir se ela pretende determinar

uma descrição válida da Natureza, e são uma conseqüência direta da invariância das

leis f́ısicas sob translações temporais, espaciais e rotações espaciais respectivamente

[7, 8, 9, 10].

A simetria de Lorentz é a simetria do espaço-tempo da Relatividade Espe-

cial. Sendo exata, ela demanda a mesma forma para a métrica do espaço-tempo de

Minkowski em diferentes sistemas de coordenadas adaptados a referenciais inerciais.

Tal simetria constitui-se de “boosts”, que são interpretados como mudanças de ve-

locidades entre dois observadores inerciais, e rotações espaciais1. Quando a simetria

de Lorentz e a Mecânica Quântica são combinadas para constituir uma teoria “rel-

ativamente consistente” surge a Teoria Quântica de Campos, (TQC) que descreve

as part́ıculas elementares como excitações localizadas de um campo que está imerso

no espaço-tempo de Minkowski. O desenvolvimento da TQC levou à formulação do

Modelo Padrão (MP) da F́ısica de Part́ıculas, que descreve de maneira unificada as

interações que regem as part́ıculas elementares, a saber, a interação eletromagnética,

a nuclear fraca e a nuclear forte, mas não incorpora a interação gravitacional.

O modelo padrão das part́ıculas elementares é uma teoria de campos rela-

tiv́ıstica, invariante sob tranformações de Lorentz, e fenomenologicamente fornece

uma descrição da Natureza em excelente acordo com os resultados experimentais [6].

Já um modelo que descreve com excelência a Natureza das interações gravitacionais

é a Teoria da Relatividade Geral de Einstein, que quando combinada com a descrição

quântica de campos entra em sérios conflitos e conduz a várias questões fundamentais

sem respostas e inconsistências matemáticas. Um grande esforço teórico na busca

por uma teoria fundamental que conduza a uma descrição quântica satisfatória da

gravitação tem sido realizado nas últimas décadas. Contudo um grande obstáculo

1As translações espaço-temporais fazem parte do grupo de Lorentz não-homogêneo ou grupo

de Poincaré, que é o grupo de simetria fundamental do espaço-tempo para se classificar estados

de part́ıculas e campos no espaço de Hilbert [8, 10], porém, como ficará evidente posteriormente,

estamos interessados particularmente na simetria de Lorentz do espaço-tempo.
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experimental surge pois muitas predições de uma descrição quântica da gravidade são

extrememante pequenas devido a pequenez da escala de Planck2, a qual acredita-se

ser a escala de energia onde fenômenos de gravitação quântica possam desempen-

har um papel fundamental. Na escala de energia atinǵıvel atualmente, a energia

de Planck suprime os resultados experimentais associados a uma teoria quântica da

gravitação de forma que é necessário uma precisão de uma parte em 1017 para se

obter algum resultado mensurável [11, 12].

Da tentativa de se incorporar a Relatividade Geral no cenário estabelecido

pelo Modelo Padrão das part́ıculas elementares, obtendo uma descrição unificada

das quatro interações fundamentais da Natureza, surge de forma natural a quebra

(ou violação) da simetria de Lorentz. Esta violação espontânea da simetria de

Lorentz pode ocorrer em uma enorme variedade de modelos propostos. A idéia

básica destes modelos é que a simetria de Lorentz é exata em alt́ıssimas energias,

sendo tais modelos baseados em lagrangeanas invariantes de Lorentz e a quebra de

simetria ocorre porque o estado fundamental da solução das equações de movimento

não exibe invariância de Lorentz3. Desse modo o vácuo contem uma estrutura que

age como um campo tensorial de fundo selecionando uma direção privilegiada no

espaço-tempo, quebrando sua isotropia.

Do ponto de vista teórico, este mecanismo de violação da simetria de Lorentz

é muito atrativo, pois a simetria é quebrada por uma solução não-trivial do estado

fundamental das equações de movimento. Interações envolvendo campos vetoriais,

similares àquelas do campo de Higgs no Modelo Padrão, requerem um valor do

campo vetorial no vácuo, diferente de zero, no estado fundamental. O vácuo da

teoria não permanece “vazio”, mas ele possui uma estrutura que privilegia uma

2A massa ou energia de Planck é dada por MP =
√

~c
G ≈ 1019 GeV e o comprimento de Planck

é LP =
√

~G
c3 ≈ 10−33 cm.

3Semelhante ao mecanismo de quebra espontânea de simetria de calibre do Modelo Padrão

(mecanismo de Higgs), porém as escalas de energia envolvidas e as simetrias são completamente

distintas.
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direção, violando a invariância rotacional e assim a própria simetria de Lorentz4.

Potenciais de interação levando a quebra espontânea da simetria de Lorentz5,

como descrito anteriormente, podem ocorrer, por exemplo, em teorias de cordas,

onde o estado fundamental das soluções das equações de movimento não é o estado

com campo nulo, mas estados com valores esperados não-nulos de campos tensoriais

no vácuo. Configurações que são mais favoráveis energeticamente, como foi mostrado

em [13, 14, 15, 16]. Outro ambiente onde a quebra da simetria de Lorentz tem

chamado a atenção dos f́ısicos teóricos é em teorias de campos não comutativas,

onde as coordenadas do espaço-tempo, xµ, são promovidos a operadores no espaço

de Hilbert satisfazendo a relações de comutação do tipo

[xµ, xν ] = iθµν ,

sendo θµν um parâmetro tensorial anti-simétrico constante. A presença de θµν con-

duz, por exemplo, a anisotropias do vácuo e, portanto, viola a simetria de Lorentz.

Porém aqui o mecanismo que conduz à violação da simetria de Lorentz é diferente

daquele onde ocorre quebra espontânea de Lorentz, embora os efeitos sejam similares

[17, 18].

Acoplamentos entre campos, variando em escalas de tempo cosmológicas,

constituem-se outra posśıvel fonte para violação da simetria de Lorentz. Constantes

de acoplamento dependentes do espaço-tempo quebram a simetria translacional e

um tensor de energia-momento conservado não pode ser constrúıdo, o que leva a

geradores de simetria de Lorentz, que dependem do tensor de energia-momento,

exibindo uma dependência temporal não-trivial. Outra forma de visualizar isso é

olhando para as equações de movimento que irão conter o gradiente do acoplamento,

pois este é uma função lentamente variável do espaço-tempo, sendo que este gradi-

ente, variando muito lentamente seleciona uma direção preferencial no espaço-tempo

4O campo de Higgs é um campo escalar e aqui estamos falando de uma interação entre campos

tensoriais de rank maior ou a igual a 1, que não existe dentro do modelo padrão.
5Tal ponto ficará quando apresentarmos o modelo em questão.

5



[12, 19, 20].

Outros contextos, como alguns modelos para gravitação quântica [21], topolo-

gia não-trivial do espaço-tempo [22], espaço-tempo “espumante” ou “borbulhante”

[23] dentre outros, também levam à violação da simetria de Lorentz [24]. Apesar

de descreverem violação da simetria de Lorentz, tais modelos trazem várias con-

sequências gerais e imediatas. Todos eles surgem de diferentes enfoques para uma

teoria quântica da gravitação. O espaço-tempo da Relatividade Especial destes

modelos é o mesmo espaço-tempo de Minkowski, diferentes sistemas de coordenadas

inerciais são conectados por transformações de Lorentz, (transformações de coor-

denadas entre diferentes observadores, mais especificamente) e tensores e espinores

representam quantidades f́ısicas como usual. Contudo, o vácuo desses modelos con-

tem uma estrutura que age como campos tensoriais de fundo selecionando uma

direção privilegiada, como discutido anteriormente [24]. Uma ilustração razoável

disso é dada pela Figura 1, onde as setas em vermelho representariam um campo

vetorial de fundo, permeando todo o espaço; (inclusive o nosso sistema solar).

Figura 1: Representação da quebra de isotropia do espaço.

Quando se ouve a expressão violação da simetria de Lorentz e, dado que

tal simetria é corroborada em todos os testes experimentais até o momento, surge

uma questão interessante: para que se estudar violação da simetria de Lorentz? A

resposta a esta pergunta é de fundamental importância, pois justifica, em parte, o
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grande esforço teórico que se tem dedicado a essa vertente nas últimas duas décadas.

Várias teorias que tentam explicar a gravitação quântica envolvem violação de sime-

tria de Lorentz, como discutido acima, e alguma consequente observação de tais

violações poderia dizer algo sobre tais teorias ou dar alguma pista sobre caminhos a

se seguir. Outra razão é o fato da simetria de Lorentz ser um pilar da Relatividade

Especial e Geral6, bem como, da TQC. Se tal simetria não for exata, tem-se sérios

problemas com tais modelos, por isso limites da precisão da validade da simetria de

Lorentz são essenciais para se saber os limites de tais teorias. Outro fator impor-

tante é que de um ponto de vista experimental, é neccessário um guia para se buscar

em experimentos a violação de simetria de Lorentz, portanto sendo necessária uma

pista teórica do caminho a se seguir experimentalmente.

Apesar de existirem inúmeras propostas para se tratar da violação da sime-

tria de Lorentz, não se sabe de onde deveria surgir tal violação de simetria em

um modelo reaĺıstico, dáı, especulações nesse ambiente são comuns. Uma detecção

dessa violação possivelmente seria uma indicação de “Nova F́ısica”, provavelmente,

emergindo da escala de Planck. Também, a possibilidade de que violações conjuntas

das simetrias de Lorentz CPT 7, adivindas de alguma teoria mais fundamental da

Natureza, possam ser detectadas em escalas de energias já at́ıngiveis, levou ao de-

senvolvimento do Modelo Padrão Estendido, (SME, “Standart Model Extension”),

por Colladay e Kostelecký na década de 90. Motivados por um mecanismos de vi-

olação das simetrias de Lorentz e CPT em Teoria de Cordas [13, 14, 15, 16] eles

desenvolveram um modelo que incorpora as posśıveis violações dessas simetrias no

6Do ponto de vista da Relatividade Geral, a simetria de Lorentz vale localmente, em cada ponto

do espaço-tempo, e em torno de sua pequena vizinhança. Contudo é sempre posśıvel encontrar

um sistema de coordenadas em que isto acontece para todo ponto do espaço-tempo, ou seja um

sistema de coordenadas em que a métrica gµν(x) seja aquela do espaço-tempo de Minkowiski, por

isso a simetria de Lorentz vale apenas em torno daquele ponto. Já em Relatividade Especial, a

simetria de Lorentz é global, sendo igualmente válida em todo o espaço-tempo de Minkowski [25].
7CPT corresponde a ação combinada das simetrias discretas de Conjugação de Carga (C),

Paridade (P) e Reversão Temporal (T ), veja o apêndice A para mais detalhes.

7



Modelo Padrão das part́ıculas elementares.

O Modelo Padrão Estendido (MPE) é uma teoria de campos efetiva8 obtida

do Modelo Padrão pela adição de termos que incorporam as violações das simetrias

de Lorentz e CPT . Os termos acrescentados são constrúıdos pela contração de

operadores de campos do Modelo Padrão com constantes de acoplamentos tensoriais,

isto é, que carregam um ou mais ı́ndices de Lorentz, e que induzem tais quebras,

uma vez que eles são campos tensoriais constantes que permeiam o espaço-tempo

(fornecendo, por exemplo, uma estrutura para o vácuo da teoria, como discutido

anteriormente). Tais coeficientes tensoriais (ou constantes de acoplamento) tem sua

origem em teorias mais fundamentais, onde ocorre a quebra espontânea da simetria

de Lorentz, sendo as constantes de acoplamento utilizadas para se construir o MPE, o

valor esperado no vácuo de tais campos tensoriais. Existe uma infinidade de termos

que podem ser constrúıdos desta forma, inclusive termos não-renormalizáveis, de

dimensão arbitrariamente alta. Porém, para investigar experimentos em escalas de

baixas energias, como a escala do Modelo Padrão, é vantajoso trabalhar com um

subconjunto, incluindo um número finito de termos. Um subconjunto de muito

interesse, e denominado Mı́nimo Modelo Padrão Estendido (MMPE), é obtido do

anterior por restringir-se àqueles termos renormalizáveis por contagem de potencias9

e que preservam a invariância de calibre, SU(3)×SU(2)×U(1), do Modelo Padrão

usual.

O MMPE foi desenvolvido por Colladay e Kostelecký primeiramente para

incorporar apenas violação da simetria discreta de CPT [26]; mas isso implica, nec-

essariamente em violação da simetria de Lorentz, se a teoria for interagente, como

mostrou Greenberg [27, 28](no entando, a rećıproca é falsa, ou seja, violação da sime-

tria de Lorentz não implica necessariamente em violação de CPT ; veja o apêndice

A para uma breve discussão sobre este assunto). Posteriormente, os autores, es-

8Efetiva no sentido de ser uma aproximação para baixas energias de uma teoria mais funda-

mental.
9Isto restringe a dimensão canônica, ou dimensão de massa, dos termos adicionados a serem

menores ou igual a quatro.
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tenderam seu modelo afim de incorporar não só a quebra de CPT , mas também a

violação da simetria de Lorentz [29]. Desse modo, o MMPE é o modelo mais geral

que incorpora as violaçãoes das simetrias de Lorentz e CPT na escala de energias

do Modelo Padrão, contendo o último como caso particular. Porém, ele não incor-

pora a gravitação em sua descrição; em 2004, Kosteleký [30], estendeu ainda mais

este modelo para incluir a gravitação e consequentemente a violação da simetria de

Lorentz nesse cenário. Aı́, tanto o Modelo Padrão quanto a Relatividade Geral estão

contidos como casos limites. Bons artigos de revisão sobre esse assunto podem ser

encontrados nas Refs. [12, 31]. Aqui vamos nos limitar a uma breve discussão do

MMPE sem incluir efeitos gravitacionais e a partir deste ponto nós referiremos a

ele simplesmente como Modelo Padrão Estendido. Na sequência, discutiremos um

pouco de suas propriedades mais gerais. Outras virão nos caṕıtulos que seguem.

Um pŕıncipio fundamental em f́ısica é a indepedência do sistema de coorde-

nadas, ou seja qualquer sistema de coordenadas é igualmente bom para se descr-

ever um fenômeno f́ısico, sendo a f́ısica indepedente deste sistema escolhido. Este

pŕıncipio é uma das bases para a construção do Modelo Padrão Estendido10. Este

prinćıpio de indepedência de coordenadas assegura que a f́ısica permanece inde-

pedente do observador, isto também é chamado de invariância de observador. É

posśıvel violar a simetria de Lorentz sem perder esta indepedência de coordenadas,

esta é a principal filosofia do MPE. Para ilustrar como este fato pode acontecer,

considere uma part́ıcula clássica, de carga q e massa m, se movendo na presença de

um campo eletromagnético externo, Fµν . A equação de movimento da part́ıcula é

dada pela força de Lorentz, que em forma manifetamente covariante, lê-se:

m
dvµ

dτ
= qF µνvν ,

onde τ é o tempo próprio da part́ıcula e vµ a sua 4-velocidade. Esta equação

10Algumas investigações de violação de Lorentz e CPT podem levar a uma f́ısica emergente,

depedente do sistema de coordenadas e, consequentemente, à quebra de simetria de Lorentz é

identificada com a perda de indepedência de coordenadas [31].
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permanece válida em todos os sistemas de coordenadas, pois ela é uma equação

tensorial, descrevendo o movimento da part́ıcula na presença do campo externo,

Fµν , para qualquer observador inercial. Desta forma a simetria de Lorentez de ob-

servador é mantida, ou seja qualquer observador inercial dará a mesma descrição

f́ısica para o problema. Contudo, o campo externo F µν viola, por exemplo, a sime-

tria sob rotações arbitrárias da trajetória da carga. Uma das consequências dessa

não-invariância é a não-conservação do momento angular da part́ıcula. Observe a

diferença entre mudança de coordenadas (transformações de observador) que deixa

a f́ısica inalterada e a transformação de part́ıcula, que gira apenas a trajetória da

part́ıcula, mantendo o campo externo F µν inalterado, de forma que a orientação

entre a trajetória da part́ıcula e o campo externo pode mudar. Diz-se, então, que

a simetria de Lorentz de part́ıcula é violada, apesar da simetria de observador, ou

indepedência de coordenadas ser mantida. Um ponto importante é que o campo

externo F µν é o campo eletromagnético causado por alguma 4-corrente que pode, a

prinćıpio, ser controlada, e no vácuo este campo se anula. Esse exemplo ilustra bem

como um campo tensorial de fundo pode causar a quebra da simetria de Lorentz,

fornecendo uma estrutura para o vácuo.

Quando o vácuo possui uma estrutura, digo, possui campos tensoriais que

privilegiam uma direção, quebrando sua invariância rotacional, como as discutidas

anteriormente, part́ıculas e campos interagem com estes campos tensoriais de fundo

que permeiam o vácuo, semelhante à interação entre part́ıculas carregadas e um

campo eletromagnético. Consequentemente, as direções e velocidades não são mais

equivalentes. Dois bastões por exemplo, duas réguas, diferentes em sua estrutura,

mas com o mesmo comprimento em uma determinada orientação com o campo do

vácuo (veja o lado esquerdo da Figura 2 acima) podem encolher ou se expandir

de forma diferente quando esta orientação muda (veja Figura 2 ilustração central).

Similarmente dois relógios sincronizados em uma dada orientação, podem andar

mais devagar ou mais rápido na segunda orientação. Além de tudo isto, réguas

e relógios podem passar por diferentes contrações de comprimento e dilatação de

10



Figura 2: Ilustração da quebra da simetria de Lorentz.

tempo, dependendo do material do qual foram feitos e da direção e da magnitude da

velocidade relativa entre dois observadores inerciais (veja o lado direito da Figura 2

acima) [32, 33].

Os termos adicionados às Lagrangeanas do Modelo Padrão, devem ser es-

calares de Lorentz, indepedentes de qualquer sistema de coordenadas, para assegurar

a indepedência de coordenadas do modelo. Constrúıdo assim, o MPE determina a

teoria mais geral posśıvel descrevendo quebra da simetria de Lorentz, mas invariante

sob transformações de Lorentz de observador11[29]. Observe que esta caracteŕıstica

do MPE quebra o Prinćıpio da Relatividade, que é central na Teoria da Relativi-

dade. Este prinćıpio pode ser estabelecido como a equivalência de transformações de

Lorentz passivas (observador) e ativas (part́ıcula), sendo uma a inversa da outra[31].

Para se ter uma idéia da generalidade do MPE constrúıdo com as caracteŕısticas

mencionadas acima, todas as lagrangeanas dos modelos discutidos anteriormente,

onde ocorre a quebra da simetria de Lorentz estão contidos no MPE, ou de uma

forma mais geral, qualquer que seja a lagrangeana constrúıda, envolvendo campos

fundamentais do Modelo Padrão e campos tensoriais de fundo, satisfazendo à es-

trutura de calibre SU(3) × SU(2) × U(1), de dimensão canônica menor ou igual a

11 Para part́ıculas livres as transformações de observador e de part́ıcula, estão relacionados sendo

uma a inversa da outra, porém na presença de um campo de fundo violando a simetria de Lorentz

esta relação entre elas é quebrada, sendo importante ao se falar em transformações de Lorentz,

especificar qual o tipo considerado.
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quatro, o resultado deverá estar contido no MPE [31].

Teorias mais gerais, com uma quebra expĺıcita da simetria de Lorentz, podem

ser consideradas. Por exemplo a Lagrangeana de tais teorias pode se transformar de

uma modo não-trivial sob o grupo de transformações de Lorentz de observador, ou

talvez, tal lagrangeana pode se tranformar como um escalar segundo algum grupo

de tranformação de coordenadas diferente do grupo de Lorentz. Contudo, essas

possibilidades representam modificações muito radicais da F́ısica convencional, e no

momento parecem carecer de motivações reais.

O MPE possui a vantagem de permitir a implementação de muitas carac-

teŕısticas além da indepedência de coordenadas. Por exemplo a violação da simetria

de Lorentz se restringe apenas ao grupo de Lorentz homogêneo, ao invés de todo o

grupo de Poincaré. Isso têm como consequência mais imediata a invariância transla-

cional da teoria, o que acarreta em conservação da energia e do momento [8, 10].

Outras caracteŕısticas igualmente importantes são a já comentada invariância de

calibre, a renormalizabilidade por contagem de potências (“power-counting”), her-

miticidade das lagrangeanas e interações locais, como no caso usual. Como já co-

mentamos, tais propriedades são importantes pois limitam a um número razoável

a quantidade de termos extras incorporados ao Modelo Padrão; se, por exemplo,

outras caracteŕısticas importantes são consideradas, como por exemplo, causalidade

e unitariedade, tal restrição é ainda mais severa. Com todos estes requerimentos,

métodos padrões de quantização não são afetados, podendo ser utilizados [29]. Out-

ras suposições mais simplificadoras poderiam ser adotadas, como invariância rota-

cional e translacional, sendo esta a versão mais simplificada do MPE, desenvolvida

por Coleman e Glashow [34].

Várias análises têm sido realizadas para estudar como estes termos extras

do MPE modificam os resultados convencionais do Modelo Padrão e a consequente

comparação destes resultados com experimentos colocam limites nos parâmetros que

quebram a simetria de Lorentz. Dentre as investigações realizadas, citamos aquelas

que envolvem mésons [12, 35, 36], o setor de Higss [37] e neutrinos [34, 38, 39].
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Especial atenção e ênfase é dada ao setor eletrodinâmico, pois a alta precisão em

testes experimentais e a riqueza de novos fenômenos que surgem devido á violação

da simetria de Lorentz tornam este setor muito atrativo. Investigações envolvendo

muons [40], elétrons [41, 42, 43, 44] e fótons [45] têm mostrado que um número de

novos fenômenos, proibidos no Modelo Padrão usual, podem surgir, como o decai-

mento (splitting) do fóton em dois ou mais outros (on-shell) [46, 47, 48]. Questões

não-triviais e novos fenômenos surgem nos mais diversos contextos nesse cenário,

como violação da simetria de Lorentz no setor de ghosts da QED escalar, que é um

setor não-f́ısico, induz violação de Lorentz em outros setores da teoria por meio de

correções radiativas [49]. Estensões supersimétricas do MPE também têm atráıdo

bastante atenção [50, 51, 52, 53].

Dentre as análises realizadas no setor da QED estendida, diversos resultados

usuais da radiação eletromagnética, são “corrigidas” por pequenas contribuições

que, ora são lineares, ora quadráticas nos parâmetros de violação. Entre tais efeitos

estão as radiações Cherenkov [48, 54, 55, 56, 57, 58, 59] e śıncroton [60, 61, 62].

Efeitos em Mecânica Quântica podem também ser explorados por meio de sistemas

de dois ńıveis [63] e propriedades do átomo de hidrogênio [64, 65, 66]. Dados da ra-

diação cósmica de fundo (RCF) têm também sido investigados na busca por posśıveis

traços dessas violações de simetria em tempos remotos do Universo [67, 68, 69, 70].

Muitos outros aspectos têm sido extensivamente investigados, como redução dimen-

sional [71, 72, 73], causalidade, unitariedade e estabilidade [74, 75, 76, 77, 78, 79].

Contudo, apesar de todas essas análises, acreditamos que resultados adicionais são

importantes, por exemplo, para aumentar a possibilidade de maneiras experimentais

para se procurar por tais quebras de simetrias.

Em um trabalho anterior [80] analisamos a possibiliadde e consistência de se

introduzir monopolos magnéticos do tipo Dirac [81, 82] via quebra da identidade de

Bianchi, no setor eletromagnético da QED estendida com quebra de CPT . A pre-

sença de tais objetos neste modelo mostrou-se posśıvel desde que a sua presença seja

acompanhada por uma corrente elétrica induzida proporcional ao 4-vetor de fundo
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que controla a quebra da simetria de Lorentz e CPT . O aparecimento desta cor-

rente induzida, a pŕıncipio, mensurável, é uma consequência da quebra da simetria

de Lorentz e ela aparece para recuperar a conservação da carga elétrica no modelo.

Mesmo na presença de fontes magnéticas, (além de elétricas) a dualidade é per-

dida nesse ambiente e a força eletromagnética sentida pelos monopolos possui um

termo extra proporcional ao parâmetro que quebra a simetria de Lorentz, mostrando

resultados peculiares (mais detalhes podem ser encontrados em [80, 83]). A possi-

bilidade da presença de monopolos de ’t Hooft-Polyakov na estensão não-Abeliana

deste modelo foi estudada na Ref.[84].

Neste trabalho, procura-se por posśıveis efeitos destas violações de simetria

em mecanismos de emissão e absorção de radiação por átomos. Observamos que

a lei de Planck é senśıvel à presença dos parâmetros que controlam a quebra da

simetria no setor de radiação eletromagnética do MPE. Embora sejam pequenos,

estes desvios, lineares ou quadráticos nos parâmetros que controlam a quebra de

simetria podem ser importantes pois nossos resultados dependem de mecanismos

abundantemente observados na Natureza. Já a busca por quebra da simetria de

Lorentz, baseada na presente análise (e talvez combinada com outras) inclui um

alcance muito grande de sistemas f́ısicos, desde um número relativamente pequeno

de átomos e fótons à radiação cósmica de fundo, que permeia todo o universo.

Por exemplo, a observação de uma pequena predominância de um dado tipo de

polarização sobre o outro em um banho térmico pode ser considerado como um

bom indicativo de tais violações, como alguns de nossos resultados indicam. Tais

resultados foram publicados na Physics Letters B [85] e serão discutidos em detalhes

no Caṕıtulo 2.

Dentre todas as investigações realizadas no contexto de violação da simetria

de Lorentz e CPT , uma das mais interessantes e controversa questão que surgiu até o

momento é a posśıvel origem dinâmica do termo tipo-Chern-Simons, α
2
bµF̃

µνAν , no

setor de calibre da QED quando o termo ψ̄bµγ
µγ5ψ é adicionado no setor de matéria,

sendo essa origem computada em correções radiativas. Muitas têm sido as respostas
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sobre esta questão, uma lista parcial são as Refs. [34, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93].

Alguns autores afirmam que o termo tipo-Chern-Simons é induzido via correções

radiativas, sendo a constante de proporcionalidade, α, depedente do esquema de

regularização utilizado; dáı diversos valores posśıveis têm sido obtidos. Outros au-

tores afirmam que o termo de Chern-Simons é induzido, mas a constante de pro-

porcionalidade é indeterminada. Por fim, há aqueles autores que afirmam não ser

posśıvel tal mecanismo de geração de quebra de simetria dinâmica no setor de calibre

da QED estendida através de correções radiativas. Baseados em tantas discussões

preparamos um trabalho sobre este assunto, onde utilizando o método de Renormal-

ização Algébrica, [94] que não faz menção a nenhum esquema de regularização, e

definindo a teoria pelas suas simetrias e condições de renormalização, as quais deter-

minam os parâmetros da teoria (massa, carga, função de onda ...), mostramos não

ser posśıvel a geração do termo tipo-Chern-Simons através de correções radiativas

em nenhuma ordem [95]. Estes resultados serão discutidos no caṕıtulo 3.

A presente dissertação é organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 1 apresen-

tamos uma breve discussão do setor eletromagnético da QED estendida pois este é o

modelo de interesse aqui. Discute-se algumas das consequências mais imediatas deste

modelo como a birrefringência da luz no vácuo e alguns limites experimentais dos

parâmetros que controlam a quebra de simetria. Uma rápida discussão da posśıvel

quantização do modelo, e escolhas apropriadas dos parâmetros que controlam a que-

bra da simetria de Lorentz são feitas de forma a respeitar tanto a causalidade quanto

a unitariedade. Discute-se então, a quantização canônica do modelo. Já o Caṕıtulo

2 é dedicado à apresentação e discussão dos resultados originais deste trabalho e

algumas de suas consequências. O formalismo da mecânica quântica relativ́ıstica é

utilizado para obter as amplitudes de emissão e absorção de radiação pela matéria

e, posteriormente, obter a lei da radiação de Planck nesse ambiente (Espectro de

Corpo Negro). Algumas das consequências dos resultados obtidos são discutidas e o

caṕıtulo é finalizado com uma discussão sobre o tratamento semi-clássico do campo

de radiação para obter a lei de Planck, no caso em que a quantização canônica do
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modelo é proibida devido à instabilidade da teoria. No caṕıtulo 3, continuando a

apresentação dos resultados originais da presente dissertação, é feita uma discussão

sobre a posśıvel origem dinâmica do termo tipo-Chern-Simons, onde, definindo a

teoria quântica pelas suas simetrias clássicas e condições de renormalização, con-

clúımos não ser posśıvel a geração do termo tipo-Chern-Simons quando se introduz

um controle para a quebra da simetria de Lorentz. Posteriormente são apresen-

tadas as conclusões e perspectivas futuras de trabalho. Para uma maior completeza

desta dissertação, foram acrescentados três Apêndices. No primeiro, é discutido o

teorema CPT e sua conexão com a simetria de Lorentz. No segundo, é apresen-

tada uma rápida discussão sobre toda a QED obtida do MPE, para complementar

a discussão feita no Caṕıtulo 1 restrita ao setor de calibre desta QED e no Caṕıtulo

3 onde é apresentado apenas um termo que viola a simetria de Lorentz no setor

de matéria. No último apêndice é feita uma análise dos propagadores do modelo

para inferir-se sobre a posśıvel quantização canônica, pois isto será importante nos

Caṕıtulos 1 e 2.
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Caṕıtulo 1

A QED estendida e algumas de

suas propriedades clássicas e

quânticas

Um modelo de Eletrodinâmica Quântica estendida1 pode ser obtida do MPE da

mesma forma que a QED usual é obtida do Modelo Padrão das part́ıculas ele-

mentares. Esta eletrodinâmica estendida é de muito interesse tanto teórico quanto

experimental, pois pode colocar limites muito restritos nos parâmetros que violam a

simetria de Lorentz, devido a extrema precisão entre teoria e experimento da QED

usual [6]. A eletrodinâmica estendida é esperada satisfazer todas as propriedades

do MPE mencionadas na introdução, como invariância sob o grupo de calibre U(1),

conservação de energia e momento, microcausalidade, renormalizabilidade por con-

tagem de potências, dentre outras. Neste caṕıtulo, é feita uma breve revisão do setor

de calibre, isto é, da parte associada à radiação eletromagnética da eletrodinâmica

estendida, e algumas de suas propriedades são discutidas em âmbito clássico. Isto

será importante pois todos os resultados originais deste trabalho [85] e discussões

feitas a partir deste ponto nesta dissertação se referem especificamente a este modelo,

1Quando nos referimos à QED estamos nos limitando à teoria quântica de fótons e elétrons

apenas, deixando de lado as outras famı́lias de léptons, pois não são importantes aqui.
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exceto quando dito o contrário. Na última seção uma breve discussão da sua versão

quântica e alguns assuntos correlatos é feita. Para fins de completeza e consulta, ap-

resentamos no apêndice B uma breve revisão da eletrodinâmica estendida com todos

os termos posśıveis, tanto no setor de matéria quanto no setor eletromagnético.

1.1 A Eletrodinâmica Clássica do Modelo Padrão

Estendido

A eletrodinâmica com violação da simetria de Lorentz, obtida do MPE na presença

de fontes externas, jµ, é descrita em (3+1) dimensões pela densidade de lagrangeana

[29]:

L(x) = −1

4
FµνF

µν +
1

2
bαAβF̃

αβ − 1

4
dµναβF

µνFαβ − AµJµ, (1.1)

sendo Fµν = ∂µAν−∂νAµ o tensor do campo eletromagnético constrúıdo a partir do

quadri-potencial, Aµ = (Φ,A) de forma usual; F̃ µν = 1
2
εµναβFαβ é o dual de F µν .

A eletrodinâmica acima, com o termo dµναβ = 0, foi primeiramente estudada

no ińıcio da década de 90 por Carroll, Field e Jackiw [45, 96]. Eles se basearam em

uma analogia com a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons em (2+1) dimensões

[97, 98, 99] e realizaram uma estensão natural do termo para (3+1) dimensões,

porém em (2+1) este termo não viola a simetria de Lorentz2.

As violações de Lorentz aqui consideradas são as mais gerais que podem adivir

do setor de radiação do MPE. Elas são parametrizadas pelos campos tensoriais de

fundo bµ e dµναβ. Classicamente, estes termos podem assumir qualquer valor, porém

como esperado da experiência com a eletrodinâmica de Maxwell, tais termos devem

2Em (2+1) dimensões temos LCS = − 1
4FµνF

µν + µ
4 ε
αβµFαβAµ, (µ, ν, . . . = 0, 1, 2 ). Devido

a dimensionalidade do espaço-tempo, o śımbolo de Levi-Civita só possui três ı́ndices, já em (3+1)

dimensões é necessário o acoplamento com um vetor externo para se construir o termo de Chern-

Simons, levando a quebra de Lorentz (se tal vetor de fundo for constante) que é o caso de bµ acima.

Mais detalhes a seguir.
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ser muito pequenos, ou até mesmo, se não-nulos, incomensuráveis, pois as violações

de simetrias parametrizadas por eles nunca foram detectadas na Natureza. O campo

de fundo bµ possui dimensão de massa, sendo responsável por um “gap” tipo-massa

para a radiação do modelo, como veremos a seguir. Já dµναβ é adimensional e com

as propriedades de simetria do tensor de Riemann, e a restrição adicional de possuir

um duplo traço3 dµν µν nulo, contendo apenas 19 componentes indepedentes. Estes

tensores são ditos campos de fundo pois permeariam todo o espaço-tempo e não

temos acesso a suas fontes, ou seja, são campos tensoriais fixos que selecionam uma

direção privilegiada no espaço-tempo, quebrando sua isotropia.

Sob transformações de Lorentz estes campos de fundo não são covariantes, ou

seja, não se comportam como quantidades genuinamentes tensoriais. Para ser mais

preciso, considere uma transformação de Lorentz Λµ
ν que conecta dois observadores

inercias diferentes, também chamada de transformação de observador ou passiva4.

Neste caso, o campo de fundo bµ se transforma como um 4-vetor, no sentido que os

dois observadores descrevem a mesma f́ısica, cada um em seu respectivo referencial

inercial, sendo ambos conectados por uma transformação de Lorentz de coordenadas

ou de observador. Considere agora o outro tipo de transformação realizada nas co-

ordenadas da part́ıcula (e não do observador como anteriormente) também chamada

de transformação ativa. Neste caso, o campo de fundo bµ se transforma como um

conjunto de quatro escalares indepedentes e a descrição f́ısica de um fenômeno não

é mais a mesma para um observador que olha para a part́ıcula em diferentes sis-

temas: em um sistema, a part́ıcula pode mover-se paralelamente a b e em outro

girado de π
2

ele pode mover-se perpendicularmente a b, mudando drasticamente a

descrição f́ısica, como veremos posteriormente [26]. É dito, então, que o modelo

descrito por (1.1) é invariante de Lorentz sob transformações de observador, pois

3Se dµν µν 6= 0, estas componentes apenas redefiniriam o termo cinético − 1
4F

2 do lagrangeano

(1.1) não sendo portanto mensurável experimentalmente, não acrescentando nada de novo ao mo-

delo. Portanto, podemos, sem perda de generalidade e conteúdo f́ısico, tomar dµν µν = 0.
4Esta transformação pode ser a mais geral posśıvel, envolvendo “boost” ao longo de todas as

direções, bem como, rotações espaciais.
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diferentes observadores dão a mesma descrição f́ısica, mas a simetria de Lorentz sob

transformação de part́ıcula é quebrada, logo o modelo viola a simetria de Lorentz.

Discussão análoga vale para o tensor dµναβ. O que acontece aqui é completamente

análogo ao exemplo discutido na Introdução, e os campos de fundo bµ e dµναβ fazem

aqui o papel do campo eletromagnético F µν no exemplo discutido lá.

Para ver como esta violação de Lorentz ocorre mais concretamente, considere

a ação S(x) =
∫
d4xL(x), obtida de (1.1). Em teorias de campo invariantes de

Lorentz a ação é uma quantidade escalar sob tais transformações. Porém, o termo

AβF̃
αβ, que aparece na ação, pertence à representação vetorial do grupo de Lorentz

SO(1, 3) e o campo de fundo bµ não pertence a nenhuma representação deste grupo,

pois não possui uma lei de transformação bem definida. Logo, o termo bαAβF̃
αβ,

que aparenta ser um escalar, só possui uma lei de transformação bem definida para

transformações de coordenadas ou de observador:

bαAβF̃
αβ −→ Λα

µbαAβF̃
µβ = b′µAβF̃

µβ, (1.2)

de forma que a ação não é mais uma quantidade genuinamente escalar de Lorentz

[26]. Poder-se-ia pensar no termo Λα
µbα = b′µ como um novo vetor de fundo, no novo

sistema de referência, porém, isto só é correto para transformações de observador e

b′µ é especificado pelo vetor bα no sistemas de coordenadas inicial mais os parâmetros

da transformação.

Termos que violam a simetria de Lorentz se dividem em dois grupos. Um

grupo sendo parametrizado por termos que também violam a simetria discreta de

CPT e outro grupo que preserva esta simetria. Como estabelecido por Greenberg:

qualquer teoria de campos local interagente que viole a simetria CPT também vio-

lará Lorentz; porém, violação de Lorentz não necessariamente implica em violação

de CPT [27, 28]. Este teorema, às vezes, é chamado teorema “anti-CPT ”. Veja o

apêndice A para mais detalhes. Os campos tensoriais de fundo, com um número

ı́mpar de ı́ndices de Lorentz, são quantidades que não sentem as transformações

discretas de CPT , como bµ, o que acarreta em violação da simetria discreta de CPT

20



devido às propriedades de transformações dos campos acoplados a ele na ação do

modelo. Já dµναβ pode ser decomposto em 4 setors distintos da seguinte forma [26]:

−1

4
dµναβF

µνFαβ =
1

2
α(E2 + B2) +

1

2
βjkE E

jEk +
1

2
βjkB B

jBk +
1

2
βjkEBE

jBk,

sendo os coeficientes α, βjkE , β
jk
B e βjkEB várias combinações do acoplamento dµναβ, e os

3 últimos termos possuem traço-nulo. Observe que todas as combinações posśıveis

envolvendo os campos elétrico E e magnético B aparecem. Relembremos as pro-

priedades de transformação dos campos e potenciais [100]:

C P T CPT

A − − − −

E − − + +

B − + − +

Tabela 2.1: Propriedades de tranformação sob tranformações discretas: o śımbolo − significa que

a grandeza muda de sinal, e +, que não muda.

Dessa forma, devido às propriedades de transformação dos campos, as componentes

de dµναβ que acoplam o campo elétrico E com o campo magnético B, βjkEB são

ı́mpares sob paridade e reversão temporal separadamente, ou seja, mudam de sinal.

As demais componentes deste campo de fundo, acoplando E com E, e B com B

(isto é, α, βjkE e βjkB ) são invariantes sob paridade e reversão temporal. Este tensor

de fundo também é invariante sob Conjugação de Carga, de forma que ele preserva

cada uma das simetrias discretas separadamente, bem como o produto CPT .

Já o termo bαAβF̃
αβ leva à violação de CPT pois:

AβF̃
αβ C−→ AβF̃

αβ (1.3)

AβF̃
αβ P−→

 −AβF̃ 0β,

AβF̃
iβ,

(1.4)
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AβF̃
αβ T−→

 AβF̃
0β,

−AβF̃ iβ,
(1.5)

AβF̃
αβ CPT−→ −AβF̃αβ (1.6)

sendo bµ invariante sob todas estas simetrias discretas. Logo, sob a transformação de

CPT o termo tipo-chern-Simons bαAβF̃
αβ muda de sinal, levando à violação desta

simetria. Classicamente, esta violação de CPT leva a uma quebra da simetria de

paridade e reversão temporal das equações de movimento (equações tipo-Maxwell)

do modelo [45]. Já quanticamente, isto pode levar a um acoplamento entre part́ıcula

e anti-part́ıcula aos campos de fundo de forma diferente ou, até mesmo, a possuirem

diferentes tempos de vida, seções de choque, dentre outras possibilidades [6, 26].

Observe que a lagrangeana (1.1) não é invariante sob o grupo de trans-

formações de calibre Abelianas locais, U(1):

Aµ(x) → A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x), (1.7)

pois, apesar de Fµν ser invariante, a lagrangeana depende explicitamente do campo

de calibre Aµ, tanto no segundo termo bαAβF̃
αβ como no termo de fonte. O termo

de fonte leva à ação invariante de calibre, desde que as fontes jµ sejam localmente

conservadas, ∂µj
µ = 0, e localizadas em uma região finita do espaço-tempo, ou seja

se anulem no infinito [100]. Vamos analisar sob que condições o termo tipo-Chern-

Simons leva a uma ação invariante de calibre. Sob (1.7) a ação muda por:

δS =
1

2

∫
d4xbαF̃

αβ∂βΛ =
1

4

∫
d4x(∂αbβ − ∂βbα)F̃αβΛ, (1.8)

onde realizamos uma integração por partes e utilizamos as equações de Maxwell

homogêneas ∂µF̃
µν = 0 e anti-simetrizamos o tensor ∂βbα. Logo, a invariância de

calibre da ação do modelo requer que o termo acima se anule para uma função Λ(x)

qualquer, o que implica em ∂βbα = 0, ou seja, o vetor bµ deve ser constante. Esta

é a condição que estamos considerando no MPE, de modo a garantir a conservação
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da carga elétrica microscopicamente, via teorema de Noether [8, 9, 10]. Deve-se

salientar que se bα fosse um campo dinâmico, bα = bα(x), então este termo não vio-

laria a simetria de Lorentz; porém, seu 4-rotacional deveria se anular para que (1.8)

se anulasse e a invariância de calibre fosse mantida. Nesse caso (4-rotacional nulo)

podeŕıamos escrever bα(x) = ∂αθ(x), θ sendo um campo dinâmico, por exemplo, o

campo de axion [45] (não estudaremos tal possibilidade aqui).

1.2 Equações de movimento e assuntos correlatos

As equações de movimento dinâmicas, obtidas via equações de Euler-Lagrange, da

lagrangeana (1.1) são:

∂µF
µν + dµναβ∂µFαβ + bµF̃

µν = jν . (1.9)

Estas equações são as estensões das equações de Maxwell não-homogêneas por termos

que violam a simetria de Lorentz. As equações homogêneas, ou geométricas, que

expressam a relação campo-potencial, permanecem inalteradas pois Fµν é definido

da maneira usual:

∂µF̃
µν = 0. (1.10)

A identidade de Bianchi acima estabelece a ausência de fontes para o campo magnético

análogas a jµ, ou seja, a ausência de monopolos magnéticos. Porém, tais objetos

exóticos podem ser introduzidos neste modelo de forma consistente, via quebra, à

mão da identidade de Bianchi, levando ao aparecimento de uma corrente elétrica

induzida, como discutido na Introdução, e mostrado na Ref.[80]. As equações de

Maxwell modificadas (1.9), apesar de conterem termos que violam a simetria de

Lorentz, mantêm sua linearidade, tanto nos campos Fµν (1.9) como em Aµ, como

pode ser visto escrevendo-se a equação (1.9) em função de Aµ:

(2ηµν − ∂µ∂ν − 2dµαβν∂α∂β − bαεµναβ∂β)Aν(x) = jν(x). (1.11)
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As equações de movimento (1.9) e (1.10) claramente são invariantes de calibre pois

só dependem do campo eletromagnético, Fµν , bem como (1.11), como pode ser

facilmente verificado. Esta invariância de calibre, como no caso da eletrodinâmica

de Maxwell, pode ser utilizada para eliminar os graus de liberdade espúrios do

modelo. Considerando o campo Aµ(x) como a entidade fundamental, a equação

(1.11) corresponde a quatro equações para as quatro componentes de Aµ, porém

como na eletrodinâmica de Maxwell o momento canônico conjugado a A0 se anula,

não sendo esta componente um campo dinâmico, levando assim a uma restrição nas

componentes do campo Aµ [101]. Sobram, então, três equações de movimento para

as três componentes espaciais de Aµ.

Ao se utilizar a invariância de calibre para remover os graus de liberdade

espúrios, aqui é necessário um pouco de cuidado devido ao fato de não termos

mais a simetria de Lorentz do modelo. Por exemplo, no caso usual, na ausência de

fontes (jµ = 0) há uma equivalência entre o calibre de Coulomb (ou de Radiação),

∇ ·A(x) = 0, o calibre temporal, A0(x) = 0, e o calibre de Lorentz ∂µA
µ(x) = 0,

porém quando há quebra da simetria de Lorentz, esta equivalência é perdida. Por

exemplo, se o calibre de Coulomb é imposto, ∇ · A(x) = 0, (como faremos no

caṕıtulo 2), então A0 é não-nulo e não pode ser escolhido como nulo, possuindo

esta componente a única propriedade de se manifestar como uma condição inicial,

devido ao v́ınculo existente entre ela e as outras componentes, dito de outra forma,

as equações de movimento não permitem fazer a escolha A0 = 0, como no caso usual

apesar desta componente não ser dinâmica [29].

Mais propriedades das equações de movimento (1.9) e (1.10) podem ser obti-

das, por exemplo, se assumirmos soluções de ondas planas para Fµν(x):

Fµν(x) = Fµν(k) exp(−ik · x), (1.12)

sendo que kµ = (k0 = ω; k) pode ser considerado como a frequência e o vetor de

onda da onda em questão, ou como a energia e o momento da onda se propagando.

A solução (1.12) acima deve satisfazer às 8 equações de movimento (1.9) e (1.10).
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Um método alternativo seria resolver para Aµ(x), em (1.11) e, posteriormente, obter

os campos (mas, para as discussões que se seguem, a solução (1.12) é suficiente).

As equações de movimento homogêneas (1.10), que incluem a lei de Faraday

e a lei de Gauss magnética, não são alteradas pela presença dos termos que quebram

a simetria de Lorentz. Em forma tri-vetorial, elas são:

∇× E + ∂tB = 0, ∇ ·B = 0, (1.13)

com o ansatz (1.12), estas equações se escrevem:

k× E− k0B = 0, k ·B = 0. (1.14)

A primeira delas pode ser pensada como uma definição do campo magnético, desde

que o campo elétrico seja conhecido, e a segunda, que é uma consequência da

primeira, mostra que o campo magnético permanece transverso a direção de propagação,

k, e ao campo elétrico, apesar da violação da simetria de Lorentz.

Agora, da equação (1.9) na ausência de fontes, jµ = 0, uma relação de dis-

persão entre energia e momento pode ser obtida, como explicado por exemplo em

[26]. Contudo, tratar cada caso de quebra de Lorentz, separadamente, é mais con-

veniente e simples. Vamos começar com o caso CPT -par, ou seja sem violação

da simetria discreta de CPT . Então, com bµ = 0, encontramos para a relação de

dispersão (considerando apenas termos lineares no tensor dµναβ [29, 102]):

ω± = (1 + ρ± σ)|k|, (1.15)

onde

ρ = −1

2
d̃ µ
µ , σ2 =

1

2
d̃αβd̃

αβ − ρ2, (1.16)

sendo

d̃µα = dµναβ k̂
ν k̂β, k̂µ = kµ/|k|. (1.17)
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A relação de dispersão (1.15) possui duas soluções, o que corresponde a dois cam-

pos elétricos distintos, E±, cada um propagando-se com uma relação de dispersão

diferente. A solução geral é uma onda, viajando no vácuo, como superposição dos

dois modos5, o que é muito distinto do caso convencional da eletrodinâmica com

relação de dispersão ω = |k|, onde a propagação da onda é indepedente do estado

de polarização e há uma degenerescência em energia dos dois estados. A solução

(1.12), para o campo elétrico, fica:

E(x, t) = (E+e
−iω+t + E−e

−iω−t)eik·x, (1.18)

com os campos E± especificam a direção de polarização da onda e são ortogonais um

ao outro e à direção de propagação (desde que se considere a relação de dispersão

(1.15), ou seja, considerando-se apenas o termo dominante nos parâmetros que con-

trolam a quebra de simetria [103]). Esta separação dos modos de polarização é uma

forte evidência da ausência da simetria de Lorentz, e a sua principal caracteŕıstica

é causar birrefringência da luz, mesmo no vácuo6. O fenômeno de birrefringência

pode ser entendido como a rotação do plano de polarização (plano definido pelos

vetores k e E) da luz viajando no meio; geralmente, isto é causado pela rotação do

campo elétrico e, às vezes, é denominado de efeito Faraday [104].

As velocidades de fase, vf = ω
|k| , e de grupo, vg = ∂ω

∂k
, são iguais para a relação

de dispersão (1.15), v = (1 + ρ ± σ), portanto, qualquer que seja a forma como

se defina a velocidade de propagação da radiação eletromagnética, elas coincidem.

Uma terceira forma de velocidade é a velocidade de transporte de energia, vE = Θi0

Θ00

onde Θµν é o tensor de energia-momento da onda eletromagnética. Esta velocidade

também é idêntica às de fase e de grupo, definidas acima, desde que se considere

apenas os termos dominantes, como em (1.15) [102]. A diferença de velocidade entre

5Estamos considerando aqui uma única onda definida por um dado vetor de onda ou momento

k. No caso de termos um pacote de ondas policromático, a solução geral é dada pela superposição

de Fourier de todas as ondas, sendo que cada onda possui dois modos distintos de polarização.
6Em eletrodinâmica convencional, o fenômeno de birrefringência da luz ocorre em meios ditos

opticamente ativos.
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os dois estados de polarização

∆v ≡ v+ − v− = 2σ (1.19)

mostra que apenas os termos contidos em σ causam birrefringência da luz. Isto se

limita a apenas 10 das 19 componentes indepedentes de dµναβ. Então para os dois

modos E±, propagando-se através de uma distância L, a diferença de velocidade

acima se reflete em uma diferença de tempo ∆t = L/∆v entre as duas ondas.

Medidas astrof́ısicas podem ser usadas para por limites nos parâmetros que causam

birrefringência, sendo que restrições advindas da mudança do estado de polarização

da luz emitida por fontes cosmológicas restringe ainda mais estes 10 parâmetros

para |σ| < 2 × 10−32 [102, 103]. Medidas da polarização linear de raios gama

restringem estes parâmetros birrefringentes ainda mais, |σ| < 3× 10−37 [105](limite

mais restrito para os parâmetros birrefringentes adivindos de dµναβ). Limites para

os nove parâmetros não-birrefringentes podem ser obtidos da ausência de radiação

de Cherenkov no vácuo, para raios cósmicos de energia ultra-alta. Limites para

os parâmetros não-birrefringentes, ρ, medidos desta forma indicam que |ρ| < 10−18

[106].

Este último método possui a vantagem de se poder utilizar luz propagada

por distâncias cosmológicas e longos peŕıodos de tempo, o que possibilita efeitos

cumulativos para quebras de Lorentz muito senśıveis. A radiação cósmica de fundo,

que é a radiação eletromagnética mais antiga entendida por nós, se propagando

atualmente, oferece uma oportunidade única para a busca por violações da simetria

de Lorentz, pelo menos com os mecanismos de quebra tratados aqui. Estudos da

polarização da radiação cósmica de fundo oferecem uma ampla sensibilidade para

posśıveis efeitos de todos os coeficientes na eletrodinâmica descrita pela lagrangena

(1.1). No caso dos termos que são CPT -par, tal análise impõe os limites |dµναβ| <

10−32 [67]. Segundo os autores, apesar de existirem limites mais restritivos que este,

como aquele discutido acima, tais limites não são tão confiáveis quanto estes.

Vamos, agora, dsicutir o caso CPT -́ımpar, ou seja, vamos considerar dµναβ =
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0 em (1.9). Este modelo é, provavelmente, o mais estudado teoricamente dentre

todos os modelos de campos que se pode obter do MPE. Na Ref. [45] este modelo

é estudado antes mesmo do desenvolvimento do MPE em 1997. O efeito de bµ nas

equações de Maxwell é simplesmente o de acrescentar um termo às fontes externas

jµ:

∂µF
µν = jν + bµF̃

µν (1.20)

sendo que, em notação tri-vetorial, obtemos:

∇ · E = ρ− b ·B,

∇×B− ∂tB = j− b0B + b× E, (1.21)

o que mostra claramente que os campos são fontes para si-mesmos, devido ao acopla-

mento com o vetor de fundo. Estas equações, juntamente às homogêneas (1.13) são

equações acopladas para os campos, e procedendo-se como usual: tomando-se o rota-

cional da primeira em (1.13) e, usando-se as demais, obtêm-se a equação de onda

para o campo elétrico (no vácuo ρ = 0, j = 0) desacoplada do campo magnético:

2E = −∇(∇ · E)− b0∇× E− ∂t(b× E). (1.22)

A equação de onda para o campo magnético não se desacopla do campo elétrico,

como no caso usual, porém, podemos utilizar a equação (1.22) para obter o campo

elétrico e, como explicado no texto abaixo de (1.14), as equações homogêneas definem

o campo magnético a partir do elétrico. Uma peculiariedade das equações (1.21) é

que, apesar do campo magnético permanecer transverso à direção de propagação

e ao campo elétrico, o campo elétrico perde o seu caráter transverso, possuindo

uma componente longitudinal, pois ∇ · E 6= 0, mesmo no vácuo. Isto surge como

consequência do vetor de fundo gerar um “gap” tipo-massa para a radiação, mas
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permanecendo com apenas dois estados de polarização7. A relação de dispersão para

este caso pode ser obtida da equação de onda (1.22) e da solução (1.12) acima. A

relação de dispersão assim obtida pode ser escrita como [45]:

(kµk
µ)2 + (kµk

µ)(bνb
ν)− (kµb

µ)2 = 0 (1.23)

que é válida para um vetor de onda, kµ = (k0,k) = (ω,k), e bµ arbitrários. O

acoplamento entre o vetor de fundo e o vetor de onda leva a uma separação dos

modos de polarização, com as ondas viajando a distintas velocidades de fase e grupo.

Isto causa birrefringência do vácuo8. A solução geral para a equação de onda (1.22)

é obtida pela superposição das duas soluções para o campo elétrico E±, como no

caso CPT -par explicado acima9, sendo a solução dada pela equação (1.18) com ω±

obtidos de (1.23).

Para ver esta separação dos modos de polarização mais claramente, considere

o caso em que bµ é um vetor do tipo-tempo. Como a simetria de Lorentz “está

perdida” existirá uma classe de referenciais inerciais privilegiados, neste caso, um

referencial privilegiado é um onde bµ = (b0 = m,b = 0). Observe que esta compo-

nente temporal do vetor de fundo destrói a invariância sob “boosts”, mas preserva

a simetria rotacional do modelo, enquanto uma componente espacial diferente de

zero destrói a simetria rotacional. Neste caso a relação de dispersão (1.22) assume

a forma:

ω2 = |k|(|k| ±m), (1.24)

mostrando que cada modo de polarização possui uma relação de dispersão distinta

7Esta “massa” algumas vezes é denominada massa topológica, pois este “gap” não se acopla a

campos gravitacionais, digo, não sente a ação de campos gravitacionais e só existe devido à uma

mudança na topologia do espaço-tempo, devido a presença do campo de fundo bµ.
8Para kµ pequeno, nos podemos resolver a relação de dispersão (1.23) para ω em primeira ordem

em kα e encontar |k| = ω ∓ 1
2 (b0 − b · k̂); então a mudança na polarização, ∆, depois que a onda

viaja uma distância L é ∆ = − 1
2 (b0 − b · k̂)L [45, 96].

9O comentário 5 se aplica aqui também.
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viajando então a velocidades diferentes. Para este caso, bµ tipo-tempo, a frequência

da radiação torna-se imaginária quando |k| < m : isto significa que há soluções

instáveis, que crescem indefinidamente, levando à instabilidade da teoria [45, 96].

Quanticamente, tal instabilidade reflete-se na instabilidade do vácuo da teoria [77,

78, 79].

Utilizando-se dados geomagnéticos e o fato de bµ ser responsável por gerar

um “gap” de massa para a radiação, obtem-se um limite na componente temporal

do vetor de fundo como sendo da ordem de m < 6 × 10−26GeV. Limites mais

severos surgem de dados astrof́ısicos, medindo-se a rotação do plano de polarização

da radiação, m < 1×10−42GeV [45]. Como esperado, estes parâmetros que quebram

a simetria de Lorentz são muito pequenos. Após a publicação destes resultados

[45], houve uma grande repercussão na comunidade cient́ıfica sobre a questão do

universo ser ou não birrefringente. Os autores Carroll, Field e Jackiw impuseram

limites apenas para a componente temporal de bµ, pois eles não acreditam em uma

quebra da simetria rotacional do espaço, causada por uma componente espacial deste

vetor de fundo [96]. Contudo Nodland e Ralston [107] alegaram que este tipo de

quebra de simetria rotacional do espaço poderia existir, afirmando que encontraram

uma anisotropia na propagação de ondas eletromagnéticas viajando por distâncias

cosmológicas. Posteriormente, Carroll e Field re-analisaram os dados de Nodland e

Ralston [108] e identificaram um erro cometido por estes autores, não encontrando

qualquer evidência de um espaço anisotrópico, (veja também a referência [109]).

Como no caso CPT -par, estudos da polarização da radiação cósmica de fundo

oferecem os melhores limites para bµ. Tal análise revela que |bµ| < 3 × 10−42GeV

[67]. Note que, no caso da radiação cósmica de fundo o limite é para todas as

componentes do vetor de fundo, enquanto na análise da Ref. [45], os limites são

apenas para a componente temporal.

Como era de se esperar, tanto experimentos terrestres quanto observações

astrof́ısicas restringem severamente todos os parâmetros que controlam a quebra da

simetria de Lorentz. É importante lembrar que nenhum experimento ou observação
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astrof́ısica já feita, até o presente momento, fixou algum valor para tais parâmetros:

o que sempre se obteve são limites superiores (quão grande eles podem ser) para

a magnitude das componentes destes campos de fundo. O fato de tais estimativas

serem muito pequenas, como discutido anteriormente, tanto para o caso CPT -par

quanto para CPT -́ımpar, somente corrobora um fato amplamente verificado: de que

não há quebra da simetria de Lorentz na escala de energias do Modelo Padrão. Tais

violações de simetria podem ocorrer, por exemplo, em teorias de cordas, em escalas

de energia muito além das usuais. O modelo tratado aqui, descreveria uma f́ısica

além do Modelo Padrão, que segundo Kostelecký e colaboradores, ao desenvolverem

o MPE, poderia se obter algum rastro de tal quebra de simetria na escala de energia

do Modelo Padrão (mas este não parece ser o caso no setor eletrodinâmico, pelo

menos até o presente momento).

As complicações sobre estabilidade, mencionadas anteriormente, podem ser

evitadas se tomarmos bµ tipo-espaço, sendo que neste caso uma classe de sistemas

de coordenadas privilegiado é tal que bµ = (0,mb̂). Nesta situação, a relação de

dispersão (1.23) assume a forma [74]:

(ω±)2 = |k|2 +
1

2
m2 ± 1

2
m

√
m2 + 4(k · b̂)2 . (1.25)

Em geral, cada modo carrega um “gap” de massa distinto, proporcional a m. Para

k · b̂ = 0, um dos modos possui massa nula, enquanto o outro carrega um “gap”

igual a m. Note também que, neste caso, há birrefringência da luz no vácuo, pois as

velocidades de cada modo de polarização são diferentes. Como veremos no Caṕıtulo

3, vários resultados sobre emissão e absorção de radiação pela matéria dependem

fortemente da forma como o vetor de onda k se acopla ao vetor de fundo e a out-

ros parâmetros, de forma que as relações de dispersão (1.15) e (1.25) serão muito

importantes no presente trabalho [85].

Antes de finalizarmos esta seção, gostaŕıamos de dizer que as equações dinâ-

micas (1.9) têm a interessante propriedade de que os termos que violam a simetria

de Lorentz envolvem ambos os campos, elétrico e magnético, e o acoplamento en-
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tre eles com os campos tensoriais de fundo implica que, mesmo no caso estático,

a presença de campo elétrico gera campo magnético, e vice-versa. Já as equações

(1.9), para o caso CPT -par, também lembram as equações de Maxwell usuais em

meios materiais lineares em movimento relativo ao observador. Essa analogia per-

mite definir vetores análogos ao deslocamento elétrico, D, e ao campo auxilar, H,

de forma que as equações com quebra de simetria de Lorentz se tornem idênticas ás

de Maxwell em meios materiais. Esta analogia permite simplificar algumas análises

e, mais detalhes a respeito pode ser encontrado nas Refs. [29, 102]. Neste Caṕıtulo,

apenas alguns aspectos dinâmicos do modelo (1.1) foram discutidos, porém, ambi-

entes eletrostáticos e magnetostáticos são interessantes para se estudar violação da

simetria de Lorentz e impor limites para os parâmetros que controlam a quebra.

Mais detalhes podem ser encontrados em [110].

1.3 O tensor de Energia-momento e Leis de Con-

servação

O tensor de energia-momento canônico para os campos pode ser constrúıdo a partir

da lagrangeana (1.1), seguindo-se o procedimento padrão [8, 9, 100]. Este tensor

pode ser parcialmente simetrizado, mas uma simetrização completa, como no caso

usual da eletrodinâmica clássica, sem afetar a energia e o momento do campo não

é posśıvel. Isso se deve à componente anti-simétrica deste tensor, a qual não pode

ser escrita como uma derivada total. Uma expressão um pouco mais elegante para

o tensor de energia-momento canônico do campo pode ser obtida pela adição de

termos que são derivadas totais [29]. A expressão final fica:

Θµν = −FµβF ν β +
1
4
ηµν(FαβFαβ + dαβγδFαβFγδ)− dαβµγF ν γFαβ + bνAαF̃

αµ. (1.26)

Na ausência de fontes externas, jµ = 0, Θµν é conservado, como no caso usual, como

pode ser checado utilizando-se as equações de movimento (1.9) e (1.10):
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∂µΘµν = 0. (1.27)

Fontes produzem a modificação convencional

∂µΘµν = jµF
µν . (1.28)

Note, no entanto que Θµν 6= Θνµ : um reflexo da ausência da simetria de Lorentz. A parte

anti-simétrica, Θ[µν] = Θµν −Θνµ, é dada por:

Θ[µν] = Aα(bµF̃ να − bνF̃µα)− Fαβ(dαβµγF ν γ − dαβνγFµ γ), (1.29)

não pode ser escrita como uma derivada total, isto é, simetrização não é posśıvel, a menos

que energia e momento sejam redefinidos. A conservação de energia e momento,

∂µΘµν = 0 ⇒ d

dt

∫
d3xΘ0ν = 0, (1.30)

assegura que a energia e o momento dos campos totais (cargas de Noether) são conservados

para um observador em repouso em relação ao sistema de referência em que os campos são

especificados [100], ou seja, a conservação da energia e do momento se dá em um sistema de

coordenadas privilegiado. Isto não implica em um comportamento convencional segundo

transformações de Lorentz, pois as cargas de Noether (energia e momento) dependem

de acoplamentos entre campos eletromagnéticos e os campos de fundo [26]. Em outras

palavras, apesar de energia e momento serem conservados para um observador particular,

tais quantidades podem não ser conservadas para um segundo observador, conectado ao

primeiro por uma transformação de Lorentz.

O tensor de energia-momento (1.25) depende explicitamente do campo Aµ, logo,

sob as transformações de calibre (1.7) ele muda por um termo adicional −bνF̃αµ∂αΛ =

−∂α(bνF̃αµΛ), que é uma divergência total e que não afeta a energia e o momento con-

servados, Pµ =
∫
d3xΘ0µ, os quais são invariantes de calibre [45], como no caso usual

[100].

É preciso um pouco de cuidado para se interpretar as componentes de Θµν . Primeiro,

o fato de energia e momento serem conservados é um reflexo da invariância da ação, obtida

de (1.1) sob translações espaço-temporais, logo, via teorema de Noether [8, 9, 10], esta
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simetria cont́ınua do modelo nos dá as cargas de Noether conservadas temporalmente,

que são a energia e o momento linear do campo eletromagnético. Segundo, a presença de

termos não-simétricos em Θµν implica que a interpretação f́ısica das componentes deste

tensor de energia-momento não é tão imediata. Embora as componentes Θi0 possam ser

consideradas como as componentes de um vetor de Poynting generalizado, sua integral

de volume não é uma quantidade conservada e não pode ser identificada com a integral

volumétrica das componentes Θ0i, que são as quantidades conservadas e possuem uma

interpretação f́ısica clara. Tais caracteŕısticas surgem como uma consequência do acopla-

mento entre os campos de fundo e o campo eletromagnético [29].

A densidade de energia dos campos pode ser escrita como:

Θ00 =
1
2

(E2 + B2)− d0j0kEjEk +
1
4
djklmεjkqεlmqBqBp − b0A ·B. (1.31)

Observe que dµναβ não leva a uma energia total do campo negativa, desde que suas com-

ponentes sejam pequenas, dµναβ << 1, como experimentos sugerem. Esse é um fato

satisfátorio, pois estamos tratando do campo eletromagnético livre, sem interação. Logo,

para que o teoria seja estável, mesmo classicamente, é necessário que sua energia livre seja

limitada inferiormente, possua um mı́nimo. Já a componente temporal de bµ resulta em

uma contribuição para a energia que não é positiva-definida e não possuindo um limite

inferior. Para ver isso mais claramente, façamos momentaneamente dµναβ = 0, de modo

que tenhamos [45]:

E =
1
2

∫
d3x(E2 + (B− b0A)2 − 1

2
b20

∫
d3xA2. (1.32)

Como já mencionado, isto é uma forte evidência de instabilidade da teoria clássica, que

possui uma função de Green com crescimento exponencial e é não causal. Tais dificul-

dades podem ser resolvidas em âmbito clássico simplesmente tomando-se bµ do tipo-

espaço e escolhendo-se um sistema de referência privilegiado, onde bµ = (0,b). Porém,

transformações de Lorentz para outros sistemas de referência podem reintroduzir esta

instabilidade.

A presença dos campos tensoriais de fundo, bµ e dµναβ , são responsáveis por vio-

lar várias simetrias do espaço-tempo como temos discutido. A simetria translacional do

espaço-tempo é preservada pelo MPE, o que resulta em conservação de energia e mo-
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mento. Já o momento angular não é mais conservado pois os campos de fundo selecionam

direções privilegiadas no espaço-tempo quebrando a sua isotropia (o fato do tensor de

energia-momento (1.25) não ser simetrizável é forte evidência dessa anisotropia). Uma

consequência imediata disto, e talvez a mais drástica, é que a densidade de momento

angular do campo,

Mµρσ = Θµρxσ −Θµσxρ, (1.33)

não possui divergência nula, ∂µMµνα 6= 0, levando à uma não conservação do momento

angular como adiantado acima. Outra consequência que se pode extrair da equação (1.33)

é que os geradores do grupo de Lorentz,

Jµν =
∫
d3xM0µν =

∫
d3x(Θ0µxν −Θ0νxµ), (1.34)

não são conservados temporalmente [12]. Para dµναβ = 0, é posśıvel classificar os sub-

grupos do grupo de Lorentz SO(1, 3), que permanecem como simetrias do espaço-tempo

[111]. Tal classificação é importante, por exemplo, para se classificar os estados de uma

part́ıcula presentes no espectro da teoria [10].

Das dez cargas de Noether, associadas às dez transformações de simetrias do grupo

de Poincaré (quatro translações, três rotações e três boosts) a inclusão do termo de Chern-

Simons bαAβF̃αβ mantem pelo menos invariância translacional. Contudo, a simetria de

dilatação que a teoria de Maxwell possui é quebrada pois bµ possui dimensão de massa,

introduzindo uma certa escala no modelo. O grupo de Lorentz é quebrado em grupos

menores associados com bµ. Para bµ tipo-tempo, a simetria máxima do grupo de Lorentz é a

invariância rotacional SO(3). No sistema em que bµ é puro tipo-tempo, (b0,0), o momento

angular é conservado. Então, 7 das 10 cargas de Noether permanecem constantes. Já

para bµ tipo-espaço, a simetria mais ampla que se pode obter é SO(1, 2) : invariância de

Lorentz em duas dimensões espaciais e uma temporal. Este grupo é tridimensional e leva à

conservação de 7 cargas de Noether, como anteriormente. Finalmente, para o caso em que

bµ é tipo-luz, a simetria remanescente é ISO(2) que corresponde a rotações e translações

em duas dimensões. Este grupo também é tridimensional, e leva à conservação de 7 cargas

de Noether [111]. Uma classificação deste tipo pode ser feita também na presença de dµναβ
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porém, como este é um campo de fundo com quatro ı́ndices tensoriais a análise fica bem

mais complicada.

1.4 Quantização Canônica

Nesta seção vamos discutir a quantização canônica do campo de radiação livre. Isto

será importante pois, no próximo caṕıtulo, trataremos da interação da radiação com a

matéria, considerando o campo eletromagnético quantizado e os elétrons, descritos pela

Mecânica Quântica não-relativ́ıstica. Aqui, encontramos as mesmas dificuldades para

quantizar Aµ como no caso usual. O campo vetorial possui somente duas componentes

indepedentes, como discutido anteriormente (veja também o Apêndice C), mas é descrito

por um 4-vetor que possui quatro componentes. Devemos escolher apenas duas destas

quatro componennets para serem f́ısicas. Usa-se o calibre de Coulomb, ∇ ·A(x) = 0, pois

não há razão para se considerar uma escolha de calibre covariante de Lorentz, já que a

covariância de Lorentz não é manifesta no modelo [47].

A escolha ∇ ·A = 0 não é covariante de Lorentz, porém como o modelo consid-

erado é covariante sob transformações de observador, é posśıvel realizar cálculos e obter

resultados que sejam covariantes de observador, desde que simultaneamente a uma trans-

formação de Lorentz de observador, façamos uma transformação de calibre para obter um

novo potencial A que satisfaça a condição de transversalidade acima. A escolha de um

calibre não covariante sob transformações de observador se justifica, pois no calibre de

Coulomb a descrição de vários processos f́ısicos é simples e transparente, por exemplo, a

absorção e a emissão de fótons. Em outras palavras, com esta escolha a Natureza f́ısica

do campo eletromagnético é mais evidente [8, 112].

Uma teoria quântica consistente para o caso CPT -́ımpar é posśıvel apenas no

caso em que o vetor de fundo bµ é puramente tipo-espaço, caso contrário o modelo viola

causalidade ou unitariedade, e consequentemente, uma posśıvel quantização do modelo

não é posśıvel [74, 76, 77, 84]. Tal fato confirma as dificuldades apresentadas com um

bµ tipo-tempo já no tratamento clássico discutido anteriormente. Já no caso CPT -par, a

análise realizada no Apêndice C mostra que uma teoria quântica consistente pode sempre

ser obtida, desde que os parâmetros que controlam a quebra dµναβ sejam pequenos. Isto
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já era de se esperar pois mesmo classicamente, este campo de fundo leva a uma teoria

estável, causal e consistente. Um ponto sútil que merece um pouco de atenção é o fato que

apesar de introduzir um “gap” de massa para a radiação, no caso CPT -́ımpar, a quebra

de Lorentz mantem o número de graus de liberdade f́ısicos propagados pelo modelo, que

são 2 (mais detalhes veja o Apêndice C).

Procedemos, então, como no caso usual [112, 113]: começamos expandindo A(x, t)

em série de Fourier (ondas planas) no interior de uma região de volume V = L3. Utilizando-

se condições de contorno periódicas:

kx, ky, kz =
2nπ
L

, n = ±1, ±2, ±3, . . ., (1.35)

e promovendo os coeficientes da expansão de Fourrier do campo a operadores de aniquilação

e criação que atuam no espaço de Fock da teoria, obtem-se o operador do campo [47]:

A(x, t) =
1√
V

∑
k

(
1√
2ω+

[
a+(k) ~ε+(k) e−i(ω+t−k·x)

]
+

1√
2ω−

[
a−(k) ~ε−(k) e−i(ω−t+k·x)

]
+ H.C.

)
, (1.36)

onde H.C. significa conjugado hermitiano do termo anterior. Os operadores a†±(k) e a±(k)

são os operadores de criação e aniquilação, tempo indepedentes, respectivamente, satis-

fazendo:

[a±(k), a±(l )] = [a†±(k), a†±(l )] = 0 , [a±(k), a†±(l )] = δ+−δk l , (1.37)

onde o śımbolo δAB é o Delta de Kronecker (obviamente, no limite V →∞, nós obtemos

δk l → δ3(k− l)). Utilizando-se tais relações de comutação, o espaço de Fock dos estados

pode ser contrúıdo de forma usual impondo-se a+(k)|0〉 = a−(k)|0〉 ≡ 0. Portanto, quando

esses operadores atuam em um estado de fótons geral, tem-se:

a†±(k)|nk,±〉 =
√
nk,± + 1|nk,± + 1〉 e a±(k)|nk,±〉 =

√
nk,±|nk,± − 1〉 . (1.38)

Por exemplo, a†+(k) cria um fóton com momento k e frequência ω+, enquanto a+(k) o

aniquila. Similarmente para a†−(k) e a−(k). Recordando que as relações entre momento e
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frequência são dadas pelas equações (1.15) e (1.25), nos casos CPT -par e CPT -́ımpar (com

b0 = 0 e b = mb̂), estados de fótons mais gerais, incluindo distintos estados de polarização,

podem ser constrúıdos a partir do vácuo, e são dados pelo produto direto de autovetores,

digo, |nk1,+; mk2,−; . . .〉 = |nk1,+〉 ⊗ |mk2,−〉 ⊗ . . .. O operador número, atuando nos

estados, conta o número de fótons com um dado momento e uma dada polarização, Nk,± =

a†±(k)a±(k), e suas propriedades básicas e relações de incerteza podem ser obtidas. Por

exemplo, a relação de incerteza entre os operadores número e fase é ∆N ∆φ > 1, como

usual, o que expressa um fenômeno eminentemente quântico da radiação eletromagnética:

se o número de fótons é fixo, então a fase do campo eletromagnético observável não possui

um valor preciso, flutuando em torno de um valor médio.

Os estados de uma part́ıcula, constrúıdos a partir do vácuo, carregam 4-momento

kµ = (ω,k), discutidos anteriormente, (eqs. (1.15) e (1.25)). Com as escolhas apropriadas

dos parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz, podemos escolher 4-

momentos com componentes temporais positivas definidas, isto é, para qualquer valor de

dµναβ aproximado em primeira ordem e para bµ puramente tipo-espaço. Este requerimento

da componente temporal do 4-momento carregado pelos estados de uma part́ıcula ser

positiva definida valida a quantização canônica (1.36) e (1.37) do modelo.

No caso usual da QED, as transformações de Lorentz são implementadas unitaria-

mente no espaço de Hilbert da teoria [10], e a covariância da teoria segue dáı diretamente.

Contudo, no presente caso os campos tensoriais de fundo que controlam a quebra da sime-

tria de Lorentz carregam ı́ndices do espaço-tempo (́ındices de Lorentz) e seus valores de-

pendem do observador, como discutido na Introdução e anteriormente neste Caṕıtulo. Isto

implica que os espaços de Fock, constrúıdos por diferentes observadores, são inequivalentes.

Contudo, a invariânca sob transformações de observador garante uma correspondência dos

espaços de Fock entre todos os observadores [79].

A expansão (1.36) para o campo de radiação é válida em qualquer um dos casos,

CPT -par ou ı́mpar separadamente, e mesmo no caso geral, com ambas as quebras, como

na lagrangeana (1.1), desde que as contribuições dos dois casos sejam consideradas na

expansão acima ou, alternativamente, escrevendo-se ω± levando-se em conta ambas as

violações. No entanto, um entendimento mais claro do conteúdo f́ısico e das consequências

daqueles termos, para processos radiativos, é obtida estudando-os separadamente. Por
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exemplo, a energia total e o momento transportados pelo campo de radiação no caso

CPT -́ımpar, com bµ = (0;mb̂), são [47]:

: E : =
∑
k

(
ω+(k) a†+(k) a+(k) + ω− (k)a†− (k)a−(k)

)
(1.39)

: P : =
∑
k

(
k a†+(k) a+(k) + k a†− (k)a−(k)

)
, (1.40)

onde : : denota ordenamento normal (“normal ordering”) e corresponde a se escrever

todos os operadores de aniquilação a direita dos operadores de criação. Note que os au-

tovalores da energia são sempre positivos para as funções ω± dadas por (1.25), e o campo

de radiação pode ser visto como uma coleção de osciladores harmônicos desacoplados (não

interagentes). Expressões análogas para o caso CPT -par podem ser igualmente trabal-

hadas.

As expressões expĺıcitas para os vetores de polarização, que dependem da relação

entre ω e k, para o caso CPT -́ımpar, assumem a forma [47]:

~ε±(k) =
1√

2Γ(Γ±m)
[2ω± cos θξ̂1 ∓ i(Γ±m)ξ̂2] , (1.41)

sendo que os vetores (ξ̂1, ξ̂2, k̂) formam uma base dextrógira ortonormal, e Γ = Γ(k) ≡√
m2 + 4(k · b̂)2. Para o caso CPT -par obtem-se [102]:

~ε±(k) =
1√

1∓ 2 cos θ

[
sin θ ξ̂1 ± (1− cos θ)ξ̂2

]
, (1.42)

com tan θ = 2d̃12/(d̃11 − d̃22). Note que ~ε± · k̂ = 0 e ~ε± · ~ε± = δ+−.

Os operadores campo elétrico e magnético podem ser expressos para o caso CPT -

ı́mpar na mesma forma que em (1.36), simplesmente trocando-se os vetores de polarização

~ε± por [47]:

~f± ≡ iω±~ε± +m(~ε± · (k̂ × b̂))k̂ (1.43)

para se obter o operador campo elétrico, E, e por

~g± ≡ ik× ~ε± (1.44)
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para se obter o operador campo magnético, B. Note que o campo elétrico não é mais

transversal como no caso usual possuindo uma componente longitudinal, que é muito

pequena devido a pequena magnitude do parâmetro m.

As relações de comutação entre as componentes do campo de radiação, A(x, t), bem

como, entre os observáveis E e B, podem ser calculadas, por exemplo, como realizado na

Ref. [74], onde os autores mostraram que quando os observáveis estão separados por

um intervalo do tipo-espaço eles comutam, evidenciando que tais operadores de campo

respeitam a microcausalidade. As funções comutadores entre os campos apresentam uma

estrutura um pouco mais complexa que na QED usual, mas no limite em que o parâmetro

m → 0, elas se igualam as funções de Pauli-Jordan da QED (mais detalhes podem ser

encontrados na Ref.[74]).
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Caṕıtulo 2

Interação da radiação com a

matéria

No fim do sećulo XIX, Lord Rayleigh e J. H. Jeans escreveram uma expressão matemática

para a distribuição de energia do campo de radiação, como uma função da frequência das

ondas eletromagnéticas, para uma situação idealizada onde esse campo estaria confinado a

uma região limitada por paredes perfeitamente absorventes. Eles associaram uma energia

média de KBT (KB é a constante de Boltzmann, 1.381 × 10−23J/K em unidades do

sistema internacional ou 8.617× 10−5eV/K e T a temperatura absoluta) a cada oscilador

no interior da cavidade, obtendo um resultado em excelente acordo com os experimentos,

no regime de baixas frequências e altas temperaturas. Porém, para altas frequências

da radiação, havia um desacordo muito grande entre teoria e experimento [112]. Tais

desacordos motivaram Max Planck, em uma reunião da Sociedade Alemã de F́ısica, em

14 de Dezembro de 1900, a apresentar o artigo “Sobre a Teoria da Lei de Distribuição

de Energia do Espectro Normal” onde uma das mais revolucionárias idéias da história da

F́ısica foi apresentada. Analisando o comportamento de elétrons nas paredes de corpo

negro e sua interação com a radiação eletromagnética dentro da cavidade, Planck associou

a energia de uma dada frequência da radiação a energia de um elétron na parede, oscilando

senoidalmente com a mesma frequência, e postulou que a energia da part́ıcula oscilante é

quantizada, obtendo assim uma explicação teórica para o espectro de radiação de corpo

negro. Somente mais tarde, em 1901 o próprio Planck, veio a aceitar a idéia de que a
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energia das próprias ondas eletromagnéticas eram quantizadas em múltiplos inteiros de

~ω [114].

Planck chamou seu postulado de “um ato de desespero” pois ele disse: “eu sabia

que o problema do equiĺıbrio entre matéria e radiação é de fundamental significado para

a f́ısica, e eu sabia a fórmula que reproduz a distribuição de energia e uma interpretação

teórica tinha que ser encontrada a qualquer custo, não importando quão alto” [114]. As

idéias de Max Planck então marcaram o nascimento da Teoria Quântica, hoje chamada

de Velha Teoria Quântica e possibilitou posteriormente, uma compreensão profunda (e

clara) dos fenômenos quânticos da Natureza. Hoje, com novos desenvolvimentos, tanto

teóricos quanto experimentais, temos vários métodos de calcular o espectro de corpo negro

e a importância de tal fenômeno é remetida as próprias palavras de Planck, menciondas

acima. Vamos, neste caṕıtulo estudar como o modelo de campos (1.1) modifica a interação

da radiação com a matéria e, posteriormente, obteremos um espectro de corpo negro nesse

ambiente com quebra de simetria de Lorentz. Os resultados aqui apresentados constituem

as contribuições originais deste trabalho, publicadas recentemente [85].

2.1 Emissão e absorção de fótons por átomos

Para analisar algumas caracteŕısticas da radiação eletromagnética emergindo desse mod-

elo, com quebra da simetria de Lorentz, vamos considerar o caso de emissão e absorção

de fótons por elétrons atômicos não-relativ́ıscos, isto quer dizer que a dinâmica dos es-

tados quânticos que descrevem os elétrons é ditada pela equação (não relat́ıvistica) de

Schrödinger1. Explicitamente, vamos considerar o caso onde o átomo está inicialmente

em um estado quântico A, interage com um fóton, caracterizado por (ω+,k), e termina

em um estado B (a transição envolvendo um modo com frequência ω− é análogo). Em

primeira ordem , como sabemos de teoria de pertubação tempo-depedente, o processo de

absorção de um fóton pela matéria, tendo-se |nk,+〉 fótons no estado inicial e |nk,+ − 1〉

fótons no estado final, é descrito pela seguinte matriz de elementos [112]:

1Esta é uma aproximação bastante razoável, pois vamos considerar a interação da radiação com

elétrons ligados, sendo que neste caso a Mecânica Quântica não-relativ́ıstica descreve com excelente

precisão o comportamento de tais part́ıculas.

42



〈B;nk,+ − 1|HI |A;nk,+〉 . (2.1)

Sendo HI a hamiltoniana de interação, a qual, atua nos estados atômicos A e B, bem

como, nos estados do fóton, sendo o estado |A;nk,+〉 o produto direto do estado atômico

e do fóton, |A;nk,+〉 = |A〉 ⊗ |nk,+〉 . A interação é obtida da hamiltoniana da part́ıcula

livre através do acoplamento mı́nimo p→ p− eA, e é escrita como2:

HI = − e

me

∑
i

A(xi, t) · pi , (2.2)

onde e and me são a carga e a massa do elétron, enquanto A(xi, t) é o potencial vetor, na

posição xi, no instante de tempo t, atuando em um elétron com momento não-relativ́ıstico

pi, localizado em xi. A soma é feita sobre os vários elétrons que participam da interação.

Considerando a eq. (1.36) obtem-se, a amplitude de transição, (lembrando que apenas o

termo que contem o operador a+(k) contribui para uma matriz de elementos não nula):

〈B;nk,+ − 1|HI |A;nk,+〉 = − e

m

√
nk,+

2V ω+

∑
i

〈B|eik·xipi · ~ε+|A〉 e−iω+t . (2.3)

Note que esta expressão é idêntica ao caso usual [112] exceto pela frequência da radiação

ω+ e pelo vetor de polarização ~ε+, que carregam a informação sobre a quebra de simetria

de Lorentz.

Como acontece na QED, a absorção de um fóton com estado de polarização dis-

tinto daquele liberado pelo campo eletromagnético é um evento imposśıvel, sendo este

resultado da ortogonalidade dos estados de fótons com diferentes polarizações, expresso

pelas relações de comutação entre a e a†, eq. (1.37). Em geral, um processo em que

um estado inicial sofre uma transição para um estado final, com estado de polarização

diferente, é um processo proibido.

Analogamente ao caso de absorção de um fóton pela matéria, o processo de emissão,

em que o número de fótons muda de |nk,+〉, no estado inicial, para |nk,+ + 1〉, no estado

2Como estamos considerando o processo em primeira ordem não explicitamos o termo quadrático

no campo A que é de segunda ordem, pois ele muda o número total de fótons por 0 ou ±2, não

contribuindo para o processo em primeira ordem. Também, estamos desconsiderando a interação

do spin eletrônico com o campo magnético.
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final, devido à emissão de um fóton pelo átomo pode ser computado. Neste caso, apenas

o termo que contém o operador a†+(k) contribui para a amplitude de transição, de modo

que:

〈B;nk,+ + 1|HI |A;nk,+〉 = − e

m

√
(nk,+ + 1)

2V ω+

∑
i

〈B|e−ik·xipi · ~ε∗+|A〉eiω+t . (2.4)

Como no caso de absorção, a expressão acima é formalmente idêntica à usual. As ampli-

tudes de transição obtidas em (2.3) e (2.4) são de validade geral, no sentido que não se fez

nenhuma referência ao tipo de quebra da simetria de Lorentz, ou seja, elas são igualmente

válidas tanto no caso com quebra de CPT , como no caso onde isto não ocorre. As únicas

modificações necessárias são nos vetores de polarização e nas relações de dispersão. Note

que, neste tratamento, baseado em teoria quântica de campos para a emissão e absorção

de radiação pela matéria, a emissão espontânea e estimulada de radiação são discutidas

analogamente, sendo que a expressão (2.4) acima dá conta dos dois fenômenos, mesmo

neste ambiente com quebra da simetria de Lorentz.

O fato das relações de dispersão presentes em (2.3) e (2.4) serem diferentes do caso

padrão, ω = |k|, revelará alguns fatos interessantes, distintos do usual e caracteŕısticos

da quebra da simetria de Lorentz, como veremos nas próximas seções, ao analisarmos o

espectro de corpo negro desta radiação.

2.2 Espectro de corpo negro

Nesta seção, vamos investigar como fica o espectro de radiação de corpo negro neste ambi-

ente com quebra da simetria de Lorentz. Um corpo negro possui um espectro de radiação

térmica universal, isto é, todo corpo negro a mesma temperatura emite e absorve radiação

com o mesmo espectro caracteŕıstico (Figura 2.1, para duas temperaturas distintas).

As propriedades universais da radiação de corpos negros fazem com que eles sejam

de interesse tanto teórico quanto experimental em F́ısica e outras ciências, sendo utilizados

em uma ampla gama de sistemas, desde uma simples estufa para o cultivo de hortaliças a

termômetros conhecidos como pirômetros óticos, utilizados na indústria siderúrgica para

se medir temperaturas acima do ponto de fusão do ouro. Um fenômeno f́ısico curioso, e
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Figura 2.1: Esboço do espectro de densidade de energia de um corpo negro (eixo vertical) em

função da frequência da radiação emitida para duas temperaturas diferentes: T em amarelo e T/2

em vermelho.

particularmente interessante, foi descoberto utilizando-se a termometria baseada na ra-

diação de corpo negro por Dicke, Penzias e Wilson na década de 50. Eles descobriram que

um espectro de corpo negro da radiação eletromagnética, com uma temperatura carac-

teŕıstica de aproximadamente 3K atinge a Terra em todas as direções [114]. Esta radiação,

hoje conhecida como Radiação Cósmica de Fundo (RCF), é uma forte evidência do Big

Bang e oferece uma oportunidade única para se testar efeitos de violação da simetria de

Lorentz, como discutido anteriormente.

Como discutido no Caṕıtulo 1, a propagação da luz é afetada pela violação da

simetria de Lorentz, por exemplo, causando birrefringência. Então, é provável que as

propriedades termodinâmicas, bem como, a distribuição espectral sejam alteradas também.

Analisaremos tais questões do ponto de vista de TQC, utilizando os resultados da seção

anterior, e veremos que ocorrem contribuições para a lei de Planck da radiação adivindas

dos parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz, e particularmente, para

o caso CPT -́ımpar veremos que o espectro de radiação é anisotrópico. Para isso, suponha

que o campo de radiação está enclausurado em um certo volume, V, interagindo com os

átomos que compõem o recipiente de forma que eles podem trocar energia livremente por

meio de processos reverśıveis,
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A
 B + γ, (2.5)

de modo que o equiĺıbrio térmico seja estabelecido. Aqui, A e B são estados atômicos e γ

representa um fóton, ou uma coleção destes, emitidos ou absorvidos pelos átomos. Assim,

se a população atômica no estado inicial é caracterizada por N(A) e a do estado final por

N(B), temos, que, em equiĺıbrio térmico, a razão entre estas duas populações é dada pelo

fator de Boltzmann [114, 115]:

N(B)
N(A)

=
e−EB/kBT

e−EA/kBT
= e~ω/kBT , (2.6)

onde EA e EB representam a energia total dos átomos nos estados A e B, respectivamente.

A quantidade ω = (EA−EB)/~ é a separação, em frequência, entre os dois ńıveis de energia

atômicos. A expressão acima pode ser reescrita da seguinte forma

N(B)Pabs = N(A)Pemis, (2.7)

onde Pabs, é a probabilidade de transição associada ao processo de absorção de um fóton

pelo átomo, B + γ −→ A, e Pemis é a probabilidade de transição associada ao processo de

emissão, A −→ γ+B. Em casos como o considerado aqui, onde o potencial de interação (ou

hamiltoniana de interação) pode ser escrita na forma HI(t) = H ′Ie
∓iωt, (veja a eq. (2.2)),

a teoria de pertubação tempo-depedente aplicada a processos de emissão e abosorção de

fótons por átomos, determina a probabilidade de transição por unidade de tempo, em

primeira ordem [112, 116]:

P =
2π
~
|〈m|HI |l〉|2 δ(Em − El ± ~ω) (2.8)

com a transição l → m sendo o processo de emitir (+) ou absorver (-) um fóton de

frequência ω. Note que estamos considerando teoria de pertubação baseada em Mecânica

Quântica não relativ́ıstica, isso porque estamos considerando os elétrons que participam da

interação apresentando baixas velocidades. Isso poderia levantar questões como a falta de

covariância dos resultados obtidos, pois não estamos considerando uma série pertubativa

covariante de Lorentz. Porém, como o modelo já não exibe tal simetria, não precisamos

nos preocupar com isso, apenas devemos ter em mente que os cálculos e resultados obtidos
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são válidos para um observador em particular: espećıfico, privilegiado, como aquele no

sistema do laboratório, onde as medidas são realizadas.

Agora, utilizando-se as eqs. (2.3) e (2.4), para as amplitudes de absorção e emissão

respectivamente, e a eq. (2.8) obtem-se:

Pemis

Pabs
=

(nk,+ + 1)
∑

i |〈B|e−ik·xi pi · ~ε ∗+|A〉|2

nk,+
∑

i |〈A|eik·xi pi · ~ε+|B〉|2
. (2.9)

Fazendo-se uso da relação:

∑
i |〈B|e−ik·xi pi · ~ε ∗+|A〉|2∑
i |〈A|eik·xi pi · ~ε+|B〉|2

= 1,

que pode ser facilmente verificada, utilizando-se a hermiticidade do momento pi e as

propriedades de “bras”, “kets” e conjugação complexa, chegamos a:

nk,+N(B) = (nk,+ + 1)N(A). (2.10)

Expressão análoga segue-se para o estado de polarização ω−. Tais expressões são de val-

idade geral, digo, são igualmente válidas para o caso CPT -par ou CPT -́ımpar, diferindo

em cada caso apenas pela relação de dispersão (sendo válida também no caso usual onde,

ω = |k|). Agora, considerando-se este resultado, concomitantemente a equação (2.6)

obtêm-se facilmente (resultados análogos para ω−):

nk,± =
1

e~ω±/kBT − 1
, (2.11)

a qual determina o número médio de fótons, por unidade de volume, em cada estado

caracterizado por (ω+; k) ou (ω−; k). Assim, a energia média por fóton, por estado de

polarização, lê-se E± = ~ω±nk,±. A equação (2.11) acima caracteriza completamente a

natureza do campo de radiação no interior do volume V. Tal resultado, juntamente com

as relações de dispersão (1.15) e (1.25), mostram que o campo de radiação é homogêneo,

desde que as quantidades acima não dependam da posição em que estão localizadas. Dito

de outra forma, as propriedades do campo de radiação são as mesmas para quaisquer

observadores conectados por uma translação espacial, refletindo o fato que a quebra de

Lorentz que estamos considerando preserva a simetria de translação espaço-temporal.
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Apesar de ser homogêneo, tal campo de radiação é anisotrópico no caso CPT -́ımpar,

dependendo da orientação relativa dos vetores de onda k e do campo de fundo, b, como

expresso pela equação (1.25). Além do mais, cada estado de polarização sente a anisotropia

de uma forma diferente, digo, em uma dada temperatura, T , e momento, k, geralmente

temos nk,+ 6= nk,−. No caso CPT -par a radiação no interior do volume é isotrópica em

primeira ordem, (1.15). Porém, se realizarmos um tratamento sem esta aproximação,

resultam anisotropias proporcionais ao quadrado de dµναβ , sendo assim extremamente

diminutos.

Como no caso usual, a equação (2.11) não depende dos detalhes geométricos do

sistema, nem de suas propriedades internas, de modo que mesmo nessa situação de violação

da simetria de Lorentz ainda pode-se falar de um espectro universal de emissão e absorção

de radiação. Portanto, dois diferentes sistemas podem atingir o equiĺıbio térmico através

de sucessivas trocas de fótons. Logo, a equivalência usual entre radiação de cavidade e

radiação de corpo negro é mantida, como usualmente.

Agora, assumindo condições de contorno periódicas para o campo de radiação,

os únicos valores permitidos para o momento, em um volume cúbico V = L3, são da-

dos por ki = 2πni/L, onde i = 1, 2, 3 = x, y, z especifica as três direções espaciais, e

nx, ny, nz = ±1,±2,±3 . . .. Então, o número total de osciladores quânticos de radiação

(fótons) com estado de polarização ω+, energia entre ~ω+ e ~(ω+ +dω+), e propagando-se

em uma direção determinada por um ângulo sólido dΩ é igual ao elemento de volume no

n-espaço tridimensional n2dn dΩ = ρω,dΩdE [112, 113]. Na última igualdade, temos que

ρω,dΩ = NΠidki é a densidade de estados permitidos por unidade de frequência, ω (2.11),

enquanto N é o número de polarizações. Portanto, a densidade de enegia por unidade de

frequência (e por polarização) é dada pela energia total no interior do volume multiplicada

pela densidade de estados,
∫
V ρω,dΩdE. Avaliando-se esta expressão obtem-se o mesmo

resultado que no caso usual (explicitando c e ~) [113, 112]:

u(ω±) =
4π

(2π)3

~ω±
e~ω±/kBT − 1

k2dk

dω±
. (2.12)

A densidade de energia total por frequência, u(ω), em um dado banho térmico de radiação

é obtida somando-se sobre as respectivas contribuições de cada estado de polarização

da radiação. Embora a expressão acima tenha a forma usual, deve ser enfatizado que
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diferenças aparecem na valoração do termo ω±k2dk/dω±, o qual é fortemente dependente

das relações de dispersão (como veremos nas proximas seções, para cada um dos casos,

separadamente). Antes, porém vamos considerar o caso usual como uma ilustração, onde

temos a relação de dispersão ω = c|k|. Neste caso a quantidade ω±k
2dk/dω± torna-se

simplesmente ω3/c3 e somando-se sobre os dois estados de polarização a densidade de

energia (2.12) torna-se:

E(ω, T ) =
8π~

(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1
, (2.13)

que é a famosa lei de Planck para a radiação de corpo negro. Um esboço desta distribuição

de energia é mostrada na figura 2.1, para duas temperaturas. Vamos agora analisar os

casos com quebra da simetria de Lorentz.

2.2.1 O Caso CPT -́ımpar

Utilizando-se a relação de dispersão (1.25), é fácil mostrar que para ω � ω0, têm-se:

ω±k
2dk

dω±
=
ω3

c3

(
1± ω0 cos θ

2ω
+

ω2
0

4ω2
(2− cos2 θ)

)
+O(ω3

0) , (2.14)

onde ω = ω(k) = c|k| e ω0 ≡ mc2/~ são as frequências dinâmicas e tipo-repouso (k-

independente) da radiação eletromagnética. O fato de considerarmos ω � ω0 não é

restritivo, pois tendo em vista os baix́ıssimos valores de m, discutidos no Caṕıtulo 1, os

resultados a seguir, alcançam todo o intervalo do espectro eletromagnético onde medidas

da radiaçõ de corpo negro podem ser realizadas com os limites experimentais atuais. O não

anulamento de ω0 é associado ao “gap” tipo-massa, discutido anteriormente, implicando

em uma energia de repouso para o campo de radiação. θ é o ângulo entre os vetores de

onda k e o vetor de fundo b. Agora, calculando-se a densidade de energia por frequência

(2.12), mantendo termos até a ordem ω2
0, obtem-se:

uı́mpar(ω±, T )|ω>>ω0 =
4π~

(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

(
1± ω0 cos θ

2ω
+

ω2
0

4ω2
(2− cos2 θ)

)
. (2.15)

Observe que o principal desvio aparece linearmente nos parâmetros de violação de Lorentz,

aumentando a densidade de energia por frequência se sua polarizção é positica (ω+), ou
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diminuindo para ω−. Embora muito pequena, a correção acima implica em um desbal-

anceamento entre as diferentes polarizações, em equiĺıbrio térmico, como já indicado pela

equação (2.11). Da expressão (2.15) podemos obter a densidade de energia por estado

de polarização (dáı, o pré-fator 1/2 na expressão abaixo), também chamada de lei de

Stefan-Boltzmann, U± =
∫∞

0 u(ω±, T )dω±:

U±(T ) =
1
2
σ0T

4
[
1± σ1

ω0

T
cos θ + σ2

ω2
0

T 2
(2− cos2 θ)

]
, (2.16)

onde,

σ0 =
π2k4

B

15(~c)3
≈ 7.56× 10−16 J

m3K4

é a constante de Stefan-Boltzmann, enquanto

σ1 ≡
15~ζ(3)
π4kB

≈ 1.41× 10−12 K.s,

com ζ(3) ≈ 1.2, e ζ(x) sendo a função ζ de Riemann e,

σ2 ≡
5~2

π2 k2
B

≈ 3.69× 10−41 K2.s2.

Recordando que m . 10−42 Gev
c2

[67], o que determina ω0 . 10−17 Hz, então σ1ω0 ≈

10−30 K que é negligenciável comparado com a unidade, na equação acima. Contudo

considerável compensação pode vir de uma temperatura muito baixa, digo, T ∼ 10−9 K

(valor atinǵıvel em laboratórios, atualmente) de forma que a “correção” principal para a

lei de Stefan-Boltzmann, associada à violação de Lorentz e CPT fica em torno de 10−21

(resultados similares a estes também foram obtidos no trabalho da referência [101]). A

radiação de Corpo Negro também têm sido estudadas em sistemas de teorias de campo

com geometrias não-comutativas. Em tais ambientes, “contribuições” adicionais aparecem

proporcionais a altas potencias da temperatura T , a ordem dominante T 8. Lá, ao contrário

de nosso caso, investigações por um comprimento fundamental na estrutura do espaço-

tempo deveria focar em alt́ıssimas temperaturas [117, 118].

Para avaliar a densidade de energia total por frequência dinâmica, E(ω), a partir

da equação (2.15) temos duas possibilidades, cada uma delas levando a diferentes maneiras

para se buscar por estas violações. Primeiro, se assumimos que a energia é igualmente
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particionada entre os dois modos, digo E(ω) = u(ω+) + u(ω−), com u(ω+) = u(ω−) então

as contribuições lineares nos parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz

(ω0) para E(ω), cancelam-se identicamente, e as correções aparecem unicamente em ω2
0:

E(ω, ω0, T )|ω>>ω0 =
8π~

(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

(
1 +

ω2
0

4ω2
(2− cos2 θ)

)
. (2.17)

Este é o caso que deveriamos esperar para ser mais plauśıvel fisicamente, devido ao teorema

da equipartição de energia, pelo menos quando Lorentz e CPT , entre outras simetrias, são

respeitadas3.

Neste caso, onde a energia é igualmente particionada entre os estados de polariza-

ção, a lei de Stefan-Boltzmann (2.16) assume a forma:

U(T ) = σ0T
4
[
1 + σ2

ω2
0

T 2
(2− cos2 θ)

]
. (2.18)

Pode-se reescrever este resultado como [101]:

U(T ) = σ(T )T 4, com σ(T ) = σ0

[
1 + σ2

ω2
0

T 2
(2− cos2 θ)

]
. (2.19)

Escrita dessa forma, a constante σ(T ) é considerada como um coeficiente efetivo que de-

pende da temperatura e do parâmetro que controla a violação da simetria de Lorentz.

Utilizando os dados experimentais para a constante de Stefan-Boltzmann σ0 = (5.67040±

0.00004) × 10−8 W
m2K4 e o valor da temperatura de corpo negro da radiação cósmica

de fundo, T = 2.73K, os autores da refrência [101] estimaram um valor para m ≤

3 × 10−15GeV
c2
, sendo este valor muito maior que os obtidos através de dados astrof́ısicos

discutidos no Caṕıtulo 1. Portanto, dados atuais sobre RCF não são suficientes, quando

combinados com resultados de espectro de corpo negro, para impor limites mais severos

a tal violação. A difereça entre o número médio de fótons de cada estado de polarização

seria da ordem:

nk,− − nk,+ ∼
ω0

2ω
(2.20)

3O teorema da equipartição da energia não pressupõe simetria de Lorentz nem CPT do sistema,

apenas isotropia do espaço e do tempo [115] que neste caso é violada.
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mostrando um desbalanceamento do número médio de fótons em cada estado de polar-

ização linear, em ω0.

Agora, se assumirmos que o número de fótons é igual para ambos os estados de po-

larização, em uma dada frequência dinâmica ω = c|k|, então, a energia total por frequência

deveria ser E(ω) = αu(ω+) + βu(ω−), com α + β = 1. Dáı, uma correção linear em ω0

deveria ser obtida para E(ω), pois deveriamos ter α . β, pois para um dado momento, |k|,

os fótons com estado de polarização ω+ são mais energéticos que aqueles com polarização

ω−, como pode ser visto da equação (1.15).

As análises e discussões acima são estritamente válidas para “frequências usuais”

digo, ω & algumas potencias de Hz (ω >> ω0). Mas se pudermos sondar radiações com

frequências muito pequenas, idealmente comparadas a ω0, então as coisas deveriam mudar

e um traço de violação das simetrias de Lorentz e CPT poderia ser claramente avaliada

neste ambiente.

Note que o espectro de energia (2.15) ou (2.17) é anisotrópico devido à presença do

termo cos2 θ. Esta anisotropia mostra que a violação de simetria de Lorentz, como descrita

por este modelo, pode ser um importante fator para explicar as anisotropias da radiação

cósmica de fundo. Contudo, se considerarmos os limites astrof́ısicos para a frequência ω0,

a violação da simetria de Lorentz, como proposta aqui, não pode ser usada para explicar

tais anisotropias [101].

Para claridade e melhor entendimento, é interessante considerar a lei tipo-Planck,

(2.15), para os dois casos especiais de orientação relativa entre o momento do fóton e o

vetor de fundo. Primeiro, se k̂ · b̂ = 1, isto é, fótons se propagando em uma direção paralela

ao vetor de fundo, temos (novamente mantendo apenas termos até a ordem ω2
0):

uı́mpar
‖ (ω±, T )|ω>>ω0 =

4π~
(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

(
1± 1

2
ω0

ω
+

1
4
ω2

0

ω2

)
. (2.21)

Este caso é muito similar ao caso geral, discutido anteriormente, e a aparente isotropia

desta densidade de energia acontece porque fixamos um ângulo entre o vetor de fundo e

a direção de propagação da radiação. Para ω0 ≈ ω, nós obtemos o análogo do resultado

clássico de Rayleigh-Jeans:

uı́mpar
‖ (ω±, T )ω≈ω0 '

4π
(2πc)3

2kBTω2

(
√

5± 1)
, (2.22)
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que claramente indica que, em tais regimes, diferenças de energia entre os modos não

podem ser negligenciadas. Contudo, devemos acentuar que, quando k→ 0 (ω → 0), u(ω)

se anula identicamente, estabelecendo que, mesmo neste caso onde os modos assumem

frequências tipo-repouso não nula, o equiĺıbrio térmico é atingido por meio de radiação

dinâmica, interagindo com elétrons não-relativ́ısticos.

Agora, se k̂ · b̂ = 0, obtemos:

uı́mpar
⊥ (ω±, T ) =

4π~
(2πc)3

ω3

e~ω±/kBT − 1

(
1 +

1
2
ω2

0

ω2

)
(2.23)

cuja correção aparece apenas em segunda ordem, ω2
0, para qualquer valor finito de ω,

anulando-se quando k → 0. Neste caso, a densidade de energia é isotrópica em planos

perpendiculares ao vetor de fundo. Assim, se buscamos por violações de Lorentz e CPT ,

por meio de um banho térmico de fótons, isto deveria ser mais pronunciado para banhos

térmicos onde a radiação viajasse paralemamente à direção do vetor de fundo, pois nesta

situação os desvios aparecem linearmentes em ω0.

2.2.2 O Caso CPT -par

Agora, vamos considerar o caso CPT -par, onde os modos de vibração são dados em ordem

dominante, por ω± = c|k|(1 + ρ ± σ) = ω(1 + ρ ± σ). Depois de alguma álgebra a lei

tipo-Planck (2.12) obtida é:

upar(ω±, T ) =
4π~

(2πc)3

ω3

e~ω±/kBT − 1

≈ 4π~
(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

(
1− ~ω

kBT
(ρ± σ) +O((ρ± σ)2)

)
. (2.24)

O que claramente mostra que as contribuições extras associadas aparecem linearmente e

são isotrópicas. Isto pode tornar-se mais interessante se somarmos sobre os dois modos com

a suposição da energia ser igualmente particionada entre ambos, E(ω) = u(ω+) + u(ω−),

com u(ω+) = u(ω−):

Epar(ω, ρ, T ) =
8π~

(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

(
1− ~ω

kBT
ρ

)
. (2.25)
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Apesar da diferença no número de ocupação dos modos, linear em ρ, obtem-se que a

densidade de energia por frequência possui um termo extra, linear nos parâmetros que

controlam a quebra da simetria de Lorentz, − ~ω
kBT

ρ (note que esta situação é similar, ao

caso CPT -́ımpar, com ω >> ω0, onde o desvio é proporcional a +ω2
0 (2.17)). Por exemplo,

para a radiação cósmica de fundo temos T ∼ 3K e ω ∼ 1011 Hz, obtendo ~ω
kBT

ρ ∼ ρ.

Portanto, se utilizarmos ρ ≈ 10−18 [106], a última expressão prediz um pequeno desvio no

espectro da radiação cósmica de fundo em torno deste valor. Infelizmente, dados correntes,

(fornecidos pelo COBE) restringem posśıveis anisotropias na radiação cósmica de fundo,

devido a efeitos térmicos, para algo em torno de . 0, 5%. É claro, que tal limite não pode

ser atribúıdo àquelas anisotropias estudadas aqui, as quais são muito menores. Contudo,

a equação (2.25) sugere que seus desvios podem ser mais pronunciados a temperaturas

muito baixas. Por exemplo, um sistema a T ∼ 10−9 K deveria exibir um desvio em torno

de 10−10%, em ω ∼ 102 MHz (radiação de microondas). A detecção desta mudança no

espectro de radiação causada pela quebra de simetria de Lorentz está na capacidade de

medida do espectro deste sistema com tal precisão, principalmente em frequências de

microondas (ou ainda menores) e em temperaturas ainda mais baixas, onde estes efeitos

podem tornar-se mais apreciáveis. Contudo, se considerarmos os limites mais severos para

ρ discutidos no Caṕıtulo 1, as modifições no espectro de corpo negro discutidas aqui são

insignificantes em qualquer temperatura e frequência da radiação atinǵıveis e mensuráveis

em laboratórios terrestres.

2.3 Pŕıncipio do “balanço detalhado” e o espectro

de corpo-negro

Antes de encerrar este caṕıtulo vamos recordar que uma análise semi-clássica4 para emissão

e absorção de radiação pela matéria é sempre posśıvel de ser realizada, desde que o número

de fótons seja suficientemente grande (radiação intensa o suficiente para se negligenciar

as flutuações quânticas). Considere, novamente, uma certa região do espaço de volume

V onde existe um certo número de átomos em interação com um campo eletromagnético.

4Isto quer dizer que o campo de radiação é tratado classicamente, enquanto a matéria (os

elétrons) são tratados quânticamente, descritos pela equação de Schröndiger.
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Restringeremos estes átomos a ocuparem apenas dois estados quânticos A e B, e o fato

de que os átomos podem sofrer transições entre os estados, estimuladas por este campo de

radiação, bem como, podem emitir radiação espontaneamente. Utilizando-se estes fatos,

podemos calcular as amplitudes de transição para emissão e absorção de radiação pela

matéria tratando o campo eletromagnético classicamente e utilizando-se teoria de per-

tubação. Com esta descrição semi-clássica, os resultados obtidos conectam-se aos obtidos

via tratamento quântico, de uma forma muito simples. Por exemplo as amplitudes de

absorção e emissão de radiação (2.3) e (2.4), se calculadas tratando-se o campo eletro-

magnético classicamente, são idênticas aos resultados obtidos aqui se fizermos a seguinte

identificação para a amplitude clássica A0 do campo de radiação em termos do número

de fótons:

A(abs) = A(abs)
0 eik·x−iω+t, A(abs)

0 =
√

nk,+

2V ω+
~ε+, (2.26)

A(emis) = A(emis)
0 e−ik·x+iω+t, A(emis)

0 =

√
(nk,+ + 1)

2V ω+
~ε+. (2.27)

De acordo com a tratamento semiclássico, a probabilidade de absorção de radiação pela

matéria é proporcional à intensidade |A(abs)
0 |2, enquanto no tratamento quântico ela é

proporcional a nk,+, com um resultado análogo para emissão [112]. Temos, então que,

um tratamento semiclássico conduz as mesmas amplitudes de transição que o tratamento

quântico se fizermos as identificações acima. Porém, caso não soubéssemos dos resultados

baseados na teoria quântica da radiação, seŕıamos conduzidos ao número de ocupação

médio (2.11) e à lei de Planck (2.12) [114].

A principal vantagem deste método semiclássico é que ele é válido para qualquer

escolha de bµ, inclusive para o vetor de fundo puramente tipo-tempo (o que antes era

proibido pois neste caso não podiamos realizar uma quantização canônica de Aµ satis-

fatória). Agora, se assumimos que o prinćıpio do balanço detalhado permanece válido:

“no equiĺıbrio térmico cada emissão de fóton, seja ela estimulada ou espontânea, deve

ser contrabalanceada por um equivalente processo de absorção, N(B)Pabs = N(A)Pemis,”

então aqueles resultados fundamentais obtidos na seção 4.2 para bµ estritamente tipo-

espaço seguem igualmente aqui para bµ qualquer, como as equações (2.11) e (2.12), e as

discussões seguintes.
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Para ilustrar isto, vamos computar a espectro de corpo negro com bµ puramente

tipo-tempo, bµ = (b0 6= 0,0). Neste caso, obtemos para a relação de dispersão geral (1.23)

a forma ω2
± = c2|k|(|k| ± m), com m = |b0|. Dáı, para a situação em que o vetor de

fundo é puramente tipo-tempo o campo de radiação no interior do volume V é homgêneo

e isotrópico, diferentemente do caso onde bµ é tipo-espaço, considerado anteriormente.

Avaliando-se então e lei de Planck (2.12) para este caso encontramos:

uı́mpar
tipo−tempo(ω±, T )|ω>>ω0 =

4π~
(2πc)3

ω3

e~ω/kBT − 1

[
1± 1

2
ω0

ω
∓ 1

2
ω2

0

ω2
+

1
2
ω2

0

ω2
+O(ω3

0)
]
.

(2.28)

que implica em correções similares ao caso onde k̂ · b̂ = 1, discutido anteriormente (sendo a

principal diferença aqui a isotropia do campo de radiação). Isto encerra nossas discussões

sobre o espectro de corpo negro em um ambiente com quebra da simetria de Lorentz

(como mencionado, os resultados apresentados neste caṕıtulo podem ser encontrados na

Ref. [85]).
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Caṕıtulo 3

Sobre as correções radiativas no

setor de matéria e o termo de

Chern-Simons

A posśıvel origem dinâmica do termo tipo-Chern-Simons, induzido por meio de corre-

ções radiativas surgindo de um termo que viola as simetrias de Lorentz e CPT no setor

fermiônico da QED estendida, têm sido discutida extensivamente nos últimos anos, uma

lista parcial sobre este assunto são as Refs. [34, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93]. Como dis-

cutido na introdução várias respostas têm sido dadas a esta questão. O foco principal da

discussão têm sido a posśıvel dependência dos métodos de regularização do termo gerado.

Para clarificar um pouco mais, a situação é a seguinte: partindo-se da ação da QED esten-

dida por um termo que viola as simetrias de Lorentz e CPT no setor de matéria, quando

correções radiativas são consideradas, mais precisamente, quando se computa o tensor de

polarização do vácuo surge uma contribuição para a ação do campo eletromagnético. Esta

contribuição, sendo o termo de Chern-Simons discutido nos caṕıtulos anteriores. O tensor

de polarização do vácuo, sendo uma quantidade divergente, necessita de algum método de

regularização para ser avaliado. Mo presente modelo que incorpora a quebra da simetria

de Lorentz cada método de regularização conduz a um resultado diferente. Por isso, uma

análise da quantização deste modelo realizada por meio de um método que não faz menção

à nenhum esquema de regularizaão pode ajudar a esclarecer um pouco mais esta questão
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tão controvertida.

A discussão que se segue é baseada no método da Renormalização Algébrica, sendo

que definimos a Teoria Quântica por meio de suas simetrias clássicas. Mostramos não ser

posśıvel a geração do termo tipo-Chern-Simons no setor de calibre da QED desde que se

introduza um controle para a quebra da simetria de Lorentz. Este é o ponto chave onde a

presente análise [95] difere das demais encontradas na literatura, pois as demais análises

feitas se preocuparam apenas com a simetria de calibre do modelo ao quantizarem a teoria,

ou seja ao realizarem cálculos pertubativos, veja por exemplo a Ref. [89].

3.1 A QED estendida no setor de matéria

Vamos iniciar considerando a ação da QED estendida com apenas um termo que viola as

simetrias de Lorentz e CPT no setor de matéria. No ńıvel clássico, isto é, sem realizarmos

cálculos pertubativos, a ação pode ser escrita como:

S = S0 + Sb (3.1)

onde S0 é a ação da QED usual, com um termo de massa para o fóton introduzido aqui

como um regulador para controlar as divergências do infravermelho1 e um termo de fixação

de calibre, esta ação lê-se como:

S0 =
∫
d4x

{
iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ −

1
4
FµνFµν +

λ2

2
AµA

µ − α

2
(
∂µA

µ
)2}

. (3.2)

Aqui ψ denota o espinor de Dirac com quatro componentes e ψ̄ = ψ†γ0 o seu adjunto.

Dµ = ∂µ + ieAµ é a derivada covariante e Aµ e Fµν denotam, como antes o quadri-

potencial e o tensor do campo eletromagnético, respectivamente. As quantidades γµ são

as matrizes de Dirac usuais. A parte da ação, Sb, que viola as simetrias de Lorentz e CPT
1Divergências do infravermelho são caracteŕısticas de Teorias Quânticas de Campos que possuem

part́ıculas de massa nula em seu espectro, sendo tal divergência caracterizada por amplitudes de

transição infinitas quando o momento de tais part́ıculas tende a zero. Não estamos preocupados

com este tipo de divergência e manteremos o regulador apenas para uma maior claridade dos

resultados.
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é dada pelo acoplamento de um vetor de fundo constante com a corrente quiral fermiônica

jµ5 (x) = ψ̄(x)γ5γ
µψ(x), sendo γ5 = iγ0γ1γ2γ3:

Sb = −
∫
d4x bµψ̄γ5γ

µψ , (3.3)

sendo que o vetor de fundo bµ2 possui as mesmas propriedades discutidas anteriormente

para o vetor acoplado ao campo eletromagnético no termo tipo-Chern-Smons3. (Mais

detalhes sob esta QED estendida podem ser encontrados no apêndice B, a discussão aqui

será limitada aos pontos essenciais para a discussão que se segue).

Um dos atrativos do termo bµψ̄γ5γ
µψ é que além de violar a simetria de Lorentz

ele também viola a simetria discreta de CPT do modelo, como dito anteriormente. Isso

porque a constante de acoplamento bµ é invariante sob as simetrias discretas de C, P e

T separadamente bem como sob a ação combinada de CPT . Devido as propriedades de

ψ sob tais simetrias discretas (veja o apêndice A para uma breve discussão), o modelo

permanece invariante sob Conjugação de Carga

bµψ̄γ5γ
µψ

C−→ bµψ̄γ5γ
µψ , (3.4)

e viola a simetria de CPT pois sob Paridade e Reversão Temporal tem-se:

bµψ̄γ5γ
µψ

P−→

 −boψ̄γ5γ
0ψ

biψ̄γ5γ
iψ

, (3.5)

bµψ̄γ5γ
µψ

T−→

 ψ̄b0γ5γ
0ψ

−ψ̄biγ5γ
iψ

. (3.6)

Consequêntemente sob CPT a ação (3.3) é ı́mpar (veja a equação (A.18)):

ψ̄bµγ5γ
µψ

CPT−→ −ψ̄bµγ5γ
µψ . (3.7)

2O fato de se denotar o vetor de fundo acoplado ao campo fermiônico por bµ não significa que

ele seja o mesmo campo tensorial de fundo discutido nos caṕıtulos anteriores, justificamos a escolha

da mesma notação simplesmente porque os dois possuem as mesmas propriedades e não há risco

de ambiguidade pois neste caṕıtulo este campo de fundo aparecerá apenas no setor de matéria da

QED. Esta notação adotada aqui é a mais comum na literatura (veja o apêndice B).
3Veja a eq. (1.1) e discussão logo abaixo.
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Uma discussão completa da ação (3.3) pode ser encontrada na Ref. [26] onde assuntos como

equações de movimento, quantização e uma análise completa do propagador fermiônico

são discutidos.

3.2 Simetrias do modelo e identidades de Ward

Uma simetria de um modelo de campos é uma transformação cont́ınua ou discreta, das

coordenadas e ou dos campos sob as quais a ação do modelo permanece invariante. Em um

processo de quantização uma questão natural que surge é se a simetria clássica é preservada

ao ńıvel quântico. Quando uma simetria clássica é violada no processo de quantização,

diz-se que a teoria é anômala e não se pode fazer muita coisa, pois a teoria perde a sua

preditibilidade. Por outro lado o processo de renormalização pode ser entendido como o

estabelecimento das simetrias clássicas do modelo no ńıvel quântico, ordem a ordem no

processo de quantização [94], e para isso a primeira etapa é escrever a simetria clássica

como uma identidade de Ward funcional. Tais identidades são relações entre as funções

de Green da teoria.

Vamos estabelecer as identidades de Ward do modelo considerado aqui. Este é um

ponto fundamental em que a nossa análise difere das demais encontradas na literatura, pois

como veremos vamos estabelecer duas identidades de Ward para o modelo, uma devida a

simetria de calibre U(1) do modelo e outra devido a simetria de Lorentz, onde esta última

identidade será de fundamental importância para fixar completamente todas as simetrias

do modelo e também para estabelecer um controle para a quebra da simetria de Lorentz.

Considere primeiro a invariância de calibre da teoria. Com excessão do termo de

massa para o fóton, λ2

2 AµA
µ, e do termo de fixação de calibre −α

2

(
∂µA

µ
)2, que são não

f́ısicos, a ação é invariante sob as transformações infinitesimais4 (veja o apêndice B, sendo

que lá adotou-se ω = eΛ):

δcAµ(x) =
1
e
∂µω(x)

δcψ(x) = −iω(x)ψ(x)

δcψ̄(x) = i ω(x)ψ̄(x). (3.8)

4A notação δc denota a variação funcional do campo em relação a tranformação de calibre.
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A invariância da ação com relação a estas transformações pode ser expressa por meio de

uma identidade funcional [94]:

WcS =
∫
d4x
{1
e
∂µω(x)

δS

δAµ(x)
+ iω(x)

(
ψ̄(x)

−→
δS

δψ̄(x)
−
←−
Sδ

δψ(x)
ψ(x)

)}
=

∫
d4x
{
− α

e
∂µA

µ(x)2ω(x) +
λ2

e
Aµ(x)∂µω(x)

}
. (3.9)

Este operador de Ward funcional gera as transformações de calibre (3.8) e para se convencer

disso observe que se trocarmos a ação S na equação acima por qualquer um dos campos

Aµ(x), ψ(x) ou ψ̄(x) obtêm-se as transformações (3.8). Após uma integração por partes

esta identidade funcional global pode ser escrita localmente da seguinte forma:

WcS = −α
e

(
�+

eλ2

α

)
∂µA

µ (3.10)

com o operador de Ward local dado por:

Wc = −1
e
∂µ

δ

δAµ(x)
+ i ψ̄(x)

−→
δ

δψ̄(x)
− i

←−
δ

δψ(x)
ψ(x) . (3.11)

Isto é o estabelecimento no ńıvel quântico da simetria de calibre da teoria clássica, ou seja

é o análogo quântico da corrente de Noether clássica que estabelece a conservação da carga

elétrica. O fato do lado direito da equação (3.10) acima ser linear no campo de calibre

Aµ(x), ou seja a identidade de Ward é quebrada por um termo linear, significa que os

termos da ação que originaram aquela quebra, o termo de massa e o de fixação de calibre,

não necessitam ser renormalizados.

Para completar a discussão das simetrias clássicas do modelo considere o problema

da quebra da simetria de Lorentz. Cada campo aparecendo na ação (3.1) se transforma

como uma representação do grupo de Lorentz SO(1, 3). Sob transformaçcões de Lorentz

infinitesimais eles se transformam como [8, 9, 10]:

δLA
µ(x) = ωαβ(Σαβ)µ νAν(x)

δLψ(x) = − i
4
σµνω

µνψ(x)

δLψ̄(x) = ψ̄(x)
i

4
σµνω

µν (3.12)
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sendo ωµν os parâmetros que caracterizam uma transformação infinitesimal, (Σαβ)µ ν de-

nota os geradores infitesimais para a representação vetorial do grupo de Lorentz:

(Σαβ)µ ν = δν α ηβµ − δν β ηαµ , (3.13)

e σµν são os geradores da representação espinorial [9]:

σµν =
i

2
[γµ, γν ] . (3.14)

Como foi feito com a simetria de calibre, vamos escrever as transformações de Lorentz

infinitesimais (3.12) como uma identidade de Ward funcional [94], assim a quebra da

simetria de Lorentz pode ser representada por:

WLS =
∫
d4x
{
ωαβ(Σαβ)µ νAν(x)

δS

δAµ
+ ωαβ

(
ψ̄(x)

i

4
σαβ

−→
δS

δψ̄(x)
−
←−
Sδ

δψ(x)
i

4
σαβψ(x)

)}
= −

∫
d4xωαβ(Σαβ)µ νbν∆µ(x) , (3.15)

onde ∆µ(x) = ψ̄γ5γ
µψ. Observe que como o operador de Ward para a simetria de calibre,

este operador para a simetria de Lorentz gera as transformações de Lorentz (2.12) quando

atuando sobre os campos e o fato mais importante aqui é que a identidade de Ward para

as transformações de Lorentz é quebrada, como a de calibre, porém aqui a quebra não é

linear e isto traz algumas consequências como veremos abaixo. Esta quebra é devido ao

fato do campo de fundo bµ, não pertencer a uma representação bem definida do grupo

de Lorentz, pois apesar de se transformar sob transformações de observador ele não é

covariante sob transformações de part́ıcula. Localmente a identidade de Ward acima pode

ser escrita como:

WLS = −(Σαβ)µ νbν∆µ(x) , (3.16)

onde

WL = (Σαβ)µ νAν(x)
δ

δAµ(x)
+ ψ̄(x)

i

4
σαβ

−→
δ

δψ̄(x)
−
←−
δ

δψ(x)
i

4
σαβψ(x) . (3.17)

Agora que caracterizamos funcionalmente a quebra da simetria de Lorentz, vamos intro-

duzis um campo vetorial externo βµ(x) pertencendo a representação vetorial do grupo de
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Lorentz, na ação (3.1). Este campo clássico é introduzido como um campo auxiliar para

fornecer um controle para a quebra de Lorentz induzida por bµ. Caso este controle não

seja introduzido na ação do modelo, muitos termos de quebra podem surgir no processo de

quantização. Note que o termo que caracteriza a quebra ψ̄γ5γ
µψ possui dimensão canônica

3, logo ele é caracterizado como uma quebra de simetria suave, (“soft”) pois sua dimensão

é menor que 4, e sendo suave ele não destroi a renormalizabilidade da teoria.

A nova ação do modelo incluindo o campo externo βµ(x), é definida como:

S̃ = S + Sext , (3.18)

onde

Sext = −
∫
d4x βµψ̄γ5γ

µψ . (3.19)

O caso com quebra da simetria de Lorentz, caracterizada por (3.16) é recoberto impondo-se

βµ(x) = 0. Com este novo termo, a ação S̃ é invariante sob (3.12) e

δLβ
µ(x) = ωαβ(Σαβ)µ ν(βν(x) + bν) . (3.20)

A invariância da ação S̃ sob (3.12) e (3.20) é agora expressa em termos do novo operador

de Ward

W̃LS̃ = 0 , (3.21)

definido localmente como sendo:

W̃L = WL − (Σαβ)µ ν(βν(x) + bν)
δ

δβµ(x)
. (3.22)

Devido à presença do campo externo β(x), e para se preservar a invariância de calibre, é

imposto que

δcβµ(x) = 0 .

Esta imposição é para se garantir que a nova ação (3.18) seja invariante de calibre, como

anteriormente e disto segue que a identidade de Ward para a nova ação é a mesma que

para o caso sem o campo externo βµ(x):
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WcS̃ = −α
e

(
�+

eλ2

α

)
∂µA

µ . (3.23)

3.3 Quantização, contra-termos e o termo de Chern-

Simons

Para o modelo clássico descrito na seção anterior, o programa de Renormalização Algébrica

consiste em preservar todas as simetrias da teoria clássica na construção pertubativa da

teoria quântica [94]. Para se implementar este programa no presente modelo deve-se provar

a possibilidade de se estender a identidade de Ward para a simetria de calibre5 (3.23) e a

correspondente identidade de Ward para a simetria de Lorentz (3.21) para todas as ordens

na série pertubativa.

A teoria renormalizada é determinada pelo funcional de vértice, ou gerador fun-

cional das funções de Green irredut́ıveis de 1-part́ıcula ou funções de Green amputadas

[8, 9]

Γ(A,ψ, β) = Γ(0)(A,ψ, β) +O(~) ,

que, no limite em que ~ = 0, Γ coincide com a ação clássica (3.18) e corresponde a

aproximação de árvore da teoria6. O funcional de vértice obedece todas as identidades

funcionais discutidas na seção anterior para a ação clássica do modelo.

Como assumimos a ausência de anomalia a atenção agora é fixada no estudo da

estabilidade7 da ação clássica. Para a teoria quântica a estabilidade corresponde ao fato

que as correções radiativas podem ser reabsorvidas na teoria por uma redefinição dos

5Estamos supondo que um posśıvel empedimento a isto devido a uma anomalia de calibre de

Adler-Bardeen-Jackiw seja ausente, isto é, estamos supondo uma teoria não anômala. Este parece

ser o caso pois nos cálculos em primeira ordem encontrados na literatura esta anomalia não aparece,

logo devido ao teorema de Adler-Bardeen-Jackiw ela deverá ser ausente em todas as ordens.
6Teoria de pertubação como usual é ordenada de acordo com o número de loops nos diagramas

de Feynman, ou, equivalentemente, em potencias de ~ [8, 9, 112].
7O termo estabilidade empregado aqui não é no mesmo sentido empregado nos outros caṕıtulos

desta dissertação. Aqui estabilidade é uma condição que a teoria deve satisfazer para ser renor-

malizável como ficará claro na sequência.
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parâmetros iniciais, como massa, carga, função de onda, dentre outras. Esta redefinição é

feita por meio das condições de normalização. Para estudar a estabilidade da ação (3.18)

uma pertubação infinitesimal é introduzida na ação S̃ sendo que esta pertubação Ŝ deve

satisfazer a restrição de ser uma correção quântica para a ação clássica

S̃ → S̃ + ε Ŝ , (3.24)

onde ε é um parâmetro infinitesimal.

A ação pertubada deve satisfazer, em primeira ordem em ε, as mesmas identidades

funcionais que S̃:

Wc(S̃ + ε Ŝ) = WcS̃ + εWcŜ +O(ε2) = −α
e

(
�+

eλ2

α

)
∂µA

µ , (3.25)

e

W̃L(S̃ + ε Ŝ) = W̃LS̃ + ε W̃LŜ +O(ε2) = 0 . (3.26)

Em primeira ordem em ε, obtêm-se:

WcŜ = 0 , W̃LŜ = 0 , (3.27)

consequentemente todos contratermos requeridos pela renormalização da teoria, os quais

compõem a pertubação Ŝ devem ser simétricos, isto é, invariantes, sob as simetrias de

calibre e Lorentz. Além disto, Ŝ deve ser invariante sob a operação de Conjugação de

Carga também, pois esta é uma simetria da ação S̃.

Agora deve-se buscar todos os posśıveis contra-termos, constrúıdos a partir dos

campos na ação inicial (3.18) e limitados pela renormalização por contagem de potência,

isto é, deve-se procurar por termos de dimensão canônica menor ou igual a 4. Lembrando

que a dimensão canônica dos campos e constantes de acoplamento do modelo são [8]:

[Aµ] = [bµ] = [βµ] = [m] = [∂µ] = 1 e [ψ] = [ψ̄] = 3
2 , a Lagrangeana mais geral que pode-

se construir, com as limitações impostas anteriormente neste parágrafo e adicionalmente

invariante sob conjugação de carga, é uma combinação linear dos 13 monômios abaixo:
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ψ̄ψ , ψ̄γµ∂µψ , ψ̄γµAµψ , ψ̄(βµ(x) + bµ)γ5γ
µψ , ∂µAν∂

µAν , ∂µAν∂
νAµ ,

AµA
µ , AµA

µAνA
ν , ∂νA

ν∂µA
µ , Aµ(βµ(x) + bµ)∂νAν , ((βµ(x) + bµ)Aµ)2 ,

Aµ∂µA
ν(βµ(x) + bµ) , εµναβbµAν∂αAβ .

qualquer outro monômio que se possa construir certamente levará a violação de alguns dos

requerimentos acima. Todos estes monômios são candidatos para compor a pertubação

introduzida na ação Ŝ, porém estes monômios ou combinações lineares deles, devem satis-

fazer as identidades funcionais (3.27). A invariância de calibre, representada pela condição

WcŜ = 0 seleciona, dos 13 termos listados acima, apenas 7:

∂µAν∂
µAν , ∂µAν∂

νAµ , ψ̄γµ∂µψ , ψ̄γµAµψ ,

ψ̄ψ , ψ̄(βµ(x) + bµ)γ5γ
µψ , εµναβb

µAν∂αAβ .

Aqui aparece um ponto interessante. Observe que o último termo listado acima é o termo

tipo-Chern-Simons, ou seja, se estivermos preocupados em manter apenas a invariância

de calibre da teoria ao quantizá-la, sem se preocupar com a simetria de Lorentz, o termo

de Chern-Simons ∝ bµAνF̃µν é um posśıvel contra-termo e pode ser gerado por meio de

correções radiativas. Neste caso, nem todos os contra-termos obtidos acima, podem ser

absorvidos na ação inicial S̃, a teoria é dita ser instável [94] e o modelo não pode ser

renormalizado de uma forma consistente, a menos que o termo tipo-Chern-Simons esteja

presente desde o ińıcio na aproximação clássica do modelo.

Contudo, a análise feita até este ponto pode ser encontrada na literatura, veja por

exemplo a Ref. [89] e ninguém até o presente momento, se preocupou em introduzir um

controle para a quebra de Lorentz. Com este controle para a quebra, a pertubação deve

satisfazer a condição W̃LŜ = 0 que requer que o coeficiente associado com o termo tipo-

Chern-Simons seja identicamente zero. Como resultado final a pertubação Ŝ mais geral,

que satisfaz as restrições de correções quânticas para a teoria clássica pode ser escrito

como:

Ŝ =
∫
d4x

4∑
i=1

aiPi(x) , (3.28)
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onde os termos aparecendo em Pi(x) são combinações dos monômios acima, permitidos

pelas simetrias

P1 = ψ̄ iγµ(∂µ + ieAµ)ψ , P2 = ψ̄ψ , P3 = (βµ(x) + bµ)ψ̄γ5γ
µψ , P4 = FµνFµν ,

com a1, ..., a4 coeficientes arbitrários que podem ser fixados pelas condições de normal-

ização, de uma forma que isto é válido ordem a ordem em teoria de pertubação. Portanto

a ação obtida da Lagrageana

L = iψ̄γµ(∂µ + ieAµ)ψ −mψ̄ψ − ψ̄(βµ(x) + bµ)γ5γ
µψ − 1

4
FµνFµν .

é estável, pois todos os contra-termos (3.28) acima podem ser reabsorvidos, e o termo tipo-

Chern-Simons não pode ser gerado por meio de correções radiativas, quando se introduz

um controle para a quebra da simetria de Lorentz. Então, se o termo de Chern-Simons

é ausente na ação clássica, ele permanecerá ausente a todas as ordens na teoria quântica

[95].
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Conclusões e perspectivas futuras

Desde o advento da Teoria da Relatividade Especial, em 1905 que ela tem passado por

inúmeros testes de validade e precisão, sendo ainda hoje interessantes e relevantes. Rela-

tividade Especial, ou simetria de Lorentz, pode ser testada também por meio da simetria

discreta de CPT , pois a violação desta em Teorias Quânticas de Campos interagentes im-

plica em violação da simetria de Lorentz [27]. Um bom ambiente para se estudar violação

de ambas é o Modelo Padrão Estendido [26, 29], que é uma Teoria Quântica de Campos

Efetiva mais geral em (3+1) dimensões incorporando violação da simetria de Lorentz.

Neste trabalho estudou-se a emissão e a absorção de fótons por elétrons atômicos

não-relativisticos, em um ambiente incorporando a violação das simetrias de Lorentz e

CPT no setor de calibre da eletrodinâmica. Nossos resultados principais estão relacionados

a como a Lei de Planck é modificada quando estas violações de simetria são incorporadas

ao Eletromagnetismo de Maxwell.

Obtivemos uma distribuição do número médio de fótons do campo de radiação no

interior de uma cavidade, sendo esta distribuição homogênea (como era de se esperar pois a

teoria considerada é invariante sob translações espaço-temporais). Porém, tal distribuição

é anisotrópica no caso CPT -́ımpar, dado que ela depende da orientação relativa dos vetores

de onda k e o campo de fundo, b. Além do mais, cada estado de polarização sente a

anisotropia de uma forma diferente, digo, em uma dada temperatura, T , e momento k,

geralmente temos nk,+ 6= nk,−. Mesmo com a quebra da simetria de Lorentz, pode-se falar

de um espectro de corpo negro universal, indepedente da forma geométrica do corpo ou

de seus detalhes internos.

No que concerne a modificações da Lei de Planck, obtemos que, para o caso CPT -

ı́mpar o espectro de corpo negro exibe uma distribuição angular anisotrópica e os desvios

aparecem lineares ou quadráticos na frequência de repouso da radiação eletromagnética,
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ω0 = mc2

~ , dependendo da orientação relativa entre o vetor de onda do fóton e o campo

de fundo. Estas correções aparecem na expressão para a distribuição da densidade de

energia por frequência (e por polarização). Se a energia do banho térmico é igualmente

particionada entre cada modo de polarização então as correções para a lei de Planck

aparecem quadráticas em ω0. Porém um número maior de fótons com polarização ω−

deve estar presente, sendo tal proporcional a ω0.

Na situação onde a simetria de CPT é mantida, os desvios dominantes aparecem,

lineares nos parâmetros que violam a simetria de Lorentz. Este caso apresenta a mel-

hor possibilidade, baseado em nossas análises, para se buscar por posśıveis violações da

simetria de Lorentz, já que os parâmetros CPT -par são relativamente altos (comparados

com aqueles que são CPT -́ımpar). Por exemplo, em um sistema com T ∼ 10−9 K desvios

são esperados em torno de 10−10%, para frequências da radiação na faixa de microondas,

∼ 102 MHz. Nos limites em que T → 0, T →∞, e ω = |k|c→∞ todos os termos extras,

adivindos das violações em cada caso, não contribuem e os resultados padrões são iden-

ticamente recuperados. Testes dos limites de validade da simetria de Lorentz, baseados

em experimentos terrestres como os propostos aqui, utilizando o espectro de radiação de

corpo negro são muito menos insenśıveis a tais quebras que aqueles utilizando Astrof́ısica.

Tal diferença emerge, principalmente, devido a efeitos cumulativos que tais parâmetros

podem acarretar devido à propagação da radiação eletromagnética por escalas de tempo

cosmológicas.

Apesar de muitos coeficientes que controlam a violação da simetria de Lorentz

serem fortemente restritos por experimentos terrestres e testes astrof́ısicos, teorias envol-

vendo a violação da simetria de Lorentz (e CPT ) permanecem como fortes candidatos para

uma teoria fundamenetal da Natureza, descrevendo de forma unificada todas as quatro

interações.

Outro aspecto abordado nesta dissertação foi a posśıvel origem dinâmica de um

termo tipo-Chern-Simons no setor de calibre da QED, quando um termo que viola a

simetria de Lorentz é introduzido no setor de matéria da teoria. Foi mostrado que correções

radiativas não induzem o termo de Chern-Simons desde que se defina a teoria quântica

por meio de suas simetrias clássicas e introduza-se um controle para a quebra da simetria

de Lorentz presente no setor de matéria da QED. A ação do modelo considerado é estável
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pois todos os contra-termos permitidos pelas simetrias do modelo podem ser reabsorvidos

na ação inicial como redefinições dos parâmetros f́ısicos da teoria, e o termo tipo-Chern-

Simons não pode ser gerado por meio de correções radiativas. Então, se o termo de

Chern-Simons é ausente na ação clássica, ele permanecerá ausente a todas as ordens na

teoria quântica

Como perspectivas para investigações futuras, estamos buscando por posśıveis

efeitos da quebra da simetria de Lorentz em sistemas onde a radiação eletromagnética

é confinada, pois os efeitos da violação de simetria associados com o tamanho e a ge-

ometria do meio podem ser realçados [119, 120]. Como as dimensões de guias de onda,

podem ser nanométricas (guias constrúıdos a partir de nanotubos de carbono) as pequenas

correções associadas à violação da simetria de Lorentz podem ser, em pŕıncipio, largamente

realçadas nestes meios [121]. Recentemente, um aparato similar a este foi proposto como

uma forma de se testar desvios não-lineares da Eletrodinâmica de Maxwell do tipo Born-

Infield [122]. Resultados preliminares indicam que em um ambiente de guias de onda

retangulares, a presença do vetor de fundo bµ, nas equações de Maxwell, aparenta atuar

como uma espécie de “filtro” para certas componentes da onda eletromagnética neste am-

biente, gerando resultados notáveis, macroscópicos como, por exemplo, o surgimento de

uma posśıvel frequência de propagação extra e também uma drástica alteração da força

de Lorentz, que tem sua componente paralela à direção do vetor de fundo anulada [121].
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Apêndice A

O Teorema CPT e a simetria de

Lorentz

Simetrias podem ser cont́ınuas ou discretas. Simetrias cont́ınuas são aquelas que podem

ser implementadas infinitesimalmente a partir da identidade como uma rotação ou uma

translação e estão relacionadas com cargas conservadas via o teorema de Noether. Há uma

classe de simetrias diferente destas chamadas de simetrias discretas, as quais não podem

ser implementadas de forma cont́ınua através de sucessivas transformações infinitesimais.

As simetrias discretas têm que ser tratadas de forma diferente das cont́ınuas e podem ser

utilizadas para relacionar o comportamento de diferentes sistemas f́ısicos, por exemplo,

aqueles que diferem por uma troca entre part́ıcula e anti-part́ıcula. Outro ponto impor-

tante das simetrias discretas é que elas podem gerar regras de seleção entre as posśıveis

transições que um sistema f́ısico pode realizar [10].

Aqui iremos discutir muito brevemente três tipos de transformações discretas que

são de fundamental importância para teorias de campos: a inversão espacial ou paridade P,

a conjugação de carga C e a reversão temporal T . Toda teoria de campos livre, isto é, não-

interagente é invariante sob estas transformações, porém interações podem quebrar estas

simetrias e, hoje é sabido que todas as três simetrias discretas de C, P e T são quebradas

na Natureza, porém a combinação destas três simetrias discretas leva a um dos resultados

mais gerais e fundamentais da Teoria Quântica de Campos (TQC). Este resultado é o

teorema CPT que estabele que qualquer TQC que satisfaça a algumas condições gerais
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têm que ser invariante sob esta simetria [28]. O objetivo deste Apêndice é discutir um

pouco deste teorema e sua conexão com a simetria de Lorentz.

As leis da f́ısica clássica são invariantes segundo estas transformações discretas,

por exemplo, a equação de Newton do movimento e as equações de Maxwell permanecem

invariantes [100]. Vamos discutir um pouco de cada uma destas simetrias discretas e sua

ação em teorias de campos escalares vetoriais e espinoriais.

Paridade: A operação de paridade ou reflexão espacial quando aplicada a um

sistema de coordenadas muda um sistema que possui orientação dextrogira para um com

orientação levogira. As coordenadas do espaço-tempo xµ e o operador diferencial ∂µ sob

paridade mudam como:

(t,x) P−→ (t,−x), (A.1)

∂µ = (∂t,∇) P−→ (∂t,−∇) = ∂µ. (A.2)

Do ponto de vista dos campos nos olhamos para o operador unitário P que transforma

os campos e seus argumentos. O campo escalar por exemplo, sob a ação da paridade se

transforma como [9]:

Pϕ(t,x)P−1 = ϕ(t,−x) (A.3)

Para inferir como Aµ muda sob paridade é mais fácil olhar para as equações de Maxwell e

as propriedades de transformação delas. Uma simples análise destas equações revela que:

PAµ(t,x)P−1 = Aµ(t,−x). (A.4)

E finalmente para o campo fermiônico ψ(x) pode-se demosntrar que ele se transforma

como8:

Pψ(t,x)P−1 = γ0ψ(t,−x). (A.5)

8Não é nossa intenção deduzir estas propriedades de transformação aqui, o objetivo é apenas

ilustrar a forma como diferentes quantidades se transformam sob tal operação para posteriormente

se obter um melhor entendimento do teorema CPT .
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a menos de uma fase arbitrária que pode ser fixada a unidade [9]. A operação de paridade

pode ser utilizada para se distinguir entre tensores e pseudotensores. Para um tensor

de rank N, se as suas componentes espaciais se transformam sob paridade com um fator

(−1)N , então dizemos que ele é um tensor verdadeiro ou simplesmente um tensor e se

o fator de transformação for (−1)N+1 dizemos que ele é um pseudotensor de rank N.

Por exemplo, um escalar verdadeiro, tensor de rank 0, é uma quantidade que não muda

de sinal sob a ação da paridade, como a carga elétrica, e um pseudo escalar seria uma

quantidade, que sob a operação de paridade mudasse de sinal como a carga magnética,

caso ela existisse na Natureza. Já para vetores, tensores de rank 1, a situação é diferente.

Um vetor verdadeiro, também chamado de vetor polar é uma quantidade que muda de

sinal sob paridade, como o campo elétrico e um pseudovetor ou vetor axial não muda de

sinal sob tal operação como o campo magnético.

Conjugação de Carga: Esta transformação discreta não têm relação nenhuma

com as coordenadas espaço-temporais, ela relaciona as part́ıculas com as suas anti-part́ıculas,

ou seja relaciona as part́ıculas com carga oposta da teoria, sendo que tais part́ıculas de

carga oposta possuem a mesma massa e spin. A correspondente carga pode ser elétrica,

bariônica, leptônica dentre outras, depedendo do contexto f́ısico. A invariância sob con-

jugação de carga implica em:

1. Existência de anti-particulas

2. Comportamento simétrico entre part́ıculas e anti-part́ıculas.

A ação da conjugação de carga não têm efeito sobre as coordenadas espaço-temporais e

sobre os campos escalar e vetorial ela age como:

Cϕ(t,x)C−1 = ϕ†(t,x) (A.6)

CAµ(t,x)C−1 = −Aµ(t,x). (A.7)

A correspondente ação no espinor de Dirac é dada por:

Cψ(t,x)C−1 = Cψ̄T (t,x). (A.8)
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onde ψ̄ = ψ†γ0 é o espinor adjunto e C é a matriz de conjugação de carga. Na representação

padrão das matrizes de Dirac dada por

γ0 =

 I 0

0 −I

 , ~γ =

 0 ~σ

~σ 0


sendo que cada entrada é uma matriz 2 × 2, I a identidade e ~σ as matrizes de spin de

Pauli9, a matriz de conjugação de carga assume a forma:

C = iγ0γ2, CγµC−1 = −γµT , C−1 = C† = CT = −C. (A.9)

Onde T denota a matriz transposta. Uma importante caracteŕıstica da matriz de con-

jugação de carga C é que ela permite identificar a estrutura de part́ıcula-anti-part́ıcula do

campo de Dirac.

Reversão-Temporal: A reversão temporal mantem fixa as coordenadas espaciais

e reverte o sinal do tempo. Seu efeito nas coordenadas espaço-temporais é:

(t,x) T−→ (−t,x), (A.10)

∂µ = (∂t,∇) T−→ (−∂t,∇) = −∂µ. (A.11)

O significado da reversão temporal em f́ısica clássica é claro, ela corresponde a mudança

de velocidade de todas as part́ıculas, isto é, todas as part́ıculas seguem suas trajetórias

em direções opostas. O momento linear e o momento angular de todas as part́ıculas

apontam na direção oposta a que teriam caso o tempo não fosse revertido e as posições

iniciais e finais são intercambiadas no sistema revertido no tempo. Em mecânica quântica

o operador que descreve a reversão temporal do sistema f́ısico é anti-unitário [10].

O campo escalar e o campo eletromagnético Aµ, quando submetidos a inversão

temporal se comportam como:

T ϕ(t,x)T −1 = ϕ(−t,x) (A.12)

9σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 .
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T Aµ(t,x)T −1 = Aµ(−t,x). (A.13)

E o campo fermionico ψ transforma-se, a menos de uma fase arbitrária que escolhemos

como sendo a unidade como [9]:

T ψ(t,x)T −1 = Tψ(−t,x). (A.14)

sendo que na representação padrão para as matrizes de Dirac:

T = iγ1γ3, TγµT−1 = γTµ = γµ∗, T = T † = T−1 = −T ∗. (A.15)

Agora podemos discutir o teorema CPT e sua conexão com a simetria de Lorentz.

O Teorema CPT : As três simetrias discretas discutidas acima são simetrias ex-

atas para teorias de campos livres, porém elas podem ser violadas na presença de in-

terações. Por exemplo, paridade é violada nas interações fracas [2, 123] e a combinação

de paridade e conjugação de carga CP é violada em decaimentos de mésons K [6, 123].

Contudo pode-se esperar que as simetrias discretas sejam tão fundamentais para teorias

de campo quanto a invariância de Lorentz dentre outras simetrias e portanto elas devem

valer em toda teoria f́ısica. Há uma simetria discreta que é profundamente entrelaçada

no formalismo da teoria de campos e satisfaz este critério. Ela consiste em uma trans-

formação que combina as três simetrias discretas discutidas anteriormente. Esta simetria é

denotada por Θ = CPT que é o produto das simetrias de Conjugação de Carga, Paridade

e Reversão Temporal.

O teorema CPT estabelece que qualquer TQC é invariante sob a simetria discreta

Θ desde que algumas condições gerais sejam satisfeitas pela teoria. Este teorema estabelece

que o hamiltoniano H(x) é invariante sob CPT :

ΘH(x)Θ−1 = H(−x) (A.16)

se as seguintes condições são satisfeitas:

(I) A teoria deve ser local, possuir um lagrangeano hermitiano e ser invariante sob trans-

formações de Lorentz próprias.
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(II) A teoria deve respeitar a relação spin-estat́ıstica, isto é, campos com spin inteiro

devem ser quantizados com comutadores e campos com spin semi-inteiro devem ser

quantizados com anti-comutadores.

O teorema CPT então estabelece que embora teorias quânticas de campos possam violar

as simetrias C, P e T separadamente, qualquer teoria quântica de campos satisfazendo as

duas condições acima deve ser invariante sob CPT [9, 10, 28]. Uma demostração rigorosa

da validade deste teorema é dada em teoria de campo axiomática [28], aqui discutiremos

apenas alguns pontos de uma demonstração não rigorosa [9].

O teorema CPT assume que a lagrangeana descrevendo a teoria é local de forma

que os campos aparecendo na lagrangeana ocorrem no mesmo ponto do espaço-tempo com

apenas um número finito de derivadas.

Agora com as propriedades de transformação dos campos e coordenadas discutidas

anteriormente pode-se sumarizar a ação de Θ da seguinte forma:

1. As coordenadas do espaço-tempo mudam de sinal xµ −→ −xµ.

2. Consequentemente derivadas mudam de sinal também ∂µ −→ −∂µ.

3. O campo vetorial Aµ(x) comporta-se como o gradiente de um campo escalar mu-

dando de sinal:

ΘAµ(x)Θ−1 = −Aµ(−x) (A.17)

4. Qualquer forma bilinear envolvendo campos fermiônicos se transforma como:

Θψ̄(x)Oψ(x)Θ−1 = (−1)kψ̄(−x)Oψ(−x) (A.18)

onde k denota o número de ı́ndices de Lorentz aparecendo no operadorO = O(γµ, ∂ν).

5. Finalmente constantes são levadas em seus complexos conjugados.

Agora nós podemos discutir a prova do teorema CPT em uma maneira não rigorosa

[9, 10]. Para a teoria ser invariante sob Θ o lagrangeano deve se transformamr como um

campo escalar
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ΘL(x)Θ−1 = L(−x), (A.19)

pois, desde que L(x) é um escalar de Lorentz como estabelecido no item (I), anterior-

mente, ela deve ser constrúıda como a contração de vários ı́ndices de Lorentz, sendo o

número total de ı́ndices em cada termo do lagrangeano um número par de ı́ndices. Dessa

forma os posśıveis sinais negativos vindo de derivadas, campos vetoriais ou das formas

bilineares ψ̄Oψ são cancelados. O efeito da transformação Θ é então mudar o lagrangeano

L(x) em seu conjugado hermitiano, mas pela consideração (I) a lagrangeana é hermitiana

sendo, portanto invariante sob CPT qualquer que seja a sua forma, desde que satisfaça as

considerações gerais (I) e (II) estabelecidas anteriormente [9]. Para uma demonstração

baseada em teoria de campo axiomática, mas em uma linguagem acesśıvel veja a referência

[28].

O Modelo Padrão Estendido: Como vemos da discussão acima a invariância

de Lorentz da teoria é uma suposição fundamental para a a validade do teorema CPT . As

l agrangeanas do modelo padrão estendido satisfazem a todos os critérios para a validade

do teorema, exceto um, o de invariância sob transformações de Lorentz próprias. As

transformações de Lorentz por sua vez se dividem em duas classes como discutido na

introdução. Uma classe chamada de transformação de observador que têm sua origem nas

transformações de coordenadas entre dois sistemas inerciais diferentes, e transformações

de part́ıculas, que constituem transformações nas coordenadas da part́ıcula mantendo o

sistema inercial de referência fixo [124].

A covariância de Lorentz de uma teoria quântica de campos pode ser especificada

em termos de covariancia das funções de Wightman da teoria. As funções de Wightman

por sua vez são matrizes de elemento do produto de campos no vácuo [28] e tais funções

compartilham das mesmas simetrias que a teoria. Greenberg, mostrou [27] que a violação

da simetria de CPT de qualquer função de Wightman implica na violação da simetria

de Lorentz da teoria. Isto ocorre porque se uma função de Wightman da teoria viola a

simetria de CPT então ela não obedece uma condição chamada de comutatividade local

fraca, o que acarreta em uma violação da simetria de Lorentz da teoria. Mais detalhes

sobre estes pontos podem ser encontrados em [27, 28]. Este argumento de Greenberg não

se aplica a teorias livres, assim nós podemos enunciar o teorema de Greenberg da seguinte
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forma: Se a invariância sob a simetria discreta CPT é violada em uma Teoria Quântica

de Campos interagente, então aquela teoria também viola a simetria de Lorentz.

Por outro lado apenas a covariância de Lorentz de uma teoria não é suficiente

para a invariância sob CPT . Por exemplo uma teoria pode ser covariante de Lorentz e

não ser invariante sob CPT se as massas da part́ıcula e anti-part́ıcula são diferentes, ou

até mesmo pode-se ter igualdade das massas das part́ıculas e anti-part́ıculas, sendo esta

igualdade estabelecida pela invariância sob CPT da função de Wightman de dois pontos

da teoria, mas qualquer outra função de Wightman de ordem mais alta pode violar CPT e

assim um processo de espalhamento, por exemplo, pode violar a simetria de CPT , mesmo

as massas das part́ıculas e antipart́ıculas sendo iguais [27]. Para a validade da simetria

de CPT é necessário mais que a simetria de Lorentz da teoria, porém a teoria pode ser

invariante sob CPT e violar a simetria de Lorentz.

Estes resultados são relevantes para teorias de campos efetivas, onde a teoria 4-

dimensional surge de uma em altas dimensões, como o modelo padrão estendido discutido

aqui. Se a teoria efetiva em quatro dimensões viola a simetria CPT ela também viola a

simetria de Lorentz, sendo a rećıproca falsa. Vamos ilustrar estas considerações com três

exemplos de termos da QED extendida obtida do modelo padrão estendido:

ψ̄bµγ
µγ5ψ, kµAFA

νF̃µν , dµναβF
µνFαβ, (A.20)

os dois últimos termos foram discutidos no Caṕıtulo 1, sendo que aqui mudamos a notação

do termo tipo-chern-simons de bµ para kµAF e deixamos bµ para descrever uma violação de

Lorentz no setor de matéria como aparece no primeiro termo acima e discutido no Caṕıtulo

3. Esta é a notação mais utilizada na literatura como veremos no próximo apêndice. Da

equação (A.18) vemos que a forma bilinear ψ̄γµγ5ψ muda de sinal sob a ação da simetria

de CPT , sendo portanto ı́mpar sob tal transformação e como [26]

ΘbµΘ−1 = bµ (A.21)

vemos que aquele termo viola a simetria de CPT e consequentemente viola também a

simetria de Lorentz. Conclusão análoga vale para o segundo termo como vimos no Caṕıtulo

1. Já o terceiro termo em (A.20) é CPT -par, ou seja não muda de sinal sob tal operação,

mas viola a simetria de Lorentz devido ao campo tensorial de fundo dµναβ selecionar
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direções preferenciais no espaço-tempo, como dito no Caṕıtulo 1. Isto completa a nossa

breve discussão sobre a conexão entre as simetrias de Lorentz e CPT .
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Apêndice B

A QED Estendida: uma breve

discussão

Neste Apêndice vamos discutir um pouco da eletrodinâmica quântica obtida do Mod-

elo Padrão Estendido (MOE). A parte eletromagnética deste modelo foi considerada no

caṕıtulo 2 desta dissertação e, naquela oportunidade, dissemos que uma eletrodinâmica

quântica incorporando a violação da simetria de Lorentz, a qual descreve a interação entre

elétrons, pósitrons e fótons, pode ser obtida do MPE como no caso usual [29]. Vamos

considerar apenas o setor renormalizável por contagem de potências desta teoria. Esta

QED estendida é de muito interesse teórico e experimental, pois a QED usual têm sido

testada com um alto grau de precisão em uma enorme variedade de sistemas f́ısicos [6], e

este fato pode ser utilizado para impor altas restrições nos campos de fundo que controlam

a quebra da simetria de Lorentz desta QED estendida.

Vamos começar lembrando a lagrangeana da QED usual. Denotando o campo

fermiônico pelo espinor de Dirac ψ(x) que possui quatro componentes e sua massa por m

temos [8, 9, 10, 112]:

LQED = iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ −
1
4
FµνFµν , (B.1)

sendo ψ̄ = ψ†γ0 o espinor adjunto e Dµ = ∂µ + ieAµ a derivada covariante. O último

termo na lagrangeana acima é o termo cinético para o campo eletromagnético, sendo

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.
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A lagrangeana da QED estendida, por termos que violam a simetria de Lorentz e

CPT , pode ser escrita em uma forma bem similar a QED usual, sendo que como acima o

setor de matéria é descrito pelo espinor ψ e os elétrons possuem massa m:

L = iψ̄ΓµDµψ − ψ̄Mψ − 1
4
FµνFµν −

1
4

(kF )µναβFµνFαβ +
1
2

(kAF )µAνF̃µν (B.2)

onde Γµ = γµ + Γµ1 e M = m+M1 e os termos que violam a simetria de Lorentz no setor

fermiônico são:

Γµ1 ≡ c
µνγν + dµνγ5γν + eµ + ifµγ5 +

1
2
gλνµσλν (B.3)

M1 ≡ aµγµ + bµγ5γ
µ +

1
2
Hµνσ

µν . (B.4)

Nas equações acima, as matrizes γµ, γ5, e σµν = i
2 [γµ, γν ], possuem as propriedades

usuais [9]. A derivada covariante é definida como anteriormente, pois a estrutura da

simetria de calibre U(1) do modelo não é afetada. No contexto do MPE os parâmetros

kµF , k
µναβ
AF , aµ, bµ, eµ, fµ, Hµν , cµν , dµν e gλνµ são determinados pelo valor esperado no

vácuo de campos tensoriais de uma teoria mais fundamental, levando a quebra da simetria

de Lorentz [13, 14, 15, 16].

Nota: A notação utilizada aqui no setor eletromagnético é um pouco diferente

daquela utilizada nos Caṕıtulos 1 e 2. Lá utilizamos d e b para os termos que controlam a

quebra de simetria. Aqui os correspondentes são kF e kAF respectivamente. Esta notação

utilizada aqui é a mais comum encontrada na literatura e no Caṕıtulo 1 fizemos uma

escolha diferente para evitar posśıveis confusões com o vetor de onda kµ. Outro ponto

importante é que o vetor de fundo bµ, que aqui aparece acoplado a férmions, não tem nada

a ver com o bµ utilizado nos caṕıtulo 1 e 2 mas, é o mesmo utilizado no Caṕıtulo 1, sendo

o moesmo que aparece no Caṕıtulo 3.

Como mencionado no Caṕıtulo 1, é de se esperar que esta QED estendida satisfaça

a várias caracteŕıstica fundamentais, como a invariância de calibre U(1) já mencionada,

conservação de energia e momento, indepedência de coordenadas (que implica em co-

variância de observador), hermiticidade, microcausalidade, positividade da energia para
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campos livres e renormalizabilidade por contagem de potências. Algumas destas carac-

teŕısticas possuem consequências imediatas. Por exemplo, a ação obtida do modelo (B.2)

é invariante sob transformações de calibre U(1):

ψ → ψ′ = ψe−ieΛ(x), ψ̄ → ψ̄′ = eieΛ(x)ψ̄, Aµ → A′µ = Aµ + ∂µΛ(x), (B.5)

que, via teorema de Noether, estão associadas a conservação da carga elétrica do modelo,

como no caso usual [9]. Hermiticidade da Lagrangeana (B.2) implica que todos os coe-

ficientes que controlam a violação da simetria de Lorentz são reais e cµν e dµν possuem

traço nulo, gλµν é anti-simétrico nos dois primeiros ı́ndices e Hµν é anti-simétrico. As

propriedades dos parâmetros kµAF e kµναβF já foram discutidas no Caṕıtulo 1.

Dos dez parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz, seis, kµF , aµ,

bµ, eµ, fµ, e gλνµ também violam a simetria discreta de CPT . Estes termos violam tal

simetria pois nenhum deles sente as transformações discretas de C, P e T , e assim, com

as propriedades de transformações para os campos ψ, ψ̄ e Aµ discutidas no apêndice A, os

termos da ação obtida de (B.2) que contêm estas constantes de acoplamento são ı́mpares

sob CPT e violam esta simetria [26]. Para uma maior claridade colocamos na tabela

B1 abaixo a propriedade de transformação sob C, P, T , e CPT de todos os termos da

lagrangeana (B.2) [125]. Para sermos breves, abreviamos os termos pela sua constante de

acoplamento, por exemplo, as transformações associadas com b0 reprentam todo o termo

ψ̄b0γ5γ
0ψ e assim sucessivamente para os demais.

C P T CPT

c00, (kF )0j0k, cjk, (kF )jklmn + + + +

bj , gj0l, (kAF )j + + – –

b0, gj00, gjkl, (kAF )0 + – + –

c0j , cj0, (kF )0jkl + – – +

a0, e0, fj – + + –

Hjk, d0j , dj0 – + – +

H0j , d00, djk – – + +

aj , ej , f0 – – – –
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Tabela B1: Propriedade de transformações dos termos da ação da QED estendida, + ou par

siginifica que o termo não muda de sinal sob a operação em questão e − ou ı́mpar significa que

ele muda de sinal.

Todos os termos que aparecem na equação (B.3) são adimensionais enquanto aque-

les aparecendo em (B.4) possuem dimensão canônica de massa. A indepedencia de coor-

denadas da ação obtida de (B.2) leva a invariância sob transformações de observador

da teoria e a uma ação invariante sob translações espaço-temporais acarretando em con-

servação de energia e momento, como usual. A simetria sob transformações de Lorentz

de observador implica que observações feitas por quaisquer dois observadores inerciais po-

dem ser conectadas por transformações de coordenadas. Contudo na ação obtida de (B.2)

transformações de coordenadas ou de observador diferem profundamente de “boosts” ou

rotações de part́ıculas mantendo o sistema inercial fixo. As transformações, de Lorentz

de part́ıculas levam todos os coeficientes que controlam a quebra da simetria de Lorentz

invariantes, e ,assim, podem modificar a descrição f́ısica do modelo [26].

Todos os coeficientes que controlam a violação da simetria de Lorentz em (B.2)

carregam ı́ndices tensoriais e variam quando se realiza uma transformação de Lorentz de

observador. Como o grupo de Lorentz SO(1, 3) é um grupo não compacto, tais coeficientes

podem se tornar apreciáveis para algum observador. Assim é usual introduzir uma classe

especial de sistemas inerciais em que os coeficientes que violam a simetria de Lorentz

representam apenas uma pequena pertubação em relação a QED usual. Chamamos os

membros desta classe de sistemas inerciais, de sistemas concordantes. Qualquer sistema

inercial em que a terra se move não relativisticamente pode ser considerado como um

sistema concordante já que a quebra de Lorentz e CPT não foi observada nestes sistemas

ainda, então qualquer violação destas simetrias deve ser minúscula aqui na Terra [79].

Considerando apenas o setor de matéria da lagrangeana (B.2), e na ausência de

interação, nos obtemos uma equação de Dirac modificada dada por:

(iΓµ∂µ −M)ψ(x) = 0, (B.6)

sendo que uma equação tipo Klein-Gordon satisfeita por cada uma das componentes do

espinor de Dirac pode ser obtida, porém o procedimento utilizado para se converter a
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equação de Dirac, que é de primeira ordem nas derivadas, na equação de Klein-Gordon

deve ser aplicado duas vezes levando a uma equação de quarta ordem. Isto porque se

aplicarmos o procedimento uma única vez a equação tipo-Klein-Gordon obtida conterá

elementos não diagonais e a de quarta ordem contem apenas elementos diagonais [26, 79].

Esta equação de quarta ordem pode ser obtida também como sendo o determinante da

equação de Dirac modificada:

det(iΓµ∂µ −M)ψ(x) = 0. (B.7)

Pode-se procurar por soluções de onda plana da forma ψ(x) = W (p) exp(−ip · x) da

equação de Dirac (B.6) como no caso usual, sendo que isto leva a equação:

(Γµpµ −M)W (p) = 0, (B.8)

determinando as quatro componentes do espinor W (p) em função do momento p, sendo

que o 4-momento pµ deve ser solução da relação de dispersão geral:

det(Γµpµ −M) = 0. (B.9)

A relação de dispersão (B.9) acima pode ser vista como uma equação de quarta ordem

para p0(p), e uma solução exata desta equação que determina as exatas energias de uma

part́ıcula com um dado momento p na presença da quebra da simetria de Lorentz e CPT

pode ser encontrada. Porém várias propriedades destas relações de dispersão podem ser

obtidas sem uma explicita solução. Por exemplo, uma hamiltoniana hermitiana H pode

ser constrúıda para a equação (B.6) e, consequentemente, todas as quatro ráızes da relação

de dispersão deverão ser reais [79]. Uma caracteŕıstica das ráızes da relação de dispersão

é que a usual degenerescência do módulo das quatro ráızes que ocorre no caso usual não

acontece aqui, devido ao acoplamento existente entre o momento p e os parâmetros que

controlam a quebra da simetria de Lorentz. Em qualquer sistema concordante, como

aqui na Terra, a relação de dispersão exibe duas ráızes positivas, que correspondem a

soluções com energia positiva, e duas negativas, que correspondem a soluções de energia

negativa, como no caso usual da teoria de Dirac [79]. Uma estensiva discussão da mecânica

quântica relativ́ıstica e da TQC obtida da equação de Dirac (B.6) pode ser encontrada
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nas referências [26, 79], aqui limitaremos a esta breve discussão realizada apenas com o

intuito de ilustrar um pouco mais a QED extendida e algumas de suas propriedades.

Na Introdução desta dissertação discutimos várias análises que foram performadas

com esta QED estendida, a grande maioria com o intuido de impor limites para os

parâmetros que controlam a quebra da simetria de Lorentz. No entando outras análises

têm sido realizadas apenas com o intuito de examinar como os resultados convencionais

da QED se modificam em um ambiente com quebra da simetria de Lorentz. Na referência

[125] os autores estudaram a renormalização desta QED estendida, e assuntos como esta-

bilidade, causalidade e a maneira como esta teoria de baixas energias se conecta a teoria

fundamental na escala de Planck foram analisadas na referência [79], sendo que este último

ponto ainda permanece uma questão em aberto carecendo de uma resposta definitiva. Out-

ros aspectos como polarização do vácuo foram discutidos em [126], e redefinição de campos

não localmente para se eliminar coeficientes que controlam a quebra da simetria de Lorentz

e um análise do operador de Pauli-Lubanski, que apesar da quebra de Lorentz mantem a

sua estrutura, bem como seus autovalores, foram analisados na referência [127].

Na referência [26] os autores analisaram extensivamente o setor de matéria que é

CPT -́ımpar desta QED estendida. Neste caso, alguns coeficientes que controlam a quebra

da simetria de Lorentz, como o aµ aparecendo em (B.4), podem ser eliminados por uma

simples redefinição da fase do espinor de Dirac. Neste trabalho os autores realizam uma

estensa análise deste modelo, tratando de assuntos como solução da equação de Dirac

generalizada obtida deste modelo, relação de dispersão para os férmions, quantização

canônica e propagadores. Este setor da QED estendida mostrou-se ser uma teoria quântica

consistente a passou a ser um dos setores do MPE, juntamente com o setor eletromagnético,

mais estudados até o momento. O leitor interressado em mais discussões sobre a QED

estendida é remetido a extensa literatura existente, sendo que alguns poucos artigos sobre

este assunto foram listados neste apêndice.
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Apêndice C

Análise de Unitariedade e

Causalidade na aproximação

clássica

Neste apêndice vamos tentar responder uma pergunta fundamental para uma teoria de

campos, como a descrita por (1.1). Quando uma teoria de campos que incorpora a violação

da simetria de Lorentz e ou CPT pode ser uma teoria de campos quântica consistente?

Para responder esta pergunta, pelo menos em um ńıvel clássico sem a realização de cálculos

pertubativos, uma análise do espectro de part́ıculas descritas pelo modelo de campos da

lagrangeana (1.1) é feita. Para isto, é realizada uma análise dos propagadores do modelo,

a partir da qual, aspectos de causalidade, unitariedade e graus de liberdade propagados

são obtidos. A análise é a ńıvel de árvore (tree level), dividida em duas partes. Primeiro o

modelo com quebra de Lorentz e CPT , isto é com dµναβ = 0 e depois o modelo que é CPT -

par, isto é com bµ = 0. Posteriormente escolhas convenientes dos parâmetros que quebram

a simetria de Lorentz são adotadas com o objetivo de se evitar modos taquiônicos10 e

ghosts11 no espectro. Esta análise é importante para se verificar quando o procedimento

de quantização canônica utilizado no Caṕıtulo 1 é válido.

10Part́ıculas que se propagam em velocidades supraluminais violando a causalidade.
11Estados de uma part́ıcula no espaço de Hilbert dos estados com norma negativa que violam a

unitariedade do modelo.
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O Caso CPT -́ımpar

O Propagador é uma função de Green da teoria definida a partir da parte quadrática

da ação clássica do modelo. A partir dele obtêm-se informações sobre causalidade, uni-

tariedade, graus de liberdade propagados, dentre outros. Para obter o propagador do

modelo de campos definido por (1.1) vamos escrever a ação para o caso CPT -́ımpar, isto

é com dµναβ = 0 da seguinte forma:

S(A) =
∫
d4x

1
2
Aµ(x)Oµν(∂)Aν(x) (C.1)

sendo que o operador diferencial Oµν que aparece na parte quadrática da ação é chamado

de operador de onda. O propagador de Feynmam da teoria é dado pela inversa do operador

de onda aparecendo em (C.1) e como no caso usual da QED este operador não possui

inversa pois ele é singular. Esta singularidade tanto aqui, como na QED usual vêm do

fato de estarmos tratando de uma teoria de calibre, neste caso que possui uma invariância

local U(1) dada por (1.7). Esta simetria do modelo suprime da ação a dinâmica do setor

longitudinal do campo vetorial Aµ o que leva o operador de onda a ser singular, pois este

não é escrito como uma combinação linear de todos os operadores de projeção [9]. Para

evitar esta singularidade e conseguir inverter o operador de onda vamos trazer para a ação

do modelo o setor longitudinal através de um termo de fixação de calibre dado por:

LGF = −α
2

(∂µAµ)2. (C.2)

Onde α é um parâmetro arbitrário que pode assumir qualquer valor, desde 0 até +∞,

sendo a f́ısica descrita pelo modelo indepedente deste parâmetro. Agora, na presença

deste termo de fixação de calibre (gauge fixing) o operador de onda aparecendo em (C.1)

assume a forma:

Oµν = 2ηµν + (α− 1)∂µ∂ν − εµαβνbα∂β, (C.3)

que não é singular e possui uma inversa. Para inverter este operador vamos usar o método

dos projetores, mas agora temos que introduzir novos operadores para que a álgebra dos

projetores se feche [76], assim temos:
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θµν = ηµν −
∂µ∂ν
2

, ωµν =
∂µ∂ν
2

, sµν = εµαβνb
α∂β, (C.4)

sendo θµν e ωµν os operadores de projeção transversal e longitudinal respectivamente e sµν

é um novo operador que não é um projetor pois s2 6= s. Para se entender a necessidade

de novos operadores observe que:

sµαs
α
ν = (b22− χ2)θµν − χ2ωµν −2Λµν + χ(Σµν + Σνµ) ≡ fµν (C.5)

sendo que foram definidos três novos operadores, dados por,

Λµν = bµbν , Σµν = bµ∂ν , χ = b · ∂, (C.6)

para que a álgebra formada pelos operadores (C.4) e (C.6) se feche, como mostrado na

tabela C.1 abaixo, tornando posśıvel a inversão do operador de onda (C.3).

θα ν ωα ν sα ν Λα ν Σα
ν Σν

α

θµα θµν 0 sµν Λµν − χ
2

Σνµ Σµν − χωµν 0

ωµα 0 ωµν 0 χ
2

Σνµ χωµν Σνµ

sµα sµν 0 fµν 0 0 0

Λµα Λµν − χ
2

Σµν
χ
2

Σµν 0 b2Λµν b2Σµν χΛµν

Σµα 0 Σµν 0 χΛµν χΣµν Λµν2

Σνα Σνµ − χωµν χωµν 0 b2Σνµ b22ωµν χΣνµ

Tabela C.1: Algebra formada pelos operadores de spin. Os produtos obedecem a ordem

de linha vezes coluna.

É conveniente agora escrever o operador de onda (C.3) em termos dos operadores

de projeção definidos em (C.4):

Oµν = 2θµν + α2ωµν − sµν (C.7)

O propagador que é o valor esperado no vácuo do produto de campos ordenado temporal-

mente [8, 9, 10] é dado em termos do operador de onda como12:

12Observe que T [Aµ(x)Aν(y)] = Aµ(x)Aν(y), de x0 > y0 ou Aν(y)Aµ(x) se y0 > x0
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〈0|T [Aµ(x)Aν(y)]|0〉 = i(O−1)µνδ4(x− y). (C.8)

Utilizando a álgebra dos operadores mostrada na tabela C.1, conseguimos inverter o ope-

rador de onda, simplesmente assumindo que sua inversa é uma combinação linear de todos

operadores aparecendo na tabela C.1, e o fato que Oµα(O)−1
αν = δµ ν . Assim obtemos para

o propagador13:

Dµν =
1
D

{
2θµν +

D − αχ2

α2
ωµν + sµν − Λµν +

χ

2
(Σµν + Σνµ)

}
(C.9)

sendo D(k) = k4 + b2k2 − (b · k)2, a relação de dispersão caracteŕıstica do modelo, (1.23)

que fornece o espectro de massas das part́ıculas propagadas.

Agora pode-se discutir o conteúdo de part́ıcula da teoria. Consideramos que as

part́ıculas elementares estáveis (on-shell) descritas como as excitações de um modelo de

campos aparecem como os polos dos propagadores. Contudo desde que os polos sejam

identificados, assuntos como causalidade e unitariedade devem ser analizados. Tendo em

vista que os polos do propagador dependem do vetor de fundo bµ, vamos dividir nossa

análise em três partes, bµ sendo do tipo-tempo, tipo-luz e tipo-espaço.

No caso em que bµ é do tipo-tempo pode-se sempre encontrar um referêncial onde

bµ = (m,0) e os polos da função D(k) no espaço dos momentos são k2 = ±m|k|, mostrando

que a “massa” da part́ıcula pode ser imaginária, levando a uma velocidade de propagação

maior que c, consequentementemente violando causalidade, logo a versão quântica do

modelo no caso em que o vetor de fundo é do tipo-tempo não é satisfatória, pois o espectro

é contaminado por ghosts.

No caso em que bµ é tipo luz pode-se escolher um referêncial onde bµ = (b0, 0, 0, b0)

e é facil ver que os polos do propagador levam a um espectro análogo ao ususal para

fótons, apenas com um desvio da energia e do momento por quantidades constantes, as

quais podem ser reabsorvidos em uma nova definição destas quantidades, não sendo por

exemplo mensurv́eis [29, 78]:

13Os autores da referência [76] obtêm um resultado similar a este, porém eles tratam de um

modelo com a simetria de calibre quebrada espontaneamente onde o campo vetorial Aµ adquire

uma massa.
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(
ω ± b0

2

)2
=
(
k± b

2

)2
. (C.10)

Não consideraremos mais este caso, e daremos ênfase apenas para os casos extremos de

bµ, ou seja, tipo-tempo e tipo-espaço.

Finalmente no caso em que bµ é do tipo espaço podemos sem perda de generalidade

escolher o vetor de fundo como sendo bµ = (0, 0, 0,m), e neste caso o propagador apresenta

dois polos k2 = M+ e k2 = M− sendo as massas dadas por:

M2
± =

1
2
(
m2 ±m

√
m2 + 4k2

3

)
. (C.11)

Neste caso ambos polos determinam part́ıculas estáveis com um propagador bem definido

respeitando causalidade [74]. O propagador (C.9) só possui polos simples, o que nos diz

que posśıveis estados no espaço de Hilbert dos estados com norma negativa não devem

estar presentes no espectro do modelo, ou seja a unitariedade dos estados é respeitada pelo

modelo. Para inferirmos sobre este aspecto temos que calcular os autovalores da matriz de

reśıduos do propagador nos polos (C.11) e verificar se são positivos definidos. No caso do

vetor de fundo ser do tipo-tempo isso não é necessário pois os polos já violam unitariedade.

Fixando-se o momento como kµ = (k0, 0, 0, k3) e com a condição de que k2 > 0

pois o espectro do modelo possui part́ıculas massivas, pode-se calcular a matriz de reśıduos

do propagador (C.9) nos polos (C.11) [84]. Não apresentaremos detalhes aqui pois isto

não é importante para nós, sendo o leitor interessado remetido as referências [76, 84]. O

que é importante aqui é o fato de que a matriz de reśıduos possui um único autovalor

não nulo e positivo definido em cada um dos polos M2
+ e M2

−. Isto significa que cada um

dos polos está associado com um único grau de liberdade propagado e que os estados de

uma part́ıcula no espaço de Hilbert possuem norma positiva definida levando a uma teoria

quântica satisfatória com dois graus de liberdade propagados.

Assim, da análise acima conclui-se que uma teoria quântica consistente para o

caso CPT -́ımpar é posśıvel apenas no caso em que o vetor de fundo bµ é tipo-espaço,

isto confirma as discussões das dificuldades apresentadas com a teoria já no ńıvel clássico

feitas no caṕıtulo 2, e consequentemente uma posśıvel quantização canônica do modelo é

posśıvel somente para o vetor de fundo tipo-espaço. A análise apresentada aqui confirma

uma feita por Adam e Klinkhamer na Ref.[74], porém eles analisaram a unitariedade do
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ponto de vista que somente para o vetor de fundo bµ do tipo-espaço o hamiltoniano admite

uma extensão auto-adjunta, positivo definido, dando origem portanto a um operador de

evolução temporal unitário.

Aqui a análise de unitariedade [76] é referida ao espaço de Hilbert dos estados de

uma part́ıcula. Ou seja estados com norma negativa, ou estados de ghost sempre estão

presentes quando bµ for do tipo-tempo. Porém quando ele for do tipo espaço tais estados

não estão presentes e o modelo pode ser adotado como uma teoria quântica consistente.

O Caso CPT -par

Vamos agora analisar o propagador do modelo (1.1) para o caso CPT -par, ou seja con-

siderando bµ = 0. Rescrevendo a ação do modelo com o termo de fixação de calibre (C.2)

pois sem ele, novamente o operador de onda é singular devido a invariância de calibre do

modelo, obtemos:

S(A) =
∫
d4x

1
2
Aµ(x)Oµν(∂)Aν(x) (C.12)

onde o operador de onda Oµν é dado por:

Oµν = 2ηµν + (α− 1)∂µ∂ν + 2dµρσν∂ρ∂σ. (C.13)

Agora, contrário ao caso anterior não precisamos introduzir mais operadores para que a

álgebra dos operadores defidos no espaço dos momenta por

θµν = ηµν −
kµkν
k2

, ωµν =
kµkν
k2

, vµν = dµρσνk
ρkσ, (C.14)

se feche. A álgebra destes operadores é mostrada na tabela C.2 abaixo, sendo que substi-

tuimos o produto kρkσ que aparece no operador vµν por k̂ρk̂σk2, de modo que vµν =

k2dµρσν k̂
ρk̂σ = −k2d̃µν , assim temos:

vµαv
α
µ = k4d̃µαd̃

α
ν ≈ 2ηµνk4(σ2 + ρ2) = ∆(θµν + ωµν).

sendo ∆ = 2k4(σ2 + ρ2) um número. Justifica-se esta aproximação baseados em dois

fatos. O primeiro é que sem esta aproximação a álgebra dos operadores (C.14) não se
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fecha, mesmo introduzindo outros operadores, o problema fica muito mais complicado

que no caso CPT -́ımpar, sendo quase intratável. A segunda justificativa é baseada no

fato experimental de que as componentes do campo tensorial dµναβ são muito pequenas,

como discutido no caṕıtulo 1, então se houver alguma invalidação deste modelo em um

ńıvel quântico esta deve se mostrar já em primeira ordem nos parâmetros que controlam

a quebra de Lorentz. A álgebra dos operadores (C.14) é:

θα ν ωα ν vα µ

θµα θµν 0 vµν

ωµα 0 ωµν 0

vµα vµν 0 ∆(θµν + ωµν)

Tabela C.2: Algebra formada pelos operadores de spin. Os produtos obedecem a ordem

de linha vezes coluna.

Agora podemos inverter o operador de onda e encontar o propagador da teoria.

Escrevendo então o operador de onda (C.13) em termos dos operadores (C.14) temos:

Oµν = 2θµν + α2ωµν + 2vµν (C.15)

Utilizando a álgebra dos projetores mostrada na tabela 3.2, conseguimos inverter o oper-

ador Oµν , e obter o propagador, definido em (C.8), o qual toma a seguinte forma:

〈AµAν〉 =
−1

k2(1− 8(σ2 + ρ2)
(
θµν +

1
α
ωµν +

2
k2
vµν
)
. (C.16)

Este resultado nos permite discutir a natureza das excitações f́ısicas, presentes no espectro

do modelo, que correspondem aos pólos do propagador. Note que o denominador geral

k2(1 − 8(σ2 + ρ2)) possui um polo em k2 = 0 que corresponde a uma part́ıcula de massa

nula, e que o setor vµν do propagador possui um polo duplo que pode levar a violação da

unitariedade do modelo, por isso um estudo mais detalhado deste setor deve ser realizado.

As part́ıculas descritas pelo modelo são part́ıculas estáveis (on-shell) de massa nula k2 = 0,

e calculando-se a matriz de reśıduos para se inferir sobre posśıveis estados de norma

negativa temos, que o propagador (C.16) possui matriz de reśıduos no polo k2 = 0 dada

por:
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R =
1

(1− 8(σ2 + ρ2))



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


(C.17)

sendo que para obtermos o resultado acima utilizamos a arbitrariedade do parâmetro de

calibre α e escolhemos ele como sendo α = 1 e fixamos o momento como sendo kµ =

(k0, 0, 0, k0). Observe que esta matriz de reśıduos possui autovalores positivos e negativos.

O auto-valor negativo da matriz de reśıduos está associado aos fótons tipo-tempo do

modelo que são descritos pela componente A0 do campo de calibre e são não-f́ısicos, assim

como os fótons com polarização longitudinal que também não são f́ısicos. A presença

destes graus de liberdade espúrios é consequência da introdução do termo de fixação de

calibre (C.2) que traz para a ação do modelo graus de liberdade espúrios que devem ser

eliminados do espaço de Hilbert da teoria por alguma condição sumplementar imposta aos

estados, como acontece no caso usual da QED [9]. Importante para nós é que o número

de graus de liberdade f́ısicos, propagados pelo modelo são dois que correspondem a uma

excitação de spin-1 com massa nula.

Em qualquer um dos dois casos analisados o número de graus de liberdade f́ısicos

propagados é dois. Isto é um ponto sútil do modelo pois como vemos a quebra da simetria

de Lorentz introduz várias caracteŕısticas novas ao modelo mas mantem o número de graus

de liberdade propagados em qualquer um dos casos, CPT -par ou ı́mpar.
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[84] A.P. Baêta Scarpelli and J.A. Helayël-Neto, “Lorentz SO(3) model: Discussing
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