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Resumo

SALVINO, Luis Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro
de 2018. Um teorema de existéncia e unicidade para um modelo
matematico de crescimento de cincer com tratamento quimioterapico.
Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

Neste trabalho apresentamos um modelo mateméatico composto por um sistema
de equacoes diferenciais com condigoes de contorno especificas as quais modelam
o crescimento de um tumor tratado com quimioterapia. Nosso objetivo é

estabelecer um resultado sobre existéncia e unicidade de solucao para tal sistema.



Abstract

SALVINO, Luis Fernando, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February,
2018. An existence and uniqueness theorem for a mathematical model
of cancer growth with chemotherapeutic treatment. Adviser: Anderson
Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we present a mathematical model composed by a system of
differential equations with specific boundary conditions which model the growth
of a tumor treated with chemotherapy. Our goal is to establish a result on

existence and uniqueness of solution for such a system.



Notacoes

R™ representara o espaco euclidiano n-dimensional.

e () serd um aberto limitado de R™ com fronteira 0 suficientemente suave e
medida de Lebesgue |Q].

T representard um ntimero real positivo.

() representara o espaco 2 x (0,7).

e [ representara o espago 02 x (0,7).

A= Z 012 denotara o operador Laplaciano.
i=1

e L(X,Y) denotara o espaco dos operadores lineares continuos de X em Y.

0 0
V= —u, R %) denotard o operador gradiente.
o0xy ox,,
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Introducao

Em [10], Fassoni estudou um modelo simples composto por um sistema de
EDO’s descrevendo o crescimento de um tumor e seu efeito no tecido normal,
junto com a resposta do tecido ao tumor e com modelagem de tratamentos
quimioterapicos. O objetivo dos autores nao foi considerar os varios aspectos
do crescimento tumoral e reproduzir o comportamento quantitativo com alta
precisao, mas usar o modelo para dar alguns insights do ponto de vista de
sua capacidade para lidar com mudancas. As equacdes do modelo que foram
estudadas sao
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onde N representa as células normais em um dado tecido do corpo humano, A
representa as células tumorais neste tecido e D representa a concentracao de uma
droga usada para tratar tal tumor.

Assumimos que o parametro ry representa a reproducao constante total de
células normais e py sua mortalidade natural. Um fluxo constante para células
normais é considerado na dinamica vital e nao depende da densidade, como
é o caso do crescimento logistico geralmente assumido, veja por exemplo [I5].
O motivo dessa escolha ¢ que em um tecido normal e ja formado, a dinamica
imperativa nao ¢ a competicao intraespecifica das células por nutrientes, mas a
manutencao de um estado homeostatico, através do reabastecimento natural de
células antigas e mortas, veja por exemplo [17].

Contrariamente, as células cancerigenas tém uma certa independéncia sobre
os sinais de crescimento liberados pelo tecido e mantém seu proprio programa de
crescimento, como por exemplo, um tecido embrionario em fase de crescimento,
veja [I1]. Assim, um crescimento dependente da densidade é considerado para
as células tumorais. Varias leis de crescimento poderiam ser usadas, como
Gompertz, logistica generalizada, Von Bertanlanfy e outras, veja [16]. Escolhemos
o crescimento logistico devido a sua simplicidade, e uma mortalidade natural 1 4.
Uma taxa de mortalidade extra €4, devido a apoptosis, ver [7], ¢ também incluido.

Os parametros de competicao 5; e (3 englobam de maneira simplificada as
muitas interacoes entre células tumorais e normais. O parametro 3 engloba, de



maneira mais simples, todos os efeitos negativos impostos as células cancerigenas
por muitos tipos de células no tecido normal. Essas interagoes incluem a liberagao
de sinais anti-crescimento e morte por células hospedeiras, que é a resposta
natural de células normais a presenca de células cancerigenas, a competicao
por nutrientes com células tumorais e assim por diante. Da mesma forma, o
parametro (3, abrange todos os mecanismos desenvolvidos pelas células tumorais
que danificam o tecido normal, como o aumento da acidez local, supressao de

células imunes, liberagao de sinais de morte e competicao com células normais.

Seguem as hipoteses que levam & terceira equacao de descrevendo a
farmacocinética e a farmacodindmica da droga. A droga tem uma taxa de
depuracao 7. As taxas de absorcao e desativacao da droga por células normais
e cancerosas sao descritas em termos da lei de acao em massa com taxas Yy
e v4. Seguindo a hipdtese linear de [3|, supomos que as quantidades de droga
absorvida por células normais (yyND) e cancerosas (74 AD) matam tais células
com taxas ay e ag, respectivamente. Finalmente, o parametro p representa
uma taxa de infusdo constante, e aproxima uma dosagem metronoémica, isto é,
uma administracao quase continua e a longo prazo da droga. Embora muitos
modelos de tratamento de cancer nao considerem a absorcao e desativacao de
drogas explicitamente, em [10], os autores acreditam que é um fato importante
a considerar, uma vez que esse fend6meno contribui para diminuir a concentracao
de drogas conforme o tempo passa.

O sistema é semelhante ao classico modelo de competicao Lotka-Volterra,
comumente usado em modelos para crescimento tumoral e invasoes biologicas,
porém ha uma diferenca fundamental. O uso de um fluxo constante em vez de
um crescimento logistico para células normais quebra a simetria observada no
modelo classico de Lotka-Volterra, de modo que nao havera equilibrio em N = 0.
Assim, células normais nunca serao extintas, ao contrario desses modelos. Em
[10] os autores acreditam que isso ndo é um problema, mas pelo contrario, é um
resultado realista. Na verdade, a grosso modo, o cancer "nao vence'pelo fato de
que mata todas as células no tecido, mas pelo fato de atingir um tamanho perigoso
que perturba o bom funcionamento do tecido e ameaca a satde do individuo. Um
termo de fluxo constante ja foi tomado em outros modelos bem conhecidos de
cancer, especificamente, para descrever o crescimento de células imunes, veja por
exemplo [§].

Neste trabalho nao estamos interessados em analisar a dinamica do modelo,
pois em [10] ja foi feito um estudo sobre os pontos de equilibrio e questdes sobre
estabilidade ou instabilidade de tais pontos. Nosso objetivo é estudar questoes de
existéncia e unicidade de solucao para as equacgoes do seguinte modelo modificado
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onde x,, é a funcao caracteristica do subconjunto w C ). Isto corresponde a um
vaso sanguineo passando transversalmente na subregiao w do tecido, e fornecendo
uma quantidade de droga u constante.

Este sistema corresponde a uma variagao do modelo mateméatico de EDO’s
proposto em [10], onde consideramos o modelo descrito em uma regido limitada
Q de R2, com o acréscimo do termo cAD na equacao das drogas e eliminacao
do termo —p3N A, ou seja, desprezando a taxa de absorcao de células cancerosas
pelas células normais. O termo AD representa a difusao aleatoria da droga nas
células normais e cancerosas com coeficiente de difusao constante o, veja por
exemplo [2].

Esta dissertacao seré organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, tratamos das ferramentas utilizadas para o desenvolvimento
desse trabalho. Algumas delas sao: os Espacos de Sobolev, uma Proposicao que
se resume a garantir existéncia, unicidade e uma estimativa para a solu¢ao de um
problema parabolico geral (ver [13]) e o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
(ver [12]).

No Capitulo 2, iniciamos trabalhando com o problema , passamos a um
problema modificado, problema na qual esta conectado com o problema (2)), nesse
sistema modificado provamos existéncia de solucao utilizando-se da teoria tratada
no Capitulo 1, mostramos que a solucao desse problema implica na solucao do
problema e finalmente provamos a unicidade de tal solucao.

No Capitulo 3, serao feitas as consideracoes finais.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados os espacos e as ferramentas principais para
o desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Espacgos de Sobolev

Nesta e na proxima secao apresentaremos os espacos funcionais que serao

utilizados ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre tais espagos consultar
(61, [, [5] e [14].
Definicao 1.1. Seja u : Q2 — R continua. O suporte de u, que serd denotado
por supp(u), € definido como o fecho em Q do conjunto {x € Q;u(x) # 0}. Se
supp(u) for um compacto dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos
por Co(R2) o espago das fungoes continuas com suporte compacto.

Defini¢do 1.2. Denotemos por C(S)), j um nimero inleiro nio-negativo ou
nfinito, o conjunto das funcoes ¢ : € — R que possuem derivadas parciais
continuas até ordem j.

Defini¢ao 1.3. Denotemos por C§°(2) o conjunto das funcgées ¢ : Q@ — R
que possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens e que tém suporte
compacto.

Defini¢ao 1.4. Uma sucessio (¢, )ven de funcoes de C5°(Q2) converge para zero
quando existe K C §2 compacto tal que

e suppy, C K, VveN;

e Para cada o € N", D%, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador deriwacao de ordem « definido por

olal
aq a9 ?
0x7'0x5?...0xon

com o = (o, g, ...,0n) €EN" e |la] = a1 +as+ ... + .

4



5 1.1. ESPACOS DE SOBOLEV

Defini¢ao 1.5. O espaco vetorial C§°(§2) com a no¢ao de convergéncia definida
acima € representado por D(Q) e denominado espago das fungoes testes em S).

Definicao 1.6. Denotemos por Cé(Q) o conjunto das fungoes ¢ € C7(S) tais
que D¥p ¢é limitada em Q para |of < j. CL(Q) € um espago de Banach com a
norma

el ci () = max sup|D(z)]|.
B lal<i zeQ

Definicao 1.7. Seja 1 < p < co. Denotemos por LP(S2) o conjunto das (classes
de equivaléncia das) fungoes mensurdveis u : Q — R tais que |ulP é integrdvel no
sentido de Lebesgue em ). LP(Q)) é um espaco de Banach com as normas

(/|u ]pdx) , sel < p<oo;
[lull, =

sup ess|u(x)|, se p = o0.
€N

No caso em que p =2, LP(Q) € um espaco de Hilbert com o produto interno

(U, v) 12(0) :/Qu(x)v(x)dx.

Definigao 1.8. Denotemos por D'(2) o espago L(D(2)). Tal conjunto é chamado
o espaco das distribuicoes de € em R.

Definicao 1.9. Seja T € D'(R2). Definimos a derivada de ordem « da distribui¢ao
T, DT € D'(Q), por

<DQT7 90> = (_1)‘QI<T7 Da90>’
para todo ¢ € D(Q).

Definicao 1.10. Seja 1 < p < co. Denotemos por L}, (Q) o conjunto das fungoes
mensurdveis u : 0 — R tais que para todo compacto K C Q, wx € LP(£2).

Proposigao 1.11. Sejau € L}, (). Se ¢ € D(Q), entdo

(Tu, ) = /pr

define uma distribuicao em D' ().

Demonstragao. Ver [6], p. 42. ]

Proposigao 1.12. Seja 1 < p < oo. FEntao, LP(Q) — L]

1oe(82), para todo
p € [1,00].

Demonstragao. Ver [6], p. 42. ]



6 1.1. ESPACOS DE SOBOLEV

Definigao 1.13. Seja 1 < p < co. O espago de Sobolev W](Q) € definido como
sendo o conjunto

W (Q) ={u e LP(Q); D*u € LP(2), V |a| < m},

p

onde D*u ¢ a derivada de u no sentido das distribuicoes. W;”(Q) € um espago
de Banach com as normas

( 5 \\D&u(xm;;)p, 51 < p< oo
lully =

laj<m

> supess|D%u(x)|, sep= oc.

‘a|§m e

No caso em que p = 2, denotamos W;"(2) por H™(Q). O espago H™(Q) ¢
um espago de Hilbert com o produto interno

(U, VY = Z (D%u, D*v) 2.

laj<m

Proposigao 1.14. Seja 1 < p < oo. Se u € W, (Q) entio uy,u_ € W;(Q) e
temos as expressoes

Vu, seu>0
VU+:
0, seu <0

0, seu >0
Vu_ =
{—Vu, seu < 0.

Demonstragao. Ver [9], p. 292. ]

Definicao 1.15. Seja 1 < p < oo. Para cada v € R considere a funcao
h? : [0,00) — R definida por h*(t) = t’. Sejam X; e X, espagos de Banach,
denotemos por W = W (p,v; X1, X3) o conjunto das (classes de equivaléncia das)
fungoes mensurdveis u : [0,00) — X1 + Xy tais que

h'(u) € LP(0,00; X1) e h"(u") € LP(0,00; X5),

onde u' € a derivada de u no sentido das distribuicoes. W é um espaco de Banach
com a norma

||l |lw = max{[|h” (w)]|zr©.00:x1) |7 (W) || Lr(0,00:x2) } -

Definicao 1.16. Seja 1 < p < oo e consideremos v € R tal que 6 = §+ v < 1.
Denotemos por T = T (p,v; X1, Xa) o conjunto de todos os tragos f(0) de fung¢des
de W(p,v; X1, X3). Tal conjunto é chamado o espago trago de W. Temos que T
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€ um espaco de Banach com a norma

u|lr = inf .
lullr = in |1l

few

Afim de construir os espacos de Sobolev fracionarios, tomemos X; = W, ()
[§] XQ = LP(Q)

Definicao 1.17. Seja 0 < 6 < 1. Definimos
T'(Q) = T(p,v; W, (Q), L*(Q)),

onde v + % =0. Seu € T(Q), entdo

1
— 3 v p ?
lullrosay = int ma{ ([ w0t )

few

([ h”p(||f’(t>|!’2p(m)dt);}-

Definicao 1.18. Seja s € R tal que s > 0. Se s = m, um numero inteiro,
definimos W;(Q2) = W(Q). No caso em que s nao € wm nimero inteiro,
escrevemos s = m + o, onde 0 < o < 1. Assim, definimos

W2 (Q) ={u e W (€2); D%u € T'7P(Q), |al = m},

p

onde D*u € a derivada de u no sentido das distribuigoes. W;(Q) € um espaco de
Banach com a sequinte norma

1
s = (el + 3 ID*lnre)
lo|=m

Proposicao 1.19. Sejam ) C R™ com fronteira suficientemente suave, s > 0 e
1<p<n.

(1) Sen > sp, entdo W;(Q) — L"(2) para p <r <

n— sp’

(i2) Sen = sp, entao W;(Q) — L"(Q) para p <r < oo;

(#41) Sen < (s— j)p para algum inteiro nao negativo j, entao W3 (Q) — CL(Q).

Demonstragao. Ver [1], p. 217. O

1.2 Espacos a valores vetoriais

Para esta secao, consideremos I C R um intervalo aberto, {2 C R™ um aberto
limitado e X um espaco de Banach.
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Apesar da semelhanca entre as defini¢oes dessa secao e da anterior, devemos
nos precaver com os conceitos de mensurabilidade e integrabilidade em espagos
de Banach quaisquer.

Definicao 1.20. Uma funcao f : I — X € mensurdvel se existe uma sequéncia
(fu)nen C Co(I,X) tal que fr, — [ q.t.p., quando n — oc.

Proposicao 1.21. Sejam (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis de 1
para X e f: 1 — X. Se f, = [ qt.p. em I, entao f € mensurdvel.
Demonstracao. Ver [5], p. 4. ]

Definicao 1.22. Uma funcao mensurdvel f : I — X € integrdvel se existe uma
sequéncia (fn)nen C Co(1,X) tal que

/I 1) — £ =0,

quando n — 0.

Proposicao 1.23 (Teorema de Bochner). Seja f : [ — X mensurdvel. Entao f
é integravel se, e somente se, ||f|| € integrdvel. Mais ainda,

| [1] < fusn

Demonstragao. Ver [5], p. 7. ]

Definigao 1.24. Seja 1 < p < oo. Denotemos por LP(I,X) o conjunto das
(classes de equivaléncia das) fungoes mensurdveis f : I — X tais que t — || f(t)]|
pertence ao LP(I). LP(1,X) é um espaco de Banach com as normas

fllp = (/Hf det) , sel<p<oo;

supess||f(t)]], se p = o0.
tel

No caso em que p =2 e X é um espaco de Hilbert, LP(I,X) é um espaco de
Hilbert com o produto interno

(U, v)r2(1,x) = /(u(x),v(a:»x dr, Y u,ve Ll*(I,X).
I

Defini¢ao 1.25. Denotemos por D'(1,X) o espaco L(D(I),X). Tal conjunto é
chamado o espaco das distribuicoes de I em X.

Definigao 1.26. Seja 1 < p < oo. Denotemos por Lj (I,X) o conjunto das

funcoes mensurdveis f : I — X tais que para todo intervalo compacto J C I,
fig e LP(1,X).
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Definicao 1.27. Seja T € D'(I,X). Definimos a derivada da distribuicao T,
T'e D' (I,X), por

para ¢ € D(I).
Proposigao 1.28. Seja f € L, (I, X). Se p € D(I), entdo

loc

Ty, ¢) :/fﬁp

define uma distribuicao em D'(1, X).

Demonstragao. Ver [5], p. 10. O

Proposigao 1.29. Seja 1 < p < co. Entao, LP(I,X) < L} (I, X), para todo
p € [1,00].

Demonstragao. Ver [5], p. 10. O

O proximo espaco a ser definido terd suma importancia no desenvolvimento
deste trabalho.

Definigao 1.30. Sejam 1 < p < oo e LP(Q) = LP(0,T;LP(R2)). Denotemos
por WpQ’l(Q) o conjunto das (classes de equivaléncias das) fungoes mensurdveis
u € LP(Q) tais que uy € LP(Q) e D € LP(Q), para todo 1 < |a| < 2, onde D*u
€ a deriwada de u no sentido das distribuicoes. W]f’l(Q) € um espaco de Banach
com a seguinte norma

P
||u||Wp2’1(Q) = (HUHIZp(Q) + ||Ut||ip(Q) + Z || D%ul Izp(Q)) .
1<|af<2

Proposicao 1.31. Seja Q C R™ com fronteira O5) suficientemente suave. Entao,
W2HQ) — LYQ) para q satisfazendo:

: p(n+2) n+ 2
1< _— < ;
() 10 2D ey tE2
.. 2
(1) 1<q< oo, sep:n; ;
n—+ 2

(1it) q = oo, se p > 5

Em particular, para qualquer funcao u € sz’l(QL existe uma constante C'
dependendo de 2, T, p,q en tal que

lullza@) < CHU“WI?J(Q)' (1.1)
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Nos casos (ii) e (i11) a imersao é compacta, e em (i) teremos imersao

compacta para q satisfazendo 1 < q < %.

Demonstragao. Ver [14], p. 20. ]

1.3 Desigualdades notaveis e formulas de
integracao

Nesta secao, seguem algumas desigualdades e formulas de integracao
conhecidas que serao utilizadas ao longo do texto. Para mais detalhes consultar

[9].

Proposicao 1.32 (Desigualdade de Young). Se a,b > 0 e p,q > 1 sao tais que

1 1 . a? bl

-4+ —-=1, entao ab < — + —.

p q p q

Demonstragao. Ver [9], p. 622. ]

Lema 1.33. Considere a fungao exp : R — R definida por exp(z) = €. Entao,
existe 0 € (0,1) tal que

Oy+(1—0

ey —e®| =€ )x|y—x|.

No caso em que x <y <0, temos

e/ — e <y — 2.

Demonstracao. Pelo teorema do valor médio para fungoes reais, existe z € (z,y)
tal que exp(y) — exp(z) = exp(z)(y — z). Ao parametrizar o intervalo (x,y),
garantimos a existéncia de 6 € (0, 1) de tal forma que z = y + (1 — 6x). Isso nos
garante que

wl _ 69y+(1—0)a:|y . IL‘|

eV —e

Supondo z < y < 0 temos z < 0. Portanto, fy + (1 — 6z) < 0, o que nos
sugere ?+t(1=02) < 1. Dai,

a:| — 60y+(1—9)m

eV — ¢ ly—al

IN

ly — z|.

]

Proposicao 1.34 (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial). Seja f(-) uma
fungdo nao negativa, absolutamente continua em [0,T], que satisfaz para cada t
a desigualdade diferencial

F'@t) <o) f(t) + (1),
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onde ¢(t) e P¥(t) sao fungoes nao negativas, integraveis em [0,T]. Entao

t
pio) < el (50) 4 [ wisias).
0
para todo 0 <t <T. Em particular, se
f'<of em[0,T) e £(0) =0,
entao

f=0em[0,T].

Demonstragao. Ver [9), p. 624. ]

Proposigao 1.35 (Formula de Green). Sejam Q C R™ um aberto limitado e
f,g € H*(Q). Entao:

. of
/Q(Af)g dr = /Q<Vf,Vg> dx+/ag 8779 ds.

Demonstragao. Ver [4], p. 316. ]

1.4 Existéncia e unicidade de solucao para um
problema parabélico

Nesta e na proxima secao, consistem os resultados principais para o
desenvolvimento desse trabalho. Para mais detalhes sobre tais resultados
consultar [I3] e [12].

Consideremos o seguinte problema parabdlico de valor inicial:

¢ n

ou o%u - ou
5_;%]'(%]5)8%8%+jzlai($’t)a_%+a(x’t)u_f’ em Q’

n 1.2
; bi(z, t)g—;i + b(z, t)u = 0, em T, (12
L u(+,0) = uo(+), em ).

Proposicao 1.36. Sejam Q) C R"™ limitado, com fronteira 0S) suficientemente
suave, p > 1 e fungoes a;; continuas e limitadas em Q). Suponhamos que

(i) a;; € C(Q), 1,7 = 1,2,...,n onde [a;j|nxn € uma matriz real positiva tal
que para alguma constante positiva (8 tem-se D" a;j(v, )& > BIE%,
para quaisquer (z,t) € Q e £ € R";

(i) f € LP(Q);
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(iit) a; € L"(Q) com r = maz{p,n+2} sep #n+2 our =n-+2+¢, para
qualquer € >0, se p=n+ 2;

(iv) a € L*(Q) com s = maz{p, 52} se p # 2 ou s = "2 + ¢, para qualquer

e>0, sep:”T“;

v) b;,b € [),i=1,...,n, e os coeficientes b;(x,t) satisfazendo a condicdo
(v) bi,be C*(T), RN fi bi(z,t) fazend dig
‘ZLI bi(x,t)m(x)' > 5 > 0 em 0Q x (0,T), onde n;(x) € a i-ésima

componente do vetor exterior normal a 02 em x € 0€);

2
(vi) uy € W; "(Q2) com p # 3, satisfazendo a condigao de compatibilidade
Yoy bi% + bug = 0 em 0 quando p > 3.

Entdo, eziste uma dnica solugio v € W2H(Q) do problema e uma
constante M dependendo de T, p,r, s e §) satisfazendo

iz < (1l + (bl + llalloo) ) ol o 5
WP @)
(1.3)
+ U, 2 .
Demonstragao. Ver [13], p. 341. ]

1.5 O Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
Finalmente, segue a ferramenta principal para o desenvolvimento deste
trabalho.

Proposicao 1.37 (Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder). Sejam X
um espago de Banach e T : [0,1] x X — X um operador tal que T(l,x) =y, para
todos z,y € X el €0,1]. Suponha que:

(i) O operador T estd bem definido;
(i1) Para cadal € [0,1] fizado, o operador T'(l,-) : X — X € continuo;

(iit) Para cada B C X limitado e x € B, o operador T(-,z) : [0,1] — X ¢é
uniformemente continuo com relagao a primeira varidvel;

(iv) Para cada l € [0,1] fizado, o operador T(l,-) : X — X € compacto;

(v) Ezxiste p > 0 tal que para todo l € [0,1] e x € X satisfazendo x—T(l,z) = 0,
entao ||z|| < p;

(vi) A equacio x — T(0,2) = 0 tem uma tunica solugcio em X.
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Entao, eriste uma solu¢do da equagao v — T(1,x) = 0.

Demonstragao. Ver [12], p. 189. O



Capitulo 2

Um teorema de existéncia e
unicidade para um modelo de
crescimento de cancer com
tratamento quimioterapico

2.1 O problema principal

Sejam T € (0,00) e 2 C R? um aberto limitado com fronteira suficientemente
suave. Denotemos por Q@ = Q2 x (0,7) e I' = 0Q x (0, 7).

Nosso objeto de estudo neste trabalho é o seguinte problema:

( ON
E:TN—MNN—@lNA—OéN’YNDNa em @,
0A A
. TAA I—— |- (MA + €A>A - OéA’)/A-DA7 €1l Qa
ot ka
oD
— =0AD w—"YaDA —~yyDN — 7D, ,
5 = OAD + pxw =74 N T em () 2.1)
D
%—77 =0, em [,
N(-,0) = No(+), em (),
A(,0) = Ao(-), em (),
\ D(70) = D0<'>7 em ).

Definigao 2.1. Dizemos que (N, A, D) é uma solugao forte do problema
em Q, se (N, A, D) satisfaz as equagoes em em quase todo ponto e

N € L*(Q), N, € L™(Q),
AeL™Q),A € L™(Q),
D € LY0,T;W2(Q)) e D, € LYQ).

Daqui em diante, sempre quando nos referirmos a solugao, estaremos tratando

14
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de solucao no sentido forte.

Doravante, trabalharemos para provar um significativo resultado sobre
existéncia e unicidade de solucao forte para o sistema (2.1)). Segue o enunciado
de tal resultado:

Teorema 2.2. Suponhamos que 0 < Ny, Ag € L>®(Q) e que Dy € WE(Q) C

L*(2) com 0 < Dy < £, Entao, erviste uma tinica solugao forte (N, A, D)

do sistema . Mais ainda, 0 < D < 5 e existem constantes Cn,Ca,p >

0 tais que 0 < N < Oy, 0 < A < Oy e HD’le,l(Q) < p, onde p

depende de M, p,~y,vn, T, Ca, Cn,|Q|, T, ||D0HW%(Q), com M sendo a constante
4

da Proposicao |1.56]

Antes de iniciarmos os estudos para a demonstracao do Teorema[2.2], queremos
deixar claro algumas questoes sobre a regularidade de uma possivel solucao do
sistema (12.1)):

Observacao 2.3. Supondo o Teorema valido, sequem alguns comentdrios
sobre a reqularidade da condicao de contorno e do dado inicial da solucao D do

sistema (2.1)).
(i) Afirmamos que %—? = (VD,7/) estd bem definido em T'. De fato, fizado
t € (0,T), como D(-,t) € WH(Q) entio D(-,1)|,, € Wi *(00) = W} (99). Mais
ainda, como D(-,t) € WZ(Q) entao VD(-,t) € W (Q) x W}(Q), donde seque que
3 3 3
VD(-,t)}m e WH00Q) x WH0ORQ). Portanto, %—? e WH0Q) c LY99Q). Para
mais informagoes, ver Brezis [{f, p. 315.

(it) Segue também que D(-,0) = Dy(-) estd bem definido. Com efeito, este
resultado seque diretamente da sequinte tmersao continua

9_2

Wil Q) = C(0, T Wy *() = C([0,T], W7 ().

Nl

Para mais informagoes, ver [18].

Dando continuidade, supondo as hipoteses do Teorema [2.2] iniciemos nossos
estudos.

Estudemos inicialmente os seguintes problemas:

0A A
— =7r4A (1 — —) — (pa+€a)A —aqyaDA, em Q,

ot k4 (2.2)
A(+,0) = Ao(+), em (),

ON

5 =N pnN — BiNA — ayyyDN, em @, (2.3)

N(-,0) = No(+), em €.
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Reescrevendo a equagao diferencial em (2.2), obtemos

0A r
o —éf‘ﬁ + (ra — pa —€a —aavaD)A.

Fixemos z € ). Fazendo % =Aep=rs— s —€es— asyaD, obtemos

A =442  pa
ka

Tal equacao diferencial é do tipo Bernoulli e supondo que A é nao-nulo em @,
sua solucdo sera obtida dividindo a equacdo acima por A2, fazendo a mudanca

de variavel w(t) = A7(z,t) e usando o fato de que w’ = —A72A’. Dessa forma,
teremos o . .
AFA = —tpA
_w/ — —Z—I: + pw
w+pw = 2—2

Para determinar a solucao da nova equacao diferencial linear obtida usamos
o método do fator integrante e portanto garantimos

/
(wef; p(é)df) _TA f pe)de.
k4

Integrando de 0 a ¢, obtemos

w(t)eh PO _y(0) = Ia [!elirOd g
A

w(O)—l—% fot elo P(E)dE g
ol P(&)de

w(t) =

Como w = A™! e em particular w(0) = A~ (z,0) = Ay~ '(x), segue que

Ag(z)k selo P
 ka+ Ag(z)ra [y elor©deqs

A(z,t)

Como p =14 — piga — €4 — aayaD, temos

oo POIE _ J(ra—pa—ea)t g—aaya [y D(@€)dé

Definindo A\ = 74 — 4 — €4, escrevemos a solugdo do problema (2.2) como
sendo

Ag(z)kpePteara Jo D(&.x)dé

A(x,t) = _ .
) ka + Ao(x)ra [y edse=oaraly Db g

(2.4)
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Agora, reescrevendo a equagao diferencial em (2.3), obtemos

ON

ot =71y — N(un + 1A+ anyn D).

Fixemos = € (). Fazendo %—JX =N'eq=puy+ P1A+ anyyD, temos
N/ = —qN + N

N +gN = ry.

Obtemos a solucao da equacao diferencial linear acima pelo método do fator
integrante, ou seja,

/
(Nefos Q(f)d£> — pyelo 1)

Integrando de 0 a ¢, obtemos
N(z,t)els 19% — N(2,0) = ry [} eld 9@y

N(z,0)4+ry [I J6 a(8)dé g
N EIGLS

N(z,t) =

Como N(z,0) = Ny(z), segue que

No(x) +rNn f(f elo 99 g

N(z,t) =
(z.1) oI ()

Como q = uyn + 1A+ ayynD, temos

efos a(€)dE _ ouns NN Is D(z,£)d€ o1 Io A(z,£)de

Assim, a solu¢do do problema (2.3) toma a forma

elinteanIN Jo D(@&)dé b1 [y A.£)dé

N(z,t) = (2.5)
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2.2 Um problema auxiliar

Queremos estudar questoes de existéncia de solucao para o seguinte problema
modificado:

( ON . - -
EZT‘N—ALNN—B1NA—C¥N7N|D|N, em (),
%—? =raA <1 - ki) — (a4 +e€a)A — agva|DIA, em Q,
A
dD . - L
T ocAD + pxy, — YDA —~ynDN — 1D, em (), (2.6)
%—f(» —0, em T
N(>0) = NO(')? em Q,
A( ,0) = Ao("), em ()
\ ﬁ(-,O) = Do(-), em )

Observemos que a diferenga entre o problema principal (2.1)) e o modificado
1) segue do fato de tomarmos o modulo de D nas duas primeiras equacoes de
(2.6). Na construgao desta secdo veremos a importancia de tal modificacao.

As solugoes dos problemas (2.2) e (2.3) obtidas em (2.4) e (2.5)

respectivamente, nos sugerem definir os operadores A : L*(Q) — L>®(Q) e

©: L=(Q) — L>(Q) por

Ag(2)kgeMeara fy 16(6.w)lds

- ; 2.7
kA + Ao(l')?”A fOt e)‘sefo‘A'YA f;) |¢'(§7x)|d£d5 ( )

A(9)(x, )

No(@) + iy [ etvseantn J§ 1o e)lds b i M@ )ds g

2.8
EINTEONTIN Iy ¢ (2,8)|dE o1 Jo M@)(z,8)dE ( )

O(¢)(x,t) =

Em um dos lemas que se seguem serd mostrado que tais operadores estao bem
definidos.

A conexao que temos entre o problema auxiliar e o problema principal fica
concentrada nas seguintes observacgoes:

Observacao 2.4. A tripla (N,A, ﬁ) ¢ solugao de se, e somente se,
D,A=A(D) e N =0(D) satisfazem a seguinte equacao integro-diferencial:



19 2.2. UM PROBLEMA AUXILIAR

aal; = 0AD + pix — YDA(D) =y DO(D) — 7D, em @,

2.9
%f (=0, em v, Y
D(70) - DO(')v em ).

\

Observagao 2.5. Se provarmos que a solugao p do problema € nao-
negativa, garantimos que a tripla (N, A, D) = (N, A, D), onde D = D, A = A(D)
e N =0(D), ¢ solucao do problema .

Lema 2.6. Seja f : (0,7) — R derivdvel tal que f(t) > 0 e f'(t) > 0. Se

g(t) = % entio g(t) < T, para todo t € (0,T).

Demonstra¢ao. Como f é continua em (0,7), segue que

— f'(t) [, f(z)dx
()2

g(t).

gt) =

/@)
ft)

Como f(t) > 0 temos g(t)
L8 g(t) > 0, ou seja, —Lg(t)
t

> 0 e usando o fato de que f'(t) > 0 temos
o) < 0. Logo, ¢'(t) < 1 o que nos sugere g(t) < t,
<

para todo t € (0,7). Assnn g(t) T como queriamos. ]

O seguinte lema mostra a boa definicdo dos operadores definidos em (2.7) e
23):
Lema 2.7. Suponhamos que Ny, Ag € L®(Q) e defina Cy = max{1,e*"'}. Entdo,
0 < A()(x,t) < Ca e 0 < O(p)(x,t) < Cy, para quaisquer ¢ € L>®(Q) e para
quase todo (z,t) € Q, onde Cy = O)\HAOHLOO(Q) e Cy = HN0||Loo(Q) +ryT.

Demonstracao. Sejam (z,t) € Q x (0,7) e ¢ € L®(Q). Pelas expressoes
(2.7) e (2.8), ¢ imediato que O(¢)(z,t),A(¢)(x,t) > 0. Provemos que

A(¢)(x,t) < Cy. De fato, usando a positividade dos termos no denominador

Ag(z)kge e “ATA S 16,2 1dg

A@)(z,t) = katAo(@)ra [l erse—oara g €N s
< L Ag(z)kaeMemara Jo 1¢(.€)lde
< Ap(z)eM
< ChAp(x)
< Gi[l Aol Loy
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ou seja,

A(@)(x,t) < Cx|[Ao]|L(0) = Ca.
Agora, provemos que O(¢)(x,t) < Cy. Usando a positividade dos termos no
denominador, obtemos

o . No(2)+ry [ e#Nse*NIN 5 19(2,€)1d€ 81 [§ M) (x,€)dE g
(gb)(x, ) o I NEONTN J§ 16(@,€)|dE 81 J§ @) (2,€)de

St erN o NN IS 16(:)1E 81 J§ M), gg

Nt NN J§ 10(2.)1dE 81 [§ A($)(w,8)dg

< No(z)+ry

Fixado x € Q, definimos

ehnteanIN Jo 16(@E)|dE b1 [y Ale)(@,€)dé

g<x7t) =

Usando o Lema[2.6/com f(x,t) = e/Nte*NIN Jo 1@ &)lds oB1 J A@)@)ds  gepie que
O(¢)(x,t) < No(w) +rnT,
para qualquer z € 2.
Por fim, usando o fato de que Ny € L>((2), obtemos
O(¢)(x,t) < || Nol|pe) +rvT = Cy,
como queriamos. ]

Lema 2.8. FExiste uma constante Cy > 0 independente de ¢1 e ¢ tal que
[A(¢1) — A<¢2)||L°°(Q) < Cil|or — ¢2||L00(Q)-

Demonstracao. A expressao em ([2.7)), nos sugere que

[A(01) (2, 1) — Ag2)(,1)] =

1
(kg + Agra f(;f eXse—aava [y (0119 d5) (k4 + Agra f(;f erse—aara [y [#2(2.£)ld€ )|

t
AOkAeAte—CVA’YA I3 |1 (x,6)|dg (k'A + AOTA/ s e—aava fy |¢2(I7§)|d§d8) _

0

t
Ay eMeeara i 162w (k b Ay / s gmaara fi |¢1(x,a)|dads)‘_
0
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Pela positividade dos termos no denominador, obtemos

|A(¢1)(l’, t) - A(¢2)(I7t)| <

1
ka®

AokA2 )\t( —aava [3 o1 (z8)|dE _ e~ QAYA I |¢2(I,£)|d5> +
t
FITRY (e—am J¢ 100G lde / A gmoara Ji 102 6)1dE g
0

p—aara fy 162(@.6)ldg / Ase—oarafy ¢1(m,é)|dsd8) .
0

Somando e subtraindo o termo e—®a%4Jy92(@9)lde fot eMemeara fs |92l g
temos

[A(pr)(x,8) = Ad2)(2,8)] <

ml L Lage )\t( —ara L o1 @ QI _ y—anra Sy |¢2<z7s>|d§> N
A

t
A har g <eaA7Af0t¢>1(:v,£)d£ / A gmoara fi 1020061 g
0
t
oA fi ¢2x£)d£/ s emaara f 102 Ol g
0
. t
o—oaa i [62(z.6)lde / Aspmaara fi la@OldE g _
0

6*01A7Af(f |p2(z ,§)|d§/ eMe —aava [y ¢1(I7€)|d5d8> )
0

Colocando termos em evidéncia, usando a desigualdade triangular e
aumentando a regiao de integracao, temos

[A(P) (2, t) = A(ga)(z,1)] <

leA kAQG)\t‘e aAvA fO |p1(x,6)|dE _ —aaya fg ‘(Jbg(:ﬂ,ﬁ)‘df‘ +

12A02kArAe“\e N S S AW
ka
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T
/ 6)\867(1,4’}’,4 fos |¢2(x:5)|d£d8 —+
0

1 A2k g1 qeMe0ara o loa@olde

ka®
T
/ P[emoarn 161 @OIE _ maria I3 162w e | g
0

Fazendo as possiveis simplificagoes e usando os fatos de que e~*474 Jo 19(x:€)1de <
1, eM < Cy e Ag(z) < [|Ao||1=(q), para quase todo x € €, segue que

[A(P) (2, 8) = A(ga)(z,1)] <

HAOHLOO(Q)C)\‘Q*QA'YA Jo 161 (2,6)de _ o ATA 1K \¢2(x,§)\d§| n

1
H"AOH%OO(Q)TAC/\QT“B*QA'YA Jo 1@ O)lde _ g—aara fy Ba(0lde|

1 T ; :
HHAOH%OO(Q)TAC)\Q/ |€*O¢A’YA Jo le1(@Q)lde _ p—aaya fg \¢>2(:v,£)\d£‘d5_
0
(2.10)

Estudemos |e_aA’YA Jo 1er(@O)lde _ g—aava fg |¢2(%5)|d5|. Para isso, usemos o Lema

[L:33] ou seja,
|eara Jolo1(@9)lde _ p—aaya fg|¢2<x,s)|d§‘ < | —aama fot(wl(x,f)l — |¢a(x, €)])dé|
< anya fy [161(2,€)] — oo, )] dE
< aava fo (@, €) = gala, ©)|dE

< aayaT||dr — G2l ()

para quase todo (z,t) € Q. Logo, voltando a ([2.10), obtemos
[A(@1) (2, t) — Ag)(, 1) <
|| Ao|[ oo (@) CraayaT l[¢1 — pollr~@) +
1o 1Ao7 s () ACN*aayaT?|[d1 — | 1= (@),
para quase todo (z,t) € ). Assim,

1A(61) = A@2)ll=@) < Cullor — dollr=@)
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onde
2
Ol =2 maX{HAoHLoo(Q)O)\O(A’YAT, a||A0||i°°(Q)TAC)\2O(A7AT2}'

]

Lema 2.9. FExiste uma constante Cy > 0 dependendo de ¢1 e ¢o tal que
1©(61) — O(¢2)||1o(@) < Cof|d1 — Pa|L=(q)-

Demonstra¢ao. A expressao em ([2.8)), nos sugere que

|@(¢1)(I,t) - @(¢2)($,t)| =

1
ehnteaNIN Jo 161(@.E)|dE B [y A(61)(w.E)dE ganyn [y |92(w.E)dE o1 [y Ald2)(@.€)dE

No(z) (6amN Jo 182(x8)Id€ 1[5 M@2)(@£)dE _ ganyn [y 1é1(28)|dE B f&A(qﬁl)(xf)da) +

t
- <eamN Jo 162(.€)1dE 1[5 A2)(w.£)dé / ehNS aNIN [o |91(29)|dE B 5 Mdr) (@ €)dE gg
0

t
NN fot |1 (9«“,5)|d5651 fg A(p1)(x,€)d€ / eHN S pONTN Jo |92 (5675)|d§€51 I A(¢>2)(90»§)d§> '
0

e usando a desigualdade triangular, obtemos

|@(gb1)(l‘,t) - ®(¢2>(xvt)| <

1
ehnteaNIN Jo 161(2.6)|dE oB1 [§ A(61)(2.£)dE ganyn [ |d2(@.€)|dE o1 [y A(g2)(w.€)dE

( No(z)| e~ Jo 162 O)ld€ B1 [y M2)(@€)dE _ gann [y 101(w6)IdE b1 fy AMen)(w€)dg|

t
Pl @IV S5 192@ )l B Ji A62) (w €)de / s N [ 161(@.8)IdE oB1 [ Alé1)(@.£)dE

0 >.

(2.11)

t
on J{ 161 (@ &)ld 61 J§ A1) (@ 6)de / oIS Qa1 f3 162 OIdE 51 [ A(2) ()
0

Controlemos cada parcela separadamente:
I) Estudemos primeiramente o termo

| 2NN Jo 102(2.1dE B Jo Al2)(@E)dE _ panyw Jo 1or(£)IdE B [y M) (w&)de|
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Ora, somando e subtraindo o termo eV~ Jo |62(2:8)1dé oB1 J5 AMS) (@) o fazendo
fator comum, obtemos

| 0N I 162 E)dE 1[5 A2 €)E _ conin fi 101 ()l o g Alon) )|
| e Jo 192014 (f Jo M) (@E)de _ B [ Aoy 4

P o A D@ E)dE (N Jo lb2(z.6)lde _ janw fo 91 0)1dEY |

A desiguldade triangular e o Lema [1.33] nos sugerem

IN

e Jo 162(x6)Id€ 1[5 Me2)(@£)de _ panyn [glé1(z8)ldE B fo AGD@ k|

NN o |92(2.)|dE 0151 fg Ad2) (@ £)dE+(1=00)81 g Ad)(@O)de g o

/0 IA(6)(2,6) — Aldn) (. E)|dE +

e Jo M@ )dS gh2anw [ [62(@E)lds+(1-02)an v [ 11(2)ldE o~ 5

[ 16t~ ont2, €.
" (2.12)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

1
ehNteaNIN Jo 161(2.6)|dE B [y A(61)(w.€)dE panyn [y |92(w.E)dE o1 [y Ald2)(@.€)dE’

simplificando e usando a positividade dos termos no denominador, obtemos

| e Jo 162(.&)IdE o1 f5 Mo2) (@ &)de _ janyn [y |o1(@8)ldE b1 [y Adr)(.€)dE |

1
<
ehnteaNIN Jo 161(@,E)[dE o1 [3 A(61)(w.€)dE pann [y |d2(w.E)dE o1 [y Alg2)(w€)dE  —

t
TRy MEn Ay (O g, / [A(62) (@, €) = Algn) (. ldE +
0

¢
elf2—Dann I5 |p2(2.8)|dE—02anN [ |¢1($,£)|d£aN,yN/ o, &) — 1 (x, €)|dE.
0
(2.13)

Como 0 < 0; <1, segue que —0; <0e f; —1 <0, para j = 1,2. Assim,

e(2=Dann JE b2(2.8)|de—O2anvN [§ 161 (2.€)|dE <1

91 1)1 fo (x,£)dE—0151 fo (p1)(x,6)dE < 1



25 2.2. UM PROBLEMA AUXILIAR

portanto,

[N I 162 O1dE 1 J§ A2) (w0 _ gon i i [61(m 1€ g Jg Aon) e |

1
elJtheaN'YN fo |¢1 z €)|d£6ﬁ1 fo ¢1)(‘7: t)dgeaN’YN fo |¢2 Q? E)ldgeﬁl fo ¢2) €z t)d&

51/0 |A(¢2)(z,t) —A(¢1)(x,t)]d§+anyN/0 |p2(, &) — ¢1(z,§)|dE.
(2.14)

IT) Agora estudemos o termo

t
CONIN 5 |62(2,)IdE 1 [ Alg2) (w,€)d / NS QNN 3 161(.6)IdE LB 5 Al61) (2, €)dE
0

t
cONIN Ji 161 @IS 1 ¢ Aln) (. 6)de / oINS GO S |82 1dE 1 [ Al2) (@ £)dE |
0

Somando e subtraindo o termo

t
cONTIN o |92(x6)IdE B1 [ A(d2)(x.£)dE / ehNS NN [ |62(26)|dE o1 [ A(d2)(x.€)dE o
0

e fazendo fator comum, obtemos

t
o J{ 162 (@ )ldE 1 [ A(62)(x) 5/ P a1 J3 161 (@IdE 61 [ Ao @t gy _
0

t
NN S 161 @OIdE B [ Al61) () / oS gaN N Ji 162(z £)1dE B [ A(2)(w £)dE gg|
0

t
NN Iy |2 (2,€)|d€ .1 I3 A(d2)(w.€)de / ehs (eaNVN Jo [¢1(@0)1dE B [§ AMp)(w,)de
0

NN Jo |62(2.6)dE ,B1 [5 Ad2) (. d&) ds + < an v fo [62(.6)ldé Br [y Ab2)(@&)de

t
NN Jo 161 (2,6)|de B JoA wé)df) / EHN S GANTN Jo @2 (x,8)|dE b Jo A )(@E)dE g ol
0

Usando a desiguldade triangular e os fatos de que A(¢) < Cy e ¢j(z,t) <
19l (@) := max{[[é1][L=(@), l|@2][L=@}, para j = 1,2 e quase todo (z,1) € @,



26 2.2. UM PROBLEMA AUXILIAR

obtemos

t
NN S 162 @ OIE B [ A(62)(w.)de / NS AN Ji 912 Q) B [ (61 () g
0

t
oI J{ 161 (@)1 B J§ (o) (@ 8)de / v N [ 162 )1dE B [ Mo 1| <
0

t
NN fi 622 €)1dE B fi A(62)(x £)dE T / |om Iy J§ 161 OIdE s i Moo )

NN IG 162 )1dE o1 J5 M) @) | gy | e J§ 62 )1dE o1 fy A6 o e

cONIN Jo 1é1(2£)ldE B [g ABD(@OE| T e N TlI6l122 (@) gHLCATT,

Observemos que os termos entre modulo ja foram estudados em (2.12)), o que
nos sugere

t
NN Jo 1d2(2,6) |d€ o1 JiA 7€)d§/ EHN S GANTN Jo 11 (,8)|dE ePt JoA )@ gg
0
t
NN Iy |91 (2, |d€ B Iy A(¢1)(x.,8)d / NS ONIN fo |62(2,8)|dE B [§ A(d2)(2.€)dE Jo| <
; <
CONTIN Iy |2 (x,)|de B JEA(@2)(,6) dﬁeuTﬁ >

t
/ {ewwﬁwz(x,@w&eelm Jg M(&2)(@£)de+(1-01) f5 M) (@.0)de o
0

/os A(62)(,€) = A() (2, €)|de | ds +

NN I3 b2 (,8)|de P I A2) x&)dﬁeuToéN,yN «

t
/ [eﬁl Jg Mé1) (@ £)de haann [ |oa(wOlde+(1=02) [ 161 (. 0)ldE o
0

/0 69(2,€) — b1 (2, )|de| ds +

eyNTeozN’yNH¢\|L°0(Q)T6510ATT61 X

NN o lé2(@,6) |d€ 6161 Jo A($2)(@.)dé+(1-01)B1 [5 A1) (w,€)dE %

Sy IA(62)(2,€) — A(¢n)(w, E)|dE +
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N T N INTl192]20(@) oP1OAT Ty vy

e Jo M@ )8 gh2anyw [ [62(2:)lde+(1=02) g lo1(@OIdE o oy ¢

/0 6a(2. ) — na, lde.

Usando novamente o fato de que A(¢) < Ca e ¢(x,t) < |[9||1=(g), para quase
todo (z,t) € @, obtemos

t
NN f0t|¢2 (x,6) |d§ B1 fo 7€)d§/ EHN S QONTN Jo 11 (=,8)|dE ,31 Jo A ,S)dﬁds _
0

t
CONIN I |61(x.8)|d€ o Br I3 A1) (,€)de / eh S aNIN [§ 162(@,8)IdE B [§ A(d2)(w.6)dE g
0

IN

NN [y |92(20)1dE B [5 A62) @ )dE oiT g canINTIIdll1o0(@) oP1CAT o

/0 /:'AW?)(M)—A(asl)(x,s)ugds n

NN I |2 (2,)|d€ B I /\(¢>2)(x,t)dieuTaN,yNeﬁlC'ATeaN“/NT||¢||L°°(Q) %

/0/0 |6a(2,€) — ¢1(x, §)[dEds +

epNTeozNWNTH(bHLOO(Q)eﬁchTTﬂ1 X

. T da(:é) d€ 0131 JEA($2) (2,€)de+(1—01)B1 [ A(g1)(w,€)de >
t

Jo 1M@2)(.€) = M) (@, §)lde +

N T N INTIIOlLo0 (@) P1CAT Ty vy

e Jo M@ )d8 ghaan [y |62(wE)lde+(1=02) Jg |ér(@ Ol o oy ¢

/0 6a(, ) — o (a, ) de.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por

1
ehnteanIN Jo 161(2.6)|dE B [y A(d1)(w.E)dE ganyn [y |92(2.E)dE o1 [y Ald2)(@.€)dE’

simplificando, usando a positividade dos termos no denominador e de forma



28 2.2. UM PROBLEMA AUXILIAR

analoga ao feito em ([2.13), obtemos

t
NN Il |62 (.8)|d€ B Iy Mo2)(z.6)de / M8 aNIN J§ 161(28)IdE B 5 A(d1)(w.)dE o
0

t
cONIN Jo [91(26)IdE B1 [ A(o1)(x.£)dE / P NI JG 162w E)1dE B [ A02)(@)de )
0

1
ehnt NN fo 161(.€)|dE B [o A(61)(.)dE panTn [y |62(x.8)|dE oB1 [y Ald2)(w,)dé

IN

BNT/BIG(IN’YNT¢||L00(Q)6610AT/ /s |A(%)($7 5) o A(gbl)(x, §)|d£d8 +
0 0
et oy et CaT eeninTlidlli= @ / /S |p2(, &) — ¢1(z,§)|dEds +
0 0
€“NT€QN7NT|¢|L°°(Q>€ﬁchTTﬁl/ [A(p2)(w, &) — A1) (x, E)|dE +
0

t
e“NTeaN'VNT¢||L°°(Q)6510ATT04N’YN/ |¢2($,€) — ¢1(I,£)|d§
0
(2.15)

Substituindo as cotas (2.14) e (2.15) em (2.11]), obtemos
0(01)(2,1) = O(¢2)(z,1)] <

No(2)B, /0 A (2) (2, ) — A1) (. OdE + any /0 622, €) — (2, €)/dE) +
ry (wTﬂleawT|¢llw<Q>eﬂchT / t | 1M@@.6) ~ Ao ) ldeds +
0 0
e“TOZNVNeﬁlCATeamNT‘|¢”L°°(Q) /t /S |pa(, &) — P1(x,&)|dEds  +
0 0
eﬂNTeaN’YNTH‘?HLOO(Q)eﬂchTTﬁl /t |A(¢2)(CL’, g) — A(gbl)(x, §)|d€ +
0
6MNTeozNVNT|\@25||L<><>(Q) eﬁchTTaN’yN /t |¢2(m, 5) _ ¢1 (:L‘, €>|d§) .
0

Dando melhores cotas e usando o fato de que No(z) < || No||r~(q), para quase
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todo x € , obtemos
0(¢1) (2, 1) — O(¢) (2, 1) <
|| Nollzoe @ B1T1|A(¢2) — Ald)llz=(@) +
[INol[ @ oanInT||d2 — d1llL=@) +

ryetT Bret NIl @ e CaT T2 A (¢y) — A(¢n)|| L) +

TNeyTaN,yNe&CATeaNWNT\|¢||L00<Q)T2|‘¢2 — 1|

+

reNT e TIollee @ eB1CaT g T2|| A (¢g) — A(d1)]| o) +
TNeMNTeaNWNTWHLOO(Q)@BchTaNVNTQ||¢2 - ¢1||L°°(Q)'

Utilizando o Lema (2.8)), temos

IN

©(¢1)(z,t) — O(¢2) (. 1)

|| No| [z @) B1TChl| @2 — d1llr=(@) +

|INo[ | @ anInT[|p2 — ¢nllL=(@) +
rNeuTﬁleaszTlldv\\m(@)eﬁlCATTZCl||¢2 _ ¢1||LOO(Q) +
rve T ayyne ATe vV TICl=@ T2 gy — ¢y|| 1) +
ryeNT e Tldlee @ 1CaT 3 T2 0 ||y — O1l|lLeq) +

oo C
ryetN T e WA= @ AT oy T2 | gy — ]| 1o (-

Portanto,

10(61) = O(d2)ll1~@) < Colld2 = dnllr=@)

onde

Cy = 6max{||Nol|z=(@) i TCr, || Nollz=(@an T,
ryeT Breen T8l @ erCal 2oy
et ayyyePrCaT gan N TlidllLe @ 2
Y
TN@“NTeozN’YNT||¢HL°°(Q) eﬁlCATﬁlTQCl,

’T’NGMNTG(XN'YNT||¢HL°°(Q) eﬁchTozN’VNTQ}'

O

Lema 2.10. Suponhamos que D é uma solugao de . Se 0 < Dy <& em(,
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~

entio 0 < D < % em Q. Em particular, D € L™(Q).

T

Demonstracao. Podemos escrever D= 15+—15_ e (D—g) = (D—E)+— (D—ﬁ)_,
0 que nos sugere

(b-"yp-1, = (b-1),)" 217

Primeiramente, provaremos que D > 0. Para isto ¢ suficiente provar que
D_ = 0. Ora, multiplicando a equacgao diferencial em 1} por D_, obtemos

%_fp_ — GADD_ 4+ pxuD- — yA@)DD_ — wO(6)DD_ — DD (2.18)

Integrando (2.18]) em 2 e usando ((2.16)), temos

Jo %f?_ dv = o [,ADD_dv+p [, x.D- dx

~ A

+ 7 fo A )2 dx + N [, ©(0)(D-)? dz+ 7 [(D-) (02la:19)

Pela Proposicao [1.14] obtemos

oD _
QatD dv = fQ at

(2.20)

= _%% fQ(D_)2 dx

e utilizando a formula de Green (ver Proposi¢ao |1.35]), temos
JoADD_dx = — [((VD,VD_) dz + [, 22D_ dx
= — Jo(V(Ds = D), VD) dx (2.21)

= [,IVD_|? du.

Substituindo (2.20) - e - em ([2.19)), temos

_%% Jo(D-)? dz = o [ |Vﬁ—|2 dr+p [, D_ da

~ ~

+ 7 fo Al )? dx + 7w [, ©(0)(D-)? do + 7 [,(D-)? da.
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Multiplicando por —1, obtemos

1d A 2 _ A 12 g - _ A 2
(D_)* dx = O'/Q|VD_| dx M/WD_ dx W/QA(QS)(D_) dx

2dt Jq
- w/g@(@(b)? dx—T/([))? dz < 0.

Q

Utilizando a desigualdade de Gronwall (ver Proposi¢ao [1.34)) e usando o fato
de que Dy > 0, temos

Jo(D_(z,0))? dz < [(D_(x,0))* dx

= Jo(Do_(2))* dz = 0.

Assim, H[l(vt)HLQ(Q) = 0, para todo t € (0,7), donde concluimos que
D_=0e portanto D > 0.

Para provar que D < % é suficiente provar que (15 — §)+ = 0. Para isto,

observemos que a equagao diferencial em ((2.9) pode ser reescrita como

Q(f? -8y = O'A(D — ) - ~YA(¢)D 2
— WwWO(9)D — 7(D — 1),

T

Multiplicando por (ﬁ — ‘;‘)+, temos

GD=5)(D=1), = oAD-4)(D-1), —yM&)D(D-2),

A

— wOD(D -~ ¥), ~r(D - ) (D -8,

L[ (D=2) ) dr = —o [|V(D—2) " do
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Usando e o fato de que D > 0, segue que
b o (D=4),) de = —o [|V(D—4), [ de
~ Vo MO)D(D ~ %), du
— W Jo®@)D(D ), da

~ L (D)) de

— TfQ\wﬁ(ﬁ—’;‘)+ dx < 0.

Utilizando a desigualdade de Gronwall (ver Proposicao [1.34]) e o fato de que
Dy — £ <0, temos

Jo (D) =) ) do < fo (D(@,0) = £),)" da
= Jo ((Do(z) = &) )" dz = 0.
Dessa forma, ||(D D(-, 1)L ) |[22(0) = 0, para todo t € (0,7"), donde concluimos

que (D — ;) = (0 e portanto D <
O

Observacgao 2.11. Pelo Lema obtemos que O(D) = N A(D) A e L™(Q).
Suponhamos que D € L4(0 T;W2(Q)),D; € LYQ) e que (N, A, D) verifica as
equagoes em em quase todo ponto. Logo, para mostrarmos que (N,A,D) ¢
uma solucao fom‘e de , basta provarmos que N, A, € L>(Q). De fato:

(i) Voltando a primeira equacio de , ulilizando a desigualdade triangular

e os Lemas e obtemos
ON . - -
‘E = |rv —unN — BiNA — anyyvDN|

< 1y +unCy + B1CNCy + anynECy,
para quase todo (x,t) € Q, o que nos sugere N, € L>(Q).

(it) Mais ainda, voltando a sequnda equagdo de , utilizando novamente
a desigualdade triangular e os Lemas[2.7 e temos

oA|
ot|

< ruCy+ Z—iCAQ + (,MA + GA)CA + onA%C’A,

T’AA (1 — é) - (MA + EA)A — OéA’yADA

para quase todo (x,t) € Q, 0 que nos sugere A, € L>(Q).
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2.3 Solucao do problema auxiliar

Afim de determinar uma solugao para o problema auxiliar (2.6)), definimos o
seguinte operador

T [0,1] x L®(Q) — L=(Q)

(2.23)
(l,¢) — D,
onde D é a tnica solucao do seguinte problema:
oD
5 = OAD + pixw — IWDA($) — lywDO(¢) — 7D, em @,
D .
50 =0 em 1,
D(-,0) = Do), em Q.

A boa defini¢ao do operador definido em ([2.23)) se d4 ao combinarmos o Lema
2.10| e o seguinte resultado:

w

Lema 2.12. Suponhamos que Ny, Ag € L>®(Q) e que Dy € W2(Q2). Entao, o
problema possut uma unica solucao.

Demonstra¢ao. Comparando os sistemas e , temos a;; = 0d;j,a; =
0,a = —lyA(¢) — lywO(¢) — 7, f = ,uxw,b = 0 e b = 1;. Mostremos que tais
coeficientes satisfazem as hipoteses da Proposicao[L.36, Antes de fazer tal analise,
observemos que no nosso cason = 2 e p = 4. Assim:

(i) E claro que a;; = 0d;; € C(Q), 4,5 = 1,2. Mais ainda, tomando § = o,
obtemos

2

2
Y os6t =0 & =0l
=1

ij=1
para quaisquer (z,t) € Q e £ € R

(ii) Nao é dificil ver que f = uyx, € L*Q);

(iii) E imediato que a; = 0 € L"(Q), para r = 4 + ¢, qualquer que seja ¢ > 0;

(iv) Para mostrar que a = —IyA(¢) — lywO(¢) — 7 € L*(Q), onde s =
max{4,2} = 4, é suficiente mostrar que A(¢) € LY Q) e O(¢) € LYQ).
Do Lema jA temos

A@)(z,t) <Cx e O(¢)(x,t) < O,

para quaisquer (z,t) € Q e ¢ € L>®(Q).

Isso nos garante particularmente que A(¢),O(¢) € L*(Q). Como
L>®(Q) — LYQ), segue o que queriamos.
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(v) E imediato que b; = n;,b =0 € C*T), 4,7 = 1,2. Mais ainda,

2

> o

i=1

2
Z nini| =
i=1

3
(vi) Por hipotese ja temos Dy € W2 ().

= |n|* > 0;

Como nosso problema satisfaz as hipoteses da Proposicao [1.36, nossa
-, . L ~ 2,1 ;
conclusao é que existe uma tnica solugao D € W, (Q), como queriamos.

]

A ideia para provar que o problema auxiliar possui solucao é mostrar que o
operador definido em ([2.23)) satisfaz as hipoteses do teorema do ponto fixo de
Leray-Schauder (Proposigao [1.37)). Para isso, provemos os seguintes lemas:

Lema 2.13. Para cada | € [0,1] fizado, o operador W(l,-) : L>(Q) — L*(Q) €
continuo.

Demonstragdo. Consideremos ¢1, ¢ € L>®(Q) tais que W(l,¢1) = Dy, V(I ¢o) =
Dy e D := Dy — Dy. Como Dy e Dy sao solugoes respectivas dos problemas:

oD

61&1 = 0ADy + pxo — IYD1A(¢1) — IynD1O(¢1) — 7Dy, em @,
e = em T,
Dl(',O) = Do('), em Q,
oD
8_152 = 0ADs + Xy — 17DaA(p2) — IynD2O(¢2) — 7D2, em  Q,
TR0 =0, em T,
DQ(',O) = Do('), em Q,

subtraindo os sistemas, obtemos o seguinte problema:

;

oD .
T 0AD — lyDiA(¢1) + IvDyA(p2) — Iyn D1O (1) +
ZVJEIDQG(Q%) — TD, cem Q7 (225)
D
%—n() = 0i em T,
| D(-,0) = Do(-) =0, em Q.
Como

—lyD1A(¢1) + IyDaA(¢2) = —lyDi(A(¢1) — A(g2)) — ZVDA<¢2)
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—lynD1O(¢1) + 1N D20(¢2) = —lyy D1 (O(D1) — O(Dy)) — vy DO(Dy),

substituindo tais informagées na equacao diferencial em (2.25)), obtemos o
seguinte sistema equivalente:

(

%—? — 0AD + IyDA(¢y) + lynDO(Dy) + 7D =
—lyDi(A(¢1) — A(¢2)) — lynDi(O(D1) — O(D2)), em Q, (2.26)
a@—?() = 0~ em I,

| D(-,0) = Do(-) =0, em (.

Comparando os sistemas e , temos a;; = 00;5,a; = 0,a = lyA(p2)+
l’}/N@(DQ)—FT, f = —l’}/Dl(A(le)—A(QbQ))—l’}/ND1(®(D1)—@<D2)>, b=0¢ bl = T1);-
Analogamente ao estudo feito no Lema[2.12] obtemos que o sistema satisfaz
as hipoteses da Proposicao donde concluimos que tal problema admite uma
finica solucdo D € W;'(Q) na qual satisfaz a seguinte estimativa (usando o fato
de que Dy = 0)

||DHWZ’1(Q) < M|[ = IyDi(A(¢1) — A@2)) — Iy D1(O(D1) — O(D2))|[La(q)-
Usando o fato de que L=(Q) — L*(Q) (ou seja, [|ullraq) < Cllullr=))
segue que
||D||W42‘1(Q) < M| = IyDi(A(¢1) — A(¢2)) — lyn D1 (O(D1) — O(D2))|r= (@)
onde M := MC.
Assim, usando a desigualdade triangular e o fato de que D; < £, obtemos
- VL
1Dllwzr ) = MIyZ[[A¢1) = Ald)llr=(@)

- M
+ le)/N;H@(Dl) - ®(D2>HL°°(Q)'

Usando os Lemas [2.§ e 2.9} temos

1A (¢1) = Al2)llz=(@) < Cillor = allr=(@)

18(¢1) — O(d2)ll=(@) < Call¢r — ballL=(@);
logo

HDHWf’l(Q) < Mcll’V%Hqﬁl - ¢2HL°°(Q) + MC%’YN%H@ - ¢2HL°°(Q)-

Pela Proposicao , sabemos que W'(Q) — L>(Q) (ou seja, lu|| o) <
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C’||u||W42,1(Q))7 portanto

1Dl[1@) < K ||61 = dall1=(0)
onde K, = QmaX{MCllvﬁ, MCgl'yN’f}.
]

Lema 2.14. Para cada B C L*>*(Q) limitado e ¢ € B, o operador V(-,¢) :
[0,1] = L>®(Q) € uniformemente continuo em relagao G primeira varidvel.

consideremos

Demonstragao. Seja B C L*°(Q) limitado. Fixemos B e
Dy — Dy. Nao é

¢
li,lp € [0,1] tais que W(ly,¢) = D1, ¥(ly,¢) = Dy e D :
dificil ver que D satisfaz o problema:

€

(9D
815 = O‘AD ’yA(gb)(llDl - lng)—
YNO(@)(1yDy — 13D3) — 7D, em Q,
A (2.27)
8_D =0 em [
an - 9 )
D(-,0) = Dy(-) = 0, em .

Como 1Dy — 13Dy = Dy (ly — 1) +l~)l2, substituindo tal informacao na equacao
diferencial em ({2.27)), teremos o seguinte sistema equivalente:

.

%—f — 0AD +4lA($)D + ynlO(¢)D + 7D =
YA(@)D1(ly — lo) — WO () D1l — la), em @,
~ (2.28)
(9813 0, em I,
[ D(-,0) = Dy(-) = 0, em €.

Comparando os sistemas e -, temos a;; = 0d;;,a; = 0,a =
Yo A(P) +n12O() + 7, f = ’YA(¢)D1(51 — 1) = ynO(@) D1(lh —12),b = 0 e b; = ;.
Analogamente ao estudo feito no Lema[2.12] obtemos que o sistema (2.28)) satisfaz
as hipoteses da Proposu;ao [1.36] donde Conchumos que tal problema admlte uma
tnica solugao D e W2H(Q), a qual satisfaz a seguinte estimativa (usando o fato
de que Dy = 0)

1Dllwz1g) < MIIYAS) D1l = bo) — WwO(@) Di(l — b))

Usando o fato de que L>(Q) — L*(Q) (ou seja, [|ullriq) < Cllullr=@))
segue que

||D||W42’1(Q) < M|lyA(@)Di(l — ls) — ynO(#) Di(h — bo)|| =)
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Usando a desigualdade triangular e o fato de que D; < £, obtemos

~ - U — o
1Dllwzrqp = Myl = Ll [[A@)llix@ + Man—|h — L] [|©()l|z=(@)-

Sabemos que A(¢) < Cy e O(¢) < Cy, 0 que nos sugere

HDHWEJ(Q) < M'7§OA|Z1 - l2| + M7N%CN|Z1 — lg|.

Pela Proposicio [L31} sabemos que W21(Q) = L(Q) (ou seja, [Jullz=(@) <
Cllullyz21(q)), portanto

1D|[=(@) < Ko |l = b
onde Ky := max{M*yﬁCA,MnygCN}.

]

Lema 2.15. Para cada l € [0,1] fizado, o operador W(l,-) : L=(Q) — L>(Q) €
compacto.

Demonstragao. Sejam B C L*®(Q) limitado e ¢ € B. Sabemos que D = U(l, ¢)
¢ a tnica solugdo do problema (2.24). Pela Proposicao [1.36, (I, ¢) satisfaz a
seguinte estimativa

19Ol = M(||MXw||L4<Q>+(|IlvA(¢)
+ 000) + 7l Dol 3 + 13, )

Usando a desigualdade triangular e o fatos de que A(¢) < Ca, ©(¢) < Cy e
[ <1, obtemos

19Oz < Ml + (1AG @
+ blO@Nle + Il + DIl 3., )
< M(mwﬁ:ﬁi + (YCA|Q)ATT + ynCOn|Qi TS

1,51
+ 7|QaT +1)||D0|]W§(Q)).

A desigualdade acima nos mostra que ¥ (I, B) é um subconjunto limitado de
W2H(Q). Pela Proposicio sabemos que a imersio W.'(Q) — L®(Q) é
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compacta, o que mostra o resultado.

[
Lema 2.16. Para todo | € [0,1] e D € L>(Q) satisfazendo D — V(l,D) = 0,
existe p > 0 independente de | e D tal que || D||1=q) < p-

Demonstragao. Seja D € L*°(Q) tal que D — ¥(l, D) = 0. Usando a Proposigao
[1.36] e estimativas parecidas as feitas no Lema [2.15] temos

1Dl < M (Il + (IIAD) i)

+ IwllOD)l[ra) + 17l ra@) + 1) \IDo|IW4%(Q)>
(2.29)

IN

M(li T+ GOARIT 4 CylgiT
+ 7]QIATE +1)||Do|| 3 )
W7 (Q)

Pela Proposicao [1.31} sabemos que W' (Q) — L>(Q) (ou seja, ||u||r=(q) <
C’||u||W42,1(Q))7 portanto basta tomar

p = M(Mwwi + (FOA|Qi T 4+ 4y Cy|Q[i T

+ TQaTE + 1)HD0]|W§(Q)> + 1.
4

]

Lema 2.17. A equacio D — V(0, D) = 0 possui uma unica solucdo em L>®(Q).

Demonstra¢ao. Observemos que a equagao D — ¥(0, D) = 0 possui uma tnica
solucao se, e somente se, D satisfaz o problema

aa—lt) =0AD+ pux, — 7D, em Q,
aa_?() =0, em [
‘D(70) = D0<')7 em ().

Como os coeficientes do problema acima satisfazem as hipoteses da Proposicao
isso nos garante existéncia e unicidade da solucao D para o sistema acima
e portanto segue o resultado. O]
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Enfim, podemos iniciar a conexao entre o problema principal , o auxiliar
e o problema . Iniciemos provando que de fato, o operador ¥ definido
em satisfaz as hipoteses do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder e que
portanto isto implica na existéncia de solucao para o problema .

Proposicao 2.18. FEzxiste uma solucdao forte D do problema .

Demonstracao. Os Lemas [2.12] 2.13], [2.14] [2.15], [2.16] e [2.17] nos mostram que o
operador W definido em (12.23) satisfaz as hipoteses do teorema do ponto fixo de

Leray-Schauder, e a consequéncia desse teorema ¢ que existe D e Wf’l(Q) C
L>(Q) tal que ¥(1, D) = D, ou seja, D é solugao do problema 1) O

Observe que combinando a solucao forte D do problema garantida na
Proposicao a Observagao [2.4 e a Observagao [2.11], temos portanto garantido
uma solucao forte para o problema auxiliar . Tal informacao fica concentrada
no seguinte lema:

Proposicao 2.19. FEzxiste uma solucgado forte (]\77 fl, 15) do problema auxiliar .

Ora, lembremos que a sutil diferenca entre o problema principal (2.1) e o
auxiliar 1) se deve ao fato de tomarmos o moédulo de D nas duas primeiras

equagoes de (2.6). Dessa forma, ao voltarmos ao Lema ([2.10), iremos observar

que D > 0, ou seja, a conexao entre o problema modificado 1) e o problema
inicial (2.1 esta, por fim, completa. Melhores detalhes seguem na proxima segao.

2.4 Demonstracao do teorema principal

Nesta secao faremos a demonstracao do Teorema [2.2]

2.4.1 Existéncia

Combinando a solucao forte (N LA, 15) do problema auxiliar garantida
pela Proposicao 2.19, o Lema|2.10|e a Observagao 2.5 o que nos sugere, portanto,
um interessante resultado sobre existéncia de solucao forte para o problema inicial
. A seguinte proposicao resume tal fato:

Proposicao 2.20. Eziste uma solugdo forte (N, A, D) do problema (2.1)).

Observemos ainda que a segunda estimativa feita em (2.29) é exatamente a
constante p evidenciada no Teorema [2.2] ou seja,

p o= M(u\w\iTi + (vCA|QITT 4 4y Cy|Q[iTT

+ TIQBTE 1)1l

A (Q))'

3
2
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2.4.2 Unicidade

Finalmente, tendo o problema de existéncia de solucao forte resolvido,
provemos que de fato tal solucao é tnica. Tal informacao fica concentrada no

seguinte resultado:

Proposicao 2.21. A solugao forte (N, A, D) do problema ¢ unica.

Demonstragao. Sejam (Ni, Ay, D1) e (Na, Ag, Dy) solugdes do problema (2.1)),
ou seja, (Ny, A1, Dy) e (Ng, Ag, Do) satisfazem respectivamente os seguintes

problemas:

( ON;

Subtraindo os sistemas e definindo N = N; — N, A=A —AyeD=D;— D5,

— BiN1A) — anyn D1 Ny,

A
(1 _ k_j) — (MA + eA)Al — aayaD1 Ay,

— B1N2 Ay — anyYNDaNo,
A

=ra4s (1 - k:_) — (14 + €a)As — asyaDrAs,

A
0ADy + pxw — vD2 Ay — yvDaNy — 7D,

em

em

em

em

em
em
em

em

em

em

em

em
em
em

D00 H

O L L

D00 H
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obtemos o seguinte problema:

([ ON .
e —punN — B1(N1A; — NoAg) — anyn (D1 Ny — Dy Ny), em (),
0A ~ .
a = ?"AA — é(A12 — A22) — (,UA —|— EA)A — OéA’}/A(DlAl — DQAQ), em Q,
oD . .
E :UAD—7<D1A1—DQAQ)—’)/N(DlNl—DQNQ)—TD, em Q,
D
500 "
N(-,0) = No(-) = 0, em O,
A(-,0) = Ao() =0, em €,
| D(-,0) = Dy(-) =0, em .
(2.30)
Como

N1A1 - NQAQ == AlN -+ NQA
DiN; — DoN, = NyD + DyN

A12 - A22 == (Al + AQ)A
DlAl - DQAQ == AlD + DQA,

substituindo tais informagoes na primeira, segunda e terceira equacao do sistema

(2.30), obtemos
- = —,U,NN — 51141]\7 — ﬁlNQA — OéN’)/NNlb — OéN’)/NDQN (231)

0A - ~ 3 - A
> = raA — é(Al + A2)A — (pa + €a)A — aavaAiD — axyaD2 A (2.32)

oD ~ ~ N ~ - ~

Multiplicando 1) por N e integrando em 2, garantimos

ON - 2 AN A A 72

—Ndzx = —UN N d.ﬁC—Bl NQANdI—CYN’)/N NlDNd.I‘—OéN’)/N DQN dx.
o Ot Q Q Q Q

Usando analogo ao feito em (2.20]) e os fatos de que Dy > 0 e N; < Cy, para
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7 =1,2, obtemos

s Jo N¥z = —py Jo N2dz — 3, Jo NoANdx — anvyy Jo N,DNdz
— an Jo DaN?dx
< =B Jq NoANdz — ayvyy o N, DNdzx
< BCy [y |A||N|dz + anynCy [, |D||N|dz,
isto é,
%/QWI%S 2510N/Q|A||N|da;+2amNcN/Q|[>||N|dx. (2.34)

Agora, multiplicando 1' por A e integrando em €, temos

Jo Bt Ade = ra o A2de — 2 [ (A1 + As) A2de — (pa + ea) [, A2de

— a4 Jq A1DAdx — aarya Jo Dy A2dz.

Usando anéalogo ao feito (2.20), a positividade dos termos D, e A;, para
j=1,2, e o fato de que A; < C}4, garantimos

%% prdx < 1y fQ A2y — aAYA fQ A, DAdx
< 7y fQ/de—i—oszACA fQ|f)|]f~1|dx,
isto é,
d _ 5 _
d_t/ |AlPde < 27’,4/ |A|2dx+2aA7AC’A/ |D||Aldz. (2.35)
Q Q Q

Enfim, multiplicando 1} por D, integrando em Q e usando andlogo ao feito

em (2.21)), temos
%% fQ DYz = —o fQ |VD‘2dx_7fQ A, D*dx —’Yfgz DyADdx
- w N1 D2dx — yn Jo DyNDdzx — 7 Jo D%dz.

Usando a positividade dos termos A; e Np, e os fatos de que A; < Cy e
Dy < £, garantimos

%fﬁ Ddx < — fQ DQADdQS — YN fQ DQNDd.Z'

1
2

IN

V4 Jo |Al|Dldz +nt [o |N||D|dz,
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isto é,
d 12 H T T I i
pr |D|*dx < 2v= [ |A||D|dx + 2yn= | |N||D|dx. (2.36)
Q T Jo T Ja

Somando as inequagoes (2.34), (2.35), (2.36) e fazendo mais uma estimativa,
obtemos

i ( Jo(INP? + AP + !D\2>d:v) < 26:Cx [, |A||N|dz + C, [, |D||N|dx

+ 2rafq |[APdx + Cy Ja |DI|Ald,
onde C} = 2max{2anynCn,2yn%} e Cy = 2max{2a474C4, 274}

Pela desiguldade de Young (ver Proposi¢ao [L.32)), temos

[\
[\

I

V]

IN

S

+

ES

1N

S
=N
)

5 5
= =
IAN - IA
ENE
+ o+
E*w

M‘
[\3‘

e portanto
%(IQ(IJVI2 + AP + !DP)dfc) < BiCx JoAP +NP)dz + G [o(ID]? + [N )de

+ 274 [o|APdr + 2 [,(ID]? + |A?)dx
< BiCn [o(IAP + [N +|D?)dx

+ Q[ (JA2 + N2 + |D?)da

+ 2 [o(IN]?+ |A]? + | DJ?)da

+ & [ (NP +|AP + |DP)da

< C [o(IN]?+|A]? +|DJ*)dx,

onde C' = 4max{3,Cy, %, 214, % .

Aplicando a desigualdade de Gronwall (ver Proposicdo [1.34) e usando o fato
de que Ny = Ay = Dy = 0, garantimos

/(\NI2 + AP +[D*)dz < eéT/(Wo!2 + [ Aof* + | Dof*)dz = 0,
Q Q

ou seja, ||N('7t)||%2(9) + 1 ~(',t2||i2(9)~+ |D('7t)‘|%2(9) = 0, para todo t € (0,7,

donde concluimos que N A =D = 0 e portanto Ny = Ny, Ay = A e
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Dy = Ds,. O



Consideracoes Finais

Neste trabalho consideramos um sistema de equacgoes diferenciais com
condicoes de contorno especificas as quais modelam o crescimento de um tumor
tratado com quimioterapia.

Utilizando-se a teoria dos Espacos de Sobolev, a teoria de controle de um
problema parabdlico geral e também do Teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder, provamos para este sistema um resultado que envolve existéncia e
unicidade de solucao.

Convém mencionar que apesar de acrescentarmos o termo de difusdao cAD
na equacao das drogas, devido as dificuldades matematicas de se trabalhar com
o sistema completo, desprezamos o termo —fF3NA na equagao dos tumores.
Portanto, fica a perspectiva de contornarmos tal problema considerando todos
0s seus termos ainda com o acréscimo da difusao.

Mais ainda, pretendemos trabalhar com o seguinte sistema:

( ON
EZTN_ﬂNN_BlNA_aH'YHNHa em (@,
0A A
—:fAAA+TAA 1—— —(,LLA—FEA)A—B;;NA, em @,
ot ka
OH
EszAH—i—l/A—THH—'yHNH, em (),
%() =0, em I
H
G0=0 em T,
N(70) = NO(')v em 97
A(,O) = AO(')a em Q,
H(70) = HU(')u em Q,

onde N representa as células normais em um dado tecido do corpo humano, A
representa as células tumorais neste tecido e devido a alta atividade metabolica, as
células cancerosas alteram o pH do meio celular que é descrito pela concentracao
de um acido H, produzido numa taxa v, degradado naturalmente numa taxa 7y
e absorvido pelas células normais numa taxa vg.
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