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Resumo

ORNELAS, Amanda Pontes de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho
de 2021. Uma abordagem computacional aos cédigos de grupo como auxilio do GAP.
Orientadora: Marinés Guerreiro.

Esse trabalho utiliza 4lgebras de grupo para o estudo de Cédigos Corretores de Erros.
Como, no entanto, a partir de um certo momento torna-se quase impossivel a realizagéo
das contas a mdo, optamos por utilizar uma ferramenta computacional como auxilio, o
GAP (Groups, Algorithms, Programming), um sistema de &lgebra computacional gra-
tuito. No decorrer do trabalho, analisamos, principalmente, os c6digos de grupo nas
algebras de grupo dos grupos simétricos S3 e S4 sobre o corpo finito F5. Assim, perce-
bemos que, nestes casos, os cddigos ndo abelianos possuem parametros melhores que
os cédigos abelianos, mostrando e enfatizando a importancia do estudo de cédigos ndo
abelianos. Além disso, estudamos um processo de decodificagdo e percebemos que ha

uma constante busca por algoritmos mais eficientes.

Palavras-chave: Cédigos Corretores de Erros. Algebras de Grupo.



Abstract

ORNELAS, Amanda Pontes de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, July,
2021. A computational approach to group codes as an aid to GAP. Orientadora: Marinés
Guerreiro.

In this work we use group algebras to study Error Correcting Codes. However, as from
a certain point onwards, it becomes almost impossible to carry out the calculations by
hand, we chose to use a computational tool to help us, GAP (Groups, Algorithms, Pro-
gramming), which is a free computer algebra system. In the course of the work, we
analyzed mainly the group codes in the group algebras of the symmetric groups S3 and
S4 over the finite field F5. Thus, we realize that, in these cases, the non-abelian codes have
better parameters than the abelian codes, showing and emphasizing the importance of
studying non-abelian codes. In addition, we studied a decoding process and noticed that

there is a constant search for more efficient algorithms.

Keywords: Error Correction Code. Group Algebras.
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Introducao

No processo de transmissdo de dados podem ocorrer problemas no caminho, cha-
mados ruidos, que fazem com que a mensagem recebida pelo receptor seja diferente da
mensagem enviada. Assim, o objetivo da Teoria de Cédigos Corretores de Erros é apli-
car métodos para detectar e corrigir esses ruidos, permitindo que a mensagem chegue

corretamente ao destinatério.

Essa teoria surgiu na década de quarenta do século XX, no Laboratério Bell de
Tecnologia. No ano de 1947, Richard W. Hamming trabalhava nesse laboratério com
maquinas que executavam tarefas numéricas complexas usando programas gravados em
cartdes perfurados. A leitura desses cartdes pelo computador possibilitava detectar erros
de digitacdo. Foi a partir disso que Hamming pensou que, se o computador era capaz
de detectar um erro, talvez ele também fosse capaz de localizar sua posigdo e corrigi-lo.
Assim, Hamming desenvolveu um cédigo que permitia a detecgdo de até dois erros e a
correcdo de um erro, se esse for o tnico. Durante os anos seguintes, ele publicou vérios
artigos internos do Laboratério Bell em que refletia sobre a possibilidade de criacdo de
cédigos melhores. Respondendo a essas reflexdes, C. E. Shannon publicou um artigo que
deu inicio a dois novos campos de pesquisa em matematica: Teoria de Codigos e Teoria

da Informacéo [12].

Segundo a Teoria de Cédigos, a transmissdo de uma mensagem ocorre da se-
guinte maneira: uma mensagem x serd enviada para um receptor, para isso, ela passa
por um decodificador e é transformada numa mensagem codificada c. Assim, c é envi-
ado ao receptor através do canal. Antes de chegar ao receptor, a mensagem passa por

um decodificador, que tem como objetivo decodificar a mensagem detectando e corri-
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gindo os possiveis ruidos/erros ocoridos no caminho. Por fim a mensagem decodificada

¢é entregue ao receptor.

A Figura [1] é um esquema do processo explicado de transmissdo de uma mensa-

gem.

Figura 1: Processo de Transmissdo de uma mensagem

MENSAGEM —| CODIFICADOR
I
[
X=X1 ... Xk
Mensagem _ __C=0C1.Ck 3
Mensagem codificada
N
CANAL
__Yy=¢c+e
Mensagem recebida
N
DECODIFICADOR RECEPTOR

AA A
X =X1 ... Xk
Mensagem recebida
decodificada

Esse trabalho tem como referéncia principal a tese [17]. No inicio de cada capitulo

apresentaremos as principais referéncias utilizadas no mesmo.

O contexto desse trabalho ¢é utilizar dlgebras de grupo para o estudo de cédigos
corretores de erros. Um ideal de uma algebra de grupo de um grupo G é dito um cddigo
de grupo (ou um G-c6digo). Para um grupo abeliano A, um A-cédigo é dito um cddigo
abeliano. No entanto, pode acontecer de um G-cédigo, para um grupo G nao abeliano, ser

equivalente a um A-cédigo, para A um grupo abeliano.

Nessa dissertacdo buscamos fazer uma comparacgdo entre cédigos abelianos e c6-

digos ndo abelianos relacionados a algebras de grupo semissimples, para assim verificar
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se vale a pena utilizar cédigos ndo abelianos, ja que esses sdo mais dificeis de lidar que
os abelianos. Uma classe de grupos ndo abelianos para os quais os cédigos de grupo
sdo equivalentes a c6digos abelianos é aquela na qual os grupos podem ser decompostos
como produto de dois subgrupos abelianos. Estes grupos sdo chamados grupos decom-
poniveis. Neste trabalho identificamos um grupo de ordem 24 ndo decomponivel, em
cuja algebra de grupo existem c6digos nao abelianos com bons parametros. Além disso,
nesta pesquisa estudamos um processo de decodificagdo e a busca por algoritmos que

decodifiquem de maneira eficiente.

Um outro objetivo deste trabalho foi utilizar uma ferramenta computacional para
a realizagdo dos calculos necessérios, que a partir de um dado momento sdo quase im-
possiveis de serem realizados a mdo. O software escolhido para esta finalidade foi o

GAP.

O GAP ¢é um sistema computacional para dlgebra discreta, com enfase, princi-
palmente, no contexto da Teoria de Grupos. Seu nome é uma abreviatura de Groups,
Algorithms, Programming. Esse sistema possui uma linguagem de programacgéo, diversas
fungoes e bibliotecas. O GAP é gratuito e apesar de ndo possuir interface grafica, oferece

manuais bem detalhados que auxiliam para a compreensdo do seu funcionamento. [1]

Neste trabalho, para a realizacdo dos calculos, utilizamos o pacote do GAP cha-

mado "Wedderga - Wedderburn Decomposition of Group Algebras" apresentado em [3].

No Capitulo 1 apresentamos resultados e defini¢des preliminares da Teoria de

Codigos Corretores de Erros e de Anéis de Grupo.

No Capitulo 2 apresentamos alguns resultados de classificagdo de grupos decom-
poniveis. Apresentamos também as rela¢des entre os G-c6digos abelianos sobre um corpo
E e sobre um subcorpo F de E. Além disso, neste capitulo temos a teoria utilizada pelo

GAP para o calculo dos idempotentes primitivos centrais.

No Capitulo 3 apresentamos os c6digos em F5S, analisando quais sdo abelianos e

quais sdo ndo abelianos e fazendo um comparativo dos seus parametros.

Por ultimo, no Capitulo 4, apresentamos um processo de decodificagdo e damos
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um exemplo de codificacdo e decodificagdo de uma palavra de um cédigo em F5S3. Fina-

lizamos comparando e analisando os parametros dos c6digos dessa algebra de grupo.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo abordamos alguns temas que serdo importantes para a compreen-
sdo do trabalho. Entre eles, encontram-se os anéis e dlgebras de grupo e alguns tipos de
codigos (lineares, duais, ciclicos e codigos de grupo). Além disso, alguns desses temas
ja serdo apresentados com a utilizacdo do GAP para a familiarizacdo do leitor com o

mesmo.

1.1 Anéis de Grupo

Essa se¢do aborda alguns dos principais conceitos e teoremas relacionados aos
anéis de grupo. Os toépicos aqui apresentados, bem como a notagado utilizada, se referem
aos Capitulos 2 e 3 do livro [14] e ao livro [13]. O tema aqui apresentado sera importante
para a compreeensdo dos capitulos seguintes, nos quais utilizamos as dlgebras de grupo

para construir cédigos.

Defini¢ao 1.1.1. Seja G um grupo (ndo necessariamente finito) e R um anel com unidade. O

conjunto

RG = {oc: Zagg/geG,ageReagzoquasetodogeG}
3€G

é chamado anel de grupo. Os elementos de RG sdo combinagoes lineares formais com um niimero
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finito de coeficientes ndo nulos. Se R for um corpo, RG é chamado dlgebra de grupo.

Perceba que o0 anel de grupo pode ser visto como um médulo com base G. Ana-

logamente, a dlgebra de grupo RG, vista como espaco vetorial, tem G como base. Assim,

dim RG = |G].

Para definir as operagdes no anel de grupo, considere o« = Z agg e P = Z beg
g€G g€G
elementos de RG e A € R. Assim,

a+B=Y a,g+ ) beg= ) (ag+bg)g

3€G 3€G 3€G
ap = (2 g8 ) ( 2 beg) = Z agbpgh.
geG geG gheG

A acdo de R em RG ocorre da seguinte maneira: para A € R, temos

A( Z agg) = Z ()‘ag)g-

gcG geG

Além disso, se RG é um anel com unidade, entdo 1 = Z ugg, com ug = 0, para
geG
todo ¢ # eg e u,, = 1g.

Definicao 1.1.2. Seja RG um anel de grupo do grupo G sobre um anel R.

Definimos o suporte de « € RG como o subconjunto de elementos em G que efetivamente

aparecem na expressio de «, isto é,
supp(a) = {§€ G : ag #0}.

Observemos os seguintes exemplos feitos no GAP para entender melhor os concei-
tos apresentados até o momento. Para aplicar o contetido dessa sessdo no GAP podemos

usar dois pacotes: Laguna e Wedderga. O primeiro é utilizado para dlgebras p-modulares,
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isto é, quando F é um corpo de caracteristica p e G é um p-grupo finito, e o segundo é

utilizado para dlgebras semissimples. As defini¢des apresentadas até o momento sao re-

ferentes a anéis e algebras de grupo gerais, por isso os resultados independem do pacote

utilizado.

Cédigo 1.1: Exemplo e contraexemplo de Algebra de Grupo no GAP

gap> LoadPackage("laguna™) ;

gap> K := GF( 2 );

GF(2)

gap> Elements(X);

[ 0%z(2), Z2(2)70 ]

gap> G := DihedralGroup( 16 );

<pc group of size 16 with 4 generators>

gap> KG := GroupRing( K, G );

<algebra-with-one over GF(2), with 4 generators>
gap> IsGroupAlgebra( KG );

true

gap> IsGroupAlgebra( GroupRing( Integers,DihedralGroup( 16 )));

false

No exemplo acima, construimos o anel de grupo do grupo F,D14 e pedimos para

o GAP verificar se 0 mesmo é também uma algebra de grupo, retornando "true", pois F,

é um corpo, entdo I, D1 é uma algebra de grupo.

Em seguida pedimos ao GAP para verificar se ZD1 é uma &lgebra de grupo,

retornando "false", pois Z nao é corpo, logo ZD1¢ néo é algebra de grupo.

Agora vamos ver um pouco mais sobre os elementos e operagdes na dlgebra de

grupo QD¢ realizados no GAP.

Codigo 1.2: Operagdes sobre QD1q
gap> KG:=GroupRing(Rationals , DihedralGroup (16) ) ;
<algebra-with-one over Rationals, with 4 generators>

gap> Dimension(KG); #calculando a dimensao de KG

16
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gap> Zero(KG) ; #perguntando ao GAP o elemento zero de KG
<zero> of
gap> One (KG) ; #perguntando ao GAP a unidade de KG

(1)*<identity> of ...

gap> x:=Random(KG); #x recebe um elemento aleatorio de KG
(1) *£1+(1/2) *x£4+(2) *£ 1£2+ (1/2) #£1x£3+(-1/2) *f 1 xf4+

(D) *£2%£4+(2) #E1*x£2xE3+(1/2) *£ 1+ £ 3+ L4+ (2) L 1+ £ 2% 3*f4

gap> y:=Random(KG) ; #y recebe um elemento aleatorio de KG
(1/5)*<identity> of ...+(1/2)*f1+(-2/3)*£4+(1/3)*f1x£2+
(-1/2) *£1x£3+(-3) k£ 1x£4+(1/3) *£2+£3+ (1/2) *£3*£4+

(1) *E£1#£2x£3+(-1/2) * £ 1x£2x£4+(1/2) £ 1*x£3*%f4+

(3/5) *£2*£3x£4+(-1) *f 1xf2x£3%f4

gap> Support( x ); #calculando o suporte do elemento x
[ £1, £4, f1xf2, f1x£f3, fi1xf4, f2xf4, f1xf2*xf3, f1*xf3xf4,
f1#£2x£3%f4 ]

gap> X+ty; #operando x+y

(1/5)*<identity> of ...+(-1/2)*f1+(-1/6)*f4+(7/3)*f1*f2+
(-7/2) *£1x£4+(1/3) *£2%£3+ (1) *£2*x£4+(1/2) *£3*f4+

() *£1*E2%£3+(-1/2) £ 1*£2+£4+ (1) xE1*+£3%f4+

(3/5) *£2*£3*%f4+ (1) L 1+f2+£3*f4

gap> x*y; #operando x*y

(6/3)*<identity> of ...+(-5/12)*f1+(-27/4)*£f2+(11/12)*£3+
(49/20) *£4+(127/60) *£1x£2+(19/30) *£ 1*£3+(31/15) xf 1*xf4+
(-347/60) *£2*%£3+(-52/15) £ 2%£4+(-23/6) *£3*f4+

(-47/30) *f1+£2*£3+(-1/5) *f1*¥f2xf4+

(113/60) *f1*£3*£4+(19/12) £ 2*£3*f4+

(-16/5) *£1+£2+£3+f4

Nesse trabalho abordamos as dlgebras de grupo semissimples, por isso usaremos
o pacote Wedderga para realizar os cdlculos necessdrios no GAP. Para entender esse
conceito, primeiro precisamos entender o que é um mdédulo semissimples e o que é um

anel semissimples. Para entender estes, precisamos do conceito de um R-médulo.
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Definicao 1.1.3. Seja R um anel com unidade 1. Diz-se que um conjunto nio vazio M é um
modulo a esquerda sobre R (ou um R-mddulo a esquerda) se M é um grupo abeliano em
relagdo a uma operagdo, que indicaremos por +, e estd definida uma lei de composigdo externa que
a cada par (a,m) € R x M associa um elemento am € M tal que, para todos 1, ap € R e todos
my, my € M, se verificam:

* aq(agm) = (xqap)m;

o ay(my +my) = aymy + aymy;

o (a1 +ap)my = aymy + apmy;

b 17111 = mq

Observagdo: De forma andloga definimos R-médulo a direita, considerando a mul-

tiplicacdo a direita por elementos do anel.

A partir de agora, chamaremos de R-médulo, ou simplesmente médulo, os R-

modulos a esquerda.

Definigao 1.1.4. Seja M um R-médulo. Um subconjunto N C M diz-se um R-submddulo de

M, ou simplesmente, um submdodulo se:

(i) N é um subgrupo aditivo de M.

(ii) N é fechado em relagdo a multiplicacdo por escalares, isto é, para todor € R e todon € N,

tem-se rn € N.

Definicao 1.1.5. Um R-médulo M é chamado semissimples se todo submddulo de M é um

somando direto.

Definic¢do 1.1.6. Um R-médulo é dito simples se ndo possui submddulos préprios ndo triviais.

Utilizando a multiplicacdo num anel R podemos considera-lo como um R-médulo

a esquerda, denotando-o por gR (ou um R-médulo a direita, com a notagdo Rg).

Definicao 1.1.7. Um anel R é chamado semissimples se 0 R-mddulo rR é semissimples.
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Para entender melhor tal defini¢do, vejamos alguns exemplos:

e Um médulo simples M é semissimples, pois M = M @ {0}.
* Corpos e anéis de divisdo sdo anéis semissimples.
* Seja R um anel semissimples. Entdo o anel M,(R) das matrizes n X n sobre R é

semissimples.

Além disso, podemos verificar mais rapidamente quando um anel é semissimples
simplesmente utilizando o Teorema de Wedderburn-Artin. Para compreender melhor

este teorema, primeiro temos o conceito de algebra.

Defini¢ao 1.1.8. Seja R um anel comutativo. Um R-médulo A é dito uma R-dlgebra (ou sim-
plesmente dlgebra) se existe uma multiplicagdo, definida em A, tal que, com a adi¢do dada em A

e sua multiplicagido, A é um anel tal que a seguinte condigdo se verifica:
r(ab) = (ra)b = a(rb),
para todo r € R e todos a,b € A.

Seja D um anel de divisdo. O anel M, (D) das matrizes n X n sobre D tem estrutura

de algebra.

Teorema 1.1.9. (Wedderburn-Artin) Um anel R é semissimples se, e somente se, R é isomorfo

a uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre anéis de divisdo, ou seja,
R >~ My, (D1) ® M, (D2) @ - - - & My, (Dy),
com D1, D,, ..., Dy anéis de divisio e ny,ny, ..., n; inteiros positivos.

Note que o Teorema de Wedderburn-Artin apresentado acima se refere a anéis em
geral. Para anéis de grupo, uma forma mais direta para se determinar a semissimplici-

dade é dada pelo Teorema de Maschke.
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Teorema 1.1.10. (Teorema de Maschke) Seja G um grupo. Entdo o anel de grupo RG é semis-

simples se, e somente se, as sequintes condigdes sdo satisfeitas:

(i) R é um anel semissimples;

(ii) G é finito;

(iii) |G| é invertivel em R.

Segue do Teorema de Maschke o seguinte Coroldrio que classifica quando uma
algebra de grupo é semissimples.

Corolério 1.1.11. Seja G um grupo finito e seja K um corpo. Entido KG é semissimples se, e

somente se, char(K) 1 |G]|.

Utilizando o Teorema de Maschke e o Corolario|l.1.11| podemos reescrever o Teo-

rema de Wedderburn-Artin para anéis de grupo.

Teorema 1.1.12. (Teorema de Wedderburn-Artin para Algebras de Grupo)

Seja G um grupo finito e seja K um corpo tal que char(K) { |G|. Entio

1. KG é uma soma direta de um niimero finito de ideais bilaterais {B;}1<;<,, as componentes

simples de KG. Cada B; é um anel simples.

2. Qualgquer ideal bilateral de KG é um somando direto de alguns dos membros da familia

{Bi}1<i<r

3. Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes completo da forma M, (D;),
com D; é um anel de divisdo contendo uma cépia isomorfa de K no seu centro, e o isomor-
fismo

¢
KG =~ @LlM”i(Di)

é um isomorfismo de K-dlgebras.



20

4. Em cada anel de matrizes completo M, (D;), o conjunto

([ T 3\
0 X1 0
0 ... X2 ... 0 "
Ij = ' ' | rx, X2, x0 € D p = D}
ul 0 ... xy 0 | }

é um ideal a esquerda minimal.

Dado x € KG, considere ¢p(x) = (aq,...,a;) € ®j_1 My, (D;) e defina o produto de x por
um elemento m;j € I]- por xm; = ajm;. Com esta definigio, Ij se torna um KG-mddulo

simples.

5. I]';ﬁlk, sej;«ék.

6. Qualquer KG-médulo simples é isomorfo a algum I;, 1 < j < r.

1.2 Cédigos

O material dessa segdo se refere aos Capitulos 1, 5, 6 do livro [8] e ao Capitulo 1

da tese [17].

Definicao 1.2.1. Um cédigo corretor de erros é uma maneira de adicionar dados a mais em
cada informagdo que ird ser transmitida ou armazenada, para que seja possivel, ao recuperar a

informagdo, detectar e corrigir 0s erros.

Ao longo deste trabalho apresentamos alguns c6digos corretores de erros sempre

tentando encontrar cédigos melhores.

Um exemplo de cédigo corretor de erros é a Lingua Portuguesa. O comprimento
desse codigo é o namero de letras da maior palavra desta Lingua, neste caso, pneumoul-
tramicroscopicossilicovulcanoconiético. Logo, o comprimento da Lingua Portuguesa é
46. Tal coédigo é corretor e detector de erros, pois ao receber a palavra "bipicleta”, como

esta ndo pertence a Lingua Portuguesa, podemos corrigi-la pela palavra mais proxima
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pertencente a Lingua, que seria "bicicleta". Porém esse c6digo ndo é muito eficiente, uma
vez que podem ocorrer erros que ndo sejam possiveis de deteccdo e corre¢do. Como
é 0 caso da palavra "torta", que ndo seria corrigida caso o erro nos levasse a palavra

"porta" ou "corta", por exemplo.

Para construir um cédigo, é necessdrio um conjunto finito A de caracteres, que é
chamado alfabeto. O ntiimero de elementos de um alfabeto A serd denotado por |A| = g.
Assim, "um c6digo corretor de erros é um subconjunto préprio qualquer de A", para al-
gum numero natural n"([8], p.4), com n o comprimento do cédigo, isto é, o comprimento

da maior palavra desse codigo.

Para entender melhor o que seria a distancia entre duas palavras, vejamos a defi-

nicdo de distancia de Hamming.

Defini¢do 1.2.2. Seja A um alfabeto e sejam a, b € A", a distdncia de Hammming entre a e
b é dada por:
d(ﬂ,b) = |{i,’lli 7§ bi,l < i < Vl}|

Para entender melhor essa defini¢do, considere A = {1,2,3}. Em A?, temos:
d(12,13) =1, d(22,13) =2, d(12,12) = 0.
Definicao 1.2.3. Considere um cédigo C. Chamamos de distdncia minima de C o niimero
d =min{d(a,b) /a,be Cea #b}.

Teorema 1.2.4. Considere um cédigo C cuja distdncia minima é d. Assim, C pode detectar no

L o d—1
mdximo d — 1 erros e corrigir até k = 5 destes erros.

7z

Definig¢do 1.2.5. Considere um alfabeto A e um niimero n € N. Uma fungio F : A" — A" é

uma isometria de A" se F preserva as distdncias de Hamming, isto é,

d(F(x),F(y)) =d(x,y), paratodos x,y € A".



22

Definigdo 1.2.6. Dois cddigos C e C' C A" siio equivalentes se existir uma isometria F : A" —

A" tal que F(C) = C'.

1.2.1 Cédigos Lineares

Considere um corpo finito K com g elementos (7 = p™) que compdem um alfa-

beto. Assim, para cada n € IN, temos um K- espago vetorial K" de dimenséo n.

Definic¢do 1.2.7. Dizemos que um cédigo C é um cédigo linear quando for um subespago proprio

de K".

Logo, todo cédigo linear é um subespago vetorial de dimensao finita. Para enten-
der melhor esses c6digos, considere um cédigo C de dimensdo k e uma de suas bases
V1,02, ..., k. Assim, toda palavra do cédigo C pode ser escrita de maneira tnica como

combinacdo linear dos vetores da base.

x107 + a0y + - - - + a v, com i;, i = 1,..., k, elementos de K.

Assim, a quantidade de palavras do cédigo é M = |C| = ¢F e dimgC = k =
log, g = logg M.

Defini¢do 1.2.8. Seja x = (x1,...,xn) € K", chamamos peso de x o niimero
w(x):=|{i/i€Zex;#0}|

Note que

w(x) =d(x,0), com d a distincia de Hamming.

A partir da defini¢do do peso de um elemento de K", conseguimos definir o peso

de um cédigo.
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Definicdo 1.2.9. O peso de um cédigo linear C é dado por

w(C) := min{w(x) /x € C\{0}}.
Em suma, as defini¢des de distdncia minima de um c6digo e peso de um cédigo
sdo a mesma, como mostramos na Proposigao (1.2.10

Proposic¢do 1.2.10. Considere um cdédigo linear C C K" com distancia minima d. Assim,

1. Para todos x,y € K", temos d(x,y) = w(x —y);
2.d=w(C).
Agora considere um corpo finito K com g elementos e um cédigo linear C C K".
Os parametros do cédigo linear C sdo a terna (1, k,d), com n o comprimento do cédigo

C, k a dimensao de C sobre K e d a distancia minima do cédigo C (que também é o peso

do c6digo C). Além disso, sabemos que o nimero de palavras no c6digo C é g*.

Considere uma base B = {vy, .., vt} do cédigo C. A matriz geradora do cédigo é

a matriz cujas linhas sdo os vetores de v; = (vj1, ..., V1), comi=1,..,k.

(%1 011 012 ... O1n

Ok U1 Uk2 -+ Upp

Uma matriz geradora ndo é tinica, pois depende da escolha da base B. Assim, da
mesma maneira que nos espagos vetoriais, ¢ possivel obter outra matriz geradora G’ para

um mesmo codigo C a partir das seguintes operagdes com a matriz geradora G:

¢ Permutacdo de duas linhas.
¢ Multiplicagdo de uma linha por um escalar ndo nulo.

¢ Adicdo de um multiplo escalar de uma linha a outras.
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Definicao 1.2.11. Uma matriz geradora G de um cédigo C estd na forma padrdo se

G = (Idi|A),

com Idy a matriz identidade k X k e A uma matriz k x (n — k).

Apenas com as operagdes definidas acima nem sempre sera possivel encontrar
uma matriz geradora de um cédigo na forma padrao. Por exemplo, considere o cédigo

sobre F3 cuja matriz geradora é

001O0T1
00011

<Q
I

Essa matriz geradora ndo pode ser colocada na forma padrdo utilizando somente as
operagdes sobre linhas apresentadas anteriormente. Porém, ao efetuar permutagdes das

colunas de G, podemos obter a seguinte matriz

10001
01001

g =

que é a matriz geradora na forma padrao de um cédigo C’ equivalente ao codigo C.

Assim, podemos obter uma matriz geradora G’ de um cédigo C’, equivalente ao
codigo C, efetuando também as seguintes operagdes sobre a matriz G geradora do cédigo

C:

¢ Permutacdo de duas colunas,

¢ Multiplicacdo de uma coluna por um escalar ndo nulo.

Note que permutar duas colunas na matriz geradora equivale a permutar a ordem

dos vetores respectivos na base do cédigo.

Teorema 1.2.12. Seja um cédigo C, existe um cddigo equivalente C' que possui uma matriz

geradora na forma padrio.
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1.2.2 Cdédigos Duais

Para entender os c6digos duais, primeiro precisamos definir a operagdo do pro-
duto interno. Considere a = (ay, ...,a,) e b = (by,...,by) € K". O produto interno de a e b
é dado por
(a,b) = a1by + - -+ auby,.

Note que tal operacdo funciona da mesma maneira que o produto interno usual, logo

também possui as mesmas propriedades, isto €, possui simetria
(a,b) = (b,a) para todos a, b € K"
e bilinearidade

a+wuc,b)y = {(a,b) + a{c,b) paratodosa, b,c K" e € K.
( ) = { p

A partir do conceito de produto interno, podemos contruir o conjunto

Ct={aeK"/{ab)=0, paratodob € C}.

Dai, temos o seguinte lema.

Lema 1.2.13. Seja C C K" um cédigo linear com matriz geradora G. Entdo

1. Ct é um subespaco vetorial de K"';
2. xeCt se, e somente se, Gx' = 0.

Proposic¢do 1.2.14. Seja um cédigo linear C C K" de dimensio k que possui uma matriz geradora

na forma padrio G = (Idy|A). Entdo

1. dimCt=n—k;

2. H = (—A!|ld,_i) é uma matriz geradora do cédigo dual C*.
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Proposicio 1.2.15. Seja um cédigo linear C e seja H a matriz geradora de C*. Entao

v € C se, e somente se, Ho' = 0.

A partir desta proposigdo, temos a Defini¢ao [1.2.16

Definigio 1.2.16. A matriz H geradora do cédigo linear C* é chamada matriz teste de pari-

dade de C.

Além disso, podemos definir a sindrome de um cédigo.

Definigdo 1.2.17. Considere um cédigo C com matriz teste de paridade H. Seja v € K", o vetor

Hot é chamado de sindrome de v.

A seguir temos um coroldrio que estabelece uma cota para os parametros de um

codigo linear.

Corolario 1.2.18. (Cota de Singleton) Para um cédigo linear C, os pardmetros (n, k, d) satisfazem
a desigualdade
d<n-—-k+1.

Um cédigo que vale a igualdade d = n — k + 1 é chamado de MDS (Maximum Distance Separa-
ble).

1.2.3 Cddigos Ciclicos

Defini¢ao 1.2.19. Um cédigo linear C C K" é chamado um cédigo ciclico se

para todo x = (xg, ..., xy,—1) € C, temos (x,,—1, Xo, ..., Xn—2) € C.

K[X
Todo cédigo linear pode ser realizado no anel quociente ﬁ através do se-
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guinte isomorfismo de K-élgebras,

K[X]

Q: K — —(X”—1>

(X0, oy Xp_1) — [x0+ 21X+ .. +a, 1 X"71].

KX
Assim, um c6digo linear ciclico C C K" se, e somente se, ¢(C) é um ideal de ﬁ
K| X
Isso significa que, ao estudar os ideais de ¢, estamos estudando os cédigos ci-
X —1)
clicos de comprimento n sobre K. Assim, (xo, ..., x,—1) € [xo + x1X + ... + X1 X" 1] sdo

duas maneiras de nos referirmos a uma palavra de um cédigo ciclico contido em K".

1.24 Cédigos de grupo

Denote por E = {ey, ..., } a base candnica de K".

Definic¢ao 1.2.20. Seja um grupo G de ordem n e um cédigo linear C C K". Dizemos que o
codigo C é um G-codigo a esquerda (a direita) se existe uma bijecdo ¢ tal que a extensio de
¢ : E — G por linearidade a um isomorfismo de K-espagos vetoriais, dada por ¢ : K" — KG,
implica que ¢(C) é um ideal bilateral de KG.

Se um cédigo linear C é um G-cédigo (a esquerda, a direita) para algum grupo finito G,

entdo C é um coédigo de grupo (a esquerda, a direita).

Para as defini¢des a seguir, consideremos a a¢do natural do grupo simétrico Sy

sobre K" dada por

o(x1,X2, 00y X)) = (xa_l(l),xg_1(2),..., x(,_l(n)), para cada (x1,xy, ..., x,) € K".

Definigao 1.2.21. Dois cédigos C1,Cy C K" sdo ditos equivalentes por permutagdo se existe

uma permutagio o € Sy, tal que C; = 0(Cq).

Dai temos a definicdo.
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Definicao 1.2.22. Seja um grupo G de ordem n e uma bije¢io ¢ : E — G. Os G-cédigos (a
esquerda) sobre K sio os codigos lineares contidos em K" equivalentes por permutagio a algum

codigo ¢~ (I), com I um ideal bilateral (a esquerda) de KG.

7z

Proposi¢do 1.2.23 (Proposicdo 1.26, [17]). Seja G um grupo de ordem n. Entdo C C K" ¢é

G-codigo (a esquerda) se, e somente se, C- é um G-codigo (i esquerda).

Definicao 1.2.24. Um cédigo de grupo C que é um A-cédigo, para algum grupo abeliano A, é

dito um cédigo de grupo abeliano.
Considere um cédigo C C K". O grupo de automorfismos permutacionais de C é dado

por

PAut(C) ={ceS,/0o(C)=C}.
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Capitulo 2

Resultados de codigos de grupo

Esse capitulo aborda alguns resultados apresentados em [2] e [17]. O objetivo prin-
cipal é apresentar cédigos de grupo abelianos e ndo abelianos. Em relacdo as func¢des do
GAPD, optamos por deixd-las da mesma forma como foram testadas no mesmo. Assim,
como o GAP nao reconhece acentos, as funcdes e resultados foram mantidos nesse tra-

balho sem acentuacdo.

2.1 Grupos decomponiveis

O primeiro teorema aqui apresentado nos fornece outra maneira de verificar se
um cédigo C é um G-cédigo utilizando o grupo de permutagdes S, e o grupo de auto-

morfismos permutacionais PAut(C).

Teorema 2.1.1. [2| Teorema 1.2] Sejam C um cédigo linear de comprimento n sobre um corpo F
e G um grupo finito de ordem n.

(1) C é um G-cédigo a esquerda se, e somente se, G é isomorfo a um subgrupo transitivo de S,
contido em PAut(C).

(2) C é um G-cédigo se, e somente se, G é isomorfo a um subgrupo transitivo H de S, tal que

HUCs,(H) € PAut(C) (com Cg,(H) denotando o centralizador de H em Sy,).
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Deste teorema temos o seguinte lema.

Lema 2.1.2. Um cédigo C de comprimento n é um cédigo abeliano se, e somente se, existe um

subgrupo abeliano transitivo de S, que estd contido em PAut(C).
Demonstragio. Segue direto do Teorema (1) e da definig¢do de cédigo abeliano. [

Considerando dois subconjuntos quaisquer A e B de um grupo G, denotamos por

AB o conjunto de todos os produtos abcoma € Aeb € B.

Definicao 2.1.3. Um grupo G é dito decomponivel em subgrupos abelianos (ou simplesmente

decomponivel) se existem subgrupos abelianos A e B de G tais que G = AB.

Teorema 2.1.4. [2| Teorema 3.1] Seja G um grupo finito. Se G=AB, com A e B abelianos, entdo

todo G-codigo é um cédigo de grupo abeliano.

Esse teorema é um grande auxilio para encontrar cédigos de grupo abelianos.
Por isso, a seguir veremos alguns resultados relacionados a decomposi¢do de grupos.
Primeiramente, vamos lembrar, no Lema um resultado importante da teoria de

grupos que vamos utilizar.

Lema 2.1.5. Se A, B sdo dois subgrupos de um grupo G, entio

|AB| =

Como consequéncia do Lema temos o primeiro resultado sobre decomposi-

¢do abeliana de grupos.

Lema 2.1.6. Seja G um grupo com dois subgrupos abelianos A e B tais que |G| = |A||B| e

|A|, |B| sdo coprimos. Entdo G tem uma decomposigio abeliana.

Demonstragio. Segue direto da definigdo de decomposigdo abeliana e do Lema uma

vez que, como |A| e |B| sdo coprimos, |A N B| = 1. O

Corolario 2.1.7. Se G é um p-grupo ndo abeliano e A < G, A abeliano com |G : A] = p, entdo

G ¢é decompontivel.
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Demonstragio. Seja G um p-grupo. Dai |G| = p". Como [G : A] = p e p é 0 menor primo
que divide a ordem de G, entdo A <<G. Como |G/ A| = p, G/ A é ciclico gerado por Ag,
para algum g € G\ A. Logo, G = AU AgU Ag®U...U AgP~1. Portanto, G = A(g), isto ¢,

G é decomponivel. O

Lema 2.1.8. Seja G um grupo e N um subgrupo normal abeliano tal que G/ N é um grupo ciclico.

Entdo G tem uma decomposigdo abeliana.

Demonstragdo. A demonstracdao é semelhante a do Corolério anterior. ]

Proposicio 2.1.9. [17, Proposicio 2.8] Seja G um grupo de ordem p'q/ com p, q primos, p # q e

0<i,j<3. Entdo G tem uma decomposigdo abeliana.

Demonstragio. Sejam A um p-subgrupo de Sylow e B um g-subgrupo de Sylow de G.
Entdo |A| = pi e |B| = qj sdo coprimos e, pelo Lema G tem uma decomposicao

abeliana. O

Proposigio 2.1.10. [17, Proposicio 2.9] Para qualquer primo p, todo grupo de ordem p° e p* tem

uma decomposicio abeliana.

Demonstracio. Seja G um grupo tal que |G| = p*. Suponha G nao abeliano. Entdo p <
Z(G) <P’

Se |Z(G)| = p?, entdo |G/Z(G)| = p, dai G/ Z(G) é ciclico. Assim, temos que G é
abeliano, o que é uma contradigio. Logo, Z(G) # p°.

Se |Z(G)| = p?, entdo para qualquer a ¢ Z(G), o grupo A = (a,Z(G)) é abe-
liano. Pela classificagdo dos grupos abelianos, ou G/Z(G) é ciclico gerado por aZ(G)
ou G/Z(G) é abeliano, ndo ciclico gerado por aZ(G) e bZ(G). Pelo mesmo argumento
usado anteriormente, se G/ Z(G) for ciclico, G é abeliano, o que é uma contradi¢ao. Logo,
G/Z(G) é gerado por aZ(G) e bZ(G). Tomando A = (a,Z(G)) e B = (b, Z(G)), temos A
e B subgrupos abelianos, tais que G = AB. Portanto, G tem decomposi¢ao abeliana.

Se |Z(G)| = p, entdo |G/Z(G)| = p®. Se G/Z(G) tem um elemento aZ(G) de

ordem p?, entdo analogamente ao passo que fizemos acima, existe um subgrupo A de
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ordem p? abeliano pertencente a G. Dai, pelo Lema como A é normal abeliano em

G tal que G/ A é ciclico (|G : A] = p), entdo G tem decomposicdo em abelianos.

Resta provar o caso em que G/Z(G) ndo tem elemento de ordem p? (G/Z(G) nao
pode ter elementos de ordem p?, pois ele seria ciclico, logo G seria abeliano), isto ¢, todos

os elementos de G/Z(G) tem ordem p ou 1, no caso do elemento neutro. Assim, para
todo ¢Z(G) € G/Z(G), (8Z(G))F =e.

Seja cZ(G) € Z(G/Z(G)) tal que cZ(G) # Z(G), entdo ¢ ¢ Z(G). Agora [x,c] €
Z(G) para todo elemento x € G. Tome C = (¢, Z(G)), dai |C| = p* e C < G. Assim,

G/C é um grupo elementar abeliano de ordem p?. Sejam a,b € G tais que aC,bC geram
G/C. Como [a,c] =z € Z(G) e [b,c] = w € Z(G), se [a,c] ou [b,c] = e (suponhamos
[a,c] = z = e), entdo (a,C) é normal abeliano de ordem p® e G/ (a, C) é ciclico. Pelo Lema
G tem decomposicdo abeliana.

Caso [a,c] # e e [b,c] # e, como Z(G) é um grupo ciclico gerado por algum

1

elemento nio trivial, seja w~! = z, para algum k tal que 0 < k < p. Pela igualdade

[xy,u] = [x,ul¥[y,u] e [a,c],[bc] € Z(G), obtemos:
[a*b, c] = [a¥,c][b, c] = [a,c]¥[b,c] = 2w =e.

Novamente o subgrupo (a‘b, ¢, Z(G)) tem ordem p* e é normal abeliano, pois G/ (a*b, ¢, Z(G))
é ciclico de ordem p. Pelo Lema decorre que G tem decomposicdo abeliana e isto

completa a prova para |G| = p*.

Observe que todo grupo de ordem p® é imagem homomorfa de um grupo de
ordem p*, por exemplo, o grupo G x (a), com (a) um grupo ciclico de ordem p. Logo,

tendo provado o enunciado para p*, a demonstracio para a ordem p> é direta. O

Corolario 2.1.11. Seja G um grupo de ordem p'q/, com p,q primos tais que 0 < i,j < 3. Entio

G tem uma decomposigdo abeliana

Demonstragio. Pela Proposicao o resultado vale para p # q. Se p = g, entdo |G| =

p'tl, com i + j valendo 2,3 ou 4. Para o caso i + j = 2, todo grupo de ordem p?, para
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p um ntmero primo, é abeliano. Os demais casos, i +j = 3 ou i + j = 4, decorrem da

Proposigao 2.1.10 O

De acordo com os resultados apresentados até o momento, podemos obter o Co-

rolario2.1.12

Corolario 2.1.12. Para n € {1, ...,23} todo grupo de ordem n tem uma decomposicio abeliana.

Demonstragio. Grupos com ordem n € {1,2,3,4,5,7,9,11,13,15,17,19,23} sao abelianos.
Os grupos com ordem n € {6,8,10,12,14,16,18,20,21,22} tém decomposi¢do abeliana,
pois satisfazem o Coroldrio 2.1.11 O]

Proposicao 2.1.13. [17, Proposigdo 2.12] O grupo simétrico Sy ndo tem decomposicio abeliana.

Demonstragio. Os subgrupos abelianos de S4 tem ordem 1,2, 3 ou 4. Fazendo os possiveis
produtos de subgrupos abelianos de S4, 0 maximo que poderiamos obter é um subgrupo

de ordem 16. Logo, S4 ndo tem decomposicdo abeliana. O

Essa prova também pode ser realizada usando o GAP, como mostramos a seguir.

A seguinte funcdo criada por [17] no GAP retorna "true" se foi encontrada uma

decomposi¢do Abeliana e "false" caso ndo seja encontrada tal decomposigao.

Codigo 2.1: Fungdo que verifica se o grupo é decomponivel

HasAbelianDecomposition:=function(G)
local lat, A, x, xx, y, z, n, flag;
n:=Size(G);
lat:=LatticeSubgroups(G);
#Calcula o reticulado de todo subgrupo de G
A:=Filtered(ConjugacyClassesSubgroups(lat),
x->IsAbelian(Representative(x)));
#A eh a lista de classes de conjugacao de subgrupos Abelianos
flag:=0;
for xx in A do x:=Representative(xx);
#tome qualquer representacao de uma dada classe

for y in A do for z in AsList(y) do



#teste todos os subgrupos abelianos em G
if Size(x)*Size(z)/Size(Intersection(x,z))=n then
return true;
fi;
od; od;
od;
return false;

end;

Assim, para descobrir se o grupo S4 tem decomposicdo abeliana basta fazer no
GAP

HasAbelianDecomposition(SymmetricGroup(4));

O resultado da funcao sera "false".

Note que S4 ndo é o tnico grupo de ordem 24 que ndo possui decomposigdo
abeliana.

Pelo seguinte co6digo obtemos todos os grupos de ordem 24.

gap> 1l:=List(Al11SmallGroups(Size,24), StructureDescription);
[ I103 : 08”’ II024II’ IISL(Z’B) II, ”03 K 08”,

1104 T 53”, ”D24”,
"(C6 =z C2) : C2",

"c2 = (C3 : C4)", "Ci12 = C2",

"C3 = D8",
"C3 x Q8", "S4", "C2 x 44", "C2 x C2 x S3", "C6 x C2 = C2" ]

No passo seguinte verificamos que existem 2 grupos de ordem 24 que ndo tem
decomposicdo abeliana, Sy e SL(2,3).

gap> for i in [1..Length(1)] do

if not (HasAbelianDecomposition(SmallGroup(24,i))) then
Print(1[i], "

nao tem decomposticao abeliana.
fi;

\n");
od;
E a resposta obtida foi a seguinte

SL(2,3) nao tem decomposicao abeliana.

S4 nao tem decomposicao abeliana.

34
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Podemos fazer o mesmo processo para grupos de qualquer ordem e, assim, veri-

ficar a estrutura dos grupos que nao tem decomposigao abeliana.

Em vista dos resultados obtidos para grupos de ordem p> e p*, com p primo, seria
interessante buscar a menor ordem de um p-grupo que ndo admite decomposi¢do em

abelianos.

Baseado na construcdo de [16] citada em [17] conseguimos encontrar p-grupos
finitos que ndo tem decomposicdo abeliana. Para um p primo fixo, seja F(n) uma fungao
definida pela seguinte condicao: p© (") ¢ a maxima ordem possivel para um p-grupo finito
que ndo possui nenhum subgrupo abeliano de ordem maior que p"”. Segundo [17], pelo

Teorema 2 de [16], para algum primo p,

(2.1)

A prova desse teorema inclui uma construgdo: para um ntmero primo p e um
grupo G tal que |G| = p", dado n tal que G ndo possui nenhum subgrupo abeliano de

ordem excedendo p" e

nz—2
8

n2—1] =n n+1 )
m= + 7, para n par, m = + = para n fmpar.

8

Aqui [ ] denota a fun¢do menor inteiro.

Dessa maneira, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.14. Dados um primo pen € N, se G é um grupo de ordem p™ tal quem >2n—1e

nenhum subgrupo abeliano de G tem ordem superior a p", entido G ndo tem decomposicdo abeliana.

Demonstragio. Suponha G = AB, para subgrupos abelianos. Entdo podemos supor A, B

tais que A e B contenham Z(G). Além disso, Z(G) # (e) e pelo Lema

[AllBl o p".p"
[ANB| = [Z(G)]

|AB| = <pl<p" =G|,

o que é uma contradi¢do. Logo, G ndo tem decomposicdo abeliana, concluindo a demons-
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tracao. ]

Vejamos alguns exemplos. Se n = 13, entdo m = 27 > 2.13 — 1. Pela construcado de

[16] retirada de [17] obtemos um grupo G de ordem 2%7 que ndo é decomponivel.

Porém, os p-grupos ndo abelianos obtidos utilizando essa teoria possuem uma
ordem muito alta. Assim, os resultados apresentados adiante buscam os menores p-

grupos sem decomposicao abeliana.

Como dito no inicio do trabalho, estamos procurando cédigos ndo abelianos para
analisar seus parametros quando comparados aos c6digos abelianos. Como em um grupo
decomponivel todo G-cédigo é um coédigo de grupo abeliano, devemos buscar grupos

ndo decomponiveis para tentar encontrar c6digos ndo abelianos.

O seguinte teorema é um resultado técnico que auxilia na constru¢do de grupos

convenientes para os propositos citados acima.

Teorema 2.1.15. (Schreier) [7, Teorema 15.1.1] Dado um grupo G com um subgrupo normal N e
o quociente H = G/ N. Se escolhermos representantes de classes u, com uN — u € H, tomando
e = e, ficam determinados automorfismos e um conjunto fator de N (para hy,hy € H, (h1,hy) €
N é 0 elemento tal que hy hy = hihy(hy, ha)) que satisfacam:

UNU __ -1/ uv
(a*)? = (u,v)" " (a"’)(u,v), a,(u,v) € N,u,v € H. 22)

(uv,w)(u,v)¥ = (u,vw)(v,w), (ee)=e.

Reciprocamente se, para cada u € H, é dado um automorfismo a = a* de N e, para este au-
tomorfismo e o conjunto fator, {(u,v) € N,u,v € H} as condigdes acima sdo satisfeitas, entio
G = {ua/u € H,a € N} com a regra de produto uwa.ob = wo(u,v)a’b é um grupo com

subgrupo normal N e G/N = H.

Teorema 2.1.16. [17, Teorema 2.13] Para todo primo impar p, existe um grupo de ordem p° que

ndo tem decomposigio abeliana.

Demonstraciio. Vamos considerar N um p-grupo abeliano elementar de ordem p° , gerado

pelos elementos u,z; e z, e um p-grupo abeliano elementar H de ordem p?, com gera-
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dores x e y. Isto significa que N = Z, x Z, X Z, e H = Z,, X Z;,. Vamos construir uma
extensdo G com N <G e G/N = H tal que, para x e y pré-imagens de X e j/, se cumprem

as seguintes relagoes:

W=y =e [xyl=u xul =z, yu =2 23)

2] =y, 2] =[x, 22] = [y, 2] = e.

Aplicando o Teorema[2.1.15|de Schreier, os automorfismos do grupo N requeridos a — a”

se definem por

u* = uz! !

= Z7.

N <

, uy:uzz_ , zfzz?zzl, zgzz
O conjunto fator pode ser obtido usando (2.3). O calculo é direto, mas bastante longo,

entdo incluimos apenas a férmula resultante.

(Yk yl,ffys) = u*rlzl{(l_l)/ZZZZSHI(I_D/2, para todos k,1,7,s > 0. (2.4)
Portanto, as condi¢des do Teorema de Schreier sdo satisfeitas e apenas resta verificar ,
o que significa que se p for adicionado a qualquer um dos ntimeros k,[,r ou s, entdo o
resultado ndo varia, pois X, ¥, u,z1, 2z, sdo geradores de grupos de ordem p. Como, por
hipétese, p é impar e G é a extensdo descrita anteriormente, primeiro, observamos que
Gl = p’ ja que [H| = p* e N| = p°.

A seguir, provamos que o grupo G ndo contém subgrupos abelianos de ordem p*.
Suponha que exista um subgrupo A abeliano de ordem p*, entdo ele deve ser normal em
G ja que [G : A] = p e p é 0o menor primo divisor de |G|. Sabemos que N = G’, uma vez
que N C G/, pois u,z1,2, € G/, pelas relagéese G' C N, ja que G/N é abeliano. Além
disso, como |G/A| = p, o grupo G/ A também ¢ abeliano e dai A D G’ = N.

Seja a € A\N. Tomamos, sem perda de generalidade, a = x4/, com

(k,1) # (0,0)(mod p). Como A é abeliano, paraa € A e u € A, temos au = ua. Dai

u=a ltua= y_lx_kuxkyl = uz]{zlz # U,
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uma contradicao. Logo, ndo existe subgrupo abeliano de ordem p* em G.

Suponhamos agora que existam dois subgrupos abelianos A, B de G com G = AB.
Podemos supor que ambos subgrupos contenham o centro Z(G) = (z1,2z2) do grupo G,
posto que AZ(G) e BZ(G) sdo subgrupos abelianos com a mesma propriedade. Nesse
caso, |ANB| > |Z(G)| = p* e, pelo Lema |AB| < pP.p%/p* = p* < |G|, uma

contradigdo. Portanto, G ndo tem decomposigdo abeliana. O

Proposicao 2.1.17. [17, Proposicido 2.14] Todo grupo de ordem 32 pode ser escrito como um

produto de dois grupos abelianos.

Demonstragio. Para essa proposicdo, temos a prova tedrica e a prova computacional, rea-

lizada no GAP. Comegaremos mostrando a prova tedrica apresentada em [17].

Se |G| = 2° e G ndo é um grupo abeliano, existem trés possiveis casos para seu
comprimento nilpotente (denotado por /(G)): 2, 3 ou 4. Vamos estudar cada um desses

separadamente.

1. Tome I(G) = 2.

Neste caso, a série central superior é
1=27y(G) < Z1(G) = Z(G) < Z2(G) = G,

isto é, G/Z(G) é abeliano.

Devemos considerar trés possibilidades.

(@) Se |Z(G)| = 2e |G/Z(G)| = 16 (Z(G) = (z), z> = 1), entdo existem quatro
possibilidades para G/Z(G) : C, & Cg, C4®Cy, C oD Cq e Cr B Cr @
Cr, & Co.

(i) Nos primeiros dois casos, G/Z(G) = (a) @ (b), entio A = (a)Z(G) e
B = (b)Z(G) sdo abelianos e G = AB.

(i) Se G/Z(G) = C,dCa d Cy = (@) ® (b) @ (¢), entdo [a,c] = z = [b, (]

implica que [ab,c] = [a,c]’[b,c] = 2’z = 22 = 1. Logo, sem perda de



generalidade, podemos assumir [4,c] = 1 tal que A = (a,c) e B = (b)Z(G)

sdo abelianos e G = AB.

(iii) Seja G/Z(G) = (@) ® (b)) @ &)@ (d) X Cr® C ® Cr @ Co.
Se [a,b] = z = [a,c|, entdo [a,bc|] = 1. Logo, sem perda de generalidade,
podemos supor [a4,b] = 1.
Se [a,c] = [b,c] = 1, entdo A = (a,b,c) e B = (d)Z(G) sdo abelianos e
G = AB.
Se [c,d]| =1, A= (a,b)Z(G) e B= (d,c) sdo abelianos e G = AB.
Se [c,d] = z = [a,c] entdo [c,ad] = 1, assim A = (a,b)Z(G) e B = (c,ad)
sdo abelianos e G = AB.

(b) Se|Z(G)| =4e|G/Z(G)| = 8, entdo existem duas possibilidades para G/Z(G) :
Cy @ Cre Cy® Cy @ Cy. O primeiro caso segue como 1(a)(i), entdo podemos as-
sumir G/Z(G) =X C @ C, & Cy = (@) @ (b) @ (c).

(i) Suponha Z(G) = (z) = Cy.
Se [a,b] =1(ou[a,c] =1oubc] =1), entdo A = (a,b) e B = (c)Z(G)

sdao abelianos e G = AB.

Se dois comutadores, por exemplo [a,b] = z*> = [a,c|, entdo [a,bc] = 1 e
retornamos ao caso anterior.
Se [a,b] = z, entdo 1 = [a%,b] = [a,b]"[a,b] = z°z = z*, 0 que contradiz o

fato que Z(G) = (z) = Cy.

(ii) Vamos supor Z(G) = Co @ Co = (z1) @ (z2), 27 = 25 = 1.
Se [a,b] =1(ou [a,c] =1ou [b,c] =1) entdo A = (a,b) e B= (c)Z(G) séo
abelianos e G = AB.

Vamos assumir que [a,b] = z1,[a,c] = zp e [b, ¢] = z125. Entdo
[ab,c] = [a,c]’[b,c] = Zbz1z0 = 1z,
[ab,b] = [a,b]°[b,b] = z.

Dai [ab,bc] = z2 = 1 e consequentemente A = (ab,bc) e B = (b)Z(G) sdo
abelianos e G = AB.
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(c) Se |Z(G)| =8, entdo G/Z(G) = C, & C; e podemos proceder como em 1(a)(i).

2. Seja I(G) = 3.

Deste modo, a série central ascendente é

1= 27y(G) < Z1(G) < Z2(G) £ Z3(G) =G,

e a série central descendente é

G=GM>G6%=1[G,6>6% =[6,6%)>6"% =[G,G%] =1.

Dai G®) C Z1(G) e, ja que G/Z(G) é abeliano, G? C 7,(G).

Existem duas possibilidades:

a) Se |G/Zy(G)] = 8, entio G/Z(G) = @ @ () = C, @ C4 ou
G/Z25(G) = (@) & (b) & (7) 2 2@ C2 & Ca.
Em qualquer caso, Z1(G) = (z) = Cy e Z2(G)/Z1(G) = (u) = C,.

(i) Vamos considerar G/Z,(G) = (@) @ (b) = C, & Cy.
Se [a,u] =1 (ou [b,u] =1), entdo A = (a)Z>(G) e B = (b) sdo abelianos e
G = AB (respectivamente A = (a) e B = (b)Z(G)).
Se [a,u] = z = [b,u], entdo [ab,u] = [a,u]’[b,u] = 2z = 2> = 1. Segue que
A = (ab)Z(G) e B = (b) sdo abelianos e G = AB.

(ii) Vamos assumir agora G/Z>(G) = (@) @ (b) ® (c) = C, © C; ® C».
Ja que |Z1(G)| =2 e |Zy(G)| =4, G? = Z,(G) e G® = Z,(G).
Como [a,u], [b,u] e [c,u] € Z1(G), podemos assumir, sem perda de gene-
ralidade, [a,u] = 1.
Se [b,u] = z = [c,u], entdo [bc,u] = 1. Logo, pode-se supor [a,u] =1 =
[b,u] e [c,u] =z

e Se [a,b] =1, entdo A = (a,b)Z>(G) e B = (c) sdo abelianos e G = AB.
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e Se [a,b] = u, ja que [a%,b] € [Z2(G),b] = 1, entdo 1 = [a*,b] =
[a,b]*[a,b] = uu = u® Logo, o(u) = 2, isto é, Zo(G) = C, @ Co.
Se [a,c] = u, entdo [a,cb] = [a,b][a,c]’ = uu® = u?> = 1. Portanto,
A = {a,cb,z) e B= (b,u) sdo abelianos e G = AB.

e Se [a,b] = z, podemos assumir, sem perda de generalidade, [a,c] = u
(Z2(G) = G@)). Ja que ? € Zx(G), [a,c?] € [a,Z2(G)] = 1, entdo
1=[a,c? = [a,cllacl =uu e u® =c tuc=[c,uu=uluc = uz

que implica 1 = uu® = u?z., isto é, Z»(G) = Cy = (u) e u* =z.

Agora [b,c] = u = [a,c] leva a [ab,c] = [a,c]’[b,c] = uPu = u® = z.

Além disso, [a,b] = z implica [ab,b] = [a,b]’[b,b] = 2z’ = z, entdo

[ab,bc] = 1 e, portanto, A = (a)Z>(G) e B = (ab, bc) sdo abelianos e

G = AB.

O caso [b,¢] = z implica [ac,b] =1e A = (ac,b,z), B = (a,u) formam

uma decomposicdo abeliana de G. Claramente [b,c] = 1 nos leva a

decomposigdo abeliana G = (b, c)(a, u).

b) Se |G/Z>(G)| = 4, entdao |Z2(G)| = 8, G/Z2(G) = @) @ (b) X C, dCr e
Z>(G) podeser Cg, C4, & Cp, Cr®Cr & Cy, Qgou Dy.
(i) Se Z2(G) = Cg = (
e Suponha Z(G) = (v*) = Cy. Jd que I(G) = 3,[a,b] = v (a* € Z5(G)).
Se a*> € Z1(G) (ou b* € Z1(G)), entdo [a,b] = 1 = [a,b)"[a,b] = v"0.
e la,0] = o2

Agora 1 = [a,v?] = [a,9][a,0]" = v*v* = v*, 0 que contradiz o(v) = 8.
Portanto, a> ¢ Z1(G) e b* ¢ Z1(G). Ja que a*> ¢ Z1(G), A = (a)Z,(G) é
abeliano e |A| = 16, entdo G = A(D).

v), entdo Z(G) = (v?) ou Z(G) = (v*).

Logov" =v

e Se Z(G) = (v*) =2 Cy, [a,0] =1 ou v*.
Se [a,v] =1 (ou [b,v] = 1), entdo A = (a)Z,(G) é abeliano e, portanto,
G = A(b).
Se [a,0] = v* e [b,v] = v*, entdo [ab,v] = 1 e consequentemente

A = (ab)Z,(G) é abeliano e G = A(b).
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(i) Se Z2(G) = C, & Cyq = (u) @ (v), existem quatro diferentes possibilidades
para ser consideradas para Z(G): (u), (v?),(v) e (u) x (v*) (os casos
Z(G) = (uv*) e Z(G) = (uv) comportam-se da mesma forma que
Z(G) = (u) e Z(G) = (v), respectivamente).

e Suponha Z(G) = (u). Entdo [a,v] =1 ou u e [b,v] =1 ou u. Podemos
usar o mesmo argumento de 2(b)(i).

e Se Z(G) = (v*), usando o mesmo argumento de antes, podemos assu-
mir que um dos elementos [4, u], [b, u] é 1 e, da mesma forma, um dos

elementos [a,7], [b,v] é 1.

Se [a,u] = [a,v] =1, entdo A = (a,u,v) é abeliano e G = A(D).
Se [a,u] =1 = [b,v], entdo A = (a,u) e B = (b,v) sdo abelianos e
G = AB.

e Suponha Z(G) = (v). Entdo [a,u] € Z(G) e 1 = [a,u*] = [a, u]? implica
[a,u] = 1 ou v*. De maneira semelhante, obtemos [b, u] = 1 ou v°.
Agora [a,u] = v* = [b,u] implica [ab,u] = 1, portanto, sem perda

de generalidade, podemos supor [a,u] = 1. Assim, A = (a)Z(G) e
B = (b) sdo abelianos e G = AB.

e Suponha Z(G) = (u) x (v*) e [a,b] = 0.
Se [a,v] = 1 (ou [b,v] = 1), entdo A = (a)Zy(G) é abeliano e
G = A(b).
Se [a,v] = u = [b,v] (ou qualquer outro elemento de ordem 2), entdo
[ab,v] = u? = 1 e podemos utilizar 0 mesmo argumento.
Suponha [a,v] = u, [b,v] = 0.

Sea® € Z(G), 1= [a%b] = [a,b]"[a,b] = v"v = a tvav = vola lvav =

v[v,a]v = v*u, 0 que é uma contradico.
Se a> € Z(G), A = (a)Z(G) é abeliano e, j&4 que, |A| = 16,
G = A(b).

(iii) Vamos assumir agora Z;(G) = Cy @ Cy @ C. Nesse caso, Z(G) = C; ou
Z(G) =G G
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* Se Z(G) = (z1) ® (z2) e Z2(G) = (u) & (z1) & (z2), entdo podemos
assumir [a,b] = u.

Se [a,u] =1, entdo A = (a)Z,(G) é abeliano e G = A(b).

Se [a,u] #1, [ b = [a,b]"[a,b] = u"u = a 'u"lau = [a,u] # 1 entdo
a* ¢ Z(G) e A = (a)Z(G) é abeliano. Também, como |A| = 16,
G = A(b).

* Se Z(G) = (z) = Cy, entdo Zy(G) = (u) & (v) ® (z) e, sem perda
de generalidade, podemos supor [a,b] = u. Além disso, [a,u] = 1 ou
z, [b,u] =1 ou z.
Sem perda de generalidade, podemos assumir [4,u] = 1e, ou [2,v] =1
ou [b,v] =1.
Se [a,v] =1, entdo A = (a)Z,(G) é abeliano e G = A (D).
Se [b,v] =1e[a,v] =z entdo A = (a,u,z) e B = (b,v) sdo abelianos e
G = AB.
Se Z,(G) = Qg = (w,v/u* = 1L,u* = v* = z,u® = ul) e Z(G) =
Z(Qg) = (z), entdo, sem perda de generalidade, podemos assumir [a,b] =
u (G = (u)).
Se [a,u] = z = [b,u], entdo [ab,u] = 1, sem perda de generalidade, pode-
mos supor [a,u] = 1.
Se [b,u] = z, sem perda de generalidade, podemos supor [b,v] = 1 (se
[b,v] = z implica [b, uv] = 1 e uv desempenha o mesmo papel que v). Por-
tanto,
A = (a,u) e B= (b,v) sdo abelianos e G = AB.
Agora vamos supor [b,u] = 1e [b,v] =z = [a,v]. Neste caso, [ab,v] =1 e

A = (a,u) e B= (ab,v) sdo abelianos e G = AB.

Suponha Z,(G) = Dy = (uwo/u* = 1 = Pouw = ul),
Z1(G) = (u® = 2).

Visto que [a,u], [b,u] e [ab,u] = 1 ou z e, da mesma forma [a,v], [b,7]
e [ab,v] = 1 ou z, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

[a,u] =1 e um dos elementos [4,7], [b,v] é igual a um. Se [b,v] = 1, entdo
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A = (a,u) e B= (b,v) sdo abelianos e G = AB.

Se [a,u] =1 = [a,0v] e [b,v] = z, podemos assumir [b, u] = z (caso contra-
rio, [b, u] = 1 e novamente G = AB, com A = (a,v), B = (b,u)).

Logo, [b,uv] = 1 e, em seguida, G = AB, com A = (a,u) e B = (b,uv)

abelianos.

(3) Seja I(G) = 4.

Deste modo, a série central ascendente é

1=2(G) < Zi(G) < Z(G) < Z3(G) < Z4(G) =G,
71(G) = Gy, Zo(G)/Z1(G) = Gy, Z3(G)/ Z2(G) = &,

G/Zg(G) = Cd .

Note que G = Z3(G), GG = Z>(G), GW = Z1(G).

Sejam Z1(G) = (z), Z2(G) = (v)Z1(G), Z3(G) = (u)Z2(G) e G/Z3(G) =
(@) @ (b).

Podemos supor, sem perda de generalidade, [a,b] = u. Se [a,0] = z e [b,v] =
z, entdo [ab,v] = 1. Dai podemos assumir, sem perda de generalidade, [a,b] =

u,la,v] =1.

Ja que, [a,9] = 1, [a,Z2(G)] = 1, entdo A = (a)Z(G) é abeliano. Se a* ¢ Z,(G),
entdo |A| = 16 e G = AB (B = (b)). Por conseguinte, no que segue, consideramos

0 caso a? € Z»(G) = (v,z) = GO,

Dependendo da estrutura de Z3(G) temos cinco possibilidades:

a) Se Z3(G) = Dy, existem duas possibilidades:

Z3(G) = (wo/ut=1=v*u*=z [u,0] =z)

73(G) = (wu/v*=1=1u?0v*=z[u0v] =2).
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Note que, u?> € Z1(G) sempre. Podemos assumir [a,u] = v ou [b, u] = v.
Como a* € Z,(G), temos [a%,b] € Z1(G) e [a%b] = [a,b]"[a,b] = u'u =
aYuau = a~'u"tau = [a,u]. Logo, [a,u] € Z;. Assim, sem perda de generali-
dade, [b, u] = v. Dai [b,u?] = 1 = [b,u][b,u]" = vo" e Z3(G) é tipo (2).

Se b? € Z,(G), entdo [a,b%] € Z1(G) e [a,b*] = [a,b][a,b)® = uu® = u='b"tub =

[u,b] = v~L. Consequentemente, b* ¢ Z(G) e podemos assumir, sem perda

de generalidade, b* = u. Assim, por um lado, [a,b%] = [a,u] € Z;(G) e, por
outro lado, [a,b?] = [a,b][a,b]’ = uu’ = v, 0 que é uma contradiczo.
Seja Z3(G) = Qg = (u,v/u* =1,u*> = v* = z,[v,u] = z).

Estamos supondo [a,b] = u,[a,0] = 1 e a* € Z>(G). Logo, [4%,b] € Z1(G),
[a%,b] = [a,b]*[a,b] = u'u = [a,u"u? = [a,u"]z. Assim, [a,u"1] € Z;(G), o
que implica [a,u] € Z1(G) e dai [a,u] =1 ou z.

Dado Z3(G) = G® = (v), podemos supor [b,u] = v. Se b*> € Z,(G), entdo
[a,b%] € Z1(G) e como antes [a,b?] = [a,b][a,b)" = uu® = wu=b"lub =

1

u? [u,b] = wol =090 que é uma contradi¢do. Assim, b ¢ Z5(G), isto §,

1 wo, u=1v. Posto que [b,u] = v # 1, podemos concluir b?> = uv ou

bV =ulveG=AB,com A = (a)Z>(G) = (a)(v) e B = (b) abelianos.

b =u, u”

Seja Z3(G) = (u) = Cg, v =u?, z = u.
Temos [a,b] = u,[a,v] = 1 e [a,u] € Zy(G). Assim, 1 = [a, u?]

[a,u)%. Logo, [a,u] = 1 ou u*.

= [a,u][a,u]* =

Se [a,u] =1, entdo A = (a)Z3(G) é abeliano e G = A(b).

Logo, [a,u] = u*. Agora [a,u] = u* implica u® = ufu,a) = uu* = u°.

[a%,b] € [22(G),G] = Z1(G),
[a%,b] = [a,b]*[a,b] = uu = u’u = u® ¢ 7,(G),

0 que é uma contradigdo.
Seja Z3(G) = Cr® G ® Gy = (u) @ (v) @ (2).

Como nos casos anteriores [a,b] = u,[a,v] = 1. Assim, usando Z;(G) =



(G, Z2(G)], podemos assumir [b,v] = z. Assim, [a?,b] € [Z2(G),G] = Z1(G),
[a%,b] = [a,b]"[a,b] = u"u = [a,u], logo [a,u] € Z,(G).

Se [a,u] =1, entdo A = (a)Z3(G) é abeliano e G = A(b).

Se [a,u] = z, entdo, sem perda de generalidade, [b,u] = v (G® = Z,(G)).
Como b? € Z3(G) (que é abeliano), 1 = [b?,u] = [b,u]’[b,u] = v’v = [b,v] = z,

0 que é uma contradigéo.
(

(u) & (z), u* =0 (1)
Seja Z3(G) = C4® Gy = (u) ® (v), u* =z (2)

(0) ® (u), v* =z (3)

Como no caso anterior, podemos supor, sem perda de generalidade, [a,b] =
u,la,v] =1ea® c Z(G).

Como [a,b] = u,[a,v] = 1 e a® € Zo(G), temos [a%,b] € [Z2(G),G] = Z1(G).
Agora [a%,b] = [a,b]*[a,b] = uu.

No caso (3), u = u™ !, [a%,b] = [a,u] € Z1(G).

No caso (2), [a%b] = u'u = [a,u '|u* = [a,u Yz € Z1(G), logo [a,u™l] €
Z1(G).

Nestes casos, [a,u] =1 ou z e podemos assumir [b, u] = v, [b,v] = z.

Se [a,u] =1, entdo A = (a)Z3(G) e B = (b) sdo abelianos e G = AB.

Se [a,u] = z, como [b?,u] = 1 (b* € Z3(G) abeliano) 1 = [b, u]’[b, u] = v’0.

Se 0(v) = 2, entdo 1 = b~ tobv = b 1o~ 'bv = [b,v], 0 que é uma contradiczo.
Consequentemente, 0(v) = 4 e Z3(G) é do tipo (3).

Como antes, b* ¢ Z,(G) (como vimos em (3(a)) b*> € Z,(G) implica [b,u] €
Z1(G),j4d que u~t = u). Portanto, b*> € uZ,. Entdo [a,u] = [a,b*] = [a, b][a, b]" =
uu’ = ub~'ub = u= v~ 'ub = [u,b] = v, 0 que é contradicio, pois [a,u] €
Z1(G).

Vamos considerar o caso [a,u] ¢ Z1(G). Como vimos, isso implica que Z3(G)
é do tipo (1). Assim, podemos assumir [a,u] = v e [b,v] = z.

Se [b,u] =1, entdo G = AB, com A = (a)Z,(G) e B = (u, b) abelianos.
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Se [b,u] = z,[b,ou] = [bu][b,v]* = zz* = z*> = 1, entdo, G = AB , com
A = (a)Z,(G) e B = (b, uv) abelianos.
Se [b,u] = v, entdo [ab,u] = [a,u)’[b,u] = v’v = b lvbv = v’z = 1. Se

considerarmos ab ao invés de b, encontramos a situagdo do caso anterior (note

que [ab,v] = [b,v]).

Agora mostraremos a prova computacional realizada no GAP.

Faremos aqui a demonstracdo utilizando o GAP e a fun¢do "HasAbelianDecom-

position" apresentada em [17].

Observagdo: O produto de grupos é indicado pelo sinal:

W 11
.

gap> 1l:=List(Al11SmallGroups(Size,32), StructureDescription);

[ "C32", "(C4 m C2) : C4", "C8 m C4", "C8 : C4", "(C8 ¢ C2) : C2", "(C2 z C2 = C2) : C4",
"(Cc8 : €2) : C2", "C2 . ((C4{ x C2) : C2) = (C2 = C2) . (C4 = C2)", "(C8 = C2) : C2",

"g8 : C4", "(C4 x C4) : C2", "C4 : C8", "C8 : C4", "C8 : C4", "C4{ . D8 = C4 . (C4{ x C2)",
"C16 x C2", "C16 : C2", "D32", "@D32", "Q32", "C{ =z C4{ x C2", "C2 = ((C4 = C2) : C2)",

"C2 & (C4 : C4)", "(C4{ x C4) : C2", "C4{ x D8", "C4 x 8", "(C2 =z C2 = C2 = C2) : C2",

"(C4 T C2 z C2) : C2", "(C2 = Q8) : C2", "(C4{ = C2 = C2) : C2", "(C4 x C4) : C2",

"(C2 x C2) . (C2z C2x C2)", "(C{ & C4) : C2", "(C4 x C4) : C2", "C4 : G8", "C8 = C2 x C2",
"C2 x (€8 : C2)", "(C8 = C2) : C2", "C2 z D16", "C2 z @D16", "C2 z= Q16", "(C8 = C2) : C2",
"c8 : (C2 x C2)", "(C2 = g8) : C2", "C4{ xz C2 = C2 = C2", "C2 = C2 = D8", "C2 = C2 = (8",
"c2 x ((C4 = C2) : C2)", "(C2 x C2 x C2) : (C2x C2)", "(C2 = §8) : C2",

"C2 x C2 xz C2z C2 z C2" ]

gap> cont:=0;
0
gap> for i in [1..Length(1)] do
if (HasAbelianDecomposition(SmallGroup(32,i))) then
cont:=cont+1;
fi;
od;

gap> Print("Ezistem ", Length(l), " grupos de ordem 32 e ", cont,
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" deles tem decomposicao abeliana. \n'");

Existem 51 grupos de ordem 32 e 51 deles tem decomposicao abeliana.

Logo, todos os grupos de ordem 32 podem ser escritos como produto de dois

grupos abelianos. U

Corolario 2.1.18. O grupo derivado de um grupo de ordem 32 é abeliano.

Demonstragio. Pela Proposigao G = AB, com A e B abelianos. Entdo G/ A é abeli-
ano, dai G’ C A. Logo, G’ é abeliano. O

Proposic¢do 2.1.19. Existe um grupo G tal que Z(G) e G/ Z(G) sdo grupos elementares abelianos

de ordem 8, mas G ndo tem uma decomposicio abeliana.

Demonstragio. Para construir o grupo G desejado, procedemos como na prova do Teo-
rema Considere um grupo abeliano 2-elementar N com trés geradores z1,z; e z3 e
também um grupo abeliano 2-elementar H com trés geradores x7,x; e x3. Construimos
uma extensdo G com N = Z(G) <G e G/N = H tal que as pré-imagens x1, X, e x3 de

X1, X7 e X3 satisfazem as seguintes relacoes:

x% x% %zz%:zgzzgze;
(xi,zj] = [zi,2j]] =€ 1,j=1,2,3; (2.5)

[xi, x]} = Zjyj-2, i 75] € {1,2,3},‘

De novo aplicamos o Teorema de Schreier [15, Teorma 15.1.1]. Os automorfismos
requeridos a +— a” do grupo N sdo a aplicacdo identidade e o conjunto fator deve ser

definido como segue:

Zkizko—ks —ri—r— r1ka 71k3 F2k3 o s
(' %, %5, %, Xy x3 ’) =z,""°z,)7z7, para todos kirj€ B, i,j=1,2,3. (2.6)

As condi¢des do Teorema de Schreier sdo verificadas com calculos diretos, por-
tanto existe a extensdo que procuramos. Resta provar que todo subgrupo abeliano A

de G tem no maximo 2* elementos. Podemos supor Z(G) C A. Sejam dois elementos
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o k2 gaz e b = x'xPx77 tais que z,z' € Z(G),ki, 1 € B,

a,b € A da forma a = x}'x
i =1,2,3. Como estamos supondo A abeliano, ab = ba.

kz k3 —kiko—ka—r1—ro—r3 _ —ri—r=r3=ki=ko=k;

Comoa—x1 eb—x x x3,entaox1x2x3x X)Xy = X1'Xy X3 X' Xy X5 .

Pela equacdo (2.6)), temos

rika V1k3 72k3 _ k1?2 kir3 _kars rika—kiry riks—kirs_roks—kars __
21 "2y TZ3 21 "2y "Z3 — 2 Z3 = ée.

Dai obtemos o sistema

lez - k11”2 =0

7’1k3 — k11’3 =0

7"2k3 — k21’3 =0
\
e a seguinte matriz

ki ko k3

r r2 13

Como todos os menores complementares da matriz sdo iguais a zero, a matriz
sobre F, tem posto menor que 2. No corpo F,, isso significa que ou qualquer uma das
linhas do matriz é nula e entdo um dos elementos 4,b pertence a Z(G), ou ambas as

linhas sdo iguais e dai aZ(G) = bZ(G). Logo |A| < 16

Como todo subgrupo abeliano tem no maximo 2* = 16 elementos, tomamos A

e B abelianos tais que |A| = 2* e |B| = 2%, e ainda tais que Z(G) C A e Z(G) C B.
A

Como |AB| < 1A]|B| entdo |AB| < 2°. Como |G| = 25, entdo G nao tem decomposicao

Gk

abeliana. O]

Além do grupo que encontramos na demonstragdo acima, utilizando o GAP con-
seguimos verificar que existem outros 18 grupos de ordem 2° que nao sdo decomponiveis.
Para isso, utilizamos a fungdo HasAbelianDecomposition apresentada anteriormente na

.~ 1 - 6 ~ .~
Proposicdo [2.1.13(e exibimos todos os 19 grupos de ordem 2° que ndo tem decomposigdo

abeliana.



gap> n:= Size(List(AllSmallGroups(Size,64), StructureDescription));

267

gap> for i in [1..n] do

if not HasAbelianDecomposition(SmallGroup(64,i)) then

Print (" Posicao: ", i, " - Nao tem decomposicao abeliana ",
StructureDescription(SmallGroup(64,i)), "\n");
fi;

od;
Posicao: 73 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x C2 x D8) : C2
Posicao: 74 - Nao tem decomposicao abeliana ((C4 x C2) : C4) : C2
Posicao: 75 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x ((C4 x C2) : C2))
Posicao: 76 Nao tem decomposicao abeliana (C4 x C2) : Q8
Posicao: 77 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x (C4 : C4)) : C2
Posicao: 78 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x (C4 : C4)) : C2
Posicao: 79 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x C2 x C2) (C2 x C2
Posicao: 80 - Nao tem decomposicao abeliana ((C4 x C2) : C4) : C2
Posicao: 81 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x C2 x C2) (C2 x C2
Posicao: 82 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x C2 x C2) (C2 x C2
Posicao: 149 - Nao tem decomposicao abeliana ((C8 x C2) : C2) : C2
Posicao: 150 - Nao tem decomposicao abeliana ((C4 x C2 x C2) : C2)
Posicao: 151 - Nao tem decomposicao abeliana (Q8 : C4) : C2
Posicao: 170 - Nao tem decomposicao abeliana (C8 : C4) : C2
Posicao: 171 - Nao tem decomposicao abeliana ((C8 x C2) : C2) : C2
Posicao: 172 - Nao tem decomposicao abeliana (C2 x C2) (C2 x D8) =
(C4 x C2) (C2 x C2 x C2)
Posicao: 177 - Nao tem decomposicao abeliana ((C4 x C4) : C2) : C2
Posicao: 178 - Nao tem decomposicao abeliana (C4 : Q8) : C2
Posicao: 182 - Nao tem decomposicao abeliana C8 : Q8

2.2 Extensao de corpos

. C2
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C2)

C2)
C2)

Nessa secdo estabelecemos uma relagdo entre os G-cédigos abelianos sobre um

corpo E e sobre um subcorpo F de E. A referéncia principal é a Se¢do 2.2 da tese [17].



51

Lema 2.2.1. [[17, Lema 2.17] Se F é um subcorpo de um corpo E e I um ideal do anel de grupo
FG, entdo EI é um ideal em EG e PAut(I) = PAut(EI).

Demonstragio. Seja B = {e; =1, ...,ex} uma base de E sobre F e |G| = n. Para um ideal [

k
de FG, EI = Zeil. De fato, podemos perceber que EI é um ideal de EG e EINFG =1,
i=1
comprovando a primeira parte do Lema.

Seja o € PAut(I). Entdo o é estendido a uma aplicacdo E-linear em EG. Se x € EI
k
entdo x = Z eix; para algum x; € I,i € {1, ...,k}. Aplicando ¢ a x, obtemos
i=1

k
o(x) =) ejo(x;) € EI
i=1
jaque o(x;) € I, i €{1,...,k}. Isso prova que PAut(I) C PAut(EI).
Agora considere T € PAut(EI) . Novamente, consideramos T como aplicacado E-

linear em EG. Uma vez que T atua sobre G, T(FG) = FG, entdo

7(I) = T(EINFG) = T(E1)NT(FG) = EINFG = I.

Isto implica PAut(EI) C PAut(I). Portanto, PAut(I) = PAut(EI). O

Teorema 2.2.2. [17, Teorema 2.18] Seja F um subcorpo de um corpo E e G um grupo. Se todo

G-cddigo sobre E é abeliano, entio todo G-codigo sobre F também o é.

Demonstragio. Por hipétese, todo G-cédigo sobre E é abeliano, assim, pelo Lema
existe um subgrupo abeliano transitivo que estd contido em PAut(EI). Além disso,
pelo Lema para qualquer ideal I de FG, o grupo PAut(I) coincide com o grupo
PAut(EI). Logo, PAut(I) também contém um subgrupo transitivo abeliano e novamente,

pelo Lema I é um cédigo abeliano. O

O proximo teorema nos fornece um caso em que vale a reciproca do

Teorema 2.2.21
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Teorema 2.2.3. [17, Teorema 2.19] Sejam F um subcorpo de um corpo E e G um grupo. Supo-

nhamos char F { |G| e
k

FG = 5 M, (F) (2.7)
i=1

Se todo G-codigo sobre F é abeliano, entio todo G-cédigo sobre E também o é.

Demonstragio. De acordo com as hipéteses do Teorema temos

EG = EG@FF = E@FFG

k k
- o (@man) - Drorm®

i=1 i=1

k k
= @M (ExFF) = @Mdi(E)

i=1

Como todo anel de matrizes sobre um corpo é simples, entdo todo ideal | de

EG é da forma | = €) My, (E), com S um subconjunto de {1,... k}. Logo | = EI, com
i€S

I = P Mg (F). Pelo Lema 2.2.1) PAut(I) = PAut(]) e, por hipétese, todo G-c6digo sobre

i€S

F é abeliano, o que significa que PAut(I) contém um subgrupo transitivo abeliano pelo

Lema dai PAut(J) também contém esse subgrupo transitivo abeliano. Portanto, o

G-codigo sobre E definido pelo ideal | é abeliano. O

Observagdo: A condicao (2.7) é satisfeita por uma familia infinita de corpos F.
A Proposigao estabelece uma condi¢do que nos fornece algebras de grupo
que atendam as hipoteses do Teorema
Proposicdo 2.2.4. [[17, Proposicio 2.20] Para cada primo p tal que p { |G|, existe um niimero m
k

tal que um corpo F, com |F| = p', satisfaz FG = D My, (F) se, e somente se, m|l.
i=1

Demonstragio. Seja Fy = Zp, com p { |G|. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin para &lge-
r

bras de grupo|1.1.12, FG = @ Md].(Fl-), com Fy, ..., F; extensoes do corpo Fy. Como, para
i=1
todo corpo F, de caracteristica p tem-se
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FG = FG ®p, Fo = F ®p, FoG
r r 7
= F ®F0 @Mdi(lji) = @ F ®Fo Mdi(Pi) = EB Md,-(F ®F0 Fi).
i=1 i=1 i=1
k

Segue que FG = P M, (F) é equivalente a seguinte condigdo.
i=1

Paratodoi e {1,..,r}, FQp, F=ZF®F..@®F,

com o nimero de somandos isomorfos a F igual a dimp (F;). O tltimo isomorfismo se
tem se, e somente se, 0 polindbmio minimo de um elemento primitivo de F; sobre Fy
se decompde sobre F [9, Capitulo 5]. Seja E o corpo de decomposi¢do do produto dos

polindmios minimos dos elementos primitivos de Fy, ..., F; sobre Fy, e m = dimg, E, isto

k

é, |[E| = p". Entdo FG = P M, (F) é equivalente ao isomorfismo de E com algum
i=1

subcorpo E’ de F, e esse isomorfismo existe se, e somente se, m|l. O

A Proposigao apresenta um contraexemplo para a reciproca do Teorema
A prova sera omitida por ndo se tratar do foco deste trabalho, que sdo os cédigos gerados

pelos ideais de dlgebras de grupo semissimples, mas pode ser verificada em [17].

Proposicao 2.2.5. [17, Proposicido 2.21] Seja F o corpo F,, E = F; sua extensdo e G seja o
grupo de quatérnio Qg. Entdo todos os G-codigos a esquerda sobre F sdo abelianos, mas existem

G-cddigos sobre E que nio sio.

Com os resultados apresentados nessa se¢do concluimos que se um G-cédigo é
abeliano sobre o corpo E, entdo ele também é abeliano para um subcorpo F de E. Entre-
tanto, se um G-cédigo é abeliano para um corpo F, ndo necessariamente serd abeliano

para uma extensdo E do corpo F.
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2.3 Idempotentes gerados por subgrupos

Esta secdo apresenta a teoria que o GAP utiliza para calcular os idempotentes

primitivos centrais. As referéncias principais sdo a documentagdo do GAP [3] e o artigo

[15].

Seja G um grupo e F um corpo tal que char F ndo divide a ordem de G. Se H é

um subgrupo de G, entdo o elemento

H=|H"Y x
xeH

é um idempotente de FG se, e somente se, H é normal em G.

Se H é um subgrupo normal préprio de um subgrupo K de G entdo
E(K,H) =TI (H-1L)

com L percorrendo os subgrupos normais de K que sdo minimais dentre os subgrupos
normais de K contendo H. Por convencao, £(K,K) = K. O elemento & (K,H) é um idem-

potente de FG.

Se H e K sdo subgrupos de G, de modo que H é normal em K, entdo ¢(G, K, H)
denota a soma de todos os diferentes G-conjugados de £(K, H). O elemento ¢(G, K, H)
é central em FG. Em geral ndo é um idempotente, mas se os diferentes conjugados de

E(K, H) sao ortogonais, entdo ¢(G, K, H) é um idempotente central de FG.

Um idempotente central ¢ de um anel R é um idempotente que estd no centro de
R. Um idempotente primitivo central de um anel R é um idempotente central diferente
de zero e que ndo pode ser escrito como a soma de dois idempotentes centrais ndo nulos
de Re, ou equivalentemente, tal que Re ndo pode ser decomposto como um produto

direto de dois ideais bilaterais nao triviais.

A seguir, definimos pares de Shoda e pares de Shoda fortes, que serdo usados

para calcular os idempotentes.
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Definigdo 2.3.1. [15] Teorema 1.3] Seja G um grupo finito e um par (K, H) de subgrupos de G.
Entdo (K, H) é um par de Shoda se, e somente se, as seguintes condigdes forem satisfeitas:

1. HLK;

2. K/H é ciclico;

3. Sege GelK,g]NK C H, entdo g € K.

Corolério 2.3.2. [[15, Coroldrio 2.2] Se (H, K) é um par de Shoda de G, entdo existe um a € Q,

necessariamente tinico, tal que ae(G, K, H) é um idempotente primitivo central de QG.

Os caracteres de grupos sdo utilizados para encontrar os idempotentes primitivos

centrais, assim, temos a seguinte definicdo.

Defini¢do 2.3.3. O caracter de uma representagio o de um grupo G é a fungio x° de G para o

corpo de representacdo F dada por

x’(g) =tro(g), paratodog € G.

Um grupo finito G é monomial se todos os caracteres complexos irredutiveis de G
sd0 monomiais, isto é, induzidos por um caracter linear de um subgrupo de G, conforme

[4, §43].

Corolario 2.3.4. [15| Coroldrio 2.3] Um grupo finito G é monomial se, e somente, se todos os
idempotentes centrais primitivos de QG tem a forma ae(G,K, H), para a € Q e (H,K) um par
Shoda de G.

Definig¢do 2.3.5. [15, Definigdo 3.1] Um par de Shoda forte de G é um par (K, H) de subgrupos

de G que satisfazem as seguintes condigoes:

1. H < K < Ng(H);
2. K/H é ciclico e um subgrupo abeliano maximal de Ng(H)/H;

3. para cada g € G\Ng(H), £(K,H)E(K,H)3 = 0.
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As seguintes afirmagdes sdo resultados provados em [15]. Seja (K, H) um par de
Shoda forte de G, entdo (K, H) é um par de Shoda de G e ¢(G, K, H) é um idempotente

primitivo central de QG.

Seja G um grupo finito e y um caracter irredutivel de G. Diz-se que x é fortemente
monomial se houver um par de Shoda forte (K, H) de G e um caracter linear 6 de K de G
com nticleo H tal que x = 6°. O grupo G é fortemente monomial se todos os caracteres

irredutiveis de G forem fortemente monomiais.

2.3.1 Classes ciclotdmicas e pares de Shoda fortes

Seja G um grupo finito e F um corpo finito de ordem g, coprimo com a

ordem de G.

Dado um ndamero inteiro positivo 7, coprimo com g, as classes g-ciclotomicas

modulo n sdo o conjunto de classes de residuos médulo n da forma
{i,ig,iq%,iq°, ...}

As classes g-ciclotomicas médulo n formam uma particdo do conjunto de classes de

residuos médulo n.

Uma classe g-ciclotomica médulo n geradora é uma classe ciclotdmica que con-

tém um gerador do grupo aditivo de classes de residuos médulo .

Sejam (K, H) um par de Shoda forte de G e n = [K : H]. Fixe uma raiz n-ésima
primitiva da unidade { em alguma extensdo de F e um elemento g de K tal que g¢H é um
gerador de K/ H. Seja C uma classe g-ciclotomica médulo n geradora. Defina

. n—1 o
Ec(K,H) = [K:H|T'"H Y tr(779)g,
i=0
com ¢ um elemento arbitrario de C e tr a fungdo traco da extensdo de corpos F({)/F.

Entdo £¢(K, H) ndo depende da escolha de ¢ € C e é um idempotente primitivo central
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de FK.

Finalmente, seja ec(G,K, H) a soma dos diferentes G-conjugados de Ec-(K, H).
Entdo eC(G, K, H) é um idempotente primitivo central de FG. Dizemos que eC(G, K, H)
é o idempotente central primitivo realizado pelo par de Shoda forte (K, H) do grupo

G e da classe g-ciclotomica C.

Se G for fortemente monomial, entdo todo idempotente primitivo central de FG é

realizével por algum par de Shoda forte de G e alguma classe ciclotomica C.

2.3.2 Aplicacdo dos Pares de Shoda no GAP

A fungdo PrimitiveCentralldempotentsByStrongSP (FG), do pacote wedderga
do GAP, deve ter como entrada FG, uma &lgebra de grupo semissimples de um grupo

finito G sobre um corpo finito F ou sobre o corpo Q dos racionais.

Se F = Q, entdo a saida é a lista de idempotentes centrais primitivos da algebra
de grupo FG obtidos por pares de Shoda fortes de G. Se F é um corpo finito, a saida é a
lista de idempotentes centrais primitivos de FG obtidos por pares de Shoda fortes (K, H)

de G e das classes g-ciclotomicas médulo o indice de H em K.

A funcdo PrimitiveCentralldempotentsByStrongSP(FG) faz os célculos dos idem-
potentes de acordo com a teoria aqui apresentada. Logo, se o grupo G néo for fortemente
monomial, entdo a lista resultante da fun¢do ndo conterd todos os idempotentes centrais
primitivos dessa dlgebra de grupo. Assim, o GAP enviard um aviso ao usudrio na saida
dessa fungdo. Vide o exemplo a seguir da algebra de grupo do grupo SL(2,3) sobre o

corpo finito de ordem 5, Fs.

Codigo 2.2: Exemplo onde a func¢do PrimitiveCentralldempotentsByStrongSP néo calcula
todos os idempotentes primitivos centrais existentes

FG := GroupRing( GF(5), SmallGroup(24,3) );
<algebra-with-one over GF(5), with 4 generators>

PrimitiveCentralIldempotentsByStrongSP( FG );
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Wedderga: Warning!!!
The output is a NON-COMPLETE list of prim. central idemp.s of the
input!

[ (Z(5)~2)*<identity> of ...+(Z(5)~2)*f£1+(Z(5)~2)*£2+(Z(5)~2)*£3+(Z(5)~2)*f4+(

Z(5)"2)*£172+(Z(5) ~2) *£1x£2+(Z(5) ~2) *£1*£3+(Z(5) ~2) £ 1x£4+(Z (5) ~2) *£2*£3+(
Z(5) ~2) *£2x£4+(Z(5) ~2) *£3%£4+(Z (5) ~2) *£1~2x£2+(Z(5) ~2) *£1~2%£3+(Z(5) "
2)*f1°2%f4+(Z(5) ~2) *f1xf2x£3+ (Z(5) ~2) *f 1*£2+f4+(Z (5) ~2) *f 1+ f3*xf4+(Z(5) ~

2) x£2+£3%£4+(Z(5) ~2) *£1~2+£2%£3+(Z(5) ~2) *£ 12+ £ 2%f4+ (Z(5) ~2) *£ 1~ 2% £ 3*f4+(
Z(5) ~2) #f1*£2+£3*£4+(Z(5) ~2) *£ 1~ 2xf2+f3*f4,

(Z(5)~3)*<identity> of ...+(Z(5)~0)*£1+(Z(5)~3)*£2+(Z(5)~3)*£3+(Z(5)~3)*xf4+(

Z(5)70)*£172+(Z(5) ~0) *£1*£2+(Z(5) ~0) *£1*£3+(Z(5) ~0) *f 1*£4+(Z (5) ~3) *£2*£3+(
Z(5)~3) *f2%f4+(Z(5) ~3) *£3*f4+(Z(5) ~0) *£1~2+£2+(Z(5) ~0) *£1~2x£3+(Z(5) ~
0)*£1~2+f4+(Z(5) ~0) *£1*£2*%£3+(Z(5) ~0) *£ 1*£2x£4+(Z (5) ~0) *£1*x£3*£4+(Z(5) ~
3) *£2+£3%£4+(Z(5) ~0) *£1~2%f2%£3+(Z(5) ~0) *£ 1~ 2% £ 2% £4+ (Z(5) ~0) *£ 1~ 2% £ 3*f 4+ (
Z(5)~0) *f1xf2xf3*£4+(Z(5) ~0) *f1~2%f2xf3*f4,

(Z(5)~0)*<identity> of ...+(Z(5)"3)*£2+(Z(5)~3)*£3+(Z(5)~0)*f4+(Z(5)"
3) *£2%£3+(Z(5) ~3) *£2+£4+(Z(5) ~3) *£3x£4+(Z(5) ~3) *£2x£3%f4 ]
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Capitulo 3
Os codigos em F554

No Capitulo [2| verificamos que a ordem do menor grupo que ndo é decomponivel
é 24 e encontramos que o Sy e 0 SL(2, 3) ndo possuem decomposic¢do abeliana. Neste capi-
tulo buscaremos cédigos de grupo nao abelianos em F5S4, conforme o processo realizado
no Capitulo 3 de [17]. Utilizamos o GAP para auxiliar as contas. As rotinas realizadas no

GAP serdo apresentadas ao longo da secéo.

3.1 Anadlise dos cédigos em F55,

Seja F = F5 um corpo finito de ordem 5 e G = S4 o grupo simétrico das per-
mutacdes sobre {1, 2, 3, 4}. Pela Teoria de Representacdes de Grupos, o anel de grupo
R := FG contém cinco ideais bilaterais minimais gerados pelos idempotentes primitivos

centrais, como apresentado na rotina do GAP a seguir.

Codigo 3.1: Célculos sobre a algebra de grupo F5S4

LoadPackage ( "wedderga") ;

gap> S4:= SymmetricGroup(4);
Sym( [ 1 .. 41)

gap> F5:=GF(5);

GF(5)
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gap> R:= GroupRing(F5,54);

<algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>

gap> idemp:=PrimitiveCentralIdempotentsByStrongSP(R) ;

$L (Z(5)~2)*x()+(Z(5)~2)*(3,4)+(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~2)*(2,3,4)+(Z(5)"~2)*

temos

(2,4,3)+(2(5)"2)*(2,4)+(Z(5)~2)*(1,2)+(Z(5)~2)*(1,2) (3,4)+(Z(5)~2) *
(1,2,3)+(2(5)"~2)*(1,2,3,4)+(Z(5)~2)*(1,2,4,3)+(Z2(5)~2)*(1,2,4)+(Z(5) ~2) *
(1,3,2)+(2(5)~2)*(1,3,4,2)+(Z(5)~2)*(1,3)+(Z(5)~2)*(1,3,4)+(Z(5)~2)*(1,3)
(2,4)+(Z2(5)~2)*(1,3,2,4)+(Z(5)"2)*(1,4,3,2)+(Z(5)~2)*(1,4,2)+(Z(5) ~2) *
(1,4,3)+(Z(5)~2)*(1,4)+(Z(5)"2)*(1,4,2,3)+(Z(5)~2)*(1,4) (2,3),(Z(6)"2)* O+
(Z(5)~0)*(3,4)+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~2)*(2,3,4)+(Z(5)~2) *
(2,4,3)+(2(5)"0)*(2,4)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~2)*(1,2) (3,4)+(Z(5)~2) *
(1,2,3)+(2(5)"0)*(1,2,3,4)+(Z(5)~0)*(1,2,4,3)+(Z(5)~2)*(1,2,4)+(Z(5)~2) *
(1,3,2)+(2(5)"0)*(1,3,4,2)+(Z(5)~0)*(1,3)+(Z(5)~2)*(1,3,4)+(Z(5)~2)*(1,3)
(2,4)+(Z(5)~0)*(1,3,2,4)+(Z(5)"0)*(1,4,3,2)+(Z(5)"2)*(1,4,2)+(Z(5) ~2) *
(1,4,3)+(2(5)~0)*(1,4)+(Z(5)~0)*(1,4,2,3)+(Z(5)~2)*(1,4) (2,3),
(Z(B)~0)*()+(Z(5))*(2,3,4)+(Z(5))*(2,4,3)+(Z(5)~0)*(1,2) (3,4)+(Z(5))*
(1,2,3)+(2(5))*(1,2,4)+(2(5))*(1,3,2)+(Z(5))*(1,3,4)+(Z(5)~0)*(1,3) (2,4)+
(Z(5))*(1,4,2)+(Z(5))*(1,4,3)+(Z(5)~0)*(1,4)(2,3),(Z(5)~0)*)+(Z(5))*(3,4)+
(2(56))*(2,3)+(Z(5))*(2,4)+(Z(5))*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,2) (3,4)+(Z2(5)~3)*(1,2,3,4)+
(Z(56)"3)*(1,2,4,3)+(Z(5)~3)*(1,3,4,2)+(Z(5))*(1,3)+(Z(5)~3)*(1,3) (2,4)+
(Z(5)~3)%(1,3,2,4)+(2(5)"3)*(1,4,3,2)+(Z(5))*(1,4)+(Z(5)~3)*(1,4,2,3)+
(Z(5)~3)%(1,4)(2,3),(Z(5)~0)*()+(Z(5)~3)*(3,4)+(Z(5)~3)*(2,3)+(Z(5)~3)*(2,4)
+(Z2(5)°3)*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,2) (3,4)+(Z2(5))*(1,2,3,4)+(Z2(5))*(1,2,4,3)+
(2(5))*(1,3,4,2)+(Z(5)"3)*(1,3)+(2(5)~3)*(1,3) (2,4)+(Z(5))*(1,3,2,4)+
(Z(5))*(1,4,3,2)+(Z(5)~3)*(1,4)+(Z(5))*(1,4,2,3)+(Z(5)"3)*(1,4) (2,3) 1%

Reescrevendo os idempotentes centrais primitivos considerando:

0xZ(5) =0, Z(5)0=1=—4, Z(5)=2= -3
Z(5)2=2>=4=-1, Z(5)3=2>=8=3= -2,
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eo = —()—(3,4)—(2,3)—(2,3,4) — (2,4,3) — (2,4) — (1,2) — (1,2)(3,4) — (1,2,3)
— (1,2,3,4) — (1,2,4,3) — (1,2,4) — (1,3,2) — (1,3,4,2) — (1,3) — (1,3,4) — (1,3)(2,4)
— (1,3,2,4) — (1,4,3,2) — (1,4,2) — (1,4,3) — (1,4) — (1,4,2,3) — (1,4)(2,3);

es = —()+(3,4)+(2,3) —(2,3,4) — (2,4,3) + (2,4) + (1,2) — (1,2)(3,4) — (1,2,3)
+ (1,2,3,4)+(1,2,4,3) — (1,2,4) — (1,3,2) + (1,3,4,2) + (1,3) — (1,3,4) — (1,3)(2,4)
+ (1,3,2,4)+(1,4,3,2) — (1,4,2) — (1,4,3) + (1,4) + (1,4,2,3) — (1,4)(2,3);

er = ()—3(2,3,4) —3(2,4,3) + (1,2)(3,4) — 3(1,2,3) — 3(1,2,4) — 3(1,3,2) — 3(1,3,4)

+ (1,3)(2,4) —3(1,4,2) —3(1,4,3) + (1,4)(2,3);

e1 = 304 (3,4)+(2,3)+(2,4)+ (1,2) — (1,2)(3,4) — (1,2,3,4) — (1,2,4,3) — (1,3,4,2)
+ (1,3) = (1,3)(2,4) — (1,3,2,4) — (1,4,3,2) + (1,4) — (1,4,2,3) — (1,4)(2,3);

es = 30)—(3,4) — (2,3) — (2,4) — (1,2) — (1,2)(3,4) + (1,2,3,4) + (1,2,4,3) + (1,3,4,2)
- (1,3) —(1,3)(2,4) + (1,3,2,4) + (1,4,3,2) — (1,4) + (1,4,2,3) — (1,4)(2,3).

Nos idempotentes e; e e3 o resultado obtido foi multiplicado por 3. Essa operagdo

é permitida, pois ndo altera o idempotente.

Assim, os ideais bilaterais minimais e suas respectivas dimensdes sdo as seguintes:
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Codigo 3.2: Célculo dos ideais e suas dimensdes
gap> ideale0:=R*idemp[1];
<left ideal in <algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>, (1 generators)>
gap> ideale4:=Rxidemp[2];
<left ideal in <algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>, (1 generators)>
gap> ideale2:=R*idempl[3];
<left ideal in <algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>, (1 generators)>
gap> idealel:=Rxidemp[4];
<left ideal in <algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>, (1 generators)>
gap> ideale3:=R*idemp[5];

<left ideal in <algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>, (1 generators)>

gap> Dimension(ideale0);
1
gap> Dimension(ideale4) ;
1
gap> Dimension(ideale2);
4
gap> Dimension(idealel) ;
9
gap> Dimension(ideale3);

9

Também podemos verificar a dimensao desses ideais da seguinte forma:

Codigo 3.3: Outra maneira de calcular a dimensdes dos ideais

gap> D:=DirectSumDecomposition(R);;
gap> List(D,Dimension);

[9,9,4,1,1]

Isso porque a dlgebra de grupo pode ser escrita como a soma direta dos ideais

minimais (Teorema de Wedderburn Artin).

Teorema 3.1.1. [17, Teorema 3.1] Os cédigos C; = Rej e C3 = Rejs sio ndo abelianos. Os cédigos

Co = Rey, Co; = Rep e C4 = Rey sio abelianos.
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Demonstragdo. Perceba que qualquer ciclo o € Sg = S, de ordem 24 satisfaz o(eg) = eo.
Se tormarmos um ciclo ¢ € Sg que intercambie elementos pares e impares de G, entdo
0(es) = —eq € Rey, e () é um subgrupo transitivo abeliano de Sg contido em PAut(Rey)

e em PAut(Rey). Pelo Lema os codigos Cy e C4 sdo abelianos.

Resta provar que o cédigo C, = Re, é abeliano. Para isso, considere o subgrupo

de Klein K = V; C 54 = G e apresentemos G como a unido de classes médulo K:
G = Kap U Ka; U... U Kas.

Trés das permutacgdes ag, a1, az, a3, a4, as sdo pares e trés sdo impares. Assim, assumimos
(=Dl = (=1)), e ag = e para i € {0,...,5}. Seja 0y € Sk qualquer ciclo de ordem 4
e ¢ € Sg definido por o(xa;) = 0y(x)a;, para todo x € Kei € {0,...,5}. E claro que
o(c) = 4 e 0|K = 0p. Consideremos também uma permutacdo T € S definida por
T(xa;) = (X)a;41mode, Para quaisquer x € Ke i € {0,..,5}. Agora temos o(t) = 6.
Portanto, 0T = 10 e (0, T) é um grupo transitivo abeliano em Ss. Podemos comprovar
de forma direta (ou com a ajuda de um computador), que (o, 7) C PAut(Re,), pelo que

Re; também definide um cédigo abeliano.

Para provar que Re; e Rez definem cédigos nao abelianos, precisaremos do auxilio

da ferramenta computacional GAP.

Primeiro calculamos a distribuicdo de peso para os dois codigos (que serd a

mesma para ambos os ideais) e obtemos a Tabela

Em seguida, testamos todos os c6digos abelianos de comprimento 24 sobre F;,
o corpo finito com 5 elementos. Para unificar o algoritmo da pesquisa, notamos que
qualquer grupo abeliano A de ordem 24 é produto direto de grupos ciclicos (a), X
(b1)p X oo X (bi)2, com 0 < k < 2em = 24/2% € {24,12,6} (m é o expoente do grupo
abeliano A).

Seja B = F[(b1)2 X ... X (bg)2] (se k = 0, tomemos B = F). Assim, o anel de
grupo FA pode ser apresentado como FA = B(a),,. Podemos ver que todos os ideais

minimais do anel B tem dimens&o 1 e sdo gerados por elementos mutuamente ortogonais
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Tabela 3.1: Distribui¢do de pesos das palavras do c6digo gerado pelo ideal de dimenséao
9

Peso d | Numero de palavras de peso d || Peso d | Ntimero de palavras de peso d
0 1 17 190080
8 324 18 320640
10 144 19 365184
12 5520 20 437952
13 2304 21 245760
14 23808 22 158400
15 23328 23 47232
16 111840 24 20608

fi = (ei bl)(ei bz)(@:t bk),i = 1,...,2k. Seja <b1>2 X .o X <bk>2 = {]’ll,...,hK}, com

K
K = 2k, fi = Zsi]-hi, com ¢;; = +1 € F. Todo ideal I < B(a),, tem uma decomposigao
i=1

K

na forma I = ) Iifj, com I; <t F{(a)n. Observe que, para palavras arbitrdrias w; € I;, a
j=1

seguinte igualdade é valida:

K K K
) wifj Y w; ) eijh;
=1 =1 i

, (3.1)

K
=L
i=1

i (é €ijwf> hi

i=1

K
Si]'w]'
j=1

uma vez que os suportes de w:h; e wsh; tém intersecdo vazia para i. Aqui ||lw
] 1

significa o nimero de elementos no suporte da palavra w.

Assim, para listar todos os ideais em B(a),, de uma dada dimensé&o k, é suficiente
listar os ideais de F(a),. A descri¢dao destes ideais, isto é, dos cédigos ciclicos de com-
primento m sobre o corpo F, é conhecida, uma vez que um cédigo ciclico pode ser visto
como um ideal no anel de polindmios médulo (x™ — 1) (vide [11} Capitulos 7, 8]).

(m) (m)

Seja x" —1 = x)...¢;, "’ (x) a decomposigdo candnica do polindmio x™ — 1 no
) P1 Prm P P

produto de polindmios irredutiveis unitdrios sobre F e
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(m) x™—1
g (x) =
/ o™ (x)
(m)
g](m)(a), ag](-m)(a), i g](m)(a), (3.2)

com d; = m — degg](m) (x) — 1. Para os valores de m € {24,12,6}, temos as seguintes

decomposic¢des sobre F:

(x—1)(x+1)(x*>—x+ D) (2 +x+1);
21 = (=1 (x+2)(x +3)(x® +3x — 1) (x*> +2x — 1);
1 = (PP +2) (P +3)(x* —x+2)

X (x% 4+ x +2) (22 +2x +3) (x2 — 2x + 3).

-1 =

(3.3)

Algumas relagdes de simetria podem ser aplicadas para reduzir o nimero de
ideais a serem verificados. Analogamente, ndo calculamos a distribui¢do completa de
pesos para os cédigos abelianos em questdo, mas paramos a busca no momento em que,
para algum peso w, o niumero de palavras de peso w ja encontradas supera o nimero

dessas palavras para o cédigo C; = Re. O

Esse teorema também pode ser escrito como no Teorema (Teorema 2.1 de
[18]). Nele vemos a demonstragdo computacional completa de que os cédigos C; e C3

sd0 nao abelianos.

Teorema 3.1.2. [18, Teorema 2.1] Os cédigos correspondentes aos ideais minimais de dimensdo 9

do anel R sdo ndo abelianos.

Demonstragio. Para essa demonstragdo utilizaremos a fungdo em GAP criada e apresen-

tada em [18]] que calcula a distribui¢do de pesos de um ideal I.

Codigo 3.4: Fungdo que calcula o peso das palavras do cédigo

DistribuicaoDePeso:=function(I,R)

local wlist, k, j, d, x, V, B, mf;
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mf :=Size(LeftActingDomain(R))-1;

wlist:=List ([0..Dimension(R)],x->0);

wlist[1]:=1;

d:=Dimension(I);

B:=BasisVectors(Basis(I));

for j in [1..d] do
V:=SubspaceNC(R,B{[(j+1)..d]1});

for x in V do

k:=Size(CoefficientsAndMagmaElements(B[j]l+x))/2+1; #calculando o numero de elementos

# no coeficiente das palavras
wlist [k] :=wlist [k]+mf;

od;

od;

return wlist;

end;

Dai calculamos a distribuicdo de pesos dos ideais gerados pelos idempotentes e; e
e4, ambos com dimensdo 9. A seguir apresentamos o resultado obtido na rotina do GAP.

O mesmo também pode ser verificado na Tabela

gap> distribuicaoldealel:=DistribuicaoDePeso(idealel, R);

(1, o, 0, 0, O, O, O, O, 324, 0, 144, 0, 5520, 2304, 23808, 23328, 111840, 190080,
320640, 365184, 437952, 245760, 158400, 47232, 20608 ]

gap> distribuicaoldeale3:=DistribuicaoDePeso(ideale4, R);

(1, 0, 0, O, O, O, O, O, 324, 0, 144, 0, 5520, 2304, 23808, 23328, 111840, 190080,
320640, 365184, 437952, 245760, 158400, 47232, 20608 ]

Em [6] vemos que dois c6digos que sdo equivalentes tém a mesma distribuigdo
de pesos, mas a reciproca dessa afirmacdo ndo é verdade, isto é, dois codigos que tém a

mesma distribuicdo de pesos ndo sdo necessariamente equivalentes.

No seguinte passo, faremos o processo realizado em [18] para testar todos os
cédigos abelianos de comprimento 24 em Fs5 e verificar se algum cédigo poderia ser
equivalente a um dos cédigos de dimensdo 9 que estamos trabalhando. Com base nas

seguintes observagdes, podemos reduzir os calculos:
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Tabela 3.2: Distribui¢do de pesos das palavras do c6digo gerado pelo ideal de dimenséao
9

Peso d | Numero de palavras de peso d || Peso d | Ntimero de palavras de peso d
0 1 17 190080
8 324 18 320640
10 144 19 365184
12 5520 20 437952
13 2304 21 245760
14 23808 22 158400
15 23328 23 47232
16 111840 24 20608

1. A agdo de um automorfismo de grupo em qualquer grupo pode ser estendida ao

anel de grupo e esta extensdo é um automorfismo que preserva o peso do anel de
grupo;

2. Se durante o célculo da distribuicdo de peso de algum ideal acontecer que, para
algum peso w, o nimero de palavras ja4 encontradas com esse peso ultrapassa
o numero palavras de peso w da distribuicdo de peso ja conhecida, na varidvel
distribuicaoldealel, entdo a distribuicdo de pesos deste ideal é diferente da distri-
buicdo de pesos presente na varidvel distribuicaoldealel. Logo, podemos parar o
célculo para este ideal, pois isso significa que os c6digos ndo podem ser equivalen-

tes.

Para realizar esses célculos usamos as seguintes fungdes no GAP apresentadas

em [18].

1. A funcao StandardlsomorphismsOfAGroupRing que transforma automorfismos de um

grupo em automorfismos do anel de grupo.

StandardIsomorphisms0fAGroupRing:=function(R,HH)
local H, h, f, x, y, B1, B2, C, n;
H:=[];

B1l:=BasisVectors(Basis(R));
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n:=Size(B1);
C:=List(B1, x->(CoefficientsAndMagmaElements(x)[1]));
for h in HH do
B2:=List([1..n], x->B1[Position(C,Image(h,C[x]))]1);
#Print (B2, "\n");
Add(H, AlgebraHomomorphismByImagesNC( R, R, Bl, B2 ));
od;
return H;

end;

2. A funcdo CombinationsOfGivenSum que produz uma lista de ideais de determinada
dimensdo k. Cada um desses ideais é definido como uma soma de ideais minimais
cujas dimensdes sdo enumeradas na lista /.

Combinations0fGivenSum:=function(1l,k)

local AllCombList, n, s; n:=Size(l);
Al1CombList:=Combinations([1..n]);

return Filtered(AllCombList, x->(Sum(List(x, i->1[i]))=k));

end;

3. A funcdo PermutationsOfComponents que enumera as permutagdes do conjunto de
ideais minimais induzidos pelo conjunto H de automorfismos do grupo (mais pre-
cisamente pelo conjunto HH de extensdes dos automorfismos de grupo em auto-
morfismos do anel de grupo).

PermutationsOfComponents:=function(R,H,DSD)
local x, y, h, HH, PL, 1, B, I, II, pl;
PL:= [[1];
1:=Size(DSD) ;
PL:= [[1..1]]; #identity permutation must present
HH:=StandardIsomorphismsOfAGroupRing(R,H);
for h in HH do
pl:=[1;
for I in DSD do
B:=BasisVectors(Basis(I));
II:=Ideal(R,List(B,y->Image(h,y)));
Add (pl,Position(DSD,II));
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od;
if not pl in PL then Add(PL,pl);
fi;

od;

return PL;

end;

4. A funcao IsMinimalCombination que verifica se alguma permutacado de ideais mini-
mais contidos na lista de permutacdo PL, da fungdo IsMinimalCombination, trans-
forma o conjunto de ideais minimais em algum conjunto que é menor do que o

dado.

Ao procurar um ideal com distribui¢do de peso idéntica, é suficiente considerar
apenas aqueles que correspondam a conjuntos lexicograficamente minimos de ide-
ais minimais.
IsMinimalCombination:=function(L, PL)
local x, i;
for x in PL do
for i in L do
if x[i]>i then
break;
else if x[i]<i then
return false;
fi;
fi;
od;
od;
return true;

end;

5. A funcdo EqualWeightDistribution que compara a distribuicdo de peso de um ideal
I com uma distribui¢do de peso WD dada.
EqualWeightDistribution:=function(I,R, WD)

local wlist, k, j, d, x, V, B, mf;

mf :=Size (LeftActingDomain(R))-1;
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wlist:=List([0..Dimension(R)],x->0);
wlist[1]:=1;
d:=Dimension(I);
B:=BasisVectors(Basis(I));
for j in [1..d] do
V:=SubspaceNC(R,B{[(j+1)..d1});
for x in V do
k:=Size(CoefficientsAndMagmaElements(B[j]+x))/2+1;
wlist[k] :=wlist[k]+mf;
if wlist[k]>WD[k] then return false;
fi;
od;
od;
return true;

end;

Agora verificaremos o teorema utilizando as fun¢des apresentadas anteriormente.

Note que WD1 = distribuicaoldealel = distribuicaoldeale4.

G:=SymmetricGroup(4);

F:=GF(5);

R:=GroupRing(F,G) ;

D:=DirectSumDecomposition(R);;

WD1:=DistribuicaoDePesos(D[1],R);

allab:=A11SmallGroups(Size,24,IsAbelian,true);;

dsdperm:=[];

dsd:=[]1;

for A in allab do
R:=GroupRing(F,A);;
dsd:=DirectSumDecomposition(R) ;;
dsddim:=List(dsd,Dimension);;
CL:=Combinations0fGivenSum(dsddim,9);;
H:=AutomorphismGroup(A);;
dsdperm:=Permutations0OfComponents (R,H,dsd) ;;
RCL:=Filtered(CL,x->IsMinimalCombination(x,dsdperm));;
for C in RCL do I:=Sum(List(C, x->dsd[x]));;

if EqualWeightDistribution(I,R, WD1) then
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Print ("Equal weight distribution found\n");; break;
fi;
od;
od;

O cédigo realizado no GAP rodou durante 2 horas e 30 min e ndo exibiu resultado,
logo ndo foi encontrado cédigo com a distribuigdo de peso da Tabela Assim, ndo
existem codigos abelianos que possam ser equivalentes aos c6digos gerados pelos ideais
minimais de dimensdo 9 do anel R. Portanto, os cédigos correspondentes aos ideais

minimais de dimensdo 9 no anel R ndo sdo abelianos. O

Agora facamos uma pequena andlise sobre os cédigos encontrados. Utilizamos o
GAP para calcular as demais distribui¢des de peso, dos cédigos abelianos gerados por

€p, €2 € €é4.

gap> distribuicaoldeale(:=DistribuicaoDePeso(idealel, R);

(1 o, o0,0,0,0,0,000,0,00000,00000,0,0,0,4]

gap> distribuicaoldeale2:=DistribuicaoDePeso(ideale2, R);

(1, 0, 0, O, O, O, O, O, 24, 0, O, O, 24, 0, O, O, 144, 0, 0, O, 288, 0, 0, 0, 144 ]

gap> distribuicaoldealed4:=DistribuicaoDePeso(ideale4, R);

[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,4]

A Tabela [3.3|apresenta os resultados de todos os pardmetros dos c6digos gerados

por ey, €1, €2, €3 € ey.

Note que apesar dos c6digos abelianos gerados por e e e4 terem distancia minima
maior que os demais, eles possuem dimensdo 1, o que significa pouca variedade de
palavras no cédigo (os cédigos gerados por e; e e3 tem muito mais palavras, pois tem
dimensdo 9). J4 o cédigo abeliano gerado por e, possui dimensdo maior que os outros
abelianos, porém menor que as dimensdes dos c6digos ndo abelianos e distdncia minima
igual. Portanto, neste caso, os cdigos ndo abelianos possuem parametros melhores que

os abelianos.
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Tabela 3.3: Tabela de distribui¢do de pesos dos cédigos

(n,k,d)

wy(x)

72

€0

(24, 1, 24)

1+ 4x*

€1

(24,9, 8)

1+ 324x% + 144x"0 + 5520x1% + 2304x13 + 23808x1* + 23328x1°
+111840x° + 190080x'” + 320640x8 + 365184x'° + 43795220
+245760x%! + 158400x%2 + 47232x23 + 20608x%*

€2

(24, 4, 8)

1+ 24x® +24x1% + 144x10 + 288x20 + 144x%*

€3

(24,9, 8)

1+ 324x% + 144x10 + 5520x1% + 2304x1% + 23808x1* + 23328x1°
+111840x° + 190080x7 + 320640x'8 + 365184x17 + 437952x%°
+245760x2 + 158400122 + 47232x% + 20608x%*

€4

(24, 1, 24)

1+ 4x%4
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Capitulo 4

O processo de Decodificacao

Como ja mencionado, o grande problema da Teoria de Cédigos é encontrar c6-
digos com boas propriedades, isto é, c6digos cujo comprimento ndo seja muito grande,
pois comprimentos grandes requerem custos de transmissdo mais altos; cuja dimensdo
seja grande o suficiente para possibilitar um grande ntimero de palavras no c6digo e cuja

distancia minima seja grande, possibilitando a correcdo de muitos erros.

Outra grande questdo na Teoria de Cédigos é o processo de decodificacdo, pois o
processo de corre¢do de erros, isto é, a busca pela palavra do c6édigo mais préxima da

palavra recebida pode demorar muito e assim ter um alto custo computacional.

Veremos aqui alguns resultados importantes para compreendermos os processos
de decodificacdo. Este capitulo tem como referéncia principal o Capitulo 4 da tese [17].
41 Um método de decodificacao

Inicialmente lembramos um aperfeicoamento do método de decodificagdo inven-

tado por D. Slepian, do Laboratério Bell na década de 60 do século XX.

Seja e o vetor erro, ¢ o vetor transmitido e r o vetor recebido, temos

e=r—=c.
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Assim, o peso do vetor erro e corresponde ao nimero de erros cometidos no

processo de transmissdo e recepgao.

Para o processo de decodificagdo também ¢ utilizada a nogdo de sindrome. Como
mencionado na Defini¢do a sindrome de r é o vetor Hr', com H a matriz teste de
paridade (também chamada matriz de controle). De fato, Hr! = 0 se, e somente se, 1 é

um vetor do cédigo. Desta maneira,

Hc' =0 e He! = H(r' — ') = Hr' — HC = Hi.

Proposicao 4.1.1. [17, Proposicio 4.1] A sindrome do vetor recebido r é uma combinagdo linear

das colunas de H correspondentes ds posi¢des em que ocorreram erros.

Considere um cédigo com capacidade corretora de pelo menos um erro. Para
uma palavra deste c6digo na qual temos a ocorréncia de somente um erro, seja e =
(0,...,0,¢;,0,...,0) o vetor erro cuja sindrome deve ser um mdltiplo da i-ésima coluna de
H, He = hje; = Hr. Deste modo, a posicdo da coluna h; é a posicdo do erro e podemos

determinar facilmente a mensagem enviada, j4 que c = r —e.

4.2 Matriz Geradora de um cédigo

Lembremos que a matriz geradora de um cédigo C sobre F;, com parametros
(n,k,d) e base B = {vy, ..., v}, é a matriz cujas linhas sdo os vetores v; = (vj, ..., Vi), | =
1, ..., k. Utilizando as operacdes definidas na Subsecao conseguimos encontrar uma
matriz geradora de um cédigo equivalente que esteja na forma padrao, isto é, que sejam

da forma G = (Idi|A).

Considere a dlgebra de grupo de um grupo finito G sobre um corpo finito F. Pelo
Teorema um anel semissimples é a soma direta dos ideais a esquerda minimais
desse anel. Além disso, segundo [14) Teorema 2.5.10] todo ideal minimal a esquerda L é
gerado por um idempotente ¢, isto é, L = FGe. Assim, existem elementos idempotentes
dois a dois ortogonais, de modo que 1 = e; + ... +e, e FG = FGe; @ ... ® FGey, com

FGej, i =1,...,n, ideais a esquerda minimais de FG.
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Desta maneira, considerando um ideal a esquerda I gerado por um idempotente
e, para encontrar os ideais a esquerda irredutiveis que sdo somandos diretos, basta fazer
o produto ee; para i = 1,...,n. Assim, o ideal minimal FGe; aparece na decomposicdo de
FGe se, e somente se, ee; # 0. Além disso, o anulador [ L de I é a soma direta dos ideais
minimais a esquerda que ndo aparecem na decomposicdo de I, ou seja, a soma direta dos

ideais FGe;, tais que ee; = 0.

Desta maneira, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.1. [17, Proposicio 4.2] Seja e um elemento idempotente que gera o cédigo de
grupo a esquerda I de FG. Entdo hd k elementos w1, uy, ..., uy que sio linearmente independentes

em FG e tais que os elementos uye, uze, ..., uxe formam uma F-base de I.

A questdo agora é como calcular a dimensdo de um cédigo de grupo a esquerda,

isto é, de um ideal I a esquerda de FG, sabendo que e é um gerador idempotente de I.

Este assunto estd relacionado a Teoria de Representagdes de Grupos. Toda re-
presentacio D) : G — GL,, (L) de um grupo G induz uma representacio D" :

FG — GLy,(L) da algebra de grupo FG, aqui denotada da mesma maneira, dada por
|G| n

D) (g) = Y fiD™(gi), com (a) = Y figi. Aqui L é uma extensdo de F.
i=1 (i=1)

A representacdo D" de FG é irredutivel ou redutivel se a representacio D) de

G o for.

O Teorema a seguir foi apresentado em [17] de acordo com o Teorema 1 de

[5] e nos fornece uma maneira de calcular a dimensio de um ideal I.

Teorema 4.2.2. Seja I um ideal a esquerda de FG, com geradores f1, ..., fr. Seja M a matriz cuja

j-ésima linha é dada pelos coeficientes de g; f; em relagio a base G = {g1, ..., §n} de FG. A matriz
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M assume a seguinte forma

Sifi s1ife .. Sift
M

M — _ 8%f1 gzlfz gz'ft
M;

| &nfi Gnf2 oo &uft |

Entdo a dimensdo de I como F-espago vetorial é igual ao posto de M.
Demonstragio. Basta notar que os elementos g; fx formam um sistema F-gerador de I. [

Consideremos agora os seguintes resultados.

Teorema 4.2.3. [4, Teorema 27.22], Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado
tal que char K { |G|. Entdo o niimero de representagdes irredutiveis de G ndo isomorfas é igual ao

niimero de classes de conjugacio de G.

Teorema 4.2.4. [10, Teorema 2.1.12] Qualquer corpo é um corpo de decomposi¢io para S.

Assim, na algebra de grupo semissimples FS;, com F um corpo qualquer, o na-
mero de representagdes irredutiveis, consequentemente o ntimero de ideais centrais mi-

nimais, é igual ao nimero de classes de conjugagdo do grupo S;.

Seja o codigo C = FGe correspondente ao ideal gerado pelo idempotente e. Con-
sidere {ue, ..., uge} uma base do codigo C, logo {u, ..., ux} sdo linearmente independen-
tes. A matriz geradora G é a matriz cuja j-ésima coluna corresponde as coordenadas

uje = uy;g1 + uzjg2 + - + Upj&n-

Ui U ... Uk

Upp Uz ... Uk
G =1 ue uye ue ) =

Uyl Up2 ... Uyk

Assim, uma palavra c1g1 + ... + cygn € FG é um elemento do cédigo se, e somente se,
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Desta maneira, temos o conceito de matriz geradora na forma padrdo, neste caso
5 T
G = (LlA)".

Note que, em [17], temos as matrizes transpostas das matrizes mostradas por [§]

no Capitulo(l} mas vale ressaltar que os resultados sdo equivalentes. Optamos por utilizar

os dois para evitar possiveis erros ao converter de uma notagdo para outra.

4.3 Ideal de controle e matriz de controle

Conforme [8], a matriz de controle ou matriz teste de paridade H de um cédigo
C é obtida a partir da matriz geradora G do cédigo, sabendo que HG = 0, pois H gera
Ct ={veK"/{v,u) =0, paratodo u € C}. Assim, se G é uma matriz n x k, entio H
é uma matriz (n — k) x n de posto méximo n — k. Uma palavra ¢ € C se, e somente se,
existe x tal que c = Gx. Reescrevendo a equagdo de controle usando H, temos ¢ € C se,

e somente se, Hc = 0.

Utilizando a matriz geradora na forma padrao, a matriz ‘H na forma padrdo pode
ser facilmente obtida da seguinte forma: seja ¢ = (I;|A)T a matriz geradora na forma

padrdo, a matriz de controle H na forma padrao é dada por H = (—A|L,_x).

De acordo com [8] temos a Cota de Singleton para c6digos lineares apresentada
pelo Coroléario(1.2.18| Segundo [17], no contexto dos cédigos de grupo a esquerda, temos,

ainda, a cota de Singleton apresentada da seguinte maneira:
d<1+4) ny,
h

com 7y, a dimensdo do ideal a esquerda irredutivel Ij, e h percorre os indices correspon-

dentes aos ideais minimais a esquerda que ndo aparecem na decomposi¢do do ideal a
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esquerda I que define o cédigo.

4.4 Decodificacao

Seja C um codigo de pardmetros (1, k,d). Considere ¢ € C uma palavra transmi-
tida e seja r € C a palavra recebida, isto é, a palavra c com um erro e (r = ¢ + ¢) de peso
d—1

menor que [T] .

O algoritmo de decodificagdo por distancia minima realiza a busca por uma pa-
lavra ¢’ € C tal que a distancia minima desta palavra ¢’ a palavra r seja minima. Este

procedimento pode ser descrito da seguinte maneira:
d(r,c') = min{d(r,u)/u € C}.

A busca pela palavra de distincia minima em relacdo a palavra recebida pode ter um
custo muito alto. A seguir serd apresentado outro método de decodificagdo, conhecido
como decodificacdo por sindrome, que visa a construgdo de algoritmos de decodificacdo

de complexidade mais gerencidvel.

4.4.1 Decodificacao por sindrome

Seja T = {f1,..., [N} o conjunto de todos os geradores de ideais minimais em FG.
Como as éalgebras de grupo abordadas neste capitulo sdo semissimples, pode-se assumir

que os seus geradores sejam idempotentes.

Seja y um gerador do cédigo do grupo a esquerda C = FGy, que é a soma de m

ideais minimais a esquerda, gerados por fh' ey fjm/ isto é,

m

(FG)y = P(FG)f,

i=1

e os ideais minimais a esquerda (FG)f;, sdo submédulos do ideal a esquerda gerado por
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y, FGy, com suas interse¢des duas a duas sendo o ideal nulo.

Uma palavra-cédigo de C tem a forma ¢ = xy, com x,y € FG. Como, cada

elemento de T\{ Fivsover f]m} é um anulador de y, temos

ct =0, paratodote T\{fj, ..., fj,}-

Além disso, como apresentado na Segao Hr' = 0 se, e somente se, r é um vetor
do c6digo. Deste modo, podemos definir o conjunto de N — m sindromes da seguinte

maneira:

St =rt=(c+e)t =ct+et=et, paratodote T\{fj, - fi.}-

Decodificar por distdncia minima é equivalente a procurar uma solugdo de peso

minimo de Hamming do conjunto de equagdes

et =Sy, paratodot € T\{fj, - fi,}-

Existe uma tnica palavra com o peso minimo procurado se o nimero de erros for
. d—1 . . e
menor ou igual a |—— |. Agora precisamos encontrar um algoritmo que decodifique
2
com eficiéncia utilizando sindromes.

4.4.2 Correcao por sindrome de um erro

Seja G um grupo ndo abeliano e F um corpo finito tal que char K 1 |G|. Considere

f1 = 2 g o gerador do ideal minimal central de dimensdo 1. Se quisermos usar o
gcG
. 1 1
gerador idempotente, usaremos e; = —=f1 = = }_ &
Gl T el &

Agora consideremos um cédigo de grupo a esquerda C = FGf, de comprimento
n, dimensao k, distdncia minima d > 3. Vamos supor que o ideal FGf; ndo apareca na

decomposicdo de FGf em ideais minimais. Isto significa f;f = ff1 = 0. Como a distancia
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minima de C é maior que 3 e pela cota de Singleton d < 1+ ) 1y, entdo o codigo deve

h
ter outros ideais anuladores irredutiveis com geradores fy, f3, ..., f:.

Seja c = xf a palavra transmitida e r = ¢ + e a palavra recebida com um tinico erro,

dizemos que o padrdo do erro é e = €g;. Desta maneira calculamos ¢ (¢ > 2) sindromes:
S, = I’fi, i=1,..,t,

com f; os geradores dos ideais a esquerda irredutiveis anuladores de C = FGf. Proce-
dendo desta maneira, para corrigir o erro necessitamos conhecer a posigdo j do erro e o

modulo € € F.

O Teorema nos indica a capacidade corretora dos ideais a esquerda irredu-

tiveis.

Teorema 4.4.1. [17, Teorema 4.6] Seja G um grupo ndo abeliano tal que a caracteristica p de F
ndo divida a ordem do grupo. A distdncia minima de qualquer cédigo de grupo irredutivel C, de

FG de dimensio k > 1, é ao menos 3.

Demonstragido. Vamos primeiro observar que um cédigo em FG pode ter distancia mi-
nima d = |G|, entdo os cédigos irredutiveis de dimensdo 1 podem ter distincia minima

muito maior que 3.

Agora vamos supor um coédigo FGy, cuja dimensdo é maior que 1, isto é, este
codigo tem mais de um vetor em sua base. Se a distancia minima for 2, existe uma
palavra no cédigo da forma ¢ = x1gj, + x28j,, com g, # gj, (note que ndo existem
palavras no c6digo com peso 1, ou seja, ndo ha palavras no codigo da forma x;¢;). Logo,

existe um elemento x € FG tal que
Xy = x18j, + X28j,-
Como FGy é um ideal minimal, seja e; um gerador de outro ideal minimal, dai

xyer = 0.
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(x18j, +x28j,)e1 =0

1
Como gjer = €1 = 7= ) g, segue
(X1 + x2)€1 =0.

Assim, x1 + xp = 0. Logo, reescrevendo a palavra de peso 2, obtemos

X18j; + X28j, = X1 (8]’1 - gjz)'

Podemos considerer uma representacao fiel irredutivel D; tal que D;(y) = 0.

Assim, 0 = Dy(x)Dy(y) = Di(xy) = Di(x1(gj, — 8)) = Di(x1)-Di(gj, — gj,)- Como a
representacdo fiel é injetora e x; # 0, entdo Dj(g;, — gj,) = 0, o que implica g;, = gj,,

visto que a representacdo ¢ fiel, o que é uma contradigéo. [

No Teorema veremos como podemos proceder na correcdo de um erro nos
codigos de grupo a esquerda cujos parametros permitem corrigir pelo menos um erro.

Neste caso, o erro e = €g;j, com j a posicdo em que o erro ocorreu e € sua magnitude.

Perceba que, no caso de ideais de dimensdo 1 e peso minimo maior ou igual a 3,

a correcdo de um erro é direta.

Teorema 4.4.2. [[17, Teorema 4.7] Seja C = FGf um cédigo a esquerda irredutivel de dimensdo

maior que 1. Entdo

1. A magnitude do erro é obtida a partir da sindrome S1 = €f;.

2. O erro é localizado por meio de um algoritmo que simula a busca de Chien, usando as outras

sindromes:

a) Encontre os valores de i para os quais €g;fr — Sy € zero.

b) Usa as sindromes restantes para selecionar a posigao j.
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Demonstragio. Seja FG = FGf; ® FGf, @ ... ® FGf, ® FGf,11 a decomposi¢do de FG em
ideais a esquerda irredutiveis. Suponhamos C = FGf = FG,j, entdo Ct = IG f1 @
FGf, @ ... ® FGf,. Pelo Teorema como a dimensdo do cédigo C = FGf, 1 é maior
que 1, por hipétese, entdo a distdncia minima dele é no minimo 3. Dai, pela Cota de

Singleton, r é maior ou igual a 2.

Como estamos supondo que ocorreu somente um erro, entdo e = €g;. Além disso,

como f = Z g, note que g;jf1 = f1, entdo ef; = €g;f1 = €f1. Provando a parte 1, ja que
g€G

S1=rfi =cfi +efi =efy.

Na parte 2 procuramos todos os valores de i para os quais €g;f» — S = 0. Note
que €gifa — Sz = €gjfa — rfo = €gjf2 —efa = €gjf2 — €gjf2 = 0. Assim, a posicdo do erro,
j, sempre aparece no conjunto de indices calculado nessa etapa. Se apenas um indice j

satisfizer a condicdo, ja sabemos que o erro € €g;.

Se o céalculo anterior resultar mais de um indice, entdo usamos as sindromes res-
tantes para determinar a posigao j do erro. De fato, j é o tnico indice tal que €g;fy — S, =
0, para h = 2,...,r, pois se houver outro indice | cumprindo €g;f, — S, = 0, parah =

2,..,1, entdo €(g; — &j) fn =0, parah = 2,...,r. Logo & — g € Ann{fa, ..., fr).

Como g; — gj € Ann(f1),ja que g1f1 = f1 = gjfi, entdo g1 — g; € Ann(fy, .., fr) =
I, pois (fi, ... fy) = I, o que é uma contradicio, pois (g; — gj) € I tem peso 2 e sa-
bemos que o peso minimo de I é 3. Portanto, somente um indice satisfaz eg;f, — Sy, =

0, parah =2,..,r. O

Observagdo: O Teorema também pode ser aplicado no caso em que conside-
ramos qualquer ideal a esquerda de peso minimo maior ou igual a 3, tal que FGf; nédo

apareca na decomposi¢do de I como a soma de ideais minimais.
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4.5 Um exemplo numérico

Considere o grupo simétrico S3. Os elementos deste grupo

g1=0, & =023), g=(132), =012, g=(23), g=(13),
formam as classes de conjugacdo

Co = {0} ordem 1
C; = {(123),(132)}; ordem3
C, = {(12),(23),(13)}; ordem?2

com elementos de mesma ordem presentes na mesma classe.

Considerando a algebra de grupo A = F5S3, temos 3 ideais centrais minimais ge-
rados cada um por um idempotente primitivo central distinto, pois o ntiimero de idem-
potentes primitivos centrais é igual ao namero de classes de conjugacdo de S3. Observe

os calculos dos idempotentes primitivos centrais realizados no GAP.

gap> LoadPackage( "wedderga") ;

gap> G:=SymmetricGroup(3);
Sym( [ 1 ..31)

gap> F:=GF(5);

GF (5)

gap> R:=GroupRing(F,G) ;

<algebra-with-one over GF(5), with 2 generators>

gap> d:=DirectSumDecomposition(R) ;
[ <two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 6 over GF(5)>, (1 generators)>,
<two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 6 over GF(5)>, (1 generators)>,

<two-sided ideal in <algebra-with-one of dimension 6 over GF(5)>, (1 generators)> ]

gap> GeneratorsO0fIdeal(d[1]);
[ (Z(5)~0)*()+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z2(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+
(2(5)~0)*(1,3) ]
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gap> Generators0fIdeal(d[2]);

[ (Z(B)~0)*x()+(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~2)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+
(2(5)~2)%(1,3) ]

gap> GeneratorsOfIdeal(d[3]);

[ (Z(B)~2)*x()+(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5)"~3)*(1,3,2) ]

Estes idempotentes centrais também podem ser encontrados pela fungéo:

idemp:=PrimitiveCentralIdempotentsByStrongSP(R);

[ (Z(B)~0)*x()+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+
(Z(5)~0)*(1,3),

(Z(B)~0)*x () +(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~2)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+
(Z(5)~2)*(1,3),

(Z(B)~2)* (O +(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5)"3)*(1,3,2) ]

Reescrevendo com base em
0x7Z(5)=0, ,Z(5)°=1, z(5)=2, Z(5)%°=4, Z(5°=3

os idempotentes primitivos centrais, temos

e1 = g1 +8&+83+84+395+ 36
e = 81+ +8 —8%4—85— 86
ez = 4g1 —2g2 —2g3.

Observe que

gap> el:= idemp[1];
(Z(B)~0)*x()+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+(Z(5)~0)*(1,3)
gap> e2:= idemp[2];
(Z(B)~0)*(D+(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~2)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+(Z(5)~2)*(1,3)
gap> e3:= idempl[3];

(Z(5)~2)*x()+(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5)~3)*(1,3,2)

gap> elx*e2;
<zero> of ...

gap> el*e3;
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<zero> of ...
gap> e2*e3;

<zero> of ...

Isto é, ejep = e1e3 = epe3 = 0.

Além disso, temos dois ideais minimais ndo centrais, gerados por

f3 =281+ 383 + 284 + 3,

fa =2¢1+3¢2 +3¢4 + 2g6.

Observe que e3 = f3 + fa, vide os célculos feitos no GAP.

gap> f:=Embedding(G,R);

<mapping: SymmetricGroup( [ 1 .. 3 1 ) -> AlgebraWithOne( GF(5), ... ) >
gap> £3:=(Z(5))*()~f+(Z(56)"3)*(1,3,2) ~f+(Z(5))*(1,2)~f+(Z(5)~3)*(1,3)"f;
(2(B))*O+(Z(5))*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,3,2)+(Z(56)"3)*(1,3)

gap> £4:=(Z(5))* () ~f+(Z(5)~3)*(1,2,3)"£+(Z(5)~3)*(1,2)~£+(Z(5))*(1,3)"f;
(Z(B5))*()+(Z(5)~3)*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5))*(1,3)

gap> f3+fd=e3;

true

gap> idealf3+idealf4 = ideale3;

true

gap> Elements(Intersection(idealf3, idealf4));

[ <zero> of ... ]

Como o ideal gerado por e3 é soma direta dos ideais gerados por f3 e f4, entdo ele

é redutivel.

Assim, temos dois codigos que sdo ideais a esquerda irredutiveis (gerados por f3
e fy), outros dois que sdo ideais bilaterais irredutiveis (gerados por e; e e;) e mais um

ideal minimal central, isto é, gerado por e3, que é redutivel.

Note que as contas no GAP envolvendo pemutagdes de grupos simétricos sdo

realizadas da esquerda para a direita, como mostra o exemplo a seguir.



gap> g:=Elements(G);

L O, (2,3, 1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

gap> gl31*gl4];
(1,3)
gap> gl4]l*g[3];
(2,3)

Por isso devemos ter atencdo ao calcular os ideais a esquerda.
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Ap0s esse processo calculamos os pesos das palavras desses codigos e suas res-

pectivas dimensoes.

gap> idealel:=Rx*el;

<left ideal in <algebra-with-one
gap> ideale2:=R*e2;

<left ideal in <algebra-with-one
gap> ideale3:=R*e3;

<left ideal in <algebra-with-one
gap> idealf3:=Rx*f3;

<left ideal in <algebra-with-one
gap> idealf4:=Rxf4;

<left ideal in <algebra-with-one
gap> idealele2:=Rx*(el+e2);

<left ideal in <algebra-with-one

gap> Dimension(idealel);
1
gap> Dimension(ideale2);
1
gap> Dimension(ideale3);
4
gap> Dimension(idealf3) ;
2
gap> Dimension(idealf4);
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gap> Dimension(idealele2);

2

Para calcular a distribuigdo de peso, foi utilizada a fungdo DistribuicaoDePeso cons-

truida em [17] e ja apresentada anteriormente nesse trabalho.

DistribuicaoDePeso:=function(I,R)
local wlist, k, j, dim, x, V, B, mf;
mf :=Size(LeftActingDomain(R))-1;
wlist:=List([0..Dimension(R)],x->0);
wlist[1]:=1;
dim:=Dimension(I);
B:=BasisVectors(Basis(I));
for j in [1..dim] do
V:=SubspaceNC(R,B{[(j+1)..dim]l});
for x in V do
k:=Size(CoefficientsAndMagmaElements (B[j]+x))/2+1;
wlist[k] :=wlist [k]+mf;
od;
od;
return wlist;

end;

gap> pesosel:=DistribuicaoDePeso(idealel,R);
[1, 0, 0,0, 0,0, 4]

gap> pesose2:=DistribuicaoDePeso(ideale2,R);
[1, 0, 0, 0, 0, O, 4]

gap> pesose3:=DistribuicaoDePeso(ideale3,R) ;
[ 1, 0, 24, 24, 144, 288, 144 ]

gap> pesosf3:=DistribuicaoDePeso(idealf3,R);
(1, 0, 0, 0, 12, 0, 12 ]

gap> pesosfé:=DistribuicaoDePeso(idealf4,R);
[1, 0, O, O, 12, 0, 12 ]

gap> pesosele2:=DistribuicaoDePeso(idealele2,R);

(1, 0, 0, 8, 0, 0, 16 ]
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Com base nos célculos acima, temos a Tabela

Tabela 4.1: Tabela de distribui¢do de pesos dos cédigos

gerador | (n,k,d) wy(x)
e1 6,1, 6) 1+ 4x°
e 6,1, 6) 1+ 4x8
es (6,4,2) | 1+24x% 4 24x> + 144x* + 288x° + 144x°
f3 6,2, 4) 1+ 12x* + 12246
fa 6,2, 4) 1+ 12x* 41246
er+e | (6,2, 3) 1+ 8x° +16x°

Para estabelecer uma comparacdo, foi adicionado a tabela um gerador de um
ideal ndo minimal (e; + e3). O resultado é que a distdncia minima é pior com respeito

aos ideais minimais de mesma dimensao.

4.5.1 Codificacdo e decodificacao

Vamos reproduzir o processo realizado em [17] considerando o cédigo gerado
por f3. Seus parametros sdo [6,2,4], logo ele corrige um erro. Como é um cédigo linear,

0 mesmo possui matriz geradora e matriz teste de paridade.

A matriz geradora é formada pelos vetores da base do c6digo, dai calculamos essa

base no GAP.

gap> BasisVectors(Basis(idealf3));
[ (Z(B)~0)*x+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~2)*(1,3,2)+(Z(5)~2)*(1,3),
(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~2)*(1,3,2)+(Z(5)~2)*(1,3) 1]

Obtemos
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N O R B~ O =
= = O = = O

Fazendo as contas, como G estd na forma padrao (I;|A)T, entdao H = (—A|Id,_;).

Logo,
(111000
4 00100
1 —
040010
110001

Os métodos algébricos padrdes de c6digos lineares utilizam as matrizes G e H.
Porém, iremos desenvolver este exemplo utilizando métodos préprios da estrutura de

algebra de grupo que ndo podem ser aplicados em outros tipos de codigos.

Considere x = g, + g3 uma mensagem codificada como ¢ = xf3 = 3g; +2g3 +
391 + 2g¢6. Seja r = 391 + 293 + 494 + 296 a palavra recebida. Assim, podemos calcular
trés sindromes, que correspondem aos ideais minimais gerados por ey, e; e fy, isso porque

faxer =0,fz3xer =0,f3xes #0,f3xf3 #0e f3* fs = 0.

Lembre que é preciso ter cuidado ao fazer o calculo de r x f4 no GAP, pois as
contas no GAP envolvendo grupos simétricos sdo realizadas da esquerda para a direita.
Logo, fazemos no GAP f4 xr. O mesmo ndo acontece com 7 xel er xe2, poisrxel = el xr
erxe2=-e2xr.

gap> r := (Z(B)"3)*x()~f + (Z(B))*(1,3,2)"f + (Z(5)"2)*(1,2)"f + (Z(5))*(1,3)"f;
(Z(5)~3)*()+(Z(5)~2)*(1,2)+(Z(5))*(1,3,2)+(Z(5))*(1,3)



90

gap> el*r;
(Z(B)~0)*()+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~0)*(1,2,3)+(Z(5)~0)*(1,3,2)+(Z(56)~0)*(1,3)
gap> e2*r;
(Z(5)~2)*(O+(Z(5)~0)*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~2)*(1,2,3)+(Z(5)~2)*(1,3,2)+(Z(5)~0)*(1,3)
gap> fé*r;

(Z(5)~3)*(O+(Z2(5)~3)*(2,3)+(Z(5))*(1,2)+(Z(5))*(1,3,2)

Conforme os célculos realizados, temos
Sy =reg=ey, Sy=rep=4ey, S3z=rfs=2391+293+ 291+ 3gs.

As sindromes sdo diferentes de zero, logo sabemos que ocorreram erros. Tentamos corrigi-
los assumindo que é apenas um, €g;. Se o procedimento falhar, significa que ocorreu mais
de um erro e podemos detectd-los, entretanto ndo podemos corrigi-los, pois esse cédigo

corrige apenas um erro (x = (4 —1)/2).

A sindrome S; nos diz que a magnitude do erro é € = 1, pois S; = re; = e7. A

posicdo do erro pode ser encontrada pela "busca de Chien", ou seja,

A =egifys— S3 = gi(2g1 + 382 + 394 +286) — (381 + 283 + 2g4 + 3¢5)

é calculado para todo i € {1,2,3,4,5,6}. Os valores de i em que A = 0 indicam possiveis

posi¢des de erro. Fazendo o célculo para todos os valores de i obtemos os resultados da

Tabela

gap> deltal:=(£f4*())-(f4x*r);
(Z(B)~2)* () +(Z(5))*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5)~3)*(1,3,2)+(Z(5))*(1,3)

gap> delta2:=(£4%(1,2,3))-(f4*1);
(Z(B))* ) +(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~3)*(1,2)+(Z(5))*(1,2,3)+(Z(56)~0)*(1,3,2)+(Z(5)~3)*(1,3)

gap> delta3:=(£f4x*(1,3,2))-(f4*r);

<zero> of ...

gap> deltad:=(£f4*(1,2))-(f4*r);
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<zero> of ...

gap> deltab:=(£f4x%(2,3))-(f4x*r);
(2(8))*O)+(Z(5)~2)*(2,3)+(Z(5)~3)*(1,2)+(Z(5))*(1,2,3)+(Z(56)~0)*(1,3,2)+(Z(5)~3)*(1,3)

gap> delta6:=(£4*(1,3))-(f4*r);
(Z(B)~2)*x()+(Z(5))*(2,3)+(Z(5)~0)*(1,2)+(Z(5)~3)*(1,2,3)+(Z(5)~3)*(1,3,2)+(Z(5))*(1,3)

Tabela 4.2: Célculo do valor de A = €g;fs — Sz parai =1,...,6.

A
4gq1 + 382 +393 + g4 + 285 + 286
281+ 28> + 83 + 384 + 485 + 386
0
0
2g1 + 282 + 83 + 384 + 485 + 386
4g1 + 382 + 383 + 84 + 285 + 286

NGl WDN P -

Desta tabela segue que o erro estd na posicdo 3 ou 4. A ambiguidade se resolve

usando a sindrome S; e calculando g3e; — Sy e gaex — Sy, dai

362 — Sp = 291 +292 + 293 + 394 + 395 + 396

g4y — 52 = 0.

Logo, houve um erro de magnitude 1 na posicdo 4 e dai e = 0g; + 0g2 +0g3 +

1g4 + 0g5 + 0g6. Além disso, como e = r — ¢, segue ¢ = r — e. Assim,

c=23¢1+293+494+296 — (0g1 + 092 + 093 + 194 + 0g5 + 0g¢)-

Portanto,

c =3¢+ 293+ 394 + 2g6.

Note que os cédigos a esquerda gerados por f3 e fs sdo melhores que os codigos

gerados por e; e e; pois possuem dimensdo maior, logo, tem mais palavras no cédigo.



92

Lembramos aqui que os cédigos a esquerda gerados por f3 e f; também sdo melhores
que o cédigo gerado por ej + ey, pois apesar de terem mesmo comprimento e mesma
dimensdo, este tltimo apenas detecta dois erros e corrige apenas um erro, enquanto os
gerados por f3 e f4 detectam trés erros e corrigem até dois erros. Por altimo, comparamos
os codigos a esquerda gerados por fz e fi com o cédigo gerado por ez. Novamente
o primeiro é melhor que o segundo, pois o cédigo gerado por e3, apesar de ter uma
dimensdo maior, detecta apenas um erro e ndo corrige erros. Portanto, os cédigos a

esquerda gerados por f3 e f4 tem parametros melhores quando comparado com os outros

codigos.

Nessa secdo vimos a importancia do estudo dos cédigos ndo abelianos, uma vez
que conseguimos um cédigo ndo abeliano com parametros melhores que os cédigos

abelianos.
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Considerac¢oes Finais

Nesse trabalho podemos perceber os beneficios dos estudos de cédigos ndo abe-
lianos na busca de c6digos com parametros melhores. Analisamos também as limitacdes
e dificuldades nos métodos de decodificacdo existentes. Assim, seguimos em busca de

encontrar processos de decodificacdo mais eficientes.

Além disso, percebemos a importancia das tecnologias para avancar nos estudos
de cédigos corretores de erros. Muito dos calculos que aqui foram realizados utilizando

a ferramenta GAP levariam anos para serem realizados por humanos.

Muito embora no trabalho ndo tenhamos explorado o contexto dos cédigos de
grupo no caso modular, foi necessario utilizar alguns resultados desse caso e por isso
estudamos um pouco sobre o mesmo. Nesses estudos percebemos que o pacote "Wed-
derga" apenas funciona para o caso semissimples, para o caso modular o pacote utilizado
chama-se "Laguna". Nesse contexto, percebemos um amplo escopo de pesquisa e possi-

bilidades futuras.
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