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RESUMO 
 

PEREIRA, Nayara Negrão, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, Fevereiro de 2014. 
Modelos não lineares mistos na análise de curvas de crescimento de bovinos da 
raça Tabapuã. Orientador: Antônio Policarpo Souza Carneiro. Coorientadores: 
Fabyano Fonseca e Silva, Paulo Luiz Souza Carneiro e Paulo César Emiliano. 

 
 

A análise de curvas de crescimento de animais tem sido muito utilizada para aumentar a 

eficiência da pecuária de corte. Estudos relacionados a curvas de crescimento com 

modelos não lineares mistos podem ter aplicações estratégicas em programas de 

melhoramento genético na definição de critérios de seleção para precocidade e ganho de 

peso, tendo em vista, que para cada indivíduo é estimado um coeficiente aleatório, 

facilitando a identificação e seleção de animais mais eficientes com base nos 

coeficientes. Essa metodologia considera a variabilidade entre e dentro de indivíduos. O 

objetivo deste trabalho foi avaliar a eficiência do ajuste de curvas de crescimento 

através de modelos não lineares mistos. Foram ajustados os modelos não lineares 

Michaelis-Menten Modificado, Logístico, von Bertalanffy, Gompertz, Richards e 

Brody, com e sem a incorporação de efeitos aleatórios para análise de curva de 

crescimento de bovinos de corte da raça Tabapuã. Para comparação entre modelos fixos 

e mistos foram utilizados os seguintes avaliadores de qualidade de ajuste: critério de 

informação de Akaike (AIC), critério de informação bayesiano (BIC), desvio médio 

absoluto (DMA), erro quadrático médio (EQM) e coeficiente de determinação (R2). A 

utilização de modelos não lineares mistos foi eficiente para descrever curvas de 

crescimento de bovinos. 
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ABSTRACT 
 

PEREIRA, Nayara Negrão, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, February, 2014. 
Nonlinear mixed models in the analysis of growth curves of cattle breed Tabapuã. 
Advisor: Antônio Policarpo Souza Carneiro. Co-Advisors: Fabyano Fonseca e Silva, 
Paulo Luiz Souza Carneiro and Paulo César Emiliano. 

 

 

The analysis of growth curves of animals has been widely used to increase the 

efficiency of beef cattle ranching. Related to growth curves with nonlinear mixed 

models strategic, studies have strategic applications in genetic improving programs in 

defining selection criteria for earliness and weight gain, aimed at, that for each 

individual is estimated a random coefficient, facilitating identification and selection of 

more efficient animals based on the coefficients. This methodology considers the 

variability between and within individuals. The objective of this study was to evaluate 

the efficiency of the adjustment of growth curves by nonlinear mixed models. Nonlinear 

models, Michaelis-Menten Modified, Logistic, von Bertalanffy, Gompertz, Richards 

and Brody, were fitted, with and without the incorporation of random effects for 

analysis of growth in beef cattle Tabapuã race. For comparison between fixed and 

mixed models were used the following adjustment quality evaluators: Akaike’s 

information criterion (AIC), Bayesian information criterion (BIC), mean absolute 

deviation (DMA), mean square error (MSE) and coefficient of determination (R2). The 

use of nonlinear mixed model was efficient to describe bovine growth curves.  
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1. INTRODUÇÃO 
 

A região Nordeste abrange grande área do território nacional, apresentando uma 

grande diversidade de ambientes. Esta diversidade tem reflexos diretos e importantes nas 

características da pecuária de corte desenvolvida na região, de modo que a avaliação do 

crescimento dos animais torna-se cada vez mais importante para aumentar a eficiência da 

atividade.  

O crescimento dos animais apresenta relação direta com a quantidade e qualidade de 

carne produzida. Estudos relacionados a curvas de crescimento que levam em consideração 

dados de peso-idade, com a utilização de modelos não lineares, têm aplicações estratégicas 

em programas de melhoramento genético na definição de critérios de seleção para 

precocidade e ganho de peso. Além disso, podem auxiliar na definição de sistemas de 

produção mais adequados para cada raça e região quanto ao manejo, programas alimentares, 

bem como na definição de cruzamentos. 

Na análise de curvas de crescimento utilizam-se medidas repetidas de peso-idade. As 

medidas de peso dos animais distribuem-se ao longo do tempo de forma semelhante a curvas 

exponenciais e podem ser descritas por modelos que consideram as relações não lineares entre 

peso e idade (SANTORO et al., 2005).  

Diferentes modelos não lineares são apresentados na literatura para descrever curvas 

de crescimento, e assim há uma busca pelo modelo que se ajuste melhor aos dados. Para 

definição desse melhor ajuste são utilizados avaliadores de qualidade de ajuste, os quais 

indicam estatisticamente qual o melhor modelo.  

Os modelos não lineares, geralmente fornecem um bom ajuste com menos parâmetros 

do que modelos lineares, além de apresentar parâmetros ou funções de parâmetros com 

interpretação biológica, facilitando o estudo acerca do peso adulto, velocidade de 

crescimento, pontos críticos de mudanças na velocidade de crescimento, etc.  

Dentre as técnicas estatísticas utilizadas para o ajuste de curvas de crescimento, os 

modelos não lineares mistos, tem tido aplicação prática para identificação de animais mais 

eficientes (CRAIG e SCHINCKEL, 2001; AGGREY, 2009; MILANI et al., 2013), sendo que, 

além de permitirem a utilização de funções não lineares para melhor explicação dos 

fenômenos, consideram também a variabilidade entre e dentro dos indivíduos, permitindo 

com isso, estimativas mais confiáveis e mais precisas. 

O uso de modelos não lineares mistos possibilita a utilização de diferentes tipos de 

estrutura para as matrizes de variâncias-covariâncias, optando-se por aquela que melhor 
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representa a estrutura de correlação dos dados, e também permite descrever o comportamento 

dos perfis médios através de curvas.  

O modelo misto considera a existência de efeitos fixos e aleatórios, em que os efeitos 

são considerados fixos quando se deseja inferir somente para as categorias das variáveis 

independentes que são incluídas no ajuste do modelo. Os efeitos são considerados aleatórios 

quando as categorias das variáveis utilizadas no ajuste do modelo constituem uma amostra 

aleatória de uma população, ou seja, um conjunto de categorias com uma distribuição de 

probabilidade, e se deseja inferir para a população inteira (HAUSER et al., 2009). 

Modelos não lineares mistos são compostos por efeitos fixos e aleatórios, podendo ser 

ajustados a dados desbalanceados em relação ao tempo e por conter efeitos aleatórios, além do 

ajuste de curvas médias, permitem também o ajuste de curvas individuais para cada indivíduo, 

facilitando com isso, o critério de seleção dos melhores indivíduos, tendo em vista que, para 

cada animal, é gerado um efeito aleatório. 

O objetivo deste trabalho foi avaliar a eficiência de modelos não lineares mistos para 

análise de curva de crescimento de bovinos de corte da raça Tabapuã. 

 

2. REFERENCIAL TEÓRICO 

Esta seção está assim dividida: na seção 2.1 são apresentados alguns conceitos básicos 

de regressão não linear, enquanto que na seção 2.2 são apresentados alguns modelos não 

lineares, na seção 2.3 são apresentados conceitos de modelos não lineares mistos, bem como a 

utilização dos mesmos para o ajuste de curvas de crescimento e finalmente na seção 2.4 

alguns conceitos e a importância dos avaliadores de qualidade de ajuste para comparação de 

modelos. 

 

2.1 Modelo não linear 

Na regressão não linear os dados são modelados por uma função que é uma 

combinação não linear de parâmetros, em que se tem a relação entre uma variável dependente 

e uma, ou mais, variáveis independentes.  

Um modelo é classificado como não linear se, pelo menos uma das derivadas parciais 

da função esperança em relação aos parâmetros é função de parâmetros desconhecidos 

(PRUDENTE, 2009). 
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Os modelos não lineares nos parâmetros são da forma: 

eXfY  ),(   

em que ),( Xf  é uma função não linear, com constantes conhecidas (Xi) e parâmetros 

desconhecidos (β) e e são os erros associados ao modelo que são independentes e apresentam 

distribuição normal com média zero e variância constante. 

Os modelos não lineares são aplicados nas mais diversas áreas tais como 

farmacologia, biologia, agronomia e zootecnia. Uma das vantagens na utilização desses 

modelos é a obtenção de parâmetros que são facilmente interpretáveis. Por terem uma base 

teórica, os parâmetros dos modelos fornecem um maior conhecimento acerca do fenômeno 

em estudo. 

 Modelos não lineares, geralmente fornecem um bom ajuste, com menos parâmetros do 

que os modelos lineares. A transformação de um modelo não linear em um modelo linear nos 

parâmetros, se por um lado facilita o processo de ajuste, em alguns casos implica em fazer 

suposições não realísticas sobre o termo dos erros (distribuição normal com variância 

constante) e perde-se informação sobre os erros padrão dos parâmetros originais. Além disso, 

existem modelos que são intrinsecamente não lineares, isto é, não podem ser linearizados por 

transformação (AMARAL, 2008).  

Vonesh e Chinchili (1996) afirmam que, a maioria dos experimentos nas áreas agrárias 

e biológicas exigem um modelo não linear, destacando-se os modelos sigmoidais e as curvas 

de crescimento assintóticas. Eles são muito utilizados, por exemplo, para descrever curvas de 

crescimento de animais, considerando a existência de relações não lineares entre peso e idade. 

Dentre os modelos não lineares usuais para descrição do crescimento de animais estão: Brody, 

Gompertz, Logístico, Richards e von Bertalanffy. 

Nos modelos não lineares não é possível encontrarmos formas analíticas para a 

estimação dos parâmetros. Sendo que, métodos numéricos podem ser utilizados juntamente 

com os métodos de estimação, o que requer cálculos computacionais intensivos.  

 

2.2 Curvas de crescimento 

O uso de modelos não lineares tem apresentado uma vasta aplicação em diversas áreas 

do conhecimento científico. Dentre essas aplicações, destacam-se as curvas de crescimento de 

animais, que permitem descrever a evolução do peso em função da idade do animal, bem 

(1) 
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como alternâncias entre ganho e perda de peso, que podem ocorrer devido à diversidade do 

ambiente de produção, diversidade genética dos animais, etc.  

O ajuste de curvas de crescimento por meio de modelos não lineares tem tornado mais 

eficiente a definição de estratégias de melhoramento genético, nutrição e manejo dos animais, 

tendo em vista que os modelos não-lineares são bastante flexíveis para serem utilizados com 

dados de peso-idade e seus parâmetros possuem interpretação biológica. 

Em vários estudos, curvas de crescimento de bovinos de raças zebuínas foram 

ajustadas com utilização de modelos não lineares (LÔBO et al., 2002; SAKAGUTI et al., 

2003; SANTORO  et al., 2005; DIAS et al., 2006; FORNI, 2007; SOUSA JÚNIOR et al., 

2010; LOPES et al., 2011). Dentre os modelos não lineares utilizados para descrever curvas 

de crescimento de bovinos, os principais são apresentados na Tabela 1. 

 

Tabela 1- Principais modelos não lineares mistos utilizados para descrever curvas de 
crescimento de bovinos  

Modelo Componente sistemático Referência 

Brody 

 

Brody (1945) 

Gompertz Gompertz (1825) 

Logístico Ratkowski (1983) 

MMM  

 

Lopez et al. (2000) 

Richards 

 

Richards (1959) 

von Bertalanffy 

 

von Bertalanffy (1957) 
MMM: Michaelis-Menten Modificado 

Nos modelos apresentados na Tabela 1, xij é a idade do animal i no tempo j, o 

parâmetro β1 representa o valor assintótico, interpretado como peso adulto do animal ou peso 

à maturidade; β2 é um parâmetro de escala, sendo uma constante de integração, geralmente 

sem interpretação biológica; β3 é o parâmetro mais importante, pois é interpretado como 

índice de maturidade ou de precocidade, e é um indicativo da velocidade de crescimento do 

animal, quanto maior o valor de β3 maior a velocidade de crescimento do animal. 

 No modelo MMM o parâmetro β2 representa o peso ao nascer. Os modelos que 

apresentam o parâmetro β4 possuem ponto de inflexão variável, como é o caso dos modelos 

Michaelis-Menten Modificado (MMM) e Richards. O modelo Brody não apresenta ponto de 

)1( 3

21
ijxe  

)exp( 3

21
ijxe  
1

21 )1( 3  ijxe 
44

44

3

132







ij

ij

x

x




43 )1( 21
 ijx

e


3
21 )1( 3 ijxe  
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inflexão, enquanto os outros modelos Gompertz, Logístico e von Bertalanffy possuem ponto 

de inflexão fixo. 

 

2.3 Modelos não lineares mistos  

2.3.1 Conceitos básicos 

Os modelos não lineares mistos são definidos como modelos não lineares de efeitos 

fixos e aleatórios. Tais modelos são de efetivo interesse, sendo apropriados para análise de 

medidas repetidas ao longo do tempo se adequando bem a dados desbalanceados ou 

incompletos.  

Segundo Lindstrom e Bates (1990), os modelos não lineares mistos para dados com 

repetição tornaram-se bastante conhecidos devido a sua flexibilidade na escolha de estruturas 

de covariância, que levam em consideração a correlação e a heterogeneidade de variâncias na 

mesma unidade experimental, e também pela flexibilidade de tratamento de dados 

desbalanceados e/ou incompletos. 

Nos modelos mistos, o ajuste é feito em duas etapas, para a parte aleatória tem-se a 

predição dos efeitos aleatórios e a estimação dos componentes de variância, enquanto que, 

para a parte fixa tem-se a estimação dos efeitos fixos bem como a realização de testes de 

hipóteses sobre funções estimáveis dos efeitos fixos. Em geral, tanto a predição dos efeitos 

aleatórios como a estimação dos efeitos fixos dependem da estimação dos componentes de 

variância (PEREIRA e FERREIRA, 2008). 

No modelo não linear misto considera-se a estrutura não linear para a média, a 

variabilidade entre indivíduos, além da correlação e heterogeneidade de variâncias entre 

medidas do mesmo indivíduo. Como as medidas são repetidas de modo sistemático, nas 

mesmas unidades experimentais, espera-se que exista uma correlação não nula entre as 

medidas e uma heterocedasticidade das variâncias nas diversas ocasiões (ALCARDE, 2010). 

Segundo Pinheiro e Bates (2000), a mais comum aplicação dos modelos não lineares 

mistos ocorre para dados com medidas repetidas, em particular, dados longitudinais. 

O modelo não linear misto tem a seguinte forma geral:  

  

 

sendo 

 yij: j-ésima observação do i-ésimo indivíduo ou unidade experimental;   

),0(~,),,,,( 2DNbexbBβΑfy iijijiij  (2) 
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β é o vetor de parâmetros de efeitos fixos;  

bi é o vetor de parâmetros dos efeitos aleatórios;  

A: matriz de incidência para efeitos fixos;  

B: matriz de incidência para efeitos aleatórios,  

D é a matriz de variâncias e covariâncias para os efeitos aleatórios e, 

    : são erros independentes e identicamente distribuídos com média dada por um vetor de 

zeros e matriz de variâncias σ2I, em que I é a matriz identidade. 

 

2.3.2 Aplicação para análise de curvas de crescimento 

Os modelos não lineares mistos tem tido vasta aplicação, sendo uma delas a análise de 

curvas de crescimento. Como citado anteriormente, o modelo de efeitos aleatórios considera 

tanto a variabilidade entre indivíduos quanto a correlação e heterogeneidade dentro de cada 

indivíduo. 

Os modelos com efeitos fixos e aleatórios podem ser utilizados quando se deseja 

ajustar uma curva média para a população e curvas individuais, que consideram o desvio em 

relação à curva média, podendo ser utilizadas para a identificação dos melhores indivíduos ou 

unidades experimentais. 

Dentre os modelos da Tabela 1, para exemplificação, é apresentado na expressão (1) a 

seguir o modelo logístico com efeitos fixos e aleatórios. Os efeitos aleatórios incluídos no 

modelo não linear misto podem ser definidos de acordo com o interesse do pesquisador 

verificando a eficiência de estimação e facilidade na convergência.  

Modelo logístico com efeitos fixos e aleatórios: 

  

 

 

 

 

 Este modelo para ajuste de curvas de crescimento possui três parâmetros de efeitos 

fixos a serem estimados (β1, β2 e β3) e dois parâmetros de efeito aleatório (b1i e b3i), em que 

cada parâmetro de efeito aleatório segue distribuição normal com média dada por um vetor de 

zeros e estrutura de covariância dada pela matriz D, em que  e                                

jkjksão as variâncias  e         a covariância. 

ije

1)(
211 )1( 33  iij bx

iij eby 

),0(~ 2

3

1 DN
b

b

i

i 









2
331

31
2
1




D

2
1

2
3 31

(3) 



7 
 

Alguns trabalhos utilizaram o ajuste de curvas de crescimento com modelos não 

lineares mistos: 

Karaman et al. (2013) que utilizaram uma abordagem de modelagem mista para 

estudos de crescimento de codornas japonesas e com a incorporação de efeitos aleatórios aos 

modelos, houve uma redução na variância residual e uma melhor qualidade de ajuste. 

Carvalho (2010) que apresentou modelos não lineares mistos como uma nova 

metodologia, para descrever crescimento de produção de Eucalyptus, comparando o ajuste 

dos modelos não lineares mistos, com os obtidos pelos modelos de efeito fixo. Em que foi 

possível conseguir melhorias nas estimativas em torno de 50%. Vale destacar que para 

bovinos não foram encontrados trabalhos deste tipo. 

 

2.4 Avaliadores de qualidade de ajuste 

Quando diferentes modelos de regressão são ajustados para um mesmo conjunto de 

dados é necessário a avaliação desses modelos, afim de selecionar aquele que melhor se ajusta 

aos dados. Na literatura existem critérios que fornecem estatísticas que auxiliam na decisão de 

qual modelo escolher. 

Ao selecionarmos modelos, é preciso ter em mente que não existem modelos 

verdadeiros. Há apenas modelos aproximados da realidade que, causam perda de informações. 

Deste modo, é necessário fazer a seleção do “melhor” modelo, dentre aqueles que foram 

ajustados, para explicar o fenômeno sob estudo (EMILIANO, 2010). 

Existem vários critérios utilizados para seleção do melhor modelo, dentre os métodos 

existentes na literatura encontram-se o critério de informação de Akaike (AIC), proposto por 

Akaike (1974), o critério de informação bayesiano (BIC), proposto por Schwarz (1978), o 

erro quadrático médio (EQM), o desvio médio absoluto (DMA) e o coeficiente de 

determinação (R2). 

Emiliano et al. (2014) por meio de simulação Monte Carlo verificaram a eficiência dos 

critérios AIC e BIC para diferentes situações, dentre elas, o ajuste de curvas de crescimento 

utilizando modelos não lineares. E para o ajuste de curvas de crescimento com um pequeno 

tamanho da amostra N = 13 o AIC apresentou melhor desempenho em comparação com o 

BIC. 

O critério de informação de Akaike pode ser definido como um critério que dá uma 

pontuação para o modelo, baseado em sua adequação aos dados e na ordem do modelo. O 
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AIC não se destina para comparação de resultados com diferentes conjuntos de observações 

(AKAIKE, 1974).  

De acordo com Seghouane e Bekara, apud SOBRAL (2011), o BIC é definido como o 

critério que escolhe o modelo de ordem correta com probabilidade um, à medida que o 

número de amostras tende ao infinito, desde que o modelo mais adequado esteja no conjunto 

de modelos a ser verificado.  

 A ideia de se explorar vários avaliadores com o intuito de selecionar os melhores 

modelos de regressão vem perpetuando no decorrer da última década (SILVEIRA, 2010). 

Silveira et al. (2011), trabalhando com modelos não lineares para análise de curva de 

crescimento de ovinos cruzados, utilizaram o AIC e BIC como critérios para escolha do 

melhor modelo. 

 Mais recentemente em estudo para seleção de modelos não lineares que descrevem o 

acúmulo de matéria seca em plantas de alho, Puiatti et al. (2013) utilizaram os seguintes 

avaliadores de qualidade de ajuste: AIC, BIC, DMA e R2.  

 Além dos trabalhos citados existem diversos trabalhos que utilizaram os avaliadores 

de qualidade de ajuste AIC, BIC, EQM, DMA e R2, para a seleção do melhor modelo (MAIA 

et al., 2009; SILVA NA et al., 2011; SOBRAL et al., 2011; SOUSA et al., 2012; 

NASCIMENTO et al., 2013), tendo em vista, que os mesmos tem se mostrado eficientes 

como critério de seleção. 

  

3. MATERIAL E MÉTODOS 

3.1 Descrição dos dados 

Neste trabalho foram utilizados dados provenientes da Associação Brasileira de 

Criadores de Zebu (ABCZ), referentes a 52.756 observações de peso-idade de 7.931 animais 

da raça Tabapuã da região Nordeste. O conjunto de dados consiste de informações relativas a 

peso corporal em diferentes idades de 4.236 fêmeas e 3.695 machos da raça Tabapuã 

pertencentes a cinco regiões de produção do Nordeste, de acordo com a classificação de 

Arruda e Sugai, (1994) (Figura 1). 
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Figura 1- Distribuição das regiões de produção da pecuária bovina no Nordeste: Maranhão22, 

Gado Algodão25, Mata-Agreste26, Sertão27 e Itapetinga-Valadares35  

Fonte: ARRUDA e SUGAI (1994). 
 

Neste estudo, consideraram-se apenas animais com pelo menos seis pesagens, as 

demais regiões de produção do Nordeste (Figura 1) não foram incluídas nas análises em 

função do reduzido número de animais por região. Na Tabela 2 são apresentados os números 

de animais por sexo e região de produção.  

 

Tabela 2- Número de animais por sexo e Região de Produção (RP) da raça Tabapuã no 
Nordeste brasileiro com restrição de seis a oito pesagens/animal 
RP Fêmeas Machos Total 
MA  191   29 220 
GA   88 105 193 
AG  536 415 951 
SE  39   31   70 
IT                  3382                  3115                      6497 
Total                  4236                  3695                                7931 

MA: Maranhão; GA: Gado Algodão; AG: Mata-Agreste; SE: Sertão; IT: Itapetinga- Valadares. 
Dados originais, sem restrição: 25920 animais.   
 

BRASIL 
Regiões de Produção 
21 a 29 Nordeste 
35 Sudeste 
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3.2 Estimação dos parâmetros  

Foram ajustados os modelos não lineares Michaelis-Menten Modificado, Logístico, 

von Bertalanffy, Gompertz, Richards e Brody, considerando modelo fixo e modelo misto com 

um ou dois coeficientes aleatórios.  

O software utilizado para realização das análises estatísticas foi o SAS 9.3 (SAS, 

2013), por meio do procedimento PROC NLMIXED. Os métodos de estimação e 

aproximação numérica, descritos a seguir estão disponíveis no PROC NLMIXED dos SAS: 

Método da máxima verossimilhança marginal, quadratura gaussiana adaptativa, método Bayes 

empírico. 

Os métodos de estimação e aproximação numérica, disponíveis no PROC NLMIXED 

do SAS, são descritos em diversos estudos (PINHEIRO e BATES, 2000; ESQUIVEL et al., 

2010; LOBOS, 2010; RIZZATO, 2011; CARDOSO, 2012) 

  

3.2.1 Estimador de máxima verossimilhança marginal 

Os métodos de máxima verossimilhança são mais flexíveis, não exigindo 

delineamentos balanceados e geralmente conduzindo a maior eficiência que o método de 

quadrados mínimos (RESENDE, 1996). 

Para estimar os parâmetros do modelo não linear misto, foi utilizado o método da 

máxima verossimilhança marginal. Segundo Pinheiro e Bates (2000), devido aos efeitos 

aleatórios serem quantidades não observadas, a estimação pelo método da máxima 

verossimilhança de modelos mistos é baseada na densidade marginal. 

Considerando o modelo não linear misto: 

 

 

sendo  

yij: j-ésima observação do i-ésimo indivíduo ou unidade experimental;   

β: vetor de parâmetros de efeitos fixos;  

bi: vetor de parâmetros dos efeitos aleatórios;  

A: matriz de incidência para efeitos fixos;  

B: matriz de incidência para efeitos aleatórios; 

D: matriz de variâncias e covariâncias para os efeitos aleatórios e, 

    : são erros independentes e identicamente distribuídos com média dada por um vetor de 

zeros e matriz de variâncias σ2I, em que I é a matriz identidade. 

),0(~,),,,,( 2DNbexbBβΑfy iijijiij 

ije

(4) 
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A forma da densidade marginal de y, considerando o i-ésimo indivíduo, se apresenta 

da seguinte maneira: 

 iiiii dbDbpbypDyp )|(),,|(),,|( 22   

em que ),,|( 2 Dyp i  é a densidade marginal de y, ),,|( 2ii byp é a densidade 

condicional de y dados os parâmetros e )|( Dbp i a distribuição marginal de bi. 

Desse modo a função de verossimilhança é dada por 

 N

i
i DypDL

1

22 ),,|(),,( 
 

e substituindo (5) em (6) temos: 


 N

i
iiii dbDbpbypDL

1

22 )|(),,|(),,(   

Um problema que surge nas integrações em relação a bi, é que as resoluções das 

integrais não possuem uma forma analítica e, para resolver esse problema, há a necessidade 

da utilização de métodos numéricos para aproximação das integrais, tal como a método da 

quadratura gaussiana adaptativa.  

 

3.2.2 Quadratura gaussiana adaptativa 

Uma parte importante do método da máxima verossimilhança marginal é o cálculo da 

integral sobre os efeitos aleatórios. A quadratura Gaussiana é usada para aproximar integrais 

de funções com um determinado núcleo por meio de pesos ponderados e abscissas pré-

determinadas (PINHEIRO e BATES, 1995). 

O método padrão no PROC NLMIXED do SAS 9.3 (SAS, 2013) para aproximação é a 

integração numérica gaussiana adaptativa. 

O método da quadratura gaussiana é utilizado para aproximar integrais na forma de: 

,)()( dzzwzpI  

em que p(z) é uma função densidade condicional e w(z) uma função densidade marginal. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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Estando a integral na forma apresentada anteriormente a aproximação pela quadratura 

gaussiana é: 

,)()()(
1
 

 Q

q
qq zpwdzzwzp  

em que Q é a ordem da aproximação, zq são os pontos ou abcissas ou nós da quadratura no 

qual a função será avaliada e wq são os pesos escolhidos apropriadamente, podendo ser 

obtidos de estudos anteriores, conhecimentos teóricos, etc. 

No método da quadratura gaussiana adaptativa supõe-se que )()( zwzp  segue, 

aproximadamente, distribuição normal com média igual à moda ẑ  de )]()(ln[ zwzp  e 

variância dada por 

  1

2

2

ˆ)()(ln




 


zzzwzp
z

 

Com isso os pontos do método gaussiano adaptativo ficam na seguinte forma 

  qq zzzzwzp
z

zz
2/1

2

2

ˆ)()(lnˆ


 


 
  

e com pesos dados por 

  q
q

q
q w

zw

zw
zzzwzp

z
w

)(

)(
ˆ)()(ln

2/1

2

2 
 


 

  

Substituindo (11) e (12) em (9), a aproximação da integral é dada por 

 
 Q

q
qq zpwdzzwzp

1

)()()(  

Usualmente, o método da quadratura gaussiana adaptativa necessita de um número 

bem menor de pontos de quadratura, quando comparado ao método de Gauss-Hermite 

(RIZZATO, 2011). 

O método da quadratura gaussiana adaptativa usa as estimativas de Bayes empírico 

dos efeitos aleatórios como ponto central para a quadratura e os atualiza para cada iteração 

(LITTELL et al., 2006). 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 
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3.2.3 Método Bayes empírico 

Estimar os valores dos parâmetros da distribuição marginal de Yi, na prática, é o 

interesse principal, além disso, é necessário fazer a predição dos efeitos aleatórios bi, 

considerando a variabilidade entre os indivíduos, que é importante tanto na predição quanto 

para a análise de diagnóstico. A inferência sobre bi é baseada em sua distribuição a posteriori, 

dada por 

iiii

iii
ii

dbDbfbyp

Dbfbyp
Dybp  )|(),,|(

)|(),,|(
),,,|(

2

2
2


  

É conveniente ressaltar que a distribuição a posteriori de bi depende da estimação dos 

parâmetros (β, σ2 e D). Assim, a predição de bi pelo método Bayes empírico, será o valor que 

maximiza a função ),,,|( 2 Dybp ii  quando as estimativas de β, σ2  e D obtidas pelo 

método da máxima verossimilhança marginal, são substituídas na função descrita acima. 

Desse modo, a inferência sobre bi pode ser baseada em uma distribuição a posteriori estimada, 

)ˆ,ˆ,ˆ,|( 2 Dybp ii .  

 

3.3 Modelos mistos ajustados 

Os modelos não lineares utilizados neste trabalho para o ajuste de curvas de 

crescimento, foram os mesmos mostrados da Tabela 1, porém reparametrizou-se o parâmetro 

β3, que foi inserido em todos os modelos, exceto o MMM, como 1/ β3. As análises foram 

realizadas considerando 1) modelos não lineares de efeito fixo, 2) modelos com a 

incorporação de um efeito aleatório em β1, 3) um efeito aleatório em β3, 4) por fim com dois 

efeitos aleatórios incorporados aos parâmetros β1 e β3, de acordo com a descrição apresentada 

a seguir para o modelo von Bertalanffy. 

Modelo von Bertalanffy com um parâmetro aleatório em β1: 

  

 

Modelo von Bertalanffy com a incorporação de um efeito aleatório em β3: 

 

 

Modelo von Bertalanffy com a incorporação de dois efeitos aleatórios em β1 e β3: 

 

3
211 )1)(( 3 ijx

iij eby 

3)(
21 )1( 33 iij bx

ij ey  

3)(
211 )1)(( 33 iij bx

iij eby  

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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Aos modelos, Brody, MMM, Richards, Logístico e Gompertz, também foram 

incorporados efeitos aleatórios, semelhantemente ao apresentado para o modelo von 

Bertalanffy.  

Devido a problemas de convergência foi utilizada a reparametrização do modelo 

Richards apresentada por Silveira et al. (2011): 

i

x

i e

e

y
i





 432

1

)(

1

)1( 


 

 

3.4 Avaliadores de qualidade de ajuste 

Para comparação entre modelos fixos e mistos foram utilizados os seguintes 

avaliadores de qualidade de ajuste: critério de informação de Akaike (AIC), critério de 

informação bayesiano (BIC), desvio médio absoluto (DMA), erro quadrático médio (EQM) e 

coeficiente de determinação (R2) calculado como o quadrado da correlação entre o valor 

observado e o valor estimado pela regressão. 

 

3.4.1 Critério de informação de Akaike 

O critério de Informação de Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), é definido 

por: 

 

em que L(
^ ) é o máximo da função de verossimilhança do modelo, e o segundo termo é uma  

penalização, que é maior à medida que se aumenta a ordem p, em que p é o número de 

parâmetros a serem estimados no modelo. 

Dado um conjunto de modelos candidatos para os dados, o modelo que apresentar o 

menor valor AIC é o que apresenta melhor qualidade de ajuste. O AIC não só premia bondade 

de ajuste, mas também inclui uma penalidade que é uma função crescente do número de 

parâmetros estimados 

 

3.4.2 Critério de informação bayesiano 

O critério de informação bayesiano (BIC), proposto por Schwarz (1978), é definido 

por: 

 

pLAIC 2)(ln2  

npLBIC ln)(ln2  

(18) 

(19) 

(20) 
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em que L(
^ ) é o máximo da função de verossimilhança do modelo, p é o número de 

parâmetros a serem estimados no modelo e n é o número de observações da amostra. Para 

seleção de modelos, quanto menor o valor de BIC, melhor a qualidade de ajuste, e 

consequentemente, a escolha do modelo que apresentar o menor valor. 

 

3.4.3 Desvio médio absoluto 

O desvio médio absoluto é a soma dos desvios absolutos em relação à média, dividido 

pelo número de observações da amostra. 

 

 

 

em que yi são os valores observados, iy
^

 são os valores estimados e n é o número de 

observações da amostra. O desvio médio absoluto é uma medida importante de dispersão, ou 

variabilidade, que é menos afetado por observações extremas. 

           O valor do DMA é muito importante, pois, indica não somente o valor mais provável, 

bem como a incerteza com a qual a medida  é afetada. 

 

3.4.4 Erro quadrático médio 

O erro quadrático médio (EQM) é uma forma de avaliar a diferença entre um 

estimador e o valor observado. O EQM é a média dos quadrados dos erros. 

 

 

 

em que yi são os valores observados, iy
^

 são os valores estimados e n é o número de 

observações da amostra. 

Os valores do EQM podem ser utilizados para fins comparativos. Dois ou mais 

modelos estatísticos podem ser comparados usando seus EQMs como uma medida de quão 

bem eles explicam um determinado conjunto de observações, ou seja, é uma ferramenta útil 

para decidir se um determinado modelo é apropriado para os dados. 

 

 

 

,
||

1

n

yy
DMA

n

i
ii 



,
)(

1

2

n

yy
EQM

n

i
ii 



(21) 

(22) 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=pt-BR&prev=/search%3Fq%3Derro%2Bquadr%25C3%25A1tico%2Bm%25C3%25A9dio%26client%3Dfirefox-a%26hs%3DQ8f%26rls%3Dorg.mozilla:pt-BR:official%26channel%3Dnp&rurl=translate.google.com.br&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_model&usg=ALkJrhg920f-LFolYFykYPBOuCjII9Bvgg
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3.4.5 Coeficiente de determinação 

O coeficiente de determinação foi calculado como o quadrado do coeficiente de correlação 

de Pearson que é uma medida do grau de associação entre duas variáveis. De acordo com 

Gujarati (2006) o R2 é o indicador mais utlizado para medir a qualidade do ajustamento de 

uma linha de regressão aos dados. Verbalmente, R2 mede a proporção ou percentual da 

variação total de Y, explicada pelo modelo de regressão. 

 

em que yi : valores observados; :ˆ iy valores estimados. 

Todos os avaliadores de qualidade de ajuste apresentados anteriormente tem sido 

muito utilizados em trabalhos na área científica. Deve-se levar em conta que, quanto menor os 

valores de AIC, BIC, EQM, DMA, mais propensa será a escolha de determinado modelo, 

quanto ao R2, quanto maior, melhor o ajuste do modelo aos dados. 

 

4 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos pela estimação dos parâmetros dos 

modelos não lineares Brody, Gompertz, Richards, Logístico, von Bertalanffy e Michaelis-

Menten Modificado (MMM) e os avaliadores de qualidade de ajuste, utilizados para 

comparação entre modelos fixos e mistos. São apresentadas as estimativas dos parâmetros 

obtidas por meio de modelos não lineares mistos, com a incorporação de um efeito aleatório 

b1i no parâmetro β1, com a incorporação de um efeito aleatório b3i no parâmetro β3 e com a 

incorporação de dois efeitos aleatórios b1i  e b3i. Os resultados do ajuste de curva de 

crescimento única para os dois sexos (4.1) e uma curva de crescimento para cada sexo (4.2). 

 

4.1 Curva de crescimento única 

Na Tabela 3 são apresentados os avaliadores de qualidade de ajuste para os modelos 

fixos de curva de crescimento. O modelo MMM e Brody obtiveram melhor qualidade de 

ajuste, com menores valores de AIC, BIC, DMA, EQM e maior valor de R2, respectivamente. 

O modelo logístico foi o que apresentou os maiores valores para avaliadores de qualidade de 

ajuste AIC (551.678), BIC (551.714), DMA (34,12) , EQM (2037) e menor valor de R2 

(76,05). O modelo logístico foi o que apresentou desempenho pior para todos os avaliadores 

de qualidade de ajuste utilizados. 

2
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Tabela 3- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo fixo 

Modelo AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 549.413 549.448 32,57 1951 77,04 
Gompertz 550.533 550.569 33,37 1993 76,55 
Logístico 551.678 551.714 34,12 2037 76,05 
MMM  549.388 549.432 32,43 1950 77,05 
Richards 550. 521 550.565 33,36 1993 76,56 

von Bertalanffy 550.140 550.175 33,10 1978 76,72 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 
 

Com incorporação de efeito aleatório em β1 (Tabela 4), houve uma redução nos valores 

de AIC e BIC, nos valores de DMA em aproximadamente 50% e 78% nos valores de EQM, 

quando comparados aos resultados obtidos pelo modelo fixo, indicando melhora na qualidade 

de ajuste com uso do modelo misto. Pode-se também verificar um aumento do coeficiente de 

determinação (R2) para todos os modelos mistos. Nas análises realizadas com modelos fixos, 

o modelo MMM obteve melhor qualidade de ajuste; enquanto que com a incorporação do 

efeito aleatório em β1, o modelo Richards apresentou os melhores resultados para qualidade 

de ajuste, seguido do modelo MMM.  

Silva FL et al. (2011) ajustaram curvas de crescimento para vacas Nelore utilizando o 

modelo Brody e obtiveram melhor qualidade de ajuste quando incorporaram ao modelo 

apenas um efeito aleatório no parâmetro β1, mostrando que a incorporação de efeitos 

aleatórios pode levar a bons resultados. 

 

Tabela 4- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b1i) em β1 

Modelo  AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 500.091 500.126 15,67 414,75 95,12 
Gompertz 504.385 504.420 16,66 456,87 94,63 
Logístico 508.510 508.545 17,56 501,40 94,12 
MMM  499.770  499.812   15,53 407,34  95,22  
Richards 499.211 499.253 15,43 407,05 95,21 

von Bertalanffy 502.908 502.943 16,33 441,91 94,80 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 

 

Os resultados apresentados na Tabela 5 mostram os avaliadores de qualidade de ajuste, 

quando incorporado efeito aleatório em β3. Houve uma diminuição, em relação ao modelo 
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fixo, nos valores dos avaliadores de qualidade de ajuste, indicando melhor qualidade de ajuste 

dos modelos de curva de crescimento. 

Com a incorporação do efeito aleatório em β3, o modelo Brody foi o que apresentou 

melhor qualidade de ajuste, com menores valores de AIC (499.597), BIC (499.632), EQM 

(414,28) e DMA (15,83) e maior valor de coeficiente de determinação R2 (95,13).  

 

Tabela 5- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b3i) em β3 

Modelo AIC BIC DMA   EQM R2 

Brody 499.597 499.632 15,83 414,28 95,13 
Gompertz 505.732 505.767 17,14 476,87 94,42 
Logístico 511.081 511.116 18,19 538,86 93,72 
MMM  509.823 509.865 17,60 514,15 93,96 

Richards 506.102 506.144 17,21 480,86 94,37 
von Bertalanffy 503.713 503.748 16,72 455,34 94,66 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 

 

Pelos resultados apresentados na Tabela 6, pode-se verificar que seus valores 

diminuíram, quando comparados ao modelo fixo (Tabela 3), com a incorporação de dois 

efeitos aleatórios aos modelos, em β1  e  β3. 

  O modelo (MMM) foi o que apresentou menor valor de AIC, considerando que foram 

estimados apenas dois parâmetros e os outros dois foram mantidos constantes no modelo, 

seguido do modelo Brody com valores de AIC (499.948) e BIC (499.997). 

 Comparando os resultados obtidos com a incorporação de dois efeitos aleatórios em β1 

e β3, aos resultados obtidos com a incorporação de um efeito aleatório em β1 (Tabela 4),nota-

se que os valores de AIC e BIC aumentaram, com exceção do modelo Brody e MMM. 

Com a incorporação de dois efeitos aleatórios, houve uma redução nos valores de AIC 

e BIC, com exceção do modelo Brody, quando comparados aos resultados obtidos com a 

incorporação de um efeito aleatório em  β3 (Tabela 5). 

O mais indicado seria a utilização de modelos com a incorporação de um efeito 

aleatório, devido à dificuldade de convergência de alguns modelos, quando se incorpora dois 

efeitos aleatórios.  
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Tabela 6- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b1i e b3i) em β1 e 
β3, respectivamente 

Modelo  AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 499.948 499.997 15,72 415,81 95,11 

Gompertz 504.562 504.611 16,80 460,91 94,59 
Logístico 508.993 509.042 17,56 498,30 94,17 
MMM   499.611   499.653   13,77      319,85  96,26  
Richards 500.738 500.794 15,82 422,89 95,03 
von Bertalanffy 502.941 502.990 16,46 445,52 94,76 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 

 

Na Tabela 7 são apresentadas as estimativas dos parâmetros e da variância residual para 

os modelos fixos de curva de crescimento Brody, Gompertz, Logístico, MMM, Richards, von 

Bertalanffy. Observam-se valores altos de variância residual, quando realizado o ajuste para 

modelos com efeito fixo em relação aos mistos (Tabelas 8, 9 e 10). O modelo MMM 

apresentou maior estimativa de peso à maturidade e menor valor de variância residual, 

seguido pelo modelo Brody e von Bertalanffy, respectivamente (Tabela 7). Resultados 

similares foram obtidos por Lopes et al. (2011), que ajustaram curvas de crescimento para 

bovinos Nelore, usando os modelos Brody, von Bertalanffy, Logístico e Gompertz. 

 

Tabela 7- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de bovinos da 
raça Tabapuã, considerando modelo fixo 

Modelo 1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody 559,24 0,9217 764,10   1951,18 
Gompertz 411,61 0,6358 291,25   1999,57  
Logístico 374,54 4,1303 183,55   2036,79  
MMM  760,58 38,1486 916,29 1,0222 1949,64 
Richards 412,27 0,0225 293,23 83,3082 1992,25 
von 
Bertalanffy 

436,34 0,4916 364,41 
  

1978,25 

MMM: Michaelis-Menten Modificado; 2ˆ e : variância residual estimada; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : 

constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

  

Após o ajuste com modelos de efeito fixo foram ajustados modelos com a 

incorporação de um efeito aleatório em β1. Pelos resultados apresentados na Tabela 8, nota-se 

que com a incorporação do efeito aleatório houve grande redução nos valores da variância 

residual para todos os modelos ajustados. O modelo MMM misto foi o que apresentou menor 



20 
 

valor de variância residual, com uma redução de 75%, quando comparado ao resultado obtido 

utilizando modelo fixo. Ao comparar os resultados obtidos pelo ajuste realizado com modelos 

fixos ao realizado com modelos de efeitos aleatórios, pode-se perceber que o modelo MMM 

fixo superestimou o peso à maturidade em aproximadamente 172 Kg e os modelos fixos 

Richards e Brody subestimaram o peso à maturidade em aproximadamente 344 Kg e 19 Kg, 

respectivamente. 

 

Tabela 8- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de bovinos da 
raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b1i) em β1 

Modelo  1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody 578,75 0,9268   797,94   484,09  

Gompertz 414,63 0,6529   290,63   532,80 

Logístico 375,47 4,2593   181,43   584,21 

MMM  588,22 49,6773   589,54  1,2262  473,72  

Richards 746,71 0,9865 1535,20 0,7560 474,59 

von Bertalanffy 441,26 0,4980 366,28   515,52  

MMM: Michaelis-Menten Modificado; 2ˆ e : variância residual estimada; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : 

constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

 

 Com efeito aleatório incorporado ao parâmetro β3, obteve-se os resultados 

apresentados na Tabela 9, ao compararmos  com os da Tabela 7, pode-se verificar que a 

incorporação de efeito aleatório em β3, contribuiu para melhores estimativas de parâmetros e 

diminuição da variância residual, ressaltando a melhora na precisão das estimativas dos 

parâmetros. Ao observarmos os resultados apresentados na Tabela 7 percebe-se que o modelo 

MMM fixo superestimou o parâmetro β3 em aproximadamente 288, quando comparado ao 

resultado apresentado na Tabela 9 para o modelo MMM.  

        Os modelos Brody, Gompertz, Logístico, Richards e von Bertalanffy fixos subestimaram 

os valores de β3 em aproximadamente 705, 141, 71, 121 e 198, respectivamente, quando 

comparados aos resultados obtidos pelo ajuste de modelos mistos (Tabela 9).    
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Tabela 9- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de bovinos da 
raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b3i) em β3 

Modelo 1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody 845,00 0,9361 1469,62    480,55  
Gompertz 531,43 0,6884 432,86   552,23  
Logístico 471,55 4,6649 255,27   622,87  
MMM  599,01 61,6759 627,81 1,3838 587,20  

Richards 525,34 -2,0362 414,74 0,0623  555,62  
von 
Bertalanffy 

574,79 0,5100 563,34 
 

527,61 

MMM: Michaelis-Menten Modificado; 2ˆ e : variância residual estimada; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : 

constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

 

 Foram realizadas análises com a incorporação de dois efeitos aleatórios (b1i e b3i), 

sendo os parâmetros estimados e a variância residual apresentados na Tabela 10. O modelo 

MMM apresentou grandes dificuldades de convergência, por isso foram mantidos constantes 

os valores de β2 e β4. Para os demais modelos a convergência foi alcançada sem grandes 

dificuldades. 

 Ao compararmos os resultados obtidos pelo ajuste realizado com modelo fixo (Tabela 

7) ao realizado com modelo de efeito aleatório em β1 e β3, percebe-se que o modelo Brody 

subestimou os parâmetros β1  e β3 em aproximadamente 51 e 112, respectivamente. Para o 

modelo Richards essa diferença foi ainda maior, os parâmetros  β1  e β3 foram subestimados 

em aproximadamente 136 e 435, respectivamente. 

 

Tabela 10- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de bovinos da 
raça Tabapuã, considerando modelo misto com incorporação de efeito aleatório (b1i e b3i) em 
β1 e β3, respectivamente 

Modelo 1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody 610,84 0,9266 877,08   484,56  
Gompertz 455,18 0,6545 344,02   537,60  
Logístico 415,69 4,3458 216,43   584,15  
MMM   543,71  30**  468,56  1,22**  413,13 
Richards 549,17 0,9161 728,31 1,0328 492,31  
von 
Bertalanffy 

483,98 0,4981 432,54 
 

519,36 

MMM: Michaelis-Menten Modificado; **mantidos constantes: β2=30 e β4=1,22; 2ˆ e : variância residual 

estimada; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 

4̂ : ponto de inflexão estimado. 
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Em todos os resultados obtidos pode-se perceber que a incorporação de efeitos 

aleatórios aos modelos Brody, Gompertz, Logístico, von Bertalanffy, MMM  e Richards, 

contribuíram para a melhora na qualidade de ajuste. 

Milani et al. (2013) avaliaram o crescimento diamétrico em função da idade de árvores 

de Podocarpus lambertii e concluíram que a inclusão do efeito aleatório foi decisiva para 

diminuir o erro associado às medições retrospectivas do crescimento em diâmetro, tendo 

aumentado a acurácia dos testes e estimações para os efeitos fixos.  

Alguns trabalhos utilizaram modelos não lineares mistos para descrever curvas de 

crescimento de animais, como por exemplo, Gómez et al. (2008) que ajustaram curvas de 

crescimento aplicadas a produção animal, com dados simulados, utilizando modelos não 

lineares mistos, Strathe et al. (2010) ajustaram curvas de crescimento para suínos. Embora 

nenhum dos trabalhos apresentados sejam para curvas de crescimento de bovinos, os autores 

concluíram que a utilização de modelos não lineares mistos foi uma alternativa eficiente para 

a descrição de curvas de crescimento. 

 

4.2 Curva de crescimento com separação por sexo 

Na verificação dos avaliadores de qualidade de ajuste para os modelos de curvas de 

crescimento (Tabela 11), pode-se verificar que o modelo Brody ajustado para machos, obteve 

o menor valor de AIC (243.002), BIC (243.035), DMA (32,29), EQM (1877) e maior 

coeficiente de determinação R2 (89,92). E para fêmea o modelo Michaelis-Menten 

Modificado (MMM) foi o que apresentou menores valores de avaliadores de qualidade de 

ajuste AIC (300.089), BIC (300.131), DMA (29,09), EQM (1622) e maior coeficiente de 

determinação (R2= 88,06). 

Ao verificarmos os valores apresentados na tabela 3 referentes aos avaliadores de 

qualidade de ajuste para curva única, nota-se que o ajuste com a separação por sexo (Tabela 

11) apresentou menores valores de erro quadrático médio (EQM), para machos e fêmeas e um 

aumento no valor do coeficiente de determinação (R2) para todos os modelos fixos, indicando 

que o ajuste com a separação por sexo, foi o mais apropriado para descrever curva de 

crescimento de bovinos. 
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Tabela 11- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo fixo 

Modelo   AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 
Macho  243.002 243.035 32,29 1877 89,92 

Fêmea 300.198 300.231 29,32 1628 88,01 
              

Gompertz 
Macho  243.569 243.601 33,15 1922 89,66 
Fêmea 300.933 300.966 30,12 1669 87,69 

              

Logístico 
Macho  244.111 244.143 33,93 1968 89,41 
Fêmea 301.670 301.703 30,85 1711 87,36 

              

MMM  
Macho  243.103 243.143 32,28 1885 89,87 
Fêmea 300.089 300.131 29,09 1622 88,06 

              

Richards 
Macho  243.544 243.585 33,13 1921 89,67 
Fêmea 300.920 300.961 30,09 1668 87,70 

              

von Bertalanffy 
Macho  243.361 243.393 32,86 1906 89,75 

Fêmea 300.678 300.711 29,85 1655 87,80 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 
 

Na tabela 12 são apresentados os avaliadores de qualidade de ajuste, considerando o 

modelo misto com coeficiente aleatório no parâmetro peso à maturidade β1. Nota-se que o 

coeficiente de determinação R2 foi maior para todos os modelos, quando comparado aos 

resultados mostrados na Tabela 11, em que se considerou o modelo sem a incorporação de 

efeitos aleatórios. De modo geral, valores maiores de R2 indicam que os modelos estudados se 

ajustaram bem aos dados.   

Com a incorporação de efeito aleatório em β1 houve redução nos avaliadores de 

qualidade de ajuste para machos e fêmeas de aproximadamente 8% nos valores de AIC e BIC, 

48% nos valores de DMA e 75% nos valores de EQM, quando comparados aos resultados 

obtidos pelo modelo fixo, indicando melhor qualidade de ajuste. 

Comparando os valores de erro quadrático médio (EQM), desvio médio absoluto 

(DMA), critério de informação de Akaike (AIC) e critério de informação bayesiano (BIC), 

com os avaliadores de qualidade de ajuste apresentados na Tabela 11, em que são 

considerados modelos sem a incorporação de efeito aleatório, nota-se que com a incorporação 
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do efeito aleatório b1i, os modelos de efeito misto se ajustaram melhor do que os modelos de 

efeito fixo para análise de curvas de crescimento de bovinos da raça Tabapuã. 

 

Tabela 12- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
machos e fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com coeficiente 
aleatório (b1i) em β1 

Modelo   AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 
Macho  223.116 223.147 16,30 443,00 95,48 

Fêmea 274.303 274.335 14,76 370,55 94,87 
              

Gompertz 
Macho  225.058 225.089 17,34 489,10 95,02 
Fêmea 276.803 276.835 15,74 409,85 94,33 

              

Logístico 
Macho  226.906 226.937 18,29 537,47 94,54 
Fêmea 279.205 279.237 16,62 451,64 93,77 

              

MMM  
Macho  223.661 223.698 16,43 450,06 95,42 
Fêmea 273.486 273.524 14,47 357,13 95,07 

              

Richards 
Macho  225.065 225.108 17,34 489,15 95,02 
Fêmea 276.806 276.844 15,74 409,85 94,33 

              

von Bertalanffy 
Macho  224.392 224.423 16,99 472,77 95,18 

Fêmea 275.944 275.976 15,42 395,89 94,52 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério de informação 
bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de determinação. 
 

Os resultados apresentados na Tabela 13 mostram os avaliadores de qualidade de 

ajuste, quando incorporado efeito aleatório em β3. Com a incorporação de efeito aleatório em 

β3 houve redução nos avaliadores de qualidade de ajuste para machos e fêmeas de 

aproximadamente 8% nos valores de AIC e BIC, 45% nos valores de DMA e 75% nos valores 

de EQM, quando comparados aos resultados obtidos pelo modelo fixo (Tabela 11), indicando 

melhor qualidade de ajuste. 

Dos modelos mistos apresentados na Tabela (13), com coeficiente aleatório no 

parâmetro taxa de maturidade (β3), o modelo Brody, ajustado para machos, apresentou o 

menor valor de AIC (222.832), BIC (222.863), DMA (16,28) e EQM (435,83) e maior 

coeficiente de determinação R2 (95,56). Para fêmea o modelo Brody também apresentou os 

melhores resultados de avaliadores de qualidade de ajuste, com menores valores de AIC 
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(274.500), BIC (274.531), DMA (15,17) e EQM (383,08) e maior coeficiente de 

determinação R2 (94,70). 

Considerando apenas modelos de efeito fixo, o modelo Brody foi o que apresentou 

melhor qualidade de ajuste para bovinos machos e o Michaelis-Menten Modificado para 

fêmea (Tabela 11). Com a incorporação de efeito aleatório em β3 o modelo Brody foi o que 

apresentou melhor qualidade de ajuste tanto para machos como para fêmeas, vale ressaltar 

que, com a incorporação do efeito aleatório os resultados dos avaliadores do modelo Brody 

diminuíram significativamente, mostrando que quando se incorporou efeitos aleatórios ao 

modelo, obteve-se melhor ajuste. 

Karaman et al. (2013) utilizaram uma abordagem de modelagem mista para estudos de 

crescimento de codornas japonesas. Houve uma redução da variância residual de 60% e 65%, 

com a utilização de modelos não lineares mistos, com a incorporação de um e dois efeitos 

aleatórios, respectivamente, indicando uma melhor qualidade de ajuste quando se utiliza 

modelos não lineares mistos. 

Percebe-se que, em geral, a incorporação de efeitos aleatórios aos modelos melhora a 

qualidade do ajuste, ao observarmos o coeficiente de determinação R2 para cada modelo, 

exposto na Tabela 13, os valores foram bem próximos de um, indicando que, de um modo 

geral, os modelos propostos se ajustaram bem aos dados. 
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Tabela 13- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
machos e fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelos mistos com efeito 
aleatório (b3i) em β3 

Modelo   AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 
Macho  222.832 222.863 16,28 435,83 95,56 

Fêmea 274.500 274.531 15,17 383,08 94,70 
              

Gompertz 
Macho  225.194 225.225 17,52 493,28 94,99 
Fêmea 278.434 278.466 16,53 449,89 93,81 

              

Logístico 
Macho  227.377 227.408 18,55 552,63 94,41 
Fêmea 281.742 281.774 17,62 515,08 92,95 

              

MMM  
Macho  226.471 226.508 17,89 524,14 94,66 
Fêmea 279.003 279.041 16,39 455,47 93,70 

              

Richards 
Macho  

NC NC NC NC NC 
Fêmea 

              

von Bertalanffy 
Macho  224.396 224.427 17,12 473,13 95,19 

Fêmea 277.155 277.187 16,11 426,98 94,11 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; NC: não convergiu; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério 
de informação bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de 
determinação. 

A incorporação de dois coeficientes aleatórios aos modelos (Tabela 14) melhorou a 

qualidade de ajuste em relação aos modelos fixos (Tabela 11), com menores valores de AIC, 

BIC, DMA, EQM e maiores de R2. Entretanto, quando comparados aos resultados 

apresentados nas Tabelas 12 e 13, com apenas um coeficiente aleatório em β1 e β3, 

respectivamente, apenas alguns modelos apresentaram melhora na qualidade de ajuste.  

De acordo com os resultados apresentados na Tabela 14, para modelos com efeitos 

aleatórios em β1 e β3, a incorporação de dois coeficientes aleatórios melhora a qualidade de 

ajuste em relação ao modelo fixo (Tabela 11). Porém, não houve melhora de qualidade de 

ajuste em relação aos modelos com apenas um coeficiente aleatório. 

Os modelos MMM para fêmeas (Tabela 12) e o modelo Brody para machos (Tabela 

13) ambos com apenas um coeficiente aleatório apresentaram melhor ajuste em relação a estes 

mesmos modelos com dois coeficientes aleatórios (Tabela 14). Além disso, o ajuste de 

modelos mistos com dois coeficientes aleatórios levou a maiores problemas de convergência. 
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Tabela 14- Avaliadores de qualidade de ajuste para modelos de curva de crescimento de 
machos e fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeitos 
aleatórios (b1i e b3i) em β1 e β3, respectivamente 

Modelo   AIC BIC DMA EQM R2 

Brody 
Macho  223.200 223.243 16,33 446,24 95,45 

Fêmea 274.267 274.311 14,83 372,77 94,84 
              

Gompertz 
Macho  224.909 224.952 17,34 485,59 95,06 
Fêmea 276.996 277.040 15,84 412,66 94,30 

              

Logístico 
Macho  226.816 226.859 18,11 523,76 94,68 
Fêmea 278.421 278.466 15,52 388,85 94,63 

              

MMM  
Macho  NC NC NC NC NC 
Fêmea 275.008 275.046 14,76 366,71 94,97 

              

Richards 
Macho  

NC NC NC NC NC 
Fêmea 

              

von Bertalanffy 
Macho  224.223 224.266 17,00 470,10 95,21 

Fêmea 276.081 276.125 15,54 400,37 94,46 
MMM: Michaelis-Menten Modificado; NC: não convergiu; AIC: critério de informação de Akaike; BIC: critério 
de informação bayesiano; DMA: desvio médio absoluto; EQM: erro quadrático médio; R2: coeficiente de 
determinação. 

De acordo com os resultados apresentados nas tabelas 11, 12, 13 e 14, para machos o 

modelo com melhor qualidade de ajuste foi o Brody com coeficiente aleatório no parâmetro 

taxa de maturidade (β3). Enquanto para fêmeas a melhor qualidade de ajuste foi obtida com o 

modelo MMM com coeficiente aleatório no parâmetro peso à maturidade (β1). 

Na Tabela 15 são apresentadas as estimativas dos parâmetros e a variância residual para 

os modelos de crescimento Brody, Gompertz, Logístico, MMM, Richards, von Bertalanffy, 

considerando apenas efeito fixo.  

Dentre os modelos de efeito fixo apresentados na Tabela 15, o modelo MMM ajustado 

para fêmea foi o que apresentou menor valor de variância residual 2ˆe (1621,54) e maior valor 

de peso assintótico. E o modelo fixo Brody ajustado para machos foi o que apresentou menor 

valor de variância residual 2ˆe (1877,38).  
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Tabela 15- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de machos e 
fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo fixo 

Modelo    1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody Macho  741,55 0,9372 1033,64    1877,38  

Fêmea 477,68 0,9105 656,81   1627,74 

              

Gompertz 
Macho  474,91 0,6844 317,32   1994,41 

Fêmea 374,27 0,5987 279,39   1669,01  

              

Logístico 
Macho  420,08 4,5168 190,21   1968,35 

Fêmea 345,41 3,8542 181,39    1711,41  

              

MMM  
Macho  833,56 46,4825 913,58 1,11  1884,39  

Fêmea 714,62 32,4345 936,71 0,96 1621,54  

              

Richards 
Macho  475,28 0,0367 319,94 53,29 1920,98  

Fêmea 373,43 0,0377 279,90 47,60  1665,90  

              

von 
Bertalanffy 

Macho  512,96 0,5100 409,50   1894,83  

Fêmea 392,94 0,4781 343,29    1654,59  

MMM: Michaelis-Menten Modificado; 2ˆ e : variância residual; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : constante de 

integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

 

Os resultados apresentados na Tabela 16 são referentes aos parâmetros estimados para 

modelos não lineares mistos com a incorporação de efeito aleatório em β1 e valores de 

variância residual. Com a incorporação de efeito aleatório (b1i) em β1, aos modelos ajustados, 

houve grande redução de aproximadamente 70% no valor da variância residual para todos os 

modelos apresentados. Também houve redução de mesma magnitude na estimativa da 

variância residual para os modelos mistos com efeito aleatório no parâmetro taxa de 

maturidade (Tabela 17) e com efeito aleatório em dois parâmetros (Tabela 18). 

Aggrey (2009) realizou estudo utilizando o modelo logístico fixo e misto para avaliar 

o crescimento de codornas japonesas. No estudo foram considerados modelos não lineares 

mistos com um efeito aleatório. A variância residual estimada com a incorporação de efeito 

aleatório foi reduzida em cerca de 38%, em comparação com o modelo fixo para machos. 

Resultados semelhantes foram encontrados para curva de crescimento de fêmeas, atestando 

que, quando se utiliza modelos mistos para análise de curva de crescimento, se obtém 

melhores resultados, quando comparado aos modelos de efeito fixo. 
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Para fêmeas, considerando o modelo com melhor ajuste, modelo MMM com efeito 

aleatório no parâmetro peso à maturidade (Tabela 16), as estimativas para peso adulto (584,46 

kg) e para taxa de maturidade (651,33 dias) estão adequadas para fêmeas da raça Tabapuã. 

Salienta-se que no modelo MMM, a taxa de maturidade é interpretada como tempo para o 

animal atingir 50% do peso adulto. Utilizando o modelo MMM fixo (Tabela 15), o peso 

adulto e a taxa de maturidade foram superestimadas, respectivamente, 714,62 kg e 936,71 

dias. Assim, o modelo MMM misto com efeito aleatório no parâmetro peso assintótico é o 

mais adequado para descrição do crescimento de fêmeas da raça Tabapuã. 

  
Tabela 16- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de machos e 
fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelos mistos com efeito aleatório (b1i) 
em β1 

Modelo   1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody Macho  756,00 0,9411 1050,01   516,76  

Fêmea 474,12 0,9138 645,06   431,95  
              

Gompertz 
Macho  473,32 0,6988 311,31   569,97  

Fêmea 370,48 0,6097 272,45   477,33  
              

Logístico 
Macho  418,60 4,6382 186,38   625,68  

Fêmea 341,82 3,9291 176,57   525,47  

              

MMM  
Macho  666,05 53,1876 633,39 1,2637 522,26 

Fêmea 584,46 41,6915 651,31    415,30  
              

Richards 
Macho  473,27 -5,7677 337,04 0,0016 570,03  

Fêmea 370,48 -9,7604 272,45 0,00003 477,33  

              

von 
Bertalanffy 

Macho  512,78 0,5156 403,84   551,16  

Fêmea 389,09 0,4821 335,19   461,22  

MMM: Michaelis-Menten Modificado; 2ˆ e : variância residual; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : constante de 

integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

 

Considerando o modelo de melhor ajuste para machos, modelo Brody com efeito 

aleatório no parâmetro taxa de maturidade (Tabela 17), a estimativa para peso adulto foi muito 

alta (1.028,84 kg), assim como a taxa de maturidade (1.669,53 dias), não sendo coerente com 

resultados apresentados por outros autores. Estimativas mais adequadas de 756,00 kg para 

peso adulto e de 1.050,01 dias para taxa de maturidade de machos da raça Tabapuã foi obtida 
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pelo modelo Brody com efeito aleatório no parâmetro peso à maturidade (Tabela 16). Sendo 

este modelo o mais adequado para descrição do crescimento de machos em função da 

coerência das estimativas e por ser o melhor modelo considerando os avaliadores de qualidade 

de ajuste (Tabela 12). 

 

Tabela 17- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de machos e 
fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeito aleatório (b3i) em 
β3  

Modelo   1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody Macho  1028,84 0,949 1669,53   505,98  

Fêmea 662,58 0,9196 1160,10   443,41 
              

Gompertz 
Macho  564,93 0,7255 408,79   571,86  

Fêmea 481,54 0,6422 424,96   519,61  
              

Logístico 
Macho  492,20 4,9574 235,56   639,59  

Fêmea 436,79 4,2991 259,94   593,61  

              

MMM  
Macho  671,33 64,2632 655,91 1,4048 609,23  

Fêmea 559,88 54,2885 625,30 1,2769  520,07  
              

Richards 
Macho  

NC NC NC NC NC 
Fêmea 

              

von 
Bertalanffy 

Macho  620,30 0,5251 542,98   548,80  

Fêmea 511,24 0,4920 537,24   493,55  

MMM: Michaelis-Menten Modificado; NC: não convergiu; 2ˆ e : variância residual; 1̂ : peso adulto estimado; 

2̂ : constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

 

 Os valores contidos na Tabela 18 são referentes aos parâmetros estimados e variância 

residual para cada modelo, com a incorporação de dois efeitos aleatórios b1i e b3i. Quando se 

incorpora mais efeitos aleatórios aos modelos, a convergência para os modelos que 

apresentam mais parâmetros se torna mais difícil, evidenciando a dificuldade em se trabalhar 

com modelos que possuem mais parâmetros.  

O modelo Michaelis-Menten Modificado (MMM) e o Richards possuem quatro 

parâmetros a serem estimados e a predição dos dois efeitos aleatórios incorporados aos 

modelos em questão. Ambos apresentaram dificuldade de convergência na estimação dos 
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parâmetros, o modelo Richards não atingiu a convergência para a estimação dos parâmetros 

de curva de crescimento para machos e nem para fêmeas.  

Para o ajuste do modelo MMM foram mantidos constantes os valores de β2 (30) e β4 

(1,22), em que β4 é o parâmetro que representa o ponto de inflexão variável do modelo, dessa 

forma não alcançada a convergência para a estimação dos parâmetros de curva de crescimento 

para bovinos machos, apenas para fêmeas, enquanto que para os demais modelos a 

convergência foi alcançada. 

Com a incorporação de dois efeitos aleatórios aos modelos ajustados, houve uma 

diminuição significativa no valor da variância residual, para todos os modelos apresentados, 

resultado similar foi apresentado por Vitezica et al. (2010), que realizaram a comparação de 

modelos não lineares mistos com o modelo de regressão linear spline, em que a variância 

residual foi reduzida em cerca de 55%.  

Aggrey (2009) comparou modelos fixos com modelos de efeito aleatório para avaliar o 

crescimento de codornas japonesas. Com a incorporação de dois efeitos aleatórios, houve uma 

redução de aproximadamente 72% no valor da variância residual, em comparação ao modelo 

fixo, para machos e resultados semelhantes também foram encontrados para fêmea. Wang e 

Zuidhof (2004) ajustaram curvas de crescimento para aves e recomendaram a utilização de 

modelos não lineares mistos para a análise de dados de crescimento, pois além de diminuir o 

valor da variância residual, diminui o viés de estimação.  
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Tabela 18- Estimativas para parâmetros dos modelos de curva de crescimento de machos e 
fêmeas, de bovinos da raça Tabapuã, considerando modelo misto com efeitos aleatórios (b1i e 
b3i) em β1 e β3, respectivamente 

Modelo   1̂  2̂  3̂  4̂  2ˆ e  

Brody Macho  695,99 0,9391 938,34   518,26  

Fêmea 501,47 0,9125 718,77    434,32  
              

Gompertz 
Macho  513,64 0,7046 356,54    565,98  

Fêmea 394,19 0,6070 308,90   481,67  
              

Logístico 
Macho  457,70 4,7643 214,59   614,21  

Fêmea 339,56 4,1043 169,88   477,89  

              

MMM  
Macho  NC NC NC NC NC 

Fêmea 467,24 30** 408,10 1,22**  431,87  
              

Richards 
Macho  

NC NC NC NC NC 
Fêmea 

              

von 
Bertalanffy 

Macho  555,62 0,5172 461,10   547,61 

Fêmea 415,12 0,4805 381,80    466,76  

MMM: Michaelis-Menten Modificado; NC: não convergiu; **mantidos constantes: β2=30 e β4=1,22; 2ˆ e : 

variância residual; 1̂ : peso adulto estimado; 2̂ : constante de integração estimada; 3̂ : taxa de maturidade 

estimada; 4̂ : ponto de inflexão estimado. 

Craig e Schinckel (2001) ajustaram modelos não lineares mistos para crescimento de 

suínos e mostraram que a utilização de modelos não lineares mistos permite uma avaliação 

mais precisa e estimativas mais precisas das funções de crescimento animal, do que os 

tradicionais modelos de efeitos fixos. Os modelos mistos de efeitos aleatórios também podem 

reduzir o impacto de potenciais vieses de amostragem seletiva e podem proporcionar um 

parâmetro adicional que descreve variação de cada animal. 
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5 CONCLUSÕES 

 

A utilização de modelos não lineares mistos foi eficiente para descrever curvas de 

crescimento de bovinos da raça Tabapuã.  

A incorporação de efeitos aleatórios nos parâmetros peso assintótico, taxa de 

maturidade ou em ambos, melhorou a qualidade de ajuste em relação a modelos fixos. 

Os modelos recomendados para análise de curva de crescimento de machos e fêmeas 

foram Brody e Michaelis-Menten Modificado, respectivamente, sendo ambos com efeito 

aleatório no parâmetro peso assintótico. 
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