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Resumo

MARQUES, Luana Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2018.
Método Isoperimétrico em Teoria Aditiva dos Numeros. Orientador:
Bhavinkumar Kishor Sinh Moriya. Coorientador: Abilio Lemos Cardoso Junior.

Neste trabalho, estudamos o Método Isoperimétrico e sua aplicagao na Teoria Adi-
tiva dos Numeros. O Método Isoperimétrico foi desenvolvido por Y. Hamidoune
e é um dos métodos mais importantes na Teoria Aditiva dos Numeros. Um dos
problemas mais estudados na Teoria Aditiva dos Nuimeros é a soma A + B, para
subconjuntos dados A, B (de um grupo G) de forma que |[A+ B| > |A|+|B| — 1.
Vamos apresentar a k-separabilidade e o nimero k-isoperimétrico do par (G, B),
a fim de estudar os problemas relacionados a soma A + B. Como consequéncia
do Método Isoperimétrico foram obtidos pelo Hamidoune muitos resultados po-
derosos, alguns dos quais sao os seguintes: Generalizagao do Teorema de Cauchy-
Davenport [2, 3], Teorema de Vosper [20], Brailovski-Freiman [8] e Zemor [21].



Abstract

MARQUES, Luana Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2018 Iso-
perimetric Method in Addition Number Theory. Adviser: Bhavinkumar
Kishor Sinh Moriya. Co-adviser: Abilio Lemos Cardoso Junior.

In this work, we study the Isoperimetric Method and its application in the Addi-
tive Number Theory. The Isoperimetric Method was developed by Y. Hamidoune;
is one of the most important methods in Additive Number Theory. One of the
most studied problems in the Additive Number Theory is studying sumsets A+ B,
for a given subsets A, B (of a group G) such that |[AB| > |A|+|B|—1. We will be
introducing k-separability and k-isoperimetric number of the pair (G, B), in order
to study the problems related to sum A + B . As consequence of the Isoperime-
tric Method were obtained by Hamidoune powerful results, some of which are as
follows: generalization of Cauchy-Davenport Theorem [2, 3], Vosper’s Theorem
[20], Brailovski-Freiman [8] and Zemor [21].
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Introducao

Em Teoria dos Numeros, a Teoria Aditiva dos Numeros estuda o comporta-
mento de subconjuntos de um grupo sob a operacao de soma, como por exemplo
saber qual a quantidade de elementos que possui a soma de dois ou mais subcon-
juntos ou ainda estudar a quantidade de formas possiveis de expressar um inteiro
positivo como a soma de elementos de um certo conjunto.

Os problemas em Teoria Aditiva dos Numeros sao classificados em duas clas-
ses, problemas diretos e problemas inversos. Os problemas diretos sao problemas
em que temos informagoes sobre os subconjuntos Aj, Ao, ..., A, e assim obtemos
informacgoes sobre a soma A; + Ay + ... + A,. E os problemas inversos, onde
sabemos informagoes sobre o conjunto soma A; + As + ... + A,, e assim obtemos
informacoes sobre os A;’s.

Os dois problemas mais famosos nesta area sao a Conjectura de Goldbach e o
Problema de Waring. A Conjectura de Goldbach [7], proposta pelo matematico
Christian Goldbach, é um dos problemas mais antigos nao resolvidos da ma-
tematica, mais especificamente da Teoria dos Numeros. Ela diz que todo niimero
par maior que 2 pode ser representado pela soma de dois nimeros primos. Ve-
rificagdes por computador ja confirmaram a Conjectura de Goldbach para varios
nimeros. No entanto, a demonstracao matematica ainda nao ocorreu.

Em 1970 Edward Waring propos a seguinte questao: para cada niimero natural
k, existe associado a ele um nimero inteiro positivo s, de tal forma que qualquer
nimero natural n possa ser representado pela soma de, no maximo, s poténcias
de ordem k. E este ficou conhecido como “Problema de Waring”que pode ser
encontrado no capitulo 4 do livro [16]. Esses problemas cldssicos fascinam e
inspiram estudos na &area.

Assim, o ponto de partida para varios estudos, é a estimativa da cardinalidade
da soma A+ B e a desigualdade |A+ B| > min(|G|, |A|+|B|—1), onde A e B sao
subconjuntos nao vazios de um grupo G de ordem prima, provado por Cauchy
[2] em 1813, e redescoberto por Davenport [3] em 1935. E a generalizacao desse
teorema é um dos principais resultados estudados nesse trabalho.

Uma outra ferramenta importante em Teoria Aditiva dos Numeros, é o Teo-
rema de Kneser [4], que possui o seguinte enunciado: Sejam G um grupo abeliano,
A, B C G finitos e nao vazios, com |A| + |B| < |G| e H=H(A+ B), onde H é
o estabilizador de A + B. Entdao |[A+ B| > |[A+ H|+ |B+ H| — |H|. Um belo
resultado sobre soma de subconjuntos finitos de um grupo abeliano, que pos-
sui numerosas aplicagoes, dentre elas mencionamos o Problema de Frobenius [6].



Varias tentativas foram feitas para generalizar o Teorema de Kneser para grupos
nao-abelianos. O primeiro resultado nessa dire¢ao é o Teorema de Diderrich [5],
que estabelece que, dado G um grupo multiplicativo e subconjuntos A, B C G
finito tal que A + B nao é a uniao das classes laterais a esquerda. Suponha
além disso que os elementos de B comutam, entao |A + B| > |A| + |B| — 1. Foi
observado em [10] que isto é equivalente a generaliza¢do do Teorema de Kneser.
Porém, mais investigacoes e alguns exemplos, mostram que a extensao natural ao
caso nao abeliano falha e podem ser encontrados em [19].

Outro teorema importante é o Teorema de Vosper [20], este é o principal
exemplo dos problemas inversos, esse teorema foi demonstrado em 1956, quando
Vosper caracterizou os pares de conjuntos criticos, ou seja, os conjuntos tais que
a cardinalidade do conjunto soma é menor do que a soma de suas cardinalidades,
isto é, |A+ B| < |A| + |B|.

Neste trabalho tivemos como principal referéncia o artigo [9] de Yahya Ould
Hamidoune (1947-2011). Este matemadtico forneceu vérias contribuicoes para a
matematica. Seu interesse inicial era em Teoria dos Grafos e evoluiu para o de-
senvolvimento do Método Isoperimétrico e a aplicacao do Método Isoperimétrico
aos problemas em combinacoes aditivas. Hamidoune percebeu que muitos re-
sultados classicos na Teoria Aditiva dos Numeros poderiam ser reformulados em
termos de conectividade dos grafos de Cayley [11]. Inspirado por essa conexao,
ele comecou a desenvolver o chamado Método Isoperimétrico em Teoria Aditiva
e provou varios resultados usando o Método Isoperimétrico [11].

Assim, neste trabalho apresentaremos no primeiro capitulo as demonstragoes
dos resultados classicos da Teoria Aditiva dos Nuimeros, acima citados, conside-
rando G um grupo aditivo. No segundo desenvolvemos o Método Isoperimétrico,
apresentando as defini¢oes e propriedades da k-separabilidade e do ntmero k-
isoperimétrico do par (G, B), onde B é um subconjunto de um grupo G multipli-
cativo com a unidade em B.

Por fim, no terceiro apresentamos os resultados obtidos por Hamidoune no
artigo [9] que sdo: a generalizacao do Teorema de Cauchy-Davenport [2, 3], que
ao invés de tomarmos A, B C Z,, tomamos agora em um grupo qualquer e com
algumas condigoes sobre a cardinalidade de B e obtemos assim uma generalizacao
do resultado. Tem-se também o resultado principal provado por Brailovski e
Freiman em [8] e uma prova do teorema de adi¢ao em caracteristica 2, provada
por Zemor em [21].

Além disso, o principal resultado estudado é o seguinte corolario: Seja G um
grupo contendo dois subconjuntos finitos A e B tal que 2 < min(|A|, |B|). Assuma
que cada elemento de G\ {1} tenha ordem maior ou igual que o max(|Al,|B]) e
|A+ B| =|A|+ |B| — 1 < |G| — 1. Suponha que 1 € B e que G é gerado por B,
entdo existem z,y,r € G tal que A ={zr': 0<i < |A| -1} e B={ry: 0 <
i < |B|—1}. Aplicando esse resultado a ordem de G prima, obtemos o Teorema
de Vosper [20].



Capitulo 1

Introducao a Teoria Aditiva dos
Numeros

Neste capitulo faremos uma introducao a Teoria Aditiva dos Ntumeros e apre-
sentaremos os seus teoremas mais classicos. Inicialmente falaremos da Adicao
de Subconjuntos de um Grupo, estabelecendo suas principais propriedades, den-
tre elas a e-trnasformada, que é uma importante ferramenta a ser utilizada nas
demonstracoes seguintes. Além disso, apresentaremos o Teorema de Couchy-
Davenport, que estuda a estimativa da cardinalidade da soma A+ B e a desigual-
dade |A + B| > min(|G|, |A| + |B| — 1), onde A e B sao subconjuntos nao vazios
de um grupo G de ordem prima. Exibiremos o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv,
resultado esse que foi um dos pontos de partida para as pesquisas sobre problemas
de soma zero. Apresentaremos também o Teorema de Kneser que é um resultado
sobre soma de subconjuntos finitos de um grupo abeliano. Por fim, concluiremos
este capitulo com o Teorema de Vosper, este é um importante exemplo dos pro-
blemas inversos em Teoria Aditiva dos Numeros. As demonstragoes feitas neste
capitulo podem ser encontradas nas referéncias [17] e [18].

1.1 Adicao de Subconjuntos de um Grupo

Definigao 1.1. Seja G = (G, +) um grupo aditivo e sejam A e B subconjuntos
nao vazios de G. O conjunto soma é dado por A+B ={z+y:x € A ey € B}.

Definicao 1.2. Para todo elemento g € G, definimos o numero de representacoes
de g como soma de elementos de A e B, por rap(g) = {g =a+0b: (a,b) €
A x B}|, ou seja, m45(g) € o nimero de pares ordenados (a,b) € A X B tais que
g=a+Db.

Exemplo 1.3. Sejam G = Z¢ = {0,1,2,3,4,5}, A = {0,1,2} e B = {0,1,3}
subconguntos de Zg. Note que, se g =5 entio ra p(5) = 1.

Lema 1.4. Sejam G um grupo abeliano finito e A e B subconjuntos nao vazios
de G. Se existe t € N tal que |A| + |B| > |G|+t entdo rap(g) >t, VgeG.



Demonstracao. Dado g € G, temos

Gl 2 [AU(g—=B)| = [A[+]g—B]-[AN(g - B
= |Al+[B]-|AN(g - B)|.

Logo, ra(g) = |[AN (g — B)| = |A[+[B] = |G| = . O
Agora, podemos obter o seguinte fato importante, pois para estudar o conjunto

A+ B devemos nos ocupar apenas com os conjuntos nao vazios A e B de G, tais
que [A] +[B| < |G.

Lema 1.5. Seja G um grupo abeliano finito e seja A, B subconjuntos nao vazios

de G, tais que |A| + |B| > |G|. Entio, A+ B =G.

Demonstracao. Por hipdtese |A| + |B| — |G| > 0, segue do lema anterior que
rap(g) > 0. Logo dado g € G, existem a € Ae b € B tal que g = a+ b. Assim,
G C A+ B. Como a desigualdade contraria é valida, temos A+ B = G. O

1.2 e-transformada

A e-transformada é de grande utilidade nas demonstragoes de muitos resulta-
dos na Teoria Aditiva dos Numeros. Assim, vamos definir e estabelecer algumas
propriedades dessa ferramenta.

Defini¢ao 1.6. Seja (A, B) um par ordenado de subconjuntos nao vazios de um
grupo abeliano G. Para cada e € G, definimos a e-transformada de (A, B) como
sendo o par (A(e), B(e)) de subconjuntos de G, tais que

Ale) =AU (B+e) eB(e)=BnN(A—e).
Em particular, A C A(e) e B(e) C B.

Exemplo 1.7. Considere e =2, A = {1,3,5} e B={1,5,7} em Zg. Assim, a
2-transformada do par (A, B) € o par (A(2), B(2)), tais que A(2) ={0,1,3,5,7}
e B(2) ={1}.

Lema 1.8. Sejam A e B subconjuntos nao vazios de um grupo finito abeliano G.
Para cada e € G, a e-transformada de (A, B) satisfaz as sequintes condigoes:

(i) A(e) + B(e) C A+ B;
(ii) Ale)\ A= e+ (B\ B(e)),
(iii) | A(e)] + |B()] = |Al + |BJ;
(iv) See € A e0 € B, entio e € A(e) e 0 € B(e).

Demonstragao. (i) Sejam o’ € A(e) e ' € B(e). Como o’ € A(e), entdo a’ € A
oud € (B+e).



1. Sea' € A,comolt € Ble) CB=d +b € A+ B.

2. Se d € (B +e), logo existe b € B, tal que @/ = b+ e. Como ¥ €
B(e) C (A —e), ouseja, ' € B(e) C (A — e) o que implica que existe
a € A, tal que b/ =a —e.

Assima' +0 =(b+e)+(a—e)=(b+a)+(e—e)=a+bec A+ B.

(ii) Temos, A(e) \A=(B+e)\A={b+e:beBeb+e¢ A} =
e+{beB:b¢ A—e}=e+{beB:b¢ Ble)} =e+ (B\ Ble)).

(iii) Como A e B sao finitos, usando (i7), temos |A(e)| — |A| = |A(e) \ A| =
e+ (B\ B(e))| = [B\ B(e)| = |B| — [B(e)|. Portanto, |A(e)] + |B(e)| =
Al +[B].

(iv) Se e € A, entdao 0 € A — e. Por hipdtese, 0 € B, logo 0 € BN (A —e), ou
seja, e € A(e) e 0 € B(e).

]

1.3 Teorema de Cauchy-Davenport

Nesta segao iremos apresentar o Teorema de Cauchy-Davenport [2], que foi
demonstrado por Cauchy em 1813, e posteriormente por Davenport [3] em 1935,
sem o conhecimento da demonstracao de Cauchy. Este Teorema estabelece um
limite inferior para a cardinalidade do conjunto soma. Para demonstrar tal Teo-
rema utilizaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.9 (Chowla). Sejam m > 2, A e B subconjuntos nao vazios de Zy,.
Se0 € B e (bym) =1 para todo b € B\{0}, entao |A+ B| > min(m, |A|+|B|—1).
Demonstragao. Observe que pelo lema 1.5, precisamos mostrar apenas o caso em
que |A| 4+ |B] < m. Assim, min(m, |A| +|B|—1) =|A|+|B|—1<m — 1.

Se |A] = 1 ou |B| = 1, o teorema esté provado, pois, sem perda de generali-
dade, podemos considerar |B| = 1 e assim, temos

A+ B|=|A|=|A|+1—-1=|A| + |B|— 1> min(m, |A| + |B| = 1).

Agora, suponhamos por contradicao, que existam A, B C Z,,, tais que

min(|A|,|B|) > 2 e |A+ B| < |A| + |B| - 1.

Note que, esta ultima desigualdade nos diz que A # Z,,, pois caso contrario,
terfamos |A| = m e |B| > 2, o que é absurdo, considerando a hipétese de |A| +
|B| < m.

Dessa maneira, escolha o par (A, B) tal que a cardinalidade de B é minima.
Desde que |B| > 2, existe t/ € B,V # 0. Consideremos entao dois casos:



Caso 1. Sea+ b € A, Va € A, entdo recursivamente a + jb' € A, para todo
j=0,1,2, ..., como por hipdtese (', m) = 1, temos {a+jb’ : j =0,1,....m—1} =
DLy, Ou seja A = Z,,, uma contradicao.

Caso 2. Caso contrério, existe e € A tal que e + b ¢ A. Aplicando
a e-transformada no par (A, B) e usando o lema 1.8, obtemos um novo par
(A(e), B(e)) de subconjuntos nao vazios de Z,,, tais que

(A(e) + Ble)| < [A+ B| < |A| +|B| =1 = [A(e)| + [B(e)| — 1.

Além disso, como e € A e 0 € B, pelo item (iv) do lema 1.8 temos 0 € B(e),
temos ainda, (b,m) = 1, para todo b € B(e) \ {0}, pois B(e) C B. Note que,
|B(e)| = 1, implica que |A(e) + B(e)| = |A(e)| + |B(e)| — 1, uma contradigao.
Entao, |B(e)|] > 2. Como V' ¢ (A — e), logo |B| > |B(e)|, contradizendo a
minimalidade de |B|. E isso conclui a demonstragao. ]

Tomando m = p, onde p é nimero primo, obtemos o importante Teorema de
Cauchy-Davenport.

Teorema 1.10 (Cauchy-Davenport). Sejam p um nimero primo, A e B sub-
conjuntos ndo vazios de Z,. Entao, |A+ B| > min(p, |A| + |B| — 1).

Demonstragao. Seja b € B. Temos 0 € B — ¥ e (b,p) = 1, para todo b # 0 em
B — V. Usando o Teorema de Chowla 1.9, temos

|A+ Bl =[A+ (B —=V)| = min(p, |A] + [B = V| — 1) = min(p, [A| + [B| - 1).
Como desejado. O]

Obsevagao 1.11. As condi¢oes do Teorema de Chowla sao essenciais, pois caso
contrdrio nao ha garantias do limite inferior. Basta tomarmos o sequinte exem-
plo, A = {0,2,4,6} e B = {0,2,4} em Zs, note que nao temos a condigdo
(b,m) =1,Vb € B\ {0}.

Temos A+ B = {0,2,4,6}. Assim, |A+ B| =4 < min(8,|A| + |B| — 1) =
min(8,6) = 6.

Corolario 1.12. Sejam n > 2, p primo, A1, As, ..., A, subconjuntos nao vazios
de Z,. Entao,

|A1 4+ Ay + ... + A, Zmin<p,Z|Ai| —n+1>.

=1

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao sobre n. O caso n =
2 é o Teorema de Cauchy-Davenport, assim suponhamos o resultado vélido n



subconjuntos de Z,. Usando novamente o Teorema de Cauchy-Davenport, temos

> (0, Al =n+ 14 Al - 1)
i=1
n+1

(p. Y Al = (n+1) +1).

=1

v

Isto conclui a demonstragao. O]

1.4 Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv

Agora, exibiremos a demonstracao do classico Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv
(1961) como em [17], de duas formas, usando o Teorema de Cauchy-Davenport
e a outra usando o Teorema de Chevalley-Warning. Esse resultado foi um dos
pontos de partida para as pesquisas sobre problemas de soma zero.

Teorema 1.13 (Erdos-Ginzburg-Ziv). Sejan > 1. Se ag,ay, ..., 9,2 € uma
sequéncia de 2n — 1 inteiros, ndao necessariamente todos distintos, entao existe
UMa SeqUENCia aj, , Gy, ..., G , , tal que aj, + aj, + ... + a;, =0 (mod n).

Demonstra¢ao. Primeiramente suponha que n = p, onde p é um nimero primo.
Escolha o) € Z,, tal que a; = a; (mod p) e 0 < @) < p. Renumere os inteiros a;,
tais que

0<ay<a)<..<dap, ,<p—1 (1.1)

Desta forma, vamos os seguintes casos:

Caso 1. Existe i € {1,...,p — 1} tal que a} = a;,,, ;. Assim, da desigualdade
(1.1) temos, a; = ... = aj,, ; € COMO a; = a;, 1080, @; = Gy = ... = Uiyp 1

(mod p) e a; + ait1 + ... + ajrp—1 = pa; =0 (mod p).

Caso 2. Para todo i € {1,...,p — 1, a; # a;,, }, definimos em Z, os
subconjuntos de dois elementos A; = {a; + pZ, a;yp—1 + DZL}.

Aplicando o coroldrio 1.12, temos |A; + Ay + ... + A,1| > min(p,2(p — 1) —
(p—1)+1) = p, assim, Ay + Ay +...+ A,_1 = Z,. Logo, —ag = a;, +aj,+...+a;,_,
(mod p), tal que aj, € A; com i € {1,...,p —1}.

Isto ¢, ap + a;, + aj, + ... +a;,_, = 0 (mod p). Ou seja, o teorema ¢é valido
quando n = p.

Agora, provaremos o teorema por inducao sobre n. Se n = 1, nada temos a
fazer. Suponha que n > 1 e que o teorema é valido para todo inteiro menor do
que n. Se n é primo ja provamos que o teorema é verdadeiro. Assim, considere n
um numero composto, logo n = uv, onde 1 < u < v < n. Entao, o resultado vale
para u e v. Da sequéncia ao, ..., as,_o de comprimento 2n — 1 = 2uv — 1 existe
uma subsequéncia ay ;,, ..., a1, tal que a1, + ... + a1, =0 (mod v).



Existem 2n — 1 — v = (2u — 1)v — 1 inteiros na sequéncia original que nao
estao nessa subsequéncia. Como 2u—1 > 2, podemos encontrar uma subsequéncia
disjunta ag;,, ..., az;, de comprimento v, tal que as;, + ... + az;, =0 (mod v).

Existem 2n—1—2v = (2u—2)v —1 termos que ndo pertencem a nenhuma das
duas subsequéncias ja relacionadas. De maneira indutiva para j = 1,...,2u — 1,
obtemos 2u — 1 subsequéncias distintas a;;,, ..., a;;, de comprimento v, tal que
aji, + ...+ a;;, =0 (mod v).

Entao, a;; + ... + a;;, = bjv, onde b; € Z. Desde que o teorema ¢é valido
para u, existe uma subsequéncia b;, + ... + b;, da sequéncia by, ..., by, 1, tal que
bj, +... +b;, =0 (mod u).

Isto é, bj, + ... + b;, = cu para algum c € Z. Entao

i iajms = i bjv=cuv=cn=0 (mod n).
r=1

r=1 s=1

E isto completa a demonstracao. O

Apresentaremos o Teorema de Chevalley-Warning, que é uma ferramenta uti-
lizada em muitas demonstracoes da Teoria Aditiva dos Numeros, e em seguida,
provaremos o Teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv usando o Teorema de Chevalley-
Warning, assim como feito em [17]. Iremos também convencionar que 0° = 1.

Lema 1.14. Sejam F, um corpo com q elementos e 0 < r < g — 1. Temos

erFq 2" =0.

Demonstracao. Para r = 0, o resultado é 6bvio. Suponha que 0 <r <qg—1e
considere o um gerador do grupo multiplicativo . Logo,

Z " =0"+ Z " =0 +a" + ...+ ale7Vr

z€lFy z€FY

Observemos que (a”, o, o, ..., V) é uma progressio geométrica de razao
a” # 1 e como 2@ =1 para todo x € [y, temos

T r\q—1 -1 ™1 =1
Zxr20+a((a) ) _ (-1
a"—1 a”—1
z€lFy

]

Teorema 1.15 (Chevalley-Warning). Seja p um nimero primo e F, o corpo
finito com q = p* elementos. Parai=1,...,m, seja f;(x1, 2, ..., 2,) um polindmio
de grau d; n varidveis com coeficientes em F,. Denote por N o nimero de n-
uplas (xy1,xa, ..., x,) de elementos de F,, tais que fi(x1, 22, ...,x,) = 0 para todo

it=1,....m. Se
m
EE:Ch <n,
i=1

entdo, N =0 (mod p).



Demonstracao. Pelo lema 1.14

> am=0. (1.2)

z€lF,

Sejam 1, x9, ..., x, € F,. Note que,

ﬁ(l — fi(1, 2o, oy )Y = { L se fi(z1, 23, 2) =0 Vi€A{L,...,m}

L 0 caso contrario
1=

e assim,

N = Z H (1 — fi(wy, 29, ..., 2) 17 h).

T1,...,2n€Fg =1

Como o grau de f;(xy, za,...,x,) é d;, temos

m

H(l — filwy, 2, 0 w,) ") = Z Qpy oy XY T

=1 T1y.-Tn

é um polinémio de grau no méximo (¢—1) ", d; com coeficientes a,, ...a,, € F,.
Entao,

N = Z H(l—fi($1,x2,...,xn)q_1) (mod p)

T1,...,2n€Fg =1

Z Z Qry . @ty (mod p)

Ty EFq T1yeeesTn

Z Ay Z zit..x;m (mod p)

xl,...,an]Fq

Z arl’,__MH Z x;j (mod p), (1.3)

T1,eesTn j=1lz;€eF,

onde, o somatorio percorre todas as n-uplas ry,...,7, de inteiros nao negativos,

tais que
er_q—l Zd <n(g—1). (1.4)

7j=1

Isso implica que para algum 0 < r; < ¢ — 1 na equacao (1.4) a ultima desi-
gualdade decorre da hipdtese. Pelo lema 1.14 temos, Z$]- cF, x;j = 0. E voltando
a equagao (1.3) obtemos N = 0. O

Observemos que no caso n = p, onde p é um numero primo, o Teorema de
Erdos-Ginzburg-Ziv é um corolario do Teorema de Chevalley-Warning. Assim,
temos a segunda demonstracao do teorema 1.13.
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Corolario 1.16 (Erdos-Ginzburg-Ziv). Sejan > 1. Se ag, ay, ..., as,_o € uma
sequéncia de 2n — 1 inteiros, nao necessariamente todos distintos, entao existe
UMma Sequencia a;,, G s, ..., a;, , tal que

aj, +a;,+...+a;, =0 (mod n).

Demonstracao. Dados ay, ..., az,—1 uma sequéncia de elementos no corpo finito
F, = Z,. Considere os polinomios f1, fo € Fplx1, ..., x9,—1] definidos por

2p—1

f1<l’1, ...,ZL'Qp_l) = Z I?_l
7j=1

2p—1

§ : —1
fg(l‘l,...,l'gp_l) = ajx§ .
Jj=1

Seja d; o grau do polinomio f;. Entao, d; = dy = p — 1. Denotamos por N
o nimero de solugoes simultaneas desses polinomios. Como dy + dy = 2p — 2 <
2p — 1, temos do Teorema de Chevalley-Warning que N = 0 (mod p). Como
f1(0,...,0) = f5(0,...,0) = 0, temos N > 1 e assim, N > p > 2. Portanto, os
polinomios f; e f, tém uma solucao nao trivial, ou seja, existem 1, ..., 291 € Z,
nao todos nulos, tais que fi(x1,...,2p—1) = fo(1,...,2p-1) = 0.

Como 2P~! = 1 se, e somente se, z # 0, segue da definicio do polindomio f;
que z; # 0 para exatamente p elementos z;,, ..., x;, € Z,. Assim, aj, +...+a;, =0
(mod p). O

1.5 Demonstracao de Matt DeVos para o
Teorema de Kneser

Nesta se¢ao iremos apresentar um Teorema de Kneser [18], 1953, um resultado
sobre soma de subconjuntos finitos de um grupo abeliano. Faremos a demons-
trac@o do Teorema de Kneser, baseada no artigo de Matt DeVos [4]. A ideia
dessa demonstragao ¢ fornecer uma prova pequena com base em um argumento
de unioes e intersecoes simples.

Definicao 1.17. Seja A um subconjunto nao vazio de um grupo abeliano G. O
estabilizador de A é o conjunto H(A) ={g € G:g+ A= A}.

s

Definigao 1.18. Se um elemento g € H(A) € chamado de periodo de A e A é
chamado conjunto periodico, entao H(A) # {0}.
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Proposicao 1.19. Seja G um grupo abeliano finito. Dados A e B subconjuntos
nao vazios de G, tome H = H(A + B). Entao:

(i) H(A) € H;
(i1) |A+ H|, |B+ H| e |A+ B| sdo maltiplos de |H]|;
(111) H(A) = G se, e somente se, A =G.

Demonstragao. (i) Seja g € H(A), entdo g + A = A. Sendo assim, temos
g+ (A+B)=(9+A) +B = A+ B. Portanto, g € H(A + B) e assim,
temos H(A) C H(A+ B).

(ii) Seja H um subgrupo de G, consideremos A = {x1, z,...,2;}. Assim, A +
H = U2:1($i + H). Logo, existem no maximo [ classes laterais a esquerda
geradas por elementos de A, ou seja, existem k indices, 1 < i1 < is < ... <
i <[, onde 1 < k </, tais que

k
A+ H=|J(x;,+H) e kH|=|A+H|

Jj=1

De modo andlogo, segue o resultado para |[B+H| e |A+B| = |(A+B)+ H|.

(iii) (=) Imediata.

(<) Se A = G, entdo para qualquer que seja g € G, temos g+ A =g+G =
G =A. Logo,ge H(A) e H(A) =G.

]

Teorema 1.20 (Kneser). Sejam G um grupo abeliano, A, B C G finitos e ndo
vazios, com |A| + |B| < |G| e H= H(A+ B), entao

|A+B|>|A+ H|+|B+ H|— |H|.
Demonstrag¢ao. Faremos a demonstragao por indugao sobre |A+ B|. Suponha que

H # {0} e seja ¢ : G — G/H o homomorfismo canonico. Entao, H(p(A + B))
é trivial. Aplicando indugao para p(A), ¢(B), temos

[A+B|=[A+ B+ H| = (lH|(|e(A) +o(B)]) = [H|(|e(A)|+ |¢(B)|—1)
— |A+H|+|H+B|—|H|.

Assim, podemos assumir H = {0}. Se |A| = 1, entéo o resultado é trivial,
entdo podemos assumir |A| > 1 e escolher a,a’ € A. Desde de que ¢’ —a ¢

H(B) C H(A+ B) = {0}, podemos escolher b € B, tal que b+a’ —a ¢ B. Agora,
substituindo B por B — b+ a podemos assumir () # AN B # A.

Seja C C A+ B e K = H(C). Chamamos de C' um convergente se

IC|+|K|>|ANB|+|(AUB) + K|.
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Seja Cy = (AN B) + (AU B) e observe que Cp € A+ B. Desde que 0 <
|A N B| < |A], podemos aplicar indugao em AN B e AU B para concluir que
Cp é convergente. Assim, existe um convergente e agora podemos escolher um C
convergente com K = H(C) minimo. Se K = {0}, entao

A+ Bl = |C] = [ANB|+|AU B[ - [{0}| = [A] + |B] - 1

e segue o resultado.

Entao, vamos supor K # {0} e dessa forma iremos obter uma contradigao.
Desde que H(A + B) = {0} e H(C) = K, podemos escolher a € A e b € B,
tal que a + b+ K € A+ B. Sejam A; = AN(a+ K), A, = AN (b+ K),
By =BN({b+K)e B, =BnN(a+ K). Agora, observe que Ay, B; # ). Para
i=1,2sejam C; = CU(A; + B;) e K; = H(A; + B;). Note que se A;, B; # 0,
entao K; = H(C;) < K.

Agora, a seguinte equacao é valida para ¢ = 1 e também para i = 2 se
As, By # (), e podemos ver que C; nao é convergente, de fato pela minimalidade
de K, e inducao aplicada a A;, B;,

((AUB)+ K| - [(AUB) + Ki| < (|C[+[K[—[ANB[) = (|Ci] + [ K

|AN B
= |K|—[A; + Bi| — | K
< |K|—-|A;+ K;| — |B; + K3 (1.5)

Se By = (), entao

(AUB)+ K| - |(AUB)+ Ki| > |(a+K)\ (41 + K;)|
|K| = [A; + K|

contradizendo a equagdo (1.5) para i = 1. De forma andloga, obtemos uma
contradicao semelhante supondo Ay = (). Assim, temos que Ay, By # () e a
equagao (1.5) é valida parai =1,2. Sea+ K = b+ K, entdao A; = Ay e By = By,
temos

(AU B) + K| - [(AU B) + K| (@ + K)\ (A1 U By) + Ky))|

>
> |K|— A+ Ki| — |By + Ki
0 que novamente contradiz a equacao (1.5). Portanto, a + K # b+ K. Assim,

obtemos a proxima equagao, observando que do lado esquerdo da equagao (1.5)
é nao negativo, e todos os termos do lado direito sao multiplos de K;. Logo,

K| > |As| + | Bi| + | K. (1.6)

Agora, sejam S = (a+ K)\ (A1UBs) e T = (b+ K)\ (A2U B;) e note que S e
T sao disjuntos. A proxima equagao segue do fato de A+ B nao ser convergente,
pela minimalidade de K, e a inducao aplicada a A;, B;,
K| > |[(AUB)+ K|+ |AnB|—|C]
> S|+ |T|+|AUB|+|ANB|—|A+ B|+ |A; + B
> S|+ T+ [A] + | Bi| + | Kl (1.7)
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Das equagoes (1.6) e (1.7) para i = 1,2, obtemos 2| K| > |A;| + |Bs| + |S| +
|As| +|B1| +|T|. No entanto, a + K = SUA; UBy e b+ K =T UAyU By, e essa
contradicao completa a demonstragao. O

Corolario 1.21. Sejam n > 2 e Ay, As, ..., A, subconjuntos finitos e nao vazios
de um grupo abeliano G e H = H(A; + Ay + ... + A,). Entao,

|Ar + A+ .+ Ap| > A+ A + .+ AL — (n— 1)[H|.
Demonstra¢ao. A demonstragao sera feita por indugao sobre n. O caso n = 2

segue do teorema anterior. Seja n > 3 e suponhamos que o teorema ¢é valido para
n—1. Seja H = H(A; + Ay + ... + A,,_1). Claramente H' C H e temos ainda

A+ A+ ..+ A > A+ A+ .+ A+ AL — | H
> A+ Ao+ o [Ana] = (0= 2)|H'| + A — |H]
> A+ Ao+ o+ A + ARl — (= 1)|H].

Agora, temos o seguinte caso particular do corolario anterior.

Corolario 1.22. Sejam G um grupo abeliano e A um subconjunto finito e nao
vazio de G. Seja nA a n-soma do subconjunto A, ou seja,

nA=A+A+ .. +A.

n—uvezes

Seja H,, = HnA) = {g € G : g+ nA = nA} o estabilizador de nA. Entao,
InA| > n|A+ H,| — (n —1)|A,| para todo n > 1.

Demonstracao. Pelo corolario anterior, para qualquer subconjunto finito e nao
vazio de G, temos |nB| > n|B| — (n — 1)|H(nB)| para todo n > 2. Seja B =
A+ H,. Entdo, nB = n(A+ H,) = nA e assim, H(nB) = H(nA) = H,.
Portanto, |nA| = [nB| > n|A+ H,| — (n — 1)|H,|. O

No caso particular em que G é um grupo ciclico finito cuja ordem é um ntimero
primo, o Teorema de Kneser implica o teorema 1.10.

Corolario 1.23 (Cauchy-Davenport). Seja p um primo e A, B subconjuntos
nao vazios de Z,. Entao, |A+ B| > min(p, |A| + |B| — 1).

Demonstragao. Como A e B sao subconjuntos nao vazios de Z,, temos que H =
H(A+ B) é um subgrupo de Z,, ou seja, H = {0} ou H = Z,, assim, se H = 7Z,,
entdo A+ B = Z,, isto é, |A + B| = p e segue o resultado. Por outro lado, se
H = {0}, o teorema 1.20 implica que

|A+B|>|A+ H|+|B+H|—|H| = |A|+|B| - 1.
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1.6 Teorema de Vosper

Apresentaremos agora alguns lemas necessarios para demonstrar o Teorema de
Vosper, que fornece condicoes para a igualdade no Teorema de Cauchy-Davenport.

Definicao 1.24. Dados A e B subconjuntos finitos em G, dizemos que o par
(A, B) € critico quando A+ B # G e |A+ B| < |A| + |B|.

Definicao 1.25. Fizados A e B subconjuntos em G ed # 0, com d € G, dizemos
que A e B sdo progressoes aritméticas com mesma razao d, quando A = {a+1id :
i=0,1,...,s—1} e B={b+id:i=0,1,...,t—1} onde s et sao os comprimentos
das progressoes A e B, respectivamente.

Lema 1.26. Seja (A, B) um par critico em Z,, tal que min(|Al,|B]) > 2 e
|A+B| = |A|+|B|—-1 < p—1. Seja D = A+ B, entdo (D, —A) é um par critico,

onde A+ B € o complementar de A+ B.

Demonstracao. Denote s = |A| et = |B|. Segue das hipéteses que s+t—1 < p—2,
temos |D| = |[A+B| = p—(s+t—1) > 2. Afirmamos que: |D — A| =
|ID|+ | — Al — 1 = p —t. De fato, pelo Teorema de Cauchy-Davenport 1.10,

D — A > min(p, |D| + | — A = 1) = min(p,p— t) = p— . (1.8)

Por outro lado, como (A + B) N D = (), segue que BN (D — A) = () e assim,
D—AC B, ouseja, |D—A| < p—t. Como da equagao (1.8) temos, [D—A| > p—t,
portanto |D—A| < |B| = p—t = |D|—|—A|+1. Como queriamos demonstrar. []

Lema 1.27. Seja (A, B) um par critico de Z,, tal que |A| =s>2, |B| =t >3,
0€ Bel|A+B|=|A|+|B|—-1<p—1. Entao, ezxiste uma classe de congruéncia
e € A, tal que a e-transformada (A(e), B(e)) € um par critico, A(e)+B(e) = A+B
e 2 <|B(e)| < |B|.

Demonstracao. Considere A(e) + B(e) e e-transformada do par critico (A, B),
segue do lema 1.8 e do Teorema de Cauchy-Davenport 1.10

[Al+ Bl = 1= |A(e)| + [Ble)| =1 < [A(e) + Ble)]
< |[A+B| <JA|+|B] - 1.
Portanto, |A(e) + B(e)| = |A(e)| + |B(e)| — 1, ou seja, A(e), B(e) é também
um par critico. Como A(e) + B(e) C A+ B, segue A(e) + B(e) = A+ B. Defina
X ={e€ A: B(e) # B}. Como B(e) C B para todo e € G, segue |B(e)| < |B].
Afirmamos que | X| > 2. De fato, considere Y = A\ X = {e € A: B(e) = B}.

Analisemos as condicoes sobre o conjunto Y. Se Y = (), entao X = A e
|X|=|A| > 2. SeY # (), selecione e € Y, assim B = B(e) = BN (A —e) e logo,
B C A—e. Temos, e+ B C Aparatodoe € Y, entao Y + B C A. Pelo Teorema
de Cauchy-Davenport, temos

s=|A>|Y+ Bl > min(p,|Y|+t—1)
= [Y|[+t—-1=s—|X|+t-1,
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consequentemente | X| >t —1> 2.

Agora, mostraremos que |B(e)| > 2 para algum e € X. Visto que e € X e

0 € B, temos 0 € B(e). Suponhamos que B(e) = BN (A —e) = {0} para todo

e € X. Seja B' = B\ {0}, portanto, B’ N (A —e) = () implica (e + B'N A) = 0,

para todo e € X. Como X + B' C A+ B, segue que X + B C (A+ B)\ Ae
usando novamente o Teorema de Cauchy-Davenport, temos

I X|+t—2=|X|+(t—-1)—1 | X + B'|

<
< |A+B|-|Al=t—1.

Entéo, | X| < 1, o que é uma contradi¢ao. Logo, 2 < |B(e)| < |B|. Comple-
tando a demonstragao. O]

Apresentamos até agora condigbes para que casos especiais de pares de con-
juntos sejam criticos. A seguir apresentaremos condi¢oes para que o par (A, B)
seja formado por progressoes aritméticas com mesma razao.

Lema 1.28. Seja A e B subconjuntos de Z, tais que min(|A|, |B|) > 2 e |A+B| =
|A|+|B|—1 < p—1. Se A é uma progressao aritmética, entio B é uma progressdao
aritmética com mesma razao de A.

Demonstragao. Denote s = |A| e t = |B|. Como A é uma progressao aritmética,
existem ap € Aed € Z,, com d # 0, tal que {ap+id : i = 0,1, ..., s—1}. Tomando
by € B considere os subconjuntos A’ = {(a —ap)d™ :a € A} = {i+pZ : i =
0,1,...8s =1} e B' = {(b—by)d™! : b € B}, segue das defini¢coes de A’ e B’
que A',B" C Z, Assim 0 € B||A| = |A| = s,|B'| = |B| =tcomt >2e
A"+ B ={(c—ag) —by)d™' : c € A+ B}. Por hipdtese, temos

A+ B|=|A+B|=|A+|B—-1<p—1.

Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que B’ = B. Mostraremos
portanto que B = {b,b+ 1,b+2,...,b+t — 1} para algum b € B.

Seja B = {by,by,...,0_1}. Para j =0,1,...,t — 1, escolha r; = 0,...,p — 1,
tal que b; = r; + pZ. Reenumerando as classes de congruéncia b; de maneira
adequada, podemos assumir que 0 =rg < r; < ... < r;_1 < p e supor que r; = p.
Como todo elemento de A + B ¢é da forma b; +¢ = r; + ¢ + pZ, para algum
1=0,...,t — 1, segue

t—1
A+ B = Jlrjory + min(s = 17540 =15 = 1)] + pZ,
=0

Desse modo os t conjuntos nessa uniao sao dois a dois disjuntos. De fato,
dados 0 <17 < j <t —1 observe que

[ri,ri—l—min(s—l,riﬂ—Ti—l)] C [Ti,Ti+Ti+1—7‘Z‘—1] == [’I“Z‘,TH_l—l].



16

Desta forma,

[rj,rj +min(s — 1,7 —r; = D] C [ry, 700 — 1.

Assim, [ry,rip1 — 1 0 [rj, 41 — 1] = 0. Logo,

—1
s+t—1=|A+B| = (1 +min(s — 1,741 —7; — 1))
=0
t—1
= t+ Zmin(s Lrjg—r;—1)
=0

Agora, vamos analisar a minimalidade entre s—1 e r;;; —r;—1. Primeiramente
serjr1 —1; —1<s—1, paratodo j=0,1,...,t — 1 temos,

t—1
s—i—t—lzt—i—Z(er—rj—l):rt—rozp,
=0

mas isso contradiz o fato de que |A|+ |B|—1 < p—1. Assim, existe jo € [0,t— 1],
tal que 7,41 — 7, —1 > s — 1 e assim,

t—1
s+t—1=|A+Bl=s+t—1+ Z min(s — 1,741 —r; — 1).
J=0,3730

Temos 741 —r; = 1, paratodo j =0, ...,t—1, j # jo e portanto, B corresponde
a progressao aritmética da forma [rj, 11,7041 +t — 1] + pZ. O

Corolério 1.29. Sejam A e B subconjuntos de Z,, tais que min(|A|,|B|) = 2,
além disso, |A+ B| = |A|l + |B| — 1 < p — 1. Entao, A e B sao progressoes
aritméticas com a mesma razao.

Demonstracao. Segue diretamente do lema 1.28, observando que um conjunto
com dois elementos ¢ uma progressao aritmética. O

Lema 1.30. Seja (A, B) um par critico em Z,, tal que min(|A|, |B|) > 2, além
disso |A+ B| =|A|+ |B|—1<p—1. Se A+ B é uma progressao aritmética,
entao A e B sao progressoes aritméticas com mesma razao.

Demonstracao. Sendo A + B uma progressao aritmética, entao D = A+ B
também é uma progressao aritmética. Pelo lema 1.26, o par (D, —A) é critico,
assim pelo lema 1.28, o conjunto —A é uma progressao aritmética. Desse fato,
temos A é uma progressao aritmética, como o par (A, B) é critico, os conjuntos
A e B sao progressoes aritméticas com mesma razao. O

Agora, munido desses resultados podemos demonstrar o Teorema de Vosper.
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Teorema 1.31 (Vosper). Seja p um nimero primo. Sejam A e B conjuntos
nao vazios de Z,, tais que A+ B # Z,. Entao, |A+ B| = |A|+ |B| — 1 se, e
somente se, uma das sequintes condicoes é satisfeita:

(i) min([A], |B]) = 1;
(ii)) |A+B|=p—1eB=c— A, onde {c} =7Z,\ (A+ B);

(i11)) A e B sao progressoes aritmélticas com mesma razdo.

Demonstracao. Pelo lema 1.5, se A+ B # 7Z,, entao |A| + |B| < p. Suponhamos
sem perda de generalidade que (i) é valida, isto é, min(|A|, |B|) = |B| = 1, entao
|A+ B| =|A| =|A| + |B| — 1 e assim, (A, B) é um par critico.

Se (ii) é vélida, temos ¢ € Z, e A um subconjunto de Z,, tal que 1 < |A4| <
p—1. Definimos B = ¢ — A. Como ¢ ¢ A+ B por hipdtese, temos |A|+ |B|—1 =
p—1=|A+ B| <p—1. Entao,

Bl =lc—Al=p—[c—A[=p—|A]
e do Teorema de Cauchy Davenport 1.10 segue

|A+ B| > min(p, [A] + [B]| —=1) = min(p, |[A]+p—[A][-1)
- mln(p7p_1):p_]-)

ouseja, p—1=|A|+|B|—1<|A+B| <p—1,eassim, |[A+ B| = |A|+|B| —1,
isto é, (A, B) é critico.

Agora, se A e B sao progressoes aritméticas em 7Z, com mesma razao e r,t
inteiros positivos, com r + ¢t < p, tais que A = {a+id : i = 0,1,....,r — 1} e
B={b+id:i=0,1,....,s —1}.

Como d € Z,\{0} e o(d) é um divisor de p, resulta que o(d) = p. Entao,
A+B ={a+b+id:i1=0,1,...,r+t—2}, eassim |A+B| = r+t—1 = |A|+|B|—1.
Portanto se (i), (ii) ou (iii) sao vélidos, entao o par (A, B) é critico.

Reciprocamente, é suficiente provar que uma das trés condi¢oes ocorre. Seja
(A, B) um par critico, isto é, |A+ B| = |A| +|B| —1. Se |[Al|=1ou|B|=1,0
par é da forma (i).

Como |A+ B| = p — 1, pois (i7) é valida, entdao A+ B = {c} para algum
¢ € Z,. Vamos provar que B = ¢— A. De fato, como ¢ ¢ A+ B, segue que
BN (c—A)=10eassim, BC c— A. Entao,

|B| < |c— Al =p—|c— Al =p—|A]

Assim, |B| < p—|A| = |A|+|B| < p = |A|+|B| < p—1 = |A|+|B|-1 < p-2,
absurdo, pois |A + B| = |A| + |B| — 1. Segue

Bl=p—|A|=c—4
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e assim, B = ¢ — A. Logo o par (A, B) é da forma (ii).

Para finalizarmos a demonstragao, assumiremos que (A, B) é um par critico
tal que, min(|A|, |B|) > 2 e |A+ B| < p — 1. Pois caso contrério estaremos nas
condigoes (i) e (ii).

Seja (A, B) um par critico com |B| =t > 2. Faremos a conclusao da demons-
tracao por inducao sobre t. Se t = 2 o resultado segue do lema 1.30. Suponha
t > 3 e assuma que o teorema ¢é valido para todo para critico (A, B) com |B| > 3.

Pelo lema 1.27, existe e € A, tal que (A(e), B(e)) é um par critico com A(e) +
B(e) = A+ Be2<|B(e)| <t.

Pela hipétese de inducao, A(e) e B(e) sao progressoes aritméticas com mesma
razao e como A(e) + B(e) = A+ B, temos portanto do lema 1.30, que A e B sao
progressoes aritméticas com a mesma razao, completando a demonstracao. O

Finalizaremos este capitulo com o seguinte lema, cuja demonstragao encontra-
se em [12]. Esse lema serda utilizado na demonstragao do resultado principal
estudado neste trabalho, observando que esse resultado quando aplicado a ordem
de G prima, obtemos o teorema anterior.

Lema 1.32. Seja G um grupo contendo dois subconjuntos A e B, tal que 1 € ANB
e2 < |B|. Sejar e G\{l}, tal que |(r)| > max(|Al|,|B|). Entdo, as sequintes
afirmagoes valem:

(i) Se |{1,r}B| = |B| + 1, entao existe j € Z tal que B = {r* : j < i <

(ii) Se B={r':j<i<j+|B|—1} e |AB| = |A| +|B| — 1 entdo existe s € Z
tal que A={r':s<i<s+|Al—1}.



Capitulo 2

Numero Isoperimétrico

Neste capitulo iremos desenvolver o Método Isoperimétrico, apresentando as
definicoes e propriedades da k-separabilidade e do niimero k-isoperimétrico do par
(G, B), onde B é um subconjunto de um grupo G multiplicativo com a unidade
em B. Tais propriedades permitiram mostrar a generalizacao do Teorema de
Cauchy-Davenport e um resultado equivalente ao Teorema de Vosper, quando
aplicado a ordem de GG prima, que apresentaremos no capitulo trés.

2.1 Notacoes e Terminologias
Inicialmente iremos estabelecer algumas notagoes:

e k denota um nimero natural maior ou igual que 1;

e Seja G um grupo multiplicativo contendo um elemento r e um subconjunto
B. O subgrupo gerado por B serd denotado (B). Escrevemos também (r)

para ({r}).

Definicao 2.1. Seja G um grupo multiplicativo contendo dois subconjuntos A e
B nao vazios, entio o produto de Minkowski é dado por AB = {zy : x €
A eye B}.

Definigao 2.2. Seja B um subconjunto de um grupo G multiplicativo tal que
1 € B. Dizemos que o par (G,B) €é k-separdvel se existe X C G, tal que
| X|>ke|G\XB|>k.

Definicao 2.3. Se (G, B) € k-separdvel, definimos o nimero k-isoperimétrico
de (G, B) da seguinte forma

ke(G,B) =min{|XB\ X|: |X| >k e |G\ XB| > k}.

e Observe que |[XB\ X| = |XB|—|X]|, pois X C XB, jd que 1 € B;

e Vamos escrever k; em vez de ki (G, B), quando o contexto for claro;

19
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e O conjunto de X C G serda chamado de conjunto k-critico se

(XI =k |G\NXB[=k e [XB\X[=r(G, B);

e Um conjunto k-critico com cardinalidade minima sera chamado de k-atomo
de (G, B) e sua cardinalidade serd denotada por oy (G, B).

2.2 Resultados Principais

De posse de tais defini¢oes, apresentaremos alguns resultados que irao nos
permitir dizer em que condicoes ki (G, B) = k,(G, B™!) , onde B~! sdo os inversos
de B ou ainda estabelecer relagoes entre as cardinalidades de dois k-atomos de
(G, B).

Lema 2.4. Seja B um subconjunto finito de um grupo G, tal que 1 € B. Suponha
que (G, B) € k-separdvel. Sejam A um k-dtomo de (G, B) ex € G. Entdo, tA €
um k-dtomo de (G, B).

Demonstra¢ao. Como |xA| = |A|, a demonstragao segue de forma imediata. [

Note que, o lema 2.4 nos diz que satisfeita a definicao de k-separavel, existe
um k-atomo de (G, B).

Lema 2.5. Seja B um subconjunto finito de um grupo G, tal que 1 € B. Suponha
que (G, B) € k-separdvel. Entdo, para todo | X| > k,

|XB| > min{|G| — k + 1, |X| + xx(G, B)}. (2.1)

Além disso, kx((B), B) > 1.

Demonstracao. Se |XB| > |G| — k + 1, segue o resultado. Agora, suponha que
| X B| < |G| — k. Entao, por defini¢do, temos

ki(G,B) < |[XB\ X| = |XB| - |X| = |XB| > |X| + r1(G, B). (2.2)

Da desigualdade (2.2) segue a relagao (2.1).

Agora, suponha que ki ((B), B) = 0. Existe um subconjunto finito nao vazio
X C (B), tal que XB = X e X # (B). Entao, segue que X B* = X, para i > 1,
onde B’ sao poténcias de B, e portanto B* C X !X, e segue que todo elemento
de B tem ordem finita e assim, (B) = J,», B"

Logo, X = J;s, XB" = X(B) = (B). Uma contradi¢ao, pois X # (B).

Portanto, k,({B), B) > 1. O
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Lema 2.6. Seja B um subconjunto finito de um grupo G tal que 1 € B. Suponha
que (G, B) € k-separdvel. Seja A um k-dtomo de (G, B), tal que |[A| > k+1 e
r € A. Entao, |ANxzB™'| > 2, onde B! ={b~':be B}.

Em particular, existe uma funcao v : A — A, tal que para cada a € A temos
(¥(a)™a € B\ {1}.
Demonstragdo. Suponha que |[ANxB~ ! < 1. Tome F = A\ {z}, note que
|F| > ke |G\ FB| >k, pois
|G\ FB|=|G|—|FB|>|G|—|AB| = |G\ AB| > k.
Portanto,

k(G B) < |FB\ F| = [FB| ~ |F| =|FB|>|F|+x(G.B).  (23)

Por outro lado, note que FB C AB\ {z}, pois caso contrério, existiria = €
FB C AB tal que, x = fbcom f € FF = f =ab! = f € B!, ou seja,
feAnazB™! eassim |[ANxB™Y > 2, pois z € ANzB™!, o que contraria a
hipétese de |[ANzB~| <1, isto é, FB C AB\ {z}. Logo,

|FB| < |AB|—1=|A| + ki(G,B) — 1 = |F| + rx(G, B). (2.4)
De (2.3) e (2.4) segue ki (G, B) = |F B\ F|, portanto F' ¢ um conjunto k-critico,
o que é absurdo pois |F| < |A| e A é um k-dtomo. Portanto |ANzB~!| > 2.

Agora, tome a € A, escolha y € ANa(B~'\ {1}), entdo podemos definir
Y(a) =y, e assim segue o resultado. O]

Lema 2.7. Seja B um subconjunto finito de um grupo G tal que 1 € B. Suponha
que (G, B) € k-separdvel. Se F' € um conjunto k-critico de (G, B), entao (G, B™)
¢ k-separdvel e k(G, B) = kx(G,B™1). Além disso, G\ FB é um conjunto k-
critico de (G, B™1).

Demonstragao. Defina R = G\ FB. Note que, RB™! C G'\ F, pois caso contririo
existiria f € F, tal que f = rb™!, comr € R,b € B = r = fb ¢ R. Portanto,
temos |G\ RB~!| > |F| > k.

Assim, temos |R| > k, pois |G\ FB| > k e |G\ RB™!| > |F| > k, ou seja,
(G, B™1) é k-separdvel. Temos |[RB~!| < |G\ F| = |G|—|F|. Como F é k-critico,
entao

|[RB7'| < |G\ F| = |G| - |F| = |G| = |FB| + #4(G, B) = |R| + (G, B),
ou seja k(G, B™!) < |RB7'| — |R| < ki(G, B) = |RB™'\ R| < xki(G, B).
Assim, por dualidade temos r(G, B) = kix(G, B™). ]
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Proposicao 2.8. Seja B um subconjunto finito de um grupo G tal que 1 € B.
Suponha que (G, B) € k-separdvel. Seja F' um conjunto k-critico de (G, B) e seja
A um k-dtomo de (G, B) tal que |A| < |G\ FB|. Entao A C F ou |[ANF| < k—1.

Demonstracao. Defina
Ri1=ANF, Rp=AN(FB\F), Ri3=AnN(G\FB),
Ry = (AB\A)NF, Ryy = (AB\A)N(FB\F), Res = (AB\ A)N (G \ FB),
R31 =FN(G\AB), Rys = (FB\ F)N(G\ AB), R33 = (G\ AB)N (G \ FB).
Assim segue,
| Ro1| 4 [ Roo| 4 [Ras| = [Rio| 4 [Roo| 4 [Rso| = (G, B). (2.5)
De fato, observemos as seguintes relacoes

|Ro1| = [(AB\A)NF|=|[(ABNF)\ (ANF)|=|ABNF|—-|ANF].

|Raz| = [(AB\NA)N(FB\ F)| = [((AB\ A)N FB)\ (AB\ A) N F)]
= [(AB\A)NFB|—|AB\ A)NF|=[(ABNFB)\ (AN FB)|
= |ABNFB|—-|ANFB|—-|ABNF|+|ANF].

Rasl = (AB\A)N(G\ FB)| = [(AB\ 4) N G)\ ((AB\ A)N FB)
= [(AB\A)NG|—|AB\ A)NFB|
|AB\ A| = |ABN FB|+|ANFB|.
Segue que,

’R21| + |R22| + |R23‘ == |AB \ Al = Iik(G,B).

Note que,
|Ri2| =|AN(FB\F)|=[(ANFB)\(ANF)|=|ANFB|—|ANF)|.

Agora, temos

[Rz2| = |(FB\F)N(G\AB)| = [(FB\ F)NG)\ ((FB\ F')N AB)|
= |FB\F|—|FBNAB|+|FnNAB].

Assim,

|Rio| + |Roa| + [Ra2| = [FB\ F| = r(G, B).

Logo, obtemos a relagao (2.5). Verifiquemos agora a seguinte relagao

(AﬂF)B\(AﬂF)CR12UR22UR21. (26)
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De fato, suponha x € (AN F)B\ (AN F), ou seja, x = yb, com b € B e
y€ ANF,enotequex ¢ ANF, isto é, x ¢ Aoux ¢ F, temos:

Caso 1. Sex ¢ A=z € AB\ A. Assim se z € FB\ F, segue o resultado,
ou seja, © € Ryy. Caso contrario x € F, e neste caso ¢ € Ry = (AB\ A)N F.

Caso 2. Sex € A= x ¢ F,ouseja, x € FB\ F, e desta forma = € Rys =
AN(FB\ F), logo, segue o resultado. Temos, também a relagao

(AUF)B\(AUF)CR32UR22UR23. (27)

De fato, suponha z € (AU F)B\ (AU F), ou seja, v = yb, com b € B e
ye AUF, enote que x ¢ AUF,isto é, x ¢ Aex ¢ F, temos:

Caso 3. t € FB\AB=2x € (FB\ F)N(G\ AB) = Rss.
Caso 4. r e AB\FB=x2¢€ (AB\ A)N(G\ FB) = Ra;.
Caso 5. x € (FB\ F)N(AB\ A) — Ras.

Suponha que |[ANF| > k. Como |G\ (ANF)B| > |G\ (AB)| > k, temos,
ke(G,B) < [(ANF)B\ (ANF)|,pois |[ANF| > ke |G\ (ANF)B| > k e assim,
AN F satisfaz a definicao de ntimero isoperimétrico.

Agora, usando as relagoes (2.5) e (2.6), temos
| Riz| + [Raa| + | Rao| = #k(G, B) < [(ANF)B\ (AN F)| < |Rua| + [Raz| + [Ra

assim, |Rio| 4+ |Raoa| + |Rs2| < |Ri2| + |Raz| + |R21|, mas usando a relagao (2.5),
temos |R21| + |R22| + |R23| S |R12| + |R22| + |R21|, portanto,

|Ri2| > | Ras]. (2.8)

Agora note que, |Rs3| + |Res| + |Ris| = |G\ F'B|. De fato,

|Rss| = [(G\AB)N(G\ FB)| = [(GNG\FB)\ (ABNG\ FB)|
= |(G\FB)| - |(ABNG)\ (ABN FB)
—= |G\ FB|—|AB|+|ABNFB].

|[Ras| = [(AB\ A) N (G\ FB)| = |(AB\ A)NG)\ ((AB\ A)NFB)
= |(AB\A)NG|—|AB\ A)N FB|
= |AB\ Al —|(ABNFB)\ (AN FB)|
= |AB\ A|—|[ABNFB|+|ANFB|
= |AB|—|A| - |ABNFB|+|ANFB|.

[Rus| = [AN(G\FB)| = [(ANG)\ (AN FB)|
|ANG| —|ANFB|
|A| — |[ANFB].
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Portanto, |Rs3| + |Res| + |Ris| = |G\ F'B|. Usando a relacao (2.8), temos

|Rss| = |G\ FB| — [Ras| — |Ri3| > |A] — |Ria| + | Risl.

Observe que

|A] = [Rio| + [Ris] = |A[—=]|AN(FB\ F)|—[AN(G\ FB)|
= [A|=[(ANFB)\ (ANF)| = [(ANG)\ (AN FB)|
= |A|—|[ANFB|+|ANF|—|Al+|ANFB|
= |ANF|.

Assim, |R33] > |ANF| > k. Como R33 C G\(AUF')B. Temos, |G\(AUF)B| >
k, por definigdo de numero k-isoperimétrico, temos [(A U F)B \ (AU F)| >
kk(G, B). Usando (2.5) e (2.7), temos

|Ria| + |Rao| + |R3z| = ki(G, B) < [(AUF)B\ (AU F)| < |Rsa| + |Roa| + [ Ras|.

Assim, |Rig| + [Roa| + |Raz| < [Raz| + [Raz| + [Ras|. Portanto, |Ria| < [Rasl.
Logo, da relacao (2.8), temos

|Ria| = |Ras|. (2.9)

Segue agora, usando a rela¢ao (2.6) e a equacao (2.9), que

|(AﬂF)B\(AﬂF)| < |R23| + ‘R22| + ’R21|.

Pela equagao (2.5), temos [(AN F)B\ (AN F)| < kx(G, B), a desigualdade
contraria decorre da definigdo. Assim, A N F é um conjunto k-critico, entao
|A| = |AN F|. Logo, A= ANF, portanto A C F. O

Proposicao 2.9. Seja B um subconjunto finito de um grupo G, tal que 1 € B.
Suponha que (G, B) € k-separdvel e que 204(G, B) + ki (G, B) < |G|. Sejam K e
M k-datomos distintos de (G, B). Entdao, |[K " M| <k — 1.

Demonstra¢ao. Suponha |[K N M| > 1. Temos,

|K|+ |[MB| =|K|+ |M|+ rp(G, B) = 2ax(G, B) + ke (G, B) < |G|. (2.10)

Na primeira igualdade usamos que M ¢é k-critico e na segunda que K e M sao
k-dtomos. Segue da equagao (2.10) que |K|+ |MB| < |G| = |K| < |G\ MB|,
como K e M sao conjuntos distintos, segue pela proposi¢ao 2.8 que |[K N M| <
k—1. m

Lema 2.10. Seja B um subconjunto finito de um grupo G, tal que 1 € B. Assuma
que (G, B) € k-separdvel e que 2c0y,(G, B) + kx(G, B) > |G|. Entio, G € finito e
(G, B™Y) € k-separdvel. Além disso, 2c,(G, B™Y) + ki (G, B™1) < |G].



25

Demonstragao. Claramente G é finito, pois ay (G, B) e ki(G, B) sao finitos. Pelo
lema 2.7 (G, B™') é k-separdvel. Agora, seja K um k-dtomo de (G, B). Usando
o lema 2.7 novamente, G'\ KB ¢ um conjunto k-critico de (G, B™1), logo

ar(G,B™Y) < |G\ KB| =|G| - |KB| = |G| — |K| — xx(G, B)
= (G, B™") + ax(G, B) + ki (G, B) < |G]. (2.11)
Aplicando em (G, B™1), temos

ax(G, B) + i (G, B™Y) + ki (G, B™Y) < |G (2.12)

Somando (2.11) e (2.12), temos

204(G, B) + ki (G, B) + 2a(G, B™) + kx (G, B™') < 2|G]. (2.13)

Agora suponha,

20;(G, B™") + ke(G, B™Y) > |G, (2.14)

Usando a hip6tese 2ay (G, B) + ki(G, B) > |G| e somando com (2.14) temos
2ak(G, B) + fik(G, B) + QOék(G, B_l) + lik(G, B_l) > 2|G|,

o que é uma contradi¢io & (2.13). Portanto, 2ax(G, B~ + ki (G, B™) < |G|. O



Capitulo 3

Aplicacoes do Método
Isoperimétrico

3.1 Generalizacao do Teorema de
Cauchy-Davenport

Agora munido dos resultados do capitulo dois, apresentaremos os resultados
obtidos por Hamidoune no artigo [9] que sdo: a generalizacdo do Teorema de
Cauchy-Davenport [2, 3] que ao invés de tomarmos A, B C Z, tomamos agora em
um grupo qualquer e com algumas condic¢oes sobre a cardinalidade de B obtemos
assim uma generalizacao do resultado. Tem-se também o resultado principal
provado por Brailovski e Freiman em [8] e uma prova do teorema de adigao em
caracteristica 2, provada por Zemor em [21]. Além disso, temos o coroldrio que
aplicado a ordem de G prima, obtemos o Teorema de Vosper [20].

Proposicao 3.1. Seja G um grupo gerado por um subconjunto B finito, tal que
1 € B e|B| <|G|—1. Suponha que cada elemento de G\ {1} tenha ordem maior
ou igual a |B|. Entdo, ki(G,B) > |B| — 1.

Demonstragao. Por hipétese |B| = |G| — 1, logo |G\ B| > 1. Assim, (G, B) ¢
1-separdvel, pois podemos tomar X = {1}, temos |X| > 1e |G\ B| > 1. Agora,
considere os seguintes casos:

Caso 1. 2a4(G, B) + k1(G, B) < |G|.

Pelo lema 2.4, existe K, 1-atomo de (G, B), tal que 1 € K. Suponha |K| > 2
e que k1(G, B) < |B| — 1. Pelo lema 2.6, existe a € (K \ {1}) N B!, e assim
a € KNakK.

Pelo lema 2.4, aK é um 1-dtomo de (G, B) e pela proposi¢ao 2.9, aK = K,
pois se aK e K sao distintos, entdo [aKNK| <k—-1=1-1=0#1=aK = K.
Segue que (a)K = K, e assim

k1(G,B) = [(a) KB| — |[{(a)K| = k1(G,B) =0 (mod [{a)]).

26
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Pelo lema 2.5, k1(G, B) > 1. Portanto,
k1(G, B) > [(a)] = [(a")| > |BI,

uma contradigao, pois supomos ;1 (G, B) < |B| — 1. Consequentemente |K| = 1.
E por defini¢ao temos (G, B) = |KB| — |K| = |B| — 1.

Caso 2. 204(G, B) + k1(G, B) > |G]|.

Pelo lema 2.10, G ¢ finito, (G, B') é 1-separdvel e 20 (G, B™') + £, (G, B™!) <
|G|. Pelo caso 1, aplicado a (G, B™1), temos x;(G, B~!) = |B| — 1, mas pelo lema
2.7, k1(G, B) = r1(G, B™), logo segue o resultado. O

Este resultado generaliza de certa forma o Teorema de Cauchy-Davenport,
no sentido de que existem subconjuntos A e B que satisfazem a desigualdade
|AB| > |A|+|B|—1 em outros conjuntos diferentes de Z,. De fato, como (G, B) é
1-separavel, pelo lema 2.4 existe um k-atomo A em G tal que k, (G, B) = |AB\ 4|,
segue que

|B| — 1 < k1(G,B) = |AB\ 4|,

e isto implica que :
|AB\ A| = [AB| - |A| > |[B| = 1= |AB| = |A[ + |B| - 1.

Corolario 3.2. Seja G um grupo contendo dois subconjuntos finitos A e B tal
que 1 € AN B, 2 < min(|A|,|B|) e |AB| < |A| + |B| — 1. Suponha que cada
elemento de G \ {1} tenha ordem maior ou igual que o max{|A|, |B|}. Entao
(4) = (B).

Demonstra¢ao. Suponha que (A) ¢ (B). Tome uma particao de A = A; U Ay U
-+~ U A, onde A; é uma intersegdo nao vazia de A com uma (B)-classe lateral a
esquerda. Como 1 € A, temos que t > 2, pois quando ¢t < 2, (A) C (B) é uma
contradicao a afirmagao (A) ¢ (B) . Assim, escolha a; € A;, paracada 1 <i <t,
onde b € B, temos o(b) > |B| e por hipétese |B| > 2, logo |B| < [(B)| — 1.
Portanto, pela proposicao 3.1

k(G B) = |B| - 1.

Seja J = {i € [1,t] : |A;B| < |(B)|}. Pelo lema 2.5, temos
la; ' AiB| > |a; ' Ay + |B| -1, i€ J
Agora, observe que A;BN A;B = (), para todo i # j, pois sao classes laterais
a esquerda. Assim, [AB| =3, |AiB|+32,,, |AiB|.
Como |A;B| > |A;| + |B| — 1 e |A;B| > |(B)|, para todo i ¢ J, temos

ieJ

[AB] =) (|4l +1Bl=1) + ) [B)l. (3.1)

ied igJ



28

Observe que a primeira parcela da desigualdade (3.1), tem exatamente |J|
parcelas e na segunda parcela t — |J|, e note ainda que |A;| + |B| — 1 > |B],
portanto

[AB| = [J||B| + (t = [J])[(B)] (3.2)

Usando a relagao t > 2, |(B)| > max(|A|,|B|) e |J| < ¢, vamos mostrar que
|J| = t. Suponha entdo |J| < t. Como |(B)| > max(|A|,|B|), temos

[Al+1Bl =1 = |AB| = [J[|B] + (t = [JDI(B)| = |J]|B] + (¢ = [J]D]A],

ou seja, |A|(1+]J|—t)+|B|(1—]|J|)—1 > 0. Logo |J| = 0 e assim, |A|+|B|—1 >
t|B|. Por outro lado,

Al + [B] =1 = |[AB| = t|(B)| = 2max(|A|, |B|) = [A] +|B|,

o que é absurdo, logo |J| = t. Agora, por (3.1) e (3.2), temos |A| + |B] —1 >
[AB| = [A[ + |J|(|B] = 1). Logo,

Al + Bl =1 = [A[+ [JI(IB| =1) = [B| =1 = |J[(|B]-1)
= [J] <1,

ou seja, |J| = 1 o que é uma contradi¢do, pois t = |J| e t > 2. Portanto,
(A) C (B). Similarmente prova-se a inclusao contraria. O
Agora, apresentaremos o resultado provado por Zemor [21].

Corolario 3.3. Seja s um numero natural. Seja B um subconjunto finito nao
vazio de um corpo finito F' com caracteristica 2. Entdo as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(i) Para todo 2 < |A|, com A C F, temos |A+ B| > min(|F|—1,|A| +|B| +s);
(i1) Para cada subgrupo aditivo nao nulo H, |H+B| > min(|F|—1, |H|+|B|+s).
Demonstragao. Claramente (i) = (7). Agora suponha que (i) nao é vélido e
escolha b € B. Dal segue que (F, B+b) é 2-separédvel, pois como (7) nao é valido,

entao existe um A, com |A| > 2, tal que |A + B| < min(|F| — 1,|A| + |B| + s),
ouseja, |[A+B| < |F|-1=|A+B|<|F|-2=|F|—-|A+B|>2.

Como |B| = |b+ B|, temos que (F, B+b) é 2-separavel. Observe também que
ko(F,B+b) < |B|+ s —1, pois

|A+B| < |A|+|B|+s = |A+B| < |A|+|B|+s—1= |[A+B|—-|A| < |B|+s—1.
Como ko(F, B +b) < |A+ B| —|A|, temos ko(F, B +b) < |B|+ s — 1. Pelo

lema 2.4, existe um 2-dtomo H contendo o 0. Como B + b = —(B + b), pois a
caracteristica de F' é 2, entao temos pelo lema 2.10

200(F, B+ b) + ko(F, B+ b) < |F|,
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assim, note que

200(F, B+ b) + ko(F,B+0b) < |F|
2|H|+ |H + B| — |H| < |F|
|H+B| < |F|—|H]|
|H+B| < |F|—-2
|H+B| < |F|-1

Agora, pelo lema 2.9 e pelo lema 2.4, para cada x, temos |(H + x) N H| <
k—1=1ou H+x = H. Desta forma, tome z € H \ {0}, assim temos
{0,2} C HN(H + z), portanto H +x = H. Assim, segue que H é um subgrupo
aditivo de F', entao como H é 2-atomo, temos

|H+ B|— |H|=ry <|B|+s—1=|H+ B| < |H|+ |B|+s—1,
como querfamos. Portanto, (i) = (i), segue o resultado. O
Assim, concluimos esta secao apresentando a prova desse teorema de adicao

em caracteristica 2, provada em [21]. O coroldrio 3.3 é um pouco mais preciso do
que o teorema 1.4 provado no artigo [21], ja que evita a restri¢ao |A] < s* — 2.

3.2 Problemas Criticos

Agora, apresentaremos o principal resultado deste trabalho, que constréi um
resultado equivalente ao Teorema de Vosper [20], ou seja, obtemos um resultado
através do Método Isoperimétrico que caracteriza os pares de conjuntos criticos.

Teorema 3.4. Seja G um grupo gerado por um subconjunto finito B, tal que
1 € B. Suponha que cada elemento de G\ {1} tenha ordem maior ou igual que
|B|. Entdo, uma das sequintes condi¢oes é vdlida:

(i) Para todo 2 < |X| < oo, |XB| > min(|G| —1,|X| + |B|);

(ii) Existemr #1 ej € Z tal que B={r':j<i<j+|B|—1}.
Demonstra¢ao. A demonstracao sera por indugao sobre a cardinalidade de B.
Note que quando |B| < 2, a condigao (ii) é valida.

Suponha que o resultado é valido para todo B’, com |B’| < |B|. Suponha
que a condicao (7) nao é vélida, entao existe X C G, com 2 < | X| < oo, tal que
|XB| < min(|G| — 1,|X| + | B]), isto é

e | XB| <|G|-1=|G\XB| >1= |G\ XB| > 2, ou seja, (G,B) é
2-separavel.



30

e Temos também,

| XB| < |X|+|B] = |XB\X|<|B|
= KQ(G,B)<|B|
~ (G, B) < |B|-1. (3.3)

Assim considere os seguintes casos:
Caso 1. 2a»(G, B) + ko(G, B) < |G].

Pelo lema 2.4, existe um 2-atomo K de (G, B) tal que 1 € K. Considere
inicialmente o caso em que |K| = 2, ou seja, K = {1,7}, temos por (3.3)

|[KB|—|K| < [B|-1
KB| < |B|+|K|—1
IKB| < |B|+1= |KB|=|B|+1. (3.4)

Para obtermos a igualdade (3.4), observe que, |KB| < |B| +1 = |KB| <
|B| = KB = B. Temos
KB = {1,r}B=r'€ B,Yi, pois
leB r"le KB=B=recB

=
reB = r*eB

= rie B,Vi.

Como r € G\ {1}, |r| > |B|, se |B| = k, entao {1,r,7%,r3 ... r* 1} = B.

Assim, pelo item (i) do lema 1.32 existe j € Z, tal que B = {r* : j < i <
j+ 1Bl =1}

Suponha | K| > 3. Pelo lema 2.6 existe uma funcao ¢ : K — K, tal que para
cada a € K,¢(a) 'a € B\ {1}. Assuma agora que |K| > |B| — 1. Claramente,
existem a,b € K tal que a #b e

Tome agora, u = ba™!, temos

Y(a)a = v(b)b
Y(b)(a)ra = b
V() (a)™? ba "' = u. (3.5)

Agora por (3.5), temos b = ua = b € uK e da mesma forma tem-se, ut)(a) =
(b)) = ¥(b) € uK, portanto {b,¥(b)} C uK N K. Observe que b # 1(b), pois
Y)W # 1 = b # (b). Além disso, temos u # 1, pois caso contrario temos
ba~! =1 = b= a, uma contradicio pois a # b.
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Logo, pela proposigao 2.9, uKK = K, assim segue que (u) K = K. Temos

k2(G, B) = (W) K B| — |(0)K| = k2(G,B) =0 (mod |(u))).

Pelo lema 2.5, ko(G,B) > 1. Consequentemente, ko(G, B) > [(u)| > |B|,
uma contradi¢ao por (3.4). Entao,

K| < |B| - 1. (3.6)

Assim, pelo corolério 3.2 e (3.6) temos G = (B) = (K). Sabemos que

20[2(G7B)+HQ(G,B) S |G|
2K|+ KBl |K| < |G
Bl + K| < |KB| + K| < |G|
1B+ |K|-1 < |G|—1.
Segue que,
|B'K™ =K'+ BT -1<|G| -1,
isto é,

| B'K Y =|K '+ |B Y -1<|G|]—2.

Por (3.5) e hipdtese de indugao, aplicado a (G, K1), existem r # 1 e q € Z,
tal que K~! = {r": j <i < j+|K|— 1}, portanto pelo o item (ii) do lema 1.32
existe s € Z, tal que

Bl={r':s<i<s+|B|-1}.

Portanto, .
B={r":s<i<s+|B|—1}.
Caso 2. 2as(G, B) + k2(G, B) > |G]|.

Pelo lema 2.10, G é finito e (G, B™1) é 2-separdvel e 2a5(G, B™!)+ky(G, B™1) <
|G|. Pelo lema 2.7, temos ko(G, B™') = ky(G, B). Assim, com os mesmos argu-
mentos usados no Caso 1 aplicado a (G, B™1), mostra-se que

B={r':s<i<s+|B|l-1},
para algum s € Z. O]

Corolario 3.5. Seja G um grupo contendo dois subconjuntos finitos A e B tal
que 2 < min(|A|,|B|). Suponha que cada elemento de G\ {1} tenha ordem maior
ou igual que max(|Al|,|B|) e |AB| = |A| + |B| — 1 < |G|. Assuma que 1 € B e
que G € gerado por B. Entao uma das sequintes condi¢oes € valida:

(i) Emistey tal que A= G\ (yB™!);
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(ii) Ezistem x,y,r € G tal que A= {ar' : 0 <i <|A| -1} e B={riy:0<
i <|B|—1}.

Demonstragao. Considere primeiro o caso |A| + |B| —1 = |G| — 1. Seja y o tnico
elemento G\ AB. Assim, A C G\ (yB™!), pois note que, A C G, entdo suponha
que exista a € A, tal que a = yb~! = y = ab, uma contradigao pois y € G \ AB.
Por outro lado, temos

Al +[Bl -1 = |G] -1
[Al+1B] = |d]
Al = 1G] - [B]
Al = |G = |yB™"|
Al = |G\yB™,

o que mostra que A = G\ yB~!, o que prova (i).

Considere agora o caso em que |A| + |B] —1 < |G| —2. Sejaa € A e
b € B~'. Pelo coroldrio 3.2, aA C (Bb). Pelo teorema 3.4, existe r # 1 e m € Z
tal que Bb = {r’ : m <i < m+ |B| — 1}. Pelo lema 1.32, existe n € Z tal que
aA={r'":n<i<n+|A -1} O

O corolario 3.5 quando aplicado a ordem de GG prima obtem-se o Teorema de
Vosper [20]. Note que, da condigao |A| + |B| — 1 = |G| — 1 da primeira parte da
demonstragao do corolario 3.5, temos |A+B| = |A|+|B|-1 = |G|-1 = |A+B| =
|G| — 1, tomando a ordem de G um nimero primo p, tem-se |A + B| = p — 1.
Além disso, do fato y € G\ AB = A = y — B, o que equivale a condic¢ao (i)
do teorema 1.31. Temos ainda da condicdo (i7) do coroldrio 3.5 que A e B sao
progressoes aritméticas de mesma razao.

Além disso, no caso em que G é sem torsao, a condigao (i) ndo é valida, pois
G ¢ infinito, o corolério 3.5 equivale ao resultado principal provado por Brailovski
e Freiman em [8].



Consideracoes Finais

Com esse trabalho conseguimos estudar os resultados cléssicos da Teoria Adi-
tiva dos Numeros. Utilizando o Método Isoperimétrico estudamos uma outra
forma de obter esses resultados, e no caso do Teorema de Cauchy-Davenport, um
resultado generalizado.

O Método Isoperimétrico também pode ser aplicado a Teoria de Grafos.
Observa-se que a estimativa da cardinalidade minima da soma A + B pode ser
interpretada como a conectividade, que é intuitivamente o ntmero minimo de
elementos (vértices ou arestas) que precisam ser removidos para desconectar os
vértices restantes uns dos outros.

Desta forma os teoremas da Teoria Aditiva dos Numeros sao usados para res-
ponder perguntas sobre conectividades de grafos. No artigo [11] o autor apresenta
essa aplicacao, de forma detalhada, exibindo varios resultados importantes sobre
o tema.
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