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RESUMO

A concepção de novas possibilidades tecnológicas nos levou à spintrônica, uma

proposta que visa à exploração do grau de liberdade de spin para o transporte de

informação. Essa ideia fundamenta uma área de pesquisa em constante expansão

que visa explorar sistemas e fenômenos relevantes para dispositivos à base de spin.

Nesse trabalho, visamos colaborar para a base teórica dessa área utilizando o

método da aproximação harmônica auto-consistente (AHAC). A AHAC foi proposta

inicialmente como uma abordagem teórica para o estudo de transições de fase em

sistemas magnéticos, porém, recentemente, se mostrou um método eficiente para

estudos teóricos de spintrônica em materiais ferromagnéticos (FM). Buscando novas

aplicações para a AHAC, exploramos principalmente materiais antiferromagnéticos

(AFM), cuja alta frequência de excitação de seus spins e sua baixa sensibilidade a

perturbações magnéticas externas os tornam de grande interesse para a spintrônica.

Com o intuito de aperfeiçoar o método para sistemas quânticos, apresentamos uma

construção puramente quântica para a AHAC utilizando o formalismo de integrais de

caminho. Em sistemas AFM, utilizamos a AHAC e o formalismo de estados

coerentes para analisarmos o fenômeno de ressonância antiferromagnética. Os

resultados obtidos também possibilitaram o estudo de correntes de spin em

bicamadas com materiais AFM. Exploramos também excitações de ondas de spin

nucleares, motivados pela observação recente de correntes de spin nucleares. Os

resultados obtidos demonstram a eficiência da AHAC como método teórico para a

exploração de sistemas magnéticos e spintrônica.

Palavras-chave: spintrônica; renormalização; antiferromagnetismo; estados

coerentes

VILLELA, Gabriel de Carvalho, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, abril de 2026.
Novas aplicações do método de aproximação harmônica auto-consistente.
Orientador: Antonio Ribeiro de Moura.



ABSTRACT

The conception of new technological possibilities has led us to spintronics, a proposal

that aims to exploit the spin degree of freedom as to information transport. This idea

establishes a rapidly growing research field focused on exploring relevant systems

and phenomena to spin-based devices. In this work, we seek to contribute to the

theoretical groundwork of this field by employing the self-consistent harmonic

approximation (SCHA). The SCHA was initially proposed as a theoretical approach

for studying phase transitions in magnetic systems, however, it has recently proven

to be an efficient method for theoretical studies of spintronics in ferromagnetic

materials (FM). In search of new applications for the SCHA, we focus to investigate

antiferromagnetic materials (AFM), whose high spin excitation frequencies and low

sensitivity to external magnetic perturbations make them highly attractive for

spintronics. In order to improve the method to quantum systems, we present a fully

quantum construction of the SCHA using the path integral formalism. In AFM

systems, we employ the SCHA combined with the coherent state formalism to

analyze the antiferromagnetic resonance phenomena. The results obtained also

enable the study of spin currents in bilayers with AFM materials. We further explore

nuclear spin wave excitations, motivated by the recent observation of nuclear spin

currents. The obtained results demonstrate the effectiveness of the SCHA as a

theoretical method for investigating magnetic systems and spintronics.

Keywords: spintronics; renormalization; antiferromagnetism; coherent states

VILLELA, Gabriel de Carvalho, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, April, 2026.
New applications of the self-consistent harmonic approximation method.
Adviser: Antonio Ribeiro de Moura.
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4.1 Aproximação harmônica auto-consistente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.1.3 Parâmetro de renormalização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Estados coerentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Caṕıtulo I

Introdução e motivação

A tecnologia, desde quando concebida, está em constante renovação. Toda revolução

tecnológica está fadada a ser ultrapassada em algum momento. Por vezes, a tecnologia

existente não se dispõe mais a acompanhar as necessidades da sociedade em evolução e essa

renovação se faz necessária. Nesse caso, cabe à ciência buscar novas formas de satisfazer

os anseios da sociedade atual e futura por novos dispositivos. A eletrônica, considerada a

base tecnológica atual, vem encontrado dificuldades para progredir, pois a miniaturização

de seus componentes chegou em um ńıvel no qual os efeitos quânticos não podem mais ser

desprezados. Com a descoberta da magnetorresistência gigante, em 1988, surgiu a ideia de

explorar o spin do elétron, um grau de liberdade de origem puramente quântica que até

então era ignorado. Desta ideia se originou o que chamamos hoje de spintrônica, uma nova

proposta de tecnologia que visa alcançar a utilização desses graus de liberdade em sistemas

de estado sólido. Nos dias atuais, já utilizamos algumas tecnologias à base de spin (por

exemplo, nos HDs e MRAMs) e existem propostas de dispositivos de computação quântica

com base na spintrônica, visando a superação dos limites existentes na eletrônica [1–5].

Na spintrônica, além do transporte de cargas elétricas, o transporte de informação

também pode ser mediado por correntes de spin, no qual ocorre um transporte efetivo

do momento angular de spin. Esta corrente pode ser observada tanto em materiais

condutores quanto em materiais isolantes. Nos condutores, esta corrente consiste em uma

corrente elétrica spin-polarizada, na qual existe uma diferença na densidade de elétrons

up e down [6, 7]. Já os materiais magnéticos isolantes apresentam outras caracteŕısticas

interessantes, devido à alta correlação de seus spins dispostos de forma localizada em sua

rede cristalina. Nesses materiais, observamos interações magnéticas de origem quântica,

que resultam em certos ordenamentos magnéticos espontâneos. Esse configura o caso de

materiais ferromagnéticos (FM) e antiferromagnéticos (AFM), ou até mesmo em transições

de fase quânticas. Em redes ordenadas podemos observar o surgimento de excitações

coletivas e não-localizadas nos spins da rede, que transportam momento angular de spin [8].

Estas perturbações podem se propagar no sistema por meio de ondas de spin, cujos quanta

são chamados de mágnons, ou por spinons, que são perturbações exóticas observadas
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principalmente em sistemas de baixa dimensionalidade [9,10]. Estas excitações somente

envolvem os graus de liberdade de spin dos elétrons do sistema, logo, são consideradas

correntes puras de spin. Focando nas ondas de spin, vemos diversas caracteŕısticas

interessantes para posśıveis aplicações tecnológicas, como uma baixa dissipação, uma

maior possibilidade de controle de suas propriedades, um baixo consumo energético, entre

outras [11–15]. A ideia de explorar as ondas de spin para o desenvolvimento de novas

tecnologias deu origem à magnônica, um ramo da spintrônica que visa produzir, entender

e manipular estas excitações.

Nosso trabalho busca explorar uma nova formulação teórica para estudar spintrônica,

em especial os fenômenos observados na magnônica de antiferromagnetos (AFM). Essa

escolha se dá pelas possibilidades que esses materiais agregam na concepção de novos

dispositivos spintrônicos. Sistemas AFM exibem baixa susceptibilidade e magnetização

macroscópica despreźıvel, o que os torna praticamente insenśıveis a perturbações magnéticas

externas. Além disso, as ondas de spin geradas nestes materiais podem atingir frequências

da ordem de THz, enquanto os materiais ferromagnéticos (FM), que são os mais explorados

na spintrônica, exibem frequências da ordem de GHz. Esta alta frequência se mostra

extremamente interessante para a construção de tecnologias de informação mais rápidas e

eficientes. Desta forma, torna-se natural considerarmos a magnônica de antiferromagnetos

uma opção promissora para o desenvolvimento da spintrônica [16,17].

No estudo de spintrônica, dois fenômenos a que devemos nos atentar são os processos

de Spin-Transfer Torque (STT) e de Spin Pumping (SP), que possibilitam a injeção e

a detecção de correntes de spin em multicamadas magnéticas. Vamos considerar uma

junção composta de uma camada de material magnético (MM) e uma camada de material

não-magnético condutor (MN). Ambos os fenômenos podem ser entendidos por meio de

um processo de espalhamento, representado na figura 1.1, que ocorre devido à interação

entre os śıtios do MM presentes na interface e os elétrons livres do MN. Nos dois casos,

os elétrons livres sofrem um espalhamento com inversão de spin (spin-flip) na interface,

emitindo ou absorvendo mágnons do MM. A diferença entre eles se dá pelo mecanismo que

fomenta esse espalhamento e o sentido da corrente de spin induzida. No STT, um acúmulo

de elétrons no MN, devido ao desbalanceio no potencial qúımico de spins (mais spins up do

que down, ou vice versa), gera excitações de mágnons no MM. Já no SP vemos o processo

contrário, no qual os mágnons excitados no MM transferem momento para o MN, gerando

uma corrente de spin. Neste processo, vamos considerar uma excitação de mágnons por

meio de um campo oscilante, na qual usualmente consideramos a aplicação de um campo

estático no MM que nos permite regular a frequência dos mágnons para coincidir com a

frequência de oscilação desse campo, resultando em um processo de ressonância [18–20].

Outro fenômeno amplamente explorado na spintrônica para gerar estas correntes de spin

é por meio do efeito Spin Seebeck (ESS). Este efeito é um análogo ao efeito Seebeck,

descoberto por T. J. Seebeck em 1821, no qual surge uma diferença de potencial em
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um metal (ou semicondutor) devido a um gradiente de temperatura. No ESS, de forma

semelhante, uma “voltagem de spin” surge como resultado de um gradiente de temperatura

no sistema [6,14,21–23].

mágnon

e↓

e↑

MM MN

JSP

JSTT

Figura 1.1: Representação gráfica do processo de espalhamento que ocorre nos processos
de Spin Pumping e Spin-Transfer Torque. Nesta figura, vemos um elétron up sofrendo um
spin-flip na interface e emitindo um mágnon no MM. A corrente de spin JSP vai surgir
quando este processo ocorrer por meio de um acúmulo de mágnons no MM, e a corrente
JSTT vai surgir quando este processo ocorrer por meio de um acúmulo de elétrons no MN.

Todos os processos descritos visam a produção e manipulação dos spins dos elétrons da

rede, mas certos materiais também podem exibir grau de liberdade de spin associado ao seu

núcleo atômico. Esses spins nucleares também podem ser induzidos a uma precessão por

meio de um processo de ressonância, como foi demonstrado pela primeira vez em 1938 por I.

I. Rabi [24]. A interação entre os spins nucleares da rede se dá de forma indireta, mediada

pela interação hiperfina entre o spin nuclear e o spin eletrônico do átomo, como proposto

por H. Suhl [25] e T. Nakamura [26]. Em 1963, P. G. De Gennes [27] mostrou que, devido

à interação de Heisenberg entre os spins eletrônicos da rede, a interação de Suhl-Nakamura

possibilita uma excitação coletiva dos spins nucleares da rede. Recentemente, foram

observados os efeitos SP [28,29] e Spin Seebeck [30] para essas ondas de spin nucleares, o

que possibilita a exploração dessas excitações para aplicações em dispositivos spintrônicos

e na computação quântica [31–33].

Existem diversos formalismos que possibilitam a descrição teórica de sistemas magnéti-

cos. A representação de Holstein-Primakoff (HP) tem sido utilizada como método usual

para descrever com sucesso uma gama de fenômenos envolvendo mágnons. Porém, quando

as interações entre mágnons são relevantes, como em estudos termodinâmicos próximos da

temperatura de transição, precisamos incluir termos de ordem superior neste formalismo,

agregando a interação entre mágnons, porém complicando seu desenvolvimento. Visando

um estudo completo dos tópicos mencionados, adotamos o formalismo chamado aproxima-
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ção harmônica auto-consistente (AHAC). A AHAC consiste em um método quadrático

simples, no qual são implementadas correções por meio de um parâmetro de renormalização

dependente da temperatura, agregando em si posśıveis correções de ordem superior. Esta

caracteŕıstica possibilita o estudo da termodinâmica do sistema de forma mais simples se

comparado com a representação de HP, pois as correções necessárias para incluirmos as

interações entre mágnons estão sendo consideradas na renormalização, sem a necessidade

de incluirmos esses termos em nosso desenvolvimento. Posteriormente, iremos mostrar

que esta abordagem também se mostra uma escolha natural para estudar o fenômeno

de ressonância magnética. Este formalismo foi proposto para estudar transições de fase

topológicas em sistemas magnéticos [34], mas recentemente se mostrou promissor para

estudar spintrônica [35–38].

Apesar de ser posśıvel desenvolvermos a AHAC por meio de uma abordagem quântica,

tradicionalmente adotamos em algum momento uma aproximação semiclássica para o

sistema de spins. Porém, como mencionado anteriormente, as principais interações magné-

ticas existentes em nossos sistemas de interesse são de origem quântica. Assim, a utilização

dessa aproximação pode ocasionar alguma perda de informação sobre os efeitos quânticos

existentes, cuja exploração pode ser fundamental para o desenvolvimento e entendimento

da spintrônica [2, 19]. As abordagens teóricas usualmente utilizadas que agregam essa

caracteŕıstica quântica do sistema, possuem as limitações que já foram apresentadas quanto

à incorporação de efeitos térmicos. Assim, observamos que seria interessante reescrevermos

a forma como a abordagem quântica da AHAC é feita, a fim de construirmos um modelo

teórico que possibilite uma descrição quântica do sistema, agregando correções térmicas de

forma simplificada, por meio de um parâmetro de renormalização. Essa nova construção é

feita de forma puramente quântica, por meio do formalismo de integrais de caminho, sem

a necessidade de aproximações semiclássicas.

Durante esse peŕıodo de doutoramento, nos empenhamos em buscar novas aplicações

para a AHAC. Para desenvolver nossa pesquisa, utilizamos a AHAC e o formalismo dos

estados coerentes (EC) como principais fundamentações teóricas, que serão apresentadas

com mais detalhes no caṕıtulo II. Nos caṕıtulos seguintes serão apresentados os trabalhos

que foram desenvolvidos utilizando a AHAC. No caṕıtulo III, apresentaremos uma de-

monstração compreensiva da aproximação harmônica auto-consistente quântica (AHACQ)

desenvolvida com o intuito de agregar flutuações quânticas ao método da AHAC. No

caṕıtulo IV, exploraremos o fenômeno da ressonância antiferromagnética. No caṕıtulo V,

aplicaremos nosso método para estudar mágnons nucleares, os quanta de ondas de spin

nucleares. No caṕıtulo VI, iremos utilizar os resultados obtidos nos caṕıtulos anteriores

para investigar os fenômenos de STT e SP em bicamadas envolvendo AFM. Por fim, no

caṕıtulo VII serão apresentadas as considerações finais sobre a pesquisa desenvolvida.
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Caṕıtulo II

Fundamentação teórica

As ondas de spin podem ser entendidas olhando para o comportamento dos spins do

sistema na presença de um campo magnético. Estes materiais costumam exibir ordenamento

magnético, ou seja, seus spins tendem a se alinhar em um certo eixo, chamado eixo de

magnetização. Este alinhamento se dá devido à interação existente entre spins vizinhos,

chamada interação de troca (ou de Heisenberg) [8]. Do ponto de vista semiclássico, a

presença do campo magnético induz os spins do sistema a realizarem um movimento de

precessão em torno do eixo de magnetização. Se, por exemplo, considerarmos que apenas

uma pequena parte dos spins do material é perturbada pelo campo, a interação que existe

entre os spins vai induzir esta perturbação em todo o sistema (figura 2.1). Estas excitações

coletivas são denominadas ondas de spin. No contexto quântico, vemos que estas excitações

também são não-localizadas e quantizadas, ou seja, se propagam pelo sistema por meio

de “pacotes” (quanta), chamados mágnons. O conceito de onda de spin foi introduzido

por F. Bloch em 1930 [39], e desenvolvido posteriormente nos trabalhos de T. Holstein,

H. Primakoff [40] e F. J. Dyson [41], que predisseram os mágnons como quasipart́ıculas

bosônicas pouco interagentes. Mais detalhes sobre estes conceitos podem ser encontrados

nas referências [6, 14].

Figura 2.1: Representação de uma onda de spin em uma cadeia linear de spins vista
lateralmente (figura de cima) e vista de cima (figura de baixo) [6].

Uma parte crucial do nosso trabalho consiste no estudo teórico das excitações de ondas

de spin nos MM. Usualmente, este estudo é feito adotando uma representação bosônica

que reescreve os operadores de spin em termos de operadores de criação e aniquilação, a
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fim de obter uma hamiltoniana quadrática, semelhante ao oscilador harmônico quântico,

H0 =
∑
q

ϵq

(
a†qaq +

1

2

)
, (2.1)

onde os estados excitados representam os mágnons. Como mencionado anteriormente, exis-

tem alguns formalismos bem difundidos, como a representação usual de HP, a representação

de Dyson-Maleev (DM) e de Schwinger, cada uma com suas vantagens e desvantagens.

No caso do formalismo de HP, a principal desvantagem está no procedimento para in-

cluir estudos termodinâmicos mais precisos, como já foi apresentado. A representação

de DM possibilita um tratamento mais simples desses sistemas, se comparado com HP,

porém resultando em uma hamiltoniana não hermitiana1. No quesito maior gama de

aplicações e precisão, o formalismo de Schwinger se destaca, sendo aplicável a qualquer

estado fundamental, ordenado ou não-ordenado. Apesar disso, esse formalismo apresenta

maior complexidade em seu desenvolvimento, se comparado com os demais [42]. Na nossa

pesquisa, escolhemos utilizar uma representação menos convencional chamada aproximação

harmônica auto-consistente (AHAC), na qual reescrevemos a hamiltoniana do sistema em

termos da componente do spin na direção z, Sz, e do ângulo canonicamente conjugado, φ.

A escolha da AHAC se mostra natural quando buscamos estudar a precessão dos spins,

principalmente quando esta dinâmica é induzida por um processo de ressonância. Neste

processo são aplicados dois campos magnéticos no MM: um estático, que visa garantir o

alinhamento dos spins na direção de magnetização; e um oscilante, que induz o movimento

de precessão (excita mágnons). Como a frequência dos mágnons depende da intensidade

do campo estático aplicado, é posśıvel ajustar este campo para que esta frequência seja

igual à do campo oscilante, atingindo assim a condição de ressonância. Quando isto

ocorre, os spins passam a exibir uma dinâmica em fase, exibindo uma dinâmica śıncrona.

A ressonância é descrita por meio do formalismo de estados coerentes (EC), proposto

para mágnons por S. M. Rezende e N. Zagury [43,44]. Estes estados são os estados que

exibem a menor incerteza, por isso são considerados os estados quânticos mais próximos

da f́ısica clássica [45]. Por exemplo, para uma part́ıcula em um potencial harmônico

representada por um EC, observamos que sua posição, x, e seu momento, p, respeitam

a relação de incerteza ∆x∆p = ℏ/2, enquanto a função de onda descreve um pacote de

onda não-dispersivo que se move harmonicamente ao redor do mı́nimo do potencial. Na

ressonância, os spins do MM exibem um comportamento semiclássico similar a este quando

reescrevemos o campo de spins do sistema em termos dos campos φ e Sz. A dinâmica

destes campos pode ser entendida por meio de uma analogia com um momento angular

clássico, S, realizando um movimento de precessão em torno do eixo x, como representado

na figura 2.2. Reescrevendo este vetor momento angular em coordenadas ciĺındricas,

1No formalismo de DM, (S+)† ̸= S−.
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Figura 2.2: Representação do vetor momento angular S. Sz representa a componente z
do vetor e φ representa o ângulo polar.

podemos descrever sua dinâmica em termos de sua componente z, e do ângulo polar φ,

que representa o ângulo que a projeção de S no plano xy faz com o eixo x. Além disso, no

caso em que Sx ≫ Sy, Sz, temos Sy ∝ φ. Assim, a dinâmica oscilatória das componentes

transversais (plano yz) passa a ser descrita por meio do movimento harmônico que φ e Sz

exibem em torno de sua posição de equiĺıbrio. Olhando para o sistema como um todo, essas

componentes são identificadas como campos canonicamente conjugados, ou seja, satisfazem

o parêntese de Poisson
{
φi , S

z
j

}
= δij, para śıtios i e j da rede. Esse sistema pode ser

quantizado por meio de um processo padrão onde promovemos os campos a operadores que

respeitam a relação de comutação
[
φi , S

z
j

]
= iℏ δij2 e adotamos uma estat́ıstica quântica

para o cálculo de valores médios. Estes operadores exibem uma relação semelhante à

dos operadores x e p, em que obedecem à relação de incerteza mı́nima ∆φ∆Sz = ℏ/2,
semelhante ao caso da part́ıcula no potencial harmônico, justificando o comportamento

semiclássico dos spins. Assim, a AHAC se mostra uma representação mais conveniente

para o estudo de ressonância em MM. Uma explicação mais detalhada sobre a AHAC e

sobre os EC será dada nas seções 2.1 e 2.2, respectivamente.

2Como o operador Ŝz possui um espectro de autovalores discretos (−S,−S + 1, . . . , S − 1, S) enquanto
φ̂ terá um espectro de autovalores cont́ınuo, definido entre [0, 2π), não parece certo assumir essa relação
de comutação para eles. Conforme mostrado por Judge [46,47], esses operadores irão satisfazer a relação

de comutação
[
φ̂i , Ŝ

z
j

]
= iℏ δij [1− 2πδ (φi − π)], que se resume à relação apresentada para pequenos

ângulos, φi ≪ π.
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2.1 Aproximação harmônica auto-consistente

A AHAC pode ser utilizada para estudar diversos sistemas magnéticos. A. S. T. Pires

mostrou em diversos trabalhos que este é um bom método para se estudar transições de

fase em sistemas magnéticos [48–53]. O estudo de spintrônica por meio deste método foi

proposta por A. R. Moura [38], onde ele considera um processo de SP em uma interface

FM/MN. Anteriormente, ele já havia proposto uma construção dos EC de um material

FM utilizando a AHAC [35]. Os trabalhos de A. R. Moura mostraram que a AHAC é uma

escolha adequada para estudos de fenômenos de spintrônica, obtendo bons resultados e

possibilitando estudos termodinâmicos de forma mais simples que outras abordagens [54].

Nossos trabalhos visam expandir o uso da AHAC em sistemas spintrônicos.

No formalismo tradicional da AHAC podemos partir de uma análise semiclássica do

sistema magnético. Como os spins podem exibir comportamento distinto para cada śıtio,

vamos fazer o nossa construção em termos do campo de spins do sistema. Assim, a fim de

analisar a dinâmica de precessão dos spins do sistema, adotamos uma parametrização na

qual reescrevemos o campo Si em termos de φi e S
z
i ,

Sxi =

√
S2 − (Szi )

2 cosφi , Syi =

√
S2 − (Szi )

2 senφi , (2.2)

onde o sub́ındice i representa o śıtio da rede. Nesta construção, temos liberdade para

analisar o nosso sistema utilizando uma abordagem semiclássica ou uma abordagem

quântica, devido ao processo de quantização descrito anteriormente que pode ser adotado

para os campos. Em ambos os casos, em algum momento adotamos φ e Sz como campos

por meio de uma aproximação semiclássica, o que torna o procedimento da AHAC simples

de se computar. Esse processo pode vir a ignorar posśıveis flutuações de origem quântica,

mas ainda se mostra muito efetivo para sistemas onde esses efeitos não são muito relevantes.

Para analisar a precessão dos spins, precisamos definir a direção do eixo de magnetização

do sistema. Em seus trabalhos, A. S. T. Pires adotava a magnetização na direção z, mas

isto não é obrigatório. Na nossa construção, escolhemos a direção x como o eixo de

magnetização, como mostrado na figura 2.3. Para φ≪ 1, esta escolha implica Sx ≫ Sy, Sz

(Sx ≈ S). Veremos posteriormente que estas relações para φ e Sz são importantes para a

obtenção de uma hamiltoniana quadrática por meio da AHAC. Com a magnetização na

direção z, precisaŕıamos considerar Sz ≪ 1, indicando uma limitação na nossa abordagem.

Assim, a escolha adotada no nosso trabalho se torna mais conveniente.

A AHAC possui uma peculiaridade quando comparada com outras representações

bosônicas: Quando calculamos as derivadas temporais de φ e Sz utilizando a hamiltoniana

exata e a quadrática, obtemos o mesmo resultado para φ̇, mas resultados diferentes

para Ṡz. Como Ṡz ∝ φ, podemos diminuir essa diferença por meio de um parâmetro

de renormalização ρ [34], substituindo φ por
√
ρφ na hamiltoniana quadrática. Este
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Figura 2.3: Representação dos spins utilizada na construção da AHAC.

parâmetro pode ser determinado por meio de equações auto-consistentes, obtidas através

da comparação entre a média
〈
Ṡz−qṠ

z
q

〉
calculada utilizando a hamiltoniana exata e a

quadrática, ou também por meio da desigualdade de Gibbs-Bogoliubov [55], que estima

um limite superior para a energia livre de Helmholtz, F , associada a um sistema descrito

por uma hamiltoniana H,

F ≤ F0 − ⟨H0⟩0 + ⟨H⟩0 , (2.3)

onde H0 denota a hamiltoniana quadrática, utilizada para o cálculo de F0 e dos valores

esperados ⟨. . . ⟩0. Na AHAC, o parâmetro ρ, incluso na hamiltoniana quadrática, é

determinado com o objetivo de obtermos o valor mı́nimo do limite superior de F , ou seja,

d (F0 − ⟨H0⟩0 + ⟨H⟩0)
dρ

= 0 . (2.4)

Na abordagem tradicional da AHAC, os valores esperados são calculados por meio de

integrais Gaussianas simples e F0 − ⟨H0⟩0 ≈
∑

q kBT (ln βϵq − 1), sendo kB a constante de

Boltzmann, T a temperatura, ϵq o espectro de energia do sistema (autovalores de H0) e

β = (kBT )
−1. Por exemplo, para uma hamiltoniana de Heisenberg, esse cálculo nos fornece

a seguinte equação para o parâmetro de renormalização (ver [34,54,56]),

ρ =

(
1−

〈
(Sz)2

〉
0

S2

)
e−

1
2⟨∆φ2⟩

0 , (2.5)
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que resolvemos de forma auto-consistente, pois os valores esperados também dependem de ρ.

Esse parâmetro é definido entre T = 0 e T = Tc, onde ele sofre uma transição descont́ınua

para zero, caracteŕıstica de uma transição de fase de primeira ordem. Porém, em sistemas

magnéticos tridimensionais, o tipo de transição mais comum de ser observada é uma

transição cont́ınua, de segunda ordem, na qual o sistema passa de sua fase ordenada (FM,

AFM) para uma fase desordenada (Paramagnética) quando atinge uma certa temperatura

cŕıtica. Essa análise costuma ser feita no comportamento da magnetização do sistema,

mas na AHAC ela apresenta comportamento semelhante ao do parâmetro ρ. O erro

na transição observada ocorre frequentemente em teorias fundamentadas em expansões

harmônicas. Apesar desse ponto, a AHAC se mostra um formalismo útil para a análise

de sistemas em temperaturas baixas (T < Tc), apresentando discrepâncias apenas para

temperaturas muito próximas da transição de fase, que é uma limitação observada até

mesmo em formalismos mais tradicionais, como o de HP. No caso do formalismo de

HP, para analisarmos o sistema em temperaturas próximas de sua temperatura cŕıtica,

precisamos incluir termos de interação entre ondas de spin no nosso desenvolvimento, a

fim de renormalizar o espectro de energia das ondas de spin. Essa abordagem possibilita

até uma estimativa da temperatura de transição de fase [57]. Uma das vantagens a

AHAC está nesse ponto, pois ao assumirmos Tc como essa temperatura cŕıtica do sistema,

conseguimos estimar esse valor para sistemas clássicos de spin de forma mais simplificada,

sem a necessidade de incluir interações de ordem superior, e com ótima concordância com

os valores observados experimentalmente [54]. Para sistemas nos quais os efeitos quânticos

exibem maior relevância, como os que apresentam valor de spin 1/2, os resultados perdem

precisão, o que nos mostra a necessidade de um tratamento mais meticuloso para esses

casos, motivando assim a nossa abordagem puramente quântica para a AHAC, apresentada

no caṕıtulo III. A AHAC também nos fornece resultados dependentes da temperatura

devido à inclusão do parâmetro de renormalização, permitindo análises do comportamento

térmico do sistema de forma mais simples que as abordagens usuais.

2.2 Estados coerentes

Como mencionado anteriormente, um estado coerente (EC) é o estado quântico mais

próximo da f́ısica clássica. Esta ideia surgiu dos trabalhos de E. Schrödinger de 1926,

no ińıcio da construção da mecânica quântica, quando estava interessado em estudar os

estados quânticos que conseguiriam reproduzir trajetórias clássicas. Alguns anos depois, J.

von Neumann utilizou esta construção para investigar os processos de medição de posição

e momento na teoria quântica. Este conceito foi tratado apenas como uma curiosidade até

1963, quando R. J. Glauber utilizou os EC para estabelecer os fundamentos teóricos da ótica

quântica, trabalho que lhe rendeu o prêmio Nobel em 2005. Ele utilizou o novo formalismo

para explicar com sucesso fenômenos coerentes na propagação da luz, por isso a escolha
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do nome. Na mesma época, E. C. G. Sudarshan e J. R. Klauder também desenvolveram

trabalhos independentes sobre estes estados. Estes três trabalhos constituem a base do

que hoje são os estados coerentes [58–61].

De forma geral, a construção dos EC é feita por meio da teoria de grupos, mas para

sistemas descritos por hamiltonianas análogas à de um oscilador harmônico quântico,

podemos utilizar a construção de estados coerentes de Schrödinger-Klauder-Glauber, na

qual temos três independentes e equivalentes para determiná-los [45,60,61]:

1) Os estados coerentes |η⟩ são auto-estados do operador aniquilação,

a |η⟩ = η |η⟩ , (2.6)

sendo η um autovalor complexo.

2) Os estados coerentes |η⟩ saturam o prinćıpio de incerteza de Heisenberg,

∆A∆B = ℏ/2 , (2.7)

com A e B representando operadores canonicamente conjugados. Assim, estes estados

representam os estados de menor incerteza.

3) Os estados coerentes |η⟩ podem ser obtidos a partir do estado de vácuo, |0⟩, por meio

da aplicação de um operador deslocamento,

|η⟩ = D(η) |0⟩ , (2.8)

sendo D(η) = exp (ηa† − η̄a) e estamos utilizando a notação η̄ para o conjugado complexo.

Para entender melhor essa terceira definição, vamos apresentar a construção desses

estados coerentes por meio da teoria de grupos. Nos casos que estamos trabalhando, nos

quais a hamiltoniana pode ser representada por H = H0 + V , sendo H0 uma hamiltoniana

quadrática semelhante à de um oscilador harmônico e V um termo de linear de perturbação,

definimos um grupo de Lie que contém os operadores de criação, aniquilação, número e

identidade como geradores, chamado de grupo H4 de Heisenberg-Weyl, cujo espaço de

Hilbert é dado pelos auto-estados do operador número n̂ ({|0⟩ , |1⟩ , . . . , |n⟩ , . . . }, sendo
n̂ |n⟩ = n |n⟩). Assim, H0 |n⟩ = ℏωn |n⟩, e definimos |0⟩ como o estado extremo da

construção. Precisamos também definir um subgrupo de estabilidade que mantém o

estado extremo invariante, que no caso do grupo H4 seria o subgrupo U(1)
⊗

U(1), cujos

elementos são dados por h = exp[i(ϱn̂ + ϑÎ)], com h |0⟩ = eiϑ |0⟩. O operador D(η)

apresentado na terceira definição faz parte do espaço quociente H4/U(1)
⊗
U(1), que

determina o conjunto de elementos que fornecem uma decomposição única para qualquer

elemento g ∈ H4 (g = Dh). Definimos então um estado coerente como a atuação desses

elementos quocientes no estado extremo, como apresentado na equação 2.8. Pela construção
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apresentada, temos

g |0⟩ = D(η)h |0⟩ = D(η) |0⟩ eiϑ = |η⟩ eiϑ . (2.9)

Apesar dessa construção ter sido apresentada para o modelo em questão, ela pode ser

generalizada para outros casos [45,60,61].

Utilizando a base formada pelos estados coerentes, o valor esperado de operador A é

dado por ⟨A⟩η = Tr (ρηA), com ρη = D(η)ρ0D
†(η), sendo ρ0 = e−βH0/Tr (e−βH0) é a matriz

densidade de estados do sistema. Desta forma, incorporamos efeitos térmicos na nossa

construção de estados coerentes [62]. Esta base nos leva a certos resultados interessantes,

como por exemplo: o valor esperado do operador posição no oscilador harmônico passa a

ter um comportamento senoidal, conforme esperado pela f́ısica clássica (⟨x(t)⟩η ∝ senωt).

Outro resultado interessante é obtido para o operador número:
〈
a†a
〉
η
= |η|2 + nBE, onde

observamos o surgimento do termo |η|2, além da distribuição de Bose-Einstein nBE. Esse

termo surge pois, quando temos alguma coerência no sistema (seja devido à ressonância,

ou a uma condensação), uma parte dos mágnons do sistema passa a ocupar um único

estado quântico, enquanto os demais mágnons se distribuem de acordo com a estat́ıstica de

Bose-Einstein (comportamento padrão). A figura 2.4 mostra uma extrapolação de como o

número de mágnons nos estados coerentes muda com a temperatura.

Figura 2.4: Número de mágnons em função da temperatura. A linha azul representa
o número de mágnons coerentes (nEC = |η|2) e a linha laranja representa o número de
mágnons seguindo a estat́ıstica de Bose-Einstein (nBE).

No nosso contexto, a construção dos estados coerentes é feita a partir de uma hamiltoni-

ana perturbada, H = H0 + V . Utilizando o Formalismo de Interação, a evolução temporal

de um operador é dada por A(t) = S†(t)Â(t)S(t), com Â(t) = eiH0t/ℏA(0) e−iH0t/ℏ, e

S(t) = Tt exp

[
− i

ℏ

∫ t

0

dt′V̂ (t′)

]
, (2.10)
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sendo S(t) a matriz-S, responsável por conectar o estado inicial do sistema, |0⟩ (antes da
perturbação), com o seu estado final perturbado. Na abordagem que estamos trabalhando,

o operador ordenamento temporal, Tt, pode ser substitúıdo por uma fase global irrelevante

ϑ(t)3. Definindo o potencial retardado V̂ (t, t′) = V̂ (t′)θ(t− t′), e adotando uma evolução

temporal adiabática iniciada em um tempo muito distante, no qual o potencial se encontrava

“desligado”, até o tempo presente t > 0, podemos reescrever

S(t) = eiϑ(t) exp

[
− i

ℏ

∫ ∞

−∞
dt′V̂ (t, t′)

]
. (2.11)

Na nossa construção, a perturbação irá gerar coerência no sistema, logo, o estado final

será um estado coerente, |η⟩. Assim, nossos estados coerentes serão definidos como

|η(t)⟩ = S(t) |0⟩ [63]. Os autovalores de |η(t)⟩ serão obtidos pelo operador deslocamento

por meio da definição 2.8, que implica em D(η(t)) = S(t).

Toda a construção apresentada neste caṕıtulo forma a base teórica utilizada na nossa

pesquisa. Nos caṕıtulos seguintes, estes conceitos serão utilizados para apresentar os

trabalhos desenvolvidos durante esse peŕıodo de doutoramento.

3O operador de ordenamento temporal é relevante em intervalos de tempo finitos, mas para intervalos
infinitesimais podemos adotar essa aproximação [35]
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Caṕıtulo III

Aproximação harmônica auto-consistente

quântica

Em sua formulação tradicional, vimos que a AHAC possui uma abordagem que chama-

mos de quântica, obtida ao promovermos os campos Sz e φ a operadores e adotarmos uma

estat́ıstica quântica no lugar das médias Gaussianas convencionais. Porém, mesmo nessa

abordagem quântica, em algum momento foi utilizada a aproximação semiclássica. Desta

forma, não há como garantir que efeitos quânticos não tenham sido perdidos no processo.

Esse pode ser um motivo para os resultados obtidos por meio da AHAC para sistemas

quânticos (com valor de spin pequeno) não serem tão precisos. Visando um aprimoramento

do método, apresentaremos nesse caṕıtulo uma nova abordagem puramente quântica para

a AHAC, sem a necessidade de aproximações semiclássicas.

3.1 Modelo teórico

Para o desenvolvimento dessa nova aproximação harmônica auto-consistente quântica

(AHACQ), partimos de um modelo de material magnético isolante simples, representado

por uma hamiltoniana de Heisenberg anisotrópica1,

Ĥ = ±J
2

∑
⟨i,j⟩

(
Ŝ+
i Ŝ

−
j + Ŝ−

i Ŝ
+
j + 2λŜzi Ŝ

z
j

)
, (3.1)

sendo J a constante de troca e λ uma constante de anisotropia. O sinal negativo (positivo)

indica um sistema FM (AFM). A soma ⟨i, j⟩ é feita entre primeiros vizinhos, onde

estamos considerando uma rede periódica com espaçamento de rede a. No desenvolvimento

apresentado, iremos convencionar que o sinal superior em ± (ou ∓) se refere ao caso AFM

e o inferior se refere ao caso FM, além de representarmos operadores como Â, enquanto

os campos serão representados como A. Adotaremos x como a direção preferencial para

1Também conhecida como modelo XXZ.
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os spins do sistema, o que resulta em uma componente Sz e em um ângulo φ pequenos.

Também adotaremos uma anisotropia de plano-fácil (λ < 1). Outros casos, como interações

com campos magnéticos externos e outros tipos de anisotropia, podem ser explorados por

meio de pequenos ajustes no desenvolvimento apresentado.

A hamiltoniana pode ser reescrita em termos dos operadores Ŝzi e φ̂i por meio da

representação de Villain [64],

Ŝ+
i = eiφ̂i

√
S̃2 − Ŝzi

(
Ŝzi + 1

)
, Ŝ−

i =

√
S̃2 − Ŝzi

(
Ŝzi + 1

)
e−iφ̂i , (3.2)

sendo S̃2 = S(S + 1). Como os operadores Ŝzi e φ̂i definem pequenas flutuações em torno

do estado fundamental, assumimos que eles são muito pequenos e realizamos as expansões,

√
S̃2 − Ŝzi

(
Ŝzi + 1

)
≈ S̃

1− Ŝzi

(
Ŝzi + 1

)
2S̃2

 , e±iφ̂i ≈ 1± iφ̂i −
(φ̂i)

2

2
, (3.3)

onde nos limitamos até a segunda ordem. Utilizando esses resultados na equação 3.1,

obtemos uma hamiltoniana dividida em três partes, Ĥ ≈ E0+ Ĥ1+ Ĥ2, sendo E0 a energia

do estado fundamental, Ĥ1 = ±zJ
∑

i Ŝ
z
i é uma hamiltoniana contendo os termos lineares,

e

Ĥ2 = J
∑
⟨i,j⟩

[
S̃2

2
(φ̂i − φ̂j)

2 + Ŝzi

(
Ŝzi ± λŜzj

)]
, (3.4)

representa a hamiltoniana quadrática. Para o modelo AFM, adotamos uma rotação de π

em torno do eixo z antes das expansões. O foco de nosso trabalho está na hamiltoniana

quadrática, onde podemos analisar as excitações do sistemas e obter as grandezas f́ısicas

relevantes, visto que os valores esperados dos outros dois termos da hamiltoniana nos

fornecem resultados nulos.

Para incorporar as contribuições de ordem superior, que foram ignoradas nas expansões,

vamos introduzir um parâmetro de renormalização em nosso sistema, substituindo φ por
√
ρφ, como é feito tradicionalmente na AHAC. Tomando as transformadas de Fourier para

os operadores,

Ŝzi =
1√
N

∑
q

Ŝzq e
iq·ri , φ̂i =

1√
N

∑
q

φ̂qe
iq·ri , (3.5)

reescrevemos a hamiltoniana 3.4 no espaço dos momentos como,

Ĥ0 =
1

2

∑
q

(
hφq φ̂

†
qφ̂q + hzqŜ

z†
q Ŝ

z
q

)
, (3.6)
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sendo os coeficientes dados por

hφq = 2zJS̃2ρ (1− γq) , (3.7a)

hzq = 2zJ (1± λγq) . (3.7b)

O termo γq = z−1
∑

η e
iq·η define o fator de estrutura, determinado pelos z primeiros

vizinhos, localizados nas posições definidas por η.

Podemos obter uma hamiltoniana diagonal, semelhante ao caso de oscilador harmônico,

definindo novos operadores bosônicos de criação e aniquilação, a partir das relações,

φ̂q =
1√
2

(
hzq
hφq

)1/4 (
a†−q + aq

)
, (3.8a)

Ŝzq =
i√
2

(
hφq
hzq

)1/4 (
a†−q − aq

)
. (3.8b)

Esses operadores respeitam a relação de comutação
[
aq, a

†
q′

]
= δqq′ , e serão responsáveis

por criar e aniquilar mágnons em nosso sistema de spins. Utilizando essas relações, obtemos

Ĥ0 =
∑
q

ϵq

(
a†qaq +

1

2

)
, (3.9)

sendo ϵq = ℏωq =
√
hφq hzq = 2zJS̃

√
ρ(1− γq)(1± λγq) o espectro de energia dos mágnons

do sistema. Esse resultado coincide com o que pode ser obtido pela abordagem de HP, a

mais difundida para o estudo desses sistemas, porém com a correção S → S̃ intŕınseca2

e com o acréscimo do parâmetro ρ, que incorpora ao nosso sistema correções de ordem

superior, o que seria bem mais trabalhoso de se fazer pela representação bosônica de HP.

3.2 Parâmetro de renormalização

No desenvolvimento mostrado, introduzimos um parâmetro de renormalização na

expansão de φ, a fim de contabilizar a contribuição de termos de ordem superior. Essa

adição já é algo padrão para o método da AHAC, mas a obtenção desse parâmetro é

tradicionalmente feita após uma aproximação semiclássica, como visto na seção 2.1. Nosso

intuito agora é obter uma expressão para parâmetro de renormalização de forma puramente

quântica, partido da análise da desigualdade de Gibbs-Bogoliubov (equação 2.3). Na nossa

abordagem, toda a termodinâmica do sistema será determinada a partir da função de

2A substituição S → S̃ =
√
S(S + 1) surge ao conectarmos esse valor ao número quântico associado

ao operador Ŝ2, o que otimiza análises realizadas no regime quântico. Na AHACQ, o termo S̃ surge desde
o ińıcio do tratamento, devido à abordagem puramente quântica adotada.
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partição,

Z0 = Tr e−βĤ0 = Πq

[
2 senh

(
βϵq
2

)]−1

, (3.10)

obtida por meio da hamiltoniana quadrática. Utilizando a equação 3.10, obtemos a energia

livre de Helmholtz,

F0 = −kBT lnZ0 = kBT
∑
q

ln

[
2 senh

(
βϵq
2

)]
, (3.11)

e o valor médio da hamiltoniana quadrática 3.9,〈
Ĥ0

〉
0
= Z−1

0 Tr (e−βĤ0Ĥ0) =
∑
q

ϵq

(
nq +

1

2

)
, (3.12)

onde nq =
(
eβϵq − 1

)−1
indica a distribuição de Bose-Einstein. Assim, utilizando 2 senh

(
βϵq
2

)
=

e
βϵq
2

(
1− e−βϵq

)
, obtemos,

F0 −
〈
Ĥ0

〉
0
=
∑
q

[
kBT ln

(
1− e−βϵq

)
− ϵqnq

]
. (3.13)

Para obter o parâmetro de renormalização, precisamos agora calcular o valor esperado〈
Ĥ
〉
0
. Para isso, vamos utilizar o formalismo das integrais de caminho para spin, que

possibilita uma conexão entre a álgebra discreta do formalismo quântico de spins com

campos vetoriais cont́ınuos [8, 58].

3.2.1 Formalismo dos estados coerentes de spin

Um estado coerente de spin, que iremos denotar por3 |θ, φ⟩ ≡ |Ω⟩, é obtido pela rotação

do estado completamente polarizado, |S, S⟩, nas direções definidas pelos ângulos polar e
azimutal, θ, φ, ou seja,

|Ω⟩ = e−iφŜze−iθŜy |S, S⟩ . (3.14)

Esses estados formam uma base no espaço de Hilbert, com relação de completeza dada por

Î =
2S + 1

4π

∫
dΩ |Ω⟩ ⟨Ω| , (3.15)

com dΩ = senθdθdφ. Considerando o operador de spin Ŝ = Sσ̂, sendo σ̂ um operador

definido pelas matrizes de Pauli, (σ̂x, σ̂y, σ̂z), vemos que

Ŝ ·Ω |Ω⟩ = S |Ω⟩ , (3.16)

3Neste ponto, ainda não estamos considerando as aproximações para os ângulos.
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onde4 Ω = ( senθ cosφ, senθ senφ, cos θ), logo, os estados {|Ω⟩} são auto-estados da

projeção do operador de spin no espaço definido pelos ângulos θ e φ. Outro resultado que

podemos observar é o valor esperado do operador de spin nessa base,

⟨Ω| Ŝ |Ω⟩ = SΩ , (3.17)

que nos mostra que o estado coerente se comporta como um vetor de magnitude S, na

direção indicada por Ω. Essas propriedades nos permitem determinar a termodinâmica do

sistema por meio de integrais de caminho no espaço dos spins.

Adotando o formalismo de tempo imaginário (ver [65]) e representando o estado coerente

do sistema como o produto dos estados de cada śıtio da rede, |Ω⟩ =
∏

i |Ωi⟩, reescrevemos

a função de partição do sistema como

Z =

∫ N∏
ℓ=0

DΩ(τℓ)
N−1∏
ℓ=0

⟨Ω(τℓ+1)| e−Ĥℓ∆τ/ℏ |Ω(τℓ)⟩ , (3.18)

no qual utilizamos o procedimento padrão em que particionamos o tempo utilizando um

espaço discreto de N parcelas de tamanho ∆τ = βℏ/N . Assim, obtemos

Z =

∫
DΩe−A/ℏ , (3.19)

com DΩ =
∏

i dΩi, e definimos uma ação

A =

∫ βℏ

0

[
H(τ)− iℏ

∑
i

Szi φ̇i

]
dτ , (3.20)

sendo H(τ) = ⟨Ω| Ĥ(τ) |Ω⟩. e o segundo termo surge como a fase de Berry5. Como a

hamiltoniana Ĥ é linear em relação aos operadores de spin, o valor esperado H(τ) pode

ser obtido substituindo esses operadores pelos seus campos clássicos equivalentes, como

será mostrado posteriormente. Em cenários onde os operadores não são lineares, como

anisotropias de śıtio único, a discrepância entre os valores esperados obtidos por meio dos

operadores e por meio dos campos reduz conforme a magnitude do spin aumenta, possibi-

litando a utilização da metodologia apresentada até mesmo para esses casos. Seguindo a

mesma abordagem, obtemos a função de correlação entre spins de diferentes śıtios,〈
Ŝαi (τ)Ŝ

α
j (τ

′)
〉
= Z−1Tr

(
e−βĤ Ŝαi (τ)Ŝ

α
j (τ

′)
)
= eβF

∫
DΩSαi (τ)S

α
j (τ

′)e−A/ℏ , (3.21)

sendo F = −kBT lnZ e α = (x, y, z) com Si = SΩi.

Vamos voltar a nossa atenção agora para a hamiltoniana do sistema, escrita em termos

4Ω denota um vetor unitário definido na esfera S2.
5Para mais detalhes sobre essa fase de Berry, ver [66]
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dos campos de spin,

H = ±J
∑
⟨i,j⟩

(
Sxi S

x
j + Syi S

y
j + λSzi S

z
j

)
. (3.22)

Para essa nova abordagem nos oferecer um modelo quadrático consistente com o que foi

obtido na seção 3.1, iremos adotar a reparametrização Ω′
i → (S̃/S)Ωi e DΩ′ → JΩ′ΩDΩ,

onde S̃2 = S(S + 1) e JΩ′Ω representa o determinante jacobiano da transformação. Consi-

derando um campo de spin, orientado na direção x, definido por Si = S̃Ω′
i, reescrevemos

a hamiltoniana 3.22 como

H = −J
∑
⟨i,j⟩

(
ζij cos∆φij ∓ λSzi S

z
j

)
, (3.23)

sendo ζij =
√
S̃2 − (Szi )

2

√
S̃2 − (Szj )

2, ∆φij = φi − φj, e utilizamos S̃ cos θ = Sz e

S̃ senθ =
√
S̃2 − (Sz)2 para obter uma hamiltoniana dependente de φ e Sz. Também

adotamos novamente uma rotação de π em torno do eixo z para o AFM. Como o campo

está orientado em x, temos Sz ≪ S̃ e φ≪ 1, o que nos permite realizar certas expansões

na equação 3.23. Assim, obtemos uma hamiltoniana H = H2 + εH ′, onde já ignoramos o

termo constante que indica a energia do estado fundamental. O termo,

H2(φ, S
z) = J

∑
⟨i,j⟩

[
1

2
S̃2∆φ2

ij + Szi S
z
i ± λSzi S

z
j

]
, (3.24)

representa uma hamiltoniana quadrática nas variáveis φi e S
z
i , enquanto H

′ indica as

contribuições de ordem superior que surgem das expansões, as quais ε ≪ 1. Com essa

hamiltoniana, obtemos

Z =

∫
DΩ′ exp [− (A0 + εA′) /ℏ] , (3.25)

sendo

A0 =

∫ βℏ

0

(
H2 − iℏ

∑
i

Szi φ̇i

)
dτ , A′ =

∫ βℏ

0

H ′dτ . (3.26)

Expandindo até primeira ordem, obtemos

Z = Z0

(
1− ε

ℏ
⟨A′⟩0

)
+O(ε2) (3.27)

com Z0 =
∫
DΩ′ exp(−A0/ℏ). Os valores esperados para o campo de spin não-interagente

são dados por ⟨Ψ⟩0 = Z−1
0

∫
DΩ′Ψe−A0/ℏ. Assim, utilizando a equação 3.21 para tempos

iguais, τ = τ ′, obtemos a seguinte aproximação até primeira ordem para o valor esperado
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da hamiltoniana original 3.1,〈
Ĥ
〉
≈ 1

Z0

(
1 +

ε

ℏ
⟨A′⟩0

)∫
DΩH e−A0/ℏ

(
1− ε

ℏ
A′
)

(3.28)

onde H indica a hamiltoniana 3.22. Desse resultado, vemos que o formalismo apresentado

nos permite obter o valor esperado de uma hamiltoniana quântica por meio de uma

hamiltoniana semiclássica equivalente, em termos dos campos de spin,〈
Ĥ
〉
= ⟨H⟩0 +

ε

ℏ
(⟨A′⟩0 ⟨H⟩0 − ⟨A′H⟩0) +O

(
ε2
)
. (3.29)

Como ε≪ 1, vamos desconsiderar as contribuições dos termos dependentes desse fator,

mas vamos contabilizar as correções derivadas desses termos por meio do acréscimo de um

parâmetro de renormalização na expansão do ângulo φ, nos levando a uma hamiltoniana

quadrática

H0 = J
∑
⟨i,j⟩

[
1

2
S̃2ρ∆φ2

ij + Szi S
z
i ± λSzi S

z
j

]
, (3.30)

que substitui a hamiltoniana H2. Tomando as transformadas de Fourier para os campos,

definidas da mesma forma apresentada nas equações 3.5, porém com campos no lugar dos

operadores, a hamiltoniana 3.30 assume uma forma semelhante à apresentada na equação

3.6, mas em termos dos campo de spin,

H0 =
1

2

∑
q

(
φ̄qh

φ
qφq + S̄zqh

z
qS

z
q

)
, (3.31)

onde os coeficientes coincidem com os dados pela equação 3.7 e estamos utilizando a

notação Ψ̄q = Ψ−q. A dinâmica do sistema pode ser determinada por meio das equações

de Euler-Lagrange,
∂A0

∂Ψ
− d

dτ

(
∂A0

∂Ψ̇

)
= 0 , (3.32)

sendo Ψ = [φ, Sz] e a ação, A0, dada pela equação 3.26. Utilizando a hamiltoniana

3.31, obtemos um conjunto de equações diferenciais φ̇q = hzqS
z
q e Ṡzq = −hφqφq, cuja

solução nos indica que a dinâmica do sistema consiste em campos oscilatórios de frequência

ωq = ϵq/ℏ = ℏ−1
√
hφq hzq, resultado consistente com o obtido pela abordagem quântica

tradicional da AHAC. Assim, essa nova abordagem nos fornece o mesmo espectro de

energia do sistema que obtemos por meio da abordagem convencional, nos fornecendo

novidades apenas no parâmetro de renormalização.

3.2.2 Valores esperados

Como dito anteriormente, podemos obter uma equação auto-consistente para o parâ-

metro de renormalização ρ por meio da desigualdade de Gibbs-Bogoliubov (equação 2.3),
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onde desejamos obter um ρ que minimize a expressão Γ(ρ) = F0 −
〈
Ĥ0

〉
0
+
〈
Ĥ
〉
0
. A

primeira parte da expressão já foi determinada na equação 3.13. Assim, precisamos agora

calcular o valor esperado
〈
Ĥ
〉
0
, que pode ser obtido por meio do valor esperado ⟨H⟩0,

conforme mostrado na subseção 3.2.1. Utilizando a hamiltoniana 3.23, vemos que

⟨H⟩0 = −J
∑
⟨i,j⟩

(
⟨ζij cos∆φij⟩0 ∓ λ

〈
Szi S

z
j

〉
0

)
. (3.33)

Podemos reescrever o primeiro valor esperado como

⟨ζij cos∆φij⟩0 = Re

[
1

Z0

∫
DΩ′ζije

−(A0+iℏ∆φij)/ℏ
]
. (3.34)

Nas próximas etapas, vamos levar em conta a dependência temporal dos campos, ou seja,

Szi → Szi (τ) e φi → φi(τ). O argumento da exponencial nos leva a definir uma nova ação

não-local, Aij = A0 + iℏ∆φij(τ). Tomando as transformadas de Fourier para os campos,

Szi (τ) =
1√
N

1

βℏ
∑
q,ωn

Szqne
i(q·ri−ωnτ) , φi(τ) =

1√
N

1

βℏ
∑
q,ωn

φqne
i(q·ri−ωnτ) , (3.35)

o segundo termo da ação é reescrito como

iℏ∆φij(τ) =
iℏ
2

1√
N

1

βℏ
∑
q,ωn

[(
eiq·ri − eiq·rj

)
φqn +

(
e−iq·ri − e−iq·rj

)
φ̄qn
]
, (3.36)

enquanto o primeiro nos fornece

A0 =
1

βℏ
∑
q,ωn

[
φ̄qnh

φ
qφqn + S̄zqnh

z
qS

z
qn +

ℏ
2

(
ωnφ̄qnS

z
qn − ωnS̄

z
qnφqn

)]
, (3.37)

onde utilizamos
∫
dτSzi φ̇i = −

∫
dτφiṠ

z
i para obter os dois últimos termos. Assim, obtemos

uma ação não-local, dada por

Aij =
1

2β

∑
q,ωn

[(
i∆̄ij

q − ωnS̄
z
qn

)
φqn +

(
i∆ij

q + ωnS
z
qn

)
φ̄qn +

hφq
ℏ
φ̄qnφqn +

hzq
ℏ
S̄zqnS

z
qn

]
,

(3.38)

onde

∆ij
q =

e−iq·ri − e−iq·rj√
N

, (3.39)

funciona como um mecanismo para estabelecer as interações entre os śıtios e seus primeiros

vizinhos. Podemos simplificar essa ação por meio de uma abordagem semelhante à

apresentada no apêndice A, na qual definimos um desvio angular δφqn = φqn − ϕqn,

onde ϕqn denota o valor de φqn que minimiza a ação. Assim, por meio das condições
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∂Aij/∂φqn|φ=ϕ = 0 e ∂Aij/∂φ̄qn|φ̄=ϕ̄ = 0, obtemos

ϕqn = − ℏ
hφq

(
i∆ij

q + ωnS
z
qn

)
, ϕ̄qn = − ℏ

hφq

(
i∆̄ij

q − ωnS̄
z
qn

)
. (3.40)

Utilizando

δφ̄qnh
φ
q δφqn = φ̄qnh

φ
qφqn+ℏ

(
i∆̄ij

q − ωnS̄
z
qn

)
φqn+ℏ

(
i∆ij

q + ωnS
z
qn

)
φ̄qn+ϕ̄qnh

φ
q ϕqn , (3.41)

reescrevemos a ação como,

Aij =
1

2βℏ
∑
q,ωn

(
δφ̄qnh

φ
q δφqn − ϕ̄qnh

φ
q ϕqn + S̄zqnh

z
qS

z
qn

)
. (3.42)

Também podemos utilizar,

ϕ̄qnh
φ
q ϕqn =

ℏ2

hφq

(
−∆̄ij

q ∆
ij
q + iωn∆̄

ij
q S

z
qn − iωn∆

ij
q S̄

z
qn − ω2

nS̄
z
qnS

z
qn

)
, (3.43)

e definir um desvio em Szqn como,

δSzqn = Szqn +
iωn

ω2
q + ω2

n

∆ij
q , (3.44)

para separar a ação em três termos,

Aij = Aφ
0 +Az

0 + ℏΞij , (3.45)

nos quais identificamos as ações independentes como

Aφ
0 =

1

2βℏ
∑
q,ωn

hφq δφ̄qnδφqn , (3.46a)

Az
0 =

ℏ
2β

∑
q,ωn

(ω2
q + ω2

n)

hφq
δS̄zqnδS

z
qn , (3.46b)

e também definimos o ângulo

Ξij =
1

2

∑
q,ωn

hzq∆̄
ij
q ∆

ij
q

βℏ2(ω2
q + ω2

n)
. (3.47)

Utilizando a equação 3.39, vemos que ∆̄ij
q ∆

ij
q = 2(1 − cos q · ∆rij)/N , sendo ∆rij =

ri− rj = η, o vetor que indica as posições dos primeiros vizinhos. Podemos tomar a média

entre esses śıtios para reescrever ∆̄ij
q ∆

ij
q = 2(1− γq)/N , com γq = z−1

∑
a e

iq·η, sendo z o

número de primeiros vizinhos. Além disso, as funções de partição obtidas utilizando as
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ações apresentadas, coincidem com as do modelo não-interagente, mostradas no apêndice

A. Assim, vemos que a função de correlação dos campos φ, para tempos iguais, será dada

por

⟨φ̄qφq⟩0 =
1

βℏ2
∑
ωn

hzq
ω2
q + ω2

n

=
hzq
2ϵq

coth

(
βϵq
2

)
. (3.48)

Com esses resultados, podemos reescrever o ângulo Ξ como

Ξ =
1

N

∑
q

(1− γq) ⟨φ̄qφq⟩0 =
∑
⟨i,j⟩

〈
∆φ2

ij

〉
0

2Nz
. (3.49)

O ângulo Ξ indica a média sobre primeiros vizinhos de Ξij , e iremos utilizá-lo em seu lugar.

Retornando para a o valor esperado apresentado na equação 3.34, utilizando os resulta-

dos obtidos, temos

Re

[
1

Z0

∫
DΩ′ζije

−(Aφ
0+Az

0+ℏΞ)/ℏ
]
=

[
1

Z0

∫
DΩ′ζije

−(Aφ
0+Az

0)/ℏ
]
e−Ξ , (3.50)

Assim como foi feito no apêndice A para o caso não interagente, podemos reescrever a

função de partição do sistema como

Z0 = Zφ
0 Z

z
0 =

∫
DΩ′e−(Aφ

0+Az
0)/ℏ . (3.51)

Assim, utilizando a equação 3.49, o valor esperado pode ser reescrito como

⟨ζij cos∆φij⟩0 = ⟨ζij⟩0 exp
[
−1

2

〈
∆φ2

ij

〉]
, (3.52)

onde temos um valor esperado que só depende de Sz e outro que só depende de φ. Prosse-

guindo, precisamos agora calcular ⟨ζij⟩0, o que não seria posśıvel sem antes realizarmos

algumas aproximações. Como o campo está orientado em x, apresentando pequenos

desvios, e assumindo que o sistema em questão é isotrópico, podemos expandir ζij para

Sz ≪ S̃, obtendo ⟨ζij⟩0 ≈ S̃2 − ⟨(Sz)2⟩0, com〈
(Sz)2

〉
0
=

1

N(βℏ)2
∑
qωn

〈
S̄zqnS

z
qn

〉
0
. (3.53)

Utilizando a equação 3.44, obtemos

〈
(Sz)2

〉
0
=

1

(βℏ)2
∑
qωn

[〈
δS̄zqnδS

z
qn

〉
0

N
+

2(1− γq)

N2

ω2
n

(ω2
n + ω2

q )
2

]
=

1

N

∑
q

hφq
2ϵq

coth

(
βϵq
2

)
,

(3.54)

onde desconsideramos o termo proporcional a N−2, pois se torna irrelevante no limite

termodinâmico. De forma análoga, podemos obter o valor esperado para primeiros vizinhos
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(i ̸= j), 〈
Szi S

z
j

〉
0
=

1

N

∑
q

γqh
φ
q

2ϵq
coth

(
βϵq
2

)
. (3.55)

Juntando todos os resultados obtidos, determinamos o valor esperado da hamiltoniana Ĥ,

〈
Ĥ
〉
0
≈ zJ

∑
q

hφq (e
−Ξ ± λγq)

2ϵq
coth

(
βϵq
2

)
− zNJS̃2 . (3.56)

3.2.3 Equação auto-consistente

Com os valores esperados obtidos, podemos determinar uma equação para o parâmetro

de renormalização a partir da condição dΓ(ρ)/dρ = 0. Antes de prosseguir com a função

em questão, vamos apresentar algumas derivadas que aparecem no processo,

dϵq
dρ

=
d

dρ

[
2zJS̃

√
ρ(1− γq)(1± λγq)

]
=

2zJS̃
√

(1− γq)(1± λγq)

2
√
ρ

=
ϵq
2ρ
, (3.57a)

dnq
dρ

=
d

dρ

[
1

eβϵq − 1

]
= −

(
1

eβϵq − 1

)2

eβϵq
(
β
dϵq
dρ

)
= −eβϵq

(
βϵq
2ρ

)
n2
q , (3.57b)

d

dρ
ln
(
1− e−βϵq

)
=

(
−e−βϵq
1− e−βϵq

)(
−βdϵq

dρ

)
=

(
βϵq
2ρ

)
nq . (3.57c)

Utilizando as derivadas apresentadas e a a equação 3.13, obtemos

d

dρ

(
F0 −

〈
Ĥ0

〉
0

)
=

1

2ρ

∑
q

βϵ2q

4 senh2(βϵq/2)
. (3.58)

Precisamos agora derivar o valor esperado da hamiltoniana Ĥ, dado pela equação 3.56,

que também pode ser reescrito como

d

dρ

〈
Ĥ
〉
0
=

d

dρ
(−zJN)

[(
S̃2 −

〈
(Sz)2

〉
0

)
e−Ξ ∓ λ

〈
Szi S

z
j

〉
0

]
. (3.59)

Como 〈
(Sz)2

〉
0
=

1

N

∑
q

〈
S̄zqS

z
q

〉
0

,
〈
Szi S

z
j

〉
0
=

1

N

∑
q

γq
〈
S̄zqS

z
q

〉
0
, (3.60)

para prosseguir com o cálculo, precisamos determinar as derivadas6 de
〈
S̄zqS

z
q

〉
0
e Ξ,

dΞ

dρ
=

d

dρ

[
1

N

∑
q

(1− γq)
hzq
ϵq

(
nq +

1

2

)]
=

−1

2zJS̃2ρ2N

∑
q

ϵq
( senhβϵq + βϵq)

4 senh2(βϵq/2)
, (3.61a)

6Utilizamos (1/2) coth(βϵq/2) = nq + (1/2) para o cálculo das derivadas
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d
〈
S̄zqS

z
q

〉
0

dρ
=

d

dρ

[
hφq
ϵq

(
nq +

1

2

)]
=

ϵq
2ρhzq

( senhβϵq − βϵq)

4 senh2(βϵq/2)
. (3.61b)

Por conveniência, definimos as funções,

uq = ϵq
( senhβϵq − βϵq)

4 senh2(βϵq/2)
, vq = ϵq

( senhβϵq + βϵq)

4 senh2(βϵq/2)
, (3.62)

que permitem reescrevermos as derivadas mostradas anteriormente como

d

dρ

(
F0 −

〈
Ĥ0

〉
0

)
=

1

4ρ

∑
q

(vq − uq) , (3.63a)

dΞ

dρ
=

−1

2zJS̃2ρ2N

∑
q

vq ,
d
〈
S̄zqS

z
q

〉
0

dρ
=

uq
2ρhzq

. (3.63b)

Com as derivadas definidas, obtemos

d

dρ

〈
Ĥ
〉
0
=

1

4ρ2

[
−
(
1− ⟨(Sz)2⟩0

S̃2

)
e−Ξ

∑
q

vq + ρ
∑
q

e−Ξ ± λγq
1± λγq

uq

]
. (3.64)

Substituindo as equações 3.63a e 3.64 em dΓ(ρ)/dρ = 0, obtemos a equação auto-

consistente,

ρ(T ) = Λ(T )

(
1− ⟨(Sz)2⟩0

S̃2

)
e−Ξ , (3.65)

sendo

Λ(T ) =

[∑
q

(
vq +

e−Ξ − 1

1± λγq
uq

)]−1∑
q

vq . (3.66)

Tomando Λ(T ) = 1, a equação 3.65 é idêntica à obtida pela abordagem tradicional da

AHAC, dada pela equação 2.5. A função Λ(T ) serve como um fator de correção quântico,

obtido pela AHACQ. No limite semiclássico, βϵq ≪ 1, vemos que vq → 1 e uq → 0, logo,

Λ(T ) → 1, mostrando que as duas equações coincidem nesse limite. Essa correção no

parâmetro de renormalização é o que torna a AHACQ uma boa abordagem para o estudo

de sistemas quânticos, aumentando a precisão dos resultados obtidos por meio da AHAC

para esses sistemas, conforme será apresentado na próxima seção.

3.3 Resultados

Na seção 3.1, vimos que podemos obter uma hamiltoniana quadrática, que descreve os

estados excitados do sistema, partindo de sua hamiltoniana original. Com esse modelo

quadrático, podemos estudar a termodinâmica do sistema utilizando o ferramental da

mecânica estat́ıstica quântica. Conforme dito no caṕıtulo II, isso é algo que pode ser feito
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por meio de outras representações bosônicas. Porém, a utilização da AHACQ nos permite

incorporar flutuações térmicas e quânticas em nossos resultados, devido ao parâmetro de

renormalização, dado pela equação 3.65, que precisa ser resolvida numericamente através

de um método iterativo auto-consistente. Assim, podemos obter a dependência da tempe-

ratura de ρ de forma simples, visto que esses cálculos numéricos convergem rapidamente,

determinando assim a dependência da temperatura de qualquer outra grandeza obtida por

meio da hamiltoniana quadrática, sem a necessidade de cálculos mais complexos.

O parâmetro de renormalização obtido por meio da AHACQ apresenta o mesmo

comportamento com o aumento da temperatura que o obtido pela AHAC tradicional, cujo

valor cai abruptamente para zero em uma temperatura Tc, que associamos à temperatura

de transição de fase do sistema (temperatura de Curie para FM e de Néel para AFM). Esse

comportamento é ilustrado na figura 3.1, na qual vemos a dependência da temperatura

do parâmetro ρ para o material AFM RbMnF3, que será apresentado com mais detalhes

posteriormente. Nesse mesmo gráfico, comparamos a curva da componente transversal da

magnetização, m⊥ = m⊥(cosϕ, senϕ, 0)
7, obtida pela AHACQ,

m⊥ = ⟨Sx⟩0 ≈ S̃

[
1− ⟨(Sz)2⟩

2S̃2

]
e−

1
2⟨φ2⟩

0 , (3.67)

com os dados experimentais obtidos de [67]. Em ambas as curvas, observamos uma queda

abrupta em Tc, que pode ser atribúıda aos termos exponenciais existentes nas expressões de

ambas as grandezas. Apesar dessa caracteŕıstica indicar uma transição de fase de primeira

ordem na magnetização, ainda conseguimos associar essa temperatura Tc à temperatura

cŕıtica do sistema, e analisar o sistema para T < Tc, assim como mencionamos na seção

2.1 para a AHAC.

Sabemos que a AHAC nos possibilita determinar com precisão a temperatura de

transição de fase de sistemas clássicos, ao associarmos essa temperatura à Tc. A AHACQ

amplia essa aplicação para sistemas quânticos, apresentando ótimos resultados quando

comparada com os valores experimentais conhecidos e com os resultados obtidos por

outros modelos teóricos. Exemplificamos os resultados na tabela 3.1, onde comparamos

os valores de temperatura cŕıtica obtidos por meio da AHACQ para sistemas magnéticos

amplamente conhecidos, com dados obtidos por meio de simulações de Monte Carlo (MC).

Também comparamos esses valores com os obtidos por meio da abordagem tradicional

da AHAC e por meio da aproximação linear de ondas de spin do formalismo de HP. Os

sistemas utilizados foram os modelos XY e Heisenberg tridimensionais, ambos com spin

S = 1/2. Para o modelo XY, utilizamos os dados apresentados em [68], no qual são feitas

análises, por meio de simulações de MC, da versão FM desse modelo para estruturas

cúbicas simples (CS), de corpo centrado (CCC) e de face centrada (CFC). No caso do

7Na fase ordenada, a magnetização exibe ordem de longo alcance em uma direção no plano xy, definida
pelo ângulo polar ϕ.
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Figura 3.1: Gráfico do parâmetro de renormalização ρ (linha azul) e da componente
transversal da magnetização m⊥ (linha vermelha) em função da temperatura reduzida
T/Tc para o RbMnF3. Os pontos indicam valores experimentais retirados de [67].

modelo de Heisenberg, utilizamos os dados de simulação de MC apresentados em [69] e

em [70], nos quais o primeiro consiste em um estudo da versão FM desse modelo para

diferentes estruturas e o segundo em um estudo de uma estrutura SC AFM. Os resultados

do modelo de HP foram determinados por meio da magnetização ⟨Sx⟩ = S −N−1
∑
nq,

obtida nesse formalismo, onde associamos a temperatura de transição de fase à temperatura

em que essa expressão se torna nula. Assim como no caso da AHACQ, os resultados

apresentados para a AHAC tradicional foram determinados analisando a temperatura em

que o parâmetro ρ cai abruptamente para zero. Os resultados obtidos mostram que, dentre

os formalismos adotados, a AHACQ mostra maior precisão na determinação de Tc. No

caso do formalismo de HP, podemos obter melhores resultados ao considerarmos interações

entre mágnons, inclúıdas por meio de termos de ordem superior na hamiltoniana, o que

torna o desenvolvimento dessa abordagem mais complexa, se comparada com a AHACQ.

Como a AHACQ se diferencia da AHAC tradicional principalmente pelo acréscimo

da correção quântica Λ(T ) no parâmetro de renormalização, realizamos uma investigação

do comportamento térmico desse fator para diferentes valores de spin, apresentada na

figura 3.2. Podemos ver que Λ(T ) mostra uma dependência pronunciada no valor do

spin, apresentando uma maior correção para S = 1/2, enquanto converge para um,

conforme os valores de spin aumentam (se aproximam do regime clássico). Esse resultado

também justifica a eficácia da abordagem convencional da AHAC para sistemas clássicos,

já observada na literatura [37,38,54]. As curvas apresentadas foram determinadas para

o modelo XY (λ = 0), mas esse comportamento também se repete para outros modelos

com λ > 0. Para o modelo adotado, conseguimos obter uma expressão para essa correção
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Modelo Estrutura MC HP AHAC AHACQ

SC 2,02 4,22 1,29 2,03
FM XY BCC 2,90 5,96 1,72 2,71

FCC 4,52 9,14 2,57 4,08
SC 1,68 3,41 0,99 1,71

FM Heisenbeg BCC 2,52 5,01 1,40 2,38
FCC 4,01 7,83 2,17 3,65

AFM Heisenberg SC 0,95 3,39 0,63 0,95

Tabela 3.1: Temperatura cŕıtica (em unidades de J/kB) de alguns modelos magnéticos
tridimensionais com spin S = 1/2. A coluna MC indica os valores obtidos para esses
modelos por meio de simulações de Monte-Carlo, enquanto as colunas HP, AHAC e
AHACQ indicam os valores obtidos por meio da aproximação linear de ondas de spin do
formalismo de HP, da abordagem tradicional da AHAC e da AHACQ, respectivamente.
Os dados de MC foram retirados de [68–70].

quântica em T = 0. Nesse caso, temos uq(T = 0) = vq(T = 0) = ϵq/2, o que nos

leva a Λ(T = 0) = eΞ. Consequentemente, a equação auto-consistente do parâmetro de

renormalização se reduz a ρ(T = 0) = (1 − ⟨(Sz)2⟩0 /S̃2). Utilizando a equação 3.54,

obtemos 〈
(Sz)2

〉
0
=
S̃
√
ρ(0)

2

1

N

∑
q

(1− γq) ≈
S̃
√
ρ(0)

2
. (3.68)

Utilizando esse resultado na equação de ρ, obtemos como solução

ρ(0) =

[√
1 +

1

4S̃
− 1

4S̃

]2
. (3.69)

De forma similar, utilizando a equação 3.49, obtemos Ξ(T = 0) = (2S̃
√
ρ(0))−1, resultando

em uma expressão para Λ(T = 0) dependente do valor de spin S,

Λ(T = 0) = exp

[
2√

16S(S + 1) + 1− 1

]
. (3.70)

Para S = 1/2, a correção quântica atinge valor máximo Λ(0) ≈ 2, 15, enquanto atinge

valor unitário no limite S ≫ 1, concordando com o comportamento esperado para esse

fator.

Os resultados apresentados evidenciam a eficiência da AHACQ como formalismo para

tratar de sistemas quânticos, mas como essa abordagem é equivalente à AHAC tradicional

no regime semiclássico, também podemos utilizar esse formalismo em sistemas cuja AHAC

se mostra eficaz. Na tabela 3.2 apresentamos uma comparação semelhante à apresentada na

tabela 3.1, na qual utilizamos o formalismo de HP, com a aproximação linear para ondas de

spin, o formalismo tradicional da AHAC e a AHACQ para determinar a temperatura cŕıtica
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Figura 3.2: Gráfico do fator de correção quântica Λ em função da temperatura reduzida
T/Tc para valores de spin de S = 1/2 até S = 4, como diferença de ∆S = 1/2 entre valores
subjacentes. A linha tracejada serve de guia visual para observar a convergência Λ → 1
para S ≫ 1 (limite clássico). As curvas foram determinadas para o modelo XY, mas esse
comportamento se repete em outros modelos.

de dois materiais AFM tridimensionais de spin S = 5/2 e estrutura SC, aproximadamente

isotrópica (λ ≈ 1), o KMnF3 [71] e o RbMnF3 [72]. A fim de otimizar a precisão dos

resultados, determinamos a constante de troca (J) para cada modelo a partir da análise da

curva do espectro de energia de cada material, obtidas nas referências indicadas para cada

um deles. Como em todos os formalismos adotados a energia possui uma dependência linear

em J , podemos determinar essa constante por meio do método dos mı́nimos quadrados.

Para o formalismo de HP, a constante de troca é determinada por meio da equação

J =
1

2zS

∑
q ϵq
√

(1− γq)(1± γq)∑
q(1− γq)(1± γq)

, (3.71)

onde a soma é feita sobre os valores experimentais apresentados. Para a AHAC e AHACQ,

introduzimos um parâmetro renormalizado Jr(T ) = J
√
ρ(T ) e aplicamos o método dos

mı́nimos quadrados à esse parâmetro. A expressão obtida será igual à equação 3.71,

porém com a substituição S → S̃. Após determinarmos Jr, utilizamos as equações auto-

consistentes para determinar o parâmetro ρ na temperatura em que o experimento foi

conduzido, a fim de determinar a constante de troca do sistema por meio da relação

J = Jr/
√
ρ [54].

Por último, focamos no composto RbMnF3, já mencionado anteriormente, de forma

mais detalhada, visando uma comparação com dados emṕıricos. Este material exibe
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Material Spin Exp. HP AHAC AHACQ

KMnF3 5/2 88 K 199,1 K 92,4 K 85,1 K
RbMnF3 5/2 83 K 221,9 K 83,9 K 76,8 K

Tabela 3.2: Temperatura cŕıtica de alguns materiais AFM tridimensionais. A coluna Exp.
indica valores obtidos experimentalmente, enquanto as colunas HP, AHAC e AHACQ
indicam os valores obtidos por meio da aproximação linear de ondas de spin do formalismo
de HP, da abordagem tradicional da AHAC e da AHACQ, respectivamente. Os dados
experimentais foram retirados de [71,72].
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Figura 3.3: Espectro de energia ao longo do plano cristalográfico (110) do RbMnF3, à
uma temperatura T = 4, 2 K. A curva foi determinada por meio da AHACQ, utilizando o
valor J = 3, 10 K, determinado por meio do processo dos mı́nimos quadrados. Os pontos
indicam valores experimentais retirados de [72].

estrutura cristalina de perovskita cúbica ideal, com parâmetro de rede a = 4, 24 Å. A

principal interação entre seus śıtios é uma interação AFM entre os ı́ons Mn2+, que ocupam

o centro de um octaedro formado por seis ı́ons Fe– , e seus seis primeiros ı́ons Mn2+ vizinhos.

Na figura 3.3 apresentamos uma comparação gráfica entre o espectro de energia obtido por

meio da AHACQ e os dados experimentais retirados de [72], o que nos permite observar a

concordância da curva teórica fornecida pela AHACQ com o comportamento observado

experimentalmente. Pelo método dos mı́nimos quadrados obtemos J = 3, 10 K, que foi

o valor utilizado para todos os resultados obtidos pela AHACQ apresentados para esse

material.

Retornando para a tabela 3.2, podemos observar que a AHACQ se mostrou menos

precisa, se comparada com a abordagem tradicional da AHAC, na obtenção da temperatura

de transição do RbMnF3. Ainda assim, conseguimos obter resultados confiáveis para

temperaturas na vizinhança do ponto de transição. Analisando o comportamento térmico
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Figura 3.4: Energia renormalizada dos mágnons no limite da primeira zona de Brillouin no
RbMnF3. A linha sólida representa o resultado obtido por meio da AHACQ. Os pontos
pretos indicam dados de medidas de difração de nêutrons, retirados de [73], e os losangos
vermelhos indicam dados de medidas de espalhamento Raman, retirados de [74].

da magnetização por meio da AHACQ, observamos uma diminuição proporcional a T 2,03,

em regiões próximas a T = 0 K, concordando com a dependência de T 2 observada em

outras teorias convencionais. Porém, estendendo nossa análise para regiões entre T = 0

K e T = 0, 85Tc, obtemos m⊥ ≈ 1 − 0, 43(T/Tc)
2,32, resultado consistente com a lei de

potência T 2,38, extráıda de dados experimentais para a magnetização [67]. Adicionalmente,

apresentamos na figura 3.4 uma análise da dependência de temperatura da energia do

mágnons no RbMnF3, no limite da primeira zona de Brillouin. Nessa análise, comparamos

a curva obtida por meio da AHACQ com dados experimentais de espalhamento de mágnons,

onde observamos boa concordância quantitativa.

Os resultados obtidos para o RbMnF3 são comparáveis com os observados para outros

materiais, e servem para ilustrar a eficácia da AHACQ como abordagem teórica para

análise de sistemas magnéticos. Em comparação com os outros modelos apresentados, a

AHACQ se mostrou superior à aproximação linear para ondas de spin do formalismo de

HP, mas equiparável à abordagem tradicional da AHAC. Para valores de spin altos, a

AHACQ ainda nos fornece bons resultados, mas suas correções quântica desempenham

papel fundamental na análise de sistemas quânticos.

3.4 Conclusões

A AHAC já se mostrou uma ferramenta muito útil para o estudo de sistemas mag-

néticos, incorporando correções devido à flutuações térmicas por meio de um parâmetro
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de renormalização dependente da temperatura. O estudo desenvolvido apresenta uma

reformulação da AHAC que amplia a acurácia desse método devido à sua construção

puramente quântica, que acrescenta uma nova correção ao parâmetro de renormalização

capaz de levar em conta as flutuações quânticas dos sistemas analisados. Como esperado,

essa correção quântica se mostrou mais relevante para sistemas de spin pequeno (sistemas

quânticos). Essa nova roupagem para a AHAC, que chamamos de AHACQ, mostra uma

maior eficácia para esse tipo de sistema e mantém uma eficiência semelhante à da aborda-

gem tradicional quando utilizada em sistemas de spins no regime semiclássico. Assim, a

AHACQ surge como um formalismo promissor para o estudo de fenômenos de magnetismo

quântico, relevantes para o desenvolvimento de novas tecnologias quânticas.

O conteúdo apresentado nessa seção foi submetido em forma de artigo cient́ıfico ao

periódico Journal of Magnetism and Magnetic Materials e encontra-se em fase de revisão

por pares, podendo ser acessado em [75]. A primeira página do artigo pode ser conferida

no apêndice C.2.
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Caṕıtulo IV

Ressonância antiferromagnética

A AHAC recentemente foi explorada para o estudo de spintrônica em sistemas FM

no trabalho de A. R. Moura [54]. Visando expandir essa aplicação, escolhemos estudar

correntes de spin em sistemas AFM, conforme foi dito no caṕıtulo I. O ponto de partida

escolhido para essa exploração da AHAC na spintrônica de antiferromagnetos foi o fenômeno

de ressonância, fundamental para a produção de mágnons coerentes em sistemas magnéticos.

Além disso, a partir desse estudo somos capazes de apresentar como utilizamos a AHAC e

determinamos os EC para esses sistemas. Cronologicamente, o trabalho apresentado nesse

caṕıtulo foi realizado antes da formulação da AHACQ, por isso foi utilizada a abordagem

tradicional da AHAC. Como os materiais explorados apresentam valores de spin grandes, a

correção quântica seria pequena, logo, não achamos relevante acrescentar essa abordagem

em nosso desenvolvimento.

Em nosso estudo do fenômeno de ressonância, direcionamos a nossa atenção para o

antiferromagneto de Heisenberg com anisotropia de śıtio único na presença de um campo

magnético externo, um tipo de sistema bem conhecido na spintrônica. Esse AFM é

representado pela hamiltoniana semiclássica,

H = 2J
∑
⟨i,j⟩

S ′
i · S ′

j −D
∑
i

(Sx ′i )
2 − gµB

∑
i

B ′
i (t) · S ′

i , (4.1)

sendo J > 0 a constante de troca, D > 0 a constante de anisotropia e B ′(t) = B ′
x ı̂

′ +

B ′
y(t) ȷ̂

′+B ′
z(t) k̂

′ o campo magnético externo. O termo ⟨i, j⟩ presente no somatório denota

uma soma nos primeiros vizinhos. Estamos utilizando a notação com apóstrofo, K ′, para

indicar o referencial do laboratório, e vamos utilizar a notação sem o apóstrofo, K, quando

estivermos nos referindo ao referencial local para os śıtios da rede.

O campo magnético estático é definido ao longo do eixo de anisotropia, que estabelece-

mos como a direção x′. Como os materiais antiferromagnéticos possuem magnetização total

de módulo praticamente nulo, não precisamos nos preocupar com termos de amortecimento

provenientes do campo desmagnetizante, ou seja, B′ ≈ µ0H
′
ext, sendo H ′

ext o campo
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externo, que pode ser regulado no laboratório. Geralmente, a condição de ressonância é

atingida manipulando a intensidade deste campo externo. Os campos transversais, B ′
y(t) e

B ′
z(t), possuem intensidade baixa, de forma que B ′

y ≈ B ′
z ≪ B ′

x, o que nos permite tratar

os campos oscilantes como perturbações.

Podemos olhar para um material AFM como um sistema que possui duas sub-redes,

A e B. Usualmente, os spins destas sub-redes apresentam um alinhamento antiparalelo,

no qual eles se encontram alinhados ao longo do mesmo eixo, mas em sentidos opostos.

Isto ocorre pois esta configuração minimiza a energia de troca. Mas na presença de um

campo estático intenso esta configuração pode mudar, devido à disputa entre a energia

de troca e a energia proveniente deste campo, chamada energia de Zeeman. Quando a

intensidade do campo está abaixo de um valor cŕıtico, Bsf , o material continua exibindo o

alinhamento antiparalelo usual, mas quando excede esse valor cŕıtico, a energia de Zeeman

passa a exercer maior influência no sistema. Neste caso, a energia passa a ser minimizada

pela configuração exibida na figura 4.1, com θA = −θB. Assim, podemos observar duas

fases no material antiferromagnético. Para B ′
x < Bsf , o material se encontra na fase

usual, chamada de fase antiferromagnética (AF). Quando B ′
x > Bsf , o sistema passa a se

encontrar na fase denominada Spin-Flop (SF). Neste trabalho, estamos interessados em

tratar de ambas as fases.

B
′
x(a)

θB

θA

B
′
x < Bsf

(b)

B
′
x > Bsf

(c)

Figura 4.1: (a) Representação geral para as configurações das sub-redes. O vetor vermelho
representa a sub-rede A e o azul a sub-rede B. (b) Representação da fase AF. (c)
Representação da fase SF

Para trabalhar com a hamiltoniana 4.1 vamos assumir uma rotação no eixo z para

reescrevermos os spins das sub-redes no referencial local, a fim de estabelecermos um

campo de spin colinear,

Sx ′r,l = Sxr,l cos θl − Syr,l senθl ,

Sy ′r,l = Sxr,l senθl + Syr,l cos θl , (4.2)

Sz ′r,l = Szr,l ,
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onde r representa a posição da célula unitária e l = A,B indica a sub-rede tratada. Nesta

rotação, assumimos um caso genérico, no qual cada sub-rede exibe um ângulo de rotação

diferente, nos possibilitando tratar das duas fases existentes no material.

4.1 Aproximação harmônica auto-consistente

Vamos agora utilizar a AHAC tradicional para obter uma hamiltoniana quadrática.

Para isso, vamos partir de uma abordagem semiclássica e reescrever a hamiltoniana 4.1

em termos dos campos φ e Sz, tomando as aproximações cab́ıveis para chegarmos na

hamiltoniana desejada. Posteriormente, iremos adotar uma abordagem quântica usual, na

qual quantizaremos o nosso sistema promovendo os campos à operadores.

4.1.1 Abordagem semiclássica

Na abordagem semiclássica, utilizamos a parametrização 2.2 para reescrever os spins da

sub-redes (no referencial local) em termos dos campos φ e Sz, o que nos leva à hamiltoniana,

H = 2J
∑
⟨i,j⟩

[
fifj (cos∆θ cos∆φij + sen∆θ sen∆φij) + Szi S

z
j

]
−

−
∑
i

{
f 2
i

2
D (cos 2θi cos 2φi − sen2θi sen2φi + 1)+ (4.3)

+gµB [fi (B
x
i cosφi +By

i senφi) +Bz
i S

z
i ]} ,

com fi =
√
S2 − (Szi )

2, ∆θ = θA−θB, ∆φij = φi−φj e θi = θA, θB dependendo da sub-rede

do śıtio. Vamos também considerar um campo magnético estático e uniforme Bx ≫ By
i , B

z
i .

Visando obter as correções adicionais que a AHAC nos proporciona, substituiremos φ por
√
ρφ na hamiltoniana. Para obter a hamiltoniana quadrática, adotaremos as aproximações

√
ρφ≪ 1 e Sz ≪ S, que nos levam a

fi ≈ S

[
1− 1

2

(Szi )
2

S2

]
, sen

√
ρφ ≈ √

ρφ , cos
√
ρφ ≈ 1− ρφ2

2
, (4.4)

onde expandimos os campos até segunda ordem. Substituindo estas expansões na equação

4.3 e tomando as transformadas de Fourier dos campos, apresentada na equação 3.5,

obtemos uma hamiltoniana dividida em três partes, H = E0 +H1 +H2, sendo

E0 = γeℏNS
[
BE cos∆θ − BD

2

(
cos2 θA + cos2 θB

)
− (Bx

A +Bx
B)

]
, (4.5)
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a energia do estado fundamental,

H1 = γeℏ
∑
q

{
S
√
ρ

[√
N

(
BE sen∆θ +

BD

2
sen2θA

)
δq,0 −By

A,q

]
φA,q+

+S
√
ρ

[√
N

(
−BE sen∆θ +

BD

2
sen2θB

)
δq,0 −By

B,q

]
φB,q −Bz

q

(
SzA,q + SzB,q

)}
(4.6)

um termo linear que será utilizado na construção dos estados coerentes, e

H2 =
1

2

∑
q

∑
ll′

[
S2ρφ̄lh

φ
ll′φl′ + S̄zl h

z
ll′S

z
l′
]
, (4.7)

a hamiltoniana quadrática, que representa as excitações do sistema, dadas por ondas de spin

não interagentes, sendo N o número de śıtios de cada rede, l, l′ = A,B, γe = gµB/ℏ a razão

giromagnética, BE = 2zJS/γeℏ o campo de troca, BD = 2DS/γeℏ o campo anisotrópico.

A soma dos momentos é feita sobre a primeira zona de Brillouin. Na hamiltoniana 4.7,

ocultamos o sub-́ındice q nos campos φ e Sz e nos coeficientes h. Estes coeficientes são

dados por

hφll =
γeℏ
S

(−BE cos∆θ +BD cos 2θl +Bx
l ) , (4.8a)

hφll′ =
γeℏ
S
BE cos∆θγq , (4.8b)

hzll =
γeℏ
S

(
−BE cos∆θ +BD cos2 θl +Bx

l

)
, (4.8c)

hzll′ =
γeℏ
S
BEγq , (4.8d)

com l, l′ = A,B, l ̸= l′. O termo γq = z−1
∑

a e
iq·a denota o fator de estrutura da

rede, definido pelos z spins primeiros vizinhos, localizados nas posições dadas pelos

vetores a. Usualmente, fazemos a substituição φ→ √
ρφ adicionando um parâmetro de

renormalização para cada termo da hamiltoniana original (ρE, ρD e ρZ). Podemos optar

por trabalhar como um único ρ para todos os termos, mas neste caso haverá uma perda

de precisão nos resultados. Neste desenvolvimento, adotamos uma abordagem que nos

permite trabalhar com um único ρ, sem ocorrer esta perda de precisão, no qual ρ é dado

pela média ponderada dos parâmetros de cada termo,

ρ =
γeℏ
S

[
−2 cos∆θBEρE + (cos 2θA + cos 2θB)BDρD + (Bx

A +Bx
B) ρZ

hφAA + hφBB

]
, (4.9)

sendo ρE o parâmetro de renormalização de troca (exchange), ρD o anisotrópico, e ρZ o

de Zeeman. Estes parâmetros são dados por equações auto-consistentes, que podem ser

obtidas comparando a média
〈
Ṡzq

˙Sz−q

〉
calculada utilizando a hamiltoniana exata 4.3 e

a hamiltoniana quadrática 4.7, ou pela desigualdade de Gibbs-Bogoliubov, como já foi
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mostrado. Nesse caṕıtulo optaremos pelo primeiro método. Estas equações serão obtidas e

exploradas na seção 4.1.3.

Por meio de uma minimização da energia do estado fundamental (equação 4.5), conse-

guimos obter o ângulo da fase SF e o campo cŕıtico, Bsf . Utilizando B
x
l = B′

x cos θl, onde

estamos desconsiderando o campo oscilante (B′
x ≫ B′

y), obtemos como soluções θA = 0 e

θB = π, que caracteriza a fase AF, e θA = −θB = arccos [B′
x/(2BE −BD)], que é o ângulo

entre os spins e o eixo de magnetização na fase SF. A análise da energia também nos provê

o campo cŕıtico Bsf =
√

2BEBD −B2
D. Também podemos observar uma dependência do

campo estático no ângulo da fase SF, na qual o ângulo diminui conforme aumentamos a

intensidade do campo. Quando o campo estático atinge o valor B′
x = 2BE − BD, os spins

passam a estar alinhados paralelamente com o eixo de magnetização, semelhante à um

material FM. Para este valor de campo, o material passa a se encontrar na fase paramagné-

tica (PM). Assim, um antiferromagneto possui duas transições de fase que ocorrem devido

à aplicação de um campo estático: uma de primeira ordem, da fase AMF para a SF; e

uma de segunda ordem, da fase SF para a PM. Um estudo dessas transições de fase não é

o escopo deste trabalho e mais detalhes podem ser encontrados nas referências [76–78].

A abordagem semiclássica da AHAC nos permite obter a energia das ondas de spin a

partir da hamiltoniana 4.7, sem a necessidade da quantização. Isso se dá pela utilização

dos campos φ e Sz, que são campos canonicamente conjugados, o que nos permite fazer

esta análise por meio das equações de Hamilton, ℏφ̇l = ∂H2/∂S̄
z
l e ℏṠzl = −∂H2/∂φ̄l.

Vamos tomar a fase AF como exemplo (θA = 0 e θB = π). Neste caso, hφAA = hzAA = hAA,

hφBB = hzBB = hBB e −hφAB = hzAB = hAB, e obtemos pelas equações de Hamilton1,

ℏφ̇l =
∂H2

∂S̄zl
= hllS

z
l + hll′S

z
l′ , (4.10a)

ℏṠzl = −∂H2

∂φ̄l
= (−hllφl + hll′φl′)S

2ρ , (4.10b)

com l, l′ = A,B e l ̸= l′. A dinâmica do campo de spin consiste em uma precessão em torno

do eixo x′ (referencial do laboratório), logo, as flutuações não-localizadas estão no plano y′z′.

Assim, a dinâmica do campo de spin é dado por S+′
q (t) = Sy′q (t) + iSz′q (t) = S+′

q (0)e−iω
α
q t

ou S+′
q (t) = S+′

q (0)eiω
β
q t, considerando uma precessão no sentido anti-horário ou horário,

respectivamente. Da equação 2.2, temos que Syl ≈ S
√
ρφl, e a solução não-trivial das

equações de Hamilton resulta em

ωα,βq =
√
ργe

[
B′
x ±

√
2BEBD +B2

D +B2
E

(
1− γ2q

)]
, (4.11)

para a frequência dos mágnons. Este resultado coincide com o obtido utilizando a repre-

sentação de HP [79], quando adotamos ρ = 1. Iremos explorar mais essa comparação entre

1O fator ℏ surge pois os campos são adimensionais.
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as duas abordagens posteriormente, mas utilizando os resultados obtidos da abordagem

quântica, que será apresentada a seguir.

4.1.2 Abordagem quântica

Partindo para uma abordagem quântica, vamos promover os campos φ e Sz a operadores

que satisfazem a relação de comutação
[
φi, S

z
j

]
= δij. Torna-se então conveniente adotar

um processo semelhante ao utilizado para o oscilador harmônico, no qual reescrevemos a

hamiltoniana em termos de operadores bosônicos de criação e aniquilação, definidos pela

relações

φ̄A,q =
1√
2

(
1

S2ρ

)1/4 (
a†q + a−q

)
, φ̄B,q =

1√
2

(
1

S2ρ

)1/4 (
b†q + b−q

)
, (4.12a)

S̄zA,q =
i√
2

(
S2ρ
)1/4 (

a†q − a−q
)

, S̄zB,q =
i√
2

(
S2ρ
)1/4 (

b†q − b−q
)
. (4.12b)

Estes operadores respeitam as relações de comutação bosônicas
[
aq, a

†
q

]
= 1,

[
bq, b

†
q

]
= 1 e

[aq, bq] = 0. Utilizando estes novos operadores, reescrevemos a hamiltoniana quadrática na

forma matricial,

H2 =
1

2

∑
q

X†
qHXq , (4.13)

sendo,

X†
q =

(
a†q b†q a−q b−q

)
, (4.14)

Hq =


Aa Bq Ca Dq

Bq Ab Dq Cb

Ca Dq Aa Bq

Dq Cb Bq Ab

 , (4.15)

com os coeficientes sendo dados por,

Al =

√
ρS̃

2
(hφll + hzll) , Cl =

√
ρS̃

2
(hφll − hzll) ,

Bq =

√
ρS̃

2
(hφAB + hzAB) , Dq =

√
ρS̃

2
(hφAB − hzAB) ,

onde substitúımos S por S̃ =
√
S(S + 1), otimização adotada quando estamos lidando

com pequenos valores de spin no regime quântico, que surge naturalmente da representação

de Villain, conforme visto na seção 3.1. O espectro de energia dos mágnons é dado pelos

autovalores da hamiltoniana 4.15. Para obtermos estes autovalores, vamos diagonalizar

a hamiltoniana por meio de uma transformação de Bogoliubov, que consiste em uma

transformação linear nos operadores de criação e aniquilação que preserva as suas relações
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de comutação [80,81]. Assim, definimos novos operadores αq e βq por meio da transformação

linear Xq = TqΨq, sendo

Ψ†
q =

(
α†
q β†

q α−q β−q

)
. (4.16)

As relações de comutação dos operadores aq e bq podem ser escritas como
[
Xq, X

†
q

]
= G,

sendo G = σz ⊗ I, onde utilizados σz para indicar a matriz z de Pauli. Assim, para manter

a validade da relação, a matriz de transformação, Tq, deve obedecer a relação TqGT
†
q = G.

Desta forma, a matriz de transformação pode ser escrita como

Tq =

(
Uq Vq

V̄q Ūq

)
, (4.17)

sendo Uq = [umn] e Vq = [vmn] matrizes quadradas bidimensionais. Utilizando esta

transformação, reescrevemos a hamiltoniana 4.13 na forma,

H2 =
1

2

∑
q

X†
qHXq =

1

2

∑
q

Ψ†
q

(
T †
qHXqTq

)
Ψq =

1

2

∑
q

Ψ†
qΩqΨq , (4.18)

com

Ωq =


ϵαq 0 0 0

0 ϵβq 0 0

0 0 ϵαq 0

0 0 0 ϵβq

 , (4.19)

sendo ϵαq e ϵβq os dois posśıveis espectros de energia dos mágnons. Encontrar uma transfor-

mação geral que diagonaliza a hamiltoniana 4.15 não se mostrou viável, mas este processo

é facilitado quando especificamos a fase analisada devido à simplificações que surgem

nos termos da matriz. Outro ponto a se destacar é que a formulação matricial que foi

apresentada é geral e pode ser utilizada para qualquer hamiltoniana que possa ser escrita

na forma 4.13.

Fase AF: Na fase AF, temos θA = 0 e θB = π, o que resulta em Bq = Ca = Cb = 0.

Assim, obtemos uma hamiltoniana quadrática por meio da transformação

Uq = coshΘqI , Vq = senhΘqσx , (4.20)

com

tanh 2Θq = − 2Dq

Aa + Ab
=

BEγq
BE +BD

. (4.21)

Utilizando esta transformação em 4.18, obtemos

HAF = EAF
0 +

∑
q

(
ϵαqα

†
qαq + ϵβqβ

†
qβq
)
, (4.22)
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sendo EAF
0 = E0 +

∑
q (ℏωq/2) uma constante associada à energia do estado fundamental,

ϵαq =
√
ργeℏB′

x + ℏωq , (4.23a)

ϵβq = −√
ργeℏB′

x + ℏωq , (4.23b)

e

ωq =
√
ργe

√
2BEBD +B2

D +B2
E

(
1− γ2q

)
. (4.24)

Os resultados coincidem com o caso semiclássico. A diferença entre os dois casos está no

parâmetro de renormalização, como veremos posteriormente.

Fase SF: Adotando θA = −θB = θ e B′
y, B

′
z ≪ B′

x (consideração que condiz com

experimentos de spintrônica), obtemos

Aa = Ab = A =
√
ργeℏ

[
−BE cos 2θ +BD

(
cos2 θ + cos 2θ

)
/2 +B′

x cos θ
]
,

Bq =
√
ργeℏBEγq cos

2 θ ,

Ca = Cb = C = −√
ργeℏ

(
BD sen2θ

)
/2 ,

Dq = −√
ργeℏBEγq sen

2θ .

A hamiltoniana é diagonalizada pela transformação

Uq =
1√
2

(
coshΞq coshΦq

− coshΞq coshΦq

)
, Vq =

1√
2

(
− senhΞq senhΦq

senhΞq senhΦq

)
. (4.25)

Os ângulos Ξq e Φq são determinados com o propósito de eliminar os termos não diagonais.

Assim, obtemos

tanhΞq =

√
A−Bq − ϵαq
A−Bq + ϵαq

, tanhΦq =

√
A+Bq − ϵβq

A+Bq + ϵβq
, (4.26)

com as energias dos mágnons sendo dadas por

ϵαq =

√
(A−Bq)

2 − (C −Dq)
2 , (4.27a)

ϵβq =

√
(A+Bq)

2 − (C +Dq)
2 . (4.27b)

Obtemos então a seguinte hamiltoniana quadrática para a fase SF,

HSF = ESF
0 +

∑
q

(
ϵαqα

†
qαq + ϵβqβ

†
qβq
)
, (4.28)
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sendo ESF
0 = E0 +

∑
q

(
ϵαq + ϵβq

)
/4. Os resultados também coincidem com os obtidos por

meio da representação de HP [82], com a vantagem das correções adicionadas por meio do

parâmetro de renormalização.

4.1.3 Parâmetro de renormalização

Todos os resultados obtidos, tanto na abordagem semiclássica quanto na quântica,

contêm o parâmetro de renormalização ρ, dado pela equação 4.9. Para determinarmos

este parâmetro, vamos primeiro buscar equações que nos permitam obter os parâmetro

ρE, ρD e ρZ , comparando a média

〈(
Ṡz
q

)†
Ṡz
q

〉
calculada por meio da hamiltoniana exata

4.3 e por meio da hamiltoniana quadrática 4.7, sendo
(
Sz
q

)†
=
(
SzA,q SzB,q

)
. Partindo da

hamiltoniana quadrática, temos

ℏ2
〈(

Ṡz
q

)†
Ṡz
q

〉
G

=

〈
∂H2

∂φA,q

∂H2

∂φ̄A,q
+

∂H2

∂φB,q

∂H2

∂φ̄B,q

〉
G

=
1

β

(
hφAA,q + hφBB,q

)
S2ρ , (4.29)

onde estamos utilizando a notação ⟨· · · ⟩G para indicar a média Gaussiana calculada

utilizando a hamiltoniana quadrática, com β = 1/kBT .

Utilizando a hamiltoniana exata, podemos realizar uma integração por partes para

reescrever essa média na forma

ℏ2
〈(

Ṡz
r

)†
Ṡz
r′

〉
G

=
1

β

〈
∂2H

∂φA,r∂φA,r′
+

∂2H

∂φB,r∂φB,r′

〉
G

=
γeℏ
βS

[−2BE cos∆θ ⟨fAfB⟩G ⟨cos∆φ⟩G +BD

(
cos 2θA

〈
f 2
A

〉
G
⟨cos 2φA⟩G +

+cos 2θB
〈
f 2
B

〉
G
⟨cos 2φB⟩G

)
+Bx

AS ⟨fA⟩G ⟨cosφA⟩G +Bx
BS ⟨fB⟩G ⟨cosφB⟩G] , (4.30)

onde fl =
√
S2 − (Szl )

2 e separamos as médias pois φ e Sz são distribuições gaussianas

independentes. As médias observadas na equação 4.30 são calculadas utilizando a ha-

miltoniana quadrática. Comparando os resultados das equações 4.29 e 4.30, e utilizando

⟨cosφ⟩G = exp (−⟨φ2⟩G /2), obtemos as equações dos parâmetros ρE, ρD e ρZ ,

ρE =

(
1−

〈
(SzA)

2〉
G

2S2
−
〈
(SzB)

2〉
G

2S2

)
exp

(
−1

2

〈
∆φ2

〉
G

)
, (4.31a)

ρD =

(∑
l

cos 2θl

)−1∑
l

cos 2θl

(
1−

〈
(Szl )

2〉
G

S2

)
exp

(
−2
〈
φ2
l

〉
G

)
, (4.31b)

ρZ =

(∑
l

cos θl

)−1∑
l

cos θl

(
1−

〈
(Szl )

2〉
G

2S2

)
exp

(
−1

2

〈
φ2
l

〉
G

)
, (4.31c)
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onde expandimos os termos fl, pois S
z ≪ S. Podemos ver na equação 4.9 que ρZ não

contribui para o ρ efetivo na fase AF, sendo assim, iremos desconsiderar a equação desse

termo nessa fase. Na fase SF, as equações de ρD e ρZ se tornam a média aritmética

da equação de cada sub-rede. Como os valores esperados dependem dos parâmetros de

renormalização, estas equações são resolvidas de forma auto-consistente.

Obtivemos estas equações por meio de uma análise semiclássica, mas também podemos

chegar no mesmo resultado por meio da abordagem quântica tradicional. De forma prática,

a diferença entre as duas está na forma em que calculamos as médias e na hamiltoniana

quadrática utilizada. A dependência de temperatura do parâmetro ρ em ambos os casos

é mostrada na figura 4.2. Neste gráfico, podemos observar uma diferença nos valores

do parâmetro de renormalização em cada caso. Isto ocorre pois, quando utilizamos a

abordagem quântica, a estat́ıstica quântica adotada possibilita um melhor refinamento do

comportamento quântico do sistema, mesmo não possuindo a correção quântica obtida na

AHACQ, levando à uma redução significativa do valor de ρ, mesmo em T = 0. Também

podemos observar no gráfico que ambos os ρ apresentam o comportamento térmico descrito

na seção 2.1, onde estão limitados entre T = 0 e T = Tc, sendo esta última a temperatura

cŕıtica em que o parâmetro cai abruptamente para zero, que associamos à temperatura de

Néel do sistema, na qual o material AFM sofre uma transição para a fase PM.

ρSC

ρQ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T/TC

ρ

Figura 4.2: Gráfico do parâmetro de renormalização em função da temperatura reduzida
T/Tc na fase AF, na ausência de campo magnético. A linha azul indica o parâmetro ρSC
obtido por meio da abordagem semiclássica, enquanto a linha tracejada vermelha indica o
ρQ obtido por meio da abordagem quântica. Neste gráfico utilizamos J/kB = 1 K, D =
0,1J , S = 1 e z = 6

Apesar do comportamento observado para temperaturas próximas de Tc, a AHAC

apresenta ótimos resultados para T < Tc, além de incluir esta dependência da temperatura

de forma bem mais simples que outros modelos usuais. Para examinar a efetividade
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da AHAC em um estudo termodinâmico dos sistemas que estamos interessados, vamos

utilizar os resultados obtidos para analisarmos alguns comportamentos de três materiais

antiferromagnéticos: MnF2, FeF2 e RbMnF3. As interações relevantes nestes materiais são

a interação de troca entre primeiros vizinhos e a anisotropia de śıtio único, com exceção

do RbMnF3 que possui anisotropia muito fraca e pode ser ignorada. Para o MnF2, que

já foi explorado na seção 3.3, iremos ignorar a interação que existe entre spins no eixo

de magnetização, devido à sua intensidade fraca. Este material e o FeF2 possuem spin

S = 5/2 e S = 2, respectivamente, e exibem estrutura tetragonal de corpo centrado. O

RbMnF3 possui spin S = 5/2 e uma estrutura que pode ser considerada cúbica simples,

devido à fraca anisotropia. Estes materiais exibem temperatura de Néel 67,2 K (MnF2),

78,4 K (FeF2) e 83 K (RbMnF3) [83–85]. Associando a temperatura cŕıtica Tc com a

temperatura de Néel, podemos utilizar a AHAC para estimar estes valores. Adicionalmente,

para otimizarmos os resultados, optamos por obter os valores de J e D que melhor ajustam

os dados experimentais aos resultados da AHAC [54]. A tabela 4.1 apresenta os valores

obtidos, e podemos ver que a abordagem quântica da AHAC nos oferece valores que

concordam muito bem com os experimentais.

Material AHAC-SC AHAC-Q Exp.

MnF2 49,3 K 65,9 K 67,2 K
FeF2 54,5 K 78,6 K 78,4 K

RbMnF3 63,6 K 83,9 K 83,0 K

Tabela 4.1: Temperatura de Néel obtida por meio das abordagens semiclássica (SC) e
quântica (Q) da AHAC para o MnF2, o FeF2 e o RbMnF3. A última coluna exibe os
valores experimentais, retirados das referências [83–85].

Como já foi dito anteriormente, a representação de HP também pode ser utilizada para

analisar a termodinâmica de sistemas magnéticos por meio de uma renormalização da

energia das ondas de spin, feita por meio dos termos de interação entre mágnons (termos

de quarta ordem na hamiltoniana) [86]. Nas figura 4.3 e 4.4 vemos uma comparação

entre o espectro de energia renormalizado para diferentes temperatura por meio da AHAC

e da representação de HP. Nesses resultados, vemos que a AHAC mostra uma ótima

concordância com os dados experimentais, utilizando um processo bem mais simples de

ser implementado que o formalismo de HP interagente.

4.2 Estados coerentes

O fenômeno de ressonância pode ser induzido por meio das componentes transversais

do campo magnético, que em nossa construção consistem em campos oscilantes. Como

vimos nas equações 4.23 e 4.27, a frequência dos mágnons depende da intensidade do

campo estático (componente do campo perpendicular à oscilantes), assim, para atingirmos
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Figura 4.3: O espectro de energia renormalizado obtido via AHAC (linhas) e HP interagente
(tracejados) para o MnF2. Os pontos indicam valores experimentais retirados de [87]. O
número de onda é medido na direção x e as curvas indicam temperatura de 3 K (azul), 30
K (verde) e 40 K (vermelha).
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Figura 4.4: O espectro de energia renormalizado obtido via AHAC (linhas) e HP interagente
(tracejados) para o RbMnF3. Os pontos indicam valores experimentais retirados de [85].
As curvas indicam aq igual a 0,1π (azul), 0,2π (roxa), 0,3π (vermelha) e 0,4π (laranja).
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a condição de ressonância, mantemos a frequência do campo oscilante constante, Ω, e

ajustamos o campo estático até a energia dos mágnons no centro da zona de Brillouin

(q = 0) seja ℏΩ. Quando esta condição é satisfeita, todo o sistema passa a exibir uma

dinâmica śıncrona. Uma descrição dessa dinâmica de precessão não é posśıvel se utilizarmos

os auto-estados de energia, pois ⟨Sy⟩G = ⟨Sz⟩G = 0. Assim, para podemos analisar a

dinâmica do sistema, precisamos utilizar o formalismo dos estados coerentes.

Vamos definir dois EC por meio da definição 2.6, α |ηα⟩ = ηα |ηα⟩ e β
∣∣ηβ〉 = ηβ

∣∣ηβ〉,
onde estamos considerando um estado para cada modo do AFM. Da definição 2.8, temos

|ηα⟩ = D(ηα) |0⟩ e
∣∣ηβ〉 = D(ηβ) |0⟩, sendo os operadores deslocamento dados por D(ηα) =

exp
(
ηαα† − η̄αα

)
e D(ηβ) = exp

(
ηββ† − η̄ββ

)
. Com essa construção, para definirmos os

estados coerente, basta obtermos os operadores deslocamento. Para isto, utilizaremos

o termo linear da hamiltoniana como uma perturbação, que contém as componentes

oscilantes do campo magnético.

Tomando a equação 4.6, promovendo os campos a operadores e utilizando as relações

4.12, conseguimos reescrever o termo linear da hamiltoniana em termos dos operadores

bosônicos de criação e aniquilação,

H1(t) =
∑
q

[
fAq (t)a

† + f̄Aq (t)aq + fBq (t)b
†
q + f̄Bq (t)bq

]
, (4.32)

sendo

fAq (t) =

√
S̃

2

[√
N

(
BE sen∆θ +

BD

2
sen2θA

)
δq,0 −By

A,q(t)− iBz
A,q(t)

]
γeℏρ1/4 , (4.33a)

fBq (t) =

√
S̃

2

[√
N

(
−BE sen∆θ +

BD

2
sen2θB

)
δq,0 −By

B,q(t)− iBz
B,q(t)

]
γeℏρ1/4 .

(4.33b)

Podemos tratarH1(t) como um potencial dependente do tempo e então utilizar o formalismo

de interação para construir os EC, seguindo o procedimento apresentado na seção 2.2. Para

proceder com os cálculos precisamos especificar a fase analisada, a fim de adotarmos as

transformações corretas para reescrevermos a hamiltoniana 4.32 em termos dos operadores

α e β.

Fase AF: Utilizando θA = 0 e θB = π, os coeficientes dados pela equação 4.33 são

reescritos como fAq (t) = fq(t) e f
B
q (t) = −f̄q(t), onde

fq(t) = −

√
S̃

2
γeℏρ1/4B′+

q (t) , (4.34)
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com B′+
q (t) = By′

q (t) + iBz′
q (t). Utilizando a equação 4.20, obtemos S(t) = D

(
ηαq
)
D
(
ηβq
)
,

onde

D
(
ηαq
)
=
∏
q

exp
(
ηαq α

†
q − η̄αq αq

)
, (4.35a)

D
(
ηβq
)
=
∏
q

exp
(
ηβq β

†
q − η̄βq βq

)
. (4.35b)

Assim, obtemos os seguintes autovalores para os EC,

ηαq (t) =

√
S̃

2
γeρ

1/4e−Θq

∫
dν

2π

B̃′+
q (ν)ei(ω

α
q −ν)t

ωαq − ν − iεq
, (4.36a)

ηβq (t) = −

√
S̃

2
γeρ

1/4e−Θq

∫
dν

2π

B̃′−
q (ν)ei(ω

β
q −ν)t

ωβq − ν − iεq
, (4.36b)

sendo B̃′+
q (ν) a transformada de Fourier do campo magnético e εq ≪ ωq é um parâmetro

infinitesimal adicionado para garantir a convergência no limite t→ ∞. Este parâmetro

desempenha o mesmo papel de um termo de amortecimento, que não foi considerado

inicialmente mas pode ser acrescentado por meio de uma análise fenomenológica. Note que

εq mede a dissipação de mágnons no limite de longos comprimentos de onda, em baixas

temperaturas. Os estados coerentes da fase AF são dados por
∣∣ηαq ηβq 〉 = D

(
ηαq
)
D
(
ηβq
)
|0⟩.

Fase SF: Para a fase SF, θA = −θB = θ, e os coeficientes 4.33 são reescritos como

fAq (t) = −

√
S̃

2
γeℏρ1/4

[
cos θBy′

q (t) + iBz′
q (t)−B0

]
, (4.37a)

fBq (t) = −

√
S̃

2
γeℏρ1/4

[
cos θBy′

q (t) + iBz′
q (t) +B0

]
, (4.37b)

com B0 =
√
N [− (BE −BD/2) sen2θ +B′

x senθ] δq,0. Seguindo o mesmo procedimento da

fase AF, mas utilizando a transformação 4.25, obtemos S(t) = D
(
ηαq
)
D
(
ηβq
)
, onde os

operadores deslocamento são dados pela equação 4.35, e os autovalores dos EC são dados

por

ηαq (t) = −
√
S̃γeρ

1/4 e
−ΞqB0e

iωα
q t

ωαq − iεq
, (4.38a)

ηβq (t) =
√
S̃γeρ

1/4

∫
dν

2π

(
eΦq cos θB̃y′

q (ν) + ie−ΦqB̃z′
q (ν)

ωβq − ν − iεq

)
eiω

β
q t . (4.38b)

Podemos ver pelas equações 4.38 que o autovalor do modo α depende apenas do campo

estático. Ao considerarmos que este campo é uniforme, o modo α irá englobar apenas os
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mágnons do centro da zona de Brillouin (q = 0), que possuem ϵα0 = 0. Neste caso, Ξ0 → ∞
e ηα0 → 0, resultando em uma ausência de coerência no modo α. Para um modelo com

anisotropia de plano fácil, uma construção semelhante a esta nos permite observar um

valor finito para ηα0 , porém despreźıvel. Assim, mesmo neste cenário, a dinâmica coerente

oscilante continua sendo exclusiva do modo β.

Uma referência que utilizamos para comparar os nossos resultados foi o trabalho de

S. M. Rezende [79], no qual ele estuda a coerência da fase SF utilizando o formalismo

de HP. Apesar de ser um trabalho bem difundido, a análise de S. M. Rezende não leva

em consideração as peculiaridades de cada modo. Assim, obtivemos resultados mais

completos e detalhados da coerência da fase SF. Nossos resultados coincidem com um

versão renormalizada dos resultados obtidos por A. R. Moura, utilizando a representação

de HP e considerando a diferença na coerência de cada modo [82].

4.2.1 Nı́vel de coerência, dinâmica de precessão e susceptibilidades

Como discutido na seção 2.2, no fenômeno de ressonância, uma parte dos mágnons do

sistema, nEC = |η|2, passam a ocupar um único estado quântico, dado por |η⟩. Na fase

AF, adotando um campo oscilante monocromático, uniforme e polarizado circularmente,

definido por Brf(t) = Brf

[
cos (Ωt)ȷ̂′ + sen(Ωt) k̂′

]
, que é escrito no espaço de frequências

como B̃′±
q (ν) = 2π

√
NBrf δq,0δ(ν ∓ Ω), conseguimos estimar o número de mágnons em

cada modo, α e β,

Nα =

√
ρ

2
e−2Θ0

∣∣∣∣ γeBrf

Ω− ωα0 + iε0

∣∣∣∣2NS̃ , (4.39a)

Nβ =

√
ρ

2
e−2Θ0

∣∣∣∣ γeBrf

Ω + ωβ0 + iε0

∣∣∣∣2NS̃ . (4.39b)

Podemos adotar um campo orientado no sentido horário ou anti-horário, resultando em

duas posśıveis condições de ressonância: Ω = ωα0 ou Ω = −ωβ0 . No primeiro caso, Nα ≫ Nβ,

já no segundo, Nα ≪ Nβ. Assim, cada condição de ressonância excita exclusivamente um

dos modos. Em ambos os casos, a população de mágnons no estado coerente (ńıvel de

coerência) é dada por

NAF
m =

√
ρ

2
e−2Θ0

(
γeB

r
rf

εr0

)2

NS̃ , (4.40)

onde estamos utilizando a notação Br =
√
ρB para representar uma grandeza renorma-

lizada. Devido a inclusão do parâmetro ρ, essa renormalização indica a dependência de

temperatura do nosso resultado.

No caso da fase SF, sabemos que o modo α é irrelevante, então estamos interessados

em investigar apenas o modo β. Adotando o mesmo campo que utilizamos na fase AF,

obtemos B̃y′
q (ν) = Brf

q [δ(ν + Ω) + δ(ν − Ω)] e B̃z′
q (ν) = iBrf

q [δ(ν + Ω)− δ(ν − Ω)], com
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Brf
q = π

√
NBrf δq,0. Novamente, podemos adotar o campo em duas posśıveis orientações,

que vão nos levar às seguintes populações de mágnons,

NSF (L)
m =

√
ρ
(
eΦ0 cos θ + e−Φ0

)2(γeBr
rf

2εr0

)2

NS̃ , (4.41a)

NSF (R)
m =

√
ρ
(
eΦ0 cos θ − e−Φ0

)2(γeBr
rf

2εr0

)2

NS̃ , (4.41b)

onde estamos utilizando o ı́ndice L para indicar o sentido horário e R para o sentido anti-

horário. Na figura 4.5, vemos como os ńıveis de coerência de ambas as fases mudam com a

temperatura para o MnF2. Neste gráfico, utilizamos os valores obtidos para as constantes

de interação J e D por meio do processo de otimização mencionado anteriormente. Também

utilizamos εr0 ≈ 0, 1 GHz [88], e Br
rf na ordem de mili-Tesla, para satisfazer γeB

r
rf = εr0.

Devido ao campo magnético intenso, a fase SF exibe uma temperatura de Néel menor que

a da fase AF [76].

Figura 4.5: Nı́vel de coerência Nm para o MnF2. A curva laranja representa a fase AF,
enquanto a tracejada vermelha e a azul indicam NSF (R) e NSF (L), respectivamente.

Os mágnons que ocupam os ńıveis de coerência descritos acima, podem ser representados

por um campo de spins precessionando de forma śıncrona em torno do eixo de magnetização.

Com os estados coerentes, podemos analisar a dinâmica de precessão das componentes

transversais deste campo, por meio do valor esperado

〈
S(y,z)′
q (t)

〉
=
〈
ηαq η

β
q

∣∣ Ŝ(y,z)′
q (t)

∣∣ηαq ηβq 〉 . (4.42)
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Para a fase AF, obtemos

〈
S+
A,q(t)

〉
=
√

2S̃ρ1/4
(
ηαq coshΘqe

−iωα
q t + η̄βq senhΘqe

iωβ
q t
)
, (4.43a)〈

S+
B,q(t)

〉
= −

√
2S̃ρ1/4

(
ηαq senhΘqe

−iωα
q t + η̄βq coshΘqe

iωβ
q t
)
, (4.43b)

onde utilizamos θA = 0, θB = π e as equações 2.2, 4.12 e 4.20. Na fase SF, obtemos

〈
Syq (t)

〉
=
√
S̃ρ1/4eΦq

∣∣ηβq ∣∣ cos (ωβq t− ϕβq
)
, (4.44a)〈

Szq (t)
〉
= −

√
S̃ρ1/4e−Φq

∣∣ηβq ∣∣ sen(ωβq t− ϕβq
)
, (4.44b)

onde desconsideramos o modo α, o que nos levou a ⟨SA,q(t)⟩ = ⟨SB,q(t)⟩, e utilizamos as

equações 2.2, 4.12 e 4.25, além de Sy ≈ S̃
√
ρφq. O parâmetro ϕβq surge da transformação

4.25. Ambos os resultados mostram o comportamento oscilatório das componentes trans-

versais do campo de spin, e coincidem com os resultados conhecidos, com a vantagem de

conter o parâmetro de renormalização ρ.

Utilizando os EC também podemos obter a susceptibilidade magnética do sistema, uma

grandeza importante em experimentos de ressonância. Para isto, vamos analisar os valores

esperados dos campos de spin no referencial do laboratório. A susceptibilidade será obtida

a partir das relações B′ = µ0 (M +H ′) e M = χqH
′, nas quais definimos a magnetização

do sistema como Mq(t) = (gµB/Va)
〈
S ′
q(t)
〉
, sendo Va o volume da célula unitária. Na fase

AF, definimos
〈
S ′+
q (t)

〉
=
〈
S ′+
A,q(t)

〉
+
〈
S ′+
B,q(t)

〉
=
√

2S̃ρ1/4e−Θq

[
ηαq (t)e

−iωα
q t − η̄βq (t)e

iωβ
q t
]
,

assim a magnetização será dada por (no espaço dos momentos),

M̃+
q =

Msγee
−2Θq

(
ωαq + ωβq

)(
ωαq − iεq − Ω

) (
ωβq + iεq + Ω

)B̃′r+
q , (4.45)

sendo Ms = gµBS̃/Va denominada magnetização de saturação. Como χ ≪ 1, podemos

escrever B′ ≈ µ0H
′, o que resulta em M̃+

q = χ+
q H̃

′r+
q , sendo

χ+
q (Ω) =

2µ0Msγ
2
e [B

r
D +Br

E (1− γq)](
ωαq − iεq − Ω

) (
ωβq + iεq + Ω

) , (4.46)

onde utilizamos e−2Θq = cosh 2Θq − senh2Θq e as equações 4.21 e 4.23. Escrevendo

M̃m
q =

∑
n χ

mn
q H̃n

q , sendo χ
mn
q o tensor susceptibilidade, obtemos

χyyq (Ω) =
−2µ0Msγ

2
e [B

r
D +Br

E (1− γq)][(
ωαq − iεq

)2 − Ω2
] [(

ωβq + iεq

)2
− Ω2

] [Ω2 −
(
ωαq − iεq

) (
ωβq + iεq

)]
, (4.47a)
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χyzq (Ω) =
−4iµ0Msγ

2
e [B

r
D +Br

E (1− γq)][(
ωαq − iεq

)2 − Ω2
] [(

ωβq + iεq

)2
− Ω2

] (γeB′r − iεq) Ω , (4.47b)

com χyyq = χzzq e χzyq = −χyzq , onde utilizamos χ+
q = χyyq + iχzyq e χ−

q (Ω) = χ+
q (−Ω), visto

que χq(t) é real. Considerando um campo oscilante uniforme e adotando εq = 0, vemos

que estes resultados coincidem com as equações obtidas por F. Keffer e C. Kittel [89], com

a adição da renormalização térmica dos campos.

Para a fase SF, obtemos

M̃ z
q = 2γeMs

iΩcos θB̃y′r
q − ωβq e

−2ΦqB̃z′r
q

(Ω + iεq)
2 −

(
ωβq
)2 , (4.48a)

M̃y
q = −2γeMs cos θ

iΩB̃z′r
q + cos θωβq e

2ΦqB̃y′r
q

(Ω + iεq)
2 −

(
ωβq
)2 (4.48b)

onde utilizamos
〈
Sz′q
〉
=
〈
Szq
〉
e
〈
Sy′q
〉
= cos θ

〈
Syq
〉
. Neste caso, a susceptibilidade não é

necessariamente baixa, então utilizamos B′ = µ0 (M +H ′) para obter a equação matricial

ΓMq M̃q = ΓHq H̃q. Nesta construção, a susceptibilidade é definida como χq =
(
ΓMq
)−1

ΓHq

e exibe valores apreciáveis apenas próxima da ressonância, o que nos permite adotar a

aproximação Ω2 −
(
ωβq
)2 ≈ 2Ω

(
Ω− ωβq

)
. Definindo a frequência angular ωs = µ0γeMs e

ignorando os termos com ω2
s (ωs ≪ ωβq ), obtemos as seguintes componentes para o tensor

susceptibilidade,

χzzq (Ω) = − ωse
−2Φq

Ω− ωβq + ωs (e−2Φq + cos2 θe2Φq) + iεq
, (4.49a)

χyzq (Ω) = − iωs cos θ

Ω− ωβq + ωs (e−2Φq + cos2 θe2Φq) + iεq
, (4.49b)

com χyyq = cosθ e4Φqχzzq e χzyq = −χyzq . A. R. Moura obteve estes mesmos resultados, sem

a renormalização, utilizando o formalismo de HP [82]. Assim, vemos que a utilização

do formalismo dos EC em um sistema diagonalizado por meio da AHAC nos fornece os

resultados esperados, adicionando a dependência da temperatura por meio do parâmetro

de renormalização.

4.3 Conclusões

O trabalho contido nesse caṕıtulo serviu como passo inicial para o nosso estudo da

spintrônica de sistemas AFM por meio da AHAC. Em nosso desenvolvimento, adotamos

uma forma matricial geral para a diagonalização da hamiltoniana do nosso sistema,

nos permitindo apresentar um ferramental útil para a utilização da AHAC em sistemas
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que necessitem de transformações de Bogoliubov. Os resultados obtidos por meio do

comportamento térmico do parâmetro de renormalização nos permitiram observar a

efetividade da AHAC para analisar sistemas antiferromagnéticos. A construção dos estados

coerentes por meio da AHAC nos forneceu resultados que coincidem com os observados

na literatura, porém com a vantagem de agregarem uma renormalização térmica. Assim,

a exploração da AHAC no fenômeno de ressonância antiferromagnética mostrou o quão

promissora essa abordagem teórica pode ser para a exploração de fenômenos spintrônicos

nesses sistemas. Como continuação desse estudo, buscamos explorar a injeção de correntes

de spin em bicamadas contendo materiais AFM, como será apresentado no caṕıtulo VI.

Todo o desenvolvimento apresentado nesta seção culminou em um artigo cient́ıfico,

publicado no periódico Journal of Magnetism and Magnetic Materials [90]. Apresentamos

a primeira página do artigo no apêndice C.1.
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Caṕıtulo V

Mágnons nucleares

Sabemos que o núcleo atômico é uma estrutura compostas de prótons e nêutrons, que

são part́ıculas fermiônicas de spin S = 1/2, devido a sua estrutura bariônica, formada

por três quarks. Assim, a distribuição dessas part́ıculas no núcleo, para alguns isótopos

estáveis, resulta em um valor de spin não nulo, que representamos pela letra I. Esses spins

nucleares e o seu momento magnético associado, dado por

µN = γNℏI , (5.1)

sendo I o operador de spin nuclear e γN o fator giromagnético nuclear, foram amplamente

estudados no século XX. Dentre esses estudos, um dos que mais se destacou foi a descoberta

da ressonância magnética nuclear (RMN) por I. I. Rabi [24], no qual vemos que podemos

induzir esse momento magnético a um movimento de precessão devido à aplicação de um

campo magnético externo. O processo é semelhante ao que discutimos anteriormente para

os spins eletrônicos, porém com menor magnitude, pois µN ≪ µe
1, com o sub́ındice e

denotando grandezas referentes aos elétrons [33,91].

Além da interação com o campo, esses spins nucleares também podem interagir com os

spins eletrônicos do átomo, devido à interação hiperfina

Hhf = ℏAI · S , (5.2)

sendo A chamada de constante hiperfina. Em materiais magnéticos cujos spins eletrônicos

são fortemente correlacionados, como é o caso dos FM e AFM, a interação de troca entre os

spins da rede provoca uma interação indireta entre os spins nucleares, como proposto por

H. Suhl [25] e T. Nakamura [26]. Essa interação indireta dá origem a excitações coletivas,

semelhantes a ondas de spin, conforme mostrado por P. G. De Gennes [27]. Chamamos

então os quanta dessas excitações de mágnons nucleares.

1Podemos realizar essa comparação observando os fatores giromagnéticos. O fator γe costuma ser
observado na ordem de algumas dezenas de GHz/T, enquanto valores t́ıpicos de γN são encontrados na
ordem de algumas dezenas de MHz/T.
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Essas ondas de spin nucleares veem sendo amplamente exploradas no contexto da RMN

ao longo dos anos [92–94]. Porém, pesquisas recentes observaram fenômenos de SP [28,29]

e Spin Seebeck [30] para essas excitações, abrindo margem para uma spintrônica baseada

em mágnons nucleares. Inspirados nessas novas descobertas, decidimos utilizar a AHAC

tradicional e o formalismo de EC para estudar essas excitações e o processo de RMN. Com

o intuito de montar uma base teórica sólida para o estudo dessas excitações, decidimos

explorar ambos os modelos FM e AFM.

5.1 Modelo teórico

O estudo das excitações nucleares de um MM é feito em cima da hamiltoniana do

sistema em questão, com a inclusão da interação hiperfina entre os spins nucleares e os

eletrônicos.

H = HMM +HZ
N +Hhf , (5.3)

sendo HMM a hamiltoniana do sistema. Como estamos interessados em estudar o processo

de RMN, vamos considerar a aplicação de um campo magnético externo B ′(t) = B ′
x ı̂

′ +

B ′
y(t) ȷ̂

′ + B ′
z(t) k̂

′. O termo HZ
N na hamiltoniana indica a interação entre esse campo e os

spins nucleares,

HZ
N = γeℏ

∑
i

B ′
i (t) · I ′

i . (5.4)

Vale ressaltar que estamos utilizando a notação apresentada no caṕıtulo IV, onde K ′ indica

o referencial do laboratório e K indica o referencial local para os śıtios da rede. Pela

equação 5.1 e sabendo que a magnetização dos spins eletrônicos é dada por µe = −γeℏS,
vemos que I e S vão se alinhar antiparalelamente em relação à direção do campo estático.

Na figura 5.1 ilustramos como seria esse ordenamento no caso AFM.

B′
x

Si Ii

S j I j

Figura 5.1: Representação da configuração dos spins da rede em relação á direção do
campo estático. As setas vermelhas indicam os spins eletrônicos e as azuis representam
os spins nucleares. Os sub́ındices i e j indicam śıtios vizinhos de um sistema com duas
sub-redes (AFM).
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Em nosso estudo, vamos considerar o mesmo sistema anisotrópico abordado no caṕıtulo

IV, com a adição do caso FM. Assim, a hamiltoniana do sistema será dada por

HMM = ±2J
∑
⟨i,j⟩

S ′
i · S ′

j −D
∑
i

(Sx ′i )
2 − ℏγe

∑
i

B ′
i (t) · S ′

i , (5.5)

onde estamos convencionando que o sinal superior em ± (ou ∓) se refere ao caso AFM

e o inferior se refere ao caso FM. Estamos considerando uma anisotropia de śıtio único,

porém outros casos podem ser tratados de forma semelhante, adotando pequenos ajustes.

De forma geral, vamos considerar uma rotação no eixo z para reescrevermos os spins no

referencial local, assim como foi feito no caṕıtulo IV,

Sx ′r,l = Sxr,l cos θl − Syr,l senθl , Ix ′r,l = −Ixr,l cos θl + Iyr,l senθl ,

Sy ′r,l = Sxr,l senθl + Syr,l cos θl , Iy ′r,l = −Ixr,l senθl − Iyr,l cos θl , (5.6)

Sz ′r,l = Szr,l , Iz ′r,l = Izr,l ,

com r representando a posição da célula unitária e l = A,B indicando a sub-rede tratada

(no caso FM tratamos como uma única sub-rede, que engloba a rede inteira). Consideramos

também uma rotação θl → θl+π para os spins nucleares, devido ao ordenamento antiparalelo

discutido anteriormente. Devido ao desenvolvimento apresentado no caṕıtulo IV, já sabemos

que essa rotação nos permite estudar as duas fases do material AFM, definindo os ângulos

para cada caso. Para um sistema FM, adotamos θl = 0.

5.2 Aproximação harmônica auto-consistente

Para explorarmos as excitações que ocorrem no sistema, vamos obter uma hamiltoniana

quadrática por meio da AHAC tradicional. O desenvolvimento será semelhante ao que

foi feito na seção 4.1, porém com a inclusão da parte nuclear. Nesse caso, tratamos o

sistema como uma rede de 2N śıtios, sendo composta de sub-redes eletrônicas e sub-redes

nucleares de mesmo tamanho. Assim, vamos utilizar as parametrizações

Sxi =

√
S2 − (Szi )

2 cosφi , Syi =

√
S2 − (Szi )

2 senφi , (5.7a)

Ixi =

√
I2 − (Izi )

2 cosψi , Iyi =

√
I2 − (Izi )

2 senψi , (5.7b)

para escrever cada sub-rede em termos dos campos canonicamente conjugados Szi e φi, no

caso eletrônico, Izi e ψi, no caso nuclear. Vamos prosseguir com a abordagem semiclássica

e posteriormente com a abordagem quântica, a fim de obter uma hamiltoniana quadrática.
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5.2.1 Abordagem semiclássica

Utilizando a rotação apresentada em 5.6 e as parametrizações indicadas em 5.7 para os

spins no referencial local, obtemos a hamiltoniana

H = ±2J
∑
⟨i,j⟩

[
fifj (cos∆θ cos∆φij + sen∆θ sen∆φij) + Szi S

z
j

]
−

− D

2

∑
i

[
f 2
i (cos 2θi cos 2φi − sen2θi sen2φi + 1)

]
+

− ℏγe
∑
i

[ fi (B
x
i cosφi +By

i senφi) +Bz
i S

z
i ]−

− ℏγN
∑
i

[ gi (B
x
i cosψi +By

i senψi)−Bz
i I

z
i ] +

+ ℏA
∑
i

[−figi cos (φi − ψi) + Szi I
z
i ] ,

(5.8)

com fi =
√
S2 − (Szi )

2, gi =
√
I2 − (Izi )

2, ∆θ = θA − θB e ∆φij = φi − φj. Estamos

denotando como A e B as sub-redes de um sistema AFM. Para um sistema FM, adotaremos

θA = θB = 0. Vamos considerar Bx ≫ By
i , B

z
i , sendo este um campo magnético estático e

uniforme. Para prosseguir com o desenvolvimento por meio da AHAC, vamos agregar o

parâmetro de renormalização em nossos resultados por meio das substituições φ→ √
ρeφ e

ψ → √
ρNψ. Adotando as aproximações apresentadas em 4.4 para as sub-redes eletrônicas

e nucleares, e reescrevendo os campos no espaço de momentos por meio da transformada

de Fourier 3.5, que também pode ser utilizada para os campos nucleares, obtemos uma

hamiltoniana dividida em três partes, H = E0 +H1 +H2, sendo

E0 = γeℏNS [±BE cos∆θ −BN ]− ℏN
∑
l

[
(γeS + γNI)B

x
l + γeS

BD

2
cos2 θl

]
, (5.9)

a energia do estado fundamental,

H1 = γeℏ
∑
q

∑
l ̸=l′

{
S
√
ρe

[√
N

(
±BE sen∆θll′ +

BD

2
sen2θl

)
−By

l,q

]
φl,q −Bz

l,qS
z
l,q

}
−

−γNℏ
∑
q

∑
l

(
I
√
ρNB

y
l,qψl,q −Bz

l,qI
z
l,q

)
, (5.10)

uma hamiltoniana contendo os termos lineares nos campos, e

H2 =
1

2

∑
q

∑
ll′

[
S2ρeφ̄lh

φ
ll′φl′ + S̄zl h

z
ll′S

z
l′
]
+

1

2

∑
q

∑
ll′

[
I2ρN ψ̄ln

ψ
ll′ψl′ + Īzl n

z
ll′I

z
l′

]
−

−ℏA
∑
q

∑
l

[
SI

√
ρeρN φ̄lψl − S̄zl I

z
l

]
, (5.11)
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a hamiltoniana quadrática do sistema, composta por uma parte que envolve apenas os

campos eletrônicos, uma parte que envolve apenas os campos nucleares e uma parte

que indica uma interação entre eles. Em nosso desenvolvimento, adotamos l, l′ = A,B,

∆θll′ = θl − θl′ BE = 2zJS/γeℏ, BD = 2DS/γeℏ e BN = AI/γe. A soma dos momentos

é feita sobre a primeira zona de Brillouin. Na hamiltoniana 5.11, ocultamos os sub-

ı́ndices q que acompanham todos os termos com sub-́ındice l, l′ e ll′. Como dito na

seção 4.1, usualmente acrescentamos um parâmetro de renormalização para cada termo

da hamiltoniana, mas podemos substituir esses parâmetros por um único ρ, dado pela

média ponderada dos mesmos. Com a inclusão dos spins nucleares, passamos a utilizar

dois ρ’s efetivos, um para a parte eletrônica e um para a nuclear. Para prosseguir com

nosso desenvolvimento, vamos especificar o tipo de sistema que estamos tratando (FM

ou AFM). Podemos analisar a dinâmica do sistema na abordagem semiclássica por meio

das equações de Hamilton, como visto no desenvolvimento subsequente às equações 4.10,

porém não iremos apresentar essa etapa nessa seção para evitar mais repetições.

Sistema FM: No caso FM, o sistema é descrito por uma sub-rede eletrônica e uma

sub-rede nuclear, com θl = 0. Assim, desconsideramos as somas em l e l′ na hamiltoniana

5.11. Os coeficientes serão dados por

hφq = hzq = hFMq =
γeℏ
S

[BE(1− γq) +BD +Bx +BN ] , (5.12a)

nψ = nz = nFM =
γNℏ
I

(Bx +Bn) , (5.12b)

sendo Bn = AS/γN . Os parâmetros de renormalização efetivos serão dados pelas médias

ponderadas

ρFMe =
BEρE +BDρD +BxρeZ +BNρhf

BE +BD +Bx +BN

, (5.13a)

ρFMN =
BxρNZ +Bnρhf

Bx +Bn

, (5.13b)

onde ρE denota o parâmetro de renormalização da interação de troca, ρD o da anisotropia,

ρhf o da interação hiperfina, ρeZ e ρNZ os das interação de Zeeman entre o campo estático e

os spins eletrônicos e nucleares, respectivamente. Também utilizamos
∑

q γq = 0.

Sistema AFM: No caso AFM, analisamos o sistema considerando quatro sub-redes, sendo

duas eletrônicas e duas nucleares. As eletrônicas coincidem com as trabalhadas no caṕıtulo

IV, no qual denotamos uma por A e a outra por B. As duas sub-redes nucleares surgem

devido ao alinhamento antiparalelo de seus spins com os spins eletrônicos correspondentes.

Assim, também utilizaremos A e B para denotar essas sub-redes, sendo a sub-rede nuclear

A antiparalela à sub-rede eletrônica A, e o mesmo para as denotadas por B. Os coeficientes

eletrônicos coincidem com os mostrados nas equações 4.8, com o acréscimo de um pequeno
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termo de correção advindo da interação hiperfina nos termos com sub́ındice ll,

hφll =
γeℏ
S

(−BE cos∆θ +BD cos 2θl +Bx
l +BN) , (5.14a)

hφll′ =
γeℏ
S
BE cos∆θγq , (5.14b)

hzll =
γeℏ
S

(
−BE cos∆θ +BD cos2 θl +Bx

l +BN

)
, (5.14c)

hzll′ =
γeℏ
S
BEγq , (5.14d)

nψll = nzll =
γNℏ
I

(Bx
l +Bn) , (5.14e)

nψll′ = nzll′ = 0 , (5.14f)

com Bn = AS/γN , l, l
′ = A,B e l ̸= l′. Os parâmetros serão dados pelas médias

ρAFMe =
γeℏ
S

[
−2 cos∆θBEρE + 2BNρhf +

∑
l (cos 2θlBDρD +Bx

l ρ
e
Z)∑

l h
φ
ll

]
, (5.15a)

ρAFMN =
γNℏ
I

[
2Bnρhf +

∑
lB

x
l ρ

N
Z∑

l n
ψ
ll

]
. (5.15b)

Utilizamos as mesmas notações apresentadas no caso FM para os parâmetros de cada

interação. Assim como foi discutido na seção 4.1, um material AFM pode apresentar duas

fases distintas quando submetido à um campo magnético estático: a fase AF tradicional

para campos fracos e a fase SF para campos intensos, na qual os spins do sistema tendem a

se alinhar com o campo. Como γe ≫ γN , analisando a energia do estado fundamental, dada

pela equação 5.9, vemos que o acréscimo dos termos nucleares não afeta significativamente o

comportamento do sistema na fase SF, onde θA = −θB = arccos [B′
x/(2BE −BD)] quando

o campo estático atinge valor cŕıtico dado por Bsf =
√

2BEBD −B2
D.

Os parâmetros de renormalização obtidos para ambos os casos são determinados por

meio de equações auto-consistentes, que podem ser obtidas pela comparação da média〈
Ṡzq Ṡ

z
−q

〉
calculada por meio da hamiltoniana original do sistema e pela hamiltoniana

quadrática, ou também pela desigualdade de Gibbs-Bogoliubov. Como próximo passo,

iremos apresentar como desenvolver a abordagem quântica tradicional da AHAC nesses

sistemas. Posteriormente, iremos explorar os parâmetros de renormalização obtidos por

meio de ambas as abordagens.

5.2.2 Abordagem quântica

Iniciamos a abordagem quântica tradicional da AHAC promovendo os campos cano-

nicamente conjugados à operadores, e então os reescrevemos em termos de operadores
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bosônicos de criação e aniquilação. Para o caso eletrônico, adotamos as equações 4.12. No

caso dos campos nucleares, adotamos um processo semelhante, no qual iremos reescrever

os operadores ψi e I
z
i , que respeitam a relação de comutação

[
ψi, I

z
j

]
= δij, em termos de

novos operadores de criação e aniquilação por meio das relações,

ψ̄A,q =
1√
2

(
1

I2ρN

)1/4 (
c†q + c−q

)
, ψ̄B,q =

1√
2

(
1

I2ρN

)1/4 (
d†q + d−q

)
, (5.16a)

ĪzA,q =
i√
2

(
I2ρN

)1/4 (
c†q − c−q

)
, ĪzB,q =

i√
2

(
I2ρN

)1/4 (
d†q − d−q

)
, (5.16b)

onde estamos utilizando c e d para os operadores nucleares para diferenciar dos operadores

eletrônicos a e b. Estes operadores respeitam as relações de comutação bosônicas
[
cq, c

†
q

]
= 1,[

dq, d
†
q

]
= 1 e [cq, dq] = 0. No caso FM, como só há uma sub-rede eletrônica e uma sub-

rede nuclear, iremos desconsiderar os termos referentes às sub-redes denotadas por B e

utilizar apenas os operadores a e c. Esse processo de quantização nos permite reescrever a

hamiltoniana 5.11 como

H2 = He +HN +H ′ , (5.17)

sendo He uma hamiltoniana contendo apenas operadores eletrônicos, HN uma hamiltoniana

contendo apenas operadores nucleares e H ′ um termo de acoplamento entre eles. Traba-

lhando de forma isolada com cada hamiltoniana, podemos obter os espectros de energia dos

mágnons eletrônicos e nucleares. Esse desenvolvimento será apresentado separadamente

para cada caso, FM e AFM. Em ambos, tratamos o termo H ′ por meio de uma teoria

de perturbação de segunda ordem, o que nos possibilita reescrevermos esse acoplamento

como uma interação de Suhl-Nakamura [25–27,33]. Apresentamos esse procedimento com

maiores detalhes no apêndice B. Para aperfeiçoar os resultados obtidos no regime quântico,

adotamos também as substituições S → S̃ =
√
S(S + 1) e I → Ĩ =

√
I(I + 1).

Sistema FM: Como mencionando anteriormente, no caso FM temos apenas uma sub-

rede eletrônica e uma nuclear, assim, desconsideramos os novos operadores referentes às

sub-redes denotadas por B. Utilizando as relações apresentadas nas equações 4.12 e 5.16

para as sub-redes denotadas por A, obtemos as hamiltonianas

HFM
e =

∑
q

hFM S̃
√
ρFMe a†qaq , (5.18a)

HFM
N =

∑
q

nFM Ĩ
√
ρFMN c†qcq , (5.18b)

H ′
FM = −ℏA

∑
q

(
S̃2Ĩ2ρFMe ρFMN

)1/4 (
a†qc

†
−q + a−qcq

)
, (5.18c)
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onde estamos desconsiderando os termos constantes. O primeiro termo nos fornece o

espectro de energia dos mágnons eletrônicos, ϵeq = ℏωeq = hFM S̃
√
ρFMe . Por meio de uma

teoria de perturbação em segunda ordem, o termo de acoplamento pode ser reescrito como

uma interação de Suhl-Nakamura entre os spins nucleares,

HFM
SN = −ℏ

∑
q

A2S̃Ĩ
√
ρFMe ρFMN
ωeq

c†qcq . (5.19)

Assim, podemos juntar esse termo com a hamiltoniana HFM
N , obtendo então uma hamilto-

niana que descreve os mágnons nucleares do sistema FM,

HFM
n = HFM

N +HFM
SN =

∑
q

ϵnq c
†
qcq , (5.20)

sendo ϵnq = ℏωnq = nFM Ĩ
√
ρFMN − (ℏA2S̃Ĩ

√
ρFMe ρFMN )/ωeq o espectro de energia dessas

excitações. Esse resultado coincide com o obtido por S. M. Rezende [33] para um sistema

isotrópico (BD = 0), com a adição dos parâmetros de renormalização.

Sistema AFM: No caso AFM, vamos utilizar todas as relações apresentadas nas equações

4.12 e 5.16. Esses novos operadores nos permitem reescrever as hamiltonianas na forma

matricial,

HAFM
e =

1

2

∑
q

X†
qHAFM

e Xq , (5.21a)

HAFM
N =

1

2

∑
q

N †
qHAFM

N Nq , (5.21b)

H ′
AFM = −ℏA

∑
q

(
S̃2Ĩ2ρAFMe ρAFMN

)1/4 (
a†qc

†
−q + a−qcq + b†qd

†
−q + b−qdq

)
, (5.21c)

onde o primeiro termo coincide com o obtido na equação 4.13, com coeficientes obtidos a

partir das equações 5.14. No segundo termo, temos

N †
q =

(
c†q d†q c−q d−q

)
, (5.22)

HAFM
N =


ϵcN 0 0 0

0 ϵdN 0 0

0 0 ϵcN 0

0 0 0 ϵdN

 , (5.23)

sendo ϵcN = ℏγN
√
ρAFMN (Bn + Bx

A) e ϵ
d
N = ℏγN

√
ρAFMN (Bn + Bx

B). A hamiltoniana ele-

trônica é diagonalizada pelo mesmo processo apresentado na subseção 4.1.2, utilizando

as transformações de Bogoliubov pertinentes para cada fase do sistema. Essas mesmas
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transformações serão utilizadas para reescrevermos o acoplamento H ′
AFM , para posterior-

mente adotarmos a teoria de perturbação que resultará na interação de Suhl-Nakamura do

sistema nuclear, para cada fase. Esse termo pode ser reescrito na forma matricial,

H ′
AFM = −ℏK

∑
q

X†
qG

′Nq = −ℏK
∑
q

Ψ†
qT

†
qG

′Nq , (5.24)

sendo K = A
(
S̃2Ĩ2ρAFMe ρAFMN

)1/4
e G′ = σx ⊗ I, sendo σx a matriz x de Pauli. De forma

geral, podemos escrever essa perturbação como

H ′
AFM =

∑
q

X†
qKqNq , (5.25)

sendo

Kq = −ℏK

(
V T
q UT

q

UT
q V T

q

)
. (5.26)

Por meio de uma teoria de perturbação até segunda ordem, seguindo um procedimento

semelhante ao apresentado no apêndice B, obtemos uma interação de Suhl-Nakamura geral

para sistemas AFM,

HAFM
SN = −1

2

∑
q

N †
qHAFM

SN Nq , (5.27)

sendo

HAFM
SN = (ℏK)2


kc BN CN

c DN

BN kd DN CN
d

CN
c DN kc BN

DN CN
d BN kd

 , (5.28)

com os coeficientes sendo dados por,

kc =
u211 + v211

ϵαq
+
u212 + v212

ϵβq
, kd =

u221 + v221
ϵαq

+
u222 + v222

ϵβq
,

CN
c =

2u11v11
ϵαq

+
2u12v12

ϵβq
, CN

d =
2u21v21
ϵαq

+
2u22v22

ϵβq
, (5.29)

BN =
u11u21 + v11v21

ϵαq
+
u12u22 + v12v22

ϵβq
, DN =

u11v21 + v11u21
ϵαq

+
u12v22 + v12u22

ϵβq
.

Ocultamos os sub-́ındices q. Assim, podemos juntar esse termo com a hamiltoniana HAFM
N ,

obtendo então uma hamiltoniana que descreve os mágnons nucleares do sistema AFM,

HAFM
n = HAFM

N +HAFM
SN =

1

2

∑
q

N †
qHAFM

n Nq . (5.30)
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Essa hamiltoniana não está diagonalizada, mas podemos adotar o mesmo procedimento

utilizado para o sistema eletrônico para diagonalizá-la. Nesse caso, definimos novos

operadores bosônicos nucleares πq e κq por meio da transformação linear Nq = TNq Λq,

sendo

Λ†
q =

(
π†
q κ†q π−q κ−q

)
. (5.31)

O restante do procedimento segue os mesmos passos apresentados na subseção 4.1.2 para

cada fase, incluindo as transformações. Em ambos os casos, conseguimos obter uma

hamiltoniana quadrática na forma

Hn =
∑
q

(ϵπqπ
†
qπq + ϵκqκ

†
qκq) , (5.32)

onde ignoramos o termo constante.

Para a fase AF, a transformação do sistema nuclear será dada pelas equações 4.20, com

tanh 2ΘN
q = − 2DN(

ϵcN + ϵdN
)
− (kc + kd)

. (5.33)

Nesse caso, as energias dos mágnons nucleares serão dadas por

ϵπ,κq =
1

2

(
ϵcN − ϵdN

)
− (kc − kd)±

1

2

√[(
ϵcN + ϵdN

)
− (kc + kd)

]2 − 4(DN)2 , (5.34)

que ao substituirmos os termos, nos fornece

ϵπ,κq = ℏγN

(
B′R
x +

γ2eB
r
NB

R
n

ωαq ω
β
q

B′r
x

)
± ℏγNBR

n

√√√√1− 2γ2eB
r
N(B

r
E +Br

D)

ωαq ω
β
q

+ γe

(
γeBr

N

ωαq ω
β
q

)2

ωq ,

(5.35)

onde ωq coincide com o resultado apresentado na equação 4.19, e estamos utilizando as

notações BR =
√
ρAFMN B e Br =

√
ρAFMe B para os campos renormalizados. Considerando

o ultimo termo da raiz despreźıvel, esse resultado coincide com o obtido por P. G. de

Gennes [27], com a inclusão dos parâmetros de renormalização.

Na fase SF, os operadores nucleares serão transformados seguindo as equações 4.25,

com os ângulos sendo dados por

tanhΞNq =

√
AN −BN − ϵπq
AN −BN + ϵπq

, tanhΦN
q =

√
AN +BN − ϵκq
AN +BN + ϵκq

, (5.36)

onde estamos utilizando AN ≈ ℏγNBR
n − (ℏK)2/2

[
(cosh 2ΞNq /ϵ

α
q ) + (cosh 2ΦN

q /ϵ
β
q )
]
, dado
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que Bn ≫ B′
x e kc = kd. As energias dos mágnons nucleares serão dadas por

ϵπq =

√
(AN −BN)2 − (CN −DN)2 , (5.37a)

ϵκq =

√
(AN +BN)2 − (CN +DN)2 , (5.37b)

com CN = CN
c = CN

d . Substituindo os termos e desenvolvendo as equações, obtemos

ϵπq = ℏγNBR
n

√
1−

2γeBr
N cosh 2ΞNq
ωαq

+

(
γeBr

N

ωαq

)2

, (5.38a)

ϵκq = ℏγNBR
n

√
1−

2γeBr
N cosh 2ΦN

q

ωβq
+

(
γeBr

N

ωβq

)2

. (5.38b)

Como cosh 2ΞNq ≈ γeB
r
E/ω

α
q e cosh 2ΦN

q ≈ γeB
r
E/ω

β
q , vemos que nosso resultado coincide

com o obtido por S. M. Rezende [33], desconsiderando a pequena correção dada pelo último

termo da raiz e os parâmetros de renormalização.

5.2.3 Parâmetro de renormalização

Em todos os resultados obtidos anteriormente, vimos a presença dos parâmetros de

renormalização ρe e ρN , sendo o primeiro relacionado ao sistema eletrônico e o segundo

ao sistema nuclear. Podemos determinar ambos os parâmetros pelo mesmo procedimento

apresentado na subseção 4.1.3, mas utilizando as hamiltonianas 5.8 e 5.11. Por estarmos

tratando também do sistema nuclear, também devemos comparar a média

〈(
İzq

)†
İzq

〉
calculada por meio de ambas as hamiltonianas. Utilizando a hamiltoniana quadrática

5.11, obtemos o mesmo resultado apresentado em 4.29 para o sistema eletrônico e um

semelhante para o sistema nuclear,

ℏ2
〈(

Ṡz
q

)†
Ṡz
q

〉
G

=

〈
∂H2

∂φA,q

∂H2

∂φ̄A,q
+

∂H2

∂φB,q

∂H2

∂φ̄B,q

〉
G

=
1

β

(∑
l

hφll,q

)
S2ρe , (5.39a)

ℏ2
〈(

İzq

)†
İzq

〉
G

=

〈
∂H2

∂ψA,q

∂H2

∂ψ̄A,q
+

∂H2

∂ψB,q

∂H2

∂ψ̄B,q

〉
G

=
1

β

(∑
l

nψll,q

)
I2ρN , (5.39b)

sendo ⟨· · · ⟩G a média Gaussiana calculada utilizando a hamiltoniana quadrática.

O cálculo por meio da hamiltoniana exata se assemelha ao apresentado na equação

4.30, porém utilizando a hamiltoniana 5.8. Tratando cada caso separadamente, obtemos

Sistemas FM: Nesse caso, as derivadas da hamiltoniana nos fornecem os seguintes

resultados no espaço dos momentos,
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ℏ2
〈(

Ṡz
q

)†
Ṡz
q

〉
G

=
γeℏ
βS

[
(1− γq)BE

〈
f 2
〉
G
⟨cos∆φ⟩G +BD

〈
f 2
〉
G
⟨cos 2φ⟩G+

+BxS ⟨f⟩G ⟨cosφ⟩G +BN
S

I
⟨f⟩G ⟨g⟩G ⟨cos (φ− ψ)⟩G

]
, (5.40a)

ℏ2
〈(

İzq

)†
İzq

〉
G

=
γNℏ
β

[
Bx ⟨g⟩G ⟨cosψ⟩G +Bn

1

S
⟨f⟩G ⟨g⟩G ⟨cos (φ− ψ)⟩G

]
, (5.40b)

onde as médias são calculadas utilizando a hamiltoniana quadrática. Comparando os

resultados das equações 5.39 e 5.40, obtemos as equações dos parâmetros de renormalização

para sistemas FM

ρE =

(
1−

〈
(Sz)2

〉
G

S2

)
exp

(
−1

2

〈
∆φ2

〉
G

)
, (5.41a)

ρD =

(
1−

〈
(Sz)2

〉
G

S2

)
exp

(
−2
〈
φ2
〉
G

)
, (5.41b)

ρeZ =

(
1−

〈
(Sz)2

〉
G

2S2

)
exp

(
−1

2

〈
φ2
〉
G

)
, (5.41c)

ρNZ =

(
1−

〈
(Iz)2

〉
G

2I2

)
exp

(
−1

2

〈
ψ2
〉
G

)
, (5.41d)

ρhf =

(
1−

〈
(Sz)2

〉
G

2S2

)(
1−

〈
(Iz)2

〉
G

2I2

)
exp

(
−1

2

〈
(φ− ψ)2

〉
G

)
, (5.41e)

onde utilizamos ⟨cosα⟩ = exp (−⟨α2⟩ /2) e expandimos dos termos f e g, pois Sz ≪ S2 e

Iz ≪ I2. Como ⟨2φψ⟩G = 0, podemos reescrever o último parâmetro apresentado como

ρhf = ρeZρ
N
Z .

Sistemas AFM: As derivadas obtida nesse tipo de sistema serão semelhantes às apresen-

tadas na equação 4.30, com a adição dos termos nucleares

ℏ2
〈(

Ṡz
q

)†
Ṡz
q

〉
G

=
γeℏ
βS

[−2BE cos∆θ ⟨fAfB⟩G ⟨cos∆φ⟩G+

+
∑
l

(
BD cos 2θl

〈
f 2
l

〉
G
⟨cos 2φl⟩G +Bx

l S ⟨fl⟩G ⟨cosφl⟩G+

+BN
S

I
⟨fl⟩G ⟨gl⟩G ⟨cos (φl − ψl)⟩G

)]
, (5.42a)
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ℏ2
〈(

İzq

)†
İzq

〉
G

=
γNℏ
β

∑
l

[
Bx
l ⟨gl⟩G ⟨cosψl⟩G +Bn

1

S
⟨fl⟩G ⟨gl⟩G ⟨cos (φl − ψl)⟩G

]
,

(5.42b)

sendo l = A,B. As médias são calculadas utilizando a hamiltoniana quadrática. Com-

parando os resultados das equações 5.39 e 5.42, obtemos as equações dos parâmetros de

renormalização para sistemas AFM

ρE =

(
1−

〈
(SzA)

2〉
G

2S2
−
〈
(SzB)

2〉
G

2S2

)
exp

(
−1

2

〈
∆φ2

〉
G

)
, (5.43a)

ρD =

(∑
l

cos 2θl

)−1∑
l

cos 2θl

(
1−

〈
(Szl )

2〉
G

S2

)
exp

(
−2
〈
φ2
l

〉
G

)
, (5.43b)

ρeZ =

(∑
l

cos θl

)−1∑
l

cos θl

(
1−

〈
(Szl )

2〉
G

2S2

)
exp

(
−1

2

〈
φ2
l

〉
G

)
, (5.43c)

ρNZ =

(∑
l

cos θl

)−1∑
l

cos θl

(
1−

〈
(Izl )

2〉
G

2I2

)
exp

(
−1

2

〈
ψ2
l

〉
G

)
, (5.43d)

ρhf =
1

2

∑
l

(
1−

〈
(Szl )

2〉
G

2S2

)(
1−

〈
(Izl )

2〉
G

2I2

)
exp

(
−1

2

〈
(φl − ψl)

2〉
G

)
, (5.43e)

onde realizamos os mesmos procedimentos descritos para o caso FM. Podemos observar

que os parâmetros ρE, ρD e ρeZ apresentam as mesmas equações obtidas na subseção

4.1.3. Assim como no sistema eletrônico, podemos observar que o parâmetro derivado da

interação do sistema nuclear com um campo externo não apresenta relevância na fase AF,

assim desconsideramos as equações para ρeZ e ρNZ nessa fase.

Assim como foi apresentado na subseção 4.1.3, essas equações foram obtidas por meio

de uma análise semiclássica, mas também podem ser obtidas por meio de uma abordagem

quântica tradicional, na qual as maiores mudanças consistem apenas na estat́ıstica e na

hamiltoniana quadrática utilizadas no cálculo dos valores esperados. A dependência de

temperatura dos parâmetros de renormalização são apresentadas na figura 5.2, para a

abordagem clássica e quântica da fase AF do caso AFM, para valores extrapolados de

A. No gráfico, podemos observar que os parâmetros eletrônicos e nucleares apresentam

diferentes temperaturas cŕıticas, T ec e TNc . Como dito anteriormente, a associação entre

essa temperatura cŕıtica e a temperatura de transição de fase do sistema não é algo direto,

mas uma proposta que fornece bons resultados para o sistema eletrônico. No caso nuclear,

essa temperatura está relacionada à temperatura em que as perturbações térmicas do

sistema sobrepujam a interação hiperfina, o que não está associado necessariamente à uma

transição de fase. Ainda assim, como a interação hiperfina induz um ordenamento indireto

no sistema, podemos considerar que para T > TNc o sistema estará desordenado. Adotamos
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Figura 5.2: Gráfico dos parâmetros de renormalização em função da temperatura na fase
AF, na ausência de campo magnético. As linhas azuis indicam os parâmetros obtidos por
meio da abordagem semiclássica, enquanto as linhas vermelhas indicam os parâmetros
obtidos por meio da abordagem quântica. Utilizamos as linhas sólidas para representar os
parâmetros eletrônicos, ρe, e as linhas tracejadas para os parâmetros nucleares, ρN . Neste
gráfico utilizamos J/kB = 1 K, D = 0,1J , A = 1γe, γN = 10−3γe, S = I = 1 e z = 6.
Utilizando esses parâmetros, observamos T ec = 3, 14K e TNc = 0, 47K para a abordagem
semiclássica, e T ec = 5, 35K e TNc = 0, 66K para a abordagem quântica.

A = 1γe nos gráficos visando a ilustração desse comportamento, porém, seus valores

t́ıpicos são muito menores que J . Na figura 5.3, apresentamos uma comparação entre os

parâmetros de renormalização obtidos para o sistema eletrônico na presença e na ausência

da interação hiperfina. Estes últimos consistem com os parâmetros obtidos no caṕıtulo

IV, cujos comportamentos térmicos são apresentados na figura 4.2. Podemos observar no

gráfico que ocorre uma diminuição nos valores de ρe devido à inclusão da interação hiperfina

com valores extrapolados, porém o parâmetro ainda exibe o mesmo comportamento térmico

caracteŕıstico. As analises apresentadas foram feitas considerando Bx = 0. Na figura 5.4,

apresentamos como TNc aumenta com a intensidade do campo estático aplicado, para um

sistema FM. Observamos o mesmo comportamento para ambas as abordagens, semiclássica

e quântica. Esse resultado nos indica a importância do campo magnético estático no

ordenamento do sistema nuclear, necessário para a existência de mágnons nucleares. Ainda

são necessárias mais análises para entendermos esses comportamentos.

5.3 Estados coerentes

A construção de estados coerentes nucleares segue a mesma ideia apresentada na seção

4.2 para mágnons eletrônicos. Esses estados irão descrever o comportamento oscilatório do
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Figura 5.3: Gráfico dos parâmetros de renormalização em função da temperatura reduzida
T/Tc na fase AF, na ausência de campo magnético. As linhas tracejadas indicam os
parâmetros calculados sem a interação hiperfina, apresentados na figura 4.2, enquanto as
linhas sólidas indicam os parâmetros com a interação hiperfina. As cores azul e vermelho
diferenciam a abordagem adotada para a determinação do parâmetro, sendo a cor azul
relacionada com a abordagem semiclássica,ρSC , e a cor vermelha com a abordagem quântica,
ρQ. Neste gráfico utilizamos J/kB = 1 K, D = 0,1J , A = 1γe, γN = 10−3γe, S = I = 1 e
z = 6.
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Figura 5.4: Gráfico da temperatura cŕıtica nuclear em função do campo estático em um
sistema FM. Os valores de temperatura correspondem à abordagem semiclássica, mas
o mesmo comportamento é observado na abordagem quântica. Neste gráfico utilizamos
J/kB = 1 K, D = 0,1J , A = 1γe, γN = 10−3γe, S = I = 1 e z = 6.
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sistema quando atingimos uma condição de ressonância, por meio do ajuste dos campos

magnéticos externos. Assim como foi dito antes, atingimos essa condição fixando a

frequência de oscilação dos campos oscilantes, Ω, e ajustamos a intensidade do campo

estático para que a frequência dos mágnons menos energéticos (q = 0) coincida com Ω.

Nesse caso, o sistema passa a exibir uma dinâmica śıncrona, que será descrita por meio do

formalismo dos estados coerentes.

A construção dos EC será apresentada de forma separada para cada tipo de sistema.

Em ambos os casos, partimos das definições 2.6 e 2.8, nas quais os estados coerentes são

definidos por meio de operadores deslocamento, que, por sua vez, são obtidos a partir do

termo linear da hamiltoniana (equação 5.10), que tratamos como uma perturbação. De

forma padrão, iremos substituir os ângulos caracteŕısticos de cada sistema na hamiltoniana

linear, promover os campos a operadores e utilizar as relações 4.12 e 5.16 para reescrevermos

a hamiltoniana em termos dos operadores de criação e aniquilação. Assim, tratamos essa

hamiltoniana como um potencial dependente do tempo, a fim de construir os EC por meio

do formalismo de interação, seguindo o procedimento apresentado na seção 2.2.

5.3.1 Sistemas FM

Para sistemas FM θA = θB = 0 e possúımos apenas uma sub-rede eletrônica e

uma nuclear, logo, utilizaremos apenas as relações referentes às sub-redes indicadas pelo

sub́ındice A em 4.12 e 5.16. Assim, a hamiltoniana 5.10 passa a ser reescrita como

H1(t) =
∑
q

[
fq(t)a

† + f̄q(t)aq + gq(t)c
†
q + ḡq(t)cq

]
, (5.44)

com

fq(t) = −

√
S̃

2
γeℏρ1/4e B+

q (t) , (5.45a)

gq(t) = −

√
Ĩ

2
γNℏρ1/4N B−

q (t) , (5.45b)

sendo B+
q (t) = By

q (t) + iBz
q (t) e B

−
q (t) = B̄+

q (t). Os estados coerentes do sistema serão

dados por
∣∣ηaqηcq〉 = S(t) |0⟩ = D

(
ηaq
)
D
(
ηcq
)
|0⟩, onde

D
(
ηℓq
)
=
∏
q

exp
(
ηℓqℓ

†
q − η̄ℓqℓq

)
, (5.46)
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com ℓ = a, c. Assim, obtemos os seguintes autovalores para os EC,

ηaq (t) =

√
S̃

2
γeρ

1/4
e

∫
dν

2π

B̃+
q (ν)e

i(ωe
q−ν)t

ωeq − ν − iεeq
, (5.47a)

ηcq(t) =

√
Ĩ

2
γNρ

1/4
N

∫
dν

2π

B̃−
q (ν)e

i(ωn
q −ν)t

ωnq − ν − iεnq
, (5.47b)

sendo B̃+
q (ν) a transformada de Fourier do campo magnético e εℓq ≪ ωℓq são parâmetros in-

finitesimais adicionado para garantir a convergência no limite t→ ∞ para cada subsistema.

Assim como foi dito na seção 4.2, estes parâmetros desempenham o mesmo papel de um

termo de amortecimento, que não foi considerado inicialmente mas pode ser acrescentado

por meio de uma análise fenomenológica.

5.3.2 Sistemas AFM

Esse tipo de sistema foi trabalhado na seção 4.2. Como as partes eletrônica e nuclear

estão desacopladas na hamiltoniana 5.10, podemos ver que os estados coerentes eletrônicos

ainda serão dados pelas equações 4.36 e 4.38. Vamos então focar nossa análise no termo

nuclear da hamiltoniana. Utilizando as relações 5.16, a hamiltoniana linear nuclear passa

a ser reescrita como

H1(t) =
∑
q

[
gAq (t)c

†
q + ḡAq (t)cq + gBq (t)d

†
q + ḡBq (t)dq

]
, (5.48)

com

gℓq(t) = −

√
Ĩ

2
γNℏρ1/4N B−

ℓ,q(t) , (5.49)

sendo ℓ = A,B e B−
ℓ,q(t) = By

ℓ,q(t)− iBz
ℓ,q(t). Trataremos cada fase do sistema AFM de

forma separada, a fim de adotarmos as transformações pertinentes para cada caso.

Fase AF: Utilizando θA = 0 e θB = π, os coeficientes são reescritos como gAq (t) = gq(t) e

gBq (t) = −ḡq(t), onde

gq(t) = −

√
Ĩ

2
γNℏρ1/4N B′−

q (t) , (5.50)

com B′−
q (t) = By′

q (t) − iBz′
q (t). Utilizando as transformações 4.20 para os operadores

nucleares, obtemos estados coerentes nucleares do sistema, dados por
∣∣ηπq ηκq 〉 = S(t) |0⟩ =

D
(
ηπq
)
D
(
ηκq
)
|0⟩. Os operadores deslocamento coincidem com o apresentado na equação
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5.46, com ℓ = π, κ. Seus autovalores são expressos por

ηπq (t) =

√
Ĩ

2
γNρ

1/4
N e−ΘN

q

∫
dν

2π

B̃′−
q (ν)ei(ω

π
q −ν)t

ωπq − ν − iεnq
, (5.51a)

ηκq (t) = −

√
Ĩ

2
γNρ

1/4
N e−ΘN

q

∫
dν

2π

B̃′+
q (ν)ei(ω

κ
q−ν)t

ωκq − ν − iεnq
, (5.51b)

sendo ϵnq ≪ ωπ,κq .

Fase SF: Para a fase SF, θA = −θB = θ, e os coeficientes passam a ser reescritos como

gAq (t) = −

√
Ĩ

2
γNℏρ1/4N

[
cos θBy′

q (t)− iBz′
q (t)− senθBx′

q

]
, (5.52a)

gBq (t) = −

√
Ĩ

2
γNℏρ1/4N

[
cos θBy′

q (t)− iBz′
q (t) + senθBx′

q

]
. (5.52b)

Utilizando agora as transformações 4.25 para os operadores nucleares, obtemos a mesma

expressão para os estados coerentes nucleares apresentada para a fase AF, mas com

autovalores dados por

ηπq (t) = −
√
ĨγNρ

1/4
N

e−ΞN
q senθBx′

q e
iωπ

q t

ωπq − iεnq
, (5.53a)

ηκq (t) =
√
ĨγNρ

1/4
N

∫
dν

2π

(
eΦ

N
q cos θB̃y′

q (ν)− ie−ΦN
q B̃z′

q (ν)

ωκq − ν − iεnq

)
eiω

κ
q t . (5.53b)

Assim como no caso eletrônico, ao assumirmos um campo estático uniforme, ηπ0 → 0, o

que indica uma ausência de coerência nesse modo.

Os resultados obtidos pela AHAC mostram que as expressões obtidas para os EC dos

mágnons nucleares possuem certa semelhança com as expressões dos mágnons eletrônicos.

Porém seus comportamentos não são necessariamente semelhantes. Ainda são necessárias

mais análises para explorarmos esses estados coerentes e entendermos seu comportamento

e suas posśıveis aplicações no estudo da ressonância magnética nuclear. A construção

apresentada também nos permite analisar correntes de spin em bicamadas magnéticas,

conforme será apresentado no caṕıtulo VI.

No caṕıtulo anterior, mostramos que as expressões obtidas por meio da AHAC coincidem

com as obtidas por meio do formalismo de HP, indicadas em referências. Para o caso dos

mágnons nucleares, não foram encontradas referências que apresentem expressões para seus

EC obtidos utilizando HP. Como este é um formalismo amplamente difundido e aplicado

em sistemas magnéticos, decidimos obter essas expressões para nossas comparações.
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5.3.3 Formalismo de Holstein-Primakoff

Para obter os EC dos mágnons nucleares por meio do formalismo de HP, partimos

da hamiltoniana original 5.3, utilizando o eixo de magnetização em forma convencional,

em z. Assim, e utilizamos diretamente a representação bosônica de HP pertinente para

cada tipo de sistema. Assim como foi feito para a AHAC, iremos tratar os sistemas FM e

AFM separadamente. Em ambos os casos, vamos nos ater apenas aos termos lineares da

hamiltoniana, visto que estamos interessados apenas na obtenção das expressões dos EC.

As representações de HP adotadas para cada caso não serão as convencionais, mas as que

equivalem às rotações e aos eixos adotados no tratamento por meio da AHAC, quando

comparamos os espectros de energia dos mágnons.

Sistema FM: Para um sistema FM, utilizamos a representação de HP considerando duas

sub-redes antiparalelas, uma eletrônica e uma nuclear,

S+
i =

√
2S ai , S−

i =
√
2S a†i , Szi = S − a†iai , (5.54a)

I+i = −
√
2I c†i , I−i = −

√
2I ci , Izi = −I + c†ici . (5.54b)

Por meio dessa representação, obtemos a seguinte hamiltoniana linear no espaço dos

momentos

H1 = − ℏ√
2

{
γe
√
S
[
B+
q (t)a

†
q +B−

q (t)aq
]
+ γN

√
I
[
B−
q (t)c

†
q +B+

q (t)cq
]}

. (5.55)

Desse ponto em diante, os procedimentos adotados para determinarmos os EC do sistema

por meio da AHAC ou de HP são os mesmos. Assim, obtemos as expressões

ηaq (t) =

√
S

2
γe

∫
dν

2π

B̃+
q (ν)e

i(ωe
q−ν)t

ωeq − ν − iεeq
, (5.56a)

ηcq(t) =

√
I

2
γN

∫
dν

2π

B̃−
q (ν)e

i(ωn
q −ν)t

ωnq − ν − iεnq
, (5.56b)

para os autovalores dos EC eletrônicos e nucleares do sistema.

Sistema AFM: No caso de um sistema AFM, vamos considerar uma rotação no eixo y

para os campos de spins no referencial local,

Sx ′r,l = Sxr,l cos θl + Szr,l senθl , Ix ′r,l = Ixr,l cos θl + Izr,l senθl ,

Sy ′r,l = Syr,l , Iy ′r,l = Iyr,l ,

Sz ′r,l = −Szr,l senθl + Szr,l cos θl , Iz ′r,l = −Ixr,l senθl + Izr,l cos θl , (5.57)
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onde r representa a posição da célula unitária e l = A,B indica a sub-rede. Após essa

rotação, adotamos a representação bosônica de HP para quatro sub-redes,

S+
A,i =

√
2S ai , S−

A,i =
√
2S a†i , SzA,i = S − a†iai , (5.58a)

S+
B,i =

√
2S bi , S−

B,i =
√
2S b†i , SzB,i = S − b†ibi , (5.58b)

I+A,i = −
√
2I c†i , I−A,i = −

√
2I ci , IzA,i = −I + c†ici . (5.58c)

I+B,i = −
√
2I d†i , I−B,i = −

√
2I di , IzB,i = −I + d†idi . (5.58d)

No espaço de momentos, essa representação nos fornece uma hamiltoniana linear H1 =

He
1 +HN

1 , onde

He
1(t) =

∑
q

[
fAq (t)a

† + f̄Aq (t)aq + fBq (t)b
†
q + f̄Bq (t)bq

]
, (5.59a)

HN
1 (t) =

∑
q

[
gAq (t)c

†
q + ḡAq (t)cq + gBq (t)d

†
q + ḡBq (t)dq

]
, (5.59b)

sendo

fAq (t) =

√
S

2
γeℏ

[√
N

(
BE sen∆θ +

BD

2
sen2θA

)
δq,0 −B+

A,q(t)

]
, (5.60a)

fBq (t) =

√
S

2
γeℏ

[√
N

(
−BE sen∆θ +

BD

2
sen2θB

)
δq,0 −B+

A,q(t)

]
, (5.60b)

gAq (t) = −
√
I

2
γNℏB−

A,q(t) , (5.60c)

gBq (t) = −
√
I

2
γNℏB−

B,q(t) . (5.60d)

Considerando os valores de θ e as transformações de Bogoliubov para cada fase do sistema

AFM, que coincidem com as utilizadas no desenvolvimento por meio da AHAC, nas equações

5.60, obtemos os autovalores dos EC para cada fase. Nos atendo aos EC nucleares, obtemos

para a fase AF,

ηπq (t) =

√
I

2
γNe

−ΘN
q

∫
dν

2π

B̃′−
q (ν)ei(ω

π
q −ν)t

ωπq − ν − iεnq
, (5.61a)

ηκq (t) = −
√
I

2
γNe

−ΘN
q

∫
dν

2π

B̃′+
q (ν)ei(ω

κ
q−ν)t

ωκq − ν − iεnq
, (5.61b)
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e para a fase SF,

ηπq (t) = −
√
IγN

e−ΞN
q senθBx′

q e
iωπ

q t

ωπq − iεnq
, (5.62a)

ηκq (t) =
√
IγN

∫
dν

2π

(
eΦ

N
q cos θB̃y′

q (ν)− ie−ΦN
q B̃z′

q (ν)

ωκq − ν − iεnq

)
eiω

κ
q t . (5.62b)

Os resultados obtidos por meio do formalismo de HP coincidem com os obtidos por

meio da AHAC, com as substituições S̃ → S, Ĩ → I e ρe = ρN = 1. Assim, a AHAC nos

fornece resultados mais vantajosos para posśıveis análises, devido à inclusão dos parâmetros

de renormalização dependentes da temperatura.

5.4 Conclusões

A inclusão do sistema nuclear e sua interação com o sistema eletrônico são estratégias

interessantes para a concepção de dispositivos spintrônicos que consigam desempenhar

mais de um papel simultaneamente, sendo um deles mediado pelas excitações eletrônicas e

o outro pelas excitações nucleares. Os resultados obtidos mostram a eficiência da AHAC

em tratar esse tipo de sistema, fornecendo expressões com os comportamentos esperados

para os mágnons nucleares, porém com a inclusão de um parâmetro de renormalização

dependente da temperatura. O tratamento proposto, adotando parâmetros diferentes para

ambos os sistemas, apresentou resultados interessantes sobre o comportamento térmico

do sistema nuclear, que ainda necessitam de mais análises. Por fim, apresentamos uma

construção dos estados coerentes dos mágnons nucleares, por meio da AHAC tradicional e

do formalismo de HP, cujos resultados nos permitirão explorar a injeção de correntes de

spin nucleares em bicamadas magnéticas, como será apresentado no caṕıtulo VI.

Este trabalho encontra-se em fase final de preparação, com expectativa de publicação

ainda em 2026.
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Caṕıtulo VI

Correntes de spin em antiferromagnetos

Figura 6.1: Representação gráfica da corrente de spin em uma junção AFM/MN.

No caṕıtulo IV, apresentamos uma análise de um sistema magnético AFM. Para

construir uma conexão com a spintrônica, vamos explorar como os mágnons produzidos

nesses sistemas transportam momento magnético em bicamadas magnéticas. Logo, estamos

interessados em explorar os fenômenos de Spin Pumping e Spin-Transfer Torque. Para

isso, vamos considerar o sistema mostrado na figura 6.1, no qual temos uma interface

AFM/MN. Escrevemos a hamiltoniana desse sistema como a soma de três partes,

H = HM +HMN +Hsd , (6.1)

sendo HM a hamiltoniana do sistema magnético, HMN a hamiltoniana do material condutor

e Hsd um interação elétron-mágnon na interface. Como estamos lidando com sistemas de

muitos corpos, utilizamos

HMN =
∑
k,σ

ϵkf
†
kσfkσ , (6.2)

sendo fkσ o operador aniquilação dos elétrons e ϵk = ℏ2k2/2m. O sub́ındice σ =↑, ↓ indica

o spin do elétron [65]. A interação elétron-mágnon pode ser descrita pela interação de

troca tipo sd entre os momentos magnéticos do MM, localizados na interface, e os elétrons
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de condução do MN [20],

Hsd = Jsd
∑
kk′qℓ

[
S ′+
qℓ f

†
k′↓fk↑ + S ′−

qℓ f
†
k′↑fk↓ + Sx′qℓ

(
f †
k′↑fk↑ − f †

k′↓fk↓

)]
. (6.3)

onde S ′+
qℓ = Sy′qℓ + iSz′qℓ e Jsd indica um parâmetro de troca efetivo para essa interação. O

sub́ındice ℓ = A,B denota a sub-rede do sistema AFM. Como mencionado anteriormente,

ambos os fenômenos de SP e STT podem ser entendidos por meio de um espalhamento

com inversão de spin. Este espalhamento é descrito pelo primeiro e o segundo termo da

equação 6.3, enquanto o último termo envolve uma conservação no número de part́ıculas.

Para determinar a corrente de spin, vamos analisar o fluxo de spins na região destacada

na figura 6.1. Consideramos a região no material MN, mas podeŕıamos realizar uma

construção semelhante considerando uma região no AFM. Supondo uma conservação no

momento angular de spin nesta região, a equação de continuidade nos permite definir o

operador corrente de spin como Js = JSTT − JSP = − (ℏ/2) ∂t
(
N e

↑ −N e
↓
)
, sendo N e

σ o

operador número e JSTT = J inAFM − JoutMN , JSTT = JoutAFM − J inMN . Utilizando a equação de

Heisenberg e a equação 6.3, obtemos

Js = iJsd
∑
kk′qℓ

(
S ′−
qℓ f

†
k′↑fk↓ − S ′+

qℓ f
†
k′↓fk↑

)
. (6.4)

Calculamos a corrente de spin através da interface por meio da teoria de resposta linear,

que fornece o valor esperado

Js = − i

ℏ

∫ t

−∞
dt′
〈[
Js(t), H

sd(t′)
]〉
. (6.5)

Os estados eletrônicos possuem evolução temporal de acordo com a hamiltoniana 6.2 e

os valores esperados são calculados utilizando o ensemble grande canônico, descrito pela

hamiltoniana KMN =
∑

kσ ξkσf
†
kσfkσ, onde ξkσ = ϵk − µσ, sendo µσ o potencial qúımico

para elétrons com spin σ. Substituindo HMN por KMN na evolução temporal, obtemos

Js = −2ImUret (δµ) , (6.6)

com δµ = µ↑ − µ↓. A função Uret (δµ) denota a transformada de Fourier temporal da

função de correlação retardada Uret(t), definida como

Uret (δµ) =

∫ ∞

−∞
dte

i
ℏ δµtUret(t) , Uret(t) = − i

ℏ
θ(t)

〈[
Â(t), Â†(0)

]〉
, (6.7)

sendo A† = Jsd
∑

kk′qℓ S
′+
qℓ f

†
k′↓fk↑. Esta construção nos permite analisar ambos os fenômenos

de STT e SP. No caso do STT, consideramos um desbalanceio no potencial qúımico, δµ ̸= 0,

e procedemos com as contas no ensemble grande canônico [20]. Para o SP, adotamos δµ = 0
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e reescrevemos a equação 6.7 no formalismo de estados coerentes [38]. Nas seções seguintes,

apresentaremos os procedimentos adotados para a obtenção de uma expressão para a

corrente de spin transportada pela interface para ambos os fenômenos. Adicionalmente,

apresentaremos também uma construção semelhante a esta, proposta para a análise de

correntes de spin nucleares.

6.1 Spin-Transfer Torque

Para obtermos uma expressão para a corrente de spin injetada no MN devido ao

processo de STT, reescrevemos função de correlação retardada Uret(t), dada pela equação

6.7, no formalismo de tempo imaginário de Matsubara [65],

ℏU(τ) = −
〈
Tτ Â(τ)Â

†(0)
〉

, (6.8)

sendo τ = it o tempo imaginário e Tτ o operador de ordenamento temporal. Essa

construção nos permite separar o valor esperado apresentado em uma combinação de

funções de correlação no formalismo do tempo imaginário para cada operador que compõe

A,

ℏU(τ) = − |Jsd|2
∑
kk′qℓ

χqℓ(τ)Gk↑(−τ)Gk′↓(τ) , (6.9)

onde

χqℓ(τ) = −
〈
TτS

′−
qℓ (τ)S

′+
−qℓ(0)

〉
0
, (6.10a)

Gkσ(τ) = −
〈
Tτfkσ(τ)f

†
kσ(0)

〉
, (6.10b)

sendo σ =↑, ↓. O valor esperado do sistema magnético é calculado utilizando a hamiltoniana

quadrática do mesmo. Utilizando o formalismo de Matsubara, conseguimos determinar uma

expressão para a corrente de spin reescrevendo a expressão 6.8 no espaço de frequências,

ℏU(iΩn) =

∫ β

0

dτ e
i
ℏΩnτℏU(τ) , (6.11)

onde Ωn representa uma frequência de Matsubara bosônica. Dessa forma, a continuação

anaĺıtica iΩn → δµ+ iδn nos permitirá obter ImUret (δµ). Para essa solução, reescrevemos

a função de correlação dos elétrons no MN como

Gkσ(τ) = −e
τ
ℏ ξkσ {θ(τ) [1− nF (ξkσ)] + θ(−τ)nF (ξkσ} , (6.12)

sendo nF (ξkσ) = (eβξkσ + 1)−1 a distribuição de Fermi-Dirac e θ(τ) uma função degrau

unitário de Heaviside1.

1θ(x) = 1 para x > 0 e θ(x) = 0 para x < 0.
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Para a função de correlação dos spins do MM, reescrevemos os operadores de spin em

termos de operadores de criação e aniquilação utilizando as relações 4.12. Assim, para

prosseguir, precisamos especificar a fase do material AFM que estamos tratando, a fim de

adotar as transformações corretas para seus operadores de criação e aniquilação.

6.1.1 Fase AF

Utilizando as transformações 4.20, obtemos

χq(τ) = −2S̃
√
ρe cosh 2Θq

{
eτω

α
q
[
nB(ϵ

α
q ) + θ(−τ)

]
+ e−τω

β
q
[
nB(ϵ

β
q ) + θ(τ)

]}
, (6.13)

sendo nB(ϵq) = (eβϵq − 1)−1 a distribuição de Bose-Einstein e χq = χqA + χqB. Com esse

resultado e com a equação 6.12 conseguimos determinar a função de Matsubara do sistema

no espaço de frequências,

ℏU(iΩn) =2ℏS̃
√
ρe |Jsd|2

∑
kk′q

nF (ξk↑) [1− nF (ξk′↓)] cosh 2Θq

[
Λαkk′q(iΩn)+

+Λβkk′q(iΩn)
]
, (6.14)

sendo

Λαkk′q(iΩn) = nB(ϵ
α
q )

[
e

β
ℏ (ϵ

α
q +ξk↑−ξk′↓)

ϵαq + ξk↑ − ξk′↓ + iℏΩn

]
, (6.15a)

Λβkk′q(iΩn) = −
[
nB(ϵ

β
q ) + 1

] [ e−
β
ℏ (ϵ

β
q−ξk↑+ξk′↓)

ϵβq − ξk↑ + ξk′↓ − iℏΩn

]
. (6.15b)

Tomando a continuação anaĺıtica iΩn → δµ+ iδn e utilizando a fórmula de Sokhotski–Ple-

melj, (a+ ib)−1 = P (a−1)− iπδ(a), sendo P (a−1) o valor principal de Cauchy da função

a−1 e δ(a) uma delta de Dirac, obtemos

Λαkk′q(δµ) = nB(ϵ
α
q )
[
e

β
ℏ (ϵ

α
q +ξk↑−ξk′↓) − 1

]
δ(ξk↑ − ξk′↓ + ϵαq + δµ) , (6.16a)

Λβkk′q(δµ) =
[
nB(ϵ

β
q ) + 1

] [
e−

β
ℏ (ϵ

β
q−ξk↑+ξk′↓) − 1

]
δ(ξk↑ − ξk′↓ − ϵβq + δµ) . (6.16b)

Utilizando o seguinte resultado para a soma dos momentos dos elétrons de condução,

∑
kk′

nF (ξk↑) [1− nF (ξk′↓)] δ(ξk↑−ξk′↓±ϵq+δµ) =
k↓k↑
meℏ2

ρ2F
ϵF

(∓ϵq−δµ)nB(∓ϵq−δµ) , (6.17)

sendo me a massa do elétron, ϵF a energia de Fermi, ρF a densidade de estados no ńıvel de

Fermi e kσ =
√
2meµσ/ℏ, obtemos da equação 6.6 uma expressão para a corrente de spin
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injetada no MN devido ao processo de STT para fase AF,

JAFSTT =
4S̃

√
ρe |Jsd|2 k↓k↑ρ2F
meℏ2ϵF

(1− e−βδµ)
∑
q

cosh 2Θq

{
(ϵαq + δµ)nB(ϵ

α
q )×

×
[
1 + nB(ϵ

α
q + δµ)

]
+ (ϵβq − δµ)nB(ϵ

β
q − δµ)

[
1 + nB(ϵ

β
q )
]}

. (6.18)

6.1.2 Fase SF

O procedimento adotado para a fase SF segue os mesmos passos apresentados para a

fase AF, mas partindo das transformações 4.25. Dessa forma, ocultando a repetição dos

passos apresentados anteriormente, obtemos a seguinte expressão para a corrente de spin

injetada no MN devido ao processo de STT para fase SF,

JSFSTT =
2 |Jsd|2 k↓k↑ρ2F

meℏ2ϵF
(1− e−βδµ)

∑
q

{
Kqδµ [1 + nB(δµ)] +Kα

q

[
(ϵαq − δµ)×

×
(
nB(ϵ

α
q ) + 1

)
nB(ϵ

α
q − δµ) + (ϵαq + δµ)

(
nB(ϵ

α
q + δµ) + 1

)
nB(ϵ

α
q )
]
+ (6.19)

+Kβ
q

[
(ϵβq − δµ)

(
nB(ϵ

β
q ) + 1

)
nB(ϵ

β
q − δµ) + (ϵβq + δµ)

(
nB(ϵ

β
q + δµ) + 1

)
nB(ϵ

β
q )
]}

,

onde

Kq =S
′ sen2θ

{
−2S ′ +

√
ρe
[
senh2Ξq + senh2Φq + cosh 2ΞqnB(ϵ

α
q )+

+ cosh 2ΦqnB(ϵ
β
q )
]}

, (6.20a)

Kα
q =

S̃
√
ρe

2

[
sen2θ senh2Ξq + (cos θ + 1)2 cosh2 Ξq + (cos θ − 1)2 senh2Ξq

]
, (6.20b)

Kβ
q =

S̃
√
ρe

2

[
− sen2θ senh2Φq + (cos θ + 1)2 cosh2Φq + (cos θ − 1)2 senh2Φq

]
, (6.20c)

sendo θ o ângulo entre os spins das sub-redes e o eixo de magnetização e S ′ = S̃ −√
ρe/4.

6.2 Spin Pumping

No caso do processo de SP, os mágnons são excitados no MM por meio de um processo

de ressonância. Assim, os mágnons do sistema são descritos pelo formalismo de estados

coerentes, e os valores esperados relacionados com o MM serão calculados utilizando a base

formada por esses estados, como apresentado na seção 2.2. Resolvendo a parte relacionada

com os elétrons de condução em 6.7, obtemos

ℏUret(t) = iθ(t) |Jsd|2
∑
kk′qℓ

ei(ξk↑−ξk′↓) [nF (ξk↑)− nF (ξk′↓)] Υℓ(t) , (6.21)
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sendo

Υℓ(t) = nB(ξk↑ − ξk′↓)
〈
S ′−
qℓ (t)S

′+
−qℓ(0)

〉
EC

+ nB(ξk′↓ − ξk↑)
〈
S ′+
−qℓ(0)S

′−
qℓ (t)

〉
EC

, (6.22)

onde a notação ⟨· · ·⟩EC indica que os valores esperados serão calculados utilizando o

formalismo dos estados coerentes. Utilizando as relações 4.12, reescrevemos os operadores

de spin em termos de operadores de criação e aniquilação. Calculamos então os valores

esperados após especificarmos a fase tratada e adotarmos as transformações necessárias.

6.2.1 Fase AF

Para a fase AF, utilizando as transformações 4.20, obtemos como resultado dos valores

esperados,∑
ℓ

Υℓ(t) =− 2S̃
√
ρe

{
eiω

α
q t cosh 2Θq

[
nB(ϵ

α
q ) +

∣∣ηαq ∣∣2 − nB(ξk′↓ − ξk↑)
]
+

+ e−iω
β
q t cosh 2Θq

[
nB(ϵ

β
q ) +

∣∣ηβq ∣∣2 − nB(ξk↑ − ξk′↓)
]
+ (6.23)

+ senh2Θq

[
eiω

α
q tη̄αq η̄

β
−q + e−iω

β
q tηαq η

β
−q

]}
,

onde utilizamos ηq(t) = ηqe
iωα

q t e os autovalores dos estados coerentes são dados pelas

equações 4.36. Realizando a integral indicada na equação 6.7 e substituindo o resultado na

equação 6.6, considerando a fórmula de Sokhotski–Plemelj, (a+ ib)−1 = P (a−1)− iπδ(a),

obtemos o seguinte resultado para a corrente de spin gerada em um processo de SP na

fase AF,

JAFSP =
4πS̃

√
ρe |Jsd|2 ρ2F
ℏ

∑
q

[
ωαq

(∣∣ηαq ∣∣2 cosh 2Θq + η̄αq η̄
β
−q senh2Θq

)
−

−ωβq
(∣∣ηβq ∣∣2 cosh 2Θq + ηαq η

β
−q senh2Θq

)]
, (6.24)

onde foi utilizado o resultado da soma dos momentos eletrônicos,

∑
kk′

[nF (ξk↑)− nF (ξk′↓)] δ(ξk↑ − ξk′↓ ± ϵq + δµ) = ±2ρ2F ϵq
ℏ

, (6.25)

sendo ρF a densidade de estados no ńıvel de Fermi.

6.2.2 Fase SF

Seguindo o mesmo procedimento apresentado para a fase AF, mas utilizando as

transformações 4.25, obtemos uma expressão para a corrente de spin gerada em um
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processo de SP para a fase SF,

JSFSP =
2π |Jsd|2 ρ2F

ℏ
∑
q

[
Jαq ω

α
q + Jβq ω

β
q

]
, (6.26)

onde Jαq e Jβq denotam dois termos extensos dependentes de S̃, ρe, θ, Ξq, Φq e dos

autovalores dos estados coerentes. Para não sobrecarregar o texto, decidimos ocultá-los.

6.3 Correntes de spin nucleares

Também conseguimos obter expressões semelhantes à apresentadas nas seções anteriores

para correntes de spin nucleares. Para realizar esse estudo, partimos de uma proposta de

interação de troca tipo sd efetiva entre os momentos magnéticos nucleares localizados na

interface e os elétrons de condução,

Hsd
N = JNsd

∑
kk′q

[
I ′+q f

†
k′↓fk↑ + I ′−q f

†
k′↑fk↓

]
, (6.27)

cujo o termo de conservação do número de part́ıculas foi desconsiderado. Essa interação

seria a resposta do sistema nuclear à interação dada pela equação 6.3 entre os śıtios do

material magnético localizados na interface e os elétrons de condução do MN, mediada

pela interação hiperfina entre o sistema eletrônico e o nuclear. Essa proposta nos permite

adotar a mesmo construção apresentada para o estudo dos fenômenos de SP e STT no

sistema eletrônico para o sistema nuclear. Ainda precisamos realizar mais análises para

indicar como o parâmetro efetivo JNsd está relacionado com Jsd e com o parâmetro da

interação hiperfina.

Adotando a abordagem proposta e utilizando os resultados apresentados no caṕıtulo V,

encontramos para o sistema nuclear as mesmas expressões de correntes de spin apresentadas

para os fenômenos de STT e SP para o sistema de spins eletrônicos do MM, com a mudança

das caracteŕısticas eletrônicas para suas partes nucleares equivalentes. Assim, seguindo

os mesmos procedimentos descritos nas seções anteriores, obtemos as seguinte expressões

para as correntes de spin nucleares na fase AF,

J
(N)AF
STT =

4Ĩ
√
ρN
∣∣JNsd∣∣2 k↓k↑ρ2F
meℏ2ϵF

(1− e−βδµ)
∑
q

cosh 2ΘN
q

{
(ϵπq + δµ)nB(ϵ

π
q )×

×
[
1 + nB(ϵ

π
q + δµ)

]
+ (ϵκq − δµ)nB(ϵ

κ
q − δµ)

[
1 + nB(ϵ

κ
q )
]}

, (6.28a)
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J
(N)AF
SP =

4πĨ
√
ρN
∣∣JNsd∣∣2 ρ2F
ℏ

∑
q

[
ωπq

(∣∣ηπq ∣∣2 cosh 2ΘN
q + η̄πq η̄

κ
−q senh2Θ

N
q

)
−

−ωκq
(∣∣ηκq ∣∣2 cosh 2ΘN

q + ηπq η
κ
−q senh2Θ

N
q

)]
, (6.28b)

e para a fase SF,

J
(N)SF
STT =

2
∣∣JNsd∣∣2 k↓k↑ρ2F
meℏ2ϵF

(1− e−βδµ)
∑
q

{
KN
q δµ [1 + nB(δµ)] +Kπ

q

[
(ϵπq − δµ) ×

×
(
nB(ϵ

π
q ) + 1

)
nB(ϵ

π
q − δµ) + (ϵπq + δµ)

(
nB(ϵ

π
q + δµ) + 1

)
nB(ϵ

π
q )
]
+

+Kκ
q

[
(ϵκq − δµ)

(
nB(ϵ

κ
q ) + 1

)
nB(ϵ

κ
q − δµ) + (ϵκq + δµ)

(
nB(ϵ

κ
q + δµ) + 1

)
nB(ϵ

κ
q )
]}

,

J
(N)SF
SP =

2π
∣∣JNsd∣∣2 ρ2F
ℏ

∑
q

[
Jπq ω

π
q + Jκq ω

κ
q

]
, (6.29a)

sendo Jπq e Jκq termos extensos dependentes de parâmetros nucleares, que serão omitidos

para não sobrecarregar o texto, e

KN
q =I ′ sen2θ

{
−2I ′ +

√
ρN
[
senh2ΞNq + senh2ΦN

q + cosh 2ΞNq nB(ϵ
π
q )+

+ cosh 2ΦN
q nB(ϵ

κ
q )
]}

, (6.30a)

Kπ
q =

Ĩ
√
ρN

2

[
sen2θ senh2ΞNq + (cos θ + 1)2 cosh2 ΞNq + (cos θ − 1)2 senh2ΞNq

]
, (6.30b)

Kκ
q =

Ĩ
√
ρN

2

[
− sen2θ senh2ΦN

q + (cos θ + 1)2 cosh2ΦN
q + (cos θ − 1)2 senh2ΦN

q

]
, (6.30c)

com I ′ = Ĩ −√
ρN/4.

Apesar de ambas as correntes de spin do sistema eletrônico e nuclear do material MM

serem descritas por expressões matemática similares, não necessariamente terão o mesmo

comportamento, visto que dependem de parâmetros de cada sistema que se comportam de

maneira distinta.

6.4 Próximas etapas

Os resultados obtidos ainda não foram analisados cuidadosamente. Para avaliar a

consistência dos mesmos, precisamos compará-los com as observações experimentais dos

processos de injeção de corrente de spin. Entre as posśıveis observações, existem as que

são feitas por meio da tensão gerada em um material condutor devido ao efeito Hall de

spin inverso, no qual a corrente de spin injetada nesse material é convertida em corrente

de carga, o que gera um acúmulo de carga em suas extremidades (ver [6,14]). Podemos
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avançar nossos resultados para realizar essa análise no caso das correntes de spin injetadas

via SP. No caso do processo de STT, precisamos considerar uma camada extra de MN,

além da bicamada MM/MN analisada. No momento, estamos avaliando quais materiais

e quais dados experimentais vamos utilizar para a validação de nossos resultados. Essa

etapa também será feita para as correntes de spin nucleares, que vem sido exploradas por

meio de processos de SP [28,29].

Esse trabalho está em fase avançada de desenvolvimento, com expectativa de conclusão

no final de 2026.
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Caṕıtulo VII

Considerações finais

Em suma, exploramos a aproximação harmônica auto-consistente como ferramenta

teórica para o estudo de sistemas magnéticos e fenômenos relevantes para a spintrônica.

Esse formalismo, inicialmente proposto para o estudo de transições de fase em sistemas

magnéticos, recentemente se mostrou um bom método para análises envolvendo correntes

de spin. Os resultados obtidos por meio de AHAC agregam um parâmetro de renor-

malização dependente da temperatura, resultando em comparações mais precisas com

observações experimentais e possibilitando estudos termodinâmicos de forma mais simples

que outros formalismos usuais. Visando expandir a aplicação desse método, buscamos

aplicá-lo em sistemas de interesse da spintrônica, como materiais antiferromagnéticos, cujas

caracteŕısticas de suas excitações possibilitam a concepção de tecnologias de informação à

base de spin mais rápidas e eficientes.

O primeiro trabalho apresentado não consiste em uma aplicação da AHAC, mas sim

em uma reformulação da abordagem quântica da mesma. Na construção tradicional da

AHAC, mesmo em sua abordagem quântica, adotamos aproximações semiclássicas, o que

pode resultar em certa perda de informação sobre os efeitos quânticos existentes no sistema.

No caṕıtulo III, apresentamos uma formulação puramente quântica para a AHAC, por

meio do formalismo de integrais de caminho. Nossa construção nos fornece equações

auto-consistentes para o parâmetro de renormalização análogas às obtidas por meio da

AHAC tradicional, porém com um fator de correção de origem puramente quântica, Λ(T ),

que possui maior relevância para baixos valores de spin. Podemos também observar a partir

da nossa construção o motivo de precisarmos realizar a substituição S → S̃ =
√
S(S + 1),

que surgem diretamente da representação de Villain para os operadores de spin. Os

resultados apresentados evidenciam a eficiência de nossa construção se comparada com

a AHAC tradicional e com a aproximação linear de ondas de spin do formalismo de

HP, principalmente para sistemas quânticos. Cronologicamente, os demais trabalhos

desenvolvidos foram iniciados antes dessa reformulação para AHAC, por isso eles foram

desenvolvidos considerando a AHAC tradicional.

No caṕıtulo IV, apresentamos uma análise do fenômeno de ressonância antiferromagné-
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tica por meio da abordagem tradicional da AHAC, explorando ambas as fases existentes

nesses sistemas. Esse foi o primeiro trabalho desenvolvido durante esse peŕıodo de douto-

ramento. Esse fenômeno é responsável pela excitação de mágnons coerentes em materiais

magnéticos, o tornando um mecanismo essencial para a injeção de correntes de spin em

multicamadas magnéticas via Spin Pumping. Por esse motivo, escolhemos esse estudo

como ponto de partida para a exploração da spintrônica de antiferromagnetos. Utilizando

a AHAC obtivemos resultados consistentes com os obtidos por meio de outros formalismos,

como a representação de HP, tanto em sua abordagem semiclássica quanto em sua aborda-

gem quântica. Além disso, analisamos a variação dos resultados obtidos com a temperatura,

obtendo boa concordância com os dados experimentais. Por meio da AHAC, conseguimos

realizar esse tipo de análise com maior facilidade, se compararmos com a representação

de HP, tradicional para o estudo de sistemas magnéticos. O fenômeno de ressonância

foi estudado a partir da combinação da AHAC com o formalismo de estados coerentes,

onde foi posśıvel observar a dinâmica de precessão e obter as susceptibilidades magnéticas

do sistema em ambas as fases. Os resultados obtidos coincidem com os esperados para

sistemas AFM, com a vantagem da renormalização térmica caracteŕıstica da AHAC.

O núcleo atômico de certos isótopos pode apresentar momento magnético de spin não

nulo. Esses spins nucleares interagem uns com os outros indiretamente por intermédio da

interação hiperfina e podem ser excitados mediante um processo de ressonância, gerando

ondas de spin nucleares. Exploramos essas excitações no caṕıtulo V por meio da formulação

tradicional da AHAC, obtendo resultados consistentes com os observados para esse tipo

de excitação. Visando um estudo mais completo, analisamos tanto sistemas FM, quanto

sistemas AFM. Em nossa construção, consideramos parâmetros de renormalização diferentes

para o sistema de spins nucleares e eletrônicos, o que nos forneceu resultados interessantes,

mas que carecem de mais análises. Adicionalmente, apresentamos uma construção para os

estados coerentes dessas excitações nucleares, que possibilitam uma futura exploração do

fenômeno de ressonância magnética nuclear.

No caṕıtulo VI, exploramos os resultados obtidos nos caṕıtulos IV e V para estudar

a injeção de correntes de spin em bicamadas com materiais antiferromagnéticos, via os

processos de Spin Pumping e Spin Transfer-Torque. Nossa construção culminou em

expressões para as correntes de spin em ambas as fases do sistema AFM. Para as correntes

de spin nucleares, essa construção partiu da proposta de uma interação efetiva entre esses

spins e os elétrons de condução do material condutor. Os resultados obtidos ainda são

preliminares e necessitam de mais análises.

Os trabalhos desenvolvidos colaboraram para evidenciar a AHAC como um formalismo

eficiente para a investigação de fenômenos relevantes para a spintrônica. Os trabalhos

apresentados nos caṕıtulos III e IV podem ser acessados em [75] e [90]. O primeiro citado

encontra-se em fase de revisão por pares. Os outros dois trabalhos apresentados nos

caṕıtulos V e VI estão em fase final de preparação, com perspectiva de conclusão ainda
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para esse ano. Como perspectiva, almejamos estender nosso estudo de novas aplicações

do método de aproximação harmônica auto-consistente para mais fenômenos e sistemas.

Entre as ideias que pretendemos explorar nos próximos anos estão o estudo do efeito Spin

Seebeck, a adaptação de nossos resultados para sistemas com maior apelo experimental e

a adaptação da AHAC para o estudo da dinâmica de excitações topológicas.
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[81] P. T. Nam, M. Napiórkowski, and J. P. Solovej, “Diagonalization of bosonic quadratic

hamiltonians by bogoliubov transformations,” Journal of Functional Analysis, vol. 270,

no. 11, pp. 4340–4368, 2016.

[82] A. R. Moura, “A thorough investigation of the antiferromagnetic resonance,” Journal

of Physics: Condensed Matter, vol. 36, no. 45, p. 455804, 2024.

[83] K. C. Turberfield, A. Okazaki, and R. W. H. Stevenson, “The development of the

magnetic excitation spectra of mnf2 with increasing temperature,” Proceedings of the

Physical Society, vol. 85, p. 743, apr 1965.

[84] M. Hutchings, B. Rainford, and H. Guggenheim, “Spin waves in antiferromagnetic

fef2,” Journal of Physics C: Solid State Physics, vol. 3, no. 2, p. 307, 1970.

[85] S. Rezende and R. White, “Spin-wave lifetimes in antiferromagnetic rbmn f 3,”Physical

Review B, vol. 18, no. 5, p. 2346, 1978.

[86] S. Rezende and R. White, “Multimagnon theory of antiferromagnetic resonance

relaxation,” Physical Review B, vol. 14, no. 7, p. 2939, 1976.

[87] S. Bayrakci, T. Keller, K. Habicht, and B. Keimer, “Spin-wave lifetimes throughout

the brillouin zone,” Science, vol. 312, no. 5782, pp. 1926–1929, 2006.
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Apêndice A

Valores médios de campos

não-interagentes

Vamos considerar um modelo quadrático, no qual o sistema em questão é descrito por

uma hamiltoniana H0(φ, S
z). A função de partição do sistema será dada por

Z0 =

∫
DΩ′ exp(−A0/ℏ) , (A.1)

enquanto a ação é dada por

A0 =

∫ βℏ

0

dτ

[
H0(τ)− iℏ

∑
i

Szi φ̇i

]
. (A.2)

Performando a transformada de Fourier nos campos, definida por

Szi (τ) =
1√
N

1

βℏ
∑
q,ωn

Szqne
i(q·ri−ωnτ) , φi(τ) =

1√
N

1

βℏ
∑
q,ωn

φqne
i(q·ri−ωnτ) , (A.3)

a ação do modelo não-interagente se torna

A0 =
1

2ℏβ
∑
q,ωn

(
hφq φ̄qnφqn + hzqS̄

z
qnS

z
qn − ωnS̄

z
qnφqn + ωnS

z
qnφ̄qn

)
, (A.4)

sendo ωn = 2πn/βℏ, n ∈ Z as frequência de Matsubara para bósons. Também utilizamos∫
dτSzi φ̇i = −

∫
dτφiṠ

z
i para obter os dois últimos termos. Conseguimos eliminar as

contribuições lineares definindo um desvio angular δφqn = φqn−ϕqn, sendo ϕqn determinado

pela minimização da ação,

∂A0

∂φqn

∣∣∣∣
φqn=ϕqn

= 0 ⇒ ϕ̄qn =
ℏωn
hφq

S̄zqn . (A.5)
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De forma equivalente, ϕqn = −
(
ℏωn/hφq

)
Szqn. Como

δφ̄qnh
φ
q δφqn = φ̄qnh

φ
qφqn − ℏωnS̄zqnφqn + ℏωnSzqnφ̄qn + ϕ̄qnh

φ
q ϕqn , (A.6)

e

S̄zqnh
z
qS

z
qn − ϕ̄qnh

φ
q ϕqn =

ℏ2
(
ω2
q + ω2

n

)
hφq

S̄zqnS
z
qn , (A.7)

com ℏωq =
√
hφq hzq , podemos reescrever a ação em termos de δφqn,

A0 =
1

2βℏ
∑
q,ωn

[
ℏ2
(
ω2
q + ω2

n

)
hφq

S̄zqnS
z
qn + hφq δφ̄qnδφqn

]
. (A.8)

Com esse resultado, somos capazes de decompor a função de partição na forma Z0 = Zφ0 Z
z
0 ,

onde

Zφ
0 =

∏
q,ωn

∫
d(δφ̄qn)d(δφqn)e

−(hφq /2βℏ2)δφ̄qnδφqn =
(
det βhφq

)−1/2
, (A.9)

e

Zz
0 =

∏
q,ωn

∫
dS̄zqndS

z
qne

−[(ω2
q+ω

2
n)/2βhφq ]S̄z

qnS
z
qn =

[
det

(
βℏ2(ω2

q + ω2
n)

hφq

)]−1/2

. (A.10)

Nos resultados apresentados desconsideramos as constantes multiplicativas, pois não afetam

na dinâmica do sistema. Assim, a função de partição do sistema será dada por

Z0 =
[
det
(
β2ℏ2

(
ω2
q + ω2

n

))]−1/2
. (A.11)

Com essa função de partição podemos obter as médias

〈
S̄zqnS

z
qn

〉
0
=

βhφq
ω2
q + ω2

n

, ⟨φ̄qnφqn⟩0 =
βhzq

ω2
q + ω2

n

. (A.12)

Por meio de uma transformada de Fourier no espaço de frequências, podemos obter as

funções de correlação para os campos,

〈
S̄zq (τ)S

z
q (τ

′)
〉
0
=

1

(βℏ)2
∑
ωn

βhφq
ω2
q + ω2

n

eiωn∆τ =
hφq
2ϵq

cosh (ωq∆τ + βϵq/2)

senh (βϵq/2)
, (A.13a)

⟨φ̄q(τ)φq(τ ′)⟩0 =
1

(βℏ)2
∑
ωn

βhzq
ω2
q + ω2

n

eiωn∆τ =
hzq
2ϵq

cosh (ωq∆τ + βϵq/2)

senh (βϵq/2)
, (A.13b)

sendo ∆τ = τ − τ ′. Mesmo com esses resultados, o valor esperado da hamiltoniana

quadrática ainda será dado por ⟨H0⟩0 = (1/2)
∑

q ϵq coth(βϵq/2) =
∑

q ϵq(nq + 1/2).
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Apêndice B

Interação de Suhl-Nakamura

A interação de Suhl-Nakamura consiste em um acoplamento indireto entre os spins

nucleares de uma rede. Nesses sistemas, seja por meio de abordagens convencionais, como

a de HP, ou pela abordagem quântica da AHAC, usualmente obtemos uma hamiltoniana

contendo termos de segunda ordem que pode ser decomposta em três partes,

H2 = He +HN +H ′ , (B.1)

sendo a primeira uma hamiltoniana contendo apenas operadores eletrônicos, a segunda uma

hamiltoniana contendo apenas operadores nucleares e H ′ um termo de acoplamento entre

os dois tipos de operadores, que tratamos como uma perturbação. A interação de Suhl-

Nakamura surge desse último termo, por meio de uma teoria de perturbação [25–27,33].

Nessa abordagem, consideramos que essa perturbação nos fornecerá correções para a

energia de nossos estados excitados. Considerando correções até segunda ordem, temos

ϵm = ϵ0m + ⟨m|H ′ |m⟩+
∑
k

⟨m|H ′ |k⟩ ⟨k|H ′ |m⟩
ϵ0m − ϵ0k

, (B.2)

onde ϵ0m (ϵ0k) representa as energias do auto-estado |m⟩ (|k⟩) da hamiltoniana desacoplada,

He +HN . Esses estados |m⟩ consistem na combinação de estados eletrônicos e nucleares,

assim, eles podem ser reescritos como |m⟩ =
∣∣me,mN

〉
. Como H ′ consiste da combinação

de operadores de criação e aniquilação eletrônicos e nucleares, a operação H ′ |m⟩ resultará
em um estado ortogonal à |m⟩, logo, a correção de primeira ordem será zero. Para obtermos

uma correção de segunda ordem nas excitações de spins nucleares, vamos considerar que

nosso sistema eletrônico se encontra no estado fundamental. Assim, apenas os estados

|k⟩ =
∣∣1e, kN〉 apresentarão resultados não nulos na soma. No caso de mais de uma sub-rede

eletrônica, consideraremos a soma dos estados fundamentais de cada uma delas. Por meio

dessa construção, conseguimos eliminar os operadores eletrônicos presentes em H ′, nos

fornecendo uma correção para os estados nucleares, que pode ser reescrita em forma de uma

interação entre esses spins, representada por uma hamiltoniana de Suhl-Nakamura. Para
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fins ilustrativos, vamos considerar um acoplamento t́ıpico de sistemas FM, representado

por

H ′ =
∑
q

K
(
a†qc

†
−q + a−qcq

)
. (B.3)

Adotando as considerações apresentadas, obtemos

∑
k

⟨m|H ′ |k⟩ ⟨k|H ′ |m⟩
ϵ0m − ϵ0k

= K2
∑
q

∑
kN

〈
mN
∣∣ a−qcq ∣∣kN〉 〈kN ∣∣ a†−qc†q ∣∣mN

〉
(mN − kN)ϵNq − ϵeq

≈ −K2
∑
q

1

ϵeq

〈
mN
∣∣ c†qcq ∣∣mN

〉
,

onde utilizamos ϵeq ≫ ϵNq . Essa correção pode ser reescrita como uma interação, dada pela

hamiltoniana de Suhl-Nakamura

HSN = −K2
∑
q

1

ϵeq
c†qcq . (B.4)

As excitações dos spins nucleares do sistemas são obtidas somando essa interação com a

hamiltoniana HN .
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Apêndice C

Artigos Publicados

Neste apêndice são apresentadas as primeiras páginas dos artigos finalizados, apresen-

tados no texto. A apresentação dos artigos está em ordem cronológica.

O primeiro artigo deriva do desenvolvimento apresentado no caṕıtulo IV, para a análise

do fenômeno de ressonância em sistemas antiferromagnéticos. Sua publicação foi feita em

agosto de 2024 no periódico Journal of Magnetism and Magnetic Materials [90].

No segundo artigo, apresentamos a construção da AHACQ, conforme foi mostrado no

caṕıtulo III. No momento, encontra-se em fase de revisão por pares no periódico Journal

of Magnetism and Magnetic Materials. Aqui apresentamos a primeira página dispońıvel

na plataforma arXiv [75].
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A B S T R A C T

The Self-Consistent Harmonic Approximation (SCHA) has demonstrated efficacy in discerning phase transitions
and, more recently, in elucidating coherent phenomena within ferromagnetic systems. However, a notable gap
in understanding arises when extending this framework to antiferromagnetic models. In this investigation, we
employ the SCHA formalism to conduct an in-depth exploration of the Antiferromagnetic Resonance (AFMR)
within both Antiferromagnetic (AF) and Spin-Flop (SF) phases. Our analysis includes thermodynamic consid-
erations from both semiclassical and quantum perspectives, with comparisons drawn against contemporary
experimental and theoretical data. By incorporating a treatment utilizing coherent states, we investigate the
dynamics of magnetization precession, a fundamental aspect in comprehending various spintronic experiments.
Notably, the SCHA demonstrates excellent agreement with existing literature, showcasing its simplicity and
efficiency in describing AFMR characteristics, even close to the transition temperature.

1. Introduction and motivation

The Condensed Matter Physics community faces numerous chal-
lenges, and the development of spintronic devices occupies a central
place [1,2]. In order to replace electronic-based devices with those that
use spin as a degree of freedom, it is essential to have the ability to ma-
nipulate spin currents. Magnetic insulators are particularly interesting
for sustaining spin currents as they reduce energy losses and provide
higher frequency operation than traditional electronic devices [3]. In
this scenario, Spin-Transfer Torque (STT) and Spin Pumping (SP) are
often used for the creation, manipulation, and detection of spin currents
in the vicinity of interfaces involving magnetic insulators. In the STT
process, a spin current is injected into the insulator due to the spin
accumulation near the interface [4,5]. In contrast, SP involves the
spin current generation by using an oscillating microwave field that
provides an angular momentum leaking to the material in contact with
the magnetic insulator [6]. Although these processes were initially
described for Ferromagnetic (FM) samples, they work equally well in
Antiferromagnetic (AFM) insulators [7]. Indeed, for many decades, a
considerable fraction of spintronics was primarily based on FM with
minor interest in AFM. However, more recently, AFM spintronics has
gained attention and proved advantageous over FM applications [8,
9]. For instance, AFM insulators are insensitive to external magnetic
perturbations and provide vanishing stray fields due to the absence
of macroscopic magnetization. Additionally, due to the AFM coupling,
AFM frequencies reach up to THz while FM frequencies are restricted
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to the order of GHz. A comprehensive review of AFM spintronics can
be found in Refs. [10–13].

The SP mechanism is widely used to generate spin currents. It
involves applying magnetic fields to create a coherent precession of
magnetization. A static magnetic field is used to align the spin field,
while an oscillating field supports the coherent dynamics. Then, by
adjusting the static magnetic field intensity to give long-wavelength
magnons with the same frequency as the oscillating field, a resonating
condition occurs. This leads to an increasing population of low-energy
magnons, which leak as spin currents into materials in contact with
the magnet. During those magnetic resonance experiments, the entire
spin field exhibits synchronous dynamics, and its behavior is formally
described by coherent states, which were initially used to derive a
fully quantum model of the radiation fields [14], as well as coherent
magnons [15–17]. Provided that coherent states are the states that
show minimum uncertainty, they are considered as the more classical-
quantum states [18]. Consider, for instance, a particle in a harmonic
potential represented by a Coherent State (CS). In this scenario, 𝛥𝑥𝛥𝑝 =
ℏ∕2, while the wave function describes a dispersionless wave packet
that moves harmonically around the minimum of the potential.

The resonating spin field exhibits similar behavior, wherein the
classical fields are represented by the phase angle 𝜑 around the 𝑧-
axis and the associated conjugate momentum, 𝑆𝑧. From a classical
perspective, the fields 𝜑𝑖 and 𝑆𝑧

𝑗 at sites 𝑖 and 𝑗, respectively, satisfy the
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The Self-Consistent Harmonic Approximation (SCHA) has been utilized to investigate quantum
and thermal phase transitions within magnetic models and, more recently, in spintronic applications.
The SCHA methodology involves utilizing simple harmonic Hamiltonians, which are augmented with
renormalization parameters that incorporate high-order fluctuations typically overlooked by conven-
tional Linear Spin-Wave (LSW) theories. Although this approach exhibits reasonable accuracy for
models defined by large spin values, its reliability diminishes when applied to quantum systems
with S = 1/2. The traditional development of SCHA has incorporated semiclassical assumptions
that obscure quantum effects. In this study, we introduce a quantum framework for the SCHA
that eliminates the need for semiclassical approximations. Our Quantum Self-Consistent Harmonic
Approximation (QSCHA) utilizes the spin coherent states formalism within a fully quantum for-
mulation. Consequently, we derive a novel renormalization parameter that accurately integrates
quantum corrections. To assess the efficacy of this new approach, we apply the QSCHA to analyze
the critical temperature transitions across various well-documented magnetic models. The findings,
combined with the simplified operational procedure relative to other conventional interacting spin-
wave methodologies, suggest that QSCHA is a promising tool for advancing research in quantum
magnetism and spintronics.

I. INTRODUCTION AND MOTIVATION

Quantum magnetism remains one of the most active
areas in condensed matter physics, providing the theoret-
ical framework for understanding correlated phenomena
such as magnetic ordering, quantum phase transitions,
and collective excitations. Additionally, the investiga-
tion of quantum magnetism is a fundamental piece in
the development of spintronics [1–3]. The microscopic
description of these effects is commonly formulated in
terms of the Heisenberg Hamiltonian, which encapsu-
lates the exchange interactions between localized spins
in insulating magnetic materials. However, despite its
apparent simplicity, this model exhibits a rich variety of
behaviors that challenge both analytical and numerical
methods, particularly in low-dimensional or frustrated
systems. Over the past few decades, significant effort has
been devoted to developing approximate schemes capable
of capturing quantum and thermal fluctuations beyond
mean-field treatments. The continuous search for more
accurate and efficient methods to describe the quantum
dynamics of spin systems underscores the importance of
exploring new theoretical approaches to the Heisenberg
model.

Several theoretical frameworks have been developed to
address the complexity of quantum spin systems. Linear
and nonlinear spin-wave theories, based on bosonic rep-
resentations such as the Holstein-Primakoff [4] or Dyson-
Maleev [5, 6] representations, provide valuable insights
into low-temperature regimes where quantum fluctua-
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tions are small. Alternatively, the Schwinger-boson for-
malism [7, 8] extends this treatment by preserving spin
rotational symmetry and enabling the study of disor-
dered or frustrated phases. Beyond these discrete-spin
approaches, field-theoretical descriptions, which include
the nonlinear sigma model and path integral formula-
tions, offer a continuum perspective suitable for long-
wavelength excitations and renormalization-group anal-
ysis [9, 10]. Despite their success, these methods face lim-
itations in describing intermediate-temperature behavior
or strongly anharmonic regimes, motivating the develop-
ment of self-consistent and variational schemes that in-
corporate quantum and thermal effects on an equal foot-
ing.

In recent history, the Self-Consistent Harmonic Ap-
proximation (SCHA) has been effectively utilized to as-
sess the critical temperature [11–14], the topological
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transition [11, 13,
15–21], and the large-D quantum phase transition [22–26]
within a diverse range of magnetic models. Within the
SCHA framework, the Hamiltonian is expressed in terms
of a second-order expansion concerning the operators φ̂
and Ŝz. The influence of higher-order perturbations is in-
corporated through renormalization parameters that ex-
hibit temperature dependence, which are subsequently
resolved via a self-consistent integral equation. Conse-
quently, the SCHA retains the advantages inherent to
a quadratic Hamiltonian while incorporating corrections
from higher-order spin-wave interactions. Furthermore,
it has been established by Moura and Lopes that the
SCHA is fully compatible with the coherent state ap-
proach [27]. As a result, the SCHA formalism represents
a viable option for investigating magnetization precession
phenomena applied in spintronic processes [28, 29].

Notwithstanding the relative achievements observed,
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