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Resumo

TEIXEIRA, Edson Danilo da Paixao, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Dezembro
de 2022. Solucao e Estabilizacao Exponencial Para Uma Equag¢ao do Tipo
Allen-Cahn Com Coeficiente Singular. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de
Araujo.

Neste trabalho fizemos um estudo analitico sobre a existéncia de solu¢ao para a equacao
de Allen Cahn com coeficiente singular.

%u—ﬁQAu:u—K”(i)—i—y em  Q=Qx(0,7).
u(z,0) = ug em Q (1)

u(z,t) =0 S =00 x(0,7),

em que Q C R" n = (1,2 e 3) é um dominio de classe C?, onde k(z) > 0 é o coeficiente
de reacao. A equacgao de Allen-Cahn tem sido amplamente estudada em diversas dreas da
ciéncia e principalmente na evolucao de microestruturas durante o processo de solidificacao
de um metal puro ou liga metélica. Para o desenvolvimento deste trabalho usamos como
ferramenta o método de Galerkin.

Também realizamos o estudo do decaimento exponencial da energia total associado a
equacao . Sobre o coeficiente k(x) > 0, encontramos condiges e hipoteses abstratas
de forma a garantir a existéncia de solucao, além de fornecer exemplos, de funcoes que
satisfazem tais hipdteses, nos casos em que n = 1,2 ou 3.

Palavras-chave: EDP. Equagao de Allen-Cahn. Método de Galerkin.



Abstract

TEIXEIRA, Edson Danilo da Paixao, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, December,
2022. Solution and Exponential Stabilization for an Allen-Cahn-Type Equation
With Singular Coefficient. Adviser: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we made an analytical study on the existence of a solution to the Allen
Cahn equation with singular coefficient.

%u—52Au:u—#;+y in Q=Qx(0,7).
u(z,0) = ug in Q (2)
u(z,t) =0 on S =00 x(0,7),

in that Q@ C R" n = (1,2 and 3) is a domain of class C?, where k(z) > 0 is the reaction
coefficient. The Allen-Cahn equation has been widely studied in several areas of science
and mainly in the evolution of microstructures during the solidification process of a pure
metal or metallic alloy. For the development of this work, we used the Galerkin method
as a tool.

We also carried out the study of the exponential decay of the total energy associated
with the equation (2). On the coefficient k(xz) > 0, we find conditions and abstract
hypotheses in order to guarantee the existence of a solution, in addition to providing
examples of functions that satisfy such hypotheses, in cases where n = 1.2 or 3.

Keywords: PDE. Allen-Cahn equation. Galerkin’s method.



Sumario

10
1__Preliminares| 13
(1.1~ Espacos de Sobolev| . . . . . . . ..o o 13
(1.2 Espacos a valores vetoriais| . . . . . ... . ... ... ... . ... 16
[1.3  Desigualdades notaveis e tormulas de integracao . . . . . . . ... .. ... 18
(1.4 Regularidade de Solucoes Fracas|. . . . .. .. .. ... ... ... .. ... 20
[1.5 Resultados de Convergéncia e Imersoes| . . . . . . ... ... ... ..... 20
(1.6 Identidades Importantes . . . . . . . . .. ... ... ... .. ..., 21
(1.7 'Teorema de Prolongamento de Solucoes para Equacoes Diterenciais |

[ Ordinariasl . . . . . . . .. 22
[1.8 'Teorema Espectral para Operadores Compactos e Auto-Adjuntos| . . . . . 23

2 Equacao de Allen-cahn Abstratal 25
2.1 Teorema de Bxisténcial . . . . . . ... oL oo 25
[2.1.1 Demonstracao da kExisténcia: | . . . . . .. . ... ... ... 26

[2.2  Abordagem Energétical . . . . . . ... ... Lo Lo 37
[2.2.1 Energia Total do Sistemal. . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 37

[2.2.2  Energia de Transicao de fase| . . . . . . . .. .. ... 38

[2.3  Estabilidade Exponencial . . . . . . ... ... o000 39

[3 Solucao Exata Para as Equacoes de Allen Canh Bidimensional e |
[ Tridimensionall 42

[3.1 Equacao de Allen-Cahn Bidimensional . . . . .. .. ... ... ... ... 42




[3.1.1 Solucao Exata do Problemal . . . . .

3.2  Equacao de Allen-Cahn Tridimensional| . . .

[3.2.1 Solucao Exatal. . . . ... ... ...

[4  Simulacao computacionall

4.1 Solucao exata - Caso:n =2 . . ... ....

4.2 Solucao exata - Caso: n=4 . .. ... ...

[4.3  Solucao exata e energia total - Caso abstrato|

[Consideracoes Finais|

[Reteréncias Bibliograficas|

53
23
35
57

61

62



10

Introducao

A evolucao de microestruturas durante o processo de solidificacdo de um metal
puro ou liga metalica, pode ser estudada com o auxilio de modelos matematicos de campo
de fase “phase-field”, que considera a transicao entre uma fase e outra através de uma
interface e ocorre de forma continua e gradual em uma regiao reduzida chamada interface
difusa ver [13]. Dentre os modelos que utilizam o método campo de fase, destacamos o
modelo de Allen-Cahn ver [2]. A equagao abaixo, postulada por Allen e Cahn

o6 8G

em que ¢ = ¢(x,t) é a variavel de fase, G/d¢ é a derivada funcional da energia livre
em relacao a variavel de fase e M denominada mobilidade da interface ou a facilidade
com que ¢ varia com o tempo, garante a evolucao do sistema . Em certas ocasioes,
a mobilidade é considerada anisotropica, como adotado por [12], mas também pode ser
considerada como uma constante (isotropica), como adotado por [13].

Usando o modelo de Allen-Cahn, Xinfu Chen ver [7] considerou o seguinte
problema de valor inicial

ui = e*us, — f(uf), T eR, t>0, (4)
uf(z,0) = up(z), = €R,

relacionado com o estudo de movimentos no limite de fase de materiais cristalinos,
genética de populagao e também com a propagacao de pulsos nervosos, onde € > 0 é um
pequeno parametro e f(-) é uma fungao suave tendo exatamente trés zeros em {—1,0,1} e

1
satisfazendo f'(£1) > 0, f'(0) <0 e / f(s)ds = 0. Um exemplo tipico de f é a funcdo
-1

f(s) = s*—s. Na dinamica do problema, existem quatro estigios observados. No primeiro
temos, a fase de separag¢io de O(|Inel), no segundo, a geracao de padroes metaestdveis
de O(e™!), no terceiro, a propaga¢ao em movimento super-cimera lenta de interfaces de
O(e'/#) e por tltimo, a fase de aniquilacio de interfaces de O(1). O autor faz um estudo
analitico desses estdgios com maior rigor para o segundo e o quarto estagio, fornecendo
uma anélise full-time para o comportamento da dinamica.

Em [23], os autores consideraram a equacdo de Allen-Cahn dada por

u = EAu — f(u), (x,t) € Qx(0,T], (5)
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onde Q C RN (N =1,2) & um dominio limitado. A norma em L? ¢ induzida por

0E(u)
YT (6)

que é caracterizada pela minimizagao da energia funcional de Ginzburg-Landau

E(u) = /Q <§|Au|2 +F(u))dm, (7)

com potencial F'(u). Segundo os autores a principal caracteristica da equagao de Allen-
Cahn é a rapida formacao das camadas transientes e a formacao exponencialmente
lenta das camadas terminais para valores muito pequenos de . Isto é interessante porque
nos faz pensar na possibilidade de existir um limite inferior para &.

Portanto, baseado nesta afirmacao em [21] foi feita e seguinte pergunta “Existe uma
constante ¢ > 0 tal que a taxa do decaimento exponencial da energia da equacao de Allen-
Cahn enfraquece quando & — c?” Para entender o comportamento assintotico da
equacao foi feita uma analise baseada em argumentos de energia. Para isto foi considerado
o dominio compacto [0, 1], e a energia total é dada por:

L
Bt = [ lufde, ®)
0
foi provado que a mesma satisfaz a taxa de variacao

d 1 ) L ) L U,3
—EB(t) = — L|°d dr — dz.
e O R e Q

Em [21], os autores tentaram responder a pergunta fazendo um estudo da solugao exata
da equacao de Allen-Cahn unidimensional.

¢

g — E Uy — u(l — ﬁlﬁ) =0 em (0,1)x (0,+00)

we(0,T) = 0,uy(1,T) =0, Vit >0 (10)

Lu(z,0) =up(z), 0<z<1.

Onde K (x) > 0 ¢ o coeficiente de rea¢ao. Com o estudo de tal solugao, outro fato abordado
foi como o valor limite de ¢ afeta o decaimento exponencial da energia total associada
a equacao de Allen-Cahn. Tal analise foi realizada através de simulagbes numéricas das
solugbes exatas, quando K (z) = cos(x).

Baseado nos trabalhos citados anteriormente, consideramos a equacao do tipo
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Allen-Cahn com coeficiente singular, dada por.

%u—fQAu:u—#i)—i—y em  Q=Qx(0,T).
u(z,0) = ug em Q (11)
u(z,t) =0 S =00 x(0,7),

em que Q C RN N = (2,3) ¢ um dominio de classe C? onde K(x) > 0 é o coeficiente
de reagdo. A equagdo introduzida por Allen e Cahn [2], descreve a fase de uma mistura
binaria. A variavel de fase u = u(x,t) denota a concentragdo da mistura e o parametro
& > 0 esta relacionado a largura da interface capturando o efeito dominante da cinética
de reacao.

Diferentemente do estudo realizado em [2I], fizemos um estudo analitico sobre a
existéncia de solugao para a equacao (|11)), usando como ferramenta o método de Galerkin.
Também realizamos o estudo do decaimento exponencial da energia total associado a
equacao . Sobre o coeficiente k(z) > 0, encontramos condigoes e hipoteses abstratas
de forma a garantir a existéncia de solucao, além de fornecer exemplos, de funcoes que
satisfazem tais hipoteses, nos casos em que n = 1,2 ou 3. Note que a presenca do Termo
singular ﬁ em 1) impods uma dificuldade nao trivial ao problema, e até o presente
momento, nao encontramos na literatura algum trabalho sobre o estudo analitico para tal
modelo, e isto de certa forma demonstra originalidade aos resultados obtidos na presente
dissertacao.

Como em |21, apresentamos o estudo numeérico, no caso unidimensional, para o
problema abstrato que nos permitiu comparar as simulagoes obtidas com os resultados
de [21].

Este trabalho estid organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, temos as preliminares onde mostramos as ferramentas utilizadas para o
desenvolvimento desse trabalho. Algumas delas sao: os Espagos de Sobolev, regularidade
de solugoes fracas e o teorema que se resume a garantir existéncia de uma tnica
solucao local.

No Capitulo 2, provaremos a existéncia de solucao fraca para uma equagao abstrata do
tipo Allen-Cahn com coeficiente singular, e para isso utilizaremos como ferramenta
o método de Galerkin. Em seguida fazemos uma analise do problema baseada em
argumentos de energia e provamos o decaimento exponencial da energia total.

No Capitulo 3, vamos explicitar a solucdo exata das equacgoes e Allen-Cahn
Bidimensional (3.1)) e tridimensional (3.31) e para isso usaremos como ferramenta o
método de separacao de variaveis.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados os espacgos e as ferramentas principais para o
desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Espacgos de Sobolev

Nesta e na proxima secao apresentaremos os espacos funcionais que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Para mais detalhes sobre tais espagos consultar [6], [T], [5] e [15].

Definicao 1.1. Seja u : Q@ — R continua. O suporte de u, que serd denotado por
supp(u), € definido como o fecho em Q2 do conjunto {x € Q;u(zx) # 0}. Se supp(u) for
um compacto dizemos que u possui suporte compacto. Denotamos por Cy()) o espago das
funcoes continuas com suporte compacto.

Defini¢ao 1.2. Denotemos por C7(Q), j um nimero inteiro nao-negativo ou infinito, o
conjunto das fungoes p : 2 — R que possuem derivadas parciais continuas até ordem j.

Definigao 1.3. Denotemos por C§°(S2) o conjunto das fungées ¢ : Q — R que possuem
derivadas parciais continuas de todas as ordens e que tém suporte compacto.

Definicao 1.4. Uma sucessao (¢, )ven de fungoes de C3°(§2) converge para zero quando
existe K C Q) compacto tal que
e suppyp, C K, VveN;

e Para cada oo € N, D%, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador deriwacao de ordem « definido por

olel

o a2 Y
0x ' 0x5?...0xon

com o = (o, g, ...,0) €EN" e |a] = a1 +as+ ... + .



1.1. ESPACOS DE SOBOLEV 14

Definicao 1.5. O espaco vetorial C§°(€2) com a nogio de convergéncia definida acima é
representado por D(Q) e denominado espaco das fung¢oes testes em §).

Definicao 1.6. Denotemos por C%(Q) o conjunto das fungoes o € C?(Q) tais que D%
é limitada em Q para |a| < j. CL(Q) € um espago de Banach com a norma

j = max sup|D%(z)|.
lley o) = max sup| D)

Definicao 1.7. Seja 1 < p < oo. Denotemos por LP(2) o conjunto das (classes de
equivaléncia das) fungoes mensurdveis u : Q@ — R tais que |ulP € integrdvel no sentido de
Lebesgue em ). LP(Q) € um espago de Banach com as normas

(/|u |pdsv) , sel<p<oo;
|U||p

sup ess|u(z sep = oo.
HISY)

No caso em que p =2, LP(Q)) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(u, v) 12(0) :/Qu(a:)v(x)da:.

Defini¢ao 1.8. Denotemos por D'(Q2) o espaco das distribui¢oes de Q em R.

Definicao 1.9. Seja T € D'(Q)). Definimos a derivada de ordem « da distribuicio T,
DT € D'(Q), por

<DaT7 (70> = (_1)|a‘<Ta Dagp%
para todo ¢ € D(Q).

Definicdo 1.10. Seja 1 < p < oo. Denotemos por LI () o conjunto das fungoes
mensurdveis u : 0 — R tais que para todo compacto K C Q, wx € LP(£2).

Proposigao 1.11. Seja u € L}, (Q). Se p € D(Q), entio

(Tus p) = /Quso

define uma distribui¢ao em D'(2).

Demonstracao. Ver [6], p. 42. ]
Proposigao 1.12. Se 1 < p < oo. Entao, LP(Q) — L} ().
Demonstragao. Ver [6], p. 42. O

Defini¢ao 1.13. Seja 1 < p < oco. O espago de Sobolev W™P(Q) ¢é definido como sendo
0 conjunto

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V |a| < m},
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onde D*u € a derwada de u no sentido das distribuicoes. Wg”(Q) € um espaco de Banach
com as normas

la|<m

1
P
( 5 ||Dau<x>||g) sel<p<oo
lallmp =

> supess|D%(z)|, sep=oco.
ol Zm 2€9

No caso em que p = 2, denotamos W (Q2) por H™(Q2). O espago H™(Q2) € um espago
de Hilbert com o produto interno

(U, V) = Y (D%, D) p2(q.

laj<m

Proposigdo 1.14. Seja 1 < p < 0o. Seu € W, (Q) entdo uy,u_ € W, (Q) e temos as
ETpressoes

Vu, seu>0
VU+:
0, seu <0

Yy — 0, seu>0
—Vu, seu <0.

Demonstra¢ao. Ver [10], p. 292. ]

Vamos precisar de alguns resultados sobre espagos de Sobolev na reta.

Definicao 1.15. Consideremos o espaco de Hilbert Hl((a,b)) = Wy (a,b) definido por
H'(a,b) = {u € L*(a,b) : v’ € L*(a,b)},

com a norma definida por

follcan = | b (P + |u’<t>|2)édt (1)

Lema 1.16. Seja (a,b) um intervalo limitado da reta. A imersio H'(a,b) — C([a,b]) ¢
continua e compacta.

Demonstragao. Ver [4], p. 129. ]

Proposig¢ao 1.17 (Formula de Green). Sejam Q@ C R™ um aberto limitado e f,g € H?*(2).
Entao:

_ . of
/Q(Af)g dr — /Q<Vf,vg> d +/m S0 dS. (1.2)
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Demonstracao. Ver [4], p. 316. ]

1.2 Espacos a valores vetoriais

Para esta secao, consideremos I C R um intervalo aberto, Q@ C RY um aberto limitado
e (X,]|-]|) um espaco de Banach.

Apesar da semelhanca entre as definicoes dessa secao e da anterior, devemos nos
precaver com os conceitos de mensurabilidade e integrabilidade em espacos de Banach
quaisquer.

Definicao 1.18. Uma funcio f : I — X € mensurdvel se existe uma sequéncia
(fr)nen C Co(I, X) tal que f,, = f q.t.p., quando n — oo.

Proposicao 1.19. Sejam (fn)nen uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis de I para X e
f:I—X. Sef,— fqtp eml, entao f é mensurdvel.

Demonstracao. Ver [5], p. 4. ]

Definicao 1.20. Uma funcao mensurdvel f : I — X € integrdvel se existe uma sequéncia
(fn)neN C CO(I,X) tal que

Proposicao 1.21 (Teorema de Bochner). Seja f : I — X mensurdvel. Entio f é
integrdavel se, e somente se, ||f|| € integrdvel. Mais ainda,

| [ = fus

Demonstragao. Ver [5], p. 7. ]

quando n — 0.

Defini¢ao 1.22. Seja 1 < p < oo. Denotemos por LP(I,X) o conjunto das (classes de
equivaléncia das) fungoes mensurdveis f: 1 — X tais que t — || f(t)|| pertence ao LP(I).
LP(I,X) € um espago de Banach com as normas

171, = (/”f’”Q’ se1<p <o

supess||f(t)]], se p = o0.
tel

No caso em que p =2 e X é um espago de Hilbert, LP(I, X) é um espaco de Hilbert
com o produto interno

(11, 0) 121 x) = /1 (@), v(@))x de, ¥ u,ve LI, X).
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Defini¢ao 1.23. Denotemos por D'(1,X) o espaco L(D(I), X). Tal conjunto é chamado
o espaco das distribuicoes de I em X.

Definigao 1.24. Seja 1 < p < oo. Denotemos por Lj (I,X) o conjunto das fungoes

mensurdveis [ : I — X tais que para todo intervalo compacto J C I, fi; € LP(I,X).

Definicao 1.25. Seja T € D'(I,X). Definimos a derivada da distribuicao T, T' €
D'(I,X), por

<T/> 90> = _<Ta 90/>7
para ¢ € D(I).

Proposigao 1.26. Seja f € L, (I, X). Se p € D(I), entdo

loc

{Tr, ) —/Ifso

define uma distribuicao em D'(1, X).

Demonstragao. Ver [5], p. 10. O
Proposicao 1.27. Se 1 < p < oo. Entao, LP(I,X) — L} (I, X).
Demonstragao. Ver [5], p. 10. ]

O proximo espaco a ser definido terd suma importancia no desenvolvimento deste
trabalho.

Definigao 1.28. Sejam 1 < p < oo e LP(Q) = L?(0,T; LP(2)). Denotemos por W2r(Q)
o conjunto das (classes de equivaléncias das) funcoes mensurdveis u € LP(Q) tais que
u € LP(Q) e D € LP(Q), para todo 1 < |a| < 2, onde D*u € a derivada de u no
sentido das distribuicoes. Wg’l(Q) € um espaco de Banach com a sequinte norma

1
||UHW§‘1(Q) = <||u||§P(Q) + HutHZP(Q) + Z ||DauHIL)p(Q)> .

1<[o]<2

Proposicao 1.29. Seja Q C RY com fronteira 090 suficientemente suave. Enldo,
W2HQ) — LYQ) para q satisfazendo:

2 2
(i) 1<q< pln +2) S€p<n; ;

“n+2-2p’

n+2‘
2 )

(i) 1<qg<oo, sep=

2
(iit) q= o0, sep> n—21— :
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Em particular, para qualquer fungao u € Wg’l(Q), existe uma constante C' dependendo
de Q,T,p,q en tal que

lullea@) < C lullyzi(g)- (1.3)

Nos casos (i) e (it) a imersao é compacta, e em (i) teremos imersao compacta para

q satisfazendo 1 < q < %.
Demonstrag¢ao. Ver [15], p. 20. ]

Em particular, no caso unidimensional ( quando n =1 ) e considerando p = 2, segue

da Proposi¢ao - (iii) que

lulle~@ < C llullyzr(q)-

1.3 Desigualdades notaveis e férmulas de integracao

Nesta secao, seguem algumas desigualdades e formulas de integracao conhecidas que
serao utilizadas ao longo do texto. Para mais detalhes consultar [10].

Proposicao 1.30. Sejam nimeros reais ai, -+ ,an_1,a, > 0 e p > 1. Entdo

(a1 4+ + a1 +an)? <207P(aP + - 4 any” + a,”) (1.4)

1 1
Proposicao 1.31. [Desigualdade de Young] Se a,b > 0 ep,q > 1 sdo tais que —+— =1,

P q
entao

P b
ab< =+ = (1.5)
P q

Demonstragao. Ver [10], p. 622. ]

Lema 1.32. Sejam numeros reais a,b >0 e p > 1, entdao

(a+b)P < 2P(aP 4 0P).

Demonstracao. Usando as propriedades do méaximo, obtemos
(a+b)? < (2max{a,b})?

= 2P max{a”, b’}
< 2P(aP 4 0P).
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Definicao 1.33. Uma funcao f : R® — R é chamada convezxa se

[0z +(1—=0)y) <0f(x)+(1-0)f(y),
para todos x,y € R™ e cada 0 < 0 < 1.

Proposicao 1.34. Seja E um espago de Banach e ¢ : E — (—00, 00| uma fun¢ao convera,
semicontinua inferiormente (na topologia forte). Entdo ¢ é semicontinua inferiormente
na topologia fraca. Em particular, se x,, — x fracamente, entdo

¢(x) < lim inf ¢(z,,)

n—oo

Proposicao 1.35. [Desigualdade de Jensen| Seja 2 um conjunto aberto mensurdvel entdo
para toda func¢do convera e toda fungao u € L'(Q)), temos

f <ﬁ/ﬁu(x)dm) < ﬁ/ﬂf(u(x))dx.

Demonstra¢ao. Ver [10], p. 705. ]

Proposicao 1.36. [Desigualdade de Hélder| Sejam 1 < p,q < oo tais que % + % =1. Se
felr(Q) ege LYN), entio f.g e LYQ) e

1F-glls < W[ fllp-llglla-

Demonstragao. Ver [4], p. 92. ]

Teorema 1.37. (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que S seja um aberto limitado
do RYN. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante C (dependendo da medida de
Q e de p) tal que

lull o) < Coll Vo), Yu € Wy™(Q). (1.6)

Demonstragao. Ver H. Brezis[4], Lema p.218.
Observagao 1.38. Se a,b>0 e p > 1 entao, (a+ b)P < 2P(a? + bP).

Demonstragao. Ver [10]

Proposicao 1.39. [Desigualdade de Gronwall - forma diferencial] Seja f(-) uma fun¢ao
ndo negativa, absolutamente continua em [0,T], que satisfaz para cada t a desigualdade
diferencial

F'(t) < o) f(t) + (1),

onde ¢(t) e p(t) sio fungoes nao negativas, integrdveis em [0,T]. Entdo

sy < oo (g0 + | t §(5)ds ),
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para todo 0 <t <T. Em particular, se
f'<ofem[0,T]e f(0) =0,
entao

f=0em [0,T].

Demonstracao. Ver [10], p. 624. ]

1.4 Regularidade de Solugoes Fracas

O resultado dessa secdo pode ser encontrado no livro de Ver [4]. Este resultado é
importante para mostrarmos a linearidade do operador Laplaciano negativa, definido por
—A: H*(Q) — L*(Q), onde Q é um dominio suave, com fronteira 92 suave. E também
para mostrar que dada uma fun¢ao em v € L*(Q) com Au € L?(Q), segue que u € H*().

Teorema 1.40 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Suponha que Q0 seja de classe C* com 95
limitada. Tome 1 < p < oo. Entdo para todo f € LP(Q)), existe uma unica solu¢do

w e W2P(Q)NWyP(Q) do problema
—Au =
u —_=

Além disso, se Q é de classe C™2 e se f € W™P(Q) (m > 1 um inteiro), entdo

(1.7)

O

u € W) e |lullwmsas < C|fllwns.

Demonstragao. Ver [4], Teorema 9.32, p.316.

1.5 Resultados de Convergéncia e Imersoes

Lema 1.41. Seja Q um aberto limitado de RN+ N um inteiro positivo, ¢,, e g fungoes
de L1(Q), 1 < q < oo, tais que

l|gml|La)y < ¢ (¢>0 constante)

Jm — g quase sempre em €.
Entao,

gm — g, fracamente em  L(2). (1.10)

Demonstragao. Ver J. L. Lions [14], p.12.
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Proposicao 1.42. Seja E um espaco de Banach reflexivo e (,)nen uma sequéncia

limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia (xn, )ken que converge fracamente em
E.

Demonstragao. Ver [4], Teorema 3.18, p.69.

Sejam X, B e Y trés espagos de Banach reflexivos tais que:

XS BoY. (1.11)

Teorema 1.43. Tome T, ap,; € R, tais que T'>0ea; > 1,7=0,1.

Considere o espago

W = {u € L*(0,T; X), % S Lal(O,T;Y)} . (1.12)

Entio a imersio de W em L*(0,T; B) é compacta (W < L*(0,T; B)).

Demonstragao. Ver |22], Capitulo 3, Teorema 2.1, p.271.
Teorema 1.44. Considere o conjunto F limitado em LP(0,T;X), com 1 < p < o0,
of

or
e o conjunto i {E f e F}, limitado em L'(0,T;Y). Entio F é relativamente

compacto em LP(0,T; B).

oF
Agora, considere o conjunto F' limitado em L>(0,T;X) e e limitado em L™(0,T;Y),

comr > 1. Entao F é relativamente compacto em C(0,T; B).

Demonstragao. Ver [20], Corolario 4, p.21.

1.6 Identidades Importantes

Os proximos resultados, apresentam importantes identidades.

Teorema 1.45. Sejam V', H e V' trés espacos de Hilbert, onde V' é o dual de V', tal que
valem as sequintes inclusoes densas e conlinuas:

VcHCcCV.

Seuw e W(0,T) ={v e L*0,T;H); v € L*(0,T; H')}, entdo u coincide quase sempre
com uma funcio C([0,T); H). Além disso,
1d

SOl = (W (0), )y (113)

Demonstragao. Ver [22], Lema 1.2, p.260.
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Teorema 1.46. Sejam E um espaco de Hilbert e M um subespaco fechado de E. Entdo:

(a) E é soma direta de M e M*, isto é, cada x € E admite uma tinica representacdo
na forma
r=xpy+TyL com xy €EM exy € M+,

Além disso
||z — x| = dist(x, M)

e xp € chamado de projecao ortogonal de x sobre M.

(b) Se definirmos P(x) = xp e Q(x) = xp1 para x € E, entdo temos P,Q € L(E, E).
O operador P é chamado de operador projecao de E sobre M, ou simplesmente
pProjecao.

(c) PP=P Q*?=Q ePoQ=QoP=0.

Demonstrac¢ao. Ver [19], Teorema 3.2.9, p.44 e p.45.

Teorema 1.47 (Teorema da Representagao de Riesz). Sejam 1 < p < oo, p' 0 conjugado

1 1 /
de p, isto € —+ — =1, e p € (LP(Q))'. Entdo existe uma tnica u € LP (Q) tal que
p p

(p,v) = /QU(J?)U(JC) dz, Yo e IP(Q) e |[ullpq) = llellw @)y, (1.14)
onde (-,-) € o par de dualidade de (LP(Q2)) e LP(Q).

Demonstragao. Ver [4], Teorema 4.11, p.97.

1
loc

Proposigao 1.48 (Du Bois Raymond). Sejau € Lj,.(2) tal que a distribuicao Tu satisfaz

(Tu, ) = / u(a)p(a) de = 0, Vo € C2(Q),
Q
entao u = 0 quase sempre em Q.

Demonstragao. Ver [6], Proposigao 4, p.12.

1.7 Teorema de Prolongamento de Solucoes para
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados em [I7], p.17, mais detalhes encontra-
se em [8] e [II]. Com esses resultados temos a existéncia de solugdo para um sistema
de Equacoes Diferenciais Ordindrias, isso ¢ um importante passo no método que serd
aplicado.

Teorema 1.49. [Teorema de Caratheodory] Sejam Q um subconjunto aberto de RNT!
cujos elementos sio denotados por (t,x),t € R,z € RY e f: Q — RN uma fungio que
satisfaz as condicoes de Caratheodory sobre €1, isto é:
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(i) f(t,x) € mensurdvel em t para cada x fizado;
(ii) f(t,z) € continua em x para quase todo t fizado;

(11i) para cada compacto K C Q, existe uma funcgao real my(t) integravel tal que

|f(t,2) |y < mg(t); V(t,z) € K.

Considere o sequinte problema de valor inicial

{ o' (t) = f(t, z(t)) (1.15)

J](to) = Xop-

Entao, existem > 0,tg e x: (to — B,to + B) — Q solugdao de (1.15)).

Proposicao 1.50. Seja Q= [0,7) x B comT >0 e B={z € R"; |z| <b}, b > 0. Seja
f:Q — R" nas condi¢oes de Caratheodory sobre Q2. Suponhamos que x(t) é uma solu¢ao
de tal que |zo| < b e que em qualquer intervalo I, onde x(t) estd definida, se tenha
lx(t)| < M, ¥Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo x possui um prolongamento
em [0, 7.

1.8 Teorema Espectral para Operadores Compactos e
Auto-Adjuntos

Nesta secao apresentamos um importante Teorema da Analise Funcional, que é uma
das principais ferramentas na aplicacgao do Método de Faedo-Galerkin, método com o
qual obtemos a existéncia de solucao das Equagoes Diferenciais Parciais deste trabalho.
O Teorema e a demonstragao apresentados nessa secdo sao baseados em Mujica [10]
e Pellegrino [19]. No final da secao, apresentamos alguns resultados que caracterizam
conjuntos ortonormais em espacos de Hilbert.

Proposicao 1.51. Seja E um espaco de Hilbert, e seja T € L(E) um operador compacto
e auto-adjunto, com T # 0. FEntao ||T|| ou —||T|| é um autovalor de T, e existe um
autovetor correspondente x € Sg tal que (T'v,z) = ||T|.

Demonstragao. Pellegrino [19], Proposicao 6.3.1, p.95.

Teorema 1.52 (Teorema Espectral para operadores compactos e auto-adjuntos em
espacos de Hilbert). Seja E um espago de Hilbert, com produto interno (.,.) e norma
.1, e seja T € L(E) um operador compacto e auto-adjunto, com T # 0. Entdo:

(a) Existem uma sequéncia finita ou infinita (N\,) de autovalores distintos de zero de
T, e uma sequéncia correspondente (x,) de autovetores tais que, T admite uma
representacao da forma,

Tr = Z (@, x0Ty, = Z(Tx, Tp)Tp, (1.16)

para todo x € E. A sequéncia (z,,) € ortogonal.
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(b) Se a sequéncia (\,) € infinita, entdo A, — 0.

(¢) Cada autovalor X # 0 de T aparece na sequéncia (\,) um nidmero finito de vezes,
que coincide com a dimensao do subespago E\ = {v € E|Tv = Av} de autovetores
correspondente.

Demonstragao. Pellegrino [19].

Teorema 1.53. Sejam E um espago de Hilbert, e S = {x;;i € I} um conjunto ortonormal
em E. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) x = Z(IE7CITZ)E x;, para cada x € E;

el
(b) S é completo;
(c) [S] = E;
(d) Identidade de Parseval
|z]]* = Z(%%)%, Ve E; (1.17)

il

(¢) (x,y)e =Y (x,2:)p(y, x:)e para qualquer z,y € E.
iel

Demonstragao. Pellegrino [19], Teorema 3.3.12, p. 49.

Observagao 1.54 (Pellegrino [19], Observacao 3.3.6, p.47.). A expressao Z(x,xz)x, é
i=1

chamada de melhor aproximacao de x em M = [xy,..., ;).

Teorema 1.55 (Desigualdade de Bessel). Seja E um espaco com produto interno e
S ={x;;i € I} um congunto ortonormal em E. Entdo, se x € E, temos

> (zx)g < [l

icJ

com J ={i € I;(z,z;)p # 0}.

Demonstragao. Pellegrino [19], Teorema 3.3.9, p.47.
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Neste capitulo provaremos a existéncia de solucao para uma equacao do tipo Allen-
Cahn com coeficiente singular, e para isso utilizaremos como ferramenta o método de

Galerkin.

2.1 Teorema de Existéncia

Vamos investigar a existéncia de solugao fraca do seguinte problema
u3
%u—SZAu:u—K(I)ij em  Q
u(z,0) = ug em Q
u(z,t) =0 S =00 x(0,7T),

em que 2 C R™ é um dominio de classe C?.
Vamos considerar as seguintes hipoteses

QCR" (n=1,2,3) ¢éum dominio de classe C?
H:{0<T<oo, Q=0x(0,T),S=0ax(0,T)
yeL*Q) e wug€ HJ(Q)NLYQ).

(2.1)

(2.2)

Teorema 2.1. Supondo , 0 < K(z) <1 tal que ﬁ € LYQ), entdo existe uma
solugao fraca do problema tal quew € C([0,T], L*(Q))NL*((0,T); L*(Q2)), v’ € L*(Q)

e satisfaz

(u’(t),v)—Ffz/QVu(t)Vvda::/Q(u—%)vdm—i—/gy(t)vdx

u(0) =uy Vv € Hy(Q).

1

Primeiramente, os seguintes exemplos satisfazem a condi¢ao z € LY(Q).

(2.3)
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Exemplo 2.2. (n=1). Se Q = (0,1), entdo se K(t) = t*, com o < 1 , tem-se que
e LY(Q).

1
K(t)
De fato
1 1 4 1 t—40¢+1 t=1
/ (—) dt = / todt = ———— (2.4)
o \t* 0 —4da+1},_,
+o00, (2.5)
se, —da+1 >0, ou seja a < %L.

O seguinte exemplo foi provado em [9],Lemma B1 e fornece uma classe importante de
exemplos.

Exemplo 2.3. Supondo Q C RY (N > 1) é um dominio de classe C*, k > 1. Entdo
K(z) = (dist(z,00Q))" satisfaz + € L*(Q) se 0 < a < 3. Em particular, quandon =1 e
Q= (0,1), tem-se

K(z) = (dist(z, {0,1}))" = <%)a

2.1.1 Demonstracao da Existéncia:

Seja {w]-};il uma base Hilbertiana de H}(Q) e V,, = [wy,..., w,] o espago gerado
pelas primeiras m funcoes da base. Assim,

1 o
(wi, w;) = / wwdr = 51-]:{’ e (2.6)
Q 0, se 1#}],

(Vw;,Vw;) = 0 se 1i#j. (2.7)

Problema Aproximado: O problema aproximado consiste em encontrar u,, € V,,,
Uy = D10 aj(t)w; tal que,

(ul,(t), ) +§2/QVum(t)V<pdm = /Q (um(t) — 1;?((;)))godx+ /Qy(t)cpdx (2.8)
U (0) = Ugm € Vi,  Uom — Uy em  HJ(Q) Vo € V..

Primeiramente, note que

m

(uh (£), wy) = D ci(t) (wi, wy) = al(t). (2.9)

=1
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Analogamente,

(Vu, (1), Vwy) = > af(t)(Vwy, V) = o (Vw;, Vwy) = a;(1)]| V| |72 ().
i=1
Fazendo ¢ = w; em (2.8)) obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias
de 1? ordem,

Uy (1)

o+ €001V u ey = [ ()= 52 Yt + [ ity

Escrevendo a(t) = (ay(t), as(t), ..., am(t))T obtemos o seguinte sistema de EDO’s de 12
ordem

(2.10)

em que,

Fta) = | [owas] —eloonmut] | [ (w0 - ua]

Desta forma,

Flt,a) - F<t,ﬁ>:52[<aj—ﬂj>\|wuiz<m]

R ) AT -

m m
U, = E W, e Ump = E Biw;.
i=1 i=1

No que segue provaremos que F(t, «) satisfaz as condigbes do Teorema de Caratheodory,
ver Teorema [1.49| ou seja, existe solucao local para o sistema de equacoes diferenciais
(2.10)).

com,

Para t fixo, F'(t,«) é continua em « (localmente Lipschitz) pois,

< = Bull[Vun [ + |z — Bol [[Vawa|* + ... +

(5= B)IV i)

mx1

[t = Bl [[Vwn|* < o= B> 1| Vw;|[72q- (2.11)
j=1
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Usando a Desigualdade de Holder Proposicao [1.36, temos

[SIE

([t (5)

J]=

[ = ]

Por outro lado, temos

[/ ().

1
= ‘ {/ m(um — ) (Ui + Umalims + uznﬁ)wjdx]

(2.12)

mx1

Usando a desigualdade de Holder Proposicao , com }l + % + % = 1, obtemos

<|

e usando

1 2
5 mmma - umﬁ““ma + UmaUmg + umﬂ||wj|d$

2 1
[Uma — Umps]|L1(0) (/Q U2 + Umalims + uanP) |[w;| Lo ()

K

I

L)

que

2, + tmatims + g2 < 32(|umar4 T ltmalPlumsl? + \umgﬁ),

concluimos que

/ 2,
Q

+ Umalimg + Upn,s|*dz < 9(||uma||i4(g> + /Q [thma | [t *d + ||um5||i4(ﬂ))'

Usando a desigualde de Holder Proposicao [1.36] temos

J 0 s+ s < 9<Humalli4m) el By sl By + Humgum)

Portanto,

2
< 9(||uma||%4(m ; ||umﬁ||%4<m) .

1
2
( / 2, Ui Uiﬁl2dm> < 3(||um||i4<m ; ||umﬁ||%4(m)-
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Das estimativas anteriores e (2.12)), obtemos

L ()oe].

= 1
< 3l = sl lamal sy + ol ) (X sl ) ) | 759
j=1

i)

[un

Pela identidade de Parseval,
1

4 1 m
[t — sl 2400 — ( / dx) < |a—m(2||wj||i4(m) .
j=1

Tomando « e § tais que ||, || < R para algum R > 0, obtemos

m

> (= Bjw;

J=1

|F(t, o) = F(t, B)] < M(m)|a = f].

Agora mostraremos que para cada « fixo F'(¢,«) é mensuravel em t.

[ [

como y € L*(0,T; L*(Q)), segue que

m 2
< Hy(t)\lm(m(zijHLz(m) |

Jj=1

/y(t)wjdx € L*(0,t), VYj=1,..,m.
Q

Logo mensuravel, portanto F'(t,«) é mensuravel em t.

Considere o conjunto £ = {a € R";|a| < C} e a aplicagao F : [0,7] x R — R.
Mostramos anteriormente que F'(t,«) é localmente Lipschitz em a e mensuravel em
t, logo do Teorema de Caratheodory existe uma tnica solugdo, local w,,(t) com
U (1) € [0, ], tm < T.

Agora mostraremos que a solucao € global ou seja , que t,,, = T'. Para isso, precisaremos
provar algumas estimativas.

Estimativa I
Tomando ¢ = u,, em (22.8) obtemos

1d 4
5l Ol + €190y = [ (120 = 20 )ao+ [ youn(ois

ou equivalentemente

li 2 2 2 / Ly _ 2 /
5 g [t Olz20) + ENVum®)llz20) + QK(m)um(t)dfv— [ (m (D)7 () + Qy(t)um(t)dx~

Observe que,
U (1) !

1
1

Li@)

Lmbien= [ () 2o+
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logo,

1d wm (8) [[*

5 77 1tem D[22 + El[Vum Ol 12 + || =5 = H(um(t)Hiz(m+/y(t)um(t)dfv-
2 t K4 L4(Q) Q

Aplicando as desigualdades de Holder Proposicao [1.36/ e Young Proposicao temos,

1d un (8) |[*
——|um(®)]|? 2|V, (1)|]2 —_ < (g ()| 2
5 g [Um Dz + ENVum®)llz2@) + 2 Lm)_H(u O|720)
1 2 1 2 3 2 1 2
5@l 2@ + SOl = Sllun®lFa@ + SOl (213)

Portanto,

d 1
llun 120 < 3llun (Ol 2@ + 515OIF2()-

Aplicando a desigualdade de Gronwall Proposicao [1.39, concluimos que

T
O]y < & [Hum(o)llim) - !!y(s)!!i2(g>ds] < Ky @\uou%m iz |,

com Kj uma constante que independe de m, portanto, podemos estender a solu¢ao wu,, (t)
ao intervalo [0, 7], além disso

sup. [t (1) ey < Ko [Huon%m) T ||y||§2@)} (2.14)
0<t<T

Integrando em (0,7) a expressao (2.13)) e usando (2.14)), obtemos

1 4

T Ty, (¢
Slln Dl + € [ IVun(@lPae+ [ 240

1
1

4 dt < M, {HUOH%%Q) +lyll72) |
L4(Q)

onde M; é uma constante que depende de €2, T e independe de m.
Das estimativas obtidas e do teorema de imersao seque que,

(w,, élimitada em L?(0,T; HL(Q)),
Uy, € limitada em  L*°(0,T; L*(Q)),

U (T) & limitada em L?(92), (2.15)

un__¢ limitada em  L*(Q),
(K@) *

| em particular  Vu, € limitada em L*(Q).
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Estimativas II
Fagamos agora ¢ = u>, em ({2.8)), usando o Teorema [1.49] e as seguintes identidades:

(01,030 = [ FrmO0 )z = [ L2 @) s = 3 5 0 Ol

(Vun(t), Vil (1) = /QVum(t)V(uf’n(t))dw:3/Q\Vum(t)\2uil(t)dw

temos que,

)22 U (1) 4
Ll Ol 3¢ [ [Vun 0P 0dr+ [ 200 < [ @

+ [ 1Ol (o),
Q
pela desigualdade de Young

[wolamre = [ (K@)l';((;”“m“)'g)dm

/K )y(t)Pde + 3 /|um
JE

IN

IN

com 0 < K(x) <1 portanto,

6

L | (%)
. " 2,2 Hdzx m
il Ol 36 [ [VunPd O+ 2|
< Num (@l + 39Oy (2.16)

Aplicando a desigualdade de Gronwall Proposicao [1.39, obtemos,

1
[y < € [Hum;(m 2 / |ry<t>r|i2<mdt} < M {Huorm n Hyuim].

Logo,
1
sup. sy < My + | 217)
0<t<T
Integrando (2.16) em (0,T) e usando (2.17), obtemos
1
Um 4 2 ¢
T < Mo [|uollpaey + [1Yll72q) | - (2.18)
KG L6(Q)
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Estimativas ITI
Observe que,

;thum( HF = %L%(!Vum(t)IQ)dx:%/QQVum(t)Vu;n(t)dx
= /Vum(t)Vu;n(t)dx.
Q

Tomando ¢ = u}, em (2.8) e usando Teorema ([1.45)) tem-se que

U (t)

2 q 1d 1
/ t 22 S 7 2 -
|, (D720 + 5 dt||um( | 1

L4(9)
1d

= ——||um(®)|[3 —l—/ytu;ntd:z:.
5 g [t (Ol]z2(0) Q() (t)

Aplicando as desigualdades de Holder Proposi¢ao [1.35] e Young Proposicao [1.31] e usando
(2.13) podemos concluir que,

4

1 2d 1d || um(t)
S (D) + 5 MmO + 52 (2.19)
2 @ 2 at ddt]| Kt |lpao
3
< Sl )220y + Ny (Ol 22(a)- (2.20)
Integrando (2.19) em (0,t), com 0 < t < T e utilizando a estimativa (2.14)) obtemos
1 £ U (1) !
5 1t (O)z2) + 55 lum (B + || =5 < My|lJuoll* + Iyl | -
L)
e portanto,
Il + il < M4 Il + o (221)

Logo, por (2.15) e (2.21) temos que u,, é uniformemente limitada no espago
W= {u e L0, T HYQ): ol € I(Q)}

como H(Q) < L*(Q) é compacta e L € H1(Q) = (H}())" é continua pelo Teorema
Lol

W — L*(0,T; L*(Q)) ¢ compacta. (2.22)

Portanto por (2.15)),(2.21) e (2.22) temos que existem u € L>(0,T : Hg(2)) N L*(0,T :
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H} (), n € L*(Q) e uma subsequéncia de u,, (a qual denotamos por u,,) tais que,

(U, — 1 em L*(Q), em q.t.p.
Uy —u em L20,T: HY{Q)),
U (T) —=n em L*Q), (2.23)
U, = em L*Q),
Ly — teem L9(Q).

\ K6 K®©6

A dltima convergéncia de ([2.23) segue do fato que, por (2.18)

U (t)

3 < Ms.
Ks

L5(2)

Agora da primeira convergéncia de (2.23)), tem-se

N

Um

I —
K (x) K

e, pela Proposicao obtemos,

q.t.p.,

[N

()

fracamente em L°(Q).

Em particular,

U
1
Ks

u—m

K3

< M.

L5(Q)

< lim inf
LG(Q) m—>1

Usaremos as convergéncias (2.23) para passar o limite no problema aproximado (2.8]).
Detalharemos apenas o limite do termo cibico, pois os outros seguem de (2.23)), para isto,
considere ¢ = w;, j = 1,...,m queremos mostrar que,

/Q(um(t)— sz)uil(t))wjdx — /Q(U(t)— szu?’(t))wjdx em D'(0,7).

Note que pela convergéncia (2.23) ¢ suficiente mostrar que,

K (t)w;dx —>/ K u? (t)w;dz.

Tomando ¢ € D(0,T) tem-se,

! 5 (Hw; — ! u(Hw; rdt = Mu —u wade
/Q[ch)“m(t) AR J]W dt /Q ey (o (t) = u(t))uwydeds (2:24)

! 3 w; — (u — ! U3 w,; X = u uj\u — U T
| t0) = ey = () = st = | ) = )t

(2.25)
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com,
A (U w) = (WP () + wn ()u(t) + uly (1)).
Dai resulta que,

/Q (tum(t) — u(ty)n ¥ “’é?;)(t) w0 pdedt.

Note que,

2+ ] +

w2, 4 20| [u| + u?
2

= (|t + Ju])

Afug |* + |uf?).

[uZ, + upu + u?|

VARVAN

IN
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Usando a desigualdade de Holder Proposicao , com % + % +1 =1, ficamos com,

6

1
(U — u) (U2, + Umt + u?)——w; |dzdt

K(x)

J

2 2
m 1
<t [ =l (B2 4 M) ol
Q Ks K3/ K(x)s

u? u? 1
< Owiv]] ooy | |ttm — u =+ X
|| ﬂ/}HL (Q)H HLQ(Q) K% 5 L3(Q) K% L8(
Note que,
2 2113 2 2\3
e 11 = /—<um+u) dxdt
K5 s o K2
ud u
< 2 - 4 — )dxdt
S /@(K +K) X
u,, ||° u |[°
= 8( - + — )
Kol Kol
Por outro lado,
1|° 1 \° 1 1
[ty = £ ) 2= Lot =y
K5 |50 o \K3(x) o K*(x) Kl s

e consequentemente,

|

onde aplicamos que + € L*(Q).

1 H [P
= —_— 007
Killw@ 1K)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Das estimativas acima, obtemos

‘ /Q (tp (t) — u(t))dm(um,u)ijdxdt‘ (2.29)

wiN

1

< (im0 8) ~ w0 0 s 0| 5 230

L4(9)

Portanto,

/Q(um(t) —u(t))dm(um,u)ijdxdt‘ < K|t — ull 2| |wjt]|peqy  — 0.

Multiplicando (2.8) por ¥(t) € D(0,T) e integrando em [0, T], obtemos

/0 (W (1), (0)dt + € / (Vam(t), Vo) (t)dt

— [ (wn®) — s (O)ovidzdt + [ yt)ovdat
Q Q

por passagem ao limite e usando as convergéncias anteriores temos

/0 (W (), Q)b()dt + € / (Vu(t), V)b (t)dt

_ / (ut) — u (1)) pibdrdt + / y(t)pidadt. (2.31)
Q Q

Como o espago V>, _; ¢ denso em H} (), entao a equagao acima vale para todo

¢ € Hy(2), logo se ¥ € D(0,T) e ¢ € H}(2) na equagio anterior, obtemos

| wor et [ (= su.opa
~ [ (W) - O)itdndt + [ yOpv(oydsr
Q

Q

Portanto,

W —EAu=u—u’+y em L*0,T;H '(Q)),

aqui usamos —A : H}(Q) — H1(Q), é definido por (—Au,v) = / VuVuvdz, esta bem
Q
definido pois,

a0

- \ | uvuds| < [Vl [Vl = Nl ol
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Agora, como u —u® +y € L*(Q) e v € L*(Q) e

—Au(t) = g(u—u’ +y—u) € L*(Q), (2.32)
0 .

em of.

Pelo Teorema (1.40) de regularidade, temos que u(t) € H?*(2), ou seja, u €
L*(0,T; H*(2)) portanto,

v —E20u=u—u'+y em L*Q). (2.33)

Usando integragao por partes em (2.31)), com ¢ € C*([0,T]), temos

(i (T), O)U(T) — ((0), £)(0) — / (1), 00! (1))dt (2.34)

—I—fz/Q(Vumt,Vgo)@b(t)dt: /Q(um(t) —u3(t))go¢(t)dxdt+/Qy(t)gowdxdt. (2.35)

Passando o limite na igualdade anterior quando m — 0o, temos

(m, @)(T) = (uo, )¥(0)  — /O(U(t)790,¢(t))dt+§2/o (Vu(t), V)ip(t)dt

= /(u_u3)<p¢(t)dxdt+/y(t)¢¢(t)dxdt. (2.36)
Q Q

Por outro lado, para qualquer ¢ € C1([0,T]) e v € H} () tem-se,

| wo. oo+ [ ), v
— [ (wle) = wO)ovdnat + [ yyov)dodt,
Q

Q

e novamente integrando por partes obtemos,

(U(T),@Z))w(T)—(U(O),ww(O)—/o (u(t),cmb’(t))dt+§2/0 (Vu(t), o) (t)dt
_ / (u — u®)pup(t)dwdt + / g (t)dadt. (2.37)
Q Q

Comparando as equagoes (2.36) e (2.37) concluimos que,
(u(T) =1, V)P(T) = (u(0) — uo, 1).1(0) = 0. (2.38)

Como ¢ € C''([0,T)) é arbitraria podemos escolher 1)(0) = 0 e ¥(T') # 0 e obter n = u(T).
Analogamente para 1(0) # 0 e ¥(T) = 0 temos que,

u(0) = up. (2.39)
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Logo, provamos que

v —EAu=u—v'+y em L*Q)
(0} — g (2.40)
u=0 00 x(0,7).

ou seja, u ¢ uma solucao forte da equagao de Allen Canh.

2.2 Abordagem Energética

Esta secao é dedicada as questoes referentes a estabilizacao assintotica da equacgao de
Allen-Cahn (2.1). Para mostrarmos a abordagem energética vamos, considerar y = 0 na

equacao (2.1), assim ficamos com,

u3

—u—fZAu—u K( ) em Q
u(z,0) = ug em Q (2.41)
u(z,t) =0 S =00 x(0,7T),

usamos o método multiplicativo para construir dois funcionais energia, o primeiro
denominado energia total, é responsavel pela dinamica global do sistema, o segundo é
denominado energia de Ginzburg-Landau e é responsével pela dinaimica de transi¢ao entre
as fases. estes resultados sao tratados nas duas proposicoes seguintes.

2.2.1 Energia Total do Sistema

Proposicao 2.4. A energia total do problema com 0 < K(x) <1 ¢ dada por,

1
= 5/Q|u|2d:c, (2.42)

e satisfaz a lei de dissipacao,

th()_—<——1)/|u\ dr — /QKtx)de (2.43)

desde que & > \/Cp, onde C, > 0 ¢ a constante de Poincaré.

Demonstragao. Multiplicando a equacao (2.41) por w e integrando por partes em €,
obtemos

/Q [ut — &(Au) —u+ K};,;)ug] udz = 0

1
wyudr — 2/ Vu2dx—/u2dx+/ ul*dr = 0. 2.44
[ wda =g [ (Vudo = [ upie+ [ s (244
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Considerando a identidade,

e a formula de Grenn ver Proposicao tem - se,

1 /52 2 2/&2 : /&2 2 /SZ 1 4
ul“dr + & ul“dx u|“dx ul“dx = 0.

Definindo a energia total do problema por

1
B(t) =1 / ufPde,
2 Jq

e levando em consideracdo que 0 < K(z) < 1 temos que,

d 1
—FE(t :—52/ Vuzdx—i-/ uzdx—/ ul*dx.
GE0 =€ | [Fupde s [ jupde [ ool

Aplicando a desigualdade de Poincaré ver Teorema ficamos com,

d ¢ 1
EE@) < _(Ep - 1) /Q lul?dx — /Q K@) lu|*dz,

onde C, é a constante de Poincaré, portanto encontramos a energia total do problema
(1)-(6) e desde que ¢ > /C), garantimos a lei de dissipacao do problema. O

2.2.2 Energia de Transicao de fase

Proposicao 2.5. A energia de Ginzburg-Landau associada ao problema é dada
por,

g(t):/ﬂ [§|Vu|2—%|u|2+4K1(x)|u|4}dx, (2.46)

e satisfaz a lei de dissipacao

d
—G=— [ |ul*dz (2.47)

Demonstracao. Para encontramos a energia de transicao de fase vamos usar o método

multiplicativo, isto é, vamos multiplicar a equacao (2.41)) por u; e integrar por partes em
Q.

/Q [ut — &(Au) —u+ sz)u?’} wpdz =0

1 .
Qd—Q/A d—/ d / Supdr = 0 2.48
/Q|ut| x—& ; uudr Qutu T+ QK(x)uutI , ( )
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Usando a formula de Green ver Proposigao (1.2)) e usando o fato de u = 0 no bordo, temos

/Auutdx: —/ VuVudr = ———/ |Vul*dz. (2.49)

Substituindo (2.49)) em ([2.48)) temos,

/|ut| dr + = 5 dt/ |Vu|2dx—/ﬂutudx—|—/ K@ u Sugdr = 0, (2.50)

onde usamos a identidade

/uutdx— §£/ u|*dz. (2.51)

Substituindo a identidade (2.51)) em (2.50]) ficamos com,

2 d 1d 1d 1
d 2dz — ~— 2z + - — ‘dz = 0.
/'“t| x+2d/|vu| v th/ﬂ|u’ $+4dt/ﬂK(:p)|u| v=0

Com isso podemos definir a energia de transicao de fase por,

o) = [ [S1vu = Jhup+ st o

e satisfaz a lei de dissipagao
= —/ |Ut|2dl'.
Q

2.3 Estabilidade Exponencial

Aqui estudamos a estabilizacao das solugoes do problema (2.41) através da energia
total. Mais precisamente, provamos o decaimento exponencial quando ¢ — oo.

Teorema 2.6. A energia total associada ao problema com 0 < K(x) <1 possui
decaimento exponencialmente quando t — 00, isto €,

2QE(0)(2 — Cy)e &Y

BE(t) < TR
2|Q|(€2 — C,) + 4C, E(0)(1 — ¢ &)

(2.52)

em que &* > C, e C, > 0 € a constante de Poincaré.

Demonstracao. Inicialmente consideramos a lei de dissipacao dada na Proposicao

iE()_—(——l)/M da:—/K fuf*dz. (2.53)
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Por outro lado usando que —% < —1, temos,

CZE( D < —(——1> / luf2dz — /|u!4d:p

Aplicando a desigualdade de Jensem Proposicao [1.35] obtemos,

doir= o & )L o (3 )

e relacionando com a energia total dada Proposicao temos a desigualdade,

480 < -2( & ~1) B0 - B

Multiplicando a equagao (2.54) por [E(t)]™2 resulta,

SEOEO < -2 & - 1) Be) - o

Fazendo uma mudanca de variavel

e substituindo (2.56) em (2.55)) ficamos com,

Gt <2( &~ 1)ut) - o

oy
multiplicando a equagao (2.57)) por e 2 1), obtemos a seguinte desigualdade

d _op(E 4 gy
%(u(t)e 2t( 1)) PRI €=

integrando de 0 a ¢, com ¢ < T', obtemos

,Qt(ifl) 4Cp ,Qt(ifl) 4.Cp
ultle 7% VU —u(0) < —>r—e % - ————
g O 3ae—c,) & - C)
logo,
—ot(E—1)
B e M E < _po) 4 27 i,

20012 -Cy)  21Q/(E2 - Gp)’
multiplicando por —1 tem-se,

6—215(——1)

1 4C 215('521))
> + b <1 —e % ,
E(t) E0)  2Q[(&* - C)p)

40

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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assim, concluimos que

72t(é—i71)
sy < 2AUEQE -y

< S (2.58)
21Q/(€2 — C,) +4C, B(0)(1 — ¢ &)

em que £2 > C, e C, > 0 & a constante de Poincaré. Assim fica provado que a energia
total do problema (2.41]) decai exponencialmente para zero com t — 0. O
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Capitulo 3

Solucao Exata Para as Equacoes de
Allen Canh Bidimensional e
Tridimensional

Neste capitulo mostraremos a solucao exata e o decaimento exponencial para as
equacoes de Allen-Cahn Bidimensional e Tridimensional para um coeficiente de reacao
escolhido convenientemente, essa escolha foi feita de tal forma que torne possivel o
problema de resolver uma equagao diferencial parcial nao linear, no problema de resolver
duas equacoes diferenciais ordinarias sendo uma delas um problema de contorno e a outra
um problema de valor inicial. A ideia por tras desse método é fazer com que o problema de
valor de contorno seja uma equacao linear e o problema de valor inicial seja uma equacao
nao linear do tipo Bernoulli.

3.1 Equacao de Allen-Cahn Bidimensional

Considere a equacao de Allen-cahn bidimensional dada por

U — E* (U + Uyy) — u(l - )u2 =0 em 0, L] x [0, L,] x (0,00), (3.1)

K(x,y)
u(0,y,t) =0, y €10, L,], t €0,00), (3.2)
w(Lyyyt) =0,  ye[0,L,], te[0,00), (3.3)
w(z,0,t) =0, wel0,L)], telo,00), (3.4)

u(x, Ly, t) =0, x € [0, L], t € [0,00), (3.5)
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w(@,y,0) = flz,y),  (z.y) €Q (3.6)

3.1.1 Solucao Exata do Problema

Para calcularmos a solucao exata do problema (3.1)-(3.6) usaremos o método de
separagao de variaveis, vamos considerar a fun¢ao u definida da seguinte forma,

u(,y,t) = F(a)G(y)H(1). (3.7)

Substituindo (3.7) em (3.1)) temos que,

F(x)G(y)H'(t) +

@G0 = PG ¢ (e + 52 ) +1],

k(x,y) Flz) ~ G(y)
(3.8)

segue dai que,

FIG0)|H0) + iy PG WD)

F(x)G(y)H (1)

(P | G')
‘5<Fm‘kmw>+L (39)

assim,

H'(t) + oy @GP H () (F'(z)  G'(y)
() (5 Gup) e e
escolhendo K (z,y) = F*(x)G*(y) temos,
H'(t)+ H(t) o F'(x)  G"(y)
w € (For )+ &1

Podemos observar que o lado esquerdo depende apenas de ¢ enquanto que o lado direito
depende de x e y, logo podemos concluir que ambos os lados sao independentes de z, y e
t logo existe o € R tal que,

meimw:gcww @@»+1:a

H(t) Flz) |~ G)

Com isso temos

H'(O)+H3(t) o
S (3.12)
F”(a}) GN( ) o .
§2(F(w> + G(yy)) tl=o
H(t) + H3(t) — o H(t) = 0
{F//(:B) —"_ G//(y) _ a___l (3.13)
Fa) T Gly) 2



3.1. EQUACAO DE ALLEN-CAHN BIDIMENSIONAL

44

Segue dai que, usando as condi¢oes de contorno e as condigoes iniciais temos um problema

de valor de contorno e um problema de valor inicial.

H'(t) + H3t) — ocH(t) = 0
HO)=hy €R-{0}

F(0) = F(L;) =0,

3.1.2 Problema de Valor de Contorno

O problema de valor de contorno sera resolvido em duas etapas:

12 Etapa: vamos resolver o seguinte problema

F"(z) + 15_—2"F(x) =0
F(0) = F(L,) = 0.

Supondo que o problema tenha solugdo da forma F(x) = e** temos que

1 —
M2€M$+( éza)eumzo = ,LL2+

9 l—-0o o—1

n=-= £2
Entao a solucao do problema ¢ dada por

F(x) = ae(@)x + be_( 0571)"”’

onde a,b sdo constantes. Temos que analisar trés casos: i)Primeiro caso, o0 = 1.

Para o = 1 temos,

F(x) = ae(\/lfj)x + be_( )

i

F(x)=a+b.

Pelas condicoes de contorno temos,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Neste caso temos uma solu¢do trivial que ndo nos interessa. ii)Segundo caso, o > 1

Para o > 1 temos,
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Vo — 1 € R e usando as condigoes de contorno, F'(0) = F(L,) =0 temos

F(0) = ae )0 4 pe (K)o = g

a+b=0 = a = —b.

Neste caso temos uma solu¢ao trivial que nao nos interessa. iii) Terceiro caso o < 1
Para o < 1, temos que o — 1 € C, assim

Neste caso, ficamos com

Usando a relagao de Euler temos,

F(z) = acos(0z) + bsen(0z), para 0= (m)m

§

Usando as condicoes de contorno

45

F(0) = acos(0.0) + bsen(0.0) =0 — a =0, (3.18)

assim,

F(L,) = acos(0.L,) + bsen(0.L,) = 0, (3.19)

desta forma,
sen(0.L,) =0 =0 =—,

e substituindo a expressao de # encontramos

_ €2n2 7.[_2

2 — 1.

On

Com isso podemos concluir que a solugao de (3.17) sera dada por

nm

F(z) = bsen(L—x)x. (3.20)

Consequentemente teremos,

nmw

o) = (12
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22 Etapa: Agora vamos resolver o seguinte problema,

{G”(y) +12G(y) =0

(3.21)
G(0) = G(L,) = 0.

Suponha que o problema tenha solugdo da forma G(y) = e"¥ temos que

1—o)etv -1
ety 4 —( ;)e =0 = p==x 0

Entao a solucao do problema é dada por,

i

—1

G(y):ce< 3 )y—l—de*( a{l)y,

onde c,d sao constantes. Novamente teremos que analisar trés casos, dos quais, 0 = 1, e
o > 1 é andlogo a primeira etapa e teremos solucgoes triviais, que nao nos interessam, ja
no caso onde o < 1 temos,

i

—1

G(y) e () e (M )y, (3.22)

j

usando a relacao de Euler temos,

i

o — vo—1

G(y) = ccos( )y + dsen( ¢ )y

§
Usando as condigbes de contorno G(0) = G(L,) = 0 temos,

Vo—-1., , o—1

G(0) = c.cos( 0) + d.sen( 0) =0 c+0=0=c=0,

3 3
G(L,) = ccos( Ug_ 1Ly) + dsen( Ug_ 1Ly)7
assim
vo—1 B B £2m?2r?
sen(TLy) =0 = Om = Lf, — 1.

Com isso temos que a solu¢do da G(y) sera da forma

Gly) = dsen (?) v, (3.23)

)
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3.1.3 Problema de Valor Inicial

Para o problema de valor inicial PVI temos,

H'(t)+ H3(t) —oH(t) =0
H(0)=hy €R- {0},

desta forma segue a seguinte EDO do tipo Bernoully
H'(t) = cH(t) — H*(t),
a qual é equivalente a,
H7H'(t)=cH ?(t) — 1.

Fazendo uma mudanca de variavel,

u=H" = u'(t) = —2H 3(t)H'(t).

Substituindo (3.27) em (3.25) temos

u'(t) = —20u + 2,

cuja solucao geral ¢

u = eff(t)dt |:K _|_ /g(t)eff(t)dtdt:| ,

dai ficamos com,

u=e2/dt {K%—Z/ezfdtdt} = U=

substituindo (3.27) em ({3.28))

/ o
a(t) = Koe=29t 41’

definindo 0,, = 8 e o0, = «a temos que,

O-mn:a+57

substituindo (3.30) em (3.29)ficamos com,

Ht) = a+ 3

(222 ) e

)
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(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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assim temos que a solugdo de H(t) sera dada por

B a+
H(t> o \/(Oé + /B)G—QO't — g—20t + 1’

logo, pelo principio da superposicao de solugoes temos,

Uz, y,t) ZZCmnumn T, Y:t),

m=0 n=0

onde C,,,, sao os coeficientes de Fourier

Ui (2, y,t) = Fo(2)Gr(y) Hin (1),

assim ficamos com

mm a+ 3
Ulx,y,t Z Z Cmnsen( >sen(L—yy) \/(a ¥ B)e-2t — 20t 4 1’

m=0 n=0

Portanto,

Uley) =3 zcmnsen(_x) sen(”]j”y) \/

m=0 n=0 6—20’t {(a + ﬂ)e—zat _ 6—2075 + 1

3.2 Equacao de Allen-Cahn Tridimensional

Considere a equacao de Allen-cahn tridimensional dada por

1
Up — 52(2‘1’121} + Uyy + ) — U(l — m) u? =0 (3.31)

em 0, L] x [0,L,] x [0, L,] x (0,00)

u(0,y,z,t) =0, y € [0,L,], z € [0,L,] t €10, 00)
u(Lg,y,2,t) =0, y € [0,L,], z €0, L,] t €[0,00)
u(z,0,2,t) =0, z €0, L], z €10, L,] t €[0,00)
u(x, Ly, z,t) =0, x € [0,1], z €10, L,] t €0,00)

u(a:,y,(),t) =0, T e [07 Lx]? y e [Oa Ly] te [0700)
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u(z,y,L.,t) =0, z € [0, L,], y€0,L,] t €[0,00)

uw(z,y,2,0) = f(z,y, 2), (x,y,2) € Q (3.32)

3.2.1 Solucao Exata

Proposicao 3.1. A solugio exata do problema -(3.33) com 0 < K(z) <1 ¢ dada

em serie de fourier por

n,m,k=0 a+5+'y)e—2Tt—e_2Tt+1

—T7t
Ulx,y,z,t) Z CranksSen (—x) sen (?y) sen (]Z—Wz) ¢
L, Y z \/e_th |:(

onde Cyni € 0 coeficiente de Fourier.

Demonstragao. Para calcularmos a solucao exata do problema (3.31)-(3.32) usaremos o
método de separagao de variaveis, vamos considerar a funcao u definida da seguinte forma

u(z,y, z,t) = F(x)G(y)H(2)V (). (3.33)

Substituindo (3.33]) em (3.31)) temos,

F(z)G(y)H(2)V'(t) - & (F”(x)G(y)H(Z)V(t) + F(2)G"(y) H(2)V (1) + F(x)G(y)H”(Z)V(t))
0

F ()G (y) H (2)V2(t) =
(3.34)

Y

segue dai que,

F(z)G(y)H(z) [V’(t) K(myz FQGZ( VH? (2 )Vg(t)} _ 52(}7//@) G"(y) H”(z)) o

F@) G HEV () Flz) ' Gly) | H()

(3.35)

assim,

V() + goyn FPP@GWH (V) (F'(z)  G'(y)  H'(2)
(D) - <F<x> G +H(z))“

Escolhendo,
K(z,y,2) = F*(2)G*(y) H*(2),

ficamos com,

VI[t)+ Vi) _ o (F(x) | G"(y) , H"(2)
— =5 <F(x> + Gl + H(Z))—l-l.
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Podemos observar que o lado esquerdo depende apenas de t enquanto que o lado direito
depende de x, y e z logo podemos concluir que ambos os lados sao independentes de z,
y, z e t logo existe 7 € R tal que,

VA V) L F) | Gy | H'2)\ L.
V(D) :§<F<x>+e<y> H<z>)“”’

+

com isso temos,

F( G (y) H'"(z) _ -1 (336)
F(z) G(y) H(z) — &~

{v' )+ V) —7V(t) =0
) —

Usando as condigoes de contorno e as condicoes iniciais temos o seguintes problema de
valor inicial,

/ 3 B _
VI(t)+ Vo) —71V(t) =0 (3.37)
V(O) = Vg €R-— 0,
e problema de valor de contorno
(F'(z) + (&) F(z) =0
F(0) = F(L;) =0
" 1(1=r _

3.2.2 Problema de valor de contorno

Semelhante ao caso bidimensional mostra-se que as solugoes das equagaoes (3.38)) sao
dadas por

nm

F.(z) = bsen(L—)x, onde b>0 constante.

x

Gm(z) = csen (?)y onde ¢ >0 constante

Y

=

H,,(x) = dsen (—W)z onde d >0 constante

z

&~
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3.2.3 Problema de valor inicial

Para o problema de valor inicial PVI temos,

VI(t) + V3(t) =TV (t) =0
H(0) =hy €R",

a qual se transforma na seguinte EDO do tipo Bernoully
Y'(t) = 7Y (t) — Y3(#).

Multiplicando a equacao por Y 73(t) ficamos com,

Y3)Y'(t) =7V 3 (t) — 1.

Fazendo uma mudanca de variavel

u=7Y *(t) = u'(t) = =2Y 3(4)Y'(1),

Substituindo (3.42)) em (3.41)) temos,

u'(t) = —27u + 2.

Cuja solucao geral é

u = el FO® [K + /g(t)eff(t)dtdt}

Assim,

w=e2/dt [K+2/€2fdtdt} = U =

pm
)= y)——
Vi) Kre21t 1’

definindo 7,, = 3, Tim = Q e Tk = 7y temos,

substituindo (3.42) em (3.43))

Tmnk:a+6+77

substituindo (3.45) em (3.44) ficamos com

Vi) = a+ [+

a+B+y

(Mﬂ) (Oé + 6 + fy>€—2at +1

Kre 20t + 1

I

ol

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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assim temos que a solugdo de V(t) sera dada por

V(t):\/( a+pB+n

o+ 5 +,y)6—20t — e—20t + 1’

assim pelo principio da superposicao de solugoes temos,

onde C,,.r sao os coeficientes de Fourier
Uik (2,y, 2, t) = Fo(2) G (y) Hi (2) Vi (1),

assim ficamos com

mm km a+pB+7y
U(z,y,2,1) Z Omnksen( z$> Sen(L—yy> Sen(L_ZZ>\/(a+B+’7)€_27t — o2t 4 1’

portanto,

k=0 a+ [+ y)e 2t —e 2t 4 1

k -1t
U .I‘ y Y, 2, t Z C’mnksen( l’) sen(?y) Sen(L—Wz> ¢
x Y : \/e—QTt |:(

(3.46)

onde C,,.; € 0 coeficiente de Fourier. O
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Capitulo 4

Simulacao computacional

Neste capitulo vamos comparar as simulagoes computacionais da solucao exata e
da energia total para a equagao de Allen-Cahn unidimensional obtida em [2I] e para a
equacao de de Allen-CAhn abstrata . Para realizarmios as simulacoes computacionais
usamos o MatLab.

4.1 Solucao exata e energia total obtida em [21] - Caso:
n=>2

Consideramos os dados T' = 0.1, Gog = 1, n = 2 e assumimos os valores de £ = 1
e & =0.15.

Figura 4.1: Solugdo exata u(x,t) com { =1



SOLUCAO EXATA - CASO: n =2
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Figura 4.2: Energia total: escala decimal
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Figura 4.3: Solu¢ao exata u(z,t) com £ = 0.15.
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Figura 4.4: Energia total: escala decimal.
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4.2 Solugao exata e energia total obtida em [21] - Caso:
n=4

Consideramos os dados T = 0.1, Gg = 1, n = 4 e assumimos os valores de £ = 1 e
¢ =0.15.

Figura 4.5: Solucao exata u(z,t) com & = 1.
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Figura 4.6: Energia total: escala decimal.
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Figura 4.8: Energia total: escala decimal.

Comentario: Nas simulagoes realizadas acima percebemos que a solucao exata possui
comportamentos bem distintos dependendo do valor que se escolha para o coeficiente
¢. Nas Figuras e percebemos que a solucao decai muito rapido para zero sem
oscilagao enquanto que nas Figuras e notamos a presenca oscilagoes espacias,
ou seja, o sistema nao possui homogeneidade espacial. No entanto, em ambos os casos

(¢ =1, £ = 0.15), percebemos pelas Figuras [4.2] [£.4] e que o problema continua

exponencialmente estavel.
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4.3 Solucao exata e energia total - Caso abstrato

Vamos considerar os seguintes dados T'=0,1, { =1 e K(z)

1
1
x5

0.5

0.5
0.5
-10
o
10
Figura 4.9: Solucao exata u(z,t) com £ = 1
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] 0.0z 0.04 0.08 0.08 0.1
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Figura 4.10: Energia Total
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Vamos considerar os seguintes dados T'=0,1, £ = 0.15 e K(z) =

1
1.
x5

0.5

0.5
Figura 4.11: Solugdo exata u(x,t) com £ = 0.15
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0.24
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g
T 0z
i
8
b
5018
=
016
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a 0.02 0.04 0.08 0.08 o1

Tempo
Figura 4.12: Energia Total

Vamos considerar os seguintes dados T = 0,1, £ = 1 e K(z) = (dist(x,{0,1}))3

(1—|2x—1\>%
2
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Figura 4.13: Solucao exata u(z,t) com £ = 1
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Figura 4.14: Energia Total

Vamos considerar os seguintes dados 7' = 0,1, £ = 0.15 e K () = (dist(x, {0,1}))5 =

(1—|2z—1\)é
—5—)".

99
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Figura 4.15: Solugdo exata u(x,t) com £ = 0.15
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Figura 4.16: Energia Total
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Nas simulagoes realizadas da solucao exata e da energia total das equagoes de Allen-
Cahn unidimensional e da equacao de Allen-Cahn abstrata podemos observar que temos

um comportamento diferente de acordo com os valores atribuidos a &.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos a existéncia de solu¢do para uma equacao do tipo Allen-
Cahn abstrata, usamos como ferramenta o método de Galerkin. Também realizamos o
estudo do decaimento exponencial da energia total associada ao problema. também foi
apresentado um estudo numérico, no caso unidimensional, permitindo comparar os nossos
resultados com os presentes na literatura.
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