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RESUMO 
 

RODRIGUES, Rafael Iria, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, setembro de 2023. 
Modelagem ARX como ferramenta complementar aos estudos de 
estacionariedade da vazão em bacias hidrográficas. Orientador: Roberto Avelino 
Cecílio. Coorientadores: Rodolpho Vilela Alves Neves e Maria Camila Alves Ramos. 
 
 
Para uma adequada gestão dos recursos naturais, busca-se a análise temporal das 

variáveis hidroclimatológicas, as quais podem apresentar tendências ou 

comportamento estacionário. Quando a variável selecionada para análise de 

estacionariedade é a vazão, o teste de Mann-Kendall pode induzir a uma interpretação 

equivocada por não considerar a influência da variabilidade da precipitação para 

explicar o comportamento particular da vazão em determinado período. A dificuldade 

em interpretar Mann-Kendall está em compreender se um sistema hidrológico 

proporciona uma vazão de escoamento em condição não-estacionária ou se ela está 

passando por uma transição de estado em decorrência da variabilidade da 

precipitação. Nesse contexto, as técnicas de análise de sistemas dinâmicos 

possibilitam incorporar o comportamento temporal da precipitação dentro da análise 

de estacionariedade do regime de vazões em bacias hidrográficas, as quais passam 

a ser tomadas como sistemas dinâmicos. Um sistema dinâmico pode ser representado 

por funções matemáticas que podem ser obtidas a partir da modelagem estocástica 

autorregressiva com entrada exógena (ARX), para tempo discreto. Baseado na 

necessidade de um método que auxilie na interpretação dos testes de Mann-Kendall, 

o objetivo desse trabalho foi desenvolver uma metodologia baseada na modelagem e 

análise de sistemas dinâmicos (MASD) como ferramenta complementar aos estudos 

da estacionariedade da série de vazão de escoamento em uma bacia hidrográfica. 

Como objetivo específico, apresenta-se uma técnica, utilizando a modelagem ARX, 

para representar o comportamento dinâmico do sistema chuva-vazão a partir dos 

dados temporais. Para a realização desse trabalho utilizaram-se os dados temporais 

de chuva e vazão da bacia hidrográfica do rio Grande, na base mensal. Os modelos 

ARX foram ajustados a partir do método matricial dos mínimos quadrados e a escolha 

do melhor modelo foi em função dos parâmetros estatísticos RMSE, MBE e μ. A partir 

do modelo representativo a cada um dos sistemas chuva-vazão, aplicou-se a 

transformada Z para tempo discreto, seguido da representação em função de 

transferência e da análise dos polos do polinômio característico (raízes do 



 
 
denominador da função de transferência). Os polos indicam se os sistemas dinâmicos 

são estáveis ou instáveis e essa estabilidade está associada a capacidade do sistema 

chuva-vazão em alcançar uma condição estacionária (equilíbrio), dada a variabilidade 

da precipitação. Para a modelagem ARX, os resultados mostraram que os modelos 

tendem a estimar com maior erro relativo percentual as vazões de pico que as vazões 

mínimas, o que foi explicado pelos erros e incertezas evidenciados nos processos na 

obtenção da vazão pela curva-chave e na metodologia de interpolação espacial da 

precipitação. Já na análise de estacionariedade, os resultados mostraram que, 

embora o teste de Mann-Kendall tenha indicado a não-estacionariedade para seis das 

dez séries de vazão QA, esse comportamento foi explicado pelo MASD e associada a 

não-estacionariedade à condição transitória dos sistemas chuva-vazão em busca de 

um novo equilíbrio. O método MASD indicou que todos os dez sistemas chuva-vazão 

são estáveis e, portanto, dado um equilíbrio (estacionariedade) na precipitação PA, a 

vazão QA obrigatoriamente será estacionária em algum momento no tempo, mesmo 

que ainda não tenham atingido essa condição para o período analisado. 

 
Palavras-chave: Modelagem estocástica. Sistema dinâmico. Mann-Kendall, sistema 

chuva-vazão. Função de transferência. Variáveis hidroclimáticas.  

 

  



 
 

ABSTRACT 
 

RODRIGUES, Rafael Iria, D.Sc., Universidade Federal de Viçosa, September, 2023. 
ARX modelling as a complementary tool for stationary streamflow studies in a 
basin. Adviser: Roberto Avelino Cecílio. Co-advisers: Rodolpho Vilela Alves Neves 
and Maria Camila Alves Ramos. 
 
 
To aid the sustainable management of natural resources, the temporal analysis of 

hydroclimatic variables is often sought to verify trends or stationary behavior. When 

analyzing streamflow, the use of the Mann-Kendall test can lead to a misinterpretation 

due to not considering the influence of rainfall variability to explain particular streamflow 

events from a given period. The difficulty in interpreting Mann-Kendall’s results lies in 

understanding whether the streamflow of a hydrological system (basin) is in a non-

stationary condition, or it is undergoing a transition due to rainfall variability. In this 

context, dynamic systems analysis techniques make it possible to incorporate the 

temporal behavior of rainfall within the stationary analysis of the streamflow regime in 

basins, which are now considered as dynamic systems. A dynamic system can be 

represented by mathematical functions that can be obtained from autoregressive 

stochastic modeling with exogenous input (ARX), for discrete time. Considering the 

need for a method to assist in the interpretation of the Mann-Kendall tests, this work 

aimed to develop a methodology based on dynamic systems modeling and analysis 

(MASD), as a complementary tool to assess the stationarity of streamflow series in a 

basin. The specific goal shows a technique using ARX modeling to represent the 

dynamic behavior of the rainfall-streamflow system based on temporal data. To 

develop MASD, temporal data on rainfall and streamflow from the Grande River basin 

were used monthly basis. The ARX models were adjusted using the matrix method of 

least squares and the choice of the best model was based on the statistical parameters 

RMSE, MBE and μ. From the representative model to each of the rainfall-streamflow 

systems, the Z transform was applied for discrete time, followed by the transfer function 

representation and the analysis of the poles of the characteristic polynomial (roots of 

the so-called transfer function). The poles indicate whether the dynamic systems are 

stable or unstable and this stability is associated with the ability of the rainfall-

streamflow system to reach a stationary condition (equilibrium), given the variability of 

precipitation. For the ARX modeling, the results showed that the models tend to 

estimate with a higher percentage relative error the peak flows than the minimum flows, 



 
 
which was explained by the errors and uncertainties evidenced in the processes in 

obtaining the flow by the key curve and in the methodology of spatial interpolation of 

precipitation. In the stationarity analysis, the results showed that, although the Mann-

Kendall test indicated that six of the ten QA flow series are non-stationarity, this 

behavior was explained by the MASD and associating non-stationarity with the 

transient condition of rainfall-streamflow systems in search of a new equilibrium. The 

MASD method indicated that all ten rainfall-streamflow systems are stable and, 

therefore, given an equilibrium (stationarity) of PA, the QA streamflow will necessarily 

be stationary at some point in time, even if they have not yet reached this condition. 

 

 
Keywords: Stochastic modeling. Dynamic system. Mann-Kendall, rainfall-streamflow 

system. Transfer function. Hydroclimatic variables.  
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1. INTRODUÇÃO 
 

 

Para contribuir com a gestão sustentável dos recursos naturais, no que diz 

respeito aos estudos envolvendo mudanças climáticas, busca-se frequentemente a 

análise temporal das variáveis hidroclimatológicas, as quais podem apresentar 

tendências ou comportamento estacionário (RASHID; BEECHAM; CHOWDHURY, 

2015; MUMO; YU; AYUGI, 2019). Dentre as variáveis hidroclimáticas de maior 

interesse para a gestão de recursos naturais, podem-se destacar a precipitação e a 

vazão dos cursos d’água, bem como a relação chuva-vazão, a qual afeta diretamente 

a disponibilidade hídrica de bacias hidrográficas e que pode acarretar conflitos locais 

e, ou globais pelo uso da água (GLEICK; SHIMABUKU, 2023). 

Para a análise da estacionariedade de variáveis hidroclimáticas, é 

recomendado pela Organização Meteorológica Mundial – (OMM) (LOPES; SILVA, 

2013) a utilização do teste não paramétrico proposto por Mann-Kendall (MANN, 1945; 

KENDALL, 1975). A suposição original do teste de Mann-Kendall é de que as séries 

temporais das variáveis de interesse devem ser aleatórias e distribuídas de forma 

idêntica, o que raramente ocorre em séries temporais naturais, especialmente de 

chuva e vazão. Ademais, na maioria dos casos em que o teste de Mann-Kendall vem 

sendo utilizado, os dados observados são auto correlacionados, o que pode resultar 

em uma má interpretação dos resultados de tendência (HAMED; RAMACHANDRA 

RAO, 1998).  

Quando a variável selecionada para análise é a vazão, a aplicação do teste de 

Mann-Kendall também pode induzir a uma interpretação equivocada pelo fato de não 

ser considerada a influência da variabilidade da precipitação para explicar 

comportamentos particulares da vazão ocorridas durante determinado período. 

Tomando como exemplo a ocorrência de eventos climáticos extremos em uma bacia 

hidrográfica, seja por um volume de precipitação extremamente elevado ou um 

período prolongado de estiagem (eventos não habituais para a região estudada), o 

teste de Mann-Kendall pode retornar uma condição não-estacionária de vazão para o 

período analisado (CARVALHO; JONES; LIEBMANN, 2002; LI et al., 2019). Todavia, 

o teste não é capaz de explicar se a bacia hidrográfica irá atingir uma condição de 
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estabilidade proporcionando, em algum momento futuro, um novo regime de 

escoamento em condições estacionárias. 

A dificuldade em interpretar os resultados obtidos por Mann-Kendall está em 

compreender se um sistema hidrológico (bacia hidrográfica) proporciona uma vazão 

de escoamento em condição não-estacionária ou se, de fato, ela está passando por 

uma transição em decorrência da variabilidade da precipitação. Nesse contexto, as 

técnicas de análise de sistemas dinâmicos, bastante utilizados na modelagem e 

controle de processos (CHEN, 2012; LJUNG; GLAD, 1994), possibilitam incorporar o 

comportamento temporal da precipitação dentro da análise estacionária do regime de 

vazões em bacias hidrográficas, as quais passam a ser tomadas como sistemas 

dinâmicos. 

Um sistema dinâmico é aquele cujo comportamento da vazão de escoamento 

pode ser representado por funções matemáticas que descrevem, de maneira 

aproximada, o seu estado em determinado momento no tempo. Como os dados de 

precipitação e vazão são obtidos de forma discreta (não contínua), uma maneira de 

representar a dinâmica desse sistema é através das equações de diferenças, que são 

representações matemáticas equivalentes às equações diferenciais em tempo 

contínuo. Essas equações podem ser obtidas a partir da modelagem estocástica 

autorregressiva com entrada exógena (ARX), assumindo a premissa que, para 

pequenas variações, o sistema se comporte de forma linear, invariante no tempo à 

parâmetros concentrados (Sistema LIT a parâmetros concentrados). O termo 

“autorregressivo” indica que o modelo é ajustado utilizando informações passadas da 

própria variável dependente (vazão), formando estados no sistema. Já o termo 

“exógena” indica que a vazão sofre influência de uma ou mais variáveis externas 

(precipitação).  

A modelagem ARX vem sendo utilizada na hidroclimatologia para compreender 

a dinâmica da vazão a partir da ocorrência da precipitação (KEESMAN; JAKEMAN, 

1997; KWIN et al., 2016; SUMAN; MAITY, 2019), para estimar a resposta natural de 

séries temporais (YOON; KIM; KIM, 2004) e, em algumas aplicações, como alternativa 

à modelagem não-linear (RAVI SRINIWAS; ARKUN, 1997). Esses modelos também 

podem ser utilizados para predições, como em Kessman e Jakeman (1997), os quais 

realizaram o ajuste de um modelo ARX para estimar a longo prazo a vazão de 

escoamento a partir da ocorrência de um regime de precipitações. Já Pinault e Dubus 
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(2008) ajustaram um modelo ARX para prever a estacionariedade da qualidade da 

água. 

Quando um modelo ARX é ajustado, adquirem-se informações sobre a 

dinâmica temporal que rege o sistema (AGUIRRE, 2007). A dinâmica temporal pode 

ser dividida em dois estados: o transitório (transiente) e o permanente (estacionário). 

O estado transitório é uma região de transição entre duas condições permanentes e 

ele ocorre sempre que um evento exógeno, como a precipitação, muda abruptamente 

seu estado nominal, levando a vazão de escoamento a uma nova condição de 

permanência. Já o estado permanente é aquele que a vazão se comporta de forma 

cíclica e periódica no tempo, em torno de uma assíntota, normalmente representada 

pela média das vazões no período. Quando um sistema responde de forma limitada a 

um evento abrupto da entrada exógena, pode-se dizer que esse é um sistema estável. 

Assumindo a necessidade de um método que auxilie na interpretação dos 

testes de Mann-Kendall, o objetivo principal desse trabalho foi desenvolver uma 

metodologia baseada na modelagem e análise de sistemas dinâmicos, como 

ferramenta complementar aos estudos da estacionariedade da série de vazão de 

escoamento em uma bacia hidrográfica. Como objetivo específico, apresenta-se uma 

técnica, utilizando a modelagem ARX, para representar o comportamento dinâmico 

do sistema chuva-vazão a partir dos dados temporais. 
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2. MÉTODOS 
 

 

A metodologia proposta nesse trabalho se baseou nas técnicas de modelagem 

e análise de sistemas dinâmicos - (MASD) (CHEN, 2012; LJUNG; GLAD, 1994). O 

MASD é composto por estratégias e processos de modelagem e validação, 

transformada Z, representação da função de transferência e a análise do lugar das 

raízes de G(z). Para o desenvolvimento do MASD, foram utilizados dados temporais 

de precipitação e vazão da bacia hidrográfica do rio Grande (devido a disponibilidade 

e facilidade para obtenção dos dados). 

 

2.1. Caracterização da área de estudo 
A bacia hidrográfica do rio Grande (Figura 1), localizada na região hidrográfica 

do Paraná, possui área de 143.255 km2 dos quais 39,8% encontram-se no Estado de 

São Paulo e 60,2% em Minas Gerais. As principais classes de uso e ocupação do solo 

dessa bacia são pastagem e agricultura, representando 56,2% e 36,10%, 

respectivamente. A maior demanda de água (43,51%) é destinada aos setores que 

agregam irrigação e aquicultura, seguida pelo uso industrial (37,37%) e o 

abastecimento público (16,78%) (IPT, 2008). 

 

Figura 1 – Localização da bacia hidrográfica do rio Grande (A) e a indicação das 
estações fluviométricas (B) e pluviométricas (C). 
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 2.2. Obtenção dos dados e organização das séries temporais 
Para caracterização do comportamento hidrológico da área de estudo, foram 

consideradas séries históricas de vazões diárias obtidas de 10 estações fluviométricas 

inseridas na bacia do rio Grande (Figura 1B e Tabela 1), apresentando o mínimo de 

10 anos de extensão. Essas séries foram obtidas da rede hidrometeorológica 

nacional, disponibilizada pela Agência Nacional de Águas e Saneamento Básico 

(ANA). A partir da localização geográfica foram delimitadas as áreas de drenagem à 

montante de cada uma das estações (Figura 1B). Calcularam-se, ainda, as vazões 

médias para cada mês (QA) das séries históricas, em m³s-1.  

Como o MASD propõe estudar a estabilidade do sistema chuva-vazão, foram 

selecionadas as estações pluviométricas que estivessem localizadas dentro dos 

contornos das áreas de drenagem (Figura 1C) e, a partir do total precipitado diário 

disponíveis no sistema HidroWeb (ANA, 2021), foram calculadas as séries de 

precipitação total mensal (PA) representativa a cada uma das áreas de drenagem. 

Para tanto, fez-se uso da interpolação espacial, por intermédio do inverso de uma 

potência da distância (Equação 1), (CECÍLIO; PRUSKI, 2003; MELLO; SILVA, 2013; 

LU; WONG, 2008). 

 

Pഥ = ∑ ൜൬ 1h୧୫൰ . P୧ൠ୬୧ୀଵ∑ ( 1h୧୫)୬୧ୀଵ                                                                                                                                (1) 

 

em que: Pഥ = Valor estimado de precipitação a partir da interpolação; P୧ = Valor do posto 

pluviométrico conhecido; hi = distância euclidiana (em linha reta) entre Pഥ e Pi; m = 

expoente da distância; e n = número de estações utilizadas. 

 
Nesse trabalho avaliaram-se os expoentes de distância (m) de 1 a 6, por já 

terem sido utilizados e discutidos em outros trabalhos (CECÍLIO; PRUSKI, 2003; 

MIRANDA, 2010; MELLO; SILVA, 2013). A escolha da interpolação mais 

representativa foi realizada usando-se o método leave-one-out (MEDEIROS et al., 

2019), sendo selecionada aquela que apresentou a menor raiz do erro quadrático 

médio. Após interpolação e validaçao, foi obtido o valor médio dos totais mensais para 
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cada área de drenagem de estação fluviométrica, em mm, e então foi feita a conversão 

dos dados para m³s-1, pelo fato do método MASD exigir que as bases modeladas 

estejam no mesmo dimensional, visto que QA é apresentada em m³s-1. 

A organização do banco de dados para a modelagem seguiu a lógica 

exemplificada na Figura 2. Na prática, quando se analisa o tamanho dos dados de 

precipitação e vazão obtidos, observa-se que eles não possuem o mesmo tamanho, 

tampouco começam e terminam na mesma data. Dessa forma, foi necessário colocá-

las no mesmo tamanho e intervalo temporal, extraindo da série principal uma série 

secundária (mesmo tamanho, início e fim), representativos a cada área de drenagem. 

 
 

Figura 2 – Organização dos dados e definição do tamanho da parcela referente a 
modelagem (70%) e validação (30%) para o sistema chuva-vazão. 
 
 
Tabela 1 – Característica dos dados de vazão e precipitação para cada área de 
drenagem das estações fluviométricas selecionadas. 
 

NOME 
(Fluviométrico) CÓDIGO 

ÁREA DADOS 
km² TAMANHO MODEL. VALID. 

Ibertioga 61100000 185 996 697 299 
Porto Capetinga 61230000 25400 998 698 300 

São Bendo do Sapucaí 61320000 468 697 487 210 
Chácara Santana 61520000 854 998 698 300 

Fazenda Carvalhais 61770000 225 1001 700 301 
Conceição das Alagoas 61795000 1980 945 661 284 
UHE Marimbondo Faz. 61830000 8490 1001 700 301 

Lindóia 61879000 1130 1001 700 301 
São João da Boa Vista 61895000 619 1001 700 301 

São Benedito 61960000 2070 1001 700 301 
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A partir da obtenção da série secundária, com tamanho e base temporal 

equivalentes, foram separados 70% dos dados para a modelagem e os 30% restante 

para a validação. A Tabela 1 mostra o tamanho das séries e as respectivas parcelas 

destinadas para modelagem e validação dos modelos ajustados, para cada área de 

drenagem das estações fluviométricas. 

 

2.3. Modelagem autorregressiva com entrada exógena - ARX 
Quando se trabalha com modelagem de sistemas dinâmicos, dois fatos devem 

ser levados em consideração. O primeiro é que o modelo matemático é apenas uma 

representação aproximada e, consequentemente, não existe um único modelo, mas 

sim uma família de modelos com características e desempenhos aproximados. O 

segundo é que o modelo é uma aproximação de apenas algumas características do 

sistema real (AGUIRRE, 2007; OPPENHEIM; WILLSKI, 2010). 

Os modelos dinâmicos, diferentemente dos estáticos, possuem dependência 

temporal e, por conta disso, podem ser diferenciados pelos tempos contínuo e 

discreto, onde os modelos dinâmicos em tempo contínuo são representados por 

equações diferenciais e os discretos por equações de diferenças. Como as séries de 

precipitação e vazão foram obtidas na base temporal mensal, a representação mais 

apropriada é por equações de diferenças (tempo discreto), como mostrado na 

Equação 2. 

 θ଴y[k − n] + θଵy[k − n − 1] + ⋯ + θ୬y[k] = β଴x[k − m] + ⋯ + β୫x[k]                             (2) 

 

em que: “k” é o instante no tempo discreto, θ0, θ1, a θn são os coeficientes das 

derivações da resposta (y) do sistema e β0 a βn são os coeficientes da entrada (x). 

Para determinar os coeficientes (θ e β) que acompanham os regressores 

(Equação 2), foi utilizado o método dos Mínimos Quadrados (MQ), onde a Equação 
3 representa a forma matricial das equações de diferença e a Equação 4 representa 

o método MQ. 
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𝐲[𝐤] = ψ 𝛉෡                                                                                                                                                (3) 

 𝛉෡ெொ = [ψ୘ψ]ିଵψ୘𝐲                                                                                                                               (4) 

 

em que: ψ é a matriz de regressores e 𝛉෡ெொ  é a matriz de parâmetros que se deseja 

obter. 

A Equação 2 é um modelo matemático que depende de informação ocorridas 

no passado para estimar posições futuras e, por conta disso, é uma representação 

particular dos modelos ARX. A modelagem ARX vem sendo utilizada na 

hidroclimatologia para modelar a dinâmica da vazão a partir da ocorrência da 

precipitação (KEESMAN; JAKEMAN, 1997; KWIN et al., 2016; SUMAN; MAITY, 

2019), para a estimativa da resposta natural de séries temporais (YOON; KIM; KIM, 

2004; SARWAR et al., 2017) e, em algumas aplicações, como alternativa à 

modelagem não-linear (RAVI SRINIWAS; ARKUN, 1997). O termo “autorregressivo” 

indica que o modelo é ajustado utilizando informações passadas da própria variável 

dependente (vazão), formando assim uma “memória” no sistema. Já o termo 

“exógena” indica que a vazão sofre influência de uma ou mais variáveis externas 

(precipitação). 

Um modelo ARX particular que representa a relação causal entre a vazão 

média mensal (QA) e a precipitação total mensal (PA) é apresentado na Equação 5. 

Como QA é a média das vazões medidas na estação fluviométrica dos dias do mês 

“k”, considerou-se que a precipitação ocorrida dentro do mês “k” é suficiente para 

explicar a vazão ocorrida no mesmo mês, desconsiderando a necessidade de aplicar 

regressores [k-n] para PA. Já para QA, quanto mais informações passadas [k-n] 

utilizadas no modelamento, mas refinado ficaria o modelo, todavia, maior o número 

de variáveis e maior o processamento das operações matriciais da Equação 4.  

 θ୬𝐐𝐀[k] = θ଴𝐐𝐀[k − 1] + ⋯ + θ୫𝐐𝐀[k − 1 − m] + β଴𝐏𝐀[k]                                        (5) 
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A partir da Equação 5, foram ajustados 3 modelos ARX, de 1ª, 2ª e 3ª ordem, 

para cada um dos dez sistemas selecionados, representados pelas estações 

fluviométricas. A escolha do melhor modelo, o mais representativo, foi a partir da 

análise simultânea entre o erro relativo percentual (μ), Root Mean Square Error 

(RMSE), Mean Bias Error (MBE) e o intervalo de confiança. 

O μ foi calculado para mensurar a magnitude da diferença existente entre os 

valores de vazão média mensal (QA) e a vazão média mensal estimada pelo modelo 

ARX (QARX), conforme Equação 6. 

 

μ =  Q୅ −  Q୅ୖଡ଼Q୅ . 100                                                                                                                            (6) 

 

Os intervalos de confiança (Equação 7) foram determinados para indicar a 

confiabilidade das estimativas pelo modelo ARX, em que Xഥ é a média das amostras, 𝑛 é o número de amostras, 𝜎 é o desvio padrão e 𝑍మഀ  é o nível de confiança. 

 

Xഥ − 𝑍ఈଶ 𝜎√𝑛  ≤ μ ≤  Xഥ +  𝑍ఈଶ 𝜎√𝑛                                                                                                          (7) 

 

O RMSE foi calculado para medir o desvio médio entre os valores medidos e 

estimados (Equação 8). Esse indicador está associado à precisão do modelo e é 

adimensional. 

 

RMSE =  ඨ∑ (Q୅ୖଡ଼ −  Q୅)ଶே௜ୀଵ 𝑁                                                                                               (8) 
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O MBE foi calculado para medir a tendência do erro médio entre os valores 

medidos e preditos, podendo ser positiva ou negativa (Equação 9). Esse indicador 

está associado à exatidão do modelo e possui unidade dimensional, m³s-1. 

 

𝑀𝐵𝐸 = ∑ (Q୅ୖଡ଼ −  Q୅)ே௜ୀଵ 𝑁                                                                                                        (9) 

 

2.4. Obtenção da transforma Z e determinação das funções de transferência 
O passo seguinte foi a aplicação da transformada Z nos modelos ARX, 

conforme a Equação 10, para obter a função de transferência do sistema QARX(z), em 

que QARX[k] é o modelo ARX ajustado (Equação 5), “k” é o instante no tempo discreto 

na base mensal e “z” é uma variável complexa representada por z = e-jw, onde jw é 

um número complexo. A Equação 11 é a representação do modelo ARX no domínio 

da frequência “z”. 

 

Q୅ୖଡ଼(z) = ෍ Q୅ୖଡ଼[k]zି୩ஶ
ିஶ                                                                                                                (10) 

 θ଴Q୅ୖଡ଼(z)z୩ି୬ + θଵQ୅ୖଡ଼(z)z୩ି୬ିଵ + ⋯ + θ୬Q୅ୖଡ଼(z) = β଴P୅(z)                                        (11) 

 

A função de Transferência G(z), que representa a relação de causa e efeito do 

sistema chuva-vazão, é escrita pela Equação 12. 

 

 

G(z) =  Q୅ୖଡ଼(z)P୅(z) = β଴θ଴zି୬ + θଵzି(୬ିଵ) + ⋯ + θ୬                                                                        (12) 
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O denominador da função de transferência G(z), chamado de polinômio 

característico, carrega as informações sobre a dinâmica do sistema. As raízes do 

polinômio característico são chamadas de “pólos” de G(z). Os “pólos” são os valores 

para os quais o denominador de G(z) é zero, ou seja, é a condição em que a função 

de transferência tende a infinita. Para se obter os pólos, basta igualar o polinômio 

característico a zero e calcular as raízes da equação, conforme a Equação 13. 

 θ଴zି୬ + θଵzି(୬ିଵ) + ⋯ + θ୬ = 0                                                                                                    (13) 

 

2.5. Método – O lugar das raízes de G(z) 
No geral, a transformada Z de uma série tem associada a ela uma faixa de 

valores de “z” para os quais QARX(z) converge, sendo essa faixa de valores 

denominada região de convergência (RDC). Note que a Equação 13 admite qualquer 

valor de “z” e, como o polinômio característico é uma soma de exponenciais, a função 

QARX(z) pode ser crescente ou decrescente dependendo do valor de “z”. Quando z = 

1, a exponencial de “z” sempre será igual a 1. Para valores de z > 1, o polinômio 

característico decresce fazendo com que QARX(z) tenda ao infinito (diverge). Já para 

valores de z < 1, o polinômio característico é crescente e QARX(z) converge a zero. A 

partir desse conhecimento, pode-se desenhar um plano z e delimitar a região de 

convergência (RDC), conforme a Figura 3. 

Quando se trabalha com funções de transferência no domínio de “z”, conhecer 

o RDC é importante pois permite avaliar se o sistema converge ou diverge sem a 

necessidade de conhecer a entrada PA. Com outras palavras, conhecer o lugar onde 

as raízes do polinômio característico se encontram no plano z é conhecer a 

estabilidade que o sistema proporciona a resposta QA e, por consequência, se o 

sistema proporciona, em algum instante de tempo, um regime de vazões em condição 

de estacionariedade. 
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Figura 3 – Plano Z (A) e as condições de estabilidade de um sistema dinâmico. (B) 
Sistema estável; (C) Sistema criticamente estável; e, (D) Sistema instável. 
 

Quando as raízes se encontram dentro do semicírculo (Figura 3B), tem-se que 

o sistema é estável e possui características estacionárias em regime permanente. 

Quando pelo menos um polo se encontra sobre a linha do semicírculo (Figura 3C), o 

sistema é criticamente estável ou criticamente estacionário. Já quando, pelo menos, 

um pólo se encontra fora da região do semicírculo unitário (Figura 3D), o sistema 

proporciona resposta QARX instável e não estacionária. 

 

2.6. Teste de Mann-Kendall 
O teste de Mann-Kendall é um teste não-paramétrico onde sua estatística de 

teste é representada nas Equações 14 a 17. 

 

S = ෍ ෍ sgn (x୧ −  x୨)୧ୀଵ
୨ୀଵ

୬
୨ୀଶ                                                                                                                    (14) 
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sgn = ቐ 1 (x୧ >  x୨)0 (x୧ =  x୨)−1 (x୧ <  x୨)                                                                                                                          (15) 

 

É estabelecida uma hipótese para determinar a tendência crescente ou 

decrescente (HAMED; RAMACHANDRA RAO, 1998; HAMED, 2009). A hipótese nula 

afirma que não há tendência dos dados enquanto a hipótese alternativa indica 

existência de tendência. Se o conjunto de dados tiver uma média igual a zero, então 

a variância de “S” será calculada conforme e Equação 16. 

 

Var(S) = n(n − 1)(2n + 5) − ∑ t୮(t୮ − 1)(2t୮ + 5)୯୮ୀଵ18                                                     (16) 
 

em que: q é o total de grupos empatados e t୮ é a soma da estatística na pth classe. 

Para n > 10, o valor de “Z” do teste de distribuição normal padrão é calculado a partir 

da Equação 17. 

 

Z = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑆 − 1ඥ𝑉𝑎𝑟(𝑆)  𝑠𝑒 𝑆 > 00                𝑠𝑒 𝑆 = 0𝑆 + 1ඥ𝑉𝑎𝑠(𝑆)  𝑠𝑒 𝑆 < 0                                                                                                                  (17) 

 
 

Os valores inteiros de “Z” retratam se a tendência está aumentando ou 

diminuindo, para sinais de “Z” positivos e negativos respectivamente e se o valor de 

“Z” é maior ou menor que o índice de significância tabelado (α). 

A utilização do teste de Mann-Kendall para determinação da estacionariedade das 

séries é retratada da seguinte forma: A hipótese H0, sugere que não há uma tendência 

na série enquanto, a hipótese Ha indica que há uma tendência. Dessa maneira, aceitar 

uma hipótese H0 indica que os dados devem ser estacionários enquanto rejeitar H0 e 

aceitar Ha, indica que os dados são não estacionários.  
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3. RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 

 

3.1. Resultado do método MASD 
A Tabela 2 mostra os parâmetros obtidos do processo de modelagem e os 

resultados estatísticos referente a cada modelo, seguido da Tabela 3 que mostra os 

melhores modelos ajustados com base nos parâmetros estatísticos. 

Tabela 2 – Modelagem ARX e os resultados estatísticos por modelo. 
 

CÓDIGO 
(Fluviométrico) MODELO* 

PARÂMETROS ARX PARÂMETROS ESTATÍSTICOS 

ϴ1 ϴ2 ϴ3 β0 RMSE MBE μ Inf. L Up. L. 

61100000 
QARX[1,1,0] 0.59 - - 0.16 0.86 0.01 -0.3% -3.3% 2.7% 
QARX[2,1,0] 0.48 0.12 - 0.17 0.83 0.05 1.6% -1.3% 4.4% 
QARX[3,1,0] 0.47 0.07 0.05 0.17 0.81 0.06 2.5% -0.3% 5.2% 

61230000 
QARX[1,1,0] 0.60 - - 0.16 111.57 -9.03 -1.7% -4.3% 0.9% 
QARX[2,1,0] 0.52 0.08 - 0.16 109.02 -6.00 -0.7% -3.3% 1.9% 
QARX[3,1,0] 0.52 0.00 0.08 0.16 107.63 -2.59 0.6% -1.9% 3.1% 

61320000 
QARX[1,1,0] 0.61 - - 0.18 2.95 0.48 16.3% 9.2% 23.5% 
QARX[2,1,0] 0.56 0.05 - 0.18 2.93 0.53 17.1% 10.0% 24.3% 
QARX[3,1,0] 0.56 0.01 0.04 0.18 2.94 0.58 18.0% 10.7% 25.2% 

61520000 
QARX[1,1,0] 0.55 - - 0.16 4.08 0.34 3.6% 0.4% 6.8% 
QARX[2,1,0] 0.47 0.09 - 0.16 4.00 0.44 5.2% 2.1% 8.3% 
QARX[3,1,0] 0.46 0.01 0.08 0.16 3.96 0.56 7.0% 4.0% 10.1% 

61770000 
QARX[1,1,0] 0.55 - - 0.19 1.37 0.44 18.3% 14.0% 22.7% 
QARX[2,1,0] 0.49 0.06 - 0.20 1.37 0.48 20.2% 15.9% 24.5% 
QARX[3,1,0] 0.49 0.08 -0.01 0.20 1.37 0.48 19.9% 15.6% 24.2% 

61795000 
QARX[1,1,0] 0.66 - - 0.13 8.67 1.04 13.8% 10.0% 17.6% 
QARX[2,1,0] 0.68 -0.02 - 0.12 8.68 0.96 13.2% 9.4% 16.9% 
QARX[3,1,0] 0.67 0.05 -0.06 0.12 8.63 0.76 11,4% 7.6% 15.2% 

61830000 
QARX[1,1,0] 0.65 - - 0.12 40.89 0.71 2.1% -0.4% 4.7% 
QARX[2,1,0] 0.65 0.00 - 0.12 40.93 0.83 2.2% -0.3% 4.8% 
QARX[3,1,0] 0.65 -0.03 0.03 0.12 40.96 1.19 2.7% 0.1% 5.2% 

61879000 
QARX[1,1,0] 0.59 - - 0.18 6.29 0.29 5.8% 3.0% 8.6% 
QARX[2,1,0] 0.52 0.08 - 0.18 6.17 0.47 7.3% 4.6% 10.0% 
QARX[3,1,0] 0.52 0.05 0.03 0.18 6.18 0.55 8.1% 5.3% 10.8% 

61895000 
QARX[1,1,0] 0.56 - - 0.19 4.27 0.56 12.5% 8.9% 16.2% 
QARX[2,1,0] 0.53 0.02 - 0.19 4.24 0.60 13.2% 9.6% 16.9% 
QARX[3,1,0] 0.53 0.02 0.01 0.19 4.26 0.62 13.6% 9.9% 17.2% 

61960000 
QARX[1,1,0] 0.58 - - 0.09 7.40 -0.04 6.8% 3.1% 10.5% 
QARX[2,1,0] 0.53 0.05 - 0.09 7.28 0.08 7.9% 4.3% 11.6% 
QARX[3,1,0] 0.53 0.01 0.05 0.09 7.31 0.18 9.2% 5.6% 12.9% 
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em que: *QARX[m,n,p] é a sintaxe utilizada para descrever o modelo ARX de QA, m é 

o número de regressores de QA (ordem da equação de diferenças), n é a variável 

independente PA (igual a 1, sem regressão) e p é o atraso temporal de QA e PA (igual 

a zero, sem atraso temporal). 

 

Tabela 3 – Melhor modelos ARX para cada estação fluviométrica e suas equações. 
 

CÓDIGO 
(Fluviométrico) MODELO MELHOR MODELO ARX 

 
61100000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.59 Q[k-1] +0.16 P[k]  

61230000 QARX[3,1,0] Q[k] = 0.52 Q[k-1] +0.002 Q[k-2] +0.08 Q[k-3] +0.16 P[K]  

61320000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.61 Q[k-1] +0.18 P[k]  

61520000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.55 Q[k-1] +0.16 P[k]  

61770000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.55 Q[k-1] +0.19 P[k]  

61795000 QARX[3,1,0] Q[k] = 0.67 Q[k-1] +0.05 Q[k-2] -0.06 Q[k-3] +0.12 P[K]  

61830000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.65 Q[k-1] +0.12 P[k]  

61879000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.59 Q[k-1] +0.18 P[k]  

61895000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.56 Q[k-1] +0.19 P[k]  

61960000 QARX[1,1,0] Q[k] = 0.58 Q[k-1] +0.09 P[k]  

 
 

Observa-se que, dos dez modelos, oito são representação de 1ª ordem e dois 

de 3ª ordem, onde, para as equações de 1ª ordem admite-se raízes positivas ou 

negativas e, as de 3ª ordem, admite-se raízes complexas. A opção por ajustar os 

modelos QARX até a 3ª ordem foi, unicamente, para reduzir o tempo de processamento 

das informações, uma vez que o cálculo dos parâmetros que compõe a Equação 5 

seguiu o método dos mínimos quadrados (Equação 4), que fica cada vez mais 

complexo quanto maior a ordem das matrizes. Por outro lado, o cálculo estatístico 

apresentado na Tabela 1 mostrou que o aumento da ordem do modelo QARX não 

influenciou significativamente no RMSE, MBE e μ, o que justifica a não 

obrigatoriedade em ajustar modelos QARX superiores a 3ª ordem. 

Na Figura 4 são apresentados o erro relativo percentual e o respectivo intervalo 

de confiança para cada QARX. A disposição apresentada permite comparar as margens 

de erro de estimativa, visto que o menor erro obtido foi para o sistema chuva-vazão 

da estação fluviométrica 61100000 (-0.3%) e o maior erro para 61770000 (18.3%), 

com intervalos de confiança entre -3.26% e 2.68% a 14.04% e 22.66%, 

respectivamente.  
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Figura 4 – Erro relativo percentual (A) e o intervalo de confiança (B) para cada modelo 
QARX ajustado. 

 

As Figuras 5 a 14 mostram os dados reais QA versus os dados estimados QARX 

(para os melhores modelos, Tabela 3) e a validação temporal do respectivo sistema 

chuva-vazão. 

 

 

Figura 5 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação temporal 
do melhor modelo QARX da estação 61100000. 
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Figura 6 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação temporal 
do melhor modelo QARX da estação 61230000. 
 
 

 
 
Figura 7 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação temporal 
do melhor modelo QARX da estação 61830000. 
 
 

 
 
Figura 8 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação temporal 
do melhor modelo QARX da estação 61520000. 
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Figura 9 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação temporal 
do melhor modelo QARX da estação 61879000. 
 
 

 
 
Figura 10 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação 
temporal do melhor modelo QARX da estação 61960000. 
 
 

 
 
Figura 11 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação 
temporal do melhor modelo QARX da estação 61795000. 
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Figura 12 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação 
temporal do melhor modelo QARX da estação 61895000. 
 
 

 
 
Figura 13 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação 
temporal do melhor modelo QARX da estação 61320000. 
 

 

 
 
Figura 14 – Comparação entre os valores medidos e estimados e a validação 
temporal do melhor modelo QARX da estação 61770000. 
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A diferença entre as amplitudes do erro relativo percentual observada na 

Figura 4A não está associada ao tamanho da área de drenagem tampouco ao 

tamanho dos dados da série chuva-vazão (Tabela 2). Acredita-se que essa diferença 

tenha ocorrido, principalmente, devido a qualidade dos dados uma vez que incertezas 

são evidenciadas durante a estimativa das vazões de escoamento e das séries de 

precipitação. Para a vazão, a qualidade dos dados pode estar associada ao processo 

de estimativa pela curva-chave, principalmente em decorrência da extrapolação da 

curva, como em eventos de cheias (COZ et al., 2014; REITZ; DIAS, 2014; GRISON; 

KOBIYAMA, 2009; BRUSA; CLARKE, 1999). Já a precipitação, pode estar associada 

ao processo de interpolação espacial para determinação das séries, que é um fator 

preponderante e evidenciado na subestimativa das vazões de pico (BÁRDOSSY; 

ANWAR, 2023). Observa-se também, para a área de drenagem 61795000, menor 

densidade de estações pluviométricas, o que interfere diretamente na estimativa da 

precipitação da área. 

Outro fator que pode ter contribuído é a variabilidade das condições de uso e 

ocupação do solo durante os meses selecionados para a modelagem, visto que pode 

interferir diretamente no balanço hídrico da região (COE et al., 2011; KHANNA et al., 

2017; SPERA et al., 2016; YAO et al., 2015). Se as condições do uso do solo 

influenciarem significativamente a parcela do escoamento superficial dentro da escala 

mensal, então será significativo os picos mensais de QA, culminando em maiores erros 

de estimativa de QARX. 

A Figura 15 apresenta o plano Z do lugar das raízes dos sistemas chuva-vazão, 

em que Gz é a função de transferência para cada um dos dez sistemas selecionados. 

Observa-se que todos os dez sistemas chuva-vazão analisados possuem raízes do 

polinômio característico dentro do círculo unitário do plano Z, o que é uma condição 

de estabilidade dos sistemas. Para tanto, qualquer variação finita na precipitação PA 

a vazão QA irá responder de maneira assintótica, encontrando uma nova região de 

estabilidade e, por sua vez, o conjunto de dados se comportará com características 

estacionária. 
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Figura 15 – Aplicação do método do lugar das raízes. 
 

Os sistemas Gz2_(61230000) e Gz6_(61795000), que estão representadas por 

modelos QARX de 3ª ordem (Tabela 2), podem fornecer raízes reais ou complexas. 

Observa-se na Figura 15 que apenas o modelo QARX do sistema Gz2_(61230000) 

retornou um par de raízes complexas -0.085 ± 0.33j, indicando a existência de um 

subsistema armazenador de energia significativo na região, o que não ocorre em 

Gz6_(61795000). Esse subsistema seria um reservatório de água que estaria 

operando na região e regularizando a vazão QA no curso d’água e esse 

armazenamento e descarga de QA, quando significativo, proporciona polos complexos 

nos modelos dinâmicos (CHEN, 2012; LJUNG; GLAD, 1994). A Figura 16 mostra que 

a área de drenagem da estação fluviométrica 61230000 possui um importante 

reservatório em operação, que é a Usina Hidrelétrica de Furnas. 
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Figura 16 – Identificação dos reservatórios a montante das estações fluviométricas. 

 

Por fim, o lugar das raízes também indicou em quais sistemas a resposta é 

mais rápida em decorrência da precipitação PA e quais aqueles que a resposta é mais 

lenta. Observa-se que o pólo de Gz6_(61795000) igual a -0.28 e está mais próxima da 

origem do plano Z quando comparado a Gz2_(61230000), que possui polo igual a 

+0.69, o que indica que a resposta da vazão QA é mais rápida em Gz6_(61795000) e 

mais lenta Gz2_(61230000). Todavia, ambos são sistemas estáveis capazes de 

proporcionar uma vazão QA em condições estacionarias, dado um equilíbrio em PA. 

A velocidade com que o sistema chuva-vazão transita de uma região 

estacionária para outra está associada ao coeficiente de recessão (CHOW, 1959; 

GUERRERO et al., 2012), que relacionada a condutividade hidráulica, a espessura 

efetiva do aquífero, a porosidade efetiva e o comprimento do percurso de escoamento 

(não será apresentado o cálculo do coeficiente de recessão nesse trabalho, deixando 

indicado para trabalhos futuros). Dessa maneira, quanto menor o coeficiente de 

recessão, mais lenta é a resposta do sistema e, quanto maior esse coeficiente, mais 

rápida a resposta de carga e descarga. 
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3.2. Resultado do teste de Mann-Kendall 
Com base nas Equações 14 a 17, aplicou-se o teste de Mann-Kendall para 

determinação da estacionariedade QA em cada uma das séries. Os resultados dos 

testes estão apresentados na Tabela 4.  

Tabela 4 – Resultados obtidos pelo teste de Mann-Kendall. 
 

CÓDIGO 
(Fluviométrico) 

TESTE DE MANN KENDALL 
RESULTADOS 

Kendal τ S Var(S) p-value 

61100000 0,020 378 925238,67 0,688 Não rejeitar hipótese H0 
61230000 0,157 3110 898289,33 0,001 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha. 
61320000 0,135 1264 330745,33 0,028 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha 

61520000 0,116 2300 989527,00 0,021 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha 

61770000 0,071 1415 959670,66 0,149 Não rejeitar hipótese H0 
61795000 0,149 2650 814088,00 0,003 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha 

61830000 0,166 3294 1033638,67 0,001 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha 

61879000 0,088 1750 944520,00 0,072 Não rejeitar hipótese H0 

61895000 0,080 1588 905120,67 0,095 Não rejeitar hipótese H0 

61960000 0,176 3481 991541,67 0000 Rejeitar hipótese H0 e aceitar Ha 
 

A aplicação do teste de Mann-Kendall mostrou que, para as séries de vazão QA 

das estações 61100000, 61770000, 61879000 e 61895000, não se deveria rejeitar a 

hipótese nula H0 e, portanto, sugerido que os dados de QA fossem estacionários. Por 

outro lado, para a demais séries (61230000, 61320000, 61520000, 61795000, 

61830000, 61960000), deve-se rejeitar da hipótese H0 e aceitar a hipótese Ha e, 

portanto, sugerido que QA fosse não-estacionário. 

 

3.3. Interpretação do teste de Mann-Kendall com base no MASD 
O teste de Mann-Kendall sugeriu que seis das dez estações analisadas fossem 

não-estacionárias, todavia, não se pôde afirmar se a vazão QA atingiria uma nova 

condição de estacionariedade ou se de fato o sistema se comportaria de forma não-

estacionária ao longo do tempo. Dessa forma, o método MASD buscou interpretar a 

não-estacionariedade à uma condição em que a vazão estivesse partindo de uma 

região estacionária em direção à uma nova condição de estacionariedade, onde 

somente irá ocorrer se o sistema chuva-vazão da região analisada for estável. Analisar 

o sistema chuva-vazão nessa ótica é importante para compreender melhor os 
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resultados obtidos por Mann-Kendall, visto que o teste indicou as condições de 

momento de QA, mas não explicou se seria uma condição de não-estacionariedade 

definitiva ou momentânea. 

Apenas para exemplificar essa narrativa, a Figura 17 ilustra as regiões 

estacionárias e transitórias do sistema Gz1_61100000, dado um incremento total de 

300% (50% em 50%) na série de precipitação para que se possa simular o 

comportamento de QA no tempo. Observa-se que o sistema vinha se comportando de 

forma estacionária e, quando inserido o incremento na precipitação, levou-se um 

tempo (alguns meses) para que a vazão QA alcança-se uma nova região estacionária, 

ou seja, um novo ponto de equilíbrio. Caso fosse aplicado o teste de Mann-Kendall 

em toda a série QA, ou somente no período em que QA estivesse em transição de 

equilíbrio, a resposta do teste indicaria a não-estacionariedade de QA. 

 

Figura 17 – Exemplo das condições estacionárias e transitórias para o sistema 
Gz1_61100000 em decorrência da elevação dos níveis de PA. 

 

De maneira geral, para entender o comportamento estacionário ou não-

estacionário de QA deve-se trazer para análise o comportamento de PA, visto que ela 

é a responsável pela formação de QA nas regiões hidrográficas e, quaisquer 
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ocorrências de eventos extremos ou em decorrência de mudanças climáticas, a 

variabilidade de PA será observada em QA em uma escala temporal.  

Fazendo uso das informações obtidas pelo MASD e dos resultados dos testes 

de Mann-Kendall apresentados na Tabela 3, pode-se sugerir que os seis sistemas em 

que o teste de Mann-Kendall indicou a não-estacionariedade, certamente, a vazão QA 

estaria em uma região de transição. Dessa maneira, pode-se afirmar que em algum 

momento futuro os dados de QA serão obrigatoriamente estacionários porque todos 

esses sistemas são estáveis, segundo MASD. 
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4. CONCLUSÕES 
 

 

O método baseado na análise de sistemas dinâmicos MASD é uma ferramenta 

que pode ser utilizada para determinar as condições de estabilidade dos sistemas e 

para predições de evento a partir dos modelos ARX ajustados. Utilizando os modelos 

ARX, pode-se estimar os valores de vazão futuros a partir do conhecimento da própria 

vazão em instantes passados e da série de precipitação, real ou sintética. 

Os resultados obtidos por Mann-Kendall indicaram que seis das dez séries de 

vazão QA são não-estacionárias, mas o teste não explicou o comportamento que 

poderia justificar a não estacionariedade. Esse comportamento foi explicado pelo 

MASD, associando a não-estacionariedade a condição transitória dos sistemas chuva-

vazão em busca de um novo equilíbrio. 

O método MASD indicou que todos os dez sistemas chuva-vazão são estáveis 

e, portanto, dado um equilíbrio (estacionariedade) de PA, a vazão QA obrigatoriamente 

será estacionária em algum momento no tempo, mesmo que ainda não tenham 

atingido essa condição. Ressalta-se que a estabilidade dos modelos ARX indicam que 

estes terão capacidade de estimar valores de vazão futuros, com boa precisão, 

mesmo que ocorra a não estacionariedade das sérias, como indicado em mann-

kendall. 
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