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Resumo

PUENTES, Angie, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, julho de 2021. Classes de
isotopismos de algebras de evolugao e genéticas. Orientadora: Marinés Guerreiro.

Este trabalho consiste em estudar isotopismos e isomorfismos de diferentes algebras, com
a finalidade de obter uma classificacao e distribuicao em classes de isotopismo e de iso-
morfismo, com o auxilio de programas computacionais. Além disso, analisamos estes

resultados para dlgebras genéticas e de evolucao e mostramos sua relagao com a Genética.

Palavras-chave: Algebras genéticas. Algebras de evolucao. Isotopismos de algebras.



Abstract

PUENTES, Angie, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, July, 2021. Classes of iso-
topisms of evolution and genetic algebras. Adviser: Marinés Guerreiro.

This work consists of studying isotopisms and isomorphisms of different algebras, in order
to obtain a classification and distribution into isotopism and isomorphism classes, with
the help of computer programs. In addition, we analyze these results for genetic and

evolution algebras and show their relationship to Genetics.

Keywords: Genetic algebras. Evolution algebras. Isotopisms of algebras.
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A préxima lista descreve varios simbolos que serao usados posteriormente.
Preliminares

F, Corpo finito com ¢ elementos

Id Transformacao identidade

Trqg  Transformacao identidade nos subindices

Conjuntos de niimeros

Z*  Conjunto dos numeros inteiros positivos

Z~  Conjunto dos niimeros inteiros negativos

Algebras

(ti;) Matriz quadrada com entradas ¢;; (constantes de estutura) sobre um corpo
Ar Algebra A com n—upla de estrutura T’

Algebras de Lie

Pnq Conjunto de algebras de Lie n dimensionais sobre um corpo finito F,
Tng Conjunto de (n — 1)—uplas de estrutura das dlgebras de Lie n em P, ,
Algebras de evolugao

En(K) Conjunto de édlgebras de evolugao n dimensionais sobre um corpo K

7.K) Conjunto de n—uplas de estrutura das algebras de evolucao em &, (K
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Introducao

Isotopismos sao usados, tanto na Algebra como na Topologia, de um jeito parecido ao
qual usamos normalmente os homomorfismos e os homeomorfismos, isto é, para classificar
objetos com propriedades comuns. No caso dos isotopismos, a classificacao é mais geral

daquela que fazem os isomorfismos e os homeomorfismos.

A primeira vez que apareceu o termo isotopia foi relacionado ao conceito de homotopia
em Topologia, no inicio de 1900. Depois em 1942, Abraham Adrian Albert [1] introduziu

o conceito de isotopia para o estudo e classificacao de dlgebras nao associativas.

Partindo desta definicao, muitos matematicos estudaram isotopismos a fim de classificar
diferentes estruturas algébricas, algumas delas com aplicagoes em outras areas, como a
Genética. No entanto, apesar da importancia dos isotopismos, ainda nao existe nenhuma
referéncia na literatura que retina a origem desta teoria. Na tese de doutorado de Oscar
Falcén [32], que é o texto base deste trabalho, ele faz uma compilagao dessas origens em

seu primeiro capitulo.

O principal objetivo deste trabalho ¢ uma andlise dos isotopismos de algebras de Lie,
algebras de Lie pre-filiformes e algebras de evolucao, com especial interesse em entender

suas aplicacoes a Genética [60].

Ao contrario dos resultados que existem sobre isotopismos de algebras de divisao, algebras
alternativas ou dlgebras de Jordan, entre outros, quase nao existem resultados sobre iso-
topismos das algebras de evolucao e genéticas. Particularmente, segundo Oscar Falcén,
nao existe nenhum resultado sobre a distribuicao explicita em classes de isotopismos para
essas algebras. Ao longo da tese de Oscar Falcén [32], essas distribuigoes dao origem a pro-
priedades algébricas que nos permitem reunir dlgebras de classes de isotopismo diferentes.

A maioria dos resultados estudados sao em algebras definidas sobre corpos finitos.
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No Capitulo 1, apresentamos diferentes resultados da teoria da Algebra importantes para o
desenvolvimento da dissertacao e também a teoria dos isotopismos de algebras e estruturas
relacionadas.

Nos Capitulos 1 e 2, expomos os conceitos e resultados basicos da Geometria Algébrica
Computacional e da Teoria de Grafos utilizados para determinar a distribuicao de dife-
rentes tipos de algebras em classes de isotopismo. Particularmente, ilustramos um par de
grafos que nos permite definir funtores fiéis entre dlgebras de dimensao finita sobre corpos
finitos e esses tipos de grafos. Dependendo do funtor, relacionamos algebras isomorfas
ou isotépicas com grafos isomorfos. Reciprocamente, qualquer par de grafos isomorfos
esta relacionado exclusivamente a um par de algebras, de modo que existe uma funcao

multiplicativa entre eles.

No Capitulo 3, desenvolvemos um dos objetivos principais que é o estudo da distribuicao
do conjunto &,(K) de dlgebras de evolugao n—dimensionais sobre um corpo K em classes
de isomorfismo e isotopismo. Essas dlgebras constituem um tipo de algebras genéticas cuja
descrigao tem certa semelhanca com as dlgebras de Lie pré-filiformes e cuja distribuicao em
classes de isotopismo esta relacionada com mutacoes na genética nao mendeliana. Isto
para entender que, em particular, o caso bidimensional esta relacionado aos processos
de reproducao assexuada de organismos dipldéides. Especificamente, quer-se estudar a
distribuigdo do conjunto &(K) em quatro classes de isotopismo, qualquer que seja o

corpo base K, e a caracterizacao em classes de isomorfismo.
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Capitulo 1

Calculando isotopismos de algebras

Como ja falamos na introducao, o objetivo deste trabalho é o estudo dos isotopismos
de algebras. Neste capitulo estudamos algumas propriedades especificas dos isotopismos

entre certas algebras que sao tteis ao longo da dissertacao.

1.1 Preliminares sobre algebras

Na primeira parte desta secao expomos algumas defini¢oes que sao importantes no uso
dos algoritmos computaciones para fazer alguns calculos na classificacao de algebras por

meio de isotopismos. Usamos como referéncia o livro [52] e a tese de Falcén [32].

Definicao 1.1.1. Um quadrado latino parcial é uma matriz n X n em que cada célula esta
vazia ou contém um elemento escolhido do conjunto [n| = {1,...,n}, de modo que cada

simbolo ocorre no maximo uma vez em cada linha e em cada coluna.

Exemplo 1.1.2. No conjunto [2] temos como exemplo de quadrado latino a seguinte

tabela

Definicao 1.1.3. Um quadrado latino é uma matriz n X n em que cada célula contém

um elemento escolhido do conjunto [n].

Exemplo 1.1.4. No conjunto [3] temos como exemplo de quadrado latino a seguinte

tabela
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31113
211]1
21312

Defini¢ao 1.1.5. (Definigao 1, pag. 1. [3]) Seja E um conjunto. Uma fungao de E x E
em E é uma lei de composi¢ao. O valor f(x,y) de f para um par ordenado (x,y) € Ex FE
é chamada a composicio de x e y de acordo com esta lei. Um conjunto £ com uma lei de

composi¢cao ¢ um magma.

Exemplo 1.1.6. Em relagao ao conjunto N dos nimeros naturais, a soma (+), a multi-

plicacao (-) e a exponenciacao (z expy = x¥) sdo magmas.

Dado um conjunto E nao vazio, pode ocorrer de uma composi¢ao estar definida somente
para alguns pares de elementos de F, mas nao todos. Por exemplo, a divisao exata (=)
no conjunto N | ja que 2 + 4 nao esta definido em N e 4 + 2 esta.

Aos conjuntos para os quais isto acontecer daremos o nome de magma parcial.

Definicao 1.1.7. Um magma parcial sobre E é uma composicao binaria de alguns ele-

mentos de F, nao necesariamente todos.

Quando hé uma lei de composicao interna sobre E dizemos que o magma parcial é um

magma como na Definicao 1.1.5.

Como trabalhamos com algebras n—dimensionais, nosso interesse é estudar os magmas
parciais e os magmas no conjunto [n] = {1,...,n}. Nesse caso, n é a ordem do magma

parcial ou do magma.

Exemplo 1.1.8. O conjunto [2], com 1-1 =1 e tal que as outras composigoes nao estao

definidas é um magma parcial.

Exemplo 1.1.9. O conjunto [2] com a operacao - definida pelos produtos: 1-1 = 1,

1-2=1,2-1=2¢2-2=2¢éum magma.

Quando temos um magma parcial ou um magma sobre um conjunto £ usamos a notagao
a* b para denotar a composicao entre os elementos a e b no magma parcial ou no magma.

Além disso, denotamos o magma parcial ou o magma por (E, x).
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Defini¢ao 1.1.10. Um quase-grupo parcial é definido como um magma parcial ([n], ) tal
que, se as equacoes

irx=jey-i=j, com i,j € [n], (1.1)
tém solugoes para x e y em [n], entdo essas solugoes sao tnicas.

Definigao 1.1.11. Um quase-grupo parcial é um quase-grupo se ambas equagoes em (1.1)

tém sempre solugoes tnicas.

Exemplo 1.1.12. Todo grupo é um quase-grupo que € associativo. O conjunto dos

inteiros Z com a subtracao — é um quase-grupo.

Definicao 1.1.13. Um anel ¢ um conjunto nao vazio R com duas operacoes, que denota-
mos por + e - que sao chamadas adigao e multiplicagao, respectivamente, tais que, para

todos a, b, c € R, as seguintes propriedades sao satisfeitas:
i) a+(b+c)=(a+b)+c
i) a+b=">0+a.
iii) Existe um elemento 0 € R tal que a + 0 = a.
iv) Existe um elemento —a € R, tal que a + (—a) = 0.
v) a-(b-c)=(a-b)-c
vi)a-(b+c¢)=a-b+a-c.
vil) (a+b)-c=a-c+b-c.
Se a-b="b-a, para todos a,b € R, entao o anel é comutativo.

Um anel R que contém um elemento 1 # 0 tal que 1-a =a -1 = a, para todo a € R, é

chamado anel com unidade.

Exemplo 1.1.14. O conjunto Z dos numeros inteiros, o conjunto Q dos niimeros raci-
onais, o conjunto R dos nimeros reais e o conjunto C dos ntimeros complexos, com a

adicao e multiplicacao usuais, sao exemplos de anéis comutativos com unidade.

Definicao 1.1.15. Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se valem,

para todos x,y € I, para todo a € R:
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) z,yel = x—yel.
i) r€l,a€ R= ax,za € I.

Exemplo 1.1.16. Seja a um elemento de um anel. Entao o conjunto RaR de todas as

somas finitas da forma > z;ay;, com z;,y; € R, é um ideal de R.
i

Definicao 1.1.17. Um ideal I de um anel R é primo se as duas condigoes a seguir sao

satisfeitas:
i) I é um subconjunto préprio de R.
ii) Sepge I, entaop e I ougqe .
Exemplo 1.1.18. No anel Z, o ideal 2Z = {2n : n € Z} é um ideal primo.

Definicao 1.1.19. Seja R um anel com unidade 1. Um grupo abeliano M é um R—mddulo
(2 esquerda) se estd definida uma funcao de R x M — M tal que (a,m) — am para

cadaa € R, m € M, e para todos a,b € R e m, my, mg € M, valem:
i) (a+b)m = am + bm,
ii) a(m; +mq) = amy + ams,
iii) a(bm) = (ab)m,
iv) Im =m.

Num R—mddulo a direita, definimos uma funcdo M x R — M ,com (m,a) — ma, a

qual cumpre as propriedades i) até iv) & direita.

Segue diretamente da definicao que se K é um corpo, entao o conceito de K—mddulo
coincide com a nogao de espaco vetorial sobre um corpo K.

Exemplo 1.1.20. Sejam A um grupo abeliano, a € A e m € Z". Define-se

;

04 (o neutro do grupo A) , sem =0,

ata+---+a, sem e Z+,

m—vezes

\(—a)—l—(—a)—i—---%—(—a), sem e 7.

-

L |m|—vezes

Assim A é um Z—moddulo.
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Definicao 1.1.21. Um R— moddulo é livre se tem uma base.

Definicao 1.1.22. Seja R um anel comutativo. Um R—mddulo A é uma R—dlgebra se ha
uma multiplicagao -, definida em A, tal que (A, +,-) é um anel e ainda valem as seguintes
condicoes:

r(ab) = (ra)b = a(rd),
para todo r € R e para todos a,b € A.

Exemplo 1.1.23. O conjunto Z dos nimeros inteiros, o conjunto Q dos niimeros raci-
onais, o conjunto R dos nimeros reais e o conjunto C dos ntimeros complexos, com a

adicao e multiplicagao usuais, sao Z—algebras.
Definicao 1.1.24. Uma algebra A é comutativa se ab = ba, para todos a,b € A.
Exemplo 1.1.25. No Exemplo 1.1.23, todas as Z—4algebras sao comutativas.

Uma algebra de dimensao finita que tenha uma base fica determinada pelos produtos dos

elementos de sua base, como a seguir.

Definigao 1.1.26. Sejam A uma algebra n—dimensional sobre um corpo K e {e,...,e,}

uma base desta algebra. As constantes de estrutura de A sao os nimeros cfj € K tais que

n
eiej = Zcfjek, para 1<1i,57 <n. (1.2)
k=1
Observacao 1.1.27. O expoente da constante é também um indice, que denota a cons-
tante que acompanha o vetor e;; os outros dois indices denotam o produto dos vetores e; e
e;. Ao longo da dissertacao denotamos ou diferenciamos as algebras por meio do produto

de seus elementos béasicos.

Exemplo 1.1.28. Se A é uma é&lgebra com base {ej,es} sobre de dimensao 2 sobre o
corpo finito F3 com trés elementos, definida pelos produtos ejes = e1+2¢e5 € e161 = €21 =

— A ol 2 T 2 _ 1 _ 2 _ 1 _ 2 __

Definigao 1.1.29. Uma &lgebra A é abeliana se todas suas constantes de estrutura sao

iguais a zero.
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Exemplo 1.1.30. Se no Exemplo 1.1.28, e;e; = 0, temos

1 2 1 _ 92 1 _ 2 _ 1 _ 2 _
C]1 = Cfp = Cjg = Clg = Gy = Cy1 = Cgy = Cp =0,

isto é, se todas as constantes de estrutura sao iguais a zero, a algebra A é abeliana.

Observagao 1.1.31. Na Defini¢ao 1.1.29, se uma algebra A é abeliana, entao todos os

produtos dos elementos de qualquer base de A sao todos iguais a zero pela equagao (1.2).

Observagao 1.1.32. Uma algebra comutativa nao necessariamente é abliena. Isto porque
a definicao de algebra comutativa nao tem nenhuma condi¢cao sobre as constantes de

estrutura.

Exemplo 1.1.33. Para exemplificar a Observacao 1.1.32, tomamos a algebra A bidimen-
sional com base ey, es sobre o corpo K (qualquer corpo) definida pelos produtos eje; = ey,

€€y = €9 € €169 = egeq = 0. A dlgebra A e comutativa mas nao é abeliana.

A partir de agora, todas as algebras estudadas terao estrutura de espaco

vetorial.

Uma das estruturas importantes para o ultimo capitulo é o centro de uma &lgebra, por

isto tendo em conta a Definigao 1.1.29, definimos a seguinte estrutura.

Definigao 1.1.34. Seja S um subespago vetorial de uma algebra A. Os anuladores a

esquerda e a direita de S em A sao definidos, respectivamente, por

Anny-(S) = {u € AJuv =0, para todo v € S}

Anna+(S) = {u € Alvu =0, para todo v € S}.

A interse¢ao dos dois conjuntos anteriores é chamado o anulador de S em A e é definido

por

Anny(S) = {u € Aluv = vu =0, para todo v € S}. (1.3)
Exemplo 1.1.35. Sejam A uma algebra abeliana e {ej,...,e,} uma base de A. Entao
e;e; = 0, para todos 7,7 € {1,--- ,n}, por isto, para todos u,v € A, uv = 0 = vu, ja que

uv = (are1+ - +ape,)(bier+ - +bpe,) = artbierer+- - -+apbierent+- - - anbpene, =0 = uv.
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Por isto, Anna(A) = A.

Definigao 1.1.36. Dado um subespaco vetorial S de uma algebra A, definimos o su-

bespago vetorial SA = {uv|u € Sev € A}.

Exemplo 1.1.37. Seja S = {0} o subespaco vetorial nulo do corpo finito de dois elemen-

tos IFy visto como algebra sobre si mesmo. Assim,
SFy = {uv|u € {0} ev € Fo} = {0}.

Enunciamos as seguintes definigdes com o objetivo de estudar no Capitulo 2 as algebras

de Lie nilpotentes.

Definicao 1.1.38. A dlgebra derivada da dlgebra A é definida como a subalgebra
A% = AA = {ww|u,v € A} C A.
Exemplo 1.1.39. Seja F; uma &algebra sobre si mesmo. Temos
Fy? = FyFy = {uv| u,v € Fy} = Fy.

Definigao 1.1.40. Sejam A uma algebra e u € A. A a¢ao adjunta de u em A é a funcao

ad, : A — A? tal que ad,(v) = uv, para todo v € A.

Definigao 1.1.41. A série derivada da dlgebra A é definida como
Ci(A) = ADCy(A) =A% D ... DCh(A) = (Ch1(A))? D ...

Definicao 1.1.42. Uma algebra A é soluvel se existir um ntimero inteiro positivo m tal
que Cpi1(A) = {0}. O menor desses nimeros inteiros é chamado indice de solubilidade

da algebra.

Exemplo 1.1.43. Seja A uma &algebra abeliana. Entao A é solivel, com indice de solu-

bilidade m = 1, pois
Ci(A) = ADCy(A) = A = {uv| u,v € A} = {0},

ja que uv = 0, para todos u,v € A.
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Definicao 1.1.44. A série central descendente da algebra A é definida como
C'(A)=ADC*A)=A?D...DC"A)=(C*1(A)AD ...

Definicao 1.1.45. A &lgebra A é dita nilpotente se existe um inteiro positivo m tal que
C™1(A) = {0}. O menor desses ntimeros inteiros é chamado de indice de nilpoténcia da

algebra.

Exemplo 1.1.46. Seja A uma algebra abeliana. Entao A é nilpotente, com indice de

nilpoténcia m = 1, pois
C'(A) = ADC*A) = A% = {uv| u,v € A} = {0},

ja que uv = 0, para todos u,v € A.

O indice de solubilidade, o indice de nilpoténcia junto com as dimensoes de cada subespago

vetorial C(A) e C*(A) sdo todos preservados por isomorfismos.

Definicao 1.1.47. O tipo de algebra A de indice de nilpoténcia m ¢é definido como a
sequencia

{dim A/C2(A), dim C2(A)/C3(A), ..., dimC™(A)/C™(A)}. (1.4)

1.2 Isotopismos de algebras

Nesta se¢ao definimos os isotopismos sobre qualquer par de algebras e fazemos algumas
classificagoes por meio de isotopismos. Estabelecemos também uma relagao entre os anu-
ladores de duas dlgebras isotépicas. Além disso, fazemos um pequeno estudo dos magmas

associados a uma algebra e outras propriedades dos magmas entre algebras isotdpicas.

Consideremos duas algebras n—dimensionais A e A’, com bases B = {ej,...,e,} e
B = {e€},... €}, respectivamente. Para o € S,,, definimos uma transformacao linear

nao singular T, : A — A’ tal que T, (e;) = €.

Exemplo 1.2.1. Dadas duas algebras tridimensionais A e A’ com bases {ej, ez, e3} e
{€l, €), €4}, respectivamente, o isomorfismo denotado como Tle3) com (23) € S é linear-

mente definido como T{93)(e1) = €], Tias)(€2) = €5 e T(a3)(e3) = €5.
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Daqui em diante a notacao para a funcao identidade nos indices é 1.

Definig¢ao 1.2.2. Duas dlgebras n—dimensionais (A4, -) e (A’, o) definidas sobre um mesmo
corpo K sao ditas isotopicas se existirem trés transformagoes lineares nao singulares f, g

e h de A em A’ tais que

fw)og(v) =h(u-v), paratodos u,v € A. (1.5)

A terna (f, g, h) é dita um isotopismo entre as dlgebras A e A’

i) Se h ¢ a transformacao identidade Id, entao o isotopismo é chamado principal.

ii) Se f = g, entao dizemos que ha um isotopismo forte e, as élgebras sdo consideradas

fortemente isotopicas.

iii) Se f = g = h, ent@o o isotopismo constitui um isomorfismo, que é denotado por f

em vez de (f, f, f).

Daqui em diante, a fim de simplificar a notacao e sempre que nao houver confusao, nao
escrevemos explicitamente os produtos - e o, ou seja, escrevemos a identidade (1.5) como

f(u)g(v) = h(uv), para todos u,v € A.

Exemplo 1.2.3. O primeiro exemplo de isotopismo € (ida,id,ids) da algebra A nela

mesma, com idy : A — A tal que ids(u) = u, para todo u € A.

ida(u) - ida(v) = uwv =ids(u-v), paratodos u,v € A.

Ao longo da dissertacao apresentamos outros exemplos de isotopismos.

Observagao 1.2.4. Um isomorfismo de algebras f : A — A’ é um isotopismo com a
terna (f, f, f), pois é uma transformacao linear bijetora que também é um homomorfismo
tal que

flu-v)= f(u)- f(v), paratodos u,v € A.

O isotopismo, o isotopismo forte ou o isomorfismo sao relagoes de equivaléncia entre
algebras. Usamos as notacoes A ~ A, A~ A" e A= A’ para denotar que A é isotdpica a

A’, A é fortemente isotépica a A’ e A é isomorfa a A’ respectivamente.
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Sejam A e A’ dlgebras isotépicas n—dimensionais sobre um mesmo corpo K e {ej,...,e,}
e {e],..., e} suas respectivas bases. Qualquer isotopismo (f, g, h) entre as duas algebras

¢ determinado exclusivamente por seus respectivos conjuntos de constantes de estrutura,

k 1k —
ciy e ¢y, e as entradas correspondentes das matrizes nao singulares F' = (fi;), G = (gi5)

e H = (h;;) que estdo respectivamente relacionadas as fungoes f, g e h. Aqui, temos

ale;) = Y age), para cada a € {f, g, h}.
j=1

As proximas igualdades seguem em particular dos coeficientes de cada vetor basico na

expressao f(e;)g(e;) = h(ee;).

Z i fingi = Zcfjhsm, para todo 4,j < n. (1.6)
s=1

k=1

Da igualdade a(e;) = »_ o€}, para cada o € {f, g, h}, temos
j=1

Zfzkek e g( e] Zg]len

Disto e abrindo o somatério de g(e;),

flei)gle;) = ( i fikeﬁg) ( i 9jl€§>
(Zflkek;)gjlel <Zflkek>g]nen‘

Abrindo o somatério de f(e;), obtemos

f(ei)g(ej) (leel)gjlel (fm )gjlel +- (filell)gjneiz oot (finegz)gjnegz
= ((fagn)eV)el + -+ + ((fing e, )€l + -+

+ ((firgin)€1)gimen + - - 4 ((finGjn)en) ginen,

e, associando as constantes de estrutura, temos

n

flegles) =Y ((fwgi)en)er + -+ > ((fagin)ei)e,

=) (Z((fzkg]l € 61)

=1 k=1 k,

3

Sl

M3£

fzkg]l ekez

(\

=1
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Reescrevendo os produtos dos vetores temos

n n

Z fikgji ( Z ¢ Ze%) = Z (Z C/Z;fz'kgjle;n>
k=1 kl=1 m=1

= Z ( Z C/Z;fikgjlelm> = ( Z ¢ klfzkgjl) Em:
m=1 k=1 m=1 " kl=1

Agora,
h(eie;) = h( y C’fjels> ih (€5)
s=1
S ) jc (Zhsme ) =3 (3 ¢hhuncs,)
s=1 s=1 s=1 m=1

n

S (S = 35 (3 i
=1
Por conseguinte, Z iihsm = 22 ufingii-
=1 k=1

Seguindo o objetivo de classificar as algebras por meio de isotopismos, enunciamos como

primeira classificacao o seguinte lema.

Lema 1.2.5. Uma dlgebra abeliana n—dimensional nao é isotopica a qualquer outra

algebra nao abeliana n— dimensional.

Demonstragao: Suponhamos que exista um isotopismo (f, g, h) entre uma algebra nao
abeliana n—dimensional (A,-) e uma &lgebra abeliana n—dimensional (A’,0). Sejam
{e1,...,e,} umabase de A el <i,j <nindices tais que e;e; # 0. Pela nao singularidade
de h, temos h(e;e;) # 0, j& que e;e; # 0, isto porque h é injetora. Como f, g e h s@o
transformacoes lineares, entao os elementos da base de A sao enviados por f, g e h a

elementos da base de A’. Logo f(e;)g(e;) = 0.

Agora, pela definicao de isotopismo, concluimos f(e;)g(e;) = h(e;e;). Portanto,

0= f(ei)g(ej) = h(eie;) # 0,

que é uma contradicao. Assim, nao existe um isotopismo entre uma algebra nao abeliana

n—dimensional e uma algebra abeliana n—dimensional. [ |
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Proposicao 1.2.6. Ezistem duas classes de isomorfismo e isotopismo de dlgebras unidi-

mensionais: a abeliana e aquela descrita pelo produto dos vetores da base ejeq = ey.

Demonstragdo: Primeiro provamos que toda édlgebra (A, -) ndo abeliana de dimensao
um é descrita pelo produto do elemento da base de A da seguinte forma e e; = ae;, com
a € K\{0}. Na equagao (1.2), temos que 7, j e k sao iguais a 1, j4 que s6 existe um

elemento na base de A. Assim

k 1 1
e1e1 = ciiex = ereq = cqie1, com ¢p; € K\{0},

1
k=1
porque se ci;, = 0 entao A é abeliana. Fazendo ¢}, = a, obtemos eje; = ae; com
a € K\{0}.

Sejam (A’,0) a élgebra um-dimensional descrita pelo produto eje; = e; e f: A — A,

com f(e;) = ae;. Provamos que f é um isomorfismo. Ja que f é uma transformagao

linear, para todos a € Ke x,y € A, com z = ae; e y = fe; e a, f € K, temos

flaz) = af(z) e flz+y) = flz)+ f(y),

porque f é linear. Agora

f(z-y) = fla(aey) - Ber) = f((aaB)er)
= (aaf)f(e1) = aaf(er) o Bf(e1)
= f((aa)er) o f(Ber) = f(x) o f(y).

Por isto, f é um homomorfismo de algebras e, como f é uma transformacao linear nao
singular, f é bijetora. Existem, portanto, sé duas classes de isotopismos de dimensao um:
a classe das algebras descritas pelo produto eje; = e; e pelo Lema 1.2.5, a classe das
algebras abelianas. [ |
Outro dos nossos objetivos nesta dissertacao, além da classificacao de algebras, é identi-

ficar algumas estruturas que sao invariates por meio de isotopismos entre algebras.

Lema 1.2.7. Seja (f,g,h) um isotopismo entre duas dlgebras n—dimensionais A e A’.

Seja S um subespaco vetorial de A. Entdo
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a) f(Anna-(S)) = Anna-(g(S)) e dimAnna-(S) = dim Anna-(g(9)).
b) g(Anna+(S)) = Anna+(f(S)) e dim Anna+(S) = dim Anna+ (f(S)).
c) f(Anna-(S5)) N g(Anna+(S)) = Anna (f(S) N g(S)).

Demonstragao: Para provar a), sejam u € g(S5) e v € f(Anna-(S)). Entao

vu = f(f'(0)g(g" (u))
= h(f"'(v)g~ (u)) = h(0) = 0.

(1.7)

A primeira igualdade decorre de v = f(f~'(v)) e u = g(g~'(u)), pois f e g sao bijetoras;
a segunda igualdade pela definigdo de isotopismo na equagao (1.5); a terceira igualdade
porque f~1(v) € Anny-(S) pela definicio do anulador, f~!(v)w = 0, para todo, w € S.
Além disso, g~ (u) € S. Logo f~'(v)g~*(u) = 0 e, a tltima igualdade decorre de h ser

bijetora.

Da equagao (1.7), vu = 0, para todo u € g(S) e, como v € f(Annas-(5)) C A’, vem que
v e Anny-(g(9)). Poristo f(Anna-(S)) C Anny-(g(S)).

Agora, sejam u € Anny,-(g(S)) e v € S. Entao, da nao singularidade de f temos

h(f(upv) = f(fH(u))g(v) = ug(v) = 0. (1.8)

A primeira igualdade vem da defini¢ao de isotopismo na equagao (1.5); a segunda igual-
dade porque f é bijetora; a terceira, porque v € S C A, de onde g(v) € A" e u €

Ann 4-(g(S)). Pela defini¢ao do anulador, ug(v) = 0, para todo g(v) € g(S).

Portanto da equagao (1.8) e, j4 que h é bijetora temos f~!(u)v = 0, para todo v € S C
A. Assim u € f(Anny-(95)), por isto Anny-(g(S)) € f(Anna-(S)); daqui obtemos
Ann - (g(5)) = f(Anny-(S)). Por dltimo, como f é bijetora, sabemos que se cumpre

dim Ann - (g(S)) = dim Anns-(S).

Para provar b), sejam u € f(S) e v € g(Ann,+(5)). Entao

uv = f(f7H(u)glg™ (v) = h(f~ (u)g~" (v)) = h(0) = 0. (1.9)

A primeira igualdade é porque v = f(f~!(u)) e v = g(g71(v)), j4 que f e g sao bijetoras;
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a segunda igualdade pela defini¢ao de isotopismo na equagao (1.5); a terceira igualdade
porque g~ '(v) € Anny+(S) e, pela definigao do anulador g~ (u)w = 0, para todo w € S.
Além disso, f~'(u) € S, logo f~H(u)g ' (v) = 0 e a tltima igualdade segue de h ser
bijetora h.

Da equagao (1.9) uwv = 0, para todo u € f(S) e, como v € g(Ann,+(S)) C A’, assim
v € Ann 4+ (f(S)). Por isto, g(Ann+(S)) C Ann 4+ (f(S)).

Agora, sejam u € Anny+(f(S)) e v € S. Entao da nao singularidade de f, temos

h(vg™ (u)) = f(v)g(g™ (w)) = f(v)u = 0. (1.10)

A primeira igualdade decorre da definigao de isotopismo na equacao (1.5); a segunda de
que g é bijetora; a terceira igualdade porque v € S C A de onde f(v) € f(S) C A’ e
u € Ann 4+(f(S)) por defini¢ao do anulador f(v)u = 0, para todo f(v) € f(5).

Da equacao (1.10) e, ja que por definicio h ¢ bijetora, vg~'(u) = 0, para todo
v € S C A Portanto, u € g(Anna+(S)), por isto Ann+(f(S)) C g(Anna+(S));
daqui Ann+(f(S)) = g(Anny+(S)). Por tltimo, como g é bijetora por definigao,
dim Ann 4+ (f(S)) = dim Anna+(S).

Agora provamos c¢). Temos

f(Anna-(9)) N g(Anna+ (S)) = Ann - (g(S)) N Ann g+ (f(5))
(9(5))
(5))
= Anna(g(S)) N Anna (£(S))

(
D Ann i+ (g(S)) N Ann -

N Ann,+(f(S)) N Ann - (f
) (

(
= Anna(g(S) N f(5))
= Anna (f(S) N g(9)).

A primeira igualdade segue de a) e b); a inclusao da segunda linha por propriedades da
intersecao; a terceira e quarta linhas pela definicao de anulador.
Agora, para obter a igualdade dos conjuntos no enunciado, provamos a outra inclusao. Se

v € f(Anna-(S)) N g(Anna+(S)), entao existem wuq, uy tais que f(u1) = v = g(us), logo
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seja v’ € f(S)Ng(9) tal que f(u)) =" = g(uj). Assim

v-v = f(ur)g(us) = h(uyuy) = h(0) = 0.

Aqui a segunda igualdade vem da definicao de isotopismo, a terceira, da definicao de
anulador e porque u; € Anny-(S) e ujy € S; a ultima igualdade da nao singularidade de

h. |

Proposicao 1.2.8. Seja (f,g,h) um isotopismo entre duas dlgebras n—dimensionais A

e A'. Entio
a) f(Anna-(A)) = Anng-(A) e dim Anny-(A) = dim Ann- (A).
b) g(Annas(A)) = Annas () e dim Annas (A) = dim Anngs (4).
c) f(Anna-(A)) N g(Anna+(A)) = Anna(A').

Demonstragao: Como A é subespago vetorial de A, o resultado segue direto do Lema

1.2.7, trocando S por A e, como f e g sdo bijetoras, temos f(A) = g(A) = A" [ |

Agora tendo em conta nosso interesse no estudo das estruturas que sao invariantes por

meio dos isotopismos de algebras, enunciamos o seguinte lema.

Lema 1.2.9. Seja (f,g,h) um isotopismo entre duas dlgebras n—dimensionais A e A’.

Entio h(A?) = A” e dim(A?) = dim(A").

Demonstracao: Da nao singularidade de f e g, temos que f e g sao bijetoras. Logo
f(A) = g(A) = A’. Por isto temos f(A)g(A) = A e, pela definicdo de isotopismo,
f(A)g(A) = h(A?). Portanto,

A" = f(A)g(A) = h(A),

e, como h é bijetora, segue dim(A’?) = dim(A?). [ |

Terminamos a se¢ao com o estudo de algebras magmas parciais e para isto primeiro enun-

ciamos quando dois magmas parciais sao isotopicos.
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Definig¢ao 1.2.10. Dois magmas (parciais) ([n],-) e ([n], o) s@o ditos isotdpicos se existem

trés permutagoes «, 3 e v no grupo simétrico .S,, tais que

a(i)o f(j) =~(i-j), paratodos i,j < n tal que existe i - J. (1.11)

Se a = [ = 7, entao os magmas (parciais) sao considerados isomorfos. A terna («, f3,7)

constitui um isotopismo de magmas (parciais) (um isomorfismo se o = 5 = ).

Observacao 1.2.11. Na Definigao 1.2.10, o conjunto base é o mesmo, neste caso [n]. Nao
conhecemos uma definicao de isotopismo de magmas com conjuntos que sejam diferentes.
Essa definicao poderia ser feita para isomorfismos, porém a ideia desta secao é estudar os

isotopismos.

Tendo em conta as defini¢oes de magma e de magma parcial, fazemos uma relagao com
as algebras, para estudar mais para frente isotopismos sobre outro tipo de dlgebras. A

relacao ¢é a seguinte.

Definicao 1.2.12. Uma algebra n—dimensional sobre um corpo K é uma dlgebra magma

parcial se existem uma base {ey,...,e,} da dlgebra e um magma parcial ([n],-) de modo
que
Cii€ii, Se 1-j existe
ciej =4 ’ (1.12)
0, caso contrario,

para cada par de elementos ¢, j < n e alguma constante de estrutura ¢;; € K\{0}.

Denotamos uma tal algebra por A® e dizemos que a algebra é baseada no magma parcial
([]; -)-

Definigao 1.2.13. Seja ([n],:) um magma parcial, a estrutura algébrica baseada no
magma parcial é um anel magma parcial se todas as constantes de estrutura diferentes de

zero de (1.12) s@o iguais a 1.

Definigao 1.2.14. Seja ([n],-) um magma, a édlgebra baseada no magma ¢é uma dlgebra

magma (um anel magma se todas as constantes da estrutura sao 1).

Algebras magmas parciais constituem, portanto, uma natural generalizacao do conceito
de algebra de quase-grupos, uma vez que a condi¢ao de ser baseado em um quase-grupo

¢ substituido por ser baseado em um magma parcial.
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Provamos no seguinte resultado que nos diz que magmas parciais isotépicos (isomorfos,
respectivamente) dao origem a anéis magmas parciais isotépicos (isomorfos, respectiva-

mente).

Lema 1.2.15. Dois anéis magmas parciais sao isotdpicos (isomorfos, respectivamente)
se seus respectivos magmas parciais nas quais sao baseadas sao isotdpicos (isomorfos,

respectivamente).

Demonstragao: Sejam A® e A° dois anéis magmas parciais baseados em dois magmas
parcias isotopicos ([n],-) e ([n], o), respectivamente. Seja {ei,...,e,} o conjunto que
representa uma base das dlgebras A® e A°, e (f,g,h) o isotopismo entre ([n],-) e ([n], o).

Para cada o € {f, g, h} definimos a funcao @(e;) = eq). Dai

F(e)gle;) = ermeqt) = erwet) = eniii) = hley) = hleie;).
A primeira igualdade é pela definicdo de f e g, a segunda, pela definicao de isotopismo,
lembrando a equagao (1.12), tendo em conta que cj; = 1, para todos i e j, ja que A° é um

anel magma parcial; a terceira, pela definicao de isotopismo, a quarta, pela definicao de

h e, por tltimo, a quinta, pela equacio (1.12), tendo que A® é um anel magma parcial.

A partir da linearidade, a terna (f,g,h) determina, portanto, um isotopismo entre as

algebras A®* e A°. Se f = g = h, entao isso constitui um isomorfismo. [ |
A reciproca do Lema 1.2.15 nao é verdadeira em geral.

Exemplo 1.2.16. Como contraexemplo da reciproca do Lema 1.2.15, temos os dois mag-
mas parciais ([2],e) e ([2],0) que s@o respectivamente descritos pelos produtos nao nulos
lel=1elol=1=2o01, estes magmas parciais nao sao isotépicos. No entanto, os
anéis magmas parciais A® e A°, com as respectivas bases {e1, e2} e {€], €4}, sdo isotépicos
por meio do isotopismo (f, 714, T14), com a transformagao linear f descrita por f(e;) = €}

e f(ex) = e, —¢€.

Ja que os outros produtos dos elementos das bases nao sao enunciados, assumimos
/ / / /
eo®ey=crocg=¢cy0¢c; =0 e e o0e,=e,0e,=0.

Verificamos se (f, Trq, T74) é um isotopismo, isto é, f(u) o Tiq(v) = Trq(u @ v), para todos
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uv € A. De fato:
[} f(@l) o} T[d(el) = 6’1 o} 6/1 = 6’1 = T[d(61> = T[d(el [ ] 61),

o f(ex)oTha(es) = (ehy—¢€))oey =¢ehoey—ejoey =0—0=0="Tr4(0) =Tra(ex®es),

fler) o Tra(es) =€) oey =0="Tr4(0) = Try(er @ e2),
o f(eg)oTrq(er) = (eh—¢€))oe] =ehoe)—ejoe) =€) —¢) =0="T14(0) =Trq(ex0e).
Portanto, (f, 774, T14) ¢ um isotopismo entre os anéis magmas parcias A® e A°.

A observacao anterior da origem ao problema aberto de distribuicao de certos tipos de
anéis magmas parciais em classes de isotopismo e isomorfismo para as quais a correspon-

dente classificacao dos magmas parciais em que se baseiam seja conhecida.

1.3 Geometria Algébrica Computacional

Expomos alguns conceitos basicos e resultados da Geometria Algébrica Computacional
que usamos ao longo da dissertacao para analisar a distribuicao de algebras em classes
de isotopismos e isomorfismos por meio de exemplos. A secao é ilustrativa, o objetivo
¢ entender qual é a teoria que Falcén em [32] precisa para usar diferentes algoritmos no
calculo das bases de Grobner das diferentes algebras. Para este estudo usamos os livros

de Cox, Little e O’Shea [23] e [24].

1.3.1 Preliminares

Esta secao tem como finalidade enunciar dois teoremas que estabelecem o tempo dos

algoritmos para calcular as bases de Grobner.

Definigao 1.3.1. Sejam X e K[X], respectivamente, o conjunto de n varidveis {z1, ..., z,}

e o anel de polinomios multivariados relacionados a X sobre um corpo K, dotado da gra-

dua¢do padrao induzida pelo grau de polinomios, isto é, K[X]| = @ K4[X], com cada
0<d

K4[X] o conjunto de polindmios homogéneos em K[X]| de grau d. Qualquer monémio de

K[X] tem a forma x* = x{' ... x% e é identificado com o ponto a = (a4, ...,a,) € N
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Lembramos a ordem que usamos num anel de polindbmios, primeiro entre os polinomios e

depois entre os monomios.

Definicao 1.3.2. Uma ordem total < em K[X] ¢ uma relagao bindria entre os polinomios

de K[X] tal que, dados trés polinémios p, g, r € K[X], verificam-se as seguintes condigoes:
i) Sep<geq<p,entdop=q.
ii) p<qougq<np.
iii) Sep<qgeq<r, entaop <r.

Definicao 1.3.3. Uma ordem de termo monomial < em K[X]| é uma ordem total no

conjunto de mondmios em K[X] tal que
i) 1 < x% para todo a € N"\{0}.
ii) Se x® < x” para alguns a,b € N", entao x**¢ < x**¢, para todo ¢ € N".

Definigao 1.3.4. A ordem lezicogrdfica <., ¢ uma ordem de termo monomial definida

b _ b

em K[X] tal que, dados dois monomios x = z{* ... 2% e xP? = z7* ... 2" em K[X], temos

X <0 XP se existe um inteiro positivo m < n tal que a; = b;, para todo i < m e a,, < by,.

Na pratica, sabemos que o algoritmo para determinar se x® <., x® é o seguinte, cal-
culamos b —a = (b — ay,--+ ,b, — a,) e verificamos se a primeira entrada nao nula é

positiva
Exemplo 1.3.5. Vemos dois exemplos com diferentes n—uplas.

1. Se tomamos (0,3,4) e (1,2,0), temos (0,3,4) <. (1,2,0), isto porque ao fazer
(1,2,0) — (0,3,4) = (1,—1,—4) a primeira entrada diferente de zero é 1 que é

positivo.

2. Se tomamos os dois vetores (—1,—2,—3,4,5,6) e (2,3,4,5,6,7), a relagdo entre
eles é (2,3,4,5,6,7) <jer (—1,—2,-3,4,5,6), isto porque ao fazer b — a obtemos
(2,3,4,5,6,7) — (—1,—2,-3,—4,5,6) = (3,5,7,9,1,1), logo a primeira entrada di-

ferente de zero é 3 que é positivo.

Dal/ X(07374) '<le:1: X(17273) e X(27374757677) _<l6I X(_17_27_3741576)_
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Definigao 1.3.6. (Ordem Lezicogrifica Graduada). Sejam x® e x° dois mondmios em

K[X]. Dizemos que Xx* <gex X2 86 > a; < Y. b ouse > a; =Y b;, € X* <jep X°.
Exemplo 1.3.7. Vemos alguns exemplos para ilustrar a Definicao 1.3.6.

1. Tomamos (3,2,0) e (1,2,3). Logo x®29 < .. x123) j4 que

3+24+0=5<6=1+2+3.

2. Tomamos (4,2,6,8) e (5,3,7,9). Logo x(4268) <, x(5379) 34 que

4+24+6+8=20<24=5+3+T7+09.

Da Teoria de Anéis, lembramos algumas propriedades e defini¢oes, isto porque precisamos

deles nos diferentes calculos que Falcon em [32] realiza por meio dos diferentes algoritmos.

Defini¢ao 1.3.8. A altura ht(I) de um ideal primo I num anel R é definida como o
supremo dos inteiros positivos n € N de forma que exista uma cadeia Iy C ... C [,, = 1

de ideais primos distintos em R.

Observacao 1.3.9. Na Definicao 1.3.8 o ideal I, em cada uma das cadeias nao é neces-
sariamente o ideal zero, ja que Iy é um ideal primo e nao podemos asegurar que o ideal

zero seja também primo em todos os possiveis anéis.

Defini¢ao 1.3.10. A dimensdo de Krull de K[X] é o supremo de todas as alturas de

todos os seus ideais principais.

Definigao 1.3.11. O ideal gerado por um conjunto finito de polinémios py, . .., p,, € K[X]

¢é definido como

(p1,..som) ={p e K[X]|p= Zqi - pi, com ¢; € K[X], para todo i <m}. (1.13)

=1

Exemplo 1.3.12. Tomamos o ideal I = (x) no qual todos os polinomios tem termo

independente igual a zero

Defini¢ao 1.3.13. Dois polinémios p,q € K[X] sao congruentes mddulo um ideal I de
K[X]sep—qel.
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Esta é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 1.3.14. No anel de polinémios Q[z], tomando o ideal (x) os polinomios 5z + 2

e 4x 4 2 s@o congruentes médulo o ideal (), porque

(br+2)— (de+2) =2 € ().

Definig¢ao 1.3.15. O anel quociente polinomial K[X]/I é entao definido como o conjunto

de classes de equivaléncia de K[X] com respeito a esta relagao.

Exemplo 1.3.16. No anel Q[z] se tomamos o ideal (x?+1), o anel quociente Q[x]/(z*+1)

¢ isomorfo ao corpo Q(3).

Defini¢ao 1.3.17. O conjunto algébrico definido por um ideal I de K[X] é o conjunto

V(I) de zeros comuns a todos os polinomios em I, ou seja,

V(I)={(ai,...,a,) € K*|p(ay,...,a,) =0, para todo p € I}. (1.14)

Defini¢ao 1.3.18. O radical do ideal I em K[X] é a cole¢ao de polinomios K[X] tais que
existe uma poténcia deles em I, isto é, o conjunto {p € K[X]| : p™ € I para algum m inteiro

positivo com m > 1}.
Exemplo 1.3.19. No anel Z;[z] o radical do ideal (x?) é (z).

Definicao 1.3.20. Seja < uma ordem de termo monomial no conjunto de monoémios em
K[X]. O maior monémio de um polinémio f em I com respeito a < é seu monémio
principal LM (f), cujo coeficiente em f é o coeficiente principal LC(f). O termo principal
de f é o produto LT(f) = LC(f) - LM(f).

Exemplo 1.3.21. Seja p = 2z* + 322 + 5, entdao LC(p) = 2, LM (p) = x* com a ordem

lexicografica.

Definicao 1.3.22. O ideal gerado por todos os termos principais dos elementos de I,

(LT(I)), é definido como o ideal inicial 1.

Observacgao 1.3.23. Uma observagao relevante que faz Falcén em [32] é que, independen-
temente da ordem do termo monomial, se o ideal I é zero dimensional, entao a dimensao

de Krull do anel quociente polinomial K[X]/I coincide com o niimero de monémios padrao
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de I. Este nimero é sempre maior ou igual ao nimero de pontos de V(I). A igualdade se
mantém sempre que I seja radical. A dimensao de Krull de K[X]/I e os pontos de V(I)

podem ser completamente determinados por meio das bases de Grobner.

Definicao 1.3.24. Uma base de Grébner de um ideal I de K[X], com respeito a <, é
qualquer subconjunto G' = {¢i, ...gs} de polinémios em I cujos termos principais geram

o ideal inicial I, isto é, se

(LT(g1), -, LT(gs)) = (LT(I)).

Exemplo 1.3.25. No anel de polinémios Q[z] tomamos o ideal I = (z). Logo uma base de
Grobner com a ordem lexicogréfica é {2x, 2245z}, ja que LT (2x) = 2z e LT (z*+5z) = 22,
assim

(LT (2z), LT (2* + 52)) = (2z,2%) = (z) = (LT(I)).

Agora vemos um exemplo do livro [23] nas paginas 75 e 77 de um conjunto que nao é uma

base de Grobner.

Exemplo 1.3.26. Seja I = (p1,p2) C Kz, y], com p; = 23 — 22y e py = 2%y — 29> + z.
Usando a ordem lexicografica graduada nos monémios em K[z, y|, temos LT (p;) = 23 e

LT (py) = x?y. Logo

T-py—y-p1 =2’y — 297 + ) —y(z® — 2wy) = 23y — 229° + 2 — 2Py + 2297 = 2%

Portanto, z* € I e LT (2*) € (LT(I)), mas x* nao é divisivel por LT (p;) nem por LT (ps),
por isto 2% & (LT (p1), LT (p2)), ou seja, (LT (p1), LT (p2)) # (LT(I)). Assim {p;,ps} nao
¢ uma base de Grobner, isto porque a Definicao 1.3.24 é equivalente a provar que o termo

principal de qualquer elemento diferente de zero do ideal I é divisivel por x ou y.

Definicao 1.3.27. Uma base de Grobner é reduzida se todos os seus polinomios forem
monicos e nenhum monomio de um polinomio em G da Definigao 1.3.24 é gerado pelos

termos principais dos outros polinomios da base.

Exemplo 1.3.28. No anel de polinémios Q[z], tomamos o ideal I = (z) no qual todos

os polindmios tem termo independente igual a zero. Uma base de Grobner reduzida com
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a ordem lexicografica para este ideal é {x, 2%}, j4 que LT (x) = x e LT(z?*) = 2%. Assim,

(LT(2%), LT (%)) = (w,2%) = (z) = (LT(])).

Falcén na sua tese de doutorado [32] disse que o calculo de uma base de Grébner reduzida
é sempre extremamente sensivel ao nimero de varidveis [40], [41], [45]. Particularmente,
com relacao ao tempo de complexidade necessario para calcular uma base de Grobner
reduzida sobre um corpo finito F;, com ¢ uma poténcia de um primo, encontramos o

seguinte resultado o qual é provado por Gao em [34] na Proposicao 4.1.1.

Teorema 1.3.29. O tempo de complexidade exigido pelo algoritmo de Buchberger para
calcular as bases de Grobner reduzidas de um ideal (p1,...,pm,D5 — p1,---, Pl — Dm)
definido sobre um anel polinomial Fy[z1,...,x,], com pi,...,pm polinomios dados na
forma esparsa, e que tém o comprimento mais longo I, € ¢°™ +O(m?l). Aqui, esparsidade

se refere ao numero de monomios.

1.3.2 Enumeracao de algebras

Com ajuda da teoria da Subsecao 1.3.1, podemos estabelecer a enumeracao de algebras
n—dimensionais sobre um corpo K, a distribuicao em classes de isotopismo e isomorfismo

e assim estudar o problema de analisar algebras n—dimensionais proposto em [32].

Sejam 2 uma algebra n—dimensional sobre o corpo K com base {e, ..., e,}. Denotamos

por €, o conjunto das constantes de estrutura desta algebra, isto é
¢, = {cfli,j. k < n}. (1.15)

Podemos definir K[€,] como o conjunto dos polindémios nas indeterminadas cfj

Observacao 1.3.30. Uma estrutura algébrica que é relacionada a qualquer ideal I de
K[€&,,] é entao relacionada a um conjunto de dlgebras n—dimensionais sobre K cujas cons-
tantes de estrutura constituem zeros de qualquer polinomio desse ideal I. Cada zero
(ci1y .-+, c") € V(I) constitui as constantes de estrutura de uma algebra n-dimensional,
com base {ej,...,e,}, de modo que e;e; = cfjek, para todos 7,7 < n. Por isto, ideais

distintos do anel polinomial K[€,] podem ser descritos para determinar o conjunto de
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algebras n—dimensionais com uma determinada propriedade.

Um dos nossos objetivos é examinar a teoria apresentada em corpos finitos. O calculo da
base de Grobner reduzida de cada um desses ideais permite que Falcén em [32] enumere
explicitamente as algebras magmas parciais em determinados corpos finitos, com a ajuda

dos algoritmos que apresentamos nesta se¢ao.

Teorema 1.3.31. O conjunto de dlgebras magmas parciais n—dimensionais sobre o corpo
finito F,, com q uma poténcia de um niumero primo, € identificado com o conjunto

algébrico definido pelo sequinte ideal de F,[C,)]
I=(cEel|l <id, g, kK <nk <k ,ijkKe{l,.. . n}.

Além disso,

V()| = ding, (Fy[€,]/1).

Como os célculos da base de Grobner sao feitos por meio de algoritmos num programa
computacional, é importante ter uma nocao de quanto tempo levaria o calculo, por isto

temos o seguinte resultado.

Coroldrio 1.3.32. Seja IF, um corpo finito, com q uma poténcia de um primo. A com-
plexidade de tempo exigida pelo algoritmo de Buchberger para calcular a base de Grébner

reduzida do ideal no Teorema 1.5.51 ¢ ¢°™") + O(n¥).

No desenvolvimento desta dissertacao, os calculos estudados de bases de Grobner reduzi-
das, conjuntos algébricos e dimensodes de Krull sao feitos em [32] por meio do sistema de

algebra computacional aberto para computagoes polinomiais SINGULAR [26].

A corregao e finalizacao dos célculos sao baseados naqueles do algoritmo slimgb [7] para
o calculo de bases de Grobner reduzidas e, portanto, naquelas do algoritmo de Buchber-
guer [9]. Particularmente, a enumeragao de tipos distintos de algebras n—dimensionais
sobre um determinado corpo finito é implementada no procedimento ALGEBRA, cujo
pseudocddigo é descrito no Algoritmo 1. Expomos os algoritmos usados na tese de Falcon

[32] para entender melhor como ele faz alguns resultados.

O seguinte algoritmo enumera algebras de uma determinada dimensao n sobre um corpo
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finito de uma dada ordem ¢ e, algumas constantes de estrutura. Com ajuda desta in-

formagao o algoritmo da como resultado o niimero de possiveis algebras.

Algoritmo 1 Enumeragao de algebras finito-dimensionais de um certo tipo de estruturas

constantes dadas.

1:  procedure ALGEBRA(n, q, C, alg, opt)
2: O ideal base I é inicializado dependendo no argumento alg
3: for i <— 1, size(C') do

4: I =1+ (ccPc, — Ci);

o end for

6: I =slimgb(I);

7. if opt = 1 then

8: return | V()|

9: else

10: if opt = 2 then

11: return A € V(I)

12: else

13: if opt = 3 then

14: return V(I)

15: end if

16: end if

17: end if

18: end procedure

Este procedimento ALGEBRA recebe como entrada
e A dimensao n das algebras necessarias.
e A ordem ¢ do corpo finito.

e Uma lista C' formada pelas quadruplas (i, j, k, cfj) que indicam algumas constantes

de estrutura diferentes de zero que devem conter as algebras necessarias.

e Uma lista alg de inteiros positivos que nos permite selecionar o tipo de algebra no

qual estamos interessados. Particularmente, os tipos implementados sao:



- Algebras magmas parciais.
- Algebras de Lie.

- Algebras de evolugao.
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e Uma opc¢ao de nimero inteiro positivo que nos permite selecionar a saida que gera

o procedimento. Particularmente, o procedimento indica:

— o numero de algebras que satisfazem as condigoes impostas, sempre que opt = 1.

— as constantes de estrutura de uma &algebra verificando as condi¢oes impostas,

sempre que opt = 2.

— a lista completa de algebras que comprovam as condigoes impostas, sempre que

opt = 3.

Com o fim de verificar a eficiéncia do procedimento ALGEBRA e do Algoritmo 1, Falcén

trata o calculo do nimero de algebras magmas parciais n—dimensionais sobre o corpo

finito F,. A Tabela 1.1 expoe o tempo de execucao e o uso de meméria necessarios

para lidar com pedidos pequenos. O objetivo principal deste estudo de algebras nao é o

calculo de todas essas algebras, mas apenas sua distribuicao em classes de isomorfismo e

isotopismo.
n|q Nimero de algebras magmas parciais | Tempo de execucao | Memoria usada
212 81 0s 0 MB
3 625 0s 0 MB
101 | 1632240801 0s 0 MB
312 262144 0s 0 MB
3 40353607 0s 0 MB
101 | 20281424743202871242701 0s 0 MB
412 152587890625 823 s 0 MB
3 — > 2 horas —

Tabela 1.1: Calculando algebras magmas parciais n—dimensionais sobre o corpo finito F,.



39

1.3.3 Classificacao de algebras

Como o enfoque deste estudo é a distribuicao das algebras sobre corpos finitos em classes
de isomorfismo e isotopismo, fazemos uso da geometria algébrica computacional. Para

este fim, definimos os seguintes trés conjuntos de varidveis
Sn = {fijhv] < TL},

&, = {gijli,j < n},
9y = {byjli, 5 < n}.

Estes trés conjuntos contém as contantes das entradas nas matrizes nao singulares rela-

cionadas a um possivel isotopismo entre algebras bidimensionais sobre K das respectivas

k

k .
constantes de estrutura cj; e ¢;;. Especificamente, da mesma forma que (1.6), temos

n n
Z fix0iC 0 = Z cijbsm para todos i,j,m < n. (1.16)

k,l=1 s=1
Os seguintes resultados seguem de forma semelhante ao Teorema 1.3.31 e, constituem os
fundamentos na distribuicao de algebras de dimensao finita sobre corpos finitos em classes

de isotopismo e isomorfismo.

Teorema 1.3.33. O grupo de isomorfismos entre duas dlgebras n—dimensionais A e A’

sobre um corpo finito F,, com g uma poténcia de um primo, com base {e1, ..., e,} para as

k 1k

duas e respectivas constantes de estrutura c;; e d;;, € identificado com o conjunto algébrico

definido pelo sequinte ideal de Fy[F,]

Ieor = O fadidi — Y Eifam | 4,,m < n) + (det(F)*H = 1),
s=1

k=1

com F' denotando a matriz de entradas {f;;|i,j < n}. Além disso,
V(Iom)| = dimg, (Fy[a] /557,

Como no Teorema 1.3.31, existe um corolario sobre o tempo do algoritmo para calcular a

base de Grobner reduzida do ideal no Teorema 1.3.33.
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Corolario 1.3.34. O tempo de complexidade exigido pelo algoritmo de Buchberger para

calcular a base de Grobner reduzida do ideal no Teorema 1.3.33 é ¢°) + O(n®n!).

No Teorema 1.3.33 enunciamos o resultado para um ideal baseado nos isomorfismos entre

as algebras A e A’, agora vemos um resultado parecido para isotopismos.

s

Teorema 1.3.35. O grupo de isotopismos entre as duas dlgebras do Teorema 1.5.35 é

identificado com o conjunto algébrico definido pelo sequinte ideal de F,[§, U &, U $,,]

I = (O fadnciy =D cbam | 4,5,m < n) + (det(M)"™" — 1| M € {F,G, H}).
k=1 s=1
Aqui F', G e H denotam, respectivamente, as trés matrizes de entradas {f;;|i,7 < n},

{gi]7, 5 < n} e{hyli,j <n}. Além disso,
’V(I,{xs,%)‘ = diqu (]Fq [$ UG, U 57)n]\[f11f%')-

Também é necessario saber o tempo que leva para fazer o cdlculo da base de Grébner do

ideal no Teorema 1.3.35.

Corolario 1.3.36. O tempo de complexidade exigido pelo algoritmo de Buchberger para

calcular a base de Grébner reduzida do ideal no Teorema 1.5.35 é ¢°®™) 4 O(nSn)).

Usamos o Teorema 1.3.33 e o Teorema 1.3.35 no procedimento isoAlg, que foi incluido
na biblioteca isotopism.lib (http://personales.us.es/raufalgan/LS/isotopism.1ib).
Obtemos como resultado o nimero de isomorfismos ou de isotopismos, dependendo do
teorema, entre duas algebras n—dimensionais A e A" dadas sobre o corpo finito F,, com

¢ uma poteéncia de un nimero primo. Este procedimento recebe como entradas:

A dimensao n de ambas algebras.

A ordem ¢ do corpo finito.

Uma lista C'1 formada por n—uplas (i, j, k, cfj) que indica as estruturas contantes

diferentes de zero da dlgebra A.

Uma lista C2 formada por n—uplas (i, j, k, c’fj

) que indica as estruturas contantes

diferentes de zero da algebra A’.
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e Um inteiro positivo opt < 2 que nos permite usar o ideal [ fffif/ se opt = 1, ou o ideal

]ﬁfﬁ{f‘ se opt = 2.

Falcon faz uso do procedimento isoAlg para determinar a distribuicao de anéis de quase-
grupos parciais bidimensionais sobre o corpo finito Fy em classes de isotopismo e isomor-

fismo.

Exemplo 1.3.37. Nos concentramos em particular, no par de anéis parciais B ¢ B’ de

quase grupos que estao respectivamente relacionados aos quadrados latinos parciais

Esses dois quadrados latinos parciais nao sao isotépicos porque os isotopismos entre qua-
drados latinos preservam o numero de células preenchidas. No entanto, seus anéis de
quase-grupos parciais relacionados sobre Fs, com respectivas bases {ej,ex} e {e], e} e

que sao respectivamente descritos pelos produtos

€i1e; = €y,

€162 = €2 = €32€1

N A R A
€161 = €1 = €36y,
€€y = €y = €5e)
sao isotépicos (um resultado parecido ao Exemplo 1.2.16). Para entender isso, Falcén usa

o procedimento isoAlg com os parametros

n=2 qg=2 Cl={(1,1,1,1),(1,2,2,1),(2,1,2,1)},

c2={(1,1,1,1),(1,2,2,1),(2,1,2,1),(2,2,1,1)}, opt = 1.

O sistema ¢é capaz de calcular num tempo de 0 segundos a existéncia de quatro isotopismos

entre os quais encontra dois anéis de quase-grupos parciais. Um desses isotopismos é, por
0

exemplo, o isomorfismo f relacionado a matriz F' = , Este isomorfismo ¢é definido

01
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como: f(ey) =€} e f(ez) = €] +¢€,. Se é considerado o parametro opt = 2, o procedimento

isoAlg nos garante a existéncia de f como o unico isomorfismo possivel.

Pode acontecer que o tempo de execucao necessario para os calculos envolvidos no Teorema
1.3.33 e no Teorema 1.3.35 seja muito grande. Nesse caso Falcon diz que é recomendavel
eliminar os geradores do ideal correspondente que se referem aos determinantes das ma-
trizes ', G e H. Com isso se pode reduzir o tempo de complexidade para qo("2) + O(n®)
e q0(3"2) + O(n®), respectivamente, e se obtém informagoes suficientes para a anélise dos

diferentes calculos nas dlgebras em que se definem os possiveis isomorfismos e isotopismos.

Exemplo 1.3.38. Fazendo uso do procedimento isoAlg, Falcon pode garantir que, qual-
quer que seja o corpo de base, a base de Grobner reduzida do ideal no Teorema 1.3.35
relacionada ao grupo de isotopismo entre os dois anéis de quase-grupos parciais do Exem-

plo 1.3.37 se mantém. Em particular, que as constantes de estrutura sao

2[)%2 = 07

b%l + hgz =0.

Agora, se a caracteristica do corpo base nao é dois, entao hoy = hay = 0. Isto significa
) )

que H deve ser singular e, portanto, esses dois anéis de quase-grupos parciais nao sao

isotopicos. Caso contrario, quando a caracteristica do corpo é dois, a transformacao

linear f indicada no Exemplo 1.3.37 constitui um isomorfismo entre os dois anéis.
Fazemos agora uma distribuicao dos anéis de quase-grupo por meio de isotopismos.

Teorema 1.3.39. O conjunto de anéis de quase-grupos parciais nao abelianos bidimen-

sitonais € distribuido em seis classes de isotopismo.

Demonstracao: Usando um raciocinio semelhante ao exposto no Exemplo 1.3.38, isto
é, fazendo uso do procedimento isoAlg, podemos expor este resultado. Em particular, se
a caracteristica do corpo nao é dois, entao as seis classes de isotopismo em consideracao

sao aquelas relacionadas aos seguintes quadrados latinos parciais de ordem 2:
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Caso contrario, se a caracteristica do corpo é dois, entao as classes de isotopismo rela-
cionadas aos dois ultimos quadrados latinos parciais coincidem. Neste caso, o seguinte

quadrado latino parcial corresponde a sexta classe de isotopismo

Se a caracteristica do corpo base nao ¢ dois, o anel do quase-grupo parcial relacionado
a este quadrado latino parcial é isotépico ao relacionado a um quadrado latino da lista

anterior. [ |

Algoritmo 2 Calculo das classes de isomorfismo (isotopismo, respectivamente) de

um conjunto de dlgebras de dimensao finita sobre um corpo finito.

Requerer: Um conjunto S de algebras n—dimensionais sobre um corpo finito
Garantir: C, o conjunto de classes de isomorfismos(isotopismos respectivamente) de S
C =0
while S # () do
Take A e S.
S = S\{4}.
C:=CU{A}.
for A’ € S do;
if V(I >0 (V59| > 0, respectivamente) then
S = S\{A4'}.
end if

—_
<

end for

—_
—_

end while

—
e

return C.

Os Teoremas 1.3.33 e 1.3.35 também podem ser usados para determinar a distribuicao em
classes de isotopismo e isomorfismo de um determinado conjunto de algebras de dimensao

finita sobre um corpo finito. O Algoritmo 2 nos ajuda a fazer isso.
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Exemplo 1.3.40. E conhecido por [33] que existem 2, 8 e 81 classes distintas de isoto-
pismo de quadrados latinos parciais das respectivas ordens 1 a 3. Falcén usa o procedi-
mento isoAlg para determinar em particular aquelas classes distintas de isotopismo que
dao origem a anéis de quase-grupos parciais isotépicos sobre o corpo finito Fy. O tempo
de execucao foi de 761 segundos. Especificamente, Falcon em [32] obteve que existem
2, 7 e 72 classes distintas de isotopismo de anéis de quase-grupos parciais de respectivas
dimensoes 1 a 3. A implementacao do Algoritmo 2 nos permite determinar aquelas classes
de isotopismo de quadrados latinos parciais que dao origem a mesma classe de isotopismo
de anéis parciais de quasigrupo. A ordem 1 é imediata. A tnica classe de isotopismo
que desaparece dos quadrados latinos parciais de ordem 2 para anéis de quase-grupos
parciais bidimensionais é a exposta no Exemplo 1.3.37. Finalmente, para a ordem 3, os
seguintes nove pares de quadrados latinos parciais nao isotopicos dao origem a anéis de

quase-grupos parciais isotopicos.

112 112 112 112 112 112
2 e (2|1 |2 e 2|1 |2 e 211
1 1 3 3
112 112 112 1123 112 112
1 e (2|1 ; 113]e [2]1 ) 1 e 211
3 3 3 2 3 1
112 112 112 112 112 11213
2 31e |2|1]3], 113]e [21]|3], 113] e 211
1 1 3 3 3 2 3 1

Na pratica, é interessante introduzir alguns invariantes de isomorfismo e isotopismo de
algebras que nos permitam diminuir o niimero de bases Grobner reduzidas a serem calcu-
ladas no desenvolvimento do Algoritmo 2. Para este fim, descrevemos no préximo capitulo
um par de grafos, cujos invariantes de isomorfismo dao origem a isotopismo e invariantes

de isomorfismo de algebras.
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Capitulo 2

Isotopismos de algebras de Lie

filiformes

Fazemos uso da secao 1.3 sobre a Geometria Algébrica Computacional e da Teoria de
Grafos para estudar e analisar os resultados em [32] sobre a distribuigdo de algebras
de dimensao finita em classes de isotopismo. Neste capitulo tratamos em particular os
isotopismos das &dlgebras de Lie em geral e, mais especificamente, as algebras de Lie
filiformes. Os elementos das bases das diferentes algebras sao denotados de modo igual

daqui em diante, a fim de nao sobrecarregar a notacao.

2.1 Isotopismos de algebras de Lie

Nas secoes anteriores identificamos algumas das estruturas invariantes nas algebras por
meio de isotopismos. Nesta secao expomos alguns conceitos basicos e resultados sobre iso-
topismos de algebras de Lie. Particularmente, analisamos algumas estruturas invariantes
por meio de isotopismos, as quais desempenham um papel importante na distribuicao de
algebras de Lie filiformes. Para mais detalhes sobre os fundamentos das dlgebras de Lie,
consultamos a monografia de Varadarajan [58] e, em particular, usamos o livro de San

Martin [53].

Definicao 2.1.1. Uma A/lgebm de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um

produto (colchete ou comutador)

[ ]:gxg—g
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com as propriedades:

i) [+, -] é bilinear.
ii) [-,-] é anti-simétrico, isto é, [X, X]| = 0, para todo X € g (o que isto implica é
[X,Y] ==Y, X], para todos X,Y € g). Essas duas condigbes sao equivalentes se o

corpo de escalares nao é de caracteristica dois.

iii) [, ] satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todos XY, Z € g,

XY 2 + (2, X Y+ Y [Z, X]] = 0.

Esta igualdade pode ser reescrita alternativamente de uma das duas formas:

a) [X7 [Y> ZH = [[Xv YLZ] + [Y7 [Xv ZH3

b) [[X,Y], 2] = [[X, 2], Y] + [X, [Y, Z]].
Outra forma de escrever a definigao de algebra de Lie é com a notagao de produto.
Definigao 2.1.2. Uma algebra A é considerada uma dlgebra de Lie se
i) O produto em A é anticommutativo, ou seja, uv = —vu, para todos u,v € A.

ii) O produto em A cumpre a chamada identidade Jacobi

J(u,v,w) = u(vw) + v(wu) + w(uv) = 0, para todos u,v,w € A. (2.1)

Exemplo 2.1.3. Qualquer espago vetorial dotado de um colchete de Lie identicamente
nulo é uma 4lgebra de Lie. O espaco euclidiano tridimensional R3 com o colchete de Lie

dado pelo produto vetorial é uma algebra de Lie tridimensional.

Definicao 2.1.4. Duas dlgebras de Lie h e g sao ditas isotdpicas se existem trés trans-

formacoes lineares nao singulares f, g e h de g em h tais que

[f(w), g(v)] = h([u,v]), para todosu,v € g.

Observagao 2.1.5. A anticomutatividade implica que se f = g, a terna (f, f,h) é um

1sotopismo entre as algebras h e g.
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No Capitulo 3 estudamos alguns resultados sobre o centro de uma algebra de Lie, por isso

lembramos a definicao do centro.

Definigao 2.1.6. O centralizador de um subconjunto S de uma &algebra de Lie A é o

subespaco vetorial
Cena(S) ={u € Aluv =0, para todo v € S} C A. (2.2)

Definicao 2.1.7. O centro da algebra de Lie A é definido como o centralizador de A em
A, isto é,

Z(A) = Ceny(A). (2.3)

Observagao 2.1.8. Particularmente, temos que uma algebra de Lie A é abeliana se, e
somente se, Z(A) = A. Observamos que o conceito de centralizador de uma algebra de Lie
coincide com o conceito de anulador de uma algebra. E muito ttil para as propriedades

que provamos no Capitulo 3.
Da mesma forma que o Lema 1.2.7 e a Proposicao 1.2.8, os seguintes resultados valem,
tendo em conta a Observagao 2.1.8.

Lema 2.1.9. Sejam (f, g,h) um isotopismo entre duas dlgebras de Lie A e A', e S um

subconjunto de A. Entio
a) f(Cena(9)) = Cena(g(5)).
b) 9(Cena(S)) = Cena(f(S3)).
¢) dim(Cena(S)) = dim(Cena (f(S))) = dim(Cena(g(5))).
Demonstragdo: Por definigio Ceny(S) = Anna(S) e, do Lema 1.2.7, obtemos
a) f(Cena(8)) = f(Anna(5)) = Anna(g(S)) = Cena(g(S)).
b) g(Cena(9)) = g(Anna(5)) = Anna f(S)) = Cena (f(5)).

¢) dim(Cena(S)) = dim(Cena (f(S))) = dim(Cena(g(S))) isto de a) e b) ja que f e

g sao bijetoras. |

Tendo em conta a teoria exposta de isotopismos entre algebras de Lie, provamos que o

centralizador é invariante por meio de isotopismos.
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Proposicao 2.1.10. Sejam (f, g, h) um isotopismo entre duas dlgebras de Lie A e A’, e

S um subconjunto de A. Entdo
a) f(Cena(8)) = Cenu(f(S)).
b) g(Cena(S)) = Cena(g(S)).
Demonstracao: Pela Observagao 2.1.5 e do Lema 2.1.9 obtemos
a) F(Cena(S)) = Ceny(g(S)) = Cena(f(S))
b) g(Cena(S)) = Cena(f(S)) = Cena(g(S)). .

Além do centralizador ser invariante sabemos também que o centro é invariante por iso-

topismos.

Proposicao 2.1.11. Seja (f,g,h) um isotopismo entre duas dlgebras de Lie A e A’
Entao f(Z(A)) = Z(A") edim(Z(A)) = dim(Z(A4")).

Demonstragdo: Da Proposicao 1.2.8 e de (2.3), temos

f(Z(A)) = f(Cena(A)) = f(Anna(A)) = Anna(A) = Cenqy(A') = Z(A).

[ |
Com estes resultados que acabamos de ver podemos estudar duas novas séries de invari-

antes por isotopismos.
Definicao 2.1.12. Seja n a dimensao da &algebra de Lie A. Para cada inteiro positivo
m < n, definimos

dn(A) == min{dim(Cen4(S5))| S é um subespago vetorial m—dimensional de A}.

D, (A) := max{dim(Cen4(S5))| S é um subespago vetorial m—dimensional de A}.

Provamos na seguinte proposicao que ambos os valores sao preservados por isotopismos,

isto é que sao invariantes.

Proposigao 2.1.13. Sejam A e A’ duas dlgebras de Lie n—dimensionais isotopicas e seja

m < n um nidmero inteiro positivo. Entao, d,(A) = dn(A’) e Dy, (A) = D, (A").
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Demonstracao: Do Lema 2.1.9, temos
dim(Cena(S)) = dim(Cena (f(S5))) = dim(Cena (g(S5))).
Logo

dp(A) = min{dim(Cen4(5))| S é um subespago vetorial m—dimensional de A}
= min{dim(Cen (f(S)))| f(S) é um subespaco vetorial m—dimensional de A}
= d,,(A).

Portanto dim(f(.S)) = dim(.S) porque f é bijetora. Agora

D, (A) = max{dim(Cen4(5))| S é um subespagco vetorial m—dimensional de A}
= max{dim(Cen (f(95)))| f(S) é um subespago vetorial m—dimensional de A}
= D, (A").

Assim dim(f(S)) = dim(S) porque, f é bijetora. |

2.2 Funtores fiéis entre algebras e grafos

Esta secao tem como objetivo principal ajudar na reducao das bases de Grobner a serem
calculadas pelo Algoritmo 2 e, com isto, facilitar os cdlculos. Ao longo da Teoria da
Computacao encontramos muito o uso de grafos no tratamento de dados e este caso nao

é uma excecao.

A Teoria dos Grafos é uma boa ferramenta para lidar com distintos aspectos no estudo de
algebras, essencialmente naqueles que sao de coleta de dados. Assim, como um primeiro
exemplo, podemos mencionar os chamados diagramas de Dynkin para algebras de Lie de
dimensao finita simples [15], [38]. Mais recentemente, Carriazo em [14] propds o uso de
digrafos ponderados que podem ser identificados com certas familias de algebras de Lie
(ver também [20]). Também existem alguns resultados e estudos nos quais as algebras de
Lie estao associadas a tipos distintos de grafos. Como outro exemplo mais associado ao
que pretendemos estudar, Dani e Mainkar em [25] definem uma classe de dlgebras de Lie

nilpotentes relacionadas a um tipo de grafo para o qual resultou que duas dessas algebras



20

de Lie sao isomorfas se, e somente se, seus grafos associados sdo equivalentes [47]. A
Teoria dos Grafos também ¢é usada para classificar outros tipos de algebras como algebras

finitamente geradas [21] ou dlgebras de evolugao [28], [50], [51].

No entanto, até onde sabemos, o problema de identificar um funtor fiel que relaciona a
categoria de dlgebras com a de grafos permanece aberto. Ambas categorias sao referidas

em relagao aos seus isomorfismos correspondentes entre dlgebras e grafos.

Com base na proposta de McKay, Meynert, e Myrvold em [48] para identificar isomorfis-
mos de quadrados latinos com isomorfismo de grafos de vértices coloridos, analisamos aqui
um par de familias de grafos que nos permitem encontrar um funtor fiel entre dlgebras de

dimensao finita sobre corpos finitos.

Nesta se¢ao usamos como referéncias o livro de Haray [39], o artigo de Wang [59] e a
dissertagao de Falcon [32] para enunciar alguns resultados da teoria de grafos. Primeiro

lembramos a definicao de grafo.

Defini¢ao 2.2.1. Um grafo é um par G = (V, E) formado por um conjunto V' de pontos
ou vértices e um conjunto E de arestas ou lados formado por subconjuntos de dois vértices

de V.

Exemplo 2.2.2. A seguinte figura representa um grafo G; com conjunto de vértices

V' = {v1,v9,v3,v4,v5} € conjunto de arestas £ = {ey, s, €3, €4, €5}

e
o

Definigao 2.2.3. Seja G = (V, E) um grafo. Um vértice v € V é adjacente a um vértice

w €V se estd conectado a w por uma aresta.
Exemplo 2.2.4. No Exemplo 2.2.2 o vértice v; é adjacente aos vértices vy € vs.

Definigao 2.2.5. O grau de um vértice v € V' é o numero de arestas que colidem em v

(ou de vértices que sao adjacentes a esse vértice) e é denotado por d(v).
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Exemplo 2.2.6. No Exemplo 2.2.2 todos os vértices tém grau dois.

Definig¢ao 2.2.7. Um conjunto de vértices M C V de um grafo G = (V, E) é independente

se nenhum de seus vértices sao adjacentes.

Exemplo 2.2.8. No seguinte grafo o conjunto M = {vs,v4} é um cojunto independente.

Agora enunciamos o Primeiro Teorema da Teoria de Grafos

Teorema 2.2.9. A soma dos graus dos vértices de um grafo G = (V, E) é duas vezes o

numero de arestas, isto €,

> d(v) =2|E|. (2.4)

veV
Definicao 2.2.10. Uma colora¢do é uma atribuicao de cores aos vértices do grafo G de
forma que nao hajam dois vértices adjacentes com a mesma cor. Se o grafo G admite

uma coloracao é um grafo de vértices coloridos.

Exemplo 2.2.11. No Exemplo 2.2.2, o grafo nao tem uma coloracao ja que os vértices
v3 e vy sao adjacentes e tém a mesma cor. Se estes vértices nao fossem adjacentes, entao
o grafo teria uma coloracao. No exemplo 2.2.8, o grafo tem uma coloragao ja que nenhum

dos vértices adjacentes tém a mesma cor.

Exemplo 2.2.12. No Exemplo 2.2.2; o grafo é um grafo de vértices coloridos. A partigao

é feita da seguinte maneira {v1}, {vq, v5}, e {vs, v4}.

Observacgao 2.2.13. Num grafo de vértices coloridos fica determinada uma particao em

subconjuntos de seu conjunto de vértices por meio da coloracao.

O termo cor se refere literalmente a cores, mas em algumas pesquisas se prefere trabalhar

com numeros, criando uma fungao que enumera as cores.
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Defini¢ao 2.2.14. Um isomorfismo entre dois grafos de vértices coloridos G = (V, E) e
G' = (V', E’) é qualquer fungao bijetiva f entre o conjunto de vértices V e V' que preserva

o grau dos vértices e tal que cor(f(v)) = cor(v), para todo v € V.

Seja L = (1;;) um quadrado latino de ordem n que é a tabuada de um quase-grupo ([n], -).
McKay, Meynert, e Myrvold em [48] constroem o grafo de vértices coloridos Go(L) e
G1(L) da seguinte forma.

O grafo de vértices coloridos Gy(L) é tal que o seu conjunto de vértices é o conjunto
V= {rli <n}U{cli <n}pU{sili <n}U{tyli,j < n} de n* + 3n vértices, no qual
cada um dos quatro subconjuntos (relacionados as linhas (r;), colunas (¢;), simbolos (s;) e
células (¢;;) do quadrado latino L) tém uma cor diferente e E = {r;t;;, ¢;tij, sijtijli, 7 < n}
¢ o conjunto de 3n? arestas.

Eles também constroem os grafos de vértices coloridos G1(L) e G3(L) a partir do grafo

Go(L).

O grafo de vértices coloridos G1(L) = (V', E’) é o grafo cujo conjunto de vértices é
V' = VUA{R,C,S}, sendo V o conjunto de vértices do grafo Gy(L), e o conjunto de

arestas B/ = EU{Rr;,Cc;, Ss;li < n}, com E o conjunto de arestas do grafo Gy(L).

Observagao 2.2.15. A construcdao do grafo Gi(L) estabelece que, a partir do grafo
Go(L), adicionando trés vértices {R,C, S}, temos um novo conjunto de vértices V' e
3n arestas {Rr;, Cc;, Ss;|i < n}, obtendo assim um novo conjunto de arestas E’. Deste
modo, o grafo G;(L) = (V', E'). Aqui, existem trés cores: uma para {R,C, S}, uma para

{ri, ¢, ;i <n} e uma para o resto dos vértices.

O grafo de vértices coloridos G3(L) é definido a partir do grafo Go(L) adicionando 3n

arestas {r;¢;, ¢;$;, ;8|1 < n}.

No grafo G3(L) a cor dos vértices coincide com a de G1(L). Esses autores provam a

seguinte propriedade (Teorema 6 em [48]).

Teorema 2.2.16. Dois quadrados latinos Ly e Ly de mesma ordem sao respectivamente,
isotdpicos ou isomorfos se, e somente se, os grafos G1(L1) e G1(Ls) (respectivamente,

Ga(L1) e Ga(Le), e G3(Ly1) e G3(Ls)) sao isomorfos.

Exemplo 2.2.17. As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 mostram exemplos dos trés grafos relacionados
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ao seguinte quadrado latino de ordem 2,

Figura 2.1: Grafo GGy relacionado ao quadrado latino de ordem L.

Figura 2.2: Grafo GG, relacionado ao quadrado latino de ordem L.
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Figura 2.3: Grafo G5 relacionado ao quadrado latino de ordem L.

Observacao 2.2.18. E muito importante ter em conta que, nas definicoes dos grafos
G1(L), Go(L) e G3(L), L é um quadrado latino, ndo podendo ser um quadrado latino

parcial, j& que as construgoes dos grafos nao sao as mesmas.

Tomando por base a proposta de McKay, Meynert, e Myrvold para quadrados latinos,
descrevemos agora um par de grafos que estao exclusivamente relacionados a uma algebra
de dimensao finita sobre um corpo finito. Isto nos permite garantir que quaisquer duas

algebras isotopicas ou isomorfas correspondam a dois grafos isomorfos.

Definicao 2.2.19. Seja A uma algebra n—dimensional sobre um corpo finito K. Defi-
nimos o grafo de vértices coloridos G1(A), como o grafo com conjunto de vértices que é
formado pela unidao dos quatro subconjuntos de vértices R4 = {r,|u € A\Ann,-(A)},
Ca = {culu € A\Anna+(A)}, Sa = {su|u € AN\{0}} e Ta = {tu|u,v € A, uv # 0}, isto
e,

VZRAUCAUSAUTA,

e com conjunto de arestas

E = {Tutu,va C’vtu,va swtu,v|u7 v, w € A; uv =w 7& 0} (25)

Seja A um algebra. A partir do grafo G (A) definimos o grafo de vértices coloridos Ga(A)
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adicionando as arestas

{rucu, [u € A\NAnn4(A)} U {cusu|u € A\ Ann+ (A)} U {rys.|u € A Anny—(A)}. (2.6)

Assim, o conjunto de vértices de G2(A) é o mesmo conjunto de vértices em G (A), isto é,
o conjunto em (2.5). O conjunto de arestas de Go(A) é o conjunto de arestas de G1(A)

unido ao conjunto em (2.6).

Exemplo 2.2.20. Podemos ver como exemplo as Figuras 2.4 e 2.5 que mostram os dois
grafos que estao relacionados a qualquer algebra de Lie n—dimensional sobre o corpo

finito Fy, com base {ej,...,e,}, que é descrita pelo produto ejes = e;.

C C C

&1 €2 €1+%

Figura 2.4: Grafos Gy relacionado a algebra de Lie e;es = €1 sobre o corpo finito Fs.
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Figura 2.5: Grafos G5 relacionado a algebra de Lie ejes = e; sobre o corpo finito Fs.
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Gragas a esses exemplos podemos entender com um pouco mais de clareza os resultados

que enunciamos no seguinte lema.

Lema 2.2.21. Seja A uma dlgebra n—dimensional sobre um corpo finito K. Entao
a) Se a dlgebra A é abeliana, entdo ambos os grafos G1(A) e Go(A) sao vazios.
b) O grafo G1(A) ndo contém triangulos.

c) Em ambos os grafos G1(A) e Ga(A),

— o numero de vértices é

|A\Ann - (A)| + |A\Anna+ (A)| + |A%| + |(u,v) € A x Aluv # 0] — 1.

— d(t,,v) =3, para todosu,v € A tais que uv # 0.

d) No grafo G1(A),
— d(r,) = |A Anna+({u})|, para todou € A\Anna-(A).
— d(cy) = |[A\Anny- ({u})|, para todou € A\ Ann,+(A).

— d(sy) = Y |ad; (u)|, para todou € A?\{0}.

vEA
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e) No grafo G5(A),

—d(r,) = ]A\AnnAﬁu({u})\—l—lA\AmAf(A)(u)—i—lAz (u), para todou € A\Anns-({u}).
— d(cy) = [A\Anna- ({u})|+1a\anny, (4) (1) +142(w), para todou € A\Annay({u}).

— d(sy) = 1A\A7mA7(A)(u)+1A\AnnA+(A)(u)+294 lad;*(u)|, para todou € A?\{0}.
ve

Aqui, 1 denota a funcao caracteristica.

Demonstracao: Todas as afirmacoes seguem diretamente a partir da definicao dos

grafos G1(A) e Go(A).

a) Lembramos que se uma algebra é abeliana, entao todas as constantes de estrutura

sao zero, portanto a tabela de operagoes dos elementos da base é s6 de zeros. Por

isto, Anny+(A) = Anny-(A) = A2 = A, assim Ry = Ca = Sy =T4 = 0.

b) O grafo G; nao contém triangulos, porque as arestas do grafo que estao no conjunto
em (2.5) e, para fazer os triangulos no grafo, precisamos ter as arestas r,cy, 7Sy €

CuSu, Para algum u € A\ Anny(A).

¢) Usando o Teorema de inclusao-exclusao da Teoria de Conjuntos, obtemos

|RAUCAUSAUTA| = |RA| + |CA| + |SA| + |TA| — |RAﬂCA| — |CAﬂSA|—
|SAﬂTA’—|RAﬂSA’—‘RAQTA|—|CAQTA’ (2 7)
+’RAQCAQSA|+’RAQCAQTA|+|CAHSAQTA|

+[RANSANTy| —|RANCANSaNTyl.

Como todos os conjuntos de vértices sao disjuntos pelas suas definigoes, temos que

(2.7) é igual a

|[Bal +1Cal + |Sal + [Tal = 0] = 0] = [0] — |0] — |0] — 0] + 0] + 0] + [0] + |0 — |0]
= {rulw € A\Anna- (A} + [{eu w € ANAnnac (A} + [{su] u € A\ {0}}]

+ {tuol u,v € A, uv # 0}

= |A\Anna-(A)| + [A\Ann+ (A)] + A2\ {0} + [{u,0 € A x A, uv # 0}

= [A\Ann - (A)| + [A\Annar (A)] + A% = {0} + {u,v € A x A, uv # 0}

= |A\Anna- (A)] + | A\Ann+ (A)| + |A%| = 1+ [{u,0 € Ax A, uv # 0}].
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Agora, d(t,,) = 3, porque t,, estd conectado aos vértices r, e ¢, primeiro e logo

esta conectado ao vértice s,,, com w = uv # 0.

d) — Temos que r, e ¢, nao estao conectados por arestas, mas r, e ¢, estao conec-
tados a t,.,, se uv # 0. Assim, para que existam os ¢,,,, 0s possiveis v estao no

conjunto A\ Ann+({u}). Como r, sé esté conectado a t,, em Gy, entao
d(ry) = |[A\Ann+({u})|, paratodo u € A\Ann,-(A).

— Com um raciocinio similar, para que os t,, existam, os possiveis u estao no

conjunto A\ Anna-({u}). Como ¢, sé esta conectado a t,, em Gy, entao
d(c,) = |[A\Anny-({u})|, paratodo u € A\Ann,+(A).

— Os unicos vértices que se conectam aos s, sao os t,, e quantidade destes

vértices que cumprem uv # 0 é

d(s,) = Z lad;*(u)|, para todo u € A%\{0}.

veEA

e) Sabemos que no grafo Gy temos as mesmas arestas e vértices que no grafo Gj,
adicionando outras arestas que estdo no conjunto em (2.6), isto é, se u esta em dois
dos conjuntos R4, C4 ou S4, adicionamos outra aresta. Assim, concluimos as trés

equacoes. |
Agora enunciamos alguns resultados com a ajuda do Lema 2.2.21 para algebras de Lie.

Proposicao 2.2.22. Seja A uma dlgebra de Lie n—dimensional sobre um corpo finito K.

Entao

s’

a) O niamero de arestas de seu grafo relacionado G1(A) é

Yoo Mg ({uh)l+ Y0 ladt @)+ Y A\ Anna- ({u})].

u¢Ann , (A) veA2\{0} ugAnn 41 (A)

b) O nimero de arestas de seu grafo relacionado Ga(A) coincide com aqueles de G1(A)

mais |[A\Anna(A)| + | A2\ Ann - (A)] + |A%\ Ann s+ (A)].



29

Demonstragao: Sabemos:

a) Do Primeiro Teorema de Grafos 2.2.9, do fato que o ntimero dois nesse teorema
¢ porque as aretas se repetem na conta dos graus dos vértices e da demonstragao
ja feita no Lema 2.2.21, sabemos que os tnicos vértices que estao conectados com
todos os vértices sao os t,,. Por isto, se nao consideramos esses vértices na soma
dos graus de cada vértice entao, obtemos a quantidade de arestas totais, isto €, no

grafo G; = (V1, Ey) com V; = Ry U C4 U Sy UTy, temos

Y odw)y= > d(v)

vEVl\TA ’UGRAUCAUSA

= > (ANAma{ud)l+ D [AN\Anna-(fup)l+ Y fad, (v)])
u¢Ann ,_ (A) u¢Ann 44 (A) veA2\{0}

.y

b) Para o grafo G, lembramos da prova do Lema 2.2.21 que as novas arestas em
comparacao as arestas do grafo (G; sao aquelas que estao em dois dos conjuntos de
indices dos vértices. Os conjuntos de intersecao entre estes conjuntos de indices dos

vértices sao

— A\Ann4(A), porque

A\Anna+ (A) N A\Anna-(A) = (AN A)\(Anna+ (A) U Anna-(A))
= A\(Anna+(A) U Anna-(A))
C A\Ann,(A).

— AN\ Anna+(A), ja que

A\Ann 4+ (A) N A2\{0} = (AN A)\(Ann+ (A) U{0})
= A%\ Anny+ (A).

— A%\ Anny-(A), porque

A\Ann - (A) N A2\{0} = (AN A)\(Anns-(A) U {0})
= A2\ Anny(A).
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— 0, j& que
RiNTy=C4NTy=854NT4.

Logo ¢ s6 fazer a soma das arestas de G; com os cardinais destes conjuntos. |

A classificacao do Capitulo 3 é feita em &lgebras bidimensionais, por isto é importante

conhecer quais sao as propriedades para as algebras bidimensionais.

Teorema 2.2.23. Sejam A e A’ dlgebras de dimensao dois sobre um corpo finito K.

Entao

a) Se as dlgebras sdo isotdpicas, entdo seus grafos correspondentes G1(A) e Gy(A)
s@o isomorfos. Reciprocamente, se os grafos G1(A) e G1(A’) sao isomorfos, entao

existem trés funcgoes bijetoras f, g e h entre A e A’ tais que f(u)g(v) = h(uv).

b) Se as dlgebras sao isomorfas, entao seus grafos correspondentes Go(A) e Go(A')
também sao isomorfos. Reciprocamente, se os grafos Go(A) e Go(A’) sao isomorfos,
entao existe uma funcdao bijetora multiplicativa entre as dalgebras A e A', ou seja,

uma fungao bijetiva f : A — A’ de modo que f(u)f(v) = f(uv), para todos u,v € A.

Demonstragao: Seja (f,g,h) um isotopismo entre as &dlgebras A e A’. Definimos a

funcao a entre G1(A) e G1(A") de modo que

a(ru) = Tfw), para todo u € A\Annu(A),

a(cu) = Cyu); para todo u € A\Anna+(A),

a(Su) = Sh(u), para todo u € A%\{0},

a(tuw) = tiu)gw), Para todos u,v € Atal queuv # 0.

A descri¢ao de ambos os grafos G1(A) e G1(A’), com a Proposicao 1.2.8, Lema 1.2.9 ¢ a
nao singularidade de f, g e h, descreve o como um isomorfismo entre esses dois grafos
de vértices coloridos, ou seja, o é uma bijegdo bem definida entre os vértices de G1(A)
e G1(A") que preserva a colinearidade e a cor dos vértices. A mesma fungao « constitui
um isomorfismo entre os grafos Go(A) e G3(A’) no caso de ser f = g = h, ou seja, se as

algebras A e A’ forem isomorfas.

Reciprocamente, seja o um isomorfismo entre os grafos G;(A) e G1(A’). A colinearidade

ajuda a determinar esse isomorfismo exclusivamente por sua restricao a Ry U Cy U S4.
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Especificamente, a imagem de cada vértice ¢, € T4 por meio de o é unicamente deter-
minada pelas imagens correspondentes de 7, ¢, € Su,. Sejam [ e 3’ as respectivas bases

das dlgebras A e A’ e seja w : A — A’ a funcao natural que preserva as componentes de

cada vetor em relagao as bases mencionadas, ou seja, w((u1,...,u,)5) = (Ur,..., Up)s,
para todos uq,...,u, € K. Definimos trés funcoes f, g e h de A a A’ de tal modo que
(
m(u), paratodo u € Anny-(A),
fu) =
& caso contrario, com v € A tal que a(r,) = 1,.
)
m(u), paratodo u € Anny+(A),
g(u) =
& caso contrario, com v € A tal que a(c,) = ¢,.
)
m(u), para todos u € (A\A?) U {0},
h(u) =
v, caso contrario, com v € A tal que a(s,) = s,.

Da Proposicao 1.2.8 e do Lema 1.2.9, essas trés fungoes sao bijetoras. Sejam u,v € A, se
u € Anny-(A) ou v € Anna+(A), entdo nao existe o vértice t,, no grafo G1(A4). Como
a preserva a colinearidade, nao existe o vértice ¢4y 4() Do grafo G1(A’), o que significa
que f(u) € Anny-(A’) ou g(v) € Anny+(A"). Em qualquer caso, temos f(u)g(v) =0 =
h(uv). Finalmente, se u ¢ Anns-(A) e v ¢ Ann}(A), entdo o vértice t,, conecta os

vértices 1y, ¢, € Sy no grafo Gy(A).

Agora, o isomorfismo « envia este vértice ¢, , em G1(A) para um vértice ¢, ,» em Ga(A) que
esta conectado aos vértices r,/, ¢, e s,. Novamente, como « preserva a colinearidade,
é f(u) =, g(v) = e, finalmente, h(uv) = f(u)g(v). No caso de ser & um isomorfismo
entre os grafos G3(A) e Go(A’), basta considerar f = g = h na descri¢ao anterior. Isso estd
bem definido devido as novas arestas que sao incluidas nos grafos G1(A) e G1(A’) para
definir, respectivamente, os grafos Ga(A) e G5(A’). Similarmente ao raciocinio anterior,
essas arestas dao um analise da relagdo entre os vértices e assim dos indices os quais
cumprem um carater multiplicativo da aplicagao bijetiva f, ou seja, f(u)g(v) = h(uv),

para todos u,v € A. [ |

Com a ajuda do Teorema 2.2.23, podemos determinar algebras nao isomorfas a partir de

seus grafos nao isomorfos correspondentes, como no exemplo a seguir.
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Exemplo 2.2.24. Sabemos que a algebra n—dimensional A sobre o corpo finito Fs, com
n > 3 descrita pelo produto ejes = e3 nao € isomorfa a algebra n—dimensional B sobre
Fy descrita pelo produto ejes = e;. Isso decorre diretamente do fato de que o grafo
correspondente G(B) relacionado ao G1(B) coincide com aquele associado a este ultimo
que é mostrado na Figura 2.5, até o vértice s.,, que se torna s.,, e as duas arestas 7, S,
€ Ce,Sep, que desaparecem. Os grafos Go(A) e G1(A) sdo nao isomorfos e, portanto, as

algebras nao sao isomorfas.

Para calcular os grafos G; e G5 relacionados a uma dada algebra sobre um corpo finito,
Falcén implementa o procedimento isoGraph na biblioteca isotopism.lib, tendo como saida
uma sequéncia com o numero de vértices de cada cor, o nimero de arestas e de triangulos

do grafo em consideragao. Este procedimento recebe como entradas:
1. A dimensao n da algebra.
2. A ordem ¢ do corpo finito.

3. Uma lista C' formada pela quadrupla (i, j, k, cfj) que indica as constantes de estrutura

diferentes de zero da dlgebra.

4. Um inteiro positivo opt < 2 que nos permite lidar com o grafo G; da algebra se

opt = 1, ou o grafo G4 se opt = 2.

Algoritmo 3 Polinomios relacionados ao produto de dois vetores em uma algebra.

procedure PROD(u, v)

for k < 1,n, do
for i < 1,n, do
for j < i,n, do
Li < Ly, + uv;cy;
end for
end for

end for

return

—
<

end procedure
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Também implementa o procedimento auxiliar Prod que produz a lista de polinomios que
constituem os coeficientes de cada vetor da base no produto de dois vetores arbitrarios

da algebra A. Seu pseudocédigo é descrito no Algoritmo 3 (2.2) .

Gi e Gy G, Go
Quadrados latinos parciais | Vértices | Aristas | Aristas Triangulos
10 00 (2,2,1,4) 12 16 7
10 01 (3,3,1,6) 18 23 7
10 02 (3,3,3,7) 21 30 16
10 20 (3,2,3,6) 18 25 12
12 00 (2,3,3,6) 18 25 12
12 20 (3,3,3,8) 24 33 13
12 21 (3,3,3,8) 24 33 13

Tabela 2.1: Invariantes do grafo para os grafos G; e GGy relacionados a anéis de quase-

grupos parciais nao abelianos bidimensionais sobre o corpo finito [F.

Gy e Gy G, Gy
Quadrados latinos parciais | Vértices | Aristas | Aristas Tridangulos
10 00 (6,6,2,36) 108 118 20
10 01 (8,8,2,48) | 144 156 22
10 02 (8,8,8,56) 168 192 48
10 20 (8,6,8,48) 144 164 42
12 00 (6,8,8,48) | 144 164 42
12 20 (8,8,8,60) 180 204 38
12 21 (8,8,8,56) 168 192 48

Tabela 2.2: Invariantes do grafo para os grafos G; e (G5 relacionados a anéis de quase-

grupos parciais nao abelianos bidimensionais sobre o corpo finito Fs.

Agora para mostrar como funcionam os dois procedimentos anteriores, estudamos um
exemplo ilustrativo que enfoca aqueles grafos G; e GGy relacionados ao conjunto de anéis
de quase-grupos parciais nao abelianos sobre um corpo finito, que sao baseados nas conhe-
cidas distribuicoes de quadrados latinos parciais de ordem n < 3 em classes de isotopismo.

Assim, por exemplo, a Tabela 2.1 e a Tabela 2.2 mostram os invariantes de isomorfismo
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de grafos que estao relacionados ao caso bidimensional sobre os corpos finitos Fy e Fj,
respectivamente. Os quadrados latinos parciais sao escritos linha apds linha em uma tnica
linha, com células vazias representadas por zeros, isto é o primeiro quadrado latino no

Teorema 1.3.39 é representado como 10 00.

de quase-grupos parciais nao abelianos de dimensao 3 sobre o corpo finito Fs.

Quadrados latinos ~ Vértices  Aristas | Quadrados latinos ~ Vértices  Aristas
parciais parciais
100 000 000 (4,4,1,16) 48 120 200 300 (7,6,7,36) 108
120 000 000 (4,6,3,24) 72 120 010 300 (7,6,7,38) 114
123 000 000 (4,7,7,28) 84 120 210 300 (7,6,7,38) 114
100 200 000 (6,4,3,24) 72 120 230 300 (7,6,7,40) 120
100 010 000 (6,6,1,24) 72 120 230 310 (7,6,7,40) 120
100 020 000 (6,6,3,28) 84 100 010 001 (7,7,1,28) 84
120 200 000 (6,6,3,32) 96 100 010 002 (7,7,3,34) 120
120 210 000 (6,6,3,32) 96 120 001 002 (7,7,3,36) 108
120 000 300 (6,6,6,32) 96 120 200 002 (7,7,3,36) 108
120 000 310 (6,6,6,36) 108 120 200 001 (7,7,3,38) 114
120 001 000 (6,7,3,32) 96 120 210 001 (7,7,3,38) 114
120 012 000 (6,7,3,36) 108 120 201 010 (7,7,3,40) 120
120 003 000 (6,7,7,34) 102 120 201 012 (7,7,3,40) 120
120 000 302 (6,7,7,36) 108 100 020 003 (7,7,7,37) 111
123 200 000 (6,7,7,36) 108 120 002 003 (7,7,7,38) 114
120 013 000 (6,7,7,38) 114 120 002 300 (7,7,7,38) 114
123 210 000 (6,7,7,38) 114 120 003 300 (7,7,7,38) 114
123 230 000 (6,7,7,40) 120 120 001 300 (7,7,7,39) 117
123 231 000 (6,7,7,40) 120 120 200 003 (7,7,7,40) 120
100 200 300 (7,4,7,28) 84 120 200 302 (7,7,7,40) 120
100 200 010 (7,6,3,32) 96 120 210 003 (7,7,7,40) 120
120 200 010 (7,6,3,36) 108 123 010 001 (7,7,7,40) 120
100 200 030 (7,6,7,34) 102 123 200 300 (7,7,7,40) 120
120 030 300 (7,6,7,36) 108 120 001 302 (7,7,7,41) 123

Tabela 2.3: Alguns dos invariantes do grafo para os grafos G; e G5 relacionados a anéis
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Para cada classe de isotopismo, o resultado indica a sequéncia com o ntimero de vértices
de cada cor, o nimero de arestas e de triangulos dos grafos correspondentes G; e Gs.
Observamos que hd uma coeréncia entre ambas as tabelas e as observacoes expostas na
prova do Teorema 1.3.39.

A implementacao do procedimento isoGraph nos permite reduzir o custo de computagao
que é necessario para calcular todas as bases de Grobner reduzidas envolvidas no Algo-
ritmo 2. Especificamente, na sétima linha desse algoritmo, é necessario apenas calcular a
dimensao de Krull desses ideais I}°%, (I°4", respectivamente) para os quais os invariantes
de isomorfismo dos grafos correspondentes G1(A) e G1(A")(G2(A) e Ga(A’), respecti-
vamente) coincidem. FEssa implementagdo nos permite, por exemplo, reduzir o tempo
de execucao necessario para determinar a distribuicao de anéis de quasigrupo parciais
n—dimensionais nao abelianos sobre o corpo finito Fy em classes de isotopismo, para
n < 3, de 761 segundos no Exemplo 1.3.40 a 30 segundos. Este tltimo tempo de execugao
inclui os 9 segundos extras de computacao necessarios para calcular os invariantes de iso-

topismo que acabamos de expor na Tabela 2.1 e aqueles expostos na Tabela 2.3. Na tese

de Falcén [32] podemos encontrar a Tabela 2.3 completa.

2.3 Algebras de Lie pré-filiformes

Esta secao trata da distribuicao em classes de isomorfismos e classes de isotopismos do
conjunto P, , das algebras de Lie sobre o corpo finito F,, com ¢ é uma poténcia de um
primo e n é um inteiro positivo, de modo que exista uma base {ey,...,e,} tal que o

produto na algebra seja determinado por
eien € (€1,...,€n_1). (2.8)

Eventualmente, os produtos que nao sao escritos sao aqueles em (2.8) que sao nulos.

Definigao 2.3.1. Sejam A uma &dlgebra de Lie e {ey,...,e,} uma base de A. Considere
T = (ty,.. . tn1) € {e1,...,n_1)""1 uma (n — 1)—upla de estrutura se t; = eje;, para
todo i < n. Chamamos T de (n — 1)—upla de estrutura da dlgebra de Lie A. Denotamos

a algebra A por Ar.

A (n—1)—upla T é um conjunto de produtos dos elementos da base. Considerando isto,
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qualquer algebra de Lie em P, , ¢ descrita exclusivamente, portanto, por uma (n—1)—upla
T. Além disso, daqui em diante, o conjunto de (n—1)—uplas de estrutura das algebras de
Lie em P, , é denotado como Ty, ,. Isso coincide com o espago vetorial (n—1)—dimensional

sobre F, com componentes em (eq,...,€,_1).

Exemplo 2.3.2. Seja A uma das algebras de Lie em Py 2 que tem como terna de estrutura

(€1, €2 + €3, €9), isto é, t1 = e1e1 = e, ty = €12 = €9 + €3 € t3 = e1e3 = €3,

Definicao 2.3.3. Seja g uma &algebra de Lie nilpotente. Dizemos que g é filiforme, se
cumpre

dimg? =n—2,...,dimg"=n—k%,...,dimg" =0,

com dimg=mnegr=[gg" ", 2<k<n.

Observagao 2.3.4. No Capitulo 1 falamos de indice de nilpoténcia. Uma &dlgebra de Lie

nilpotente n—dimensional A com indice de nilpoténcia maximo n é filiforme. Neste caso,

dimC*¥(A) = n — k, para todo k € {2,...,n}..
No artigo [31] podemos encontrar exemplos de dlgebras de Lie filiformes como as seguintes.

Exemplo 2.3.5. Numa algebra de dimensao 2 com qualquer colchete a tinica algebra que

¢ filiforme ¢é a algebra abeliana.

Exemplo 2.3.6. Sejam g uma dlgebra de dimensao 6 sobre o corpo Iy e {eq, ea, €3, €4, €5, €6 }
uma base de g. Se definimos o colchete como [ey, €5] = €9, [e4, €6] = €3, € [e5, 6] = €2+ ey,

entao g é uma algebra de Lie filiforme.

Podemos dizer que as algebras de Lie filiformes constituem o subconjunto mais estrutu-
rado de algebras de Lie nilpotentes e também que tém um grande ntimero de aplicagoes
em Matematica Aplicada, Engenharia e Fisica. Para mais informacao destas aplicagoes,

citamos os livros [35], [36].

A distribuicao em classes de isomorfismo de algebras de Lie filiformes n—dimensionais
sobre o corpo complexo é conhecida para n < 12 por [4], enquanto que s6 é conhecida
para algebras de Lie nilpotentes sobre o corpo complexo de dimensao n < 7 por [2].
Mais recentemente, alguns autores tém lidado com a classificacao de algebras de Lie

nilpotentes n—dimensionais sobre corpos finitos [y, com ¢ uma poténcia de um primo.
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Especificamente, Schneider [55] obteve o niimero de classes de isomorfismo sobre o corpo

finito [y, para n < 9, e sobre F3 e F5, paran < 7.

Agora, a classificacao de algebras de Lie nilpotentes seis dimensionais sobre um corpo
de caracteristica diferente de dois sdo determinadas por Graaf em [37] e, sobre qualquer
corpo arbitrario por Cicalo, Graaf e Schneider em [22]. Na classificacao das algebras de
Lie filiformes sobre I, Schneider obtém, em particular, que existem seis dlgebras de Lie
filiformes de dimensao seis sobre [y e, existem cinco sobre F3 e [F5; ao passo que existem
15 algebras de Lie filiformes de dimensao sete sobre [Fy, 11 sobre F3 e 13 sobre F5. A
importancia de estudar a familia de algebras de Lie pre-filiformes vem da similaridade

que existe entre as constantes de estrutura de seus elementos e aquelas de uma algebra

de Lie filiforme.

Assim, o conjunto P, , pode ser considerado como um precursor do conjunto de algebras de
Lie filiformes n—dimensionais sobre o corpo finito IF,. Por isto, as chamamos de adlgebras de
Lie pré-filiformes. Essas dlgebras sao introduzidas por Boza, Frediani e Nunez em [6], que
identificam cada uma das édlgebras de Lie de P, 2 com um pseudografo direcionado. Isso
lhes permite determinar a distribuicao de tais algebras de Lie em classes de isomorfismo

paran < 5. O caso ¢ =3 e n < 5 é determinado de forma semelhante em [5].

Ambas as distribuicoes sao respectivamente expostas na Tabela 2.4 e na Tabela 2.5, nas
quais cada classe é enumerada de acordo com a notacdo original que é usada em [5].
Sua dlgebra representativa correspondente é convenientemente escolhida para concordar
com os resultados que sao expostos nesta secao. Em ambas as tabelas, as algebras sao
ordenadas de acordo com os invariantes de isomorfismo de seus grafos correspondentes Gy

e G, que sao introduzidos na Secao 2.2.

Além disso, é notavel a existéncia de pelo menos n classes de isotopismo em cada um
dos casos em consideracao. Para mais exemplos destas algebras e de suas classes de

isotopismos, ver [32].

Na préxima subsecao, expomos resultados distintos que nos permitem lidar com a distri-
buicao de algebras de Lie pré-filiformes de ordens superiores, nao apenas em classes de

isomorfismo e de isotopismo.
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G e Gy G, Go
n Ar T Viértices Aristas | Aristas Tridangulos
2 bl (0) (0,0,0,0) 0 0 0
b2 (e1) (3,3,1,6) 18 23 5
3 b (0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
b3 (e2,0) (6,6,1,24) 72 78 0
b2 (e1,0) (6,6,1,24) 72 80 9
h3 (e2,€1 + €3) (7,7,3,36) 108 121 3
b (e2, 1) (7,7,3,36) 108 121 11
hS (e1,€2) (7,7,3,36) 108 121 27
4 b (0,0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
b3 (e2,0,0) (12,12,1,96) 288 300 0
b2 (e1,0,0) (12,12,1,96) 288 302 17
b (e2,€5,0) | (14,14,3,144) | 432 450 2
b7 (e1,e3,0) (14,14,3,144) | 432 450 18
by | (ea,e1 +e2,0) | (14,14,3,144) | 432 452 3
b (e2,€1,0) | (14,14,3,144) | 432 452 19
be (e1,€2,0) | (14,14,3,144) | 432 452 51
121 (eg,e9 +e3,61) | (15,15,7,168) 504 533 7
31 (eg,e1 +e3,e1) | (15,15,7,168) 504 533 7
10 (e2,€3,€1) (15,15,7,168) 504 533 23
b9 (e, €1, €3) (15,15,7,168) 504 533 55
W (eg,e1 +e3,e3) | (15,15,7,168) 504 533 23
s (e1,e2,€3) (15,15,7,168) 504 533 119

Tabela 2.4: Invariantes do grafo para os grafos GG; e Gy relacionados as algebras de Lie

em P, o paran < 4.

2.3.1 Classes de isotopismos de P,

Com o objetivo de determinar a distribuicao de P, , em classes de isotopismo, estudamos

as n—uplas de estrutura deste tipo de algebras de Lie, uma vez que estas as determinam.

Lema 2.3.7. Sejam T e T" duas n-uplas de estrutura em Ty, que sdo iguais até a per-
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mutacao e reclassificagao dos subindices dos vetores de base de P, ,. As dlgebras de Lie

Ar e Ay sao fortemente isotopicas.

Demonstragao: Sejam {eq,...,e,}e{e],..., e} bases para Ar e Aps, respectivamente.

Suponhamos

n—1 n—1 n—1 n—1
= (Ztljej,...,Zt(nl)jej) [§] T/ = (Zt'lje;,...,Zt’(n_l)je;).
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

Por hipdtese, existem duas permutacoes «, 5 € S,,_; tais que t/ a(i)p() = i, para todos

3

i,7 < n. Basta entao definir por linearidade o isotopismo forte (f, f, h) de Ar para Ap

tal que f(e,) = hlen) = €, flei) = €, e h(e;) = €j;), para todos ¢ < n. Temos

n—1
f(ez)f(en) = ea(z)eln = Z t/a(z)]eg
j=1
n—1
=D ta@s()®s0) = Z tij€h05)
j=1

A primeira igualdade se justifica pela definicao de f, a segunda igualdade pelo produto
entre ea(l) e e}, a terceira igualdade porque 8 é uma permutagao. Logo na soma temos

os mesmos adendos, e a quarta igualdade pela defini¢ao de t’ Agora

n—1
(eien) = (the]> = Zh(tzjej)
j=1

— n—1
¢j) = Ztijelﬁ(jr
j=1

3
—_

<.
Il
_

A primeira igualdade decorre do produto entre e; e e, a segunda e terceira igualdades de

que h ¢ linear, e a quarta igualdade da definigao de h(e;). Entao

f(ei) f(en) = h(eie,), para todo i < n. [ |



G e Gy Gy G

n Ar T Vértices Aristas | Aristas Triangulos

2 gl (0) (0,0,0,0) 0 0 0
o2 (e1) (8,8,2,48) 144 156 18

3 g (0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
gl (2,0) (24,24,2,432) | 1296 | 1320 0
a2 (1,0) (24,24,2,432) | 1296 | 1324 38
a5 (e2,2e1) (26,26,8,576) | 1728 1770 8
g5 | (e2,e1+e2) | (26,26,8,576) | 1728 1770 8
a% | (e9,2e1 +e3) | (26,26,8,576) | 1728 1770 44
03 (€g,€1) (26,26,8,576) | 1728 1770 80
a5 (e1,e€2) (26,26,8,576) | 1728 1770 152
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Tabela 2.5: Invariantes do grafo para os grafos GG; e G, relacionados &és dlgebras de Lie

em P, 3 para n < 3.

Exemplo 2.3.8. Do Lema 2.3.7, temos que as dlgebras de Lie nao isomorfas b3, bS, b7

e b} em Py, (ver Tabela 3.1) sdo fortemente isotépicas em pares. Da mesma forma, as

dlgebras de Lie nao isomorfas h}!

e f)43 também sao fortemente isotopicas. A seguinte

Tabela mostra a permutacao que as faz, em pares, fortemente isotopicas

Ar | Ap | Permutacao
i | b8 | (13)
i | bl | (132)
i | b1 | (12)
bl | (12)
i | bi | (132)
i1bi | (23)
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Gy e Gy G Go

n Ar T Vértices Aristas | Aristas Triangulos

4 gf (0,0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
a3 (e2,0,0) (72,72,2,3888) | 11664 | 11736 0
g2 (e1,0,0) (72,72,2,3888) | 11664 | 11740 110
a3 (€2, e3,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15642 6
a3 (e1,e3,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15642 114
gl (e2,€1,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15646 8
a5 (e9,e1 + €2,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15646 8
as (€2,2€1,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15646 8
ol (eg,2e1 + €3,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15646 116
g:° (e1,e9,0) (78,78,8,5184) | 15552 | 15646 440
9.8 (e3,€2 + €3,€1 + €2) (80,80, 26,5616) | 16848 | 16980 26
g2 | (es,ea+ez,ep+ea+ez) | (80,80,26,5616) | 16848 | 16980 26
g0 (e3, e + e3,e1 + 2e2) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 26
g3t | (e3,e0 + €3,61 + 2e5 + 2e3) | (80,80,26,5616) | 16848 | 16980 26
9.2 (e2,€1 + €3, €3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 134
gl3 (e3, €2, €1 + 2e3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 134
g5’ (e2,2e1, €3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 134
gl7 (€3, €2,2€1 + €3 + 2e3) (80,80, 26,5616) | 16848 | 16980 134
git (e3,€2,€1 + €3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 242
g6 (es, €2,2e1 + 2e3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 458
gt (€9, €1,€3) (80,80, 26,5616) | 16848 | 16980 566
932 (€1, €2, 2e3) (80, 80,26,5616) | 16848 | 16980 566

Tabela 2.6: Invariantes do grafo para os grafos GG; e Gy relacionados as algebras de Lie

em P, 3 para n = 4.

Por meio do isotopismo entre duas algebras podemos enunciar condi¢oes nos elementos

das entradas das n—uplas de estrutura.

Proposicao 2.3.9. Seja T uma n-upla de estrutura em Ty 4.

Sempre existe uma n-upla

n—1
de estrutura T' = ( Z €y D t’(n_l)je;) € Tnq tal que Aq € fortemente isotopica
j=1

a Ar e as prorimas duas condigoes se verificam:
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a) Set; =0, para algum i > 1, entdo t;; = 0, para todo j,k > i.
b) Sety; # 0, para algum i > 1, entdo tj; = 0, para todo j # i.

n—1 n—1

Demonstracao: Seja T = ( Yotij€j s>, t(nl)jej) € Tnq Considerando que a
i=1 j=1

n-upla de estutura 7" existe, entao se cumpre o isotopismo forte entre as algebras e daf

temos as condigoes a) e b). Tomamos dois casos na esolha de T

e Caso 1) 7" = T. Do Lema 2.3.7, qualquer permutagao dos componentes de 7" e
qualquer remarcacao dos indices dos vetores de base de P, , d4 origem a uma nova
n-upla de estrutura de uma algebra de Lie em P, , que é fortemente isotépica a Arp.

Assim, podemos modificar 7" de modo que, se t;, = 0, para algum i < n, entao

- t;-i = 0, para todo j > i. Caso contrério, reorganizamos convenientemente do

i—ésimo para os (n — 1) ésimos componentes de T".

— t;j = 0, para todo j > i. Caso contrario, permutamos convenientemente os

indices dos vetores de base e;,...,e,_1.
A condigao a) na declaragao se aplica entao a combinagao dessas duas premissas.

e Caso 2) T'# T'. Modificamos 7" de forma que, para cada i < n tal que t,, # 0,
definimos por linearidade 0 isotopismo forte (T4, Tra,h) de Ar em Ap tal que
h(e;) = e — —(th L+ Z ti;e;) e hie;) = €, para todo j # i. Entdo deve

Jj=i+1
cumprir-se Tld(ez)Tld(en) = h(e;e,). Agora,

Tra(ei)Tra(en) = €lel, Ztu €;

-1

:Z +tzz€z+ Z tz] J

j=1 Jj=i+1

e no outro lado da igualdade temos

h(eien) = (Zt”e]) = (theﬂ +the; + Z t”e])

Jj=i+1

n—1
:h<§:%Q>+h%ﬁ0+h(§:ﬂﬂ0
j=1

j=i+1
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i—1 n—1

= "thih(e;) + thhle) + > tiih(e;)
j=1 j=it1
i1 =t n-l n!

SN (egﬁ(zt;je; s t;je;)) £y e
7j=1 w 7j=1 J=i+1 Jj=i+1
i—1 i—1 n—1 n—1

=D e Hte = D ey — X tyei+ Y ey = tiel
7j=1 J=1 Jj=i+1 Jj=i+1

Portanto, se (74,114, h) é um isotopismo forte, entao ti; = 0, para todo j # i.

Assim a condigao b) é valida. |

A Proposicao 2.3.9 determina que toda algebra de Lie em P, , ¢ fortemente isotépica a
uma algebra de Lie cuja n—upla de estrutura cumpre as condigbes a) e b), isto é, que a

matriz (t;j) associada as constantes de estrutura tem forma triangular.

Exemplo 2.3.10. Seja a édlgebra de Lie em P,5 com terna de estrutura 7' = (es, e3 +
es,e2). Do Lema 2.3.7, esta dlgebra é fortemente isotépica a dlgebra de Lie em Py
SV ro . : .
com terna de estrutura 7" = (€}, ) + €}, €5), quando permutamos o primeiro e o terceiro
componentes em 7' e renumeramos ey, e3 € e4 para €, e, e €5, respectivamente. Esta
é, por sua vez, fortemente isotopica a algebra de Lie em P, com terna de estrutura
T" = (e, e}, el — €4), se consideramos o isotopismo forte (774, Tr4, h), com h linearmente
definido por h(eh) = e — e e h(e;) = e, para todo i € {1,3}. Lembremos que a primeira
terna T" significa que os produtos dos elementos da base sao:
PN AN |
¢ 66 =6,
! /
® ey =€y + €3,
N
[ J 6364 - 62.
Na segunda terna T" sao:
n n . n
® €16y = €,
"o oon
® 664 = €,
n_ n

o ciel = ey —ef.

Provamos que, de fato, (174,774, h) é um isotopismo entre estas duas algebras, isto é,

h(eiey) = Tra(e;)Tra(€}), para todo i < 4.
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o h(ejey) = h(e)) = ef = efey = Tha(e))Tra(ey),
o h(eyey) = h(ey +e3) = hiey) + hes) = ey — e + e5 = e5 = eyey = Tra(es)Tra(€l),
o h(esey) = h(ey) = ey — e3 = esel = Tra(es)Tra(e}).
Considerando os produtos da segunda terna de estrutura 7", vemos que a matriz quadratica

das constantes de estrutura (¢;;) é dada tem forma triangular. Lembrando a defini¢ao dos

n,n
i €n, t€mos

produtos e

;

tn=1, tie=tiz=1ta=0,
log =1, to1 = ta3 = tog = 0,

t3o = t33 =1, 131 =134 =0,

(ta1 = tap =ty = lag = 0.

Por isto a matriz é

1 000
01 00
01 10
0000

Nos seguintes resultados, vemos que toda algebra de Lie em P, , ¢ fortemente isotépica a

uma algebra de Lie cuja terna de estrutura tem forma diagonal.

Exemplo 2.3.11. A élgebra de Lie em P42 com terna de estrutura 7' = (eq, es, €5 — €3)
¢ fortemente isotépica a dlgebra de Lie em Pyo com terna de estrutura 7" = (€], €, €),
uma vez que consideramos o isotopismo forte (174, Trq, '), com b’ definido linearmente por
h'(e3) = —ef + € e W' (e;) = €}, para todo i € {1,2}. Provamos que, de fato, (T74, Tr4, ')

é um isotopismo, isto é h'(e;eq) = Trq(e;)Ta(eq), para todo i < 4.
o N(ereq) = W (ey) =¢€) =elely =Traler)Tra(es),

o I'(egey) = W (eg) = €}

ehely = Tra(ea)Tra(eq),

o I'(ezeq) = W (ea—es) = W (ea2)—h'(e3) = eh—(—es+eh) = ey = ehely = Tra(es)Tra(es).
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Obtemos a matriz quadratica das constantes de estrutura (¢;;) na forma diagonal. Pri-

meiro temos os produtos

Lembramos que, da definicao dos produtos €e! , temos

ni

(

tin=1, tip=ti3=1%tua=0,
log =1, to1 = to3 = tog = 0,

lag =1, 131 =t30 =134 =0,

[t =lag =tz =laa = 0.

Por isto a matriz é

o O o =
o =
)

o o o O

0 0

Lema 2.3.12. Seja T' = (t1,...,tp—1) uma (n — 1)—upla de estrutura em T,, e se-
jam i,j dois inteiros positivos distintos menores que n. Seja T' = (ti,...,t;_1,at; +
btj tiv1, ..., tn_1) € Tng, para alguns a,b € Fy tal que a # 0. Entdo Ap € fortemente

isotopica a Arr.

Demonstragao: Scjam {ey,...,e,} e {e1,...,ae; + bej, e;41,...,e,} bases para Ar e

Aqv, respectivamente. Basta definir, por linearidade, o isotopismo forte (f, f, Id) de Ar a
1

Ap tal que f(e;) = —(e; —be;) e f(ex) = ek, para todo k € [n]\{i}. Para evitar confusao,
a

denotamos por - e o os respectivos produtos em Ar e Ap/. Assim

Id(e; - e,) = €;0e, = (e; — be; + bej) o e,

1
= [(aa(ei - bej> + bej] oen = (af(e:) +0f(e;)) o f(en)
= f(ae; + bej) o f(en) = flei) o flen).

A primeira igualdade segue de Id ser um isotopismo; a segunda porque estamos somando
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zero; a terceira porque multiplicamos por um; a quarta, pela definicao de f; a quinta,
pela linearidade de f e a tltima, pela definicao de T”, pois na posicao ¢ da base em Ar a

entrada ¢ ae; + be;. Portanto, (f, f,Id) é um isotopismo entre Ay e Apr. [ |
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Capitulo 3

Isotopismos de algebras de evolucao

A teoria exposta nos Capitulos 1 e 2 nos da as bases para falar de isotopismo de outras
algebras sobre outros corpos. Neste ultimo capitulo a ideia principal é analisar o conjunto
En(K) de élgebras de evolugao n—dimensionais sobre um corpo K, as quais tém uma
semelhanca com as algebras de Lie pre-filiformes. Gragas a esta semelhanca conseguimos
enunciar e provar algumas propriedades parecidas aquelas do Capitulo 2. Em especial,
utilizamos a Secao 1.3 de Geometria Algébrica Computacional, para estudar algumas
distribuicoes de dlgebras de evolucao sobre um corpo. Enunciamos qual é a distribuicao

de algebras de evolucao bidimensionais em classes de isotopismo e de isomorfismo.

3.1 Preliminares

A motivagao para compreender dlgebras de evolucao é entender sua relagao com a Genética.
Por isto precisamos enunciar algumas defini¢oes que sao desta area. Para este estudo e
para mais informagdes sobre isto, usamos os livros de Worz-Busekros [60] e Tian [56],
e ao longo da dissertacao usamos a tese do Falcén [32]. Definimos ainda as dlgebras de

evolugao e enunciamos uma de suas propriedade nesta secao.

Definicao 3.1.1. Um gene é a unidade molecular de informacao hereditaria. Este consiste
no dcido desoxirribonucléico (ADN), o qual contém o c6digo para sintetizar proteinas e

determina cada um dos atributos que caracterizam e distinguem cada organismo.

Exemplo 3.1.2. Exemplo de genes nos humanos sao: a cor dos olhos, a cor da pele e a

cor do cabelo.
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Definicao 3.1.3. Os genes relacionados a um determinado atributo podem ter formas

alternativas, que sao chamadas de alelos.
Exemplo 3.1.4. A cor dos olhos esta relacionada aos alelos castanhos, verdes e azuis.

Definicao 3.1.5. Os genes estao dispostos nos cromossomos, que constituem longas fitas

de ADN formadas por sequéncias ordenadas de genes.

Definigao 3.1.6. A localizacao dos alelos relacionados a um determinado atributo em

um cromossomo € seu locus, que € preservado por heranca.

Os cromossomos carregam, portanto, o codigo genético de qualquer organismo. Os cro-
mossomos na genética desempenham um papel importante no processo de reproducao,
pois os atributos que caracterizam a prole sao herdados dos alelos que estao contidos nos

cromossomos dos pais. Essa heranca depende do tipo de organismos em consideracao.

Definicao 3.1.7. Os organismos dipldides carregam um conjunto duplo de cromossomos

(um de cada progenitor).

Definicao 3.1.8. Os organismo se reproduzem por meio de células sexuais ou gametas,

cada um carregando um tnico conjunto de cromossomos.

Definicao 3.1.9. A fusao de dois gametas do sexo oposto d& origem a um zigoto, que
contém um conjunto duplo de cromossomos. Se A e a denotam esses dois alelos, diz-se
que o novo individuo é do tipo zigotico Aa. Se A = a, entao o zigoto é denominado

homozigoto. Caso contrario, é denominado heterozigoto.

Observacao 3.1.10. Existem leis distintas que regulam, do ponto de vista probabilistico,
a influéncia tedrica de cada um desses dois alelos no atributo final herdado da prole. Assim,
por exemplo, as leis de heranca simples de Mendel indicam que, para cada par de alelos
relacionados a um determinado atributo, a proxima geragao herdara com igual frequéncia

ambos os alelos.

A teoria das dlgebras nao associativas ¢ introduzida na Genética por Etherington [29]
e [30], a fim de estudar as leis de Mendel com ajuda de uma formulagdo matemética.
Isto nos permite entender a reproducao sexual e o mecanismo de heranca de um orga-
nismo, considerando a fusao de gametas em um zigoto como uma multiplicacao algébrica
cujas constantes de estrutura determinam a distribuicao de probabilidade da producao

gamética.
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Defini¢ao 3.1.11. Seja § = {e1,...,e,} um conjunto de alelos geneticamente distin-
tos que estao relacionados a um determinado atributo de uma populacao. Uma dlgebra
genética sobre um corpo K que é baseada no conjunto [ é uma algebra n—dimensional
de base 3, cujas constantes de estrutura em cada produto e;e; = zn: cfjek referem-se a
probabilidade de que um gameta arbitrario, produzido por um indivkiaho do tipo zigdtico

n
eiej, contenha o alelo €. Assim, Y ¢; = 1, para todos i, < n.
k=1

Daqui em diante os produtos e;e; que nao forem explicitados devem ser considerados

nulos.

Exemplo 3.1.12. Seja = {e1, e, e3}. No Exemplo 3.1.4, definimos e; como a cor azul,
e como a cor verde e ez como a cor mel. Assim, uma algebra A com base [ e definida

2 r ) "
pelo produto ejeq = 561 + 562 + 563 é uma algebra genética.

Observacao 3.1.13. Observamos que a nilpoténcia e a solubilidade das dlgebras genéticas

caracterizam o desaparecimento da populacao em processos de evolugao.

Dependendo de algumas variagoes possiveis nas condigoes iniciais, tipos distintos de

algebras genéticas podem ser definidos.

Definicao 3.1.14. Uma dlgebra gamética é uma algebra genética real de dimensao finita,

n

na qual cada elemento »_ a;e;, tal que 0 < a; < 1, para todo i < n, e > a; = 1, pode
i=1 i=1

representar uma populacao, um tnico individuo ou um tnico gameta. Para cada i < n,

n

o coeficiente a; constitui, respectivamente, a porcentagem de frequéncia do alelo e; na

populacao, individuo ou gameta correspondente.

1
Exemplo 3.1.15. Na heranca mendeliana simples, por exemplo, temos e;e; = §(e¢ +e;),

para qualquer par de alelos e; e e;.

Observagao 3.1.16. Observamos que, se dois gametas carregam o mesmo alelo, entao a
prole o herdara. Particularmente, no caso de se tratar de um organismo dipléide, a tabela

de multiplicacdo da &lgebra gamética bidimensional correspondente de base {ej,es} é,

portanto,
€1 ()]
1
€1 | €1 5(61 + 62)
I
€2 5(61 +e2) ex e
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Holgate e Campos [13] e [43] mostram que certas familias conhecidas de dlgebras genéticas
sao isotépicas. Particularmente, eles consideram os isotopismos de algebras genéticas
como uma forma de formular matematicamente a mutacao de alelos no processo de he-
ranca. Neste sentido, um segundo tipo de dlgebra genética, que ¢é interessante ser consi-
derado aqui, é o formada por dlgebras de mutagcao. Nessas algebras, antes de participar
da formagao de um zigoto, cada alelo e; se modifica num alelo e; com probabilidade m;;.

n
Portanto, 0 <m;; <1le > m; = 1.
j=1

Definigao 3.1.17. Sejam (A, ) uma &lgebra genética sobre um corpo K com base f =

{e1,...,e,} € M = (m;;) uma matriz n X n com entradas em K. Definimos a dlgebra de
n n n

mutagdo (A, o), com base 3, tal que e; 0e; = > myper - > mje; = D mymye; - €.
k=1 =1 k=1

Exemplo 3.1.18. Consideremos a dlgebra A no Exemplo 3.1.12 e a matriz

110
M=1010
0 01

Definimos a dlgebra de mutacao A’, com o produto

n
2 2
€1 0 ey = E M1EMoi€1 * € = €1€9 = 561 + 562 + 563.
k=1

Neste caso A e A’ sao isomorfas.

Um terceiro tipo de dlgebras genéticas, cujo estudo constitui de fato o objetivo principal
deste capitulo, é aquele formado por algebras de evolugao. Para estudar os processos de
reprodugao assexuada, Tian e Vojtechovsky [56] e [57] introduzem essas algebras como
um tipo de algebra genética que possibilita lidar algebricamente com a autorreproducao
de alelos na genética nao mendeliana. Essas algebras também constituem uma conexao
fundamental entre Algebra, Sistemas Dinamicos, processos de Markov, Teoria dos Grafos

e Teoria de Grupos (ver [44] e [56]).

Definicao 3.1.19. Uma algebra n—dimensional sobre um corpo K é considerada uma
dlgebra de evolu¢ao se admite uma base {eq,...,e,} de modo que as préximas duas

condicoes sejam satisfeitas:
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1) €i€; = O, se 1 #]
ii) e;e; = Z t;jej, para algumas constantes de estrutura t;;,...,t;, € K
j=1
Exemplo 3.1.20. Seja A a algebra de dimensao 2, com base {ej, e}, definida pelos
produtos eje; = e, ejes = ege; = egey = 0. Portanto, a dlgebra A é uma algebra de

evolugao.

Definicao 3.1.21. Uma algebra de evolucao é dita nao degenerada se nao existirem
linhas nulas na matriz quadrética (¢;;) formada por suas constantes de estrutura, isto é,

se e;e; # 0, para todo ¢ < n. Caso contrario, é considerada degenerada.

Observacao 3.1.22. Da Definicao 3.1.21, numa algebra de evolugao nao degenerada as
constantes de estrutura t; sao todas diferentes de zero; no caso de alguma ser igual a

zero, a algebra é degenerada.

Exemplo 3.1.23. Um exemplo de uma algebra de evolucao degenerada é a dlgebra A do
Exemplo 3.1.20. Um exemplo de algebra de evolu¢ao nao degenarada é a dlgebra A’ com

ro . rr I
base {€/, e} descrita pelos produtos €je] = €}, e elel, = €.

Daqui em diante, o conjunto de algebras de evolugao n—dimensionais sobre um corpo K

serd denotado por &, (K).

Observacgao 3.1.24. Cada vetor béasico de uma &lgebra de evolucao constitui um alelo;
o produto e;e; representa a autorreplicacao; e cada constante de estrutura t;; constitui a

probabilidade de que o alelo e; se torne o alelo e; na préxima geracao.

De acordo com [10], [12], [16] e [18], a teoria das dlgebras de evolugao vem sendo desen-

volvida nos ultimos anos sem restricoes probabilisticas nas constantes de estrutura.

Segundo Falcén, em [32], um dos problemas principais da teoria de dlgebras de evolugao
n—dimensionais é sua distribuicao em classes de isomorfismo e isotopismo. A distribuicao
em classes de isomorfismo foi tratada para dlgebras de evolucao bidimensionais sobre o
corpo dos complexos. Camacho, Gomez, Omirov, em Turdibaev em [11] e Casas em [17] es-
tudam as algebras de evolugao em &(C), cujas matrizes quadréticas sdo, respectivamente,
matrizes de Jordan e matrizes triangulares superiores. Com respeito a corpos arbitrarios,
Hegazi e Abdelwahab [42] classificam dlgebras de evolugao nilpotentes de dimensao até

quatro. Particularmente, o seguinte resultado é conhecido.
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Teorema 3.1.25. (Teorema 4.1.1, [17]) Cada dlgebra de evolug¢ao complexa nao-abeliana

bidimensional E € E(C) € isomorfa a exatamente uma das sequintes dlgebras:
a) dimE? = 1:

- E1 €161 — €1 € €26y = 0.
- E2 €161 = €1 € €92€9 = €1.
- E3 €161 = €1 + €2 € €36y = —€1 — €9.

— Ey:e1e1 = €9 € egeq = 0.
b) dimE? =2

— E5:e1e1 = e + azey e eseg = azey + eg, com ag, a3 € C tais que 1 — asaz # 0.

~Y /

Aqui, Es,, . = E5a3 ., bara todos as, a3 € C.

— FEs,, 1 e1e1 = ez € eaea = €1 + agez, com ag € C. Se ay,a € C\{0}, entao

! 2k 2k
Es,, = Ee,, se e so se, - COSTW + i sin Tﬂ, para algum k € {0,1,2}.
R ay

Demonstragao: Como E é uma édlgebra de evolugdo com base {eq, es}, temos
e1e; = aye; + ag€g, €9€9 = U3€71 + aseo € e1e9g = ege] = 0.

a) Como dim E? = 1, tem-se eje; = ci(aje; + ases), eseq = ca(are; + ases) e ejen =
ese; = 0. Evidentemente, (c¢q,c2) # (0,0), porque se nao, a dlgebra seria abeliana.
Como €7 e ey sao simétricos, podemos supor ¢; # 0 e, por uma simples mudanca de

base, podemos supor ¢; = 1.

— Caso 1. a; # 0. Tomamos uma mudanca apropriada da base €] = aje; + azes

e ey, = Ae; + Bey , com a1 B — as A # 0. Consideramos o produto

0 = elel, = (are1 + ages)(Aeq + Bey)
= alAe% + agAeseq + a1 Bejes + agBeg = alAef + agBeg

= a1 A(arey + ages) + agBes(arey + ages) = (a1 A + agBeg)(arer + ages).

—aqyBc
Portanto, a1 A + asBcy = 0, ou seja, A = 2T e a1 B — asA = a1 B +
ai
2 2 2 2 2
asBc . asB + a5Bc as + asc0)B Lo
272 £ 0; assim 0 # — 2772 (a1 + a365) . Isso significa que, no

a1 a a
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caso a3 +adcy # 0, consideramos a mudanca de base acima. Temos os produtos

!/
ere] = (a1e1 + azez)(are; + agzes)
2.2 2 2 2 2 2 2
= aje] + agaiexe; + ajaze ey + aze; = aje; + ae;
_ 2 2 2 2
= aj(ar1e1 + agea) + azca(arer + agen) = (ai + ascz)(are; + azes)

= (a7 + ajc2)e}

egeh, = (Aey + Beg)(Aey + Bey)
= A%} + BAese; + ABejey + B?el = A%e] + Be}
= A2((l161 + ageg) + BQCQ(alel + (1262) = (A2 + B202)(CL1€1 + a262)
a3 B?*c2

= (A% + B%cy)e, = < o+ BQCQ>€/1
1

2 1

_ <B262(a% + a%cz)>e,
ay

— Caso 1.1 ¢ = 0. Por isto eje; = a’eq e exes = e1e9 = ege; = 0. Tomamos
1

€1 . p
e} = —, conseguimos a algebra E.
ay
aj
— Caso 1.2 ¢ # 0. Neste caso, B = - e obtemos eje; = (a? + a3co)e; e
2
(2 2
eses = (aj + azca)ey.
2 2 / €1 / €2
Se aj + a3cy # 0, a mudanga de base €] = ———— e ey = ———5— nos traz
ay + axco ai + axco
a algebra com multiplicagao eje; = €1 e egeq = €.
2 3 2
- a , a a
Se &%—{—a%cg = 0, entao cy = ——; edaleje; = aje;+aszes e egey = ——éel——leQ.
a as as
, €1 , a2 ,
A mudanca de base ) = — e e; = — fornece a dlgebra Es.
Cl1 al
— Caso 2. a; = 0. Portanto, eje; = ases e exey = Caases, com as # 0.
€1 (
Se ¢o = 0, pela mudanca €} = ——, obtemos a &algebra Fj.
Va2
’ €1 , €2 ‘ .
Se ¢y 0, por ¢f = —— e e, = ——, temos a algebra determinada por
) 1 ’

2
\/ 203 Co2

e1e1 = ey, €99 = €9, que € isomorfa a algebra Es.

b) Agora consideramos algebras com dim E? = 2. Escrevemos eje; = a1€1 + ases €

€€y = azey + ages, cOm aiay — asaz 7 0.

— Caso 1. a; # 0 e ay # 0. Por consequéncia, a mudanca de base f; = al_lel e

fo= a;leQ se torna possivel supondo a; = a4 = 1. Portanto, obtemos a familia



84

biparamétrica Es,, ., © €161 = €1 + agea, eze2 = ager + €3, 1 — asas £ 0.
Tomemos a mudanca geral de base €] = Aje; + Ases, e €, = Byey + Baes, com

A1 By — Ay By # 0. Consideramos o produto

0= 6/16/2 = (A161 + AQ@Q)(Blel + BQGQ)
= AlBl (61 + CL2€2) + AQBQ(CLgGl + 62)
= (AlBl + Angag)el -+ (AlBlag —+ AQBQ)GQ.

J& que esta nova algebra deve ser também uma algebra de evolugao, temos
AlBl + AQBQCLg =0e AlBlCLQ + A2B2 = (. Disto sabemos AQBQ(l — &2(13) =0
e A1B1(1 — agaz) = 0. Como 1 — agsaz # 0, concluimos A;B; = A3 By = 0.

— Caso 1.1. Ay = 0. Entao B; = 0. Consideramos os produtos

AN 2 / AN /
ere] = Aj(er + ages) = €] + asey = Ajer + ayBaes

:>A%:A1, A%QQZCLIQBQ:}Al =1

eheh = Bi(aze; + ey) = ayey + e, = ajAje; + Baey
= B;ag = agAl, 322 =By=By=1

— Caso 1.2. A; = 0. Entao By = 0 e, da familia de dlgebras Es, , , temos a

familia Es, . .

— Caso 2. a; = 0 ouay = 0. Como e; e ey sao simétricos, sem perda de
generalidade podemos supor a; = 0, ou seja, eje; = ases € esey = aze; + aqéo,
com asaz # 0.

mudan eh = 3 ——e ee, = 3 —=es m milia um-
Pela mudanga de base € 5 e e 52, obtemos a familia

paramétrica de algebras E6a4 D €161 = €9, €26y = €1 + Ayes.

Tomamos a mudanca geral de base €] = Aje; + Ases e €, = Biey + Bses, com

A1By — Ay By # 0. Consideramos o produto

0= 6/16,2 = (A161 + AQGQ)(Blel + 3262)
= A1B16% + AlBgeleg + A2B16261 + AQBQ@;

= A13162 + AQBQ<€1 + CL4€2).

Portanto, A1B; + AsByay = 0 e A3 By = 0, implicando A1B; =0 e Ay;By = 0.
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Sem perda de generalidade, podemos assumir Ay = 0 e dai B; = 0.

Consideramos os produtos

! ! 2 2
ey = Ajes = Byes = A} = By,
AN 2 / !/ /
eqeh, = By(e1 + ages) = €] + aye; = Ajey + ayBaes

= B) = Ay, Biay = Boa),.

Destas igualdades concluimos B = 1 e Byay = aj.

a’ 2k 2k
Se - = cos (T> + 7 sin (T)’ para algum k = 0,1,2. Agora colocamos a constante
Qg
27k 2k
By = cos (?) + ¢sin <T> e obtemos o isomorfismo entre as algebras Es,, e Eg,, .
Ay
As dlgebras obtidas sdo nao isomorfas em pares, o que verificamos por comparacao das

propriedades algébricas listadas na tabela a seguir:

dim E? | Nilpoténcia a direita | dim(centro) | Elementos nil | Solubilidade
E 1 Nao 1 Sim Nao
Ey 1 Nao 0 Sim Nao
Es 1 Nao 0 Sim Sim
E, 1 Sim 1 Sim Sim
Es 2 Nao 0 Nao Nao
Eg 2 Nao 0 Sim Nao
Isso completa a prova do teorema. |

Os isotopismos sao uma ferramenta interessante para simular mutagoes em algebras
genéticas e sao considerados no caso de lidar com &lgebras de evolucao em [32]. O princi-
pal objetivo deste capitulo é aprofundar este aspecto. Particularmente, a seguinte se¢ao
trata da distribuicao de algebras de evolucao de dimensao finita sobre qualquer corpo base
em classes de isotopismo de acordo com suas n—uplas de estrutura e com a dimensao de

seus anuladores.

3.2 n—uplas de estrutura e anuladores

Nesta secao, analisamos duas estruturas relacionadas as algebras de evolucao que podem
ser muito importantes na hora de determinar sua distribuicao em classes de isotopismo e

isomorfismo. Estudamos estas duas estruturas separadamente.
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3.2.1 n—uplas de estrutura de algebras de evolugao

A semelhanga das dlgebras de evolugao com as dlgebras de Lie pre-filiformes dé origem a
esta secao, ja que os produtos dos elementos das bases nos dois conjuntos de algebras é
parecido. Numa algebra de Lie pre-filiforme n— dimensional, os produtos sao da forma
e;en, com ¢ < n e os outros produtos zero; na algebra de evolucao n—dimensional os
produtos sao da forma e;e;, com ¢ < n e os outros produtos zero. Por conseguinte,
podemos usar alguns dos resultados do Capitulo 2. Assim, desta semelhanca, temos a

primeira definicao.

Defini¢ao 3.2.1. Uma n—upla de estrutura de uma algebra de evolugao em &, (K) é uma
n—upla T = (t1,...,t,) tal que t; = e;e;, para todo i < n. Denotamos essa algebra de

evolugao por Ar.

Daqui em diante, o conjunto de n—uplas de estrutura de dlgebras de evolugao em &, (K)

serd denotado por T, (K).

Exemplo 3.2.2. No Teorema 3.1.25, a algebra de evolucao F; tem n—upla de estrutura

T = (€1,0). Assim, t; = e e to = 0.

Os seguintes resultados seguem analogamente ao Lema 2.3.7 e a Proposicao 2.3.9, que

foram expostos no Capitulo 2.

Lema 3.2.3. Sejam T e T" duas n—uplas de estrutura em T,(K) que sdo iguais a menos
da permutacdo de suas entradas e da ordem dos vetores da base. As dlgebras de evolucdo

Ar e Ap sdao fortemente isotopicas.

Demonstragao: Sejam {eq,...,e,}e{e],..., e} bases para Ar e Ap/, respectivamente.

Suponhamos

= (Ztljej,...,Ztnjej> e T, n e T = (Ztlje],...,Zt;Uej) 67;L<K)
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Partindo da hipétese, existem duas permutagoes a, 3 € S, tais que t;(i) s(j) = tij, para

7)
todos i,j < n. Basta entao definir, por linearidade, o isotopismo forte (f, f,h) de Ar

para Ar: tal que f(en) = h(en) = €3, f(e;) = €, e hlei) = €}, para todo ¢ < n. Entao

fle)fen) = eaiyen Ztcw Zt ()8G)EBG) = Z%%u = h(eien),
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para todo i < n. [ |

Para mais detalhes da demonstracao é s6 ver a demonstracao do Lema 2.3.7.

Exemplo 3.2.4. Do Lema 3.2.3, as dlgebras de evolucao E; e F4 no Teorema 3.1.25 sao
fortemente isotépicas. Por definicdo Ej : eje; = e1, eaea = 0 e Ey : €le] = €}, ehel, = 0.
Especificamente, a terna (174, Tra, T(12)) ¢ um isotopismo forte entre as duas dlgebras, ja
que T' = (€1,0) e T" = (e2,0). Com Tin9) : By — Ey tal que T(1y(€e1) = €2 e T(1z)(e2) = ey,

entao

Tra(e1)Tia(er) = €1€] = e5 = T (er) = Tz (erer),
Tr4(e2)Tra(e2) = 0 = f(0) = f(ezez).

Proposicao 3.2.5. Seja T uma n—upla de estrutura em T,(K). Sempre eziste uma
n—upla de estrutura T" = (Ztu AN Etm ]> € T.(K) tal que A é fortemente

isotopica a Ar e as prorimas duas condwoes sao satisfeitas:
a) Set; =0, para algum i > 1, entdo t;, = 0, para todos j, k > i.
b) Sety; # 0, para algum i > 1, entdo ti; = 0, para todo j # i.

Demonstragao: Seja T' = (Z €5 z thie j> T.(K). Como um primeiro passo
na construgao da n—upla de estrutura necessarla T, consideramos 17" = T. Do Lema
3.2.3, qualquer permutagao dos componentes de 7" e qualquer remarcacao dos indices dos
vetores da base em 7,, dao origem a uma nova n—upla de estrutura de uma algebra em 7,
que ¢é fortemente isotépica a Ar. Tendo isto em mente, podemos modificar 7" de modo

que, se t;; = 0, para algum i < n, entao

e t; = 0, para todo j > i. Caso contrdrio, reorganizamos convenientemente da

i—ésima para as n— ésimas entradas de T".

° t;j = 0, para todo j > i. Caso contrario, permutamos convenientemente os indices

dos vetores da base e, ..., e,.

A condi¢ao a) no enunciado da proposigao se aplica entdao a combinacao dessas duas
premissas.

Agora, para obter a condigao b), modificamos 7" de forma que, para cada i < n tal que
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t.. # 0, definimos por linearidade o isotopismo forte (174, 174, h) de Ar em Az de forma

que h(e;) = ¢, —<Zt;]e] Z twej) e h(e;) = €, para todo j # i. Entao
j=

Jj=t+1

eiel = Tra(e))Tra(en) = hiee,) = h(ZtQjeJ) the] +tih(e;) Z tii€; = e,

j=1 Jj=1i+1
assim a condigao b) é valida. [

Exemplo 3.2.6. Seguindo os passos da prova anterior, obtemos que a algebra de evolucao
E3 no Teorema 3.1.25 é fortemente isotépica a algebra de evolugao Aer oy € E(C) por
meio do isotopismo forte (174, Tra, h), com h : E3 — A ey tal que hie;) = e} —ej e

h(ey) = €. Provamos que de fato (174,174, h) é um isotopismo, ja que

h(erer) = hiey + e3) = h(er) + h(ex) = €| — ey + ey, = €] = e} = Tra(er)Traler),

h(eses) = her — ez) = h(e) — h(es) = —e) + ey — ey = —e| = ehel, = Tra(ez)Traes).

Da mesma forma, qualquer dlgebra de evolugao FEj,, no Teorema 3.1.25, ¢é fortemente
isotépica a algebra Ej, . Especificamente, se a e b sao dois niimeros complexos tais que
ab # 1, entao a terna (774, Tra, h') tal que b @ Ej, . — Ar com h(e1) = €] — azey
e h'(eg) = e, é um isotopismo forte entre a dlgebra de evolugao Ej,, .. e a dlgebra de
evolugdo Ar com dupla de estrutura 7' = (e}, be] + (1 —ab)eh) € T2(C). Provamos que de

fato é um isotopismo, ja que

o N(ejer) = h'(eq + asey) = h(ey) + ash'(e3) = €| — asely + agel, = €| = €le] =

Tld(el)Tld(€1)>

o I'(egeq) = W (aze;+e3) = ash/(e1)+h (e2) = az(e] —aqely) + ey = aze| —azazel+€h =
aze| + (1 — agaz)ely, = ehel, = Trq(es)Trales).

1
(e — axe])

e h'(e]) = e/ é um isotopismo forte entre as dlgebras de evolucao Ar e Es,,. Provamos

Agora, a terna (T7q, T74, ") tal que A" : Ap — Es5,, com h”(ef) =

que h” é um isotopismo, pois

o W(ehel) = H(e}) = ¢ = efel = Tra(e}) Trale}),
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o 1'(ehel) = h'(asze] + (1 — agasz)el) = ash”(e}) + (1 — azaz)h’(e})
1

(1 — agag)

= ey = eyey = Tra(eh)Tra(ey).

" " " " " "
= aze] + (1 — agas) (5 — agey) = aze| + €5 — agey

Finalmente, podemos provar que qualquer algebra de evolucao Eg, no Teorema 3.1.25,
também ¢ fortemente isotopica a dlgebra Ej, . Especificamente, se a ¢ um nimero com-
plexo distinto de zero, entao a terna (T(12), T(12),h") tal que h"" : Fs, — Es,,, com
R"(e]") = e — aqely e K" (e)') = e, é um isotopismo forte entre as algebras de evolugao

. Prov u & um i i ja qu
Es,, e Es,,. Provamos que de fato A" é um isotopismo, jd que
MM N LI I I
o n"(el'el’) = N"(ey) = ey = ehey = T(12)(€1)T(12)(61)7
mn n _mnyN __ n n nmN\ __ . n " no__ o n n o__ n n
o 1"(eg'ey’) = h"(e' + azey’) = €] — asely + aze; = ef = €fe] = T(12)(e2 )T(12)(€3).-

Observagao 3.2.7. As algebras de evolucao, ao contrario das algebras de Lie pre-filiformes,
nao apresentam um resultado semelhante ao Lema 2.3.12, o qual afirma que n—uplas de
estrutura que sao iguais, a menos da adi¢ao de suas entradas, dao origem a algebras de

Lie pré-filiformes fortemente isotépicas.

Exemplo 3.2.8. Da Observacao 3.2.7, a dlgebra de evolucao F3 = A tes,—ei—es) NO
Teorema 3.1.25 nao ¢ isotépica a algebra de evolugao A, 1e,0) € £2(C), cuja dupla de
estrutura resulta daquela de E3 apos adicionar sua primeira entrada a segunda. Isto segue

da Proposicao 1.2.8 e de dim(Anng, (E3)) = 0 # 1 = dim(Anna, . o (A +es0)))-

Terminamos esta subsegao determinando explicitamente a distribuigao do conjunto &(C)

em classes de isotopismo.

Proposicao 3.2.9. Existem quatro classes de isotopismo de dlgebras de evolugcao comple-
zas bidimensionais. Elas correspondem a dlgebra abeliana e as dlgebras de evolug¢ao E,

Ey e Es,, do Teorema 3.1.25.

Demonstracao: Dos Exemplos 3.2.4 e 3.2.6, temos:
o I~ FEy;
o [i3~ Ay, —ep) e

o B5,, =~ Fg,, para todos a,b,c € C tais que ab # 1 e ¢ # 0.
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Agora provamos que a terna (f, f,T14) tal que f : Ey — A _ory, com f(e;) = —ie} e

f(ez) = €}, é um isotopismo forte entre as dlgebras Fy e A ). De fato,

o fler)f(er) =iey —iey = —ehey = —(—€}) = €] = ere} = Tha(ee)),

o fle2)f(e2) = ehely = —e) = T14(—e1) = Tra(eze).

Assim, F» ~ F5. Basta provar, portanto, que as quatro algebras de evolucao do enunciado
nao sao isotopicas. Do Lema 1.2.5, podemos nos concentrar nas trés algebras Ey, Fs e

FEs,,. Da Proposigao 1.2.8, o primeiro nao ¢ isotépico a Fy ou Fj, ,, porque
dim Annpg, (E1) = 1 # 0 = dim Anng, (E,) = dim Anng, (Es,,)-

Finalmente, a partir do Lema 1.2.9, as algebras de evolugao F, e Ej5, , nao sao isotépicas,

porque E3 = (e1) e (ef, e5) = Ego,o' "

Observagao 3.2.10. A prova da Proposicao 3.2.9 envolve o fato de que a existéncia de

elementos nilpotentes de algebras de evolucao nao é preservada por isotopismos.

Exemplo 3.2.11. Da Observacao 3.2.10, as algebras de evolucao Fs e E3 sao isotépicas.
No entanto, mesmo que o vetor base e, seja nilpotente em E, (especificamente, €3 =

(€3)ea = ejes = 0), a dlgebra de evolugao F3 nao possui elementos nilpotentes.

3.2.2 Anuladores de algebras de evolucao

Considerando a estrutura do anulador, definimos um conjunto de algebras de evolugao

com uma caracteristica especifica sobre os anuladores dessas algebras.

Definigao 3.2.12. Sejam n e m inteiros nao negativos tais que m < n e &,.,,(K) o
subconjunto de dlgebras de evolucdo n—dimensionais sobre um corpo K com anulador
(n—m)—dimensional. O conjunto {&,.,»(K)|0 < m < n} constitui, portanto, uma partigao

do conjunto &,(K).
Valem os seguintes resultados.

Lema 3.2.13. Cada dlgebra de evolugao em &,.,(K) € isomorfa a uma dlgebra de evolugdo

n—dimensional com uma base {eq, ..., e,} tal que e;e; # 0 se, e somente se, i < m.
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Demonstragao: Seja A € &,.,,,(K) uma édlgebra de evolucao de base {ey,...,e,}. A
partir da descrigao do conjunto &,.,(K), existe um subconjunto S = {iy,...,i,} C [n],
porque a dimensao do anulador de A é (n —m). Logo existem m vetores linearmente
independentes que nao pertencem ao anulador de A. Como os elementos da algebra sao
determinados pelos produtos e;e; dos elementos da base, temos e;e; # 0 se, e somente se,
1 € S. Basta assim considerar o isomorfismo que envia, respectivamente, os vetores da

base €;,,...,€; ae,..., e, e fixa os outros vetores da base, isto é, um isomorfismo que

m

neste caso corresponde a uma permutacao entre m indices e que deixa fixos n —m indices.

Proposicao 3.2.14. Sejam m e m' dois inteiros ndo negativos distintos menores ou
iguais a n. Entdo nenhuma dlgebra de evolug¢io em &,.,(K) € isotdpica a uma dlgebra de

evolugao em &,y (K).

Demonstragao: As dlgebras em &, ,,(K) tém anuladores de dimensdao n —m e em
Enm(K) tém anuladores de dimensdo n —m’ # n — m. Pela Proposigao 1.2.8, nenhuma

algebra em &, ,,,(K) é isotépica a uma élgebra em &, v (K). |

O seguinte resultado trata da distribuigao do conjunto &,.,(K) em classes de isomorfismo
e de isotopismo, para todos os inteiros positivos n € N e m € {0,1,2}. No resultado,
usamos a descrigao das algebras que sao expostas no Teorema 3.1.25. Porém aqui falamos
de algebras de evolucao n—dimensionais sobre um corpo K em vez de algebras de evolucao
complexas bidimensionais. Abuso semelhante de notagao é feito daqui em diante, a fim de
obter uma rotulacao simples e coerente das algebras de evolugao que sao expostas neste

capitulo.

Proposicao 3.2.15. As proximas afirmacoes sao vdlidas.
a) O conjunto E,0(K) € formado apenas pela dlgebra abeliana n—dimensional.
b) Qualquer dlgebra de evolugao em £1.1(K) € isomorfa a dlgebra E; .

c) Sen > 1, entdo qualquer dlgebra de evolugiao em &,.1(K) € isomorfa a dlgebra E,

ou a dalgebra Ej.

d) Qualquer dlgebra de evolugdo em &, (K) € isotdpica para a dlgebra E;.
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e) Qualquer dlgebra de evolugao em E95(K) € isomorfa a uma dlgebra de evolugao em

E22(K) com base {e1, ez} tal que ere; € {e1,e2,61 + €2}.
f) Qualquer dlgebra de evolugdo em &E,5(K) € isotdpica para Ey ou Es .
Demonstracao: Provamos cada afirmacao separadamente.

a) Esta afirmacao segue diretamente da defini¢ao de &,.0(K), j4 que a dimensao dos

anuladores é n, portanto e;e; = 0, para todo i € [n], com e; na base do anulador

Anna(A).

b) De a) & 1(K) néo é abeliana. Portanto, da Proposicao 1.2.6, & ;(K) é isomorfa a

algebra definida pelo produto eje; = eq, ou seja, a algebra F; (do Teorema 3.1.25).

¢) Seja A uma algebra de evolucao n—dimensional em &, (K) com uma base {€}, ..., €},
que € descrita por sua matriz quadratica de constantes de estrutura (¢;;). Pelo Lema
3.2.13, temos eje; # 0 se, e somente se, ¢ < 1. Logo eje; = 0 e, assim, ¢;; = 0, para
todo @ > 1. Denotamos por j, < n o menor inteiro positivo tal que ¢1;, # 0. Tal
Jo existe, porque A nao é abeliana. Além disso, podemos supor jo € {1,2}. Caso
contrario, basta considerar o isomorfismo T{y;,) que troca os vetores da base e e €.

Estudamos os dois casos.

— Se jo = 1, entao temos que a transformacao linear f : A — F; que é definida
por f(e}) = ti1e1— % Ztljej e f(e}) = e;, para todo i > 1, é um isomorfismo
entre A e a algebra de e;i)lugéo FE4, pois

© FLDF(e)) = e = 0 = F(0) = f(clel), parai > 1.
x f(e)f(e)) = (tnel—a Z;tlj@jy = 2 e10—6 Z;tljej—(zgtljej)eﬁ
Jj= j= j=

n n
2 : 2 2 2 2 2 : 2 :

t2 tlje] tll = t116161 = tnel = tll — tljej + tljej =
Jj=2 i =2

tuf(eh) + Ztuf(e}) = f(tue) + Ztlje;' = Ztlj e;) = f(eley).
j=2 j=2
— Se jo = 2, entéo temos que a transformacao linear f : A — FE4 que é definida
por f(eh) = ey Z tize] = ¢/, para todo i # 2, é um isomorfismo

entre A e a algebra de evolugao E,. De fato,

x f(e;)f(e)) =ele! =0= f(0) = f(ele]) parai,j #1,2.



1 n
(2 tuef)es + Ztu
x f(e))f(e)) = e”e’l’ = 62 = t1161+62 = ty1€] —1—6’2’ Zj 3 l1;€] —i—ZJ st =

I Ztlj >+Z tije] = tuf(e))+tiaf(es) +Z ti;f (€]
tiz ti2

f(tire] + tioeh + Ztu@;) = f(Z tije;) = fleel).
j=1

J=3

t1161+t12<

d) Caso n = 1, entao por b) concluimos o resultado.

Caso n # 1, basta observar que a terna (174, Tra, T{12)) ¢ um isotopismo forte entre

as algebras de evolugao E; e E4 em ¢). Temos

— Tra(er)Traler) = efe] = e5 = Tug)(er) = Tz (erer),

— Tra(ea)Tra(ez) = eqey = 0 = T(12)(0) = Tz (e2e2).

e) Seja A uma algebra de evolugdo em &5(K) com base {e],e}}. Do Lema 3.2.13,
podemos supor a existéncia de um par (a,b) € K?\(0,0) tal que €}e| = ae) + be.
Se a # 0, entao a algebra A é isomorfa a algebra de evolugao com a mesma base tal
que eje; = eq, sempre que b = 0, e eje; = e1 + e, sempre que b # 0. Para este fim,

basta considerar o isomorfismo f: A — Ej tal que f(€e}) = ae; e

) es, se b=0,
flez) = a2
?62, caso contrario.

Se a =0, entao b # 0 e a dlgebra A é isomorfa a algebra de evolugao com a mesma
base tal que eje; = eq, por meio do isomorfismo que envia €, para bes e envia €]
para ej.

Assim, com a # 0 e b = 0, temos

= f(e))f(€) = aerae, = ael = a’er = alaer) = af(e}) = f(aey) = f(ere)),
— fler)f(ey) = ezex = 0= f(0) = f(ehes).

Com a # 0 e b # 0, temos
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2
— f(e))f(e]) = aejae; = a*e? = a*(e; + e3) = a’e; + a’e; = a(aey) + b %62 =

af(€)) +bf(e3) = flael +beh) = f(ereh),

a®>  a? a

— f(e3) f(e3) = 32T b—2€§ = 0= f(0) = f(eyes).

Agora com a = 0 e b # 0, temos o isomorfismo f : A — E, tal que f(e}]) =€ e

f(ey) = bely. De fato,

= f(e)f(er) = efef = (ef)? = ef = %6’2’ bf(es) = flbes) = flerey)f(ael +
bey) = f(ereh),

— fle5) f(ey) = begbey = b?(e3)* = 0 = f(0) = f(ezep).

f) Seja A uma dlgebra de evolucao em &,2(K). Pela Proposigao 3.2.5 e pelo Lema
3.2.13, podemos supor a existéncia de dois elementos a,b € K\{0} tais que A é
fortemente isotépica a élgebra de evolugao em &,.2(K) com n—upla de estrutura
T = (aeq,bey,0,...,0) ouT" = (aeq, beq,0,...,0) em T,(K). A dlgebra de evolugao
Ar é isotépica a Fy por meio da terna (f,Trq,T7q) com f : Ap — E, tal que

fle1) = ael, f(ea) =be, e f(e;) = €}, para todo i > 2, pois
— f(e1)Tra(er) = aeie] = ale})? = aey = Trq(aer) = Tra(erey),
- f(@g)T]d((?Q) = b6/2€,2 = b(6/2>2 = be’l = T[d(bel) = Tjd(egeg).
Enquanto a algebra de evolugao Az, é fortemente isotépica a Es, , por meio da terna
1 1
(Tyq, Tra, h) com h : A — Es,, tal que h(e;) = ~¢f, h(e) = geg e h(e;) = €,
’ a
para todo i > 2, pois
1
— Tra(e1)Tra(er) = €elef =€l =a (56/1,) = ah(e;) = h(aey) = h(erey),
1
— Tra(ea)Tae2) = ehely = el = (561/) = bh(ey) = h(bey) = h(ezez). |

O seguinte teorema segue direto das ultimas propriedades estudadas nesta secao.

Teorema 3.2.16. FExistem quatro classes de isotopismo de dlgebras de evolucao bidi-
mensionais sobre qualquer corpo. Elas correspondem a dlgebra abeliana e as dlgebras de

evolugao Ky, By e Es .

Demonstracao: A Proposicao 3.2.15 generaliza a Proposicao 3.2.9 e determina explici-

tamente a distribuicao de algebras de evolucao bidimensionais em classes de isotopismo,
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qualquer que seja o corpo base. Assim podemos concluir que as classes de isotopismo sao:

a abeliana, Ey, Fy e Es, . |

3.3 Classes de isomorfismo do conjunto &(K)

Estudamos particularmente as classes de isomorfismo do conjunto &(K) com ¢ uma
poténcia de um primo. Especificamente nesta secao usamos o procedimento isoAlg no
Algoritmo 2, com o objetivo de conhecer a distribuigdo de conjunto &(K) em classes
de isomorfismo para ¢ € {2,3,5,7} do mesmo jeito que é feito no Capitulo 2. Por isto
também mostramos para cada classe os invariantes dos grafos (G; e G5 nas Tabela 3.1,
Tabela 3.2 e Tabela 3.3. Assim vemos com mais clareza as classes enunciadas no Teorema

3.2.16, as quais sao identificadas por esses invariantes.

G1 (§] GQ Gl GQ
g n—upla de estrutura | Vértices | Aristas | Aristas Tridngulos
2 (0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
(3,0) (2,2,1,4) | 12 16 2
(e1,0) (2,2,1,4) | 12 18 7
(e1,€1) (3,3,1,6) 18 25 7
(61 + €9, €1 -+ 62) (3, 3, 1, 6) 18 25 7
(e2,€1) (3,3,3,7) 21 33 8
(€2,e1 + €3) (3,3,3,7) 21 33 8
(e1,e1 + €3) (3,3,3,7) 21 33 12
(e1,€2) (3,3,3,7) 21 33 16
3 (0,0) (0,0,0,0) 0 0 0
(e2,0) (6,6,2,36) 108 120 6
(e1,0) (6,6,2,36) 108 124 20
(e1,2e1) (8,8,2,48) | 144 160 18
(e1 + 2,261 + 2¢5) | (8,8,2,48) | 144 160 18
(e1,€1) (8,8,2,48) 144 164 22
(e2,€1) (8,8,8,56) 168 200 24
(€2,e1 + €2) (8,8,8,56) 168 200 24
(e2,€1 + 2e) (8,8,8,56) 168 200 24
(e1 4+ e2,2e1 +e3) | (8,8,8,56) 168 200 24
(e1,e1 + €2) (8,8,8,56) 168 200 36
(e1,2e1 + e3) (8,8,8,56) 168 200 36
(e1,e2) (8,8,8,56) 168 200 48

Tabela 3.1: Invariantes para os grafos G; e Go relacionados ao conjunto &(F,) para
q € {2,3}.

Para conhecer a eficiéncia do procedimento, expomos na Tabela 3.3 o tempo de execucao

e o uso de memoria necessarios para calcular cada distribuicao.



Gl e G2 Gl G2
n—upla de estrutura Vértices Aristas | Aristas Tridngulos

(0,0) (0,0,0,0) 0 0 0

(e,0) (20,20,4,400) | 1200 | 1240 20

(e1,0) (20,20,4,400) | 1200 | 1248 64

(1, e1) (24,24,4,480) | 1440 | 1488 60

(e1 + €2, dey + des) | (24,24,4,480) | 1440 | 1488 60
(e1,2€1) (24,24, 4,480) 1440 1496 68

(€2, €1) (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(e2,e1 + €3) (24 24,24,544) | 1632 1728 80
(e2, €1 + 2¢5) (24,24,24,544) | 1632 | 1728 80
(€2, €1 + 3€3) (24,24,24,544) 1632 1728 80
(€2, €1 + 4e3) (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(e1 4+ ea,e1 +2e5) | (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(e1 + ea,e1 + 3e9) | (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(1 + ea,e1 +des) | (24,24,24,544) | 1632 | 1728 80
(e1 + e2,2e; + e3) (24,24,24,544) 1632 1728 80
(e1 + 2,361 + €5) | (24,24,24,544) | 1632 | 1728 80
(e1 4 e9,2e1 + 3es) | (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(e1 + eq,3e1 + 2e9) | (24,24,24,544) | 1632 1728 80
(e1, €1 + €2) (24,24,24,544) | 1632 | 1728 120
(e1,2€e1 + €3) (24,24,24,544) | 1632 | 1728 120
(e1,3e1 + €3) (24,24,24,544) | 1632 | 1728 120
(e1,4eq + eg) (24,24,24,544) | 1632 1728 120
(e1,€3) (24,24,24,544) | 1632 1728 160

Tabela 3.2: Invariantes para os grafos G; e G5 relacionados ao conjunto & (IF5).

n—uplas de estrutura

(0,0)
(617 O)
(627 0)
(e1,€1)

(61, 261)
(e1,3e1)
(617 62)
(€2, €1)
(e2,e1 + €3)
(€2, €1 + 3e2)

(62, 261 + 62)
(e2,2e1 + 3e3)
(e2,3e1 + e3)
(62, 361 + 362)
(e1,€e1 + e2)
(e1,e1 + 2e)
(e1,e1 + 3es)
(61, 361 + 62)
(61, 361 + 262)
(61, 361 + 362)

(€1 + €2, €1 + 2e3)
(€1 + €2, €1 + 3ez)
(61 + es,e1 + 462)
(61 + €9, €1 + 562)
(61 + €9, €1 + 662)
(e1 + ea,2e1 + €9)
(€1 + €9,2e; + 3es)
(61 + €9, 261 -+ 462)
(61 + €9, 261 + 562)
(61 + €9, 261 + 662)

(61 + €2, 361 + 562)
(61 + eo, 361 + 662)
(61 + eo, 461 + 362)
(e1 + ea, 4eq + Hes)
(e1 + eq,4eq + Geg)
(61 + €2, 661 + 362)
(61 + ea, 661 + 562)
(e1 + e, 6eq + Geg)

Tabela 3.3: Distribugao em classes de isomorfismo do conjunto & (F7).
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q | Tempo de execugao uso de memoria
2 0 segundos 0 MB

3 3 segundos 0 MB

) 38 segundos 80 MB

7 278 segundos 1360 MB

Tabela 3.4: Tempo de execucao e uso de memoria necessarios para calcular a distribuicao

do conjunto &(F,) para ¢ < 7.

O seguinte resultado segue direto do calculo anterior.

Teorema 3.3.1. Os conjuntos E(F,), com ¢ € {2,3,5,7}, sdo respectivamente dis-

tribuidos em 9, 13, 23 e 38 classes de isomorfismo.

Observamos que na Tabela 3.3, a distribui¢ao do conjunto £ (IF;7) em nove classes de iso-
morfismo concorda com a correspondente ao conjunto &(C), que foi exposta no Teorema

3.1.25. Mas isto nao se aplica a corpos finitos com grande nimero de elementos.

Exemplo 3.3.2. A dlgebra de evolucao A, 2,), que tem uma algebra derivada unidi-
mensional, nao é isomorfa a nenhuma das quatro dlgebras de evolucao correspondentes

Ei a Ey em &(F,), para g > 2.

Estudos adicionais sao necessarios para que se generalizem os resultados de Casas, Ladra
e Omirov em [17] para um corpo qualquer. Nesta diregao, usamos a Geometria Algébrica
Computacional. Pela Proposi¢ao 3.2.15, podemos nos concentrar na distribui¢ao do con-
junto & »(K) em classes de isomorfismo e, mais especificamente, nas algebras de evolugao

bidimensionais com base {e1, 2} tais que eje; € {e1,eq,€1 + €2}.

Sejam A = A(ae; tbey,certdes) © A = Afac,48epne;+6ey) duas dlgebras de evolugao bidimen-
sionais isomorfas em & 2(K) com as respectivas bases naturais {ej,es} e {€],e5}. Seja
f um isomorfismo entre as duas dlgebras com matriz nao singular F' = (f;;) tal que
flei) = fu€'l+ fiae,, para todo i € {1,2}. A implementagao do procedimento isoAlg nos
permite garantir que, qualquer que seja o corpo base, a base de Grobner reduzida do ideal

no Teorema 1.3.33 relacionado ao isomorfismo de grupo entre as algebras de evolugao A
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e A’ envolve em particular que

(ad — be) f11for = 0,

(ad — bC)f12f22 = 0.

(3.1)

De (3.1), podemos distinguir dois casos dependendo de ad = bc ou ad # be. Eles se refe-
rem, respectivamente, a algebras de evolucao bidimensionais com uma algebra derivada
de uma ou duas dimensoes. Lembramos que qualquer isomorfismo entre duas algebras
preserva a dimensao de suas algebras derivadas correspondentes. Nas préximas duas

subsecoes, analisamos cada um dos dois casos mencionados separadamente.

3.3.1 Algebra derivada unidimensional (ad = bc)

Da observacao anterior temos o estudo que realizamos nesta subsecao, f é um iso-
morfismo com matriz ndo singular F' = (f;;) entre um par de algebras de evolucao
A = Afgey tbescertdes) © A= Aae) 4 ey e, +6ey) €M Fao(K), tal que ad = be e ad = Bv. Do
item (e) na Proposigao 3.2.15, podemos supor que a, b, a;, 5 € {0,1}. Em primeiro lugar,
supomos A = A, cep), com ¢ € K\{0}. A afirmacao (e) na Proposicao 3.2.15 d4 origem

ao seguinte estudo de casos:

e Caso 1. A" = A 4er), com 7 € K\{0}.
A identificagao de coeficientes de um mesmo vetor base em cada uma das igualdades
f(eie;) = f(ei)f(e;), para todo i,j < 2, envolve que f é um isomorfismo entre as
duas dlgebras em consideracao se, e s6 se, f11fa1 = fiaf22 = 0. A nao singularidade
da matriz F' implica fi1; = foo = 0 ou fo; = fi2 = 0. No primeiro caso, obtemos que
f21 deve ser zero, o que é uma contradicao com a nao singularidade da matriz F.

No segundo caso, obtemos ¢ = 7 fa3. Esse fato implica A, ce,) = A(e; em2e,), Para

todo ¢, m € K\{0}.

e Caso 2. A" = A(ese), com 0 € K\{0}. O célculo da base de Grobner reduzida

correspondente, que foi mencionado anteriormente, relacionada a essas suposicoes
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nos permite garantir

Ji1 = fa2 =0,
fi2 =1/, (3.2)
fo1 = ¢/é.

\

Se tomamos fo; = 1, entao podemos assegurar, em particular, A, ce,) = A(e, cer)s

para todo ¢ € K\{0}.

o Caso3. A" = A, tep (e, +ep)), comy € K\{0}. A partir da base de Grobner reduzida

relacionada a este caso, deduzimos

77& _17

fii=fie=1/(v+1), (33)
Jor = =7 fa2,

Lc=7(v+ 1[5

Particularmente, o determinante da matriz F' coincide com fs, que deve ser di-
ferente de zero. Como consequeéncia, A, teyc(ertes)) = Afer c(c+1)2er), Para todo

c e K\{0, —1}.

Do estudo de caso anterior, o caso A = A(c, 4e,), com d € K\ {0}, pode ser referido ao Caso
1.2, porque A(e, dey) = Afey der)- Além disso, 0 caso A = A(c, ey c(e14e0)), cOm ¢ € K\{0},
pode ser referido ao Caso 1.3 exceto para o caso ¢ = —1, ou seja, exceto para a algebra
de evolucao Ae,tey,—(ei+e2))- Os seguintes resultados retinem o que acabamos de expor no

estudo de caso anterior.
Proposigao 3.3.3. As prozimas afirmagoes sao vdlidas no conjunto & 5(K).
a) Afercer) = Afeyem2er) para todo c,m € K\{0}.

b) Afesces) = Afercer), para todo c € K\{0}.

I

¢) Alertesclertes)) = Afer,e(e1)2er), para todo ¢ € K\{0, —1}.

Demonstracao: Mostramos qual é o isomorfismo que existe nos dois primeiros itens,

porém com o estudo dos casos é suficiente para a prova dos trés itens.
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a) A fungao f: A, em2er) = Afercer) cOm fler) =er e f(ez) = mes.

= flen)fler) = erer = ex = f(er) = f(eren),
— flea) f(e2) = meames = m2e3 = m2ce; = m?cf(e;) = f(m2cer) = f(em?e;) =

f(€2€2).
b) A fungéo f : A(el,cel) — A(62,862) coim f(el> =€ ¢ f(€2) = \/Eel-

= flen)fler) = eses = 3 = f(e1) = fleren),
— fle2) f(e2) = V/cer/cer = ce3 = cf(e1) = f(cer) = f(ezeq). |

Dos resultados na Proposicao 3.3.3 temos a seguinte classificacao.

Teorema 3.3.4. Qualquer dlgebra de evolugdo bidimensional em E25(K) com uma dlgebra

derivada unidimensional € isomorfa a exatamente uma das proximas dlgebras

o Ate) cer), com ¢ € K\{0}. Aqui, A, ce) = At ey s€ € somente se y = cm® para

algum m € K\{0}.

b A(61+62,—€1 —ea)"

3.3.2 Algebra derivada bidimensional (ad # bc)

Agora estudamos o caso em que a algebra de evolucdo A = Age,+bes cer+des) € E22(K) é

tal que ad # be.

Lema 3.3.5. Seja A = A(ge, tbes,cer+des) Uma dlgebra de evolugdo bidimensional em E; 5(K)
tal que ad # bc. Entao, qualquer isomorfismo de A para outra dlgebra de evolucdo em
E22(K), com matriz nao singular relacionada F' = (f;;), mantém que fi1 = foa = 0 ou
fi2=fa=0.

Demonstragao: O resultado segue direto das condigoes em (3.1) e como ad — be # 0,
da nao singularidade da matriz F', temos fi; = 0 ou fo; = 0 e fi2 = 0 ou foo = 0.
Lembramos que estas constantes sao as entradas da matriz F' e, pela nao singularidade

de F' nao podemos ter linhas ou colunas sé de zeros, por isto fi; =0e fos =0 ou fo; =0

eflgz(). [ |

Pelo resultado no Lema 3.3.5 estudamos cada um dos caso separadamente. Aqui, f é

um isomorfismo de matriz nao singular F' = (f;;) entre um par de dlgebras de evolucao

A = Al thescer+des) © A= Afaet 4 pep el +sey) €m Ea2(K), com ad # be e ad # By.
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1. Caso 1. fi1 = fae = 0.
Seja fio # 0 # fo1, tomamos f(e1) = fizehy e f(ea) = fa1€). Similarmente ao
raciocinio exposto no estudo de caso da subsecao anterior, a identificacao de coe-
ficientes de um mesmo vetor base nas igualdades f(e;e;) = f(e;)f(e;), para todos
1,7 < 2, envolve que f é um isomorfismo entre as duas algebras em consideracao, se

e somente se,
(

a = 5f127
bfar = 7f1227
cfie = ﬁf221,

\d:afm

A nao singularidade da matriz F' implica que um coeficiente a, b, ¢ ou d é zero na
n-upla de estrutura da algebra A se, e somente se, o respectivo coeficiente 9, v, 5 ou
a é zero na n-upla de estrutura de A’. Agora, a afirmagao (e) na Proposi¢ao 3.2.15
nos permite focar nos seguintes casos para as algebras de evolugao A e A’ sobre as

condicoes do Lema 3.3.5.

— Caso L.1. A = A, ceitdes) © A" = A(et ser), com d # 0 # 6. De (3.4), temos:

{f12:1/57f21=d7020 (3.5)

Logo, A(e, des) = Afeyes), Para todo d € K\{0}.

— Caso 1.2. A = A, certdes) © A = A(er ey 5¢), com d # 0 # 5. De (3.4), temos:
fi2=1/6, fnr =d,6 = c/d (3.6)

Logo, A(e,tesdes) = Afey dertes): Para todo d € K\{0}.

— Caso 1.3. A= Acycertdes) © A" = A(ey ety com ¢ # 0 # . De (3.4), temos:

4

for = 7f122,

c =21, (3.7)
d=0.

\
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Logo, A, c2mser) = Afegcer), Para todo ¢, m € K\{0}.

— Caso 1.4. A = A(eycertdes) © A" = At ey et), com ¢, d e 7y sao todos distintos

de zero. De (3.4), temos:

fi2 = dz/Ca
g for =d, (3.8)
2 = ~yd3.

Logo, Afe,+eacer) = Afey, L (er4er)) PATA todo ¢ € K\{0}.

— Caso 1.5. A = A(eytepcertdes) © A = At ey yet 15ep), com e # dec, d, yed

sao todos deles distintos de zero. De (3.4), temos:

(

f12 - ]-/57
f21 = d>
v =c/d,

k(5:c/d2.

Portanto, Ae,tes,cei+dez) = Afertes, 5 (Ser+er)); Para todo ¢, d € K\{0} tal que

c#d.

2. Caso 2. fia = far = 0. Aqui, f(e1) = fue€| e f(ea) = farey, com fi1r # 0 # foo
Similarmente ao caso anterior, a identificacao de coeficientes de um mesmo vetor

base nas igualdades f(e;e;) = f(e;) f(e;), para todos 7, j < 2, implica:

a=afn,
) faab = B3,
fue =1,
|4 =6/

(3.10)

Novamente a partir da nao singularidade da matriz F, temos que a, b, ¢ ou d é
zero se e somente se «, 3, v ou d for zero, respectivamente. Da assertiva (e) na

Proposicao 3.2.15, consideramos o seguinte estudo de caso.

— Caso 2.1. A = A(el,ce1+de2) e A = A(eflﬁe/l+5e/2), com d 7é 0 75 0. De (3.10),
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temos: )
fu=1,
far = dJ0, (3.11)
co? = d*y.

\

Portanto, Ae cetdes) = A(e)net+5ey) Para todos os ¢, d, v, 6 € K tais que

d#0#05ecd? =d*.

— Caso 2.2. A = A(eyeertdes) € A = A(ey et 45e), com ¢ # 0 # 7. De (3.10),

temos: )
f131 = C/’Ya
for = f2, (3.12)
d= 5f22-

\

Portanto, A(c, ce;t+des) = A(es,cmder+dm2e,) Para todos ¢, d, m € K\{0}.

— Caso 2.3. A = Ay repcertder) © A" = At e el 45ey), com ¢ # d. De (3.10),

temos que f é o isomorfismo trivial e que A’ coincide com A.

Os seguintes resultados reinem o que acabamos de expor no caso anterior estudado.
Proposigao 3.3.6. As prézimas afirmacoes sao vdlidas no conjunto Es2(K).

a) Aterdes) = Afeyen), para todo d € K\{0}.

b) Alertesdes) = Aferdertes), Para todo d € K\{0}.

¢) Ales2mser) = Afegyeer), para todo c,m € K\{0}.

d) Afeytescer) = A(e%%(eﬁ@)), para todo ¢ € K\{0}.

€) Afertescertdes) = Aferten, 5 (Ser+en)), Para todo ¢, d € K\{0} tal que c # d.

f) Ater certdes) = Aer vet vsey) para todos ¢,d,y,0 € K tais que d #0 # 0 e co? = d*y.

9) Ales,certdes) = Afesemder+dm2ey) Para todo c,d, m € K\{0}.

Demonstracao: Mostramos qual é o isomorfismo que existe nos dois primeiros itens,

porém com o estudo dos casos € suficiente para a prova dos sete itens.

a) A fun(;éo f : A(e1,del) — A(€1,62) com f(el) =€ ¢ f(GZ) = \/362-
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— f(e)f(er) = erer = e1 = f(e1) = f(eren),
— [(ea)f(e2) = VdeaVdey = dej = dey = df (e5) = f(des) = f(eaes).
b) A fun(;éo f : A(61+€2,d62) — A(el,del—i-ez) com f<61> =€ ¢€ f<€2) = del~
— fler)f(er) = exes = dey + e = f(e2) + fler) = f(e2 + €1) = f(eren),
— flea)f(e2) = deyde; = d*e? = d*ey = df (ea) = f(des) = f(eses). |

Teorema 3.3.7. Qualquer dlgebra de evolugao bidimensional em £, 5(K), com uma dlgebra

derivada bidimensional, é isomorfa a exatamente uma das prorimas dlgebras

o Alcicertdes), com d € K\{0}. Aqui, A, certdes) = A(er yel o) S€, € somente se,

co? = d?.

o Alescertdes), com ¢ € K\{0}. Aqui, A, certdes) = A(ey el +5e) S€, € somente se,
existir um elemento m € K\{0} tal que ¢ = ym3 e d = dm?, ou, ¢ = v*m?3 e

d=6=0.

i A(€1+62,C€1+d62)7 com C,d S K\{O} AQUZ; A(e1+e2,cel+deg) = A(e’1+e’2,'ye/1+6e’2) se, €

somente se, v = c*/d> e § = c/d>.
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Consideracoes finais

Nesta dissertacao tratramos diferentes aspectos da teoria dos isotopismos de algebras.
Especificamente, nos concentramos nos isotopismos de dlgebras magma parciais, algebras
de Lie e dlgebras de evolucao, para os quais essa teoria nao foi suficientemente estudada na
literatura até a tese de Falcon [32]. Expomos aqui algumas conclusoes e outros trabalhos

que sao deduzidos da dissertacao.

No Capitulo 1, damos um breve introducao sobre a Teoria dos Isotopismos e a Geometria
Algébrica Computacional por meio da qual conseguimos teoria inicial para uma classi-
ficacao de algebras. Enunciamos alguns resultados preliminares da distribuicao de anéis
de quase-grupos parciais sobre corpos finitos com ajuda da classificacao conhecida de qua-
drados latinos parciais em classes de isotopismo. Apresentamos os diferentes algoritmos
que usamos ao longo da dissertagao para fazer os diferentes calculos, como o calculo da
enumeracao de algebras de dimensao finita de um certo tipo de estrutura, que é o Algo-
ritmo 1, e também o calculo das classes de isomorfismo ou de isotopismo de um conjunto

de algebras de dimensao finita sobre um corpo finito que é o Algoritmo 2.

No Capitulo 2, exibimos uma pequena parte da teoria dos isotopismos sobre algebras de
Lie e assim falamos das aplicagoes da Geometria Algébrica Computacional e da Teoria
de Grafos que usamos ao longo do manuscrito para calcular as classes de isotopismo de
cada tipo de algebra em consideragao. Focamos na distribuicao em classes de isomorfismo
e isotopismo de uma familia de dlgebras de Lie, o conjunto P, , de dlgebras de Lie pré-
filiformes n—dimensionais sobre o corpo finito F,. Definimos, em particular, um par de
grafos que nos permite definir funtores fiéis entre algebras de dimensao finita sobre corpos
finitos e esses grafos. Mostramos invariantes de isomorfismo desses grafos na distribuicao

de diferentes familias de algebras em classes de isotopismos e isomorfismos.

Finalmente, no Capitulo 3 estudamos o conjunto &, (K) de dlgebras de evolugao n—dimen-
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sionais sobre um corpo K, no qual a distribui¢ao em classes de isotopismo esta relacionada
exclusivamente com mutagoes na genética nao mendeliana. Nos concentramos no caso bi-
dimensional, que esta relacionado aos processos de reproducao assexuada de organismos
dipléides. Mostramos que o conjunto & (K) é distribuido em quatro classes de isotopismo,
qualquer que seja o corpo base, e caracterizamos suas classes de isomorfismo. Analisa-
mos os diferentes algoritmos nestas algebras e encontramos resultados interessantes os
quais sugerem aprofundar na classificacao das algebras por medio de suas constantes de

estrutura.

Dos algoritmos apresentados, temos resultados muito interesantes que sugerem uma possivel
classificao das listas de algebras obtidas destes calculos por meio das suas constantes de
estrutura. A importancia da teoria trabalhada ao longo da dissertacao, além da classifica-
¢ao de algebras, é entender que seu uso pode se converter numa ferramenta muito forte na
analise da informacao genética, da qual ainda temos muito a estudar. Como ja falamos ao
longo da dissertagao, nao encontramos muita informacao da teoria exposta no Capitulo
3 e, por isto, temos poucas informacgoes de suas aplicagoes. Estes estudos requerem um
trabalho conjunto entre diferentes pesquisadores das dreas da Genética, Matematica e

Computagao.
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