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ABSTRACT

Fluctuation-driven reversible transitions are present in a vast class of finite-sized

systems, including atomic cluster transitions, macromolecular aggregation, and

protein folding. As a consequence, potential applications related to these transitions

span a myriad of scientific areas, from the development of phase change materials in

material science to the treatment and prevention of proteinopathies in the biological

sciences. Here we are particularly interested in aggregation processes in intrinsically

finite macromolecular systems, such as colloidal suspensions and protein solutions.

These systems undergo transitions between diluted and aggregated states, and our

main objective is to quantitatively describe the kinetics of such transitions. In order to

study the kinetic properties of these many-body systems, it is usually necessary to

project the highly-dimensional configuration space onto low-dimensional reaction

coordinates. One of the main contributions of this thesis is to develop a methodology

to accurately determine an optimal coordinate, known as the committor, for many-

body systems. With the committor, several kinetic properties are calculated exactly,

and we demonstrate the applicability of our approach by considering Monte Carlo

simulations of an anisotropic lattice model as well as Brownian simulations of a

Lennard-Jones system. In the other main contribution, we employ a suitable

separation of timescales in a way that the more usual energy variable can also be

used as a reliable reaction coordinate. In particular, we validate our previously

introduced analytical expressions for the aggregation and dilution rates, which are

based on the microcanonical entropy, via the simulations of the lattice system. As a

final contribution, we introduce a method based on mean first-passage times that

predicts the microphase separation in aggregating systems with competing

interactions.

Keywords: aggregation; optimal reaction coordinates; microcanonical analysis; Monte

Carlo simulations; Brownian dynamics simulations
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RESUMO

Transições reversíveis impulsionadas por flutuações são presentes em uma vasta

classe de sistemas finitos, incluindo transições em agregados atômicos, agregação

macromolecular e enovelamento de proteínas. Como consequência, potenciais

aplicações relacionadas com estas transições abrangem uma miríade de áreas

científicas, desde o desenvolvimento de materiais de mudança de fase em ciência

dos materiais até o tratamento e prevenção de proteinopatias nas ciências

biológicas. Aqui estamos particularmente interessados em processos de agregação

em sistemas macromoleculares intrinsecamente finitos, tais como suspensões

coloidais e soluções de proteínas. Estes sistemas descrevem transições entre

estados agregados e diluídos e o nosso objetivo principal é descrever

quantitativamente a cinética destas transições. Para estudar a cinética destes

sistemas de muitas partículas, é usualmente necessário projetar o espaço de

configurações de dimensão elevada em coordenadas de reação com baixa

dimensionalidade. Uma das principais contribuições desta tese é o desenvolvimento

de uma metodologia para se determinar precisamente uma coordenada de reação

ótima, chamada de committor, para estes sistemas de muitas partículas. Com o

committor, várias propriedades cinéticas são obtidas exatamente, e nós

demonstramos a aplicabilidade da nossa abordagem considerando simulações de

Monte Carlo para um modelo de rede anisotrópico e simulações de dinâmica

Browniana para um sistema do tipo Lennard-Jones. Na outra contribuição principal,

nós empregamos uma separação de escalas de tempo apropriada, de modo que

uma variável mais usual, a energia, também pode servir como coordenada de

reação confiável. Em particular, validamos expressões analíticas para as taxas de

agregação e dissolução propostas em nossos trabalhos anteriores e baseadas na

entropia microcanônica, utilizando simulações do modelo de rede. Como uma

contribuição final, introduzimos um método, baseado em tempos de primeira

passagem, para prever a separação de microfase em sistemas com interações

competitivas.

Palavras-chave: agregação; coordenadas de reação ótimas; análise microcanônica;

simulações de Monte Carlo; simulações de dinâmica Browniana
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✶✵ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✽✷

✶✵✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✶✵✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✶✵✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

❱ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✾✹

✶✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✾✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✵✻

❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✵✼

❇ P❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ✶✶✹

❈ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ✶✶✼

❉ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✶✾



✶✵

P❛rt ■

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✶✶

❈❤❛♣t❡r ✶

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❋✐rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✈❛st ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠✲

♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛r❡❛s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✜rst✲

♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t

t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇✐t❤ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s

t❤❛t ❝♦❡①✐st✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✐❝❡ ❝♦❡①✐st✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s

❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ✇✐❧❧ st❛②

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥ts✱

✐✳❡✳✱ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡✳ P❛rts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐❧❧ ♦♥❧② tr❛♥s❢♦r♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦

❛♥♦t❤❡r ✐❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛❣❡♥t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❛t s②st❡♠✱ ❞✐st✉r❜✐♥❣

✐ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

s②st❡♠ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❧❛t❡♥t ❤❡❛t ❬✶❪✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✜♥✐t❡✲

s✐③❡❞ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐♠♦❞❛❧✱ ❛♥❞✱ ❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s

t❤❛t ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ st❛t❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞❡♥s✐t② ❛r❡ st❛❜❧❡ ♦r ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✬s ❢r❡❡✲

❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛t♦♠✐❝ ❝❧✉st❡r

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✷❪✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✸❪✱ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✹✱ ✺✱ ✻❪✱

♣r♦t❡✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✼❪✱ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❬✽✱ ✾❪✳ ■♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s②st❡♠✱

❡✈❡♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ st❛t❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t

♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ r♦✉❣❤❧② ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♠❛♥② s✉❜✉♥✐ts ✐♥t♦ ♦r❞❡r❡❞✱ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❬✶✵❪✳ ❚❤♦s❡

s✉❜✉♥✐ts ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❝♦❧❧♦✐❞s✱ ♦r ♣r♦t❡✐♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ Pr♦t❡✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♠❛♥

❞✐s❡❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❆❧③❤❡✐♠❡r✬s ❛♥❞ P❛r❦✐♥s♦♥✬s ❬✶✶✱ ✶✷❪✳



✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✶✷

❆s t❤♦s❡ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡✱ ②❡t ✜♥✐t❡✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✐t ✐s

✉s✉❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡♠✳ ❊q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❤❡❛ts✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡q✉✐❧✐❜✲

r✐✉♠ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❑✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞

r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣

t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥t♦ ♦♥❡ ♦r ❛ ❢❡✇ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❘❈s✮✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝

♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❛♥❞ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦✲❧✐❦❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✸✱ ✶✹❪✳

❚❤♦s❡ ❘❈s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱

♦♥❡ ♥♦r♠❛❧❧② ✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❇✉t ❢♦r s✉❝❤ ♣❤②s✲

✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ s②st❡♠✬s ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s✉❝❤ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❡♠♦r② ❦❡r♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❢r❡❡✲❡♥❡r❣②✮ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈s

✇❤❡r❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ s②st❡♠s✬ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪✱ ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❢♦r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦

❦♥♦✇♥ ❛s s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛r❜✐✲

tr❛r② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❝❤❡s ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ♣❛ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡ ❬✷✶❪✳ ■♥ P❛rt ■■ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣

s②st❡♠s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛

s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❛r✐✲

❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r ✉♥✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s ✭❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✮ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣✲

❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡

s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡

s②st❡♠s✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s r❛t❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ P❛rt ■■■ ✭❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✷✹❪✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥s♣❡❝t ✐♥ ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭t❤❡ ❡♥❡r❣②✮ ❝❛♥ ❜❡

❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s ❛♥ ❘❈✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡✱ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧②



✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✶✸

❞❡r✐✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s ❬✷✺✱ ✷✻❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r

♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧

t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

♦❢ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② ❢♦r r❡❛❞✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r s②st❡♠s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s ❛ ♠♦r❡

❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛s

❡♥❡r❣② ✐s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆t ❧❛st✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ P❛rt ■❱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞

t♦ ❛ ✇❛② ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❤♦rt✲

r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ s②st❡♠s ❞✐s♣❧❛② ❛ r✐❝❤ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡s ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ t♦ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s♦✲

❝❛❧❧❡❞ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ P❛rt ■❱✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣

t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❧♦♦❦✐♥❣

♦♥❧② ❛t t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳



✶✹

P❛rt ■■

◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r



✶✺

❈❤❛♣t❡r ✷

❙♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❆s

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐s ❛ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ✐♥

t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❦✐♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✢✉①✱ ♠❡❛♥ ✜rst✲♣❛ss❛❣❡ t✐♠❡s ✭▼❋P❚✮✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤

t✐♠❡s ✭▼❚P❚✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ st❛rt r❡✈✐❡✇✐♥❣ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✉❝❤

❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s✳

❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t

♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛

❧❛tt✐❝❡ ❣❛s ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣❛rt✐❝❧❡s✳



✶✻

❈❤❛♣t❡r ✸

❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

❲❡ st❛rt r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s t❤❡②

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❡❛r ❛♥❞ ✐♥str✉❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ■♥

❢❛❝t✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐❢ t❤❡ ✶❉ ❝♦♠♠✐tt♦r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡

✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✶❉ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳

❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ξ(t) t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❙❉❊✮ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❬✶✹❪

ξ̇(t) = f(ξ, t) + g(ξ, t)ζ(t), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦t st❛♥❞s ❢♦r t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ f(ξ, t) ❛♥❞ g(ξ, t) ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ξ

❛♥❞ t✱ ❛♥❞ ζ(t) ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❤❛s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

〈ζ(t)〉 = 0 ❛♥❞ 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = δ(t− t′). ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ 〈...〉 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛

✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❬✷✾✱ ✸✵❪✱ ❜✐♦❧♦❣② ❬✸✶❪✱

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡ ❬✸✷❪✳

✸✳✶ ❚❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

■♥ ♣❤②s✐❝s✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

v(t) ♦❢ ❛ t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛❝t ❧✐❦❡ ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✸✵✱ ✸✸✱ ✸✹❪

v̇(t) = −γv(t)
m

+

√
2γkBT

m
ζ(t) ✭✸✳✸✮



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✶✼

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞r✐❢t ♦♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♠♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤

❛ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ✱ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ kB ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t✱

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ s❡ts t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ γ ❜② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠

r❡❧❛①❡s t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ❛t ❧♦♥❣ t✐♠❡s ❬✶✹✱ ✸✵❪✳ ❚❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶ ✇✐t❤ f(v, t) = −γv/m ❛♥❞ g(v, t) =
√
2γkBT/m✳

✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✭♦r ❤✐❣❤✲❢r✐❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t✮ γt/m ≫ 1✱

t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✹✱ ✸✺✱ ✸✻❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ x(t)✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s

ẋ(t) = −V
′(x(t))

γ
+

√

2kBT

γ
ζ(t) ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ F❡①t(x) = −❞V (x)/❞x ≡ −V ′(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V (x) = kx2/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f(x, t) = −kx/γ ❛♥❞ g(x, t) =
√

2kBT/γ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❊q✳ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦❢ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

❢♦r♠✱ ❛❧❜❡✐t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❖r♥st❡✐♥✕❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ D = kBT/γ s♦ t❤❛t

❊q✳ ✸✳✹ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

ẋ(t) = − D

kBT
V ′(x(t)) +

√
2Dζ(t). ✭✸✳✺✮

❉②♥❛♠✐❝s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✺ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❇r♦✇♥✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧

❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳

✸✳✷ ❚❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉❊ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡

♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞

✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛s ✐♥ t❤❡ ❙❉❊ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✸✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

P❉❋ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❙❉❊✲P❉❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✺✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✹❪
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∂p(x, t|x0, t0)
∂t

= D
∂2p(x, t|x0, t0)

∂x2
+

D

kBT

∂

∂x
[V ′(x)p(x, t|x0, t0)] ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ p(x, t|x0, t0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛♥❞ t✐♠❡ t ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛t

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0 t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s ❛t x = x0✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ P❉❊ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ p(x, t0|x0, t0) = δ(x − x0)✳ ❊q✳ ✸✳✻ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐✛✉s✐♥❣ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✇❤❡♥ V ′(x) = 0 s♦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ❊q✳ ✸✳✻ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ st❛t✐♦♥❛r② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ P❉❋ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ♦r t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

(t − t0) ❛❧♦♥❡ ❬✶✹❪✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② s❡t t0 = 0 ❛♥❞ ✇r✐t❡ p(x, t|x0, t0) = p(x, t|x0)✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❞r♦♣ t❤❡ x0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ p(x, t|x0) ≡ p(x, t) ❢♦r s❤♦rt❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❜✉t

❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ P❉❊ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❋ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧♦♥❣ t✐♠❡s✱ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ P❉❋ ❧♦s❡s ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ x0 ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

P❉❋✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(x)✱

lim
t→∞

p(x, t|x0) = p❡q(x). ✭✸✳✼✮

❙✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡①✐st ✐❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x) ✐s ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❛♥❞

✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐❦❡ |x|α ❛s x→ ±∞✱ ✇❤❡r❡ α ✐s ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ❬✶✹❪✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♥✜♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥

✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P❉❋ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥❡ ✐♥

t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐t❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ✈❛♥✐s❤❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛✉s✐✈❡

♣r♦❝❡ss ✭❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss✮ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❬✶✹❪✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(x) ∝ e−βV (x) ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳✸✳✻✱ ❛s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ P❉❋ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛

❤❡❛t ❜❛t❤ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 1/kBβ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ❬✶✸✱ ✸✶❪

∂p(x, t)

∂t
=

∂

∂x

[

D(x)p❡q(x)
∂

∂x

(

p(x, t)

p❡q(x)

)]

, ✭✸✳✽✮

■♥ ❊q✳ ✸✳✽✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r✐❝t✐♦♥ γ(x)✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✸✳✽ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ✐t

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢

▼❛r❦♦✈✲❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✸❪✳
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✸✳✷✳✶ ❙t❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✢✉①❡s

❯♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦t❤❡r st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✸✳✽ ❜❡✲

s✐❞❡s p❡q(x) ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧✳ ❲❡ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥

❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✢♦✇

∂

∂t
p(x, t) =

∂

∂x
J (x, t), ✭✸✳✾✮

❜❡✐♥❣ J (x, t) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✢✉① ❣✐✈❡♥ ❜② ✭s❡❡ ❊q✳ ✸✳✽✮

J (x, t) = D(x)p❡q(x)
∂

∂x

(

p(x, t)

p❡q(x)

)

. ✭✸✳✶✵✮

◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ♦r st❡❛❞②✲

st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s pss(x) t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✸✶❪

pss(xA) = 0, ✭✸✳✶✶❛✮

pss(xB) = p❡q(xB) ✭✸✳✶✶❜✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t

♣♦✐♥t xB ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡ ❛t xA✳ ❋♦r ❝♦♥❝r❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

xA < xB✱ ✇❤❡r❡ xA ❛♥❞ xB ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ r❡❛❝t❛♥t ✇❡❧❧ ✭A✮ ❢♦r x < xA ❛♥❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✇❡❧❧ ✭B✮ ❢♦r

x > xB ♦♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s A ❛♥❞ B✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ✢✉① ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱

J (x, t) = JAB ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x ❛♥❞ t✮✱ s♦ t❤❛t pss(x) s❛t✐s✜❡s

JAB = D(x)p❡q(x)
∂

∂x

(

pss(x)

p❡q(x)

)

✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ JAB ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❧❡st♦♥❡s xA ❛♥❞ xB✱ ✇❤✐❝❤

❡q✉❛❧s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ A t♦ B✱ NAB✱ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❬✸✼❪✳

❚❤❡ st❡❛❞✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pss(x) ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

♠♦✈✐♥❣ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ x s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② x(t) ❜②

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ✏✇❛❧❦❡rs✑ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✸✽❪✳ ❚❤✐s ❧❛❜❡❧ s♣❡❝✐✜❡s ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s ✇❡r❡ ✈✐s✐t❡❞ ♠♦st r❡❝❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛

✏✇❛❧❦❡r✑ ♦✈❡r x✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❥✉st ✈✐s✐t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡ xB✱ ✐t ❤❛s ❛ ❧❛❜❡❧

✭B✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ A ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s ❜♦✉♥❞❛r② xA✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t xA ❛❝ts

❧✐❦❡ ❛ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ✇❛❧❦❡rs ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ B✱ ✇❤✐❧❡ st❛t❡ xB ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛♥ r❡✢❡❝t✐♥❣

❜♦✉♥❞❛r② s✐♥❝❡ ❧❛❜❡❧ B ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❝❤❡s xB✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡

P❉❋ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❧❦❡rs ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ pss(x) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❬✶✸❪✳
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❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ P❉❋ p❡q(x) ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ st❛t✐♦♥❛r② P❉❋ pss(x) ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❧❛st ✈✐s✐t❡❞ xB✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q(x) t❤❛t ❛

✏✇❛❧❦❡r✑ ❛t ♣♦✐♥t x ✐s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② B r❛t❤❡r t❤❛♥ A ✐s ❥✉st t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤♦s❡

P❉❋s ❬✸✶❪

q(x) =
pss(x)

p❡q(x)
, ✭✸✳✶✸✮

❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr②✱✶ q(x) ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥②

❣✐✈❡♥ x✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② B ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ A✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s

s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦r ❝♦♠♠✐tt♦r ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

♠❛♥② s②st❡♠s✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❛t q(x) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r

❡q✉❛t✐♦♥ ❬✸✼❪
∂

∂x

[

D(x)p❡q(x)
∂q(x)

∂x

]

= 0 ✭✸✳✶✹✮

r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

q(xA) = 0, ✭✸✳✶✺❛✮

q(xB) = 1, ✭✸✳✶✺❜✮

✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❊q✳ ✸✳✶✶✳

❊q✳ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✸✳✶✺ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡ ❬✶✼✱ ✸✼❪

q(x) =

∫ x

xA

❞x
p❡q(x)D(x)

/
∫ xB

xA

❞x
p❡q(x)D(x)

. ✭✸✳✶✻✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p̂ss(x) ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♠♦✈✐♥❣ ✉♣ ✐♥ x ✭t❤❛t

❤❛s ❧❛st ✈✐s✐t❡❞ xA✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts xA ❛♥❞ xB ❛s ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s ✭❊q✳ ✸✳✶✶✮✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ❜♦t❤ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠✐♥❣ ❜♦t❤

❢r♦♠ xA ❛♥❞ xB✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✸❪✱ p❡q(x) = pss(x) + p̂ss(x)✳

❆♥❞ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♠✐tt♦r q̂(x)✱ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ x✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧

r❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② A ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ B✱ ✐s q̂ = p̂ss(x)/p❡q(x) ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❊q✳ ✸✳✶✸✮ s♦

t❤❛t q(x) + q̂(x) = 1✳ ❚❤✐s ❥✉st ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s q(x) ❛♥❞ pss(x)

❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s A ❛♥❞ B✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❛rr② t❤✐s

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐t✳

✶❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✱ t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ s②♠✲
♠❡tr② ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ ❬✸✼✱ ✸✾❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U(x) ≡ V (x) ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛
❛t x = xA ❛♥❞ x = xB ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ❢r♦♠ A t♦ B ❝❛♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s k+ = 1/τA→B✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ❢r♦♠ B t♦ A ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s k− = 1/τB→A✳

✸✳✷✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s ❛♥❞ r❛t❡s

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠

✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ♦✈❡r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x) s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✳ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♠✐♥✐♠❛

❛t ❞✐st❛♥❝❡s x = xA ❛♥❞ x = xB✱ s♦ t❤❛t ❛t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛

t❡♥❞❡♥❝② t♦ st❛② ❜♦✉♥❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡s ✐t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ xA ♦r ❝❧♦s❡ t♦ xB✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ st❛t❡ A ❢♦r x < xA ❛♥❞ st❛t❡ B ❢♦r x > xB✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛✱ ✐t st✐❧❧ ❝❛♥ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ❞✉❡ t♦

t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠✐♥✐♠❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r

x = ±∞✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ r❡♣❡❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s

A ❛♥❞ B✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛♥ ❛r❝❤❡t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❢r♦♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❬✸✶❪ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✷✻❪✳

❚❤❡ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ❢r♦♠ A t♦ B ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜rst✲

♣❛ss❛❣❡ t✐♠❡ ✭▼❋P❚✮ ❢r♦♠ x = xA t♦ x = xB✳ ❙✉❝❤ ▼❋P❚ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡

t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ xA t❛❦❡s t♦ ✜rst r❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② xB✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ❬✸✼✱ ✹✵❪

τA→B =

∫ xB

xA

❞x
p❡q(x)D(x)

∫ x

−∞

p❡q(x
′)❞x′ ✭✸✳✶✼✮

❢♦r xA < xB✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ▼❋P❚✱ ♦r t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❛t xB
t❛❦❡s t♦ r❡❛❝❤ xA ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

τB→A =

∫ xB

xA

❞x
p❡q(x)D(x)

∫ ∞

x

p❡q(x
′)❞x′, ✭✸✳✶✽✮
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❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ❢r♦♠ st❛t❡ B t♦ A✳

❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ t✐♠❡ ✭▼❚P❚✮✱ τ̂ ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥

t✐♠❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❛❦❡s ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ xA ❛♥❞ xB ✇✐t❤♦✉t r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭t❤❡ ❜❛rr✐❡r✲❝r♦ss✐♥❣ t✐♠❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❢r♦♠ A t♦ B ♦r

✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮ ❬✹✶❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❬✹✶✱ ✹✷❪

τ̂ =

∫ xB

xA
p❡q(x)

(

∫ x

xA

❞x′

p❡q(x′)D(x′)

)(

∫ xB

x
❞x′

p❡q(x′)D(x′)

)

❞x
∫ xB

xA

❞x
p❡q(x)D(x)

✭✸✳✶✾✮

❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✺✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

❜② t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✽✮✱ ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s ❝❧♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ p❡q(x) ✭♦r V (x)✮ ❛♥❞ D(x) ✭❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

❝❛s❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts xA
❛♥❞ xB ❜❡✐♥❣ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ♥❡❛r ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✱

❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✸✳✶✼✕✸✳✶✾ r❡♠❛✐♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❥✉st s✉❜st✐t✉t✐♥❣ x → q✱ p❡q(x) → p❡q(q)✱ ❛♥❞ D(x) → D(q) ✉s✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q = q(x) ✭❊q✳✸✳✶✻✮✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♦❢ ♠✉❝❤ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ x

s♣❛❝❡✳ ❇✉t✱ ❛s ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ ❝❧♦s❡❞

❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ♥❡①t✳

✸✳✸ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ N ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✭♦✈❡r❞❛♠♣❡❞✮ ❇r♦✇✲

♥✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ d s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (①1, ...,①N) =
∑

i>j Vij(①i,①j)✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ t❡r♠s Vij(①i,①j) ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s i ❛♥❞ j ❛t

♣♦s✐t✐♦♥s ①i ❛♥❞ ①j✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ~X ≡ (①1, ...,①N) ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s♦

t❤❛t✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❊q✳ ✸✳✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ẋµ = − D0

kBT

∂V ( ~X(t))

∂xµ
+
√

2D0ζµ(t) ✭✸✳✷✵✮

❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t xµ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛ ●r❡❡❦

✐♥❞❡① t❤❛t r✉♥s ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts µ = 1, ..., dN ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛t✐♥ ✐♥❞❡① i, j =

1, ...N ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡s ζµ ❢♦r ❡❛❝❤
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❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ s♦ t❤❛t 〈ζµ(t)ζν(t′)〉 = δµνδ(t− t′)✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡

✐s st✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ D0 = kBT/γ✱ ❜✉t ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✏0✑ ❢r♦♠

♥♦✇ ♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t s♣❛❝❡s

❧✐❦❡ D(q)✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✷✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❙❉❊s ✸✳✷✵ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❬✶✹❪✱ ❛♥❞

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❉❊✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ P❉❋✱ p( ~X, t)✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✸✶✱ ✹✹❪

∂p( ~X, t)

∂t
=

dN
∑

µ=1

[

D0

kBT

∂

∂xµ

(

∂V ( ~X)

∂xµ
p( ~X, t)

)

+D0
∂2p( ~X, t)

∂x2µ

]

, ✭✸✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❊q✳✸✳✻✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s p❡q( ~X) ∝ e−βV ( ~X)✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r q( ~X)✱ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ s❛t✐s✜❡s ❬✸✾❪

dN
∑

µ=1

∂

∂xµ

[

D0p❡q( ~X)
∂q( ~X)

∂xµ

]

= 0 ✭✸✳✷✷✮

r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

q( ~X ∈ A) = 0, ✭✸✳✷✸❛✮

q( ~X ∈ B) = 1, ✭✸✳✷✸❜✮

✇❤❡r❡ A ❛♥❞ B ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ~X✳ ❊q✳ ✸✳✷✷✲✸✳✷✸ ❛r❡

t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✹✲✸✳✶✺✳ q( ~X) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✱ st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥② ♣♦✐♥t ~X ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✵ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡ B ❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❛❝❤❡s A✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✳ ✸✳✷✷✲✸✳✷✸✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦

❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ ❊q✳ ✸✳✶✻✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❊q✳ ✸✳✷✷✲✸✳✷✸ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥

❞✐r❡❝t❧② s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❬✸✾❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❊q✳ ✸✳✷✷ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞

❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✺✱ ✹✻❪

min
q

∫ dN
∑

µ=1

(

∂q( ~X)

∂xµ

)2

p❡q( ~X)❞ ~X ✭✸✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✳ ✸✳✷✷ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❊q✳ ✸✳✷✸✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉✲

✷❊qs✳ ✸✳✷✵✲✸✳✷✷ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦r t❤❛t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ❉( ~X) ❬✹✸❪✱ ❜✉t ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D0 ❛s ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥st❛♥t ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s
♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳ ✸✳✷✵ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✳



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✷✹

❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✷✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞

❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❊q✳ ✸✳✷✹ ❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ❬✹✼❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬✹✻✱ ✹✽✱ ✹✾❪ ❛♥❞

t❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❬✺✵❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪ t❤❛t ❞❡❛❧s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♦♥❡

♥❡❡❞s ♥♦t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ❜✉t ❝♦♠♣✉t❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s ❧❛st ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

✸✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✱ ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ ❛ str✐♥❣❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭❘❈✮ t❤❛t ❝❧♦s❡❧② ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❘❈ ❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦♥❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ r ≡ r( ~X)✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r

✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❧❡tt❡r q = q( ~X)✳ ❋✐rst ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❜r✐❡❢ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❘❈ r✳

❍✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✵✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛✲

❥❡❝t♦r② ~X(k∆t) ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s k∆t✱ k ∈ N✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r✲

❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r(k∆t) ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②

r(k∆t) = r( ~X(k∆t))✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(r) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠✲

❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ FH(r,∆t)✱

p❡q(r) =
e−βFH(r,∆t)

Z , ✭✸✳✷✺✮

❜❡✐♥❣ Z t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ FH(r,∆t) ❛♥❞ t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(r) ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (x) ❛♥❞ p❡q(x) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ ❊q✳✸✳✺✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r(k∆t)✱ FH(r,∆t) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②

❜✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ZH(r,∆t)✱



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✷✺

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✸✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts

✐♥ ❛ ❜✐♥ [r, r +∆r]✱ t❤❛t ✐s✱

ZH(r,∆t) =
Mr

∆r
, ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Mr ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ r ❛♥❞ r +∆r ✇✐t❤ ∆r

t❤❡ ❜✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✱ s❡❡

❊q✳ ✸✳✷✺✱

FH(r,∆t) = −kBT lnZH(r,∆t), ✭✸✳✷✼✮

s♦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

p❡q(r) =
ZH(r,∆t)

∫

ZH(r,∆t)❞r
✭✸✳✷✽✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ZH(r,∆t) ✐s ❛ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❛t ✐s

❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t s❝❛❧❡s tr✐✈✐❛❧❧② ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

❛s ZH(r,∆t) ∼ ∆t−1✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ∆t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ∆t̄ = 2∆t✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t✇✐❝❡ ❛s s♣❛❝❡❞✱

s♦ ♦♥❧② ❤❛❧❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ZH(r,∆t̄)✱ s♦ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞

❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳ ❚❤✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ZH(r,∆t) ✐s ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(r) ✐s

♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧ ❜② s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞r♦♣ t❤❡

∆t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ FH(r)✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❥✉st ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✼✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t t❤❛t ❝♦♥st❛♥t s♦ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ FH(r)

❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛①✐s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ✐s ③❡r♦❡❞✮ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✳

❈✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✷✼✱ ✐t ✐s

❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✹✼❪

FC,0(r,∆t) = −kBT lnZC,0(r,∆t) ✭✸✳✷✾✮

✇✐t❤ ✐ts ❝✉t✲❜❛s❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ZC,0(r; ∆t) ❡q✉❛t✐♥❣ ❤❛❧❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t r ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t✳

✸❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✼✱ ✹✼❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ZH(r,∆t) ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥❛♠❡❞ t❤✐s ✇❛② s✐♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Z ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✐t ❛❧❧ ✉♣✳



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✷✻

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

ZC,0(r,∆t) =
1

2

∑

k

Θ[(r(k∆t)− r)(r − r(k∆t+∆t))], ✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Θ ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦ ✐❢ r(k∆t) > r ❛♥❞ r(k∆t + ∆t) > r ♦r

r(k∆t) < r ❛♥❞ r(k∆t + ∆t) < r✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t

r ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡s k∆t ❛♥❞ k∆t + ∆t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ r(k∆t) < r ❛♥❞

r(k∆t+∆t) > r ♦r r(k∆t) > r ❛♥❞ r(k∆t+∆t) < r✱ t❤❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ♦♥❡✱ ❛♥❞

t❤❡ ♣❛ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ r ✐s ❝♦✉♥t❡❞✱ ❝♦♠✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❧♦✇❡r ♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ♦♥❡ ♠❛②

❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❛②s✱ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ∆t ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦❞✐❢② ZC,0(r,∆t) s✐♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ r(k∆t) ❛♥❞ r(k∆t+∆t) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ∆t✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡

❚❤❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

t❤r♦✉❣❤ r ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r a ❬✹✼❪✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

ZC,a(r,∆t) =
1

2

∑

k

|r(k∆t+∆t)− r(k∆t)|aΘ[(r(k∆t)− r)(r − r(k∆t+∆t))], ✭✸✳✸✶✮

❛♥❞✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

FC,a(r,∆t) = −kBT lnZC,a(r,∆t), ✭✸✳✸✷✮

❜❡✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✵ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ a = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ③❡r♦ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✾

❛♥❞ ✸✳✸✵✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✱ ✐t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ZC,1(r,∆t) ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❘❈ t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

ZC,1(r,∆t) ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ st❛t❡s✳

❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ a = 1 ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✉t str✐♥❣❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ZC,1(r,∆t)✳ ■t st❛t❡s t❤❛t ❬✶✼❪✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✱ q✱

ZC,1(q,∆t) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ q ❛♥❞ ∆t ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ✭❊q✳ ✸✳✷✸✮✱

ZC,1(q,∆t) = NAB ♦r FC,1(q,∆t) = −kBT lnNAB ✭✸✳✸✸✮



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✼❪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠✲
❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ZH ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ZC,1 ❢♦r t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② xk ≡ r(k∆t)✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉♠♠✐♥❣ 1/∆x ≡ 1/∆r ❢♦r ❡❛❝❤
❜✐♥ ✈✐s✐t❡❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉♠♠✐♥❣ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r ❛❧❧ ❜✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ xi ❛♥❞ xi+1✳

❚❤✉s✱ ❊q✳ ✸✳✸✸ s❡r✈❡s ❛s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈✐❛ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧② ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

ZC,1 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ✐t ✐s t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r

♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈s t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❘❈s✱

ZC,1(r,∆t) > NAB✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆t✱ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠❛② ♥♦t

❜❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ✈✐s✐t ❛ ❜♦✉♥❞❛r②

❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ✐t ❞✉r✐♥❣ ∆t✮ s♦ t❤❛t ZC,1(q,∆t) ✇♦✉❧❞ st❛rt t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ∆t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐ss✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② r❡❝t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ZC,1(q,∆t) ❬✶✼❪✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s

✉s❡ s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s✱ ❛s ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✐♥❝❡ ZC,1(q,∆t) ✐s ❛❧✇❛②s

❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ZC,1(r,∆t) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t D(r,∆t) ❛❧♦♥❣ t❤❛t ✭♥♦✇ ❣❡♥❡r✐❝✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r ❬✹✼❪✱

D(r,∆t) =
ZC,1(r,∆t)

∆tZH(r,∆t)
. ✭✸✳✸✹✮

❊q✳ ✸✳✸✹ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❛❧♦♥❣ r ✐s ❞✐✛✉s✐✈❡ s♦ t❤❛t

t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆t✱ ❛s ✐t ✐s ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ✭▼❛r❦♦✈✐❛♥✮

❞✐✛✉s✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✺❀ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✸✹✱ s❡❡ ❘❡❢✳ ❬✹✼❪✳ ◆❡✈❡r✲

t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ ✐t ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❤❡r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡✳✱

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ ∆t✱ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡

♠♦r❡ ZC,1(r,∆t) ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ∆t✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② D(r,∆t) s✐♥❝❡ ZH(r,∆t) ∼ ∆t−1✱ t❤❡

str♦♥❣❡r t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❬✹✼❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ZC,1(q,∆t) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

∆t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ❛♥❞ s♦ ✐s D(q,∆t) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✸✳✸✹✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✷✽

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♠✐♥✐♠✐③❡s ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ♥♦t

❜❡ str✐❝t❧② ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❬✹✸❪✳

✸✳✸✳✷ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❘❈✱ r( ~X)✱ ✇✐t❤ ❛ ✶❉ ❞✐✛✉✲

s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✺ ♦r ✸✳✽ ❛❧♦♥❣ r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✉♥❞❡r

❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s❀ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ▼❛r❦♦✈✲

❝❤❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛s ❘❈✳ ❇❡s✐❞❡s✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥t❛❝ts ❛s ❘❈ ❬✺✶❪✱

♠❡♠❜r❛♥❡ tr❛♥s♣♦rt ♦✈❡r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❘❈ ❬✹✶❪✱

❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❬✺✷✱ ✺✸❪ ♦r ❡♥❡r❣② ❬✷✻✱ ✺✹❪ ❛s ❘❈s✳

❇✉t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈s ❛r❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱

❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥❡✐t❤❡r ❡♥❡r❣② ♥♦r t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐✲

t❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛t ❛r❜✐tr❛r② s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦♥✲

▼❛r❦♦✈✐❛♥✐t② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❡♠♦r② ❦❡r♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦r✐✲❩✇❛♥③✐❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✺✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥

❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ♦♥❡ ❧♦s❡s t❤❡

s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ FH(r)

✭♦r p❡q(r)✮ ❛♥❞ D(r)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✈✐❛

❊q✳ ✸✳✷✻✲✸✳✷✼ ❛♥❞ ✸✳✸✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ ✐s t♦

✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❦✐♥❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r✱ ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❬✹✸❪✳

❚❤❡ ✜rst ❦✐♥❡t✐❝ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉① JAB ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ A ❛♥❞ B✱

✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■t ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ JAB = NAB/(Z∆t0) ✇✐t❤ Z =
∫

ZH(q,∆t0)❞q

t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✷✺ ❛♥❞ ✸✳✷✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤

s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤✹ ∆t = ∆t0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✶❉ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r q✱ t❤❡ ✢✉①

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ❬✶✽❪

JAB = D(q)p❡q(q) = D(q)ZH(q)/Z. ✭✸✳✸✺✮

✹■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❡t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡
∆t0 ❛♥❞ ❞r♦♣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ZC,1(q,∆t0) ❛♥❞D(q,∆t0) ❜❡❝❛✉s❡
❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳
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◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✸✹✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

JAB =
ZC,1(q)

Z∆t0
=

NAB

Z∆t0
✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✸ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ q ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r JAB ✈✐❛ ❊q✳✸✳✸✺✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ▼❋P❚ ❢r♦♠ A t♦ B ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡

♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ q ❬✺✻❪✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✸✳✶✼ ❛s

τA→B =

∫ 1

0

❞q
p❡q(q)D(q)

∫ q

0

p❡q(q
′)❞q′ ✭✸✳✸✼✮

❜✉t ♥♦✇ ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡① ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡

V ( ~X)✳ ❚❤✐s ▼❋P❚ ❢r♦♠ A t♦ B ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♠✐tt♦r 〈(1− q)〉 ≡
∫

(1− q)p❡q(q)❞q✱ ❛s ❬✸✼✱ ✺✼❪

τA→B =
〈1− q〉
JAB

. ✭✸✳✸✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ▼❋P❚ ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ B t♦ A ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s

τB→A =

∫ 1

0

❞q
p❡q(q)D(q)

∫ 1

q

p❡q(q
′)❞q′ =

〈q〉
JAB

. ✭✸✳✸✾✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼❚P❚ τ̂ ✱ ♦r ♠❡❛♥ t✐♠❡ t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡s ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ A

❛♥❞ B ✇✐t❤♦✉t r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐s ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✸✳✶✾

❛s ❬✹✷✱ ✹✸❪

τ̂ =

∫ 1

0
p❡q(q)

(

∫ q

0
❞q′

p❡q(q′)D(q′)

)(

∫ 1

q
❞q′

p❡q(q′)D(q′)

)

❞q
∫ 1

0
❞q

p❡q(q)D(q)

=
〈q(1− q)〉
JAB

. ✭✸✳✹✵✮

◆♦t❡ t❤❛t q( ~X) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥s

A ❛♥❞ B ✭❊q✳ ✸✳✷✸✮ s♦ t❤❛t ❊q✳✸✳✸✼✲✸✳✹✵ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② r❡❣✐♦♥s❀ ♦♥❡ ❥✉st

♥❡❡❞s t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐ts❡❧❢ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐❢ t❤❡ t✇♦

♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s A′ ❛♥❞ B′ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣♦✐♥ts a ❛♥❞ b ♦♥ t❤❡ ✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ❝♦♠♠✐tt♦r

❧❛♥❞s❝❛♣❡ q( ~X) = a, b ✭a < b✮✿ A′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t q < a ❛♥❞ B′ ❝♦♥t❛✐♥s

❛❧❧ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t q > b✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠✐tt♦r q′ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② r❡s❝❛❧✐♥❣

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q ❛s q′ = (q − a)/(b − a) ❢♦r a < q < b✱ q′ = 0 ❢♦r q < a✱ ❛♥❞ q′ = 1 ❢♦r

q > b ❬✶✾✱ ✺✽❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ τA→B ✭❊q✳ ✸✳✸✽✮ ❛♥❞ τB→A ✭❊q✳ ✸✳✸✾✮ ❛r✐s❡s

✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ A ❛♥❞ B✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ A ❛♥❞ B✱ ♦♥❡ ❤❛s

q → (1− q) s♦ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ▼❋P❚s ❛r❡ ❥✉st ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛s s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❍❡r❡
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✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ q( ~X ∈ A) = 0 ❛♥❞ q( ~X ∈ B) = 1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t

✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✵ t❤❛t τ̂ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

♣r♦❞✉❝t q(1− q) s♦ t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ A

t♦ B ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛s ✐t ✇❛s r✐❣♦r♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✶❪✳

❊q✳✸✳✸✺✲✸✳✹✵ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡①

s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥ ❛

❧❛♥❞s❝❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② V ( ~X) ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡ t❤❛♥

t❤❛t✱ t❤✐s ✶❉ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ✶❉

❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❛t ✶❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡①❛❝t ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s t❤❡

❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ q ❞♦ ♥♦t ❡①❛❝t❧② s❛t✐s❢② ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥✲❧✐❦❡ ❙❉❊ ✭❊q✳ ✸✳✺✮ ♦r ❡q✉✐✈✲

❛❧❡♥t❧② ❛ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐✲❧✐❦❡ P❉❊ ✭❊q✳ ✸✳✽✮✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❡①❛❝t❧② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t✐♥❣

❜✐st❛❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ❜❛s✐♥s t❤❛t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡

❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦❧❞❡❞ ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ ♣❤❛s❡s ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡

r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ s✉❝❤ st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r s❡r✈❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛♥ ♦r❞❡r

♣❛r❛♠❡t❡r ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳

✸✳✸✳✸ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥✐t❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❆ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❘❈ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ t❤❡ ❢r❡❡✲

❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ FH(r) ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D(r,∆t)✳ ❇✉t ❛s s♦♦♥ ❛s ❜♦t❤ FH(r) ❛♥❞

D(r,∆t) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r̃ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♥✐t❛r② D(r̃,∆t) = 1✳ ❚❤✐s

✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧

❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❬✺✾✱ ✻✵❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②

♣r♦✜❧❡ FC,0 ✭♦r ZC,0✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡ ❬✺✾❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ZC,1✱ ZC,0 ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✺✾❪

D(r,∆t) =
π

∆t

[

ZC,0(r,∆t)

ZH(r,∆t)

]2

. ✭✸✳✹✶✮

P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q̃ = q̃(q) ✇✐t❤ q ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t✲

t♦r ❛♥❞ q̃ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❤❡r❡ D(q̃,∆t) = 1✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱

ZC,0(q,∆t) = ZC,0(q̃,∆t)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ZH ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t s❛t✐s✜❡s ❬✺✾❪ ZH(q,∆t)❞q = ZH(q̃,∆t)❞q̃✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

❞q̃
❞q

=
ZH(q,∆t)

ZH(q̃,∆t)
✭✸✳✹✷✮



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✸✶

❛♥❞✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✶ ✇✐t❤ D(q̃,∆t) = 1 ❛t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ∆t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ZH(q̃,∆t) ❜②

ZC,0(q̃,∆t)✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ q̃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ s♦ t❤❛t

❞q̃
❞q

=

√

∆t

π

ZH(q,∆t)

ZC,0(q̃,∆t)
. ✭✸✳✹✸✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ZC,0(q̃,∆t) = ZC,0(q,∆t)✱ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

q̃(q) =

√

∆t

π

∫ q

0

ZH(q
′,∆t)

ZC,0(q′,∆t)
❞q′. ✭✸✳✹✹✮

❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ZC,0 ❛♥❞ ZC,1 ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❊qs✳ ✸✳✹✶ ❛♥❞ ✸✳✸✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s

q̃(q) =
√
∆t

∫ q

0

√

ZH(q′,∆t)

ZC,1(q′,∆t)
❞q′, ✭✸✳✹✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② s❡❡s t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ZH(q,∆t) ∼ ∆t−1 ❛♥❞ ZC,1(q,∆t) ✐s ✐♥ ❢❛❝t

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢∆t✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢∆t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

q✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

∆t ❛s ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆s ❛ r✉❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②

♣r♦✜❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ s♦ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞✳

✸✳✸✳✹ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✭▼❙▼✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ P❉❊ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛

❞✐s❝r❡t❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✸✻❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥

♣r♦❝❡ss✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❥✉♠♣ ♣r♦❝❡ss ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✭▼❙▼✮ ❬✹✸❪✳ ■♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛ st❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❞❡① i✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pi|i0(t|t0) ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ✐♥ st❛t❡ i ❛t t✐♠❡ t ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✇❛s ✐♥

st❛t❡ i0 ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✸✺✱ ✹✸❪

Pi(t+∆t) =
∑

j

Pij(∆t)Pj(t), ✭✸✳✹✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②

♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✜① t0 = 0 ❛♥❞ ❞r♦♣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭Pi|i0(t|t0) ≡ Pi(t)✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡ P❉❋s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s♦ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t✱

❊q✳✸✳✹✻ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pi(t + ∆t) ❛t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ (t + ∆t) ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
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t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pi(t) ❛t ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ t✳ Pij(∆t) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠

st❛t❡ j t♦ i ❛❢t❡r ∆t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s Pij(∆t) = nij(∆t)/nj✱ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s nij(∆t) ❢r♦♠ j t♦ i ❛❢t❡r ∆t ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱ nj✱ st❛t❡

j ✐s ✈✐s✐t❡❞✱ ✐❢ ❛ ❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② s❛♠♣❧✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❧❧ ♥♦❞❡s i ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ❡q
i ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐t

✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳✸✳✼✮ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ P ❡q
i =

∑

j Pij(∆t)P
❡q
j ❛♥❞ ni ∝ P ❡q

i ✳

❊q✳ ✸✳✹✻ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✸✺❪ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❊q✳ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡

❢❛❝t t❤❛t ❊q✳ ✸✳✹✻ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Pij(∆t)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s ✐❢ s✉❝❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ V ( ~X) ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✷✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▼❙▼ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r

✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s②st❡♠s ❬✻✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✑✱ ❛s ❢♦r t❤❡

❤✐❣❤❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❧❧ st❛t❡s i ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦♠♣✉t❡ Pij ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t✱ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦

♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ▼❙▼ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤

q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡r✐✈❡❞

✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✷✷✱ ✹✸✱ ✻✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ▼❙▼ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❊q✳✸✳✹✻✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r qi ❛t ❛♥②

st❛t❡ i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✻✸✱ ✻✹❪

qi =
∑

j

Pji(∆t)qj ✭✸✳✹✼✮

s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

qA = 0, ✭✸✳✹✽❛✮

qB = 1, ✭✸✳✹✽❜✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ▼❙▼ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ❊q✳ ✸✳✷✷✲✸✳✷✸✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ Pij(∆t) ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ∆t✱

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐ts❡❧❢ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆t✱ ✐✳❡✳✱ ❊q✳ ✸✳✹✼ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡s❝❛❧❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡

❛❜♦✈❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✇❛②❀ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❚❙❉✮ ❬✶✼✱ ✻✷❪

min
qi

∑

ij

nij(∆t)(qi − qj)
2. ✭✸✳✹✾✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ ❜② ❞✐r❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭♣❧✉s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

nij = nji✮ t❤❛t ❊q✳ ✸✳✹✾ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✳ ✸✳✹✼✲✸✳✹✽ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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❊q✳ ✸✳✹✾ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ▼❙▼ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✷✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❘❈ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s r(k∆t) = r( ~X(k∆t)) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶✱

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r(k∆t) = ri(k∆t) ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙▼✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❘❈ ✐s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭ ~X ♦r i✮✱ ❛♥❞ ✐ts t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s k∆t ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ t❤❡♥

❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✻✷❪

min
r

∑

k

[r(k∆t+∆t)− r(k∆t)]2, ✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ r✉♥s ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

r( ~X ∈ A) = 0, ✭✸✳✺✶❛✮

r( ~X ∈ B) = 1, ✭✸✳✺✶❜✮

❊q✳ ✸✳✺✵✲✸✳✺✶ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s✿ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s r(k∆t) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡

s♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❊q✳✸✳✺✶✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s q(k∆t) ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t

♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❚❙❉✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❚❙❉✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛s ∆r2 ❢♦r

❜r❡✈✐t②✱ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r = q ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ∆q2 = 2NAB ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞

r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞

❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ZC,1

t❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✸✳✸✳✶✱ s✐♥❝❡ ✐t st❛t❡s t❤❛t ZC,1(r,∆t) ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭❡q✉❛❧s NAB✮ ❢♦r

r = q ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐♥s♣❡❝t ✏s♣❛t✐❛❧✑ ✭r✮ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬✺✽❪✳ ❇♦t❤

❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡❞✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❬✶✼❪ t❤❛t ∆r2(∆t) = 2
∫

ZC,1(r,∆t)❞r✱ t❤❛t

✐s✱ t❤❡ ❚❙❉ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r r✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ❜♦t❤

❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✿

∆q2(∆t) = 2

∫ 1

0

ZC,1(q,∆t)❞q = 2NAB. ✭✸✳✺✷✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② t♦ ♥✉♠❡r✐✲

❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢♦r♠ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ ❘❈ r = r( ~X, ~α)✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ~X✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❘❈ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♥♦t❡❞

❜② ~α✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✸✳✺✵ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ~α✳ ❚❤❛t str❛t❡❣② ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✼❪✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❘❈ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ✐♥

t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✭t❤❡ ~X ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥t❛❝t ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦r ♥♦t✱

❛ s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs ~α ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✼❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈s✱ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❛s t❡st❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ZC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❬✶✼❪✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢

♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡❀ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ r = r( ~X, ~α) ✐s t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✱ ✐t



✸ ❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✸✹

✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✺✵✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❛t✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ s✉❝❤

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❧✐❦❡❧② ❞❡♠❛♥❞s ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥

♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ r✐s❡♥ ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✻✱ ✹✽✱ ✹✾❪ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r

✢❡①✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❊q✳ ✸✳✺✵ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ❞✐r❡❝t❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠

q( ~X)✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s q(k∆t)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①t❡♥❞ ✐t ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣

s②st❡♠s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▼❙▼ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❉❊ ❢♦r ❞✐✛✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❡❛t♠❡♥t ❧♦♦❦s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ✐t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

❢♦r ❛♥② ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✺✵ r❡♠❛✐♥s

✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛❥❡❝t♦r② ✭♦❜❡②✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s

❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❛t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ∆t✱ ✇✐t❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣

❇r♦✇♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛t ❛ ♠♦r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

s②st❡♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱

❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉❧❧ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞✮ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝s ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♦♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❬✻✷❪✳ ❚❤❛t ✐s✱

t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ❝♦♠♣♦s❡s

❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♥♦t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥

♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❧✐♠✐t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤♦s❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r✲

♠❛❧✐s♠ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ∆t ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦s❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦✲

♠❡♥t❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r

♠❛♥② ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ∆t ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❛t♦♠✐st✐❝ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❛t

t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ st♦r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t❧②

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥✐t② ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡

s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r❀ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✹✼✱ ✺✽❪✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ s✉❝❤ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ✭✉♣

t♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✲

✈❛t❡❞ ❘❈s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ▼❛r❦♦✈✐❛♥✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✹✼✱ ✺✽❪ ❢♦r t❤❡

❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦rs ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦st ♣❤②s✐❝❛❧❧②

♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈s✳



✸✺

❈❤❛♣t❡r ✹

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤

❘❡❧❛t❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❬✷✸❪

▲✳ ❋✳ ❚r✉❣✐❧❤♦✱ ❙✳ ❆✉❡r✱ ▲✳ ●✳ ❘✐③③✐✱ ❙✳ ❱✳ ❑r✐✈♦✈

❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ✷✶✱ ✶✵✵✽✵ ✭✷✵✷✺✮

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣

t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♦❜t❛✐♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❘❈ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t

❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❊q✳✸✳✺✵✲✸✳✺✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❧♦♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ~X(k∆t)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ k∆t✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✉❝❤

tr❛❥❡❝t♦r② tr❛♥s✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛♥❞ B✱ ❡✳❣✳✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞

st❛t❡s✳

✹✳✶ ❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✷❪✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❊q✳✸✳✺✵ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋✐rst✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛ s❡❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s r0(k∆t) = r0( ~X(k∆t)) r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✸✳✺✶✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡s ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❖P✮✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✉❧❞ s❡♣❛r❛t❡ st❛t❡s A ❛♥❞ B✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❛t✱ ❜✉t ❢♦r ♥♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s

✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ r0( ~X ∈ A) = 0 ❛♥❞ r0( ~X ∈ B) = 1 ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❊q✳ ✸✳✺✶✳ ❚❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r② ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦

❛♥❞ ♦♥❡✱ ❡✳❣✳✱ r0 = 1/2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r0(k∆t) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

♣r❡♣❛r❡❞✳



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✻

❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉t❛✲

t✐✈❡ ❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s rm(k∆t) = rm( ~X(k∆t)) ❛t t❤❡ m✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s

rm+1( ~X(k∆t)) = rm( ~X(k∆t)) + δr( ~X(k∆t)), ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ δr( ~X(k∆t)) ❞❡♥♦t❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❛t t❤❡ m✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ l✲t❤ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱

δr(rm, xm) = Ĩb

l
∑

i=0

l−i
∑

j=0

aij(rm)
i(xm)

j, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s❤♦rt❡♥❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s rm ≡ rm(k∆t) =

rm( ~X(k∆t))✳ ❆❧s♦✱ xm ≡ xm(k∆t) = xm( ~X(k∆t)) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛ r❛♥✲

❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ~X ❛t t❤❡ m✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s {xm} ♣❧❛②s ❛

♣✐✈♦t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s t❤❡② ❝❛rr② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ~X✱

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✏♠✐①❡❞✑ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ ❜② ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✷✱

❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳ Ĩb = Ĩb(k∆t) ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s A ❛♥❞ B ❛♥❞ ♦♥❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥✉❧❧ ♦♥

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aij ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❊q✳ ✸✳✺✵✮ ❧✐❦❡

min
{aij}

{

∑

k

[rm+1(k∆t+∆t)− rm+1(k∆t)]
2

}

, ✭✹✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ r✉♥♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② st❡♣s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②

♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❘❈ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❈❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚❙❉ ❝♦♠♣✉t❡❞

❧✐❦❡ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✺✵ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡ ZC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❊q✳ ✸✳✸✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✉❛❧❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡

❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❛t ❊q✳ ✹✳✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

❘❈✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡❞ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s 1/(1 + e±(rm−r̂m)/b) t♦ ❢♦❝✉s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❡✐t❤❡r ❢♦r ✈❛❧✉❡s rm & r̂m ♦r rm . r̂m ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ b = 0.01 ✭✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮

❞❡✜♥❡s t❤❡ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ r̂m ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♠♦✐❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦

❛❧t❡r♥❛t❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❛s✐♥s ✭A ❛♥❞ B✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s❤r✐♥❦ ❬✺✽❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aij ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②❀ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❘❡❢✳ ❬✻✷❪✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✼

❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❞❡❛❧s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t

❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞

✇❛②❀ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝✳ ❖♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♠✲

♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s q(k∆t)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❛❞✐❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s

♦❢ ❊q✳ ✸✳✷✼ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✸✹ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ P❛r❛♠❡tr✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛❧✲

✉❡s ❢♦r ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣

♣❤❛s❡✱ ❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❬✹✻✱ ✹✾✱ ✹✽❪✳ ❚❤✐s ❛❜✐❧✐t② ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡

✉♥❞❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②st❡♠s✬ ❞②♥❛♠✐❝s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛r❡ ❡✈❡♥ts ❛♥❞✴♦r ✇✐t❤

❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s

t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❬✻✺❪ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜r❡❛❦ ❬✻✻❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢♦r t❤❡

❛❝t✉❛❧❧② s❛♠♣❧❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛✲

♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❧❡ss s②st❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡rt✐s❡✱ ❛s

t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ q( ~X)✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣

r❡r✉♥♥✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥❝❡ ♥❡✇ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✻✻❪✳

❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s {xm}✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t ✐s r❡q✉✐r❡❞

t♦ ❢✉❧✜❧❧ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❝❛rr② t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ s②st❡♠✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s

A ❛♥❞ B ❛♥❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚♦

❢✉❧✜❧❧ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱ ❡✳❣✳✱ ❛t♦♠s✱ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡

s♣❛❝❡ ~X✳ ❇✉t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉❡

t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤♦s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s r❡s♣❡❝t ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠✬s

s②♠♠❡tr✐❡s ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s s❡❝♦♥❞ r❡q✉✐s✐t❡ ✐s t❤❛t ❛♥② r❡s✉❧t✐♥❣ ❘❈ s❤♦✉❧❞ ❜❡

✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ s②st❡♠

♥♦t s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞✱ ✐ts st❛t❡ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ s♦

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥② ❘❈✳ ❆♥❞ ❛s t❤❡ ❘❈ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {xm} t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✷✱

t❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② ♦❢ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥

{xm} r❡s♣❡❝t s✉❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s✳

❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡✲❜❛s❡❞ ✉♥✐✲

♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✽✱ ✻✼❪✳ ❚❤♦s❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②s✲

t❡♠s ♦❜❡② tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡

{xm} ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❈❱s✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

✉♥❞❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ s✐♠♣❧② r❛♥❞♦♠❧②



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✽

❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s xm ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷ ❬✺✽✱ ✻✼❪✳

❙✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s②♠♠❡tr② ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞❡✲

t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✬s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✲

✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ❛t ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❘❈✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ❡♠♣❧♦②❡❞

✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳

✹✳✷ P❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐✈❡ s❡t ♦❢ ❈❱s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s r❡s♣❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠✱

♥❛♠❡❧② tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉❝❤ ❛ s❡t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s {xm} ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✳ ■♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡♥s❡✱ ❈❱ ❞✐s❝♦✈❡r②

❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

t❤♦s❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛r❡ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❈❱✲❜❛s❡❞ ❜✐❛s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣♦♣✲

✉❧❛r ❬✻✽❪✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❬✺✽✱ ✻✼❪✳ P❡r♠✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s ❬✻✽❪✳

❖♥❡ ❝❛♥ s✉♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✭❞✐st❛♥❝❡s ❤❡r❡✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r ♣❛✐rs

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❱ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r❞❡r✐♥❣❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

♦♥❡ ❝❛♥ s♦rt ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧✲

t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs✱ ❛❧❧ s♦rt❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✱ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ❛r❡ ❈❱s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❈❱s ❣✐✈❡s ✐ts t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t s✉♠s ❛❧❧

❞✐st❛♥❝❡s ✐♥t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❈❱✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉rs t❡sts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ s❡t ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❈❱

✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❚❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s

✇✐t❤ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✈❛r✐❡❞✱ ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❱s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ tr✐❡❞ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❈❱s {xm} t♦ ❜❡ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✹✳✷✮ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s✳ ❆s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠✲

♠✐tt♦r ❘❈ ✇❛s s✉❜♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤♦s❡ ❈❱s✳

❙❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ s♦rt❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✸✾

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♥♦✇ ❤❛s ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s✱ ♥❛♠❡❧② N(N − 1)/2 ♦❢ s✉❝❤

s♦rt❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s ❝♦♠♣♦s❡❞

♦❢ ❛❧❧ t❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝❡rt❛✐♥❧② ❝❛rr✐❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✬s

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❇✉t s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞✉❡ t♦

❤❛r❞✇❛r❡ ✭♠❡♠♦r②✮ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆♥❞ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡

♦♥❡s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦✉t ♦❢ t❤❛t ❜✉♥❝❤ ♦❢ ❈❱s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ✶❉✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤

N(N−1)/2 ❡♥tr✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❜✉t r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ t❤♦s❡ ❈❱s ❧❡❞ t♦ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ s✉❜♦♣t✐♠❛❧

❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❛t✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢

s♦rt✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ❞ ✇❤♦s❡ N × N ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✶✳ i ❛♥❞ j✱ dij✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✐s s♦rt❡❞

❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❛①❡s ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐①

❞̂✱ ❛❢t❡r s♦rt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡①✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② 0 = d̂1j < d̂2j, ..., < d̂Nj ❢♦r ❛❧❧ j

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ N ✳ ❊❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞❡① j✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞

❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ✐♥ ❛ s♦rt❡❞ ✇❛②✳

❆s t❤❡s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t

✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦rt ✐t ❛❣❛✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❞̄ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐t ❛❧s♦

❤❛s d̄i1 < d̄i2, ..., < d̄iN ❢♦r ❡✈❡r② i ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ r♦✇✳ ◆♦✇✱ ♥❡✐t❤❡r r♦✇ i ♥♦r ❝♦❧✉♠♥ j ✐s

♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ N2 ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❙♦✱ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱

t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t dij(k∆t) ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✈✐rt✉❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ✇❛② ♦❢ s♦rt✐♥❣

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❈❱s ❛♥❞ ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡

❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛①✐s ♦❢ ❞̄ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s ❜✉t t❤❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥t✐♥✉❡

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛①❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❧❡

❛✈♦✐❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✐ss✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛tr✐① ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ st♦r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛①✐s ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❛①✐s✱

♦♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ❢❛r ❛s ♦✉r t❡sts ✇❡♥t✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡

❧❛t❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❜♦✉t t❡♥ ❛①❡s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❘❈s✱

✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②

t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✱ ✐t

✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭✐✳❡✳✱ s✉♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✉❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✮✱ ❛s ✇❡

✶■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✭s♣❛t✐❛❧✮ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s dij s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❬✻✾❪



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✹✵

❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛② ♦❢ s♦rt✐♥❣ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡

✐♥str✉❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛①❡s t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

✇❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛①❡s ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① ✭❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t N/3✮ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❛s ✉s✐♥❣ t❤❡♠ ❣✐✈❡s ♠✉❝❤ ✇♦rs❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t❡s✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ r❡❛❞✐❧②

r✉❧❡s ♦✉t ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❱s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ ♠✉❝❤

❤✐❣❤❡r ❛①❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞✐❧✉t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜✉t ♥♦t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦♥❡s✱ s♦ t❤❡s❡ ❈❱s

❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❡❧❧ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞

t❤✉s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② N = 5

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

❞ =

















0 101 89 52 38

101 0 12 50 62

89 12 0 39 51

52 50 39 0 14

38 62 51 14 0

















. ✭✹✳✹✮

◆♦✇✱ s♦rt✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦♥❡ ❣❡ts ❞̂✿

❞̂ =

















0 0 0 0 0

38 12 12 14 14

52 50 39 39 38

89 62 51 50 51

101 101 89 52 62

















. ✭✹✳✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ s♦rt✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❞̄✿

❞̄ =

















0 0 0 0 0

12 12 14 14 38

38 39 39 50 52

50 51 51 62 89

52 62 89 101 101

















. ✭✹✳✻✮

❚❛❦✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s❛② d̄2,5 ❤❡r❡✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❛♠❡

✐♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s d̄2,5(k∆t)✱ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳

❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✈❛r✐✲

❛♥t ❈❱s ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝❧❛ss ♦❢ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛rr② s✉✣❝✐❡♥t

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t ♠❛②❜❡ ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r

♠❛♥②✲❜♦❞② s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧② ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠✐❝❡❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✹✶

♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡

❘❈ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ {xm} ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✷✱ ❜✉t ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r

♦t❤❡r t❛s❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❈❱ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❬✻✽❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ ✐t

❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❈❱s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s②st❡♠✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✹✼✱ ✺✵❪✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❱s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦ t❤❡ ❧♦✇✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❈✱ ❡✳❣✳✱ q( ~X) ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛r❣✉❛❜❧② ❛ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t❛s❦✳

❲❤✐❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ♣✉t❛t✐✈❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤

♠❛♣♣✐♥❣ ❬✹✻✱ ✹✽✱ ✹✾❪✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t

❈❱s✱ ❛s ♠♦st ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ❜❧✐♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r

❡♥s✉r✐♥❣ s✉❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s ❛t t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❬✻✽❪✱

s♦ t❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ s✉♣♣❧② t❤❡ ♥❡✉r♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀ s❡❡

❡✳❣✳✱ ❘❡❢s✳ ❬✼✵✱ ✼✶❪ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♥♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ②❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② str✐♥❣❡♥t

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✮ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡

♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✹✳✸ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s t❤❡♠ ❛s ✐♥♣✉ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❛② ♦❢

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❖P✮ t❤❛t t❛❦❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ s✉❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❖P ❜② ♣❤②s✐❝❛❧

✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡r n ❛♥❞ ❡♥❡r❣② E ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧②

♠♦t✐✈❛t❡❞ ❖Ps ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ st❛t❡s A ❛♥❞ B ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❖P ✭O✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ st❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

❖P✱ OA✱ ♥❡❛r t❤❡ ✜rst ♠✐♥✐♠✉♠ s✉❝❤ t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r② ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ O < OA ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ st❛t❡ A✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts OB ♥❡❛r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠

s✉❝❤ t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r② ❢r❛♠❡s r❡s♣❡❝t✐♥❣ O > OB ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡ B ✭✇❡ ✇✐❧❧

❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ OB > OA✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E ❛♥❞ t❤❡

✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✮ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❣❣r❡❣❛t❡ n ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ✭❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡

✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ n ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② st❛t❡ B

❞❡✜♥❡❞ ❜② (−n > −nB)✱ ✐✳❡✳✱ s♠❛❧❧❡r ❝❧✉st❡r s✐③❡s ✐♥ ❛ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛t❡

B ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② E > EB✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s s♦

t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡ss❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝♦♥✜❣✉t❛t✐♦♥s

✇✐t❤ (E < EA) ♦r (−n < −nA) s❤♦✉❧❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❖Ps ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ✭❛✮ ❋♦r
t❤❡ ❡♥❡r❣② E✱ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ E < EA ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ st❛t❡ A✱ ❛♥❞ ❛❧❧
st❛t❡s E > EB ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡ B✳ ✭❜✮ ❋♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛❣❣r❡❣❛t❡ n✱ ❛❧❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ −n < −nA ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ st❛t❡ A✱ ❛♥❞ ❛❧❧ st❛t❡s −n > −nB

❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡ B✳

s②st❡♠✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧♦♦❦s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠

tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✱ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❣❡♥❡r❛t❡s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s A ❛♥❞ B ✇❤❡♥

E ♦r n ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❖Ps✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ ❝❧❡❛r❧② ❞✐s♣❧❛②

❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s

NAB ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❜② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❖P✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙▼ ❞r❛❢t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❛t ✜❣✉r❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦❞❡ i t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤♦s❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Pij r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

s♦❧✈✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✹✼ ✉♥❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s qA = 0 ❛♥❞ qB = 1✳ ■♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧ ♦❢

❋✐❣✳ ✹✳✷✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏r✐❣✐❞✑ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡

s❡❧❡❝t❡❞ A ❛♥❞ B ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜❡❢♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♦❢ t❤✐s t②♣❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ O < OA r❡s♣❡❝t

t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ st❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② O < OA ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥

❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ A s✉❝❤ t❤❛t qA = 0✱ ❛♥❞✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ O > OB

❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ✇✐t❤ qB = 1✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❡✳❣✳✱ ❊q✳ ✸✳✹✼✲✸✳✹✽✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ ✏s♦❢t✑ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♦♥❡ ✭♦r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s✮ t♦

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ r❡❣✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② A′ ❛♥❞ B′ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ♦❢

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t s❡r✈❡ ❛s ✏r✐❣✐❞✑ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

■♥st❡❛❞✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✹✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r✐❣✐❞ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ s♦❢t ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ▼❙▼✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ s✉❝❤ ▼❙▼✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❞❡♥♦t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pij✳
❋✐❣✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✳

Â ❛♥❞ B̂✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ s❡r✈❡ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭qÂ = 0 ❛♥❞ qB̂ = 1✮✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❛r❡ ♥♦t ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛s t❤❡②

❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ st✐❧❧

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s Â ❛♥❞ B̂ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λA = PÂA′ ❛♥❞ λB = PB̂B′ ✱

✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ A′ ✭♦r B′✮ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

Â ✭♦r B̂✮✳ ❚❤✉s✱ ❊q✳ ✸✳✹✼✲✸✳✹✽ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞

♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥

λA ❛♥❞ λB✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❖P✱ ✇❤✐❝❤ str❛t✐✜❡s

♥♦❞❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝❧♦s❡♥❡ss t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ♠❛♥♥❡r✳ ❘❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✉s✉❛❧ ❖P

t❤❛t ❥✉st ✇❡❛❦❧② s❡♣❛r❛t❡s ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r t❡sts ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❢t

❝♦♠♠✐tt♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r E ♦❢ n ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ✜①❡s t❤❡ ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞

t♦ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✶ ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

t❤❛t t❤❡ aij ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❚❙❉ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱

✇❤✐❝❤ r❡❛❞s



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✹✹

min
{aij}

{

∑

k

{

[rm+1(k∆t+∆t)− rm+1(k∆t)]
2

+ 2IA′(k∆t)λA[rm+1(k∆t)]
2 ✭✹✳✼✮

+ 2IB′(k∆t)λB[rm+1(k∆t)− 1]2
}

}

✇❤❡r❡ k ❛❣❛✐♥ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥s A′ ♦r B′ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ♥♦✇ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ IA′ ❛♥❞ IB′ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ✉s✉❛❧ ❖P t❤❛t ❥✉st r♦✉❣❤❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s

IA′(k∆t) =







1, O(k∆t) < OA′

0, O(k∆t) > OA′

✭✹✳✽✮

❛♥❞✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r IB′ ✱ t❤❛t ✐s✱ IB′ = 1 ❢♦r O > OB✱ ♦r ③❡r♦✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥

s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ ❊q✳ ✹✳✼✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s s❡❧❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t✐♠❡s t❤❡ s②st❡♠ ❡♥t❡rs r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′✱ ✇❤✐❝❤✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② λA ❛♥❞ λB✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ❥✉st [rm+1(k∆t)−0]2 ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜♦✉♥❞❛r② Â ✭qÂ = 0✮

❛♥❞ [rm+1(k∆t)− 1]2 ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❜♦✉♥❞❛r② B̂ ✭qB̂ = 1✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❛❝❝♦✉♥ts

❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s nA′Â = nÂA′ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

❜❛❧❛♥❝❡✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② B̂✱ t❤❛t ✐s✱ nB′B̂ = nB̂B′ ✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ❛s {xm}✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛s ❛♥ ❖P

t♦ ✜① t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❛ ✏r✐❣✐❞✑✲❧✐❦❡ ✇❛② ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈✐❛

❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸✳ ❚❤✐s ❖P ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡tt❡r s❡♣❛r❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s s✐♥❝❡ ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ {xm}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐t ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✇❛②✱ ❛s ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞

❢♦r ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✹✳✼✱ s♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❖P str❛t✐✜❡s ❛❧❧ ♥♦❞❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦

t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛s✐♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ E ♦r n ❛s ❖Ps

r❡s✉❧ts ✐♥ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s A ❛♥❞ B✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❖Ps ❜❛s❡❞ ♦♥

❡✐t❤❡r E ♦r n t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ s❡♣❛r❛t❡ ❛❧♠♦st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r s♦❢t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t✲

r✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮ t♦ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥



✹ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✹✺

♣r♦❜❧❡♠ ✭s♦❢t✲❝♦♠♠✐tt♦r✲❧✐❦❡✮❀ s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✺✵❪✳ ❚❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡♠♣❧♦②

t❤✐s str❛t❡❣② ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr✐❝❦ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ❛✐♠s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜❡tt❡r ❖P✱ ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠♦r❡

r♦❜✉st❧② s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳



✹✻

❈❤❛♣t❡r ✺

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s

❘❡❧❛t❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❬✷✸❪

▲✳ ❋✳ ❚r✉❣✐❧❤♦✱ ❙✳ ❆✉❡r✱ ▲✳ ●✳ ❘✐③③✐✱ ❙✳ ❱✳ ❑r✐✈♦✈

❏✳ ❈❤❡♠✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠♣✉t✳ ✷✶✱ ✶✵✵✽✵ ✭✷✵✷✺✮

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹

❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡

❣❛s ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

❛ ✸❉ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧♠♦st ❡①❛❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ r❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ♠❛♥②✲❜♦❞②

♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s✳ ■♥ t❤♦s❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❛♥❞ ♠♦st ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✐t ❛r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✐t

❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ s♦❧✈❡ t❤❡

❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✭❊q✳ ✸✳✷✷✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱

✐♥ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛r❡ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ t❛s❦✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ♠❡t❤♦❞

❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉❧t✐♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ r❛r❡

❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ s❤♦✇❝❛s❡ t❤❡

r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❦✐♥❡t✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ s②st❡♠✬s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✇♦rt❤ s♦♠❡ ❛t✲

t❡♥t✐♦♥✳ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✭❇❉✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s s✐♥❝❡ ✐t

s✐♠✉❧❛t❡s ❛ r❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥✉✲

♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡s ❊q✳ ✸✳✷✵ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✹✼

♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✈❡♥t t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ t❤❡r✲

♠❛❧ ❜❛t❤ ❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠ ✇❤❡r❡

❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t

♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❊q✳ ✸✳✷✵ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ ❛ s②st❡♠ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❉ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s②st❡♠ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ▼♦♥t❡

❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ ✇❛②

t❤❛t ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s♦♠❡ t❛r❣❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐t✳ ❚♦ ❞♦

s♦✱ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ s②st❡♠✬s r❡❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❯♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s

t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❞r✐✈❡♥ ❜② s✉❝❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❣❡♥❡r✲

❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡✳ ❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✹✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ▼❛r❦♦✈

❙t❛t❡ ▼♦❞❡❧s r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ♠♦st ▼❈

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡

❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ▼❙▼ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

✺✳✶ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡

♠♦❞❡❧

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s s②st❡♠ ✇✐t❤

N ♣❛rt✐❝❧❡s✴♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞✐s♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ s✐③❡ L✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡r❡ ✐s

❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ r❡❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐❢ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts

❛r❡ ✉s❡❞ ❬✼✷✱ ✼✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ✇❛② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

t❤❡ ❤✐❣❤❧②✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

❡♥s❡♠❜❧❡ ❬✼✹❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❧♦❝❛❧ ❑❛✇❛s❛❦✐

♠♦✈❡♠❡♥ts ❬✼✺❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♠♦✈❡ ♦♥❧② t♦ t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞

s✐t❡s✳

✺✳✶✳✶ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✼✻❪✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ N ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛s ❛♥ ❡①tr❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡✐r

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r ✈❡rt✐❝❛❧ ❛rr♦✇s ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❖♥❧② ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛ttr❛❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✹✽

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② sq✉❛r❡s
✇✐t❤ ❛rr♦✇s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t
❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t
❧❡❛❞ t♦ ✇❡❛❦❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ♥♦♥✲❛❧✐❣♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✼✻❪✳

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣❡r ψs ♦r ✇❡❛❦❡r ψw ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣❛✐r✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ξ ≡ ψs/ψw✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ✜①❡❞ ψw t♦ ✉♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②

s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ψs ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭ξ ≥ 1✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ s♦ t✇♦ ♦r

♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉♣② t❤❡ s❛♠❡ s✐t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♥ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ❛s

❛♥ ▼❈ s✇❡❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ N ❛tt❡♠♣ts t♦ r♦t❛t❡ ✭❝❤❛♥❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠♦✈❡

✭t♦ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♠♣t

✭r♦t❛t❡ ♦r ♠♦✈❡✮ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦r r❡❥❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼✼❪✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ s②st❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

❡♥s❡♠❜❧❡✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥

❘❡❢✳ ❬✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥t♦ ❤✐❣❤❧② ♦r✐✲

❡♥t❡❞ ✜❜r✐❧❧❛r st❛t❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♠②❧♦✐❞ ✜❜r✐❧s ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤♦s❡ s②st❡♠s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s str♦♥❣❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r

❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✽✷❪✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s

❆❧❧ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ρ ≡ N/L2 =

10−2✳ ❆t t❤✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ✜rst✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝❧♦s❡ t♦ T ∗✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ T ∗ ❢♦r ❡❛❝❤ ξ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✼✻❪ ❛♥❞ ❛r❡ t❛❜✉❧❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❋♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s②st❡♠s ✇✐t❤ L = 200

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N = 400 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t T = T ∗(ξ)✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ s✐①

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 108 ▼❈ st❡♣s ✭▼❈s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ξ✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡

s❛✈❡❞ ❡✈❡r② ∆t0 = 400▼❈s✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ✭✉♣ t♦



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✹✾

N = 1024✮ t❤❛t ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❆❧❧ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✺✳✶✳✷ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✭ξ = 1✮ ❛s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①❡♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠s ✐s ❛❧♠♦st

✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ξ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛t

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳

❙♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ✈s✳ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❖P

■♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❖Ps✱ ♥❛♠❡❧② ❡♥❡r❣② E ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❣❣r❡❣❛t❡

n✱ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s A ✭❛❣❣r❡❣❛t❡❞✮ ❛♥❞ B ✭❞✐❧✉t❡❞✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r qs t♦ s❡r✈❡ ❛s ❛♥ ❖P✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st✱

❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸✳ ■t t✉♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ st❛t❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❖P

❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❛t❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② n✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ n ✐s ♠♦r❡

✉s❡❞ ❛s ❖P ❛♥❞ ❘❈ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛♥ E✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ n ❛♥❞ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♠♠✐t♦r q✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s t♦ n ❛s ❖Ps✳

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s❡❡❞ ❖P t♦

❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ n ❢♦r t❤❛t✱ ❜✉t t♦ ✐❧❧✉str❛t❡

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ N × N ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞

♠❛tr✐① ❞̄ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡t {xm} ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s✱ ♥❛♠❡❧② d̄7,190✳ ❚❤❡

❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t❀ t❤❡ ❈❱ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦

r♦✉❣❤❧② s❡♣❛r❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r

t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❜✐♠♦❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❈❱✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞

♣r♦✜❧❡ FH(d̄7,190)/kBT ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r d̄7,190✳ ❘❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s ♣❧❡♥t② ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣

s✉❝❤ r❡❣✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐✈✐❞❡r ♥❡❛r t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱

s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d̄7,190 ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ A′ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d̄7,190 ❛r❡

✐♥ B′ ✭✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r A′ ♦r B′✮ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♦❢t

❝♦♠♠✐tt♦r ❖P t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s s✐♠✐❧❛r st❛t❡s ✭❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✮✳

❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

s❝❤❡♠❡ ✭❊q✳ ✹✳✼✮ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❛①✐s d̄7,j ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡

r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❈❱s {xm} ❛t t❤❡ m✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣❡t ❛ s♦❢t

❝♦♠♠✐tt♦r ❖P✱ qs✱ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s ✇❡❧❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ A ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ B st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✳ ■♥ t❤❛t ✜❣✉r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ q̃s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❈❱ d̄7,190 ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✳
❘❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t
❝♦♠♠✐tt♦r ❖P✳

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♥✐t❛r② D(q̃s,∆t0) = 1✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✸✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢✮ t❤❡ n✳ q̃s ❛♥❞ n ❛r❡ t❤❡ ❖Ps

t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛ ❛♥❞ B ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳ q̃s ✇❛s

✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱

✇❤✐❧❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② n ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡

❜❡❧♦✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r q̃s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ s♦❢t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❊q✳ ✹✳✼✮✱ ❜✉t

t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s q ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡✜♥❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ q̃s ❛s ❛♥ ❖P t♦ ❞❡✜♥❡ ✉s✉❛❧

r✐❣✐❞✲❧✐❦❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡

✭❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸✮✳

❈♦♠♠✐tt♦r ✈s✳ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②

♠♦t✐✈❛t❡❞ n ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

n → q(n)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r q(n) ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r

❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

✐♥t❡❣r❛t❡ ❊q✳ ✸✳✶✻ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ n✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ P❉❋ p❡q(n)

✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ FH(n)✮ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts D(n,∆t0) ❝❛♥ ❜❡

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s n(k∆t) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✷✼ ❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✸✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝♦♦r✲

❞✐♥❛t❡ ✭■♥ ❢❛❝t✱ n ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝r❡t❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ▼❙▼✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s Pnn′(∆t0) ❢r♦♠ n(k∆t)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✽✸❪✳

❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡ ❊q✳ ✸✳✹✼ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❆s ❛ t❤✐r❞ ♦♣t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠

t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s n(k∆t) ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡

s❡t {xm} ♦❢ ❈❱s ✐♥ ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ q(n) ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ ❖Ps✳ ✭❛✮ ❚❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r q̃s ✇❛s ✉s❡❞
❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q = q( ~X)✳ q̃s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈✐❛ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✼ ✇✐t❤ m = 4 × 103 ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❈❱s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❛①✐s d̄7,j ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ❚❤❡♥✱ r❡❣✐♦♥s A ✭✇✐t❤ q̃s < q̃s,A = 30✮ ❛♥❞ B
✭✇✐t❤ q̃s > q̃s,B = 110✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐tt♦r
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ s❤♦✇ ♥❡①t✳ ✭❜✮ ❚❤❡ n ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ r❡❣✐♦♥s A ✭✇✐t❤ −n < −nA = −110✮ ❛♥❞ B ✭✇✐t❤
−n > −nB = −8✮ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈✳

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❘❈ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❖✉r t❡sts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦♣t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(n) ❛♥❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s

✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t q(n) r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ n ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶❉ ❇r♦✇♥✐❛♥✲❧✐❦❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ♦r ✇✐t❤ ❛♥ ▼❙▼ ✐♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r n ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥

♣r♦❝❡ss ✐s tr✉❡✱ n ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ q(n) ✇♦✉❧❞ ❝❧♦s❡❧② ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r q = q( ~X)✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s FC,1(q(n),∆t)

❢♦r ✈❛r✐♦✉s ∆t✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ q ❛♥❞ ∆t ❢♦r t❤❡ tr✉❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❚❤✐s

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ ❬✷✷❪✳

❈♦♠♠✐tt♦r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ q ≡ q( ~X) ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡

✐t ✇✐t❤ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q(n)✳ ❇♦t❤ ❘❈s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡

❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸✳ q(n) ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② n(k∆t) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❈❱s {xm}✱ ✇❤✐❧❡ q ≡
q( ~X) ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡✐❣❤t ❛①❡s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ d̄7,j ❛♥❞ d̄42,j✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❧②

❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❢t❡r ❛❜♦✉tm = 20 ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ❋♦r t❤❡ ❜✐❣❣❡r s❡t ♦❢ ❈❱s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦rt❡❞

♠❛tr✐①✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t m = 104 ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ FC,1(r,∆t)/kBT ❛♥❞ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ FH(r)/kBT ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✲
✜❧❡s ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r q = q( ~X)✳ P❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮
s❤♦✇ t❤❡ FC,1✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡sts ❢♦r ❜♦t❤ ❘❈s✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ∆t = 2i∆t0✱ ✇✐t❤ i = 0, 1, 2, ..., 15 ✭❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣✮✳ ■♥
♣❛♥❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❘❈s ✇❤❡r❡
D(r,∆t0) = 1✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪

t♦♦❦ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✷✸✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❘❚❳ ✹✻✵ ●P❯✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✸✵

♠✐♥✉t❡s ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ N = 400 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐t✱ t❤❛t ♥❡❡❞s

t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s s♦ t❤❛t ♦♥❡ ♥❡❡❞ ♥♦t st♦r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛①❡s t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞

❛✈♦✐❞ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❇♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛♥❞ B ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ n ❛s ❖P ❢♦r q(n) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t

❝♦♠♠✐tt♦r ❖P ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ q✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❛✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐✲

♥❛t❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❛t ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

∆t✳ FC,1(q(n)∆t)/kBT ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t −5.8 t♦ −4.8 ❛s ∆t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ∆t0 ✭❜❧❛❝❦

❝✉r✈❡✮ t♦ 215∆t0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ n t♦ q(n) ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

❘❈ ❬✶✼❪ t❤❡ n r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣❛ss t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝ ✸✳✸✳✶✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❜✮ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s✉❝❝❡ss✲

❢✉❧❧② ♣❛ss❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st✱ ❛s t❤❡ ♣r♦✜❧❡s FC,1(q,∆t)/kBT ❥✉st ✢✉❝t✉❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ t❤❛t ✐s✱ FC,1(q,∆t)/kBT ≈ − lnNAB ≈ −4.72 ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ∆t✱ ✇✐t❤

t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r♦✉❣❤❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s 1/
√
2NAB ≈ 0.07✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳ ✸✳✸✹✱ ♦♥❡
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❤❛s✱ ❢♦r t❤❡ q ❘❈ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆t✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐t ✐s

❢♦r s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t FC,1(q(n),∆t) ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ∆t ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ D(q(n),∆t) s❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣

✐♥t❡r✈❛❧✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ str♦♥❣ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❦✐♥❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r n ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ∆t✳ ❋♦r ♥♦✇ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡

t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ∆t0✱ t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ❘❈s ❛s r✐❣♦r♦✉s❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❛✮✱ ❛t ❧♦♥❣❡r

s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛

✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠

s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❧✐❦❡ n ♦r E✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ P❛rt ■■■✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞

❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ q̃(n) ❛♥❞ q̃ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ❛❧♠♦st ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✱ q̃(n) s♣❛♥s ❛ ♥❛rr♦✇❡r

r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧❧❡②s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ q̃✳ ❆s t❤❡s❡ ❘❈s

❛r❡ r❡s❝❛❧❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐t❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D(q̃(n),∆t0) = 1 ❛♥❞ D(q̃,∆t0) = 1✱

t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ∆q̃(n) = q̃(n)B − q̃(n)A ≈ 45 ♦♥ t❤❡ q(n) ♣r♦✜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

∆q̃ = q̃B − q̃A ≈ 90 ♦♥ t❤❡ q̃ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡

♠♦❞❡❧ ♦✈❡r q̃(n) ✐s ❢❛st❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✜r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t FC,1(q(n),∆t0)/kBT = − lnZC,1(q(n),∆t0) ✐s ❧♦✇❡r ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ FC,1(q,∆t0)/kBT = − lnZC,1(q,∆t0) ❛t ∆t0✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❛✮

❛♥❞ ✭❜✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ZC,1(q(n),∆t0) > ZC,1(q,∆t0) ✭s❡❡ ❊q✳ ✸✳✸✷✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❡r ❢♦r q(n) ❛t ∆t0 ❞✉❡ t♦ ❊q✳ ✸✳✸✹✳

✺✳✶✳✸ ❆♥✐s♦tr♦♣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❙✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡

❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠s ✇✐t❤ ξ = 3✱ ✺✱ ❛♥❞ ✼✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①❡s

♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜❡st ❛①❡s ❤❛✈❡

❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥❞❡① r❛♥❣❡ ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✐✳❡✱ i = 5 t♦ ✹✵✮✳

❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❡❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t ❦✐♥❡t✐❝

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉❛❜❧② s✐♠♣❧❡st st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ♥❛♠❡❧② ✶❉

❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❖♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✷✼ ❛♥❞ ✸✳✸✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ZH(q) ✭❊q✳ ✸✳✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ZC,1(q,∆t0)

✭❊q✳ ✸✳✸✶✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉① JAB✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ❛♥❞ t❤❡ ▼❋P❚ τB→A ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐t♦r q ≡ q( ~X) ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ξ✳ ❆❧❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 103 ×∆t0✳

ξ = 1 ξ = 3 ξ = 5 ξ = 7
NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q(n) ✸✸✻ ✶✼✶ ✶✻✶ ✶✶✹
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✶✷✷ ✺✺ ✹✵ ✷✽
τB→A ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q(n) ✶✳✽ ✸✳✸ ✸✳✻ ✻✳✷
τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✹✳✼ ✾✳✼ ✶✸ ✷✷
NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q ✶✶✸ ✺✷ ✸✽ ✷✻
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✶✶✷ ✺✸ ✸✼ ✷✼
τB→A ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q ✺✳✹ ✶✶ ✶✺ ✷✻
τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✺✳✸ ✶✵ ✶✹ ✷✺

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✺✲✸✳✸✻✳ ■♥

❢❛❝t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ZC,1 ❛♥❞ t❤❡ ❚❙❉ ✭❊q✳ ✸✳✺✷✮ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ NAB ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ t❤❡ ❚❙❉ ∆q2 s✐♥❝❡ ∆q2 = 2NAB✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ NAB ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❙❉ ♦❢ ❛

❣❡♥❡r✐❝ ❘❈ ∆r2 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ t❤❡s❡ ❢♦r

❜♦t❤ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s q(n) ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ q✱ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ξ✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡

▼❋P❚ τB→A ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✾ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡② ❝♦♠♣❛r❡

✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡

q(n) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② ❛❜♦✉t t❤r❡❡ t♦ ❢♦✉r t✐♠❡s t❤❡

❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❋P❚s ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛❝t♦r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ q ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❜♦t❤ ✇❛②s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ NAB ❛♥❞ τB→A ②✐❡❧❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡

s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❛t ♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❧♦s❡❧②

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐tt♦r q( ~X) ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳

❆s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t

❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ NAB ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s q(n) ❛♥❞ q✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♦❝❝✉rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❖Ps ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛♥❞ B✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

t❤❡ n t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛s ❖P✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r q✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❖P✳ ❆s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ NAB ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡s s❡r✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❖Ps s❡♣❛r❛t❡

s✐♠✐❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

E ❛s ❖P✱ ✇❡ ❣♦t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ NAB ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ NAB ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ n t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡

♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇❛②✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t n s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ❖P t❤❛♥ E

❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✺

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ▼❋P❚ τA→B ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❚ τ̂ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ n✲
❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♦r q ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ξ✳ ❆❧❧ t✐♠❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 103 ×∆t0✳

ξ = 1 ξ = 3 ξ = 5 ξ = 7
(T ∗)−1 ✷✳✼✸✵✽✼ ✶✳✻✶✼✹✹ ✶✳✶✸✼✻✹ ✵✳✽✾✷✷✷

τA→B ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✼ ✇✐t❤ q(n) ✷✳✾ ✺✳✾ ✻✳✶ ✼✳✻
τA→B ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✼✳✻ ✶✾ ✷✻ ✸✷
τ̂ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✵ ✇✐t❤ q(n) ✵✳✸✽ ✵✳✻ ✵✳✼ ✶✳✺
τ̂ ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✵✳✾✹ ✶✳✺ ✷✳✻ ✻✳✶
τA→B ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✼ ✇✐t❤ q ✼✳✾ ✶✽ ✷✺ ✸✶
τA→B ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✽✳✵ ✶✾ ✷✼ ✸✵
τ̂ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✵ ✇✐t❤ q ✶✳✷ ✶✳✾ ✷✳✾ ✻✳✽
τ̂ ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✶✳✷ ✶✳✾ ✷✳✾ ✽✳✶

❡✐t❤❡r E✱ n✱ ♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ✭❧✐❦❡ ✇❡ ❞✐❞ ❤❡r❡✮ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s

A′ ❛♥❞ B′ ❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❖P✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❛t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ▼❋P❚

❢r♦♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s τA→B ❛♥❞ t❤❡ ▼❚P❚ τ̂ ✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡② ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ q(n) ❛♥❞ q ❘❈s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞

❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❡t✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r q(n) r❡s✉❧t ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝s t❤❛t ❛r❡

❛❜♦✉t t❤r❡❡ t♦ ❢♦✉r t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ q(n) t✐♠❡

s❡r✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✈✐rt✉❛❧❧② t❤❡

s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✇❡ ❛❧s♦ ❧✐st t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ (T ∗)−1 ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠✱

✐♥ ✉♥✐ts ✇❤❡r❡ kB ❛♥❞ ψw ❛r❡ ✉♥✐t❛r②✳ ■♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✭❚❛❜❧❡ ❈✳✶✮ ✇❡ s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r

r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡

♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ q✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ♦✉r ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❝❧♦s❡❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ q( ~X)✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ n

❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r s②st❡♠s

✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ξ✳ ❆❧❧ ♣r♦✜❧❡s ❞✐s♣❧❛② ❛ t✇♦✲st❛t❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐st✐❝ ♦❢ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t♦

♦❝❝✉r ✐♥ t❤♦s❡ s②st❡♠s ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

q̃✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♥✐t❛r②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❜❡s✐❞❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s

❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ξ✱ ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r ξ = 3✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱

t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛rr✐❡rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡♥❡r❣②



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❍✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s FH(q̃)/kBT ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r
q̃ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ξ✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✳

r❡❧❛t❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❬✼✻❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲

❧❡ss✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❧♦✇❡r❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ ❡✳❣✳✱ NAB ❞❡❝r❡❛s❡s ✶

✇❤✐❧❡ τB→A✱ τA→B ❛♥❞ τ̂ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ξ✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❝♦✉♥t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜✉t ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛rr✐❡rs✱ t❤❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ξ✳ ❆♥❞ ❛s D(q̃) = 1✱

t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❢♦r

ξ > 3✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡❞✉❝❡s ♦✈❡r❛❧❧ ❦✐♥❡t✐❝s s♣❡❡❞✳

✶NAB ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s s✐♥❝❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✳



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✼

✺✳✷ ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤N = 100 ♣❛rt✐❝❧❡s

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✭▲❏✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ❜♦① ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V = L3 ✐♥ ❛

✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ρ = 10−2 ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ✉♥✐ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡

✐s ✉♥✐t❛r②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ ❙❉❊

❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✷✵ ❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤✉s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ ❙❡❝✳✺✳✶✱ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✭NV T ✮ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦✇ ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✺✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❜♦① ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Vij t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dij ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s i ❛♥❞ j ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✐♠❛❣❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❬✻✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s t②♣❡

Vij(dij) = 4ǫ

[

(

σ

dij

)2α

−
(

σ

dij

)α
]

✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t t♦

✉♥✐t②✱ ǫ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✭✇❡ s❡t ǫ = 5 ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts

♦❢ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✳✺✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

r❡♣✉❧s✐✈❡ t❡r♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s

t②♣❡✳ ❋♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t α ✐s ❡q✉❛❧ t♦ s✐①✳ ❍❡r❡ ✇❡

❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼✐❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✽✹❪✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠♦❞✐❢②

t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ✈❛r②✐♥❣ α ❬✽✺❪✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣

♣♦❧②♠❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s t♦ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❬✽✻❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❡t α = 10 ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡

✇❡r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡❢✳ ❬✷✽❪ t❤❛t ✇❛s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✽✼❪✳

■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ( ~X) ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✇❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✿

V ( ~X) =
∑

i>j

Vij(dij). ✭✺✳✷✮

❇❡s✐❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✺✳✷✱ t❤❡ N ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡

✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✇✐t❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤✉s ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ D0 = kBT/γ✳



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✽

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧s

❚❤❡ s❡t ♦❢ 3N ❝♦✉♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✷✵✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❊✉❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❬✸✵✱ ✽✽❪

xµ(t+ δt) = xµ(t)−
D0

kBT

∂V ( ~X(t))

∂xµ
δt+

√

2D0δtN (0, 1), ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ xµ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸ ✭µ =

1, .., 3N✮ ❛♥❞ N (0, 1) ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦

♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥✐t❛r② ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t µ ❛♥❞ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡

❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ∂V ( ~X(t))/∂xµ ❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞

❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✶✲✺✳✷✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉t♦✛ rc = 4σ s♦ t❤❛t ♦♥❧②

♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧♦s❡r t❤❛♥ ✐t rc ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ❊q✳ ✺✳✷✳ ❲❡ ✜①❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❛t D0 = 0.005 ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ δt = 0.01✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❊q✳ ✺✳✸ ❝❛♥

❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②✷ ~X(ℓδt)✳ ❇② t❡st✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r

❛ ❜✐♠♦❞❛❧ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠s ZH(E,∆t0)✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞

t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ∗ = 1.92 ✭❛ss✉♠✐♥❣

kB = 1✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✜✈❡ ❧♦♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 6× 109 ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s✮✳ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❛✈❡❞

❛t ❡✈❡r② ∆t0 = 8 × 103δt ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ZC,1✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✳

✺✳✷✳✷ ❈♦♠♠✐tt♦r ✈s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❘❈

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛♥❞ B t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r ❖P ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

q ≡ q( ~X)✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ q(n) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ✉s❡ n ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❖P✳ ❇♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s ❢♦r q ❛♥❞ q(n) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✉s✉❛❧ ✏r✐❣✐❞✑ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❧② t❤❡ s♦❢t

❝♦♠♠✐tt♦r ❖P ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✼ ✇✐t❤

s♦❢t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆s ❛ s❡❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❣✐♦♥s A′ ❛♥❞ B′ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

s♦❢t ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✱ ♥❛♠❡❧② d̄14,70✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❊q✳ ✹✳✼ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s {xm} ♦♥❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡

s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① d̄14,j✳

✷❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ δt ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ❛s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ∆t ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ ∆t0✱
t❤❛t ✐s✱ ∆t = k∆t0 ✇✐t❤ k ≥ 1✱ s♦ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✺✾
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ FC,1(r,∆t)/kBT ❛♥❞ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ FH(r)/kBT ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✲
✜❧❡s ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r q = q( ~X)✳ P❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮
s❤♦✇ t❤❡ FC,1✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡sts ❢♦r ❜♦t❤ ❘❈s✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ∆t = 2i∆t0✱ ✇✐t❤ i = 0, 1, 2, ..., 15 ✭❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣✮✳ ■♥
♣❛♥❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❘❈s ✇❤❡r❡
D(r,∆t0) = 1✳

❈♦♠♠✐tt♦r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ZC,1✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✐✲

❞❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r t❤❡ q(n) ❛♥❞ q ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❏ s②st❡♠✳ ❚❤❡ q(n) ✇❛s ❛❣❛✐♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ n t✐♠❡

s❡r✐❡s ❛❧♦♥❡ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❈❱ {xm}✳ ❆♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ ✉s❡❞

❡✐❣❤t ❛①❡s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ d̄4,j ❛♥❞ d̄35,j✳ ❆♥❞ ❛❣❛✐♥✱ ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts

✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❛①❡s ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① ❣✐✈❡ ♠✉❝❤ ♣♦♦r❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s♦

♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ❈❱s ✇✐t❤ ✐♥❞❡① d̄ij✱ i & N/3✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✭❛✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❣♦t ❢♦r t❤❡

❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ FC,1(q(n),∆t)/kBT ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢r♦♠

❛❜♦✉t −4.8 t♦ −3.2 ❛s ∆t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ∆t0 ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡✮ t♦ 215∆t0 ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t s❛t✐s❢②

t❤❡ FC,1✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ q ❘❈✱ FC,1(q,∆t) ♦♥❧②

✢✉❝t✉❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ FC,1(q,∆t)/kBT ≈ − lnNAB ≈ −3.2 ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

∆t✱ ✉♣ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ r♦✉❣❤❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s 1/
√
2NAB ≈ 0.15✳

■♥ ❋✐❣✳✺✳✻✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✉♥✐t❛r②✱ D(q̃(n),∆t0) = 1 ❛♥❞ D(q̃,∆t0) = 1✳ ❚❤❡



✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ✻✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB✱ ▼❚P❚ τ̂ ✱ ❛♥❞ ▼❋P❚s✱ τA→B

❛♥❞ τB→A✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐t♦r q ≡ q( ~X) ❢♦r
t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s s②st❡♠✳ ❆❧❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 104 ×∆t0✳

NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q(n) ✶✷✺ τA→B ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✼ ✇✐t❤ q(n) ✶✳✻
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✷✸ τA→B ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✶✵
τ̂ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✵ ✇✐t❤ q(n) ✵✳✶✶ τB→A ❢♦r♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q(n) ✶✳✹
τ̂ ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✵✳✹✶ τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✼✳✵
NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q ✷✽ τA→B ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✼ ✇✐t❤ q ✼✳✶
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✷✹ τA→B ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✾✳✾
τ̂ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✹✵ ✇✐t❤ q ✵✳✸✹ τB→A ❢♦r♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q ✻✳✸
τ̂ ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✵✳✸✼ τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✻✳✽

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s ♦♥ t❤❡ q̃(n) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡

♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❣✐✈❡s ❢❛st❡r ❦✐♥❡t✐❝s t❤❛♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

q̃✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❘❈s✳

❉✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ♠❡❛s✉r❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❢♦r ❜♦t❤ q(n) ❛♥❞ q✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t

t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ n r❡s✉❧ts ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛❜♦✉t ✜✈❡ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦r✲

r❡❝t ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈ q

❞❡s❝r✐❜❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐✲

♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❡❡♠ s❧✐❣❤t❧② ❣r❡❛t❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❣♦t ❢♦r

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✱ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇♦rs❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✇✐t❤

♦♥❧② NAB = 24 tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧♥❡ss

♦❢ ♦✉r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥

❤✐❣❤❧②✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② r❛r❡ ❡✈❡♥ts
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❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧

t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s
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❙♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

■♥ P❛rt ■■✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣

s②st❡♠s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❝♦♥✲

str✉❝t❡❞✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦rt❛♥t ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥

t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❛❝t ♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈✳ ◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

tr②✐♥❣ t♦ r❡❝♦✈❡r ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♦❢ t❤✐s st✉❞② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❦♥♦✇♥ ✐♥ P❛rt ■■✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ✇❡

❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❞̄✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

♦❢ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ~X(t)✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s

♥♦✇❛❞❛②s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✱ t❤❛t ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝❛s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ✇✐❧❧ s❡r✈❡

❛s t❤❡ ❘❈✱ ❜✉t t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❘❈s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s s✐♥❝❡ ✉s✉❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤

❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ✉s✉❛❧ ✇❛②✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s t❤❛t

✇❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❤❡r❡ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣✲

t❡r ✽✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧

❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ P❛rt ■■✳
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▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s

❖✉r ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E ❛s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

t❤❡ s②st❡♠✬s ❦✐♥❡t✐❝s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r t❤❡r♠♦✲

st❛t✐s❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r✐❡s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r✐❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡♥ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ✉s✉❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐s❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❛t❡♥t

❤❡❛ts ❛♥❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ✐s ❥✉st

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✭❋❊P✮✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t✲

t♦r ❛s ❛ ❘❈ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

❛s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❛rt ■■✳ ❇✉t ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡♠♣❧♦② ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✲

tr♦♣② S(N, V,E)✱

S(N, V,E) = kB ln Ω(N, V,E). ✭✼✳✶✮

❚❤❡ ✉s✉❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥

t❤❡ s②st❡♠N ✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② E✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ st❛t❡s

Ω(N, V,E)✱ ♦r ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊q✳ ✼✳✶ r❡❧❛t❡s ✐t t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝

r❡❧❛t✐♦♥ S(N, V,E)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❬✽✾❪✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧

❜❡ s♦❧❡❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣✐♥❣ N ❛♥❞ V

✜①❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡✐r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳

❇❡s✐❞❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r♦♠ S(E)✱ t❤❡ ♠✐❝r♦✲

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ s②st❡♠s ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❛❧②s✐s ❬✾✵❪ ♦❢ S(E) ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s b(E) = k−1
B (∂S(E)/∂E)

✭♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ γ(E) = (❞b(E)/❞E)✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡



✼ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ✻✹

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ❬✾✶❪✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❊❤r❡♥❢❡st ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬✾✷❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦♥❡

❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ s②st❡♠s ❬✷✼❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✐s t❤❛t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣❧❛② ❛ ♠❛✲

❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❝❛♥ tr❛♥s✐t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r②

st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞✮ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ✜①❡❞ ❡♥❡r❣②✱

t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② s②st❡♠s ✐♥ ♦t❤❡r ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛s ✇❡❧❧✱

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡

♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(E)

✭♦r t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ FH(E)✮ ❛t ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡ ♥❡①t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥❧②

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✉t ♦✈❡r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❬✷✼❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠

t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❛t T ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❇✉t ♦♥❡ ❤❛s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(E)✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r

❛♥② ♦t❤❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱

❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❡ ✭♦r ♠♦r❡✮ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭NV E✮ ❜② t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

✭❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ✱ ♣r❡ss✉r❡ P ✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ t♦ tr②✲

✐♥❣ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❢r♦♠ ♦t❤❡r ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ t❤✐s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠✱

♠❛✐♥❧② ❛t ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡r❡

♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✮ ❣❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❬✷✼❪✳

❚❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Ω(E)✱ ✇❤✐❝❤ r❛r❡❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ❬✾✸❪✳ ❋♦r✲

t✉♥❛t❡❧②✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② Ω(E) ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❡r❡ ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❚❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✢❛t✲❤✐st♦❣r❛♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠ ❬✾✹❪✱ ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❬✾✺❪✱ ❡♥tr♦♣✐❝ s❛♠♣❧✐♥❣ ❬✾✻❪✱ ❜r♦❛❞ ❤✐s✲

t♦❣r❛♠ ❬✾✼❪✱ ❲❛♥❣✲▲❛♥❞❛✉ ❬✾✽❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✾✾✱ ✶✵✵❪✳

❲✐t❤ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡✲

s✐③❡❞ s②st❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❬✶✵✶❪✱ ♣♦❧②♠❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✺✹❪ ❛♥❞ ❛❞s♦r♣✲

t✐♦♥ ❬✶✵✷❪✱ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❬✶✵✸❪✱ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❬✶✵✹✱ ✶✵✺❪✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ s②st❡♠s ✐❢ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ t❤❡♦r②

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡

❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(E; β) ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✶ T = 1/kBβ ❢r♦♠ Ω(E)✳ ❚❤✐s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

✶❆s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❧✐❦❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T (E) ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ b(E) = 1/kBT (E)✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✇r✐tt❡♥ ❛s



✼ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ✻✺

t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ P❉❋ ❛s ❬✾✸❪

p❡q(E; β) =
Ω(E)e−βE

Z(β)
=
e−β(E−TS(E))

Z(β)
≡ e−βFH(E;β)

Z(β)
✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❊q✳ ✼✳✶✱ Z(β) =
∑

E Ω(E)e−βE ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛s

FH(E;T ) = E − TS(E), ✭✼✳✸✮

s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✸✳✷✺✳ FH(E; β) ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❡❧♠❤♦❧t③✲

❧✐❦❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② ✭❜❡s✐❞❡s N ❛♥❞

V ✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✭−kBT lnZ(β)✮✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t

H ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❋❊P ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❤✐st♦❣r❛♠ ZH(E; β)

❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ S(E) ✐s ❦♥♦✇♥✱ FH(E; β) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❛♥② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦♥st❛♥t Z(β) t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛♥ s❡t s♦ t❤❛t ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ③❡r♦❡❞✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t P❛rt ✹✳

■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❛✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ b(E) ❢♦r t❤❡ s❛♠❡

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶ ✇✐t❤ ξ = 3✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✼✻❪✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t b(E) ❞✐s♣❧❛②s

t❤❡ ❙✲s❤❛♣❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✷✼❪✳ ❆s b(E) ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

b(E) =
1

kB

(

∂S

∂E

)

N,V

, ✭✼✳✹✮

t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ b(E) ✐s ❛ ❝r❡s❝❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣②

✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ E ✭∂2S/∂E2 > 0✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✈❡① ✐♥tr✉❞❡r✳ ■♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②✲

♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❝❛t❡s ✐♥ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ s②s✲

t❡♠s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐♥ S(E) ✐♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ P❉❋✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❬✷✼❪✱ ✐♥

❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡q✉❛❧ ❛r❡❛ ▼❛①✇❡❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ b(E) t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ∗✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥

st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ b(E) ✭♦r T (E)✮ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ b(E) = β∗ ✭♦r

T (E) = T ∗✮ ✐s ❡q✉❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❛✮✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦

❞✐s♣❧❛② ♣❡❛❦s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❤❡✐❣❤t ♥❡❛r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ❬✶✵✻❪✳

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ E ✭t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts
T ❛♥❞ β = 1/kBT ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ P❉❋ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ E ❢♦r ❡❛❝❤ β✱ s♦ ✇❡ ✇r✐t❡ p❡q(E;β)✳



✼ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ✻✻

  

a

b

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ✭❛✮ ■♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ b(E) ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T (E) ♦♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❞
❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ β∗ ❛♥❞ T ∗ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✭❜✮ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳✼✳✸ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ∗✳ ∆E‡

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t ❛♥❞ β∗∆F † t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ ✐♥s❡ts r❡♣r❡s❡♥t t②♣✐❝❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s ♥❡❛r ❡❛❝❤ ❜❛s✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ Ea ❛♥❞ Ed✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶ ✇✐t❤ ξ = 3 ❛♥❞ ρ = 10−2✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❘❡❢✳ ❬✼✻❪✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❋❊P ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✼✳✸ ❛t

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐ts t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣t❤✳

❲❡ r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ β∗∆F (E; β∗) ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ✭✐♥✈❡rs❡✮ tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ β∗ = k−1
B (S(Ed)− S(Ea))/(Ed − Ea)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

β∗∆F (E; β∗) = β∗(FH(E, β
∗)− FH(Ea(d); β

∗)) ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ Ea(d) ❝♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❡✐t❤❡r Ea ♦r Ed✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❋❊P ❤❛s ✐ts ♠✐♥✐♠❛✳ ❙✐♥❝❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ t✇♦

♠✐♥✐♠❛ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❞❡♣t❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉❜tr❛❝t ❛♥② FH(Ea; β
∗) = FH(Eb; β

∗) ✐♥ ❊q✳ ✼✳✺ s♦

t❤❛t ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ β∗∆F (E; β∗) ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❛①✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧

✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✶✳

❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❜✮ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❋❊P✱



✼ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝s ✻✼

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t ∆E‡ = Ed − Ea ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r β∗∆F †✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡

r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ a ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ d st❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❣❡♥❡r❛❧ A ❛♥❞ B st❛t❡s t❤❛t

✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❙✐♥❝❡ E ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡❧②

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ Ea r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ E ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❤❛s ❛

♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❤✐❧❡ Ed r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❛s✐♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❜✮✱

t❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣②

❝❧♦s❡ t♦ Ea ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r Ed✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡❞

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ♥♦t s♣❤❡r✐❝❛❧ ❜✉t ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ T ∗✱

t❤❡ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧

❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ FH(Ed; β) < FH(Ea; β)✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❆s ❧❛st✱ ✇❡ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ t❡①t❜♦♦❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐✲

❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❡✳❣✳✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧✉s

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✇♦r❦ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✾✸❪✱ ♠❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Ω(E) ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥✲

❡r❣② ♦♥❧② ✭♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡✮✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❬✺✹✱ ✾✸❪✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❡♥❡r❣②✳ ❆♥❞✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s②st❡♠s ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐✛✉s✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❞❛♠♣❡❞ r❡❣✐♠❡

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❛✲

❧②t✐❝❛❧❧② ❬✶✵✼✱ ✶✵✽❪✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✇♦r❦ ♦♥❧② ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②

✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❤❡r❡✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❢♦r ♠❛♥② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♣❤②s✐✲

❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞

❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♣r❡tt② ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❬✺✹✱ ✾✸❪✳



✻✽

❈❤❛♣t❡r ✽

❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❘❡❧❛t❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

❆ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s

❬✷✹❪

▲✳ ❋✳ ❚r✉❣✐❧❤♦✱ ❙✳ ❆✉❡r✱ ▲✳ ●✳ ❘✐③③✐

❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳ ✶✻✶✱ ✵✺✶✶✵✶ ✭✷✵✷✹✮

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②

♣r♦✜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❡♥❡r❣②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛t ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❜✮✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠♦st ❦✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❈◆❚✮

❡♠♣❧♦② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡r s✐③❡ n ❛s ❛ ❘❈✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s✲❧✐❦❡

❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ e−β∆G†

✱ ✇❤❡r❡ ∆G† ✐s

❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦r t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❬✷✺✱ ✺✷❪✳

❚❤♦s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦❢ ●✐❜❜s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✺✷✱ ✶✵✾❪✳

❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ∆G

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ∆G† ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆G(n) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❬✺✷❪✳ ❙♦♠❡

❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❬✺✷❪✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛② ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❬✺✹❪✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞

t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❬✼✽✱ ✼✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✺✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✭❜✮✳

❆s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧❛✐♠❡❞✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤

❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s✲❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛

j(β) = Ke−β∆F †

, ✭✽✳✶✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✺✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞



✽ ❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✻✾

✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺✹❪ t❤❛t ∆F † ❝❧❡❛r❧② s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❛s ♥♦t

❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❛t ✇♦r❦✳

■♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✷✺✱ ✷✻❪✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s

♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♦r β = 1/kBT ✮ ✇❛s ❢✉❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡

❊q✳ ✽✳✶✱ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❊P ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ ❑r❛♠❡rs✬s s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❬✶✶✵❪✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❘❈ ✭❡♥❡r❣② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✻✮✳ ■♥

❢❛❝t✱ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡ ❊q✳ ✸✳✶✼ ❛♥❞ 3.18 ❢♦r t❤❡ ▼❋P❚s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡

❡♥❡r❣② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❡❛♥t t❤❛t ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞

❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✱ ❊q✳ ✸✳✶✼✱

❛♥❞ 3.18 ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ q(E) ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✸✳✶✻ ♦r ✸✳✹✼ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r q( ~X)✳ ❆s ✐t ❤❛♣♣❡♥s✱ ❢♦r ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠✱

t❤✐s ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥t♦ ❛ ✶❉

❘❈ ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❬✶✻✱ ✶✵✾❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❢♦r n ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❜✉t ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r E ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❬✷✹❪ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢

t✐♠❡s❝❛❧❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t

❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ♦❢ ❙❡❝✳ ✺✳✶✳

✽✳✶ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❬✷✻❪ t♦ ❞❡r✐✈❡

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇

✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s β∗∆F (E) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡

❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶ ❛t t❤❡✐r tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T ∗ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

ξ ✭❜♦t❤ ✇✐t❤ L = 200 ❛♥❞ N = 400✱ s♦ t❤❛t ρ = 10−2✳ ❆t ♣❛♥❡❧ ✭❛✮✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❋❊P

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ Nr = 500 r❡❝✉rs✐♦♥ st❡♣s ♦❢ Ns = 106 ▼❈

s✇❡❡♣s ❡❛❝❤✮ ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭ξ = 1✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❜✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ❢♦r

❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✭ξ = 3✮✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t ❢♦r t❤❡

❧❛tt❡r✳ ❇❡s✐❞❡s β∗∆F † ❛♥❞ ∆E†✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

∆E‡
a = E∗ − Ea ❛♥❞ ∆E‡

d = E∗ − Ed ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r E∗

❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥s Ea ❛♥❞ Ed✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

γ∗ ≡ γ(E∗) = (∂b(E)/∂E)|E=E∗ > 0 ❛♥❞ γa(d) ≡ −γ(Ea(d)) = −(∂b(E)/∂E)|E=Ea(d)
> 0✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ(E∗) > 0 ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ✐♥tr✉❞❡r ♥❡❛r E∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞

t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ st❛t❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ γ(Ea(d)) < 0 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ β∗∆F (E) ❢♦r ✭❛✮ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭ξ = 1✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✭ξ = 3✮ s②st❡♠✳ ❋r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ❤❡❛ts ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② β∗∆F † ❛♥❞ ∆E†✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Ea ❛♥❞ Ed ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠❛✱ ✇❤✐❧❡ E∗ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥❡❛r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❡①tr❡♠❛ ✭❊q✳ ✽✳✷✲✽✳✸✮✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡✐r s✉✐t❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γa✱ γd✱
❛♥❞ γ∗ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ♦❢ ❋✐❣✳ ✽✳✹✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧②
✜tt✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❋❊P ✭❝♦♠♣❛r❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✮✳ ❋✐❣✉r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t γ(E) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣② S(E)/kB s♦ ✐t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

♦❢ (−β∗∆F (E; β∗)) t❤r♦✉❣❤ ❊qs✳ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ■♥ t❤❛t ✇❛②✱ γ∗✱ γa✱ ❛♥❞ γd ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋❊Ps ♥❡❛r E∗✱ Ea✱ ❛♥❞ Ed✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣②

♣r♦✜❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✶ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♥❡❛r Ed ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

t❤❡ ♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ Ea ✭✐✳❡✳✱ γd > γa✮ ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ξ✳ ■♥ ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦♥❡ ❤❛s

|∆E‡
d| < |∆E‡

a| ❢♦r ❜♦t❤ ξ✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲❞❡✜♥❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛t❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ❋❊P ♥❡❛r ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ E∗ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥

β∗∆F (E; β∗) ≈ β∗∆F † − (γ∗/2)(E − E∗)2, ✭✽✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛rr✐❡r β∗∆F † ✐s ❥✉st t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✇❤❡♥ E = E∗ ❛♥❞ γ∗ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❛♥✐s❤❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡①tr❡♠❛✮✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ Ea(d)✱ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

β∗∆F (E; β∗) = (γa(d)/2)(E − Ea(d))
2, ✭✽✳✸✮

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ β∗∆F (E = Ea(d); β
∗) ✐s ③❡r♦ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ γa(d) ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♥❡❛r ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛s ❛❜♦✈❡ ✭♥❡❛r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡
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♣♦s✐t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ✽✳✷ ❛♥❞ ✽✳✸ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡

✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ γ∗✱ γa✱ ❛♥❞ γd✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✜t ♦❢ t❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♥❡❛r

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ β∗∆F (E; β∗)✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✼✳✸ ❛♥❞ ✼✳✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣②

S(E) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❋❊P ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ β∗∆F (E; β∗)

S(E)

kB
=
S(Ea)

kB
+ β∗(E − Ea)− β∗∆F (E; β∗), ✭✽✳✹✮

✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r Ea ♦r Ed ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✼✳✺ s✐♥❝❡ FH(Ea; β
∗) = FH(Ed; β

∗)✱ s♦ ✇❡

✜①❡❞ Ea t♦ s❤♦rt❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✽✳✹ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♦✉r ❢r❡❡✲

❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ S(E)✱ ♥♦t t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐✲

❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ❢r♦♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦✜❧❡s

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✇❡✐❣❤t✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✾✹✱ ✶✶✶❪✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ q✉✐❝❦❧② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥

❡♥❡r❣② ❛t ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❊q✳ ✽✳✹ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✼✳✷ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡①♣r❡ss

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p❡q(E; β) ✭❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ β✮ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ β∗∆F (E; β∗)

p❡q(E; β) =
1

Z(β)
exp

[

S(Ea)

kB
− β∗Ea

]

exp

[

E(β∗ − β)− β∗∆F (E; β∗)

]

. ✭✽✳✺✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ β = β∗✱ ❊q✳ ✽✳✺ r❡❞✉❝❡s t♦ ❊q✳ ✼✳✷✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r peq(E; β) ✐s

✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② β✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ β∗✱

✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛❦❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡s

❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲✐t❤ t❤❛t✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ♥❡❛r E∗ ✭p∗(E; β)✮✱ Ea ✭pa(E; β)✮✱

❛♥❞ Ed ✭pd(E; β)✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r E ∼ E∗✱ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❊q✳ ✽✳✷

✐♥t♦ ❊q✳ ✽✳✺✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❬✷✺❪

p∗(E; β) ≈ Γ∗(β)

Z(β)
exp

{

γ∗

2

[

(E − E∗)− (β − β∗)

γ∗

]2
}

✭✽✳✻✮

✇✐t❤

Γ∗(β) = exp

[

S(Ea)

kB
− β∗Ea − β∗∆F † − ((β − β∗) + γ∗E∗)2

2γ∗
+
γ∗(E∗)2

2

]

. ✭✽✳✼✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✽✳✸ ✐♥t♦ ❊q✳ ✽✳✺✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❢♦r E ∼ Ea ✭♦r E ∼ Ed✮

t❤❛t ❬✷✺❪

pa(d)(E; β) ≈
Γa(d)(β)

Z(β)
exp

{

−γa(d)
2

[

(E − Ea(d)) +
(β − β∗)

γa(d)

]2
}

✭✽✳✽✮
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✇✐t❤

Γa(d)(β) = exp

[

S(Ea)

kB
− β∗Ea +

((β − β∗)− γa(d)Ea(d))
2

2γa(d)
− γa(d)(Ea(d))

2

2

]

. ✭✽✳✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ p∗(E; β) ❛♥❞ pa(d)(E; β) ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t✇♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs Γ∗ ❛♥❞ Γa(d) ❞❡♣❡♥❞

♦♥❧② ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r❡❡✲

❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ♥❡①t✳

◆♦✇✱ t❤❡ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❚✬s ❬✶✵✾❪✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡✲

❣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ka = 1/τd→a ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ❛s kd = τa→d✳ ❚❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼❋P❚ ✭❊q✳ ✸✳✶✼ ❛♥❞ ✸✳✶✽✮ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ τa→d ❛s

τa→d =

∫ Ed

Ea

❞E
p❡q(E; β)D(E)

∫ E

−∞

p❡q(E
′; β)❞E ′ ≈ 1

D∗

∫ Ed

Ea

❞E
p∗(E; β)

∫ E∗

−∞

pa(E; β)❞E

✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥❡❛r E∗ ✭❢♦r t❤❡ ✜rst ♦♥❡✮ ❛♥❞ ♥❡❛r

Ea ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p❡q(E; β) ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡❛r E∗

✭s♦ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✮ ✇❤✐❧❡ p❡q(E; β) ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❛r Ea✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞

❢♦r β ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ β∗ s♦ t❤❛t t❤❡ ❋❊Ps ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦✈❡r❛❧❧ ❢♦r♠❛t ✇✐t❤ t✇♦ ❜❛s✐♥s

s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D∗✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ τd→a ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

τd→a(β) =

∫ Ed

Ea

❞E
p❡q(E, β)D(E)

∫ ∞

E

p❡q(E
′; β)❞E ′ ≈ 1

D∗

∫ Ed

Ea

❞E
p∗(E; β)

∫ ∞

E∗

pd(E; β)❞E

✭✽✳✶✶✮

✉♥❞❡r s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉

✭s❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❬✷✻❪✮✳ ❆❢t❡r ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

✜♥❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ka(β) =
1

τd→a

≈ Ad exp
[

−∆E‡
d(β − β∗)− γ̄d

2
(β − β∗)2

]

✭✽✳✶✷✮

❛♥❞

kd(β) =
1

τa→d

≈ Aa exp
[

−∆E‡
a(β − β∗)− γ̄a

2
(β − β∗)2

]

, ✭✽✳✶✸✮

✇❤❡r❡ γ̄a(d) = (γ∗)−1+(γa(d))
−1 ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❛s∆E‡

a(d) =



✽ ❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✼✸

E∗ − Ea(d)✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t k❡q ❛s

k❡q(β) =
ka
kd

≈ A exp

[

∆E†(β − β∗) +
∆γ̄

2
(β − β∗)2

]

✭✽✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ∆γ̄ = γ̄a − γ̄d = (γa)
−1 − (γd)

−1 ❛♥❞ ∆E† = ∆E‡
a − ∆E‡

d = Ed − Ea ✐s ❥✉st t❤❡

♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

❚❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs Aa(d) ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜✉t ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✲

✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❋♦r ❧♦✇ ❢r❡❡✲

❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❬✷✺❪

Aa(d) =
D∗

|∆E‡
a(d)|

√

γ∗

2π
e−β∗∆F †

✭✽✳✶✺✮

✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t A = Ad/Aa = |∆E‡
a|/|∆E‡

d|✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❜❛rr✐❡rs✱ ❛ ❑r❛♠❡rs✲❧✐❦❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❬✷✻❪

Aa(d) =
D∗

2π

√

γ∗γa(d)e
−β∗∆F †

✭✽✳✶✻✮

s♦ t❤❛t A = Ad/Aa =
√

γd/γa✳ ❙❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❊qs✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✹ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡

❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ β ≈ β∗✱ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡❀ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❡♥❡r❣② E

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ✈❛❧❧❡② ♦❢ t❤❡ ❋❊P ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭β−β∗✮ ✐s

r❡❛❧❧② ✇❡r❡ ✐t st♦♣s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢♦r β = β∗✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❆rr❤❡♥✐✉s✲

❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s✉❝❤ ❛s ❊q✳ ✽✳✶ ✇✐t❤ ❛ ❜❛rr✐❡r ♦❢ β∗∆F † ❢♦r ❜♦t❤ ka ❛♥❞ kd✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤

❜❛rr✐❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs Aa ❛♥❞ Ad ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜②

❑r❛♠❡rs ❢♦r t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ♦✈❡r ❛ ✭❤✐❣❤✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❬✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐❦❡ t❤✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r✐❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙♠♦❧✉❝❤♦✇s❦✐ ❞✐✛✉✲

s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼❋P❚ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❛t β = β∗✱ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s ❡①❛❝t❧② β∗∆F † ❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥✮✱ s♦

❜♦t❤ t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❜❛rr✐❡rs ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡

♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❛t ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡

✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ β∗ ✐♥ ❛♥

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❆t t❤♦s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s ♥♦t ❥✉st β∗∆F †✱ s♦ t❤❡ r❛t❡s ❝❛♥♥♦t

❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ β∗∆F † ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs ❛♥②♠♦r❡✳ ❊q✳ ✽✳✶✷ ❛♥❞ ✽✳✶✸ ♣r♦✈✐❞❡

t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ✽✳✶✷✲✽✳✶✻ ❝❛♥

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ β∗∆F (E; β∗)✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡D∗✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❋❊P ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
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s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❋❊Ps ❛r❡

❞✐✛❡r❡♥t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ r❛t❡s ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t β∗ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✽✳✺ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❊q✳ ✼✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷✳ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡

r❛t❡s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡ t❤❛t ✇❡r❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✷ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ D∗✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✸ ✇❡ ✇✐❧❧ t❡st t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧②✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠✳

❆ ❢❡✇ ♠♦r❡ ✇♦r❞s ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❬✷✻❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡

❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ✇❡r❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s

t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❬✷✹❪✳ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❋❊Ps ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛✉s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❡♥❡r❣② s♣❛❝❡✳ ■♥ ❘❡❢✳ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✭t❤❡ r❛r❡ ❝❛s❡ ♦❢✮ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②✱ ❜✉t t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❛s ❞♦♥❡ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡

✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✷✺❪✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ✐❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊q✳ ✽✳✶✷✲ ✽✳✶✹✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s ♥♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ❢♦r s②st❡♠s ❡✈♦❧✈✐♥❣

❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧ ✇❛s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✇❡ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱

❤❡r❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❊Ps✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✈❡r ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❈s

s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣② ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡

❞✐✛✉s✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤♦❧❞s✳

✽✳✷ ❚✐♠❡s❝❛❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✶✱ t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥s♣❡❝t

✇❤❡t❤❡r ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❤❛s str♦♥❣ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✳ ■❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❥❡❝t❡❞

♦♥ t❤❡ ❘❈ ✐s ▼❛r❦♦✈✐❛♥✱ t❤❡ FC,1 ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t s♦ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ✭❛✮ FC,1✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❢♦r t❤❡ E✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q(E)✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ∆tk = k∆t0✱ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ k ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠
t♦ t♦♣ ❝✉r✈❡s ✭❜✮ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❚P❙ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼❙❉ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ∆tk✱ t❤❛t ✐s✱
k ≈ 5×103✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦✜❧❡s FC,1(q(E),∆tk) ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ∆tk✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ξ = 1✳

t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✸✹ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡✳

❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ∆t✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❬✹✼❪✳ ❆s ✐♥

❙❡❝✳ ✺✳✶✳✷✱ ✇❡ ✜rst ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ E → q(E) t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st

❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② FC,1 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❈ ❢♦r ❡❛❝❤ ∆t✱ ❧✐❦❡ FC,1(q(n),∆t) ✐s ❢♦r

n✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ▼❙▼ ❢♦r E ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❊q✳ ✸✳✹✼ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ q(E)✳ ■♥

❋✐❣✳ ✽✳✷✭❛✮✱ ✇❡ s❤♦✇ FC,1(q(E),∆t) ❢♦r s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ∆tk = k∆t0✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❧❡❛r

t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ E ❤❛s str♦♥❣ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ s✐♠✐❧❛r t♦ n✳ ■♥ t❤✐s

✜❣✉r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ξ = 1✱ ✇❤✐❝❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ξ = 3✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s FC,1(q(E),∆tk) ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r✶ ∆tk ❢♦r ∆tk ≈ 5 × 103∆t0✳ ❍❡♥❝❡✱

✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♠✐❣❤t ♦♥❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❢r♦♠

t❤✐s t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✳

■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✭❜✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ✭❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k✳ ❋♦r ❧♦✇ k✱ t❤❡ ▼❙❉ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜❞✐✛✉s✐✈❡

❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s s✉❜❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ k✳ ❖♥❧② ❢r♦♠ ❛❜♦✉t k ≈ 5× 103

t❤❡ ▼❙❉ ❞♦❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❣✐✈❡♥ ❜② 2JAB(∆E
†)2k∆t0✱ ✇✐t❤ JAB ❜❡✐♥❣

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛❜♦✉t t❤❛t t✐♠❡s❝❛❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ❊qs✳ ✽✳✶✺ ❛♥❞ ✽✳✶✻ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t D∗ s♦ t❤❛t ✇❡

✶❍❡r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❡t ∆t0 = 20 ▼❈s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
✐♥t❡r✈❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✺✳✶✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✸
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ξ = 1 ξ = 3

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D(∆tk) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ k
❢♦r ❜♦t❤ ✭❛✮ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ ξ = 1 ❛♥❞ ✭❜✮ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ ξ = 3✳
❋✐❣✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡

D(∆tk) =

∫ Ed

Ea

p❡q(E; β
∗)D(E,∆tk; β

∗)❞E. ✭✽✳✶✼✮

✇❤❡r❡ p❡q(E; β∗) ∝ e−β∗∆F (E;β∗) ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ∗ = 1/kBβ
∗✱ ❛♥❞ D(E,∆tk; β

∗) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✹ ❛❧s♦ ❛t T ∗✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱

❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✱ D(∆tk) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆tk✱

❛s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✸✱ ❜✉t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆tk ❢r♦♠

❛❜♦✉t k ≈ 5 × 103✳ ■♥ t❤❛t ✜❣✉r❡ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤

ξ = 3✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❣✐♥s ❛t

s✐♠✐❧❛r t✐♠❡s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t D(∆tk) ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s❝❛❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D∗ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛t❡s✱

✐✳❡✳✱ ❊q✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✻✱ t❤❛t ✐s

D∗ = lim
∆tk→∞

D(∆tk). ✭✽✳✶✽✮

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D∗ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❛❜♦✈❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉ ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

❧❛r❣❡ ∆tk✳

■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡✱ s♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ β∗✱ ❛s D∗ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t β∗✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

D∗✱ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇

t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❊qs✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✻✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥❡①t✳
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ξ = 1 ξ = 3

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡ ka ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡ kd✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t
k❡q = ka/kd ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ β✱ ❢♦r ❜♦t❤ ✭❛✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✭❜✮
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣②
t✐♠❡ s❡r✐❡s ✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts ♦❢ ❊q✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✹
t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜ts ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✽✳✶✺ ✐♥ ✭❛✮
❛♥❞ ❊q✳ ✽✳✶✻ ✐♥ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞✲❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✭✐♥ ❣r❛②✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ β∗ ❛♥❞ βm✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✹❪✳

✽✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s ❣✐✈❡♥

❜② ✽✳✶✷✲✽✳✶✻✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❧♦s❡ t♦ T ∗✳ ❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ L = 200 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N = 400 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r

❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ▼❋P❚s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s Ea ❛♥❞ Ed ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠

t❤❡ ❡♥❡r❣② t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❆❧❧ t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ♦♥❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st❡♣✷✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡ ka ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡ kd ✇❡r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢

t❤❡ ▼❋P❚s τd→a ❛♥❞ τa→d✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡

❞✐❧✉t❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥

✜rst✲♣❛ss❛❣❡ t✐♠❡s st❛rts ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s Ed ❛♥❞ Ea ✐s

❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦

t❤❛t ❛t ❧❡❛st 102 r♦✉♥❞tr✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ Ea ❛♥❞ Ed ❤❛❞ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▼❋P❚s ❛r❡ ❡st✐✲

♠❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧s

✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹ ❢♦r ❜♦t❤ ξ = 1 ✭❛✮ ❛♥❞ ξ = 3 ✭❜✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥st❛♥t

❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✽✳✶✹✳ ❖♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❛t ❜♦t❤ ka ❛♥❞ kd ❝❧❡❛r❧② ❞✐s♣❧❛②

♥♦♥✲❆rr❤❡♥✐✉s ❜❡❤❛✈✐♦r❀ ❡✈❡♥ s♦✱ k❡q s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦✲❧♦❣ ♣❧♦t✳

✷❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② t✐♠❡ s❡r✐❡s ✇❡r❡ s❛✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡✲st❡♣ ♦❢ ∆t0 = 20 ▼❈s✱ ❛❧❧ t✐♠❡ ✉♥✐ts ✐♥ t❤❡
❈❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ✉♥✐t❛r② ▼❈ st❡♣✳



✽ ❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✼✽

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❊Ps ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶ ❛♥❞
✐♥❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts ♦❢ ❊q✳ ✽✳✶✷✱ ✽✳✶✸✱ ❛♥❞ ✽✳✶✹ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✽✳✹✳

ξ = 1 ξ = 3

❢r♦♠ ❋❊P ❢r♦♠ ✜t ❢r♦♠ ❋❊P ❢r♦♠ ✜t
β∗∆F † 0.53 − 0.88 −
β∗ 2.73087 − 1.61744 −
∆E‡ 106 107 227 217
∆E‡

a 64 68 140 132

∆E‡
d −42 −39 −87 −85

γ∗ 0.7× 10−3 1.6× 10−3 4.0× 10−4 6.8× 10−4

γ❛ 0.8× 10−3 1.5× 10−3 1.5× 10−4 2.9× 10−4

γ❞ 2.0× 10−3 2.4× 10−3 7.2× 10−4 8.0× 10−4

◆❡①t ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ❜② ✜tt✐♥❣

❊qs✳ ✽✳✶✷✲ ✽✳✶✻ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ β∗ ❛♥❞ β∗∆F † ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡✳❣✳✱ ❛s ❡①tr❛❝t❡❞

❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D∗ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✸ ❛s ✐ts ❧❛t❡r

t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✭s❡❡ ❊q✳ ✽✳✶✽✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜② ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆E‡
a(d) ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s γa(d) ❛♥❞ γ∗ ❛❝t✐♥❣

❛s ❢r❡❡✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs ✽✳✶✺✲✽✳✶✻

s♦ t❤❛t t❤❡ ✜ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹✱ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ❢r♦♠

❜♦t❤ ξ✳ ❋♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦r ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡

❢♦r ❧♦✇ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✭❊q✳ ✽✳✶✺✮✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇❡ ✉s❡❞ ❊q✳ ✽✳✶✻✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❜❛rr✐❡rs✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t❡❞

❜♦t❤ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶ ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡

✜ts ♦❢ ❊qs✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✻ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡

s✐♠✐❧❛r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❊qs✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✻✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❝✉r✈❛t✉r❡✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❋❊Ps ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②

q✉❛❞r❛t✐❝ ♥❡❛r Ea✱ Ed✱ ❛♥❞ E∗✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts t♦ t❤❡

❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❋❊Ps ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✶✳ ■♥

t❤❛t ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❡①tr❡♠❛ ❜✉t

✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜ts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s t♦

t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✽✳✶✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γa(d) ❛♥❞

γ∗ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❋❊P ♥❡❛r ✐ts ❡①tr❡♠❛

r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠

t❤❡ ❋❊Ps❀ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s



✽ ❑✐♥❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✼✾

t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ✭♥❡❛r Ea ❛♥❞ Ed✮

✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❤❡✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊qs✳ ✽✳✶✷✲✽✳✶✻✱ t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧②

❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tm ✇❤❡r❡ ka = kd ✐❢ t❤❡ ❋❊Ps ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐✳❡✳✱

∆E‡
a = ∆E†

d ❛♥❞ γa = γd✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t k❡q = 1 ❛t β = βm✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② βm = β∗ + δ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

t❡r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

δ =
1

∆E†
ln

(

|∆E‡
d|

|∆E‡
a|

)

✭✽✳✶✾✮

❢♦r ❧♦✇ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❬✷✺❪ ❛♥❞ ❜②

δ =
1

2∆E†
ln

(

γa
γd

)

✭✽✳✷✵✮

❢♦r ❤✐❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❬✷✻❪✳

❋♦r ❜♦t❤ ξ = 1 ❛♥❞ ξ = 3✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t γd > γa ❛♥❞ |∆E‡
d| < |∆E‡

a|✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥❛rr♦✇❡r ♥❡❛r t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ❜❛s✐♥ ❝❧♦s❡ t♦ Ed✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ❊q✳ ✽✳✶✾✲✽✳✷✵

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t δ < 0✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✽✳✹ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ βm✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳ ✽✳✶✾✲✽✳✷✵✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ βm
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ✇❤❡r❡ k❡q = 1 ❢♦r ❜♦t❤ ξ = 1 ❛♥❞ ξ = 3✱ ❝♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣

❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r δ✳ ■♥ ♣❤②s✐❝❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tm ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❡q✉❛❧ ❛r❡❛ ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❋❊P ❬✷✺✱ ✶✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

Tm > T ∗ ✭βm < β∗✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛t T = Tm✱ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ♣❤❛s❡ ❜❛s✐♥ ♦❢ t❤❡ ❋❊P ✇✐❧❧

❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❡♣❡r ❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥❛rr♦✇❡r

❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ❜❛s✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ s✐♠✐❧❛r st❡❛❞②✲st❛t❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡q✉❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s ❛t T = Tm✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡

t❤❛t ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛t❡s ❝❛♥ q✉❛♥✲

t✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛t t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①tr❛❝t❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❋❊Ps ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡

♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♥tr♦♣✐❡s ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❋❊Ps✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s s❝❤❡♠❡✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ✭♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✮ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ s②st❡♠s✱ ♠❛♥② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♠✐❝r♦✲

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✹✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺❪✳
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P❛rt ■❱

▼✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤

❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s



✽✶

❈❤❛♣t❡r ✾

❙♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

■♥ P❛rts✳ ■■ ❛♥❞ ■■■✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✇❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣

✜rst✲♦r❞❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥s✿ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❞r✐✈❡s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s②st❡♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❡r♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tm ❛t ✇❤✐❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ttr❛❝t✐♦♥

❛♥❞ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤♦s❡ s②st❡♠s ❞✐s♣❧❛② ❛ r✐❝❤ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥

❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝r♦ss♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡

r❛♥❣❡s ❛♥❞ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡ ✐s

♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐✲

t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s✱ ❝♦❡①✐st ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s P❛rt ■❱ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛

st♦❝❤❛st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠

✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❋P❚s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧②

t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳



✽✷

❈❤❛♣t❡r ✶✵

P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

✶✵✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❛ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❖♥❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ t②♣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❤♦rt✲r❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦♥❣❡r✲r❛♥❣❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉♣② t❤❡

s❛♠❡ s✐t❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❤✐❧❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ttr❛❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✭▲❏✮ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✺✳✶✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ■t

❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❬✶✶✸❪ t❤❛t s②st❡♠s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✉♥❞❡r❣♦

✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤♦s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ▲❏ s②st❡♠s✳

❲❤❡♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r

r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲

r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✭❙❆▲❘✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ r❛♥❣❡ ❧♦♥❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡t

s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s ❬✶✶✹❪✳ ■♥ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♦♥s ❬✶✶✺❪✳

❚❤✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤♦s❡ s②st❡♠s s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❡♠♣❧♦②

s✐♠♣❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ P♦✐ss♦♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②



✶✵ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✽✸

s❝r❡❡♥ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡✲❝❤❛r❣❡ ❝♦❧❧♦✐❞s✳ ❚❤✐s s❝r❡❡♥❡❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡♥ ❜② ❛ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✶✹✱ ✶✶✺❪✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ▲❏✲❧✐❦❡ ✭❊q✳ ✺✳✶✮ ❛♥❞ ❨✉❦❛✇❛ t❡r♠s

V (r) = 4ǫ

[

(σ

r

)2α

−
(σ

r

)α
]

+ A
e−r/ξD

r/ξD
✭✶✵✳✶✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥

❛♥❞ ξD ✐s t❤❡ ❉❡❜②❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤✐s r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷

❢♦r t❤❡ ♣✉r❡ ▲❏ s②st❡♠✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ σ = 1 ❛♥❞ ǫ = 5✱ ✇❤✐❝❤ s❡t t❤❡ ❧❡♥❣t❤

❛♥❞ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s α = 10✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✳ ❚♦ s❤♦rt❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡

❤❡r❡ r ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ dij t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞

♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ♦❢ s❝r❡❡♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡

r❡♣✉❧s✐✈❡ t❡r♠ ✐s ♥♦t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❘❡❢✳ ❬✶✶✻❪✮✱ ❛s ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ❢♦r

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ξD✳ ❆❧❜❡✐t ❜❡✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞

♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊q✳ ✶✵✳✶ ✐s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✶✹❪✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✐s t❤❛t ❜② t✉♥✐♥❣

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ ξD✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rts

♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✽✻✱ ✶✶✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ǫ ❛♥❞

A✱ ♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ❬✶✶✼❪✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❛♥❣❡

❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣♦❧②♠❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s t♦ t❤❡

❝❤❛r❣❡❞ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❬✷✽✱ ✽✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ t❡r♠✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡

❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❛❧t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✶✹❪✳

❖♥❡ str✐❦✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡

✢✉✐❞s ♦❢ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s t②♣❡ ✐s t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✲

tr❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❡r♠✱ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❧✐♥❡ ✐s ♣r❡❡♠♣t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧

❜✉❧❦ ♦r ♠❛❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡

✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✽✱ ✶✶✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ s✉❝❤ ♣❤❛s❡s✱ ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡s ❛t ❧♦✇

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ str✐♣❡s ❬✶✶✾❪ ❛♥❞ ❣❡❧s ❛t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❬✷✽✱ ✶✶✹❪✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ❞r✐✈❡s t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ❛❣❣r❡❣❛✲

t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♣❛rt ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

❛❣❣r❡❣❛t❡s ❜❡②♦♥❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡✱ s♦ t❤❛t ♠❛❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❬✶✷✵❪✳

❆t ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✈❛r✐♦✉s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❢♦r♠❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ V (r) ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✵✳✶ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
A/ǫ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② α = 10✱ ξD = 0.5σ ❛♥❞ σ = 1✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞♦tt❡❞
♠❛❣❡♥t❛ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
✭rb✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ✭rc✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❛♥❞ st❛② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡ ❬✶✶✹❪✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ str✐♣❡✲❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡

❝❧✉st❡r ❝❛♥♥♦t ❣r♦✇ s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❬✷✽❪✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ♣❡r❝♦❧❛t✐♥❣ ❣❡❧

♣❤❛s❡s ♦❢ ♥❡❛r❧② ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❬✷✽❪✳ ❍❡r❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡

❛t ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✶✵✳✶ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬

s❡♣❛r❛t✐♦♥ r✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ A/ǫ✳ ❲❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ξD ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥

0.5σ ❛♥❞ 2σ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✶✼❪✱ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡

♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ξD = 0.5σ✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ st❛rt ♦✉r st✉❞② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❘❡❢✳ ❬✷✽❪✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❧♦ts ♦♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t V (r) t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ✐♥

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞s✱ ❡✳❣✳✱ s✉❜❥❡❝t t♦

t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s r✱ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣❛rt

♦❢ V (r) ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✐ts ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✶✶✾❪✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ A ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ǫ✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♠❛❣♥✐✜❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ V (r) t❡♥❞s t♦ t❤❡ ▲❏ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s A ❣♦❡s

t♦ ③❡r♦✳

❋♦r ❧❛r❣❡ r❛t✐♦s A/ǫ✱ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ❢♦r♠ t❤❛t

r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ✉s t♦ ✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✳✷ t♦ tr②

t♦ ✐♥❢❡r s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❙❆▲❘ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ A/ǫ✱ ♦♥❧②
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❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱

❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❇✉t✱ ❜❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ✐t ✐s

✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ✇❤② t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ✢✉✐❞s ✇✐t❤ ♦♥❧②

❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ❧❛✇ ♦❢

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❛♥❞ ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ◆♦r♦ ❛♥❞ ❋r❡♥❦❡❧

❢♦r ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s ❬✶✷✶❪✳ ❚❤❛t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢

t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡s

❝♦♠♣❛r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈✐r✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t

s②st❡♠s ✇✐t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst✲

♦r❞❡r ♠❛❝r♦♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ❧✐♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❝❤

❛ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✈❡r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r✲r❛♥❣❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❬✶✶✹❪✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ♠❛❝r♦♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❛rt✱ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢

♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✷✷❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❆▲❘ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ t❤❛t

❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❝❤❛r❣❡❞

❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s②st❡♠s✳

✶✵✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❖✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s ❛ ✜①❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

s②st❡♠ r = 0✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✵✳✶ ❛t ❞✐st❛♥❝❡

r✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✐t✳ ❖♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡✶✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡s❝❛♣❡ r❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❚✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡

r❡❛❧✐st✐❝✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✐♥ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ▼❋P❚s ✸✳✶✼ ❛♥❞ ✸✳✶✽ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✶❉ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♥❡❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r t❤❡

r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❬✹✵❪✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐s t♦ ♥♦t❡

t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭p❡q(r)❞r✮ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ r ❛♥❞ r+❞r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜②

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✱ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s θ ❛♥❞ φ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✶❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼❋P❚s ❛r❡ ♦♥❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✶❉ ♦r ♥❡❛r❧② ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s②♠♠❡tr②✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡✳



✶✵ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✽✻

❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❞V̂ = r2❞r❞θ❞φ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ r✳ ❚❤❛t ✐s✱

p❡q(r)❞r =
∫ 2π

0

❞φ
∫ π

0

❞θr2p❡q(r, θ, φ)❞r ✭✶✵✳✷✮

✇❤❡r❡ p❡q(r, θ, φ) ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱

✇❤✐❧❡ p❡q(r) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✳ ❇✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡

s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳✱ p❡q(r, θ, φ) = e−βV (r)/
∫

e−βV (r)❞V̂ ✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t p❡q(r) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

p❡q(r) =
r2e−βV (r)

∫∞

0
r2e−βV (r)❞r

. ✭✶✵✳✸✮

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❊q✳ ✸✳✶✼✲✸✳✶✽ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r r✱ ✇✐t❤✷ p❡q(r;T ) ∝ r2e−βV (r)✳

◆♦t❡ t❤❛t p❡q(r;T ) ❝❛rr✐❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ β = 1/kBT ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② D(r) = D0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇✐t❤

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✶✵✳✶✳ ❲❡ s❡t D0 = 0.005✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✳ ❆♥❞✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡

❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ s❡t ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

Tm ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A/ǫ✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ kd(T ) ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

r❛t❡ ka(T ) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤❡♥ Tm ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥

t❤❛t ka(Tm) = kd(Tm)✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛② s❡❡♠ ❧✐❦❡ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s

❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❛

♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ♥♦t t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥②✲❜♦❞②✲r❡❧❛t❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❛rr✐❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ st❛t❡s✱

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ka(Tm) = kd(Tm)✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Tm✳ ❆t

❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ka < kd✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣

t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ka > kd✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

t❡♥❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡

t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ A/ǫ✱ kd(T ) ❝❛♥ ❜❡

✷◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r r → +∞✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✶✵✳✸ ✐s
♥♦t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ❜✉t ❛s ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♥❡①t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥
❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ✜① t❤❛t ✐ss✉❡✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡❢✳ ❬✹✵❪ ❢♦r ❛ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❢❛❝t♦r r2 ❛♣♣❡❛rs ✐♥
❊q✳ ✸✳✶✼✲✸✳✶✽ ❢♦r ❛ ✸❉ s②st❡♠ ✇✐t❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳



✶✵ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✽✼

❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❚ τb→c

kd(T ) =
1

τb→c(T )
, ✭✶✵✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t b ♠❛❦❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ rb✱ ❛ r❛❞✐✉s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✸ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉❜s❝r✐♣t c r❡❢❡rs t♦ rc✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ kd(T ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✸✳✶✼ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ rb ❛♥❞ rc✱ ✇✐t❤

p❡q(r) ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✵✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✼ ✐s ③❡r♦

s✐♥❝❡ t❤❡ ❙❆▲❘ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✶✵✳✶ ❞✐✈❡r❣❡s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ s♦ t❤❛t p❡q(r) = 0

❢♦r r < 0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✐❢ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ka(T ) ❜② t❤❡ r❡✈❡rs❡

▼❋P❚✱ τc→b✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✶✽✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✶✽ ✐s ✐♥✜♥✐t❡

s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞✐✈❡r❣❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r r → +∞✳ ■♥

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜♥✐t❡✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧②

❞❡✜♥❡ ❛ ❝✉t♦✛ ❢♦r t❤❛t ✐♥t❡❣r❛❧ ❛t r ≈ L✱ ✇✐t❤ L ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❜♦①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ka(T )✱ ✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

s②st❡♠✬s ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ρ = N/V ✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛s t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧

♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s

ka(T ) =
1

τc,N + τ ′c→b(T )
, ✭✶✵✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❋P❚ τ ′c→b(T ) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♦✛ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✽ ❛t

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rc ✭♥♦t t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡✮✱ ✐✳❡✳✱

τ ′c→b(T ) =

∫ rc

rb

❞r
p❡q(r;T )D0

∫ rc

r

p❡q(r
′;T )❞r′, ✭✶✵✳✻✮

✇❤✐❧❡ τc,N ✐s ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s N ♦❢ t❤❡

♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

(N−1) ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ τc,N ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥

t✐♠❡ ❜② (N − 1)

τc,N =
τc,2

N − 1
. ✭✶✵✳✼✮

◆♦✇✱ τc,2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r0

❜❡t✇❡❡♥ rc ❛♥❞ RL✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✸❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ rb ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ A/ǫ✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s rc ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s
❛❧♠♦st ✢❛t✮✱ r0 ✭♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ρ✮ ❛♥❞
RL ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡ V ✮

♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✶✵✳✷✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡

r❛♥❣❡ rc < r < RL s♦ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡ ❛❣❛✐♥ ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✶✽ ✇✐t❤ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❜✉t ♥♦✇ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s✐♥❝❡ e−βV (r) ❝❛♥❝❡❧s ♦✉t✱ ✐✳❡✳✱

τc,2 = τ0→c =
1

D0

∫ r0

rc

❞r
r2

∫ RL

r

r′2❞r′ ✭✶✵✳✽✮

♥♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡

✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✶✵✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✐t ②✐❡❧❞s

τc,2 =
1

3D0

[

R3
L

(

1

rc
− 1

r0

)

+
1

2

(

r2c − r20
)

]

. ✭✶✵✳✾✮

❲❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t♦ s❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ rc✱ r0✱ ❛♥❞ RL✳ ❋♦r RL✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧②

❡st✐♠❛t❡ ✐t ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V = L3 ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①

❡q✉❛❧s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V = 4πR3
L/3 ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s RL✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣❡ts

RL =

(

3

4π

)1/3

L ≈ 0.62L. ✭✶✵✳✶✵✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳ ✶✵✳✽

✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

✐s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r τc,2✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ♠❛❥♦r

♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

◆♦✇✱ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ρ = N/V ✐♥t♦ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ r0 ✭❛♥❞ τc,2✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ V0 = 4πr30/3✳ ❍❡r❡✱ V0 ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈♦❧✉♠❡

t❤❛t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r
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❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠✱ t❤❛t ✐s✱ ρ = 2/V0✱ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s t❤❛t

r0 =

(

3

2πρ

)1/3

✭✶✵✳✶✶✮

s♦ t❤❛t r0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ρ✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢

❊q✳ ✶✵✳✺✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ ka(T ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ τc,N
❛♥❞ τ ′c→b✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦r ❤✐t t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡

r0 t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s rc✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❡❛s❡s t♦ ❜❡

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s V (r)✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r r < rc✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❢r❡❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐♥

❊q✳ ✶✵✳✼✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣❡ts t♦ rc✱ ✇❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ rc t♦

t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✏st❛t❡✑ ❛t r = rb✱ ♥❛♠❡❧② τ ′c→b✱ ♥♦✇ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ◆♦t❡

t❤❛t ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝✉t♦✛ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✶✵✳✻ ❛t rc✱ τ ′c→b ✐s t❤❡ ▼❋P❚ ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤♦✉t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r > rc✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

t✐♠❡ ✐t s♣❡♥❞s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r > rc ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r r0 ❛♥❞ RL✱ s♦ ✐t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦

s❡t ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉t♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ rc✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❧✐tt❧❡

♠♦r❡ s✉❜t❧❡ s✐♥❝❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t

V (r) ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇✐t❤ r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❛♥❣❡ ❢♦r rc✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✉❧❞ ❜❡ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s st✉❞✐❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

ρ = N/V ≈ 6.25 × 10−3σ−3 ✭✐✳❡✳✱ N = 100 ❛♥❞ V = L3 = 1.6 × 104σ3✮ s♦ t❤❛t ❊q✳ ✶✵✳✶✶

②✐❡❧❞s r0 ≈ 4.2σ✱ ❛♥❞✱ ❛s t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✷ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ rc s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ r0✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ rc ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ r = 3σ ❛♥❞ r = 4σ✱ s✐♥❝❡✱

❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✶✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (r) s❡❡♠s t♦

❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❛r♦✉♥❞ r = 3σ✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛ r❛♥❣❡

♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ Tm ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥✱ ❛s ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳

✶✵✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝✳ ✶✵✳✷✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ Tm ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ r❛t❡s ❛r❡

❡q✉❛❧✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r Tm ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❇r♦✇♥✐❛♥

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ N = 100 ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ V = L3 = 1.6 × 104σ3 ✇✐t❤

σ = 1✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✸ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

✇❡ ❤❛❞ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡ ▲❏ s②st❡♠ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✱ ❜✉t ♥♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈❡♥

❜② ❊q✳ ✶✵✳✶✳

■♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ka(T ) ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
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kd(T ) r❛t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦s A/ǫ = 8 ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱

❛♥❞ A/ǫ = 14 ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❡✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✵✳✸✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ✇❡ ✉s❡❞ rc = 3✱ ✐♥

❋✐❣s✳✭❜✮ ❛♥❞ ✭❡✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ rc = 4 ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ♥♦

❞r❛st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ rc✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ Tm ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ka(Tm) = kd(Tm) ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s

✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✱ r❡❞ ❢♦r rc = 3 ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❢♦r rc = 4✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❝✮

❛♥❞ ✭❢✮ ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✵✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t CV (T ) ❝♦♠♣✉t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A/ǫ✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ E ❛t ❡❛❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱

t❤❛t ✐s✱

CV (T ) =
〈E2〉 − 〈E〉2

NT 2
. ✭✶✵✳✶✷✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✶✵✳✸✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛ts ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❛r

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tm ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ CV (T ) ✐♥❞✐❝❛t❡ ❧❛r❣❡r ❡♥❡r❣② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥❡❛r t❤❛t

r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞✐❧✉t❡❞ st❛t❡ t♦

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉rs ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tm ♣r❡❞✐❝t❡❞

❢r♦♠ ♦✉r ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

✇❛s ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r♦✉♥❞ Tm✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Tm ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r rc ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r

rc ✐s ✉s❡❢✉❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡

tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Tm s❤♦✉❧❞ ❧✐❡✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ rc ❣✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

✐♥s✐❞❡ t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✭❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②

❝♦♠♣✉t❡❞ Tm ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❆♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ❢♦r t❤❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ Tm ❞❡s❝r✐❜❡s ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ♥♦t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜✉t

✐♥st❡❛❞ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ ❙❡❝✳ ✽✳✶ ❛♥❞ ✽✳✸✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r

r❡❣✐♦♥ ✐s s❝❛r❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ♠❛♥♥❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞

r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❛t r❡str✐❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳✹ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s Tm ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A/ǫ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ rc = 3 ❛♥❞ rc = 4✱ ❛s ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠❛

♦❢ CV (T ) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✜❧❧❡❞ ♦r❛♥❣❡ s②♠❜♦❧s✮✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A/ǫ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❛s❤❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Tm✳ ✭❛✲❝✮
r❡❢❡rs t♦ A/ǫ = 8✱ ✇❤✐❧❡ ✭❞✲❢✮ t♦ A/ǫ = 14✳ ■♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
rc = 3✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❡✮✱ ✇✐t❤ rc = 4✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❞❡♥♦t❡
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ kd(T ) ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ka(T ) r❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉❛s❤❡❞ r❡❞ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Tm ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
kd(Tm) = ka(Tm) ❢♦r rc = 3 ❛♥❞ rc = 4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ P❛♥❡❧s ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛ts CV (T ) ❛❧s♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ T ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❇r♦✇♥✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ✇✐t❤ N = 100 ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ρ = 6.25× 10−3✳

❧✐♥❡s✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❢♦r A/ǫ = 10 ❛t t✇♦ ❞✐st✐♥❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ ❝r♦ss❡s✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ s♠❛❧❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♥❢♦r♠✐t② ✇✐t❤

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡

s②st❡♠ ✐s ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❞✐❧✉t❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A/ǫ✱ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱

s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛ ❜❛rr✐❡r✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t ❛

♣❛rt✐❝❧❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❛ss♦❝✐❛t❡❞✮❀

t❤✉s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ▼❋P❚s ♠✐❣❤t

♥♦t ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ■♥ t❤♦s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝❧♦s❡r

t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❝❡ss ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ♦♥❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ♦✉r
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹✿ P❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tm t❤❛t ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A/ǫ
❢♦r rc = 3 ✭t♦♣ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ rc = 4 ✭❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ♦r❛♥❣❡ ♣♦✐♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ♦♥❡s ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠❀ ❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② A/ǫ = 10✱ ✇❤✐❧❡ T = 0.4 ❛♥❞ T = 0.6✳

❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ♠❛② ❜❡

✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r ✜rst ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❤❡r❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❧✉st❡r ♣❤❛s❡✱ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ s②st❡♠s ✇✐t❤

❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❛✈♦✐❞❡❞ ❝❛❧❧✐♥❣ Tm
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛✲

t✐♦♥ ♠❛② ♣r❡❡♠♣t t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤

❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❡①❝❧✉❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✶✶✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢

t❤❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ A/ǫ✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

▲✐❢s❤✐t③ ♣♦✐♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠❛❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♠✐❝r♦♣❤❛s❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✶✷✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝r♦ss♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❞♦❡s ♥♦t

♣r❡s❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❝❧❡❛r ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✉s✉❛❧ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r A/ǫ ≥ 8✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ✜rst✲

♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ P❉❋s ♦❢ t❤❡ ❘❈s✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣② E ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st

❝❧✉st❡r s✐③❡ n✱ ❞♦ ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ❛♥② ❜✐♠♦❞❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r

♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡

❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲✐❢s❤✐t③ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥✱ s✐♥❝❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲✐❢s❤✐t③ ♣♦✐♥t t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧

s②st❡♠ ❬✶✷✵❪✱ s♦ t❤❛t ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❛✇ ♦❢

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t st❛t❡s✱ s❤♦✉❧❞ ✇♦r❦ ❜❡tt❡r✳
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❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s st✐❧❧ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ✇❡

❛✐♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛ts ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❡❡♠ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤

s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡

❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡s✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥

t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ❝♦♠♣❛r❡s t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s

♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡

✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜♥✐t❡✲s✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs ❬✶✷✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦

s❡❡ ❤♦✇ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Tm ♣❡r❢♦r♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✇❡

✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✈✐❛ τc,N ❛♥❞ r0✱

❛❧❜❡✐t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧♠♦st str✐❝t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥

t❤✐s ✇❛② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✸❉ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭T ✱ A/ǫ✱ ρ✮✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤♦✉❣❤✱

t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥②✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ s✉❝❤ ❛s ❣❡❧❛t✐♦♥✱ ♦❝❝✉r✳



✾✹

P❛rt ❱

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s



✾✺

❈❤❛♣t❡r ✶✶

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥②✲❜♦❞②

❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✉s✉❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛♥ ✐ss✉❡ ♦❢

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t ✉s✉❛❧❧② tr❛❝❦ t❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠✬s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

♣❡r❢♦r♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥t♦ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❈s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡

❝❛♥ ♥♦✇❛❞❛②s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱

❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❘❈s ❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛ s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠❛♥②✲❜♦❞②

s②st❡♠✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❛t

❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠❛♥②

♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛t ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡♥❡r❣②✱ ✈♦❧✉♠❡✱

❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r❡q✉✐r❡s s✉❝❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❣♦♦❞ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❛ st❡❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱ t❤❛t

✐s✱ r❡❧✐❛❜❧❡ ❣♦♦❞ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ❦✐♥❡t✐❝s✳

■♥ P❛rt ■■✱ ✇❡ tr❛❝❦❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈✱ ✇❤✐❝❤

❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥②

♣r♦❥❡❝t❡❞ ❘❈ ❝❛♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦r✐✲❩✇❛♥③✐❣ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♣❡r❛t♦r

❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r ✉s✉❛❧ ❘❈s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥

❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ▼♦r✐✲❩✇❛♥③✐❣ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ s✉❝❤ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♠❡♠♦r② ❦❡r♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥

❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❇② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣

t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧②

❣❡ts ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❛st❡r ❦✐♥❡t✐❝s t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦

♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❘❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ P❛rt ■■ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞



✶✶ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✾✻

❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥

♠❛♥②✲❜♦❞② s②st❡♠s ❬✷✸❪✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦❧❧❡❝✲

t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

s✉❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❘❈ ❢♦r ❜♦t❤ ✷❉ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s ❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st♦❝❤❛st✐❝

❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✸❉ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▲❏ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇r♦✇♥✲

✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❝❛♥ ❜❡

❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳

■♥ P❛rt ■■■✱ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❢♦❝✉s t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s✉❜♦♣✲

t✐♠❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❘❈ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡s✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠✬s ❦✐♥❡t✐❝s ❬✷✹❪✳ ❚❤✐s ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱

s✐♥❝❡ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡r♠♦st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ✐♥ P❛rt ■❱✱ t❤❛t ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✭❚P❙✮ ❛r❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞

❡♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s A ❛♥❞ B✳ P❛t❤✇❛②s r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ✭❡✳❣✳✱ ❢r♦♠

A ❛♥❞ ❜❛❝❦ t♦ A✮ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ st✐❧❧ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧ s❛t✐s✜❡❞ ❬✶✼❪✳ ❆❢t❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥t♦ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst

❛♥❞ ❧❛st ♥♦❞❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❧✐❦❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❡❛t ❜♦t❤ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♥♦❞❡s ❜② ∆t✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧

✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✉♥❞❡t❡❝t❛❜❧❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ∆t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ZC,1(q,∆t) ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ q

❛♥❞ ∆t ❛♥❞ ❡q✉❛❧s t❤❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡✱ NAB✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❊q✳ ✸✳✹✼✳ ■❢ ❊q✳✸✳✹✼ ❤♦❧❞s ❢♦r q✱ t❤❡♥ ZC,1(q,∆t) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ q ❛♥❞ ∆t ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s s❛t✐s❢② ❊q✳ ✸✳✹✽ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❊q✳ ✸✳✹✼✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ZC,1(q,∆t) ❝❛♥

♦♥❧② ✈❛r② ❢♦r ♥♦❞❡s i ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭niA 6= 0 ♦r niB 6= 0✮✳ ❋♦r s♠❛❧❧

∆t✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦♥❧② t♦ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♥❡❛r ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❜✉t

❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ∆t✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ZC,1(q,∆t) ❝✉r✈❡ ✐s ❞r❛❣❣❡❞ ❞♦✇♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤

s❡❣♠❡♥ts s✐♠♣❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❊q✳ ✸✳✹✼ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s♦ t❤❛t ZC,1(q,∆t) ✐s

❝♦♥st❛♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❬✺✽❪✳

❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆✳✶✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ st❛t❡s t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② ❤♦✇ t❤❡ t♦t❛❧ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡✲

♠❡♥t ✭❚❙❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ♣r♦✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚P❙✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✼❪✳

❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s✱ A ❛♥❞ B✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ I✱ ❛♥❞

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐♥ t❤❡ ▼❙▼ ♥♦t❛t✐♦♥✮ PAI = PBI = 1/2 ❛♥❞

PIA = PIB = 1✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Pij ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ j t♦ i✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢

❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s✿ ❆■❆✱ ❆■❇✱ ❇■❇✱ ❛♥❞ ❇■❆✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦✉r ♣❛t❤s ❛r❡

❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ Pij✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✉♠❜❡r



❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✵✽

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ♣❧✉s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛s ♣❛t❤✇❛②s r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮ ♦r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♥♦❞❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s✳

♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡✱ ❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❧❡♥❣t❤ T ✭✐♥ t✐♠❡ ✉♥✐ts✮ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ∆t0✱

✐s T /(8∆t0)✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ T /∆t0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❢♦✉r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❜② t✇♦ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤

s❡❣♠❡♥t ❤❛s t✇♦ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❚❙❉✱ ∆′r2(∆t) ✭✇❡ ✉s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❚❙❉ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♠❡ ❤❡r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✹ ❢♦r ❛ r❡❛s♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r

s♦♦♥✮✱ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ri ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ∆t = k∆t0

❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r s❡❣♠❡♥t ❆■❇✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✳✳✳❆❆❆❆■❇❇❇❇✳✳✳✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t t♦ t❤❡ ❚❙❉ ❢♦r ∆t =

∆t0 ✭k = 1✮ ✐s ∆′r2(∆t0) =
∑

i[r(i∆t0) − r(i∆t0 + ∆t0)]
2 = (rA − rI)

2 + (rI − rB)
2

✇❤❡r❡ i r✉♥s ♦✈❡r t❤❡ s❡❣♠❡♥t✳ ◆♦✇✱ ❢♦r ∆t = 2∆t0 ✭k = 2✮✱ ♦♥❡ ❤❛s ∆′r2(2∆t0) =
∑

i[r(i∆t0) − r(i∆t0 + 2∆t0)]
2 = (rA − rI)

2 + (rI − rB)
2 + (rA − rB)

2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ s♥❛♣s❤♦ts ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ∆t > ∆t0 s♦

t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ st❛rts ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ A ❜❡❢♦r❡ I✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ A t♦ I ❛♥❞ t❤❡♥

❢r♦♠ I t♦ B ❜❡❝❛✉s❡ k = 2✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst A ❜❡❢♦r❡ I✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ A t♦ B✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦

❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❜② ±∆t✿ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ♥♦❞❡s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ |∆t0|✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❥✉st ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ∆t = k∆t0✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ k

st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ♦♥❡ ❣❡ts ∆r′2(k∆t0) =
∑

i[r(i∆t0) − r(i∆t0 + k∆t0)]
2 = (rA − rI)

2 +

(rI − rB)
2 + (k − 1)(rA − rB)

2✳ ❋♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❇■❆ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✳✳✳❇❇❇❇■❆❆❆❆✳✳✳✱

♦♥❡ ❣❡ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❥✉st t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ r❡✈❡rs❡❞✳ ◆♦✇✱ ❢♦r t❤❡

s❡❣♠❡♥t ❆■❆ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✳✳✳❆❆❆❆■❆❆❆❆✳✳✳ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❙❉ ❢♦r ∆t = ∆t0 ✐s

∆′r2(∆t0) = (rA− rI)
2+(rI − rA)

2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ∆t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡



❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✵✾

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t s✐♥❝❡ ❢♦r ♠♦st st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♥✉❧❧✱

s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆′r2(k∆t0) = (rA − rI)
2 + (rI − rA)

2✳ ■♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❤❛s✱ ❢♦r t❤❡

s❡❣♠❡♥t ❇■❇ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ✳✳✳❇❇❇❇■❇❇❇❇✳✳✳✱ ∆′r2(k∆t0) = (rB − rI)
2 + (rI − rB)

2✳ ❚❤❡

❚❙❉ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✐t ❛❧❧ ✉♣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts

♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡✱ ✭T /(8∆t0)✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s

∆′r2(k∆t0) = (T /8∆t0)[4(rA − rI)
2 + 4(rB − rI)

2 + 2(k − 1)(rA − rB)
2]. ✭❆✳✶✮

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❚❙❉

❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② s♥❛♣s❤♦ts (T /∆t0)✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ▼❙❉ ❣r♦✇s

✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✇✐t❤ ∆t ✭♦r k✮ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ s❡❣♠❡♥ts ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛❥❡❝t♦r②

❧❡♥❣t❤ (T /∆t0)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■t ✇✐❧❧ ♥♦t s❛t✉r❛t❡ ❛t ❤✐❣❤ ∆t✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱

❡✳❣✳✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ▼❙❉ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✇❛②✱ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠

❛ tr❛❥❡❝t♦r② t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s❛t✉r❛t❡ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤

❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❇♦t❤ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❙❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r

s♠❛❧❧ t✐♠❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❬✶✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡

✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ▼❙❉ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱

✇❤✐❧❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❙❉✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ st❛t❡s ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❊q✳ ❆✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r qi✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡

st❛t❡s ♦♥❡ s✐♠♣❧② ❤❛s qA = 0✱ qI = 1/2 ❛♥❞ qB = 1✱ ♦♥❡ ❣❡ts

∆′q2(k∆t0) =
T

4∆t0
k, ✭❆✳✷✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❙❉ ✐s s✐♠♣❧② k/4✳ ❆❧❜❡✐t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧②

✇✐t❤ ∆t ✭k✮ ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡s✱ ❛s ✐t ✐s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ◆♦✇✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✹ ✇❡

st❛t❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ t❤❡ ❚❙❉ ❛tt❛✐♥s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ∆q2 = 2NAB✱ ✇❤✐❝❤

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∆t ✭s❡❡ ❊q✳ ✸✳✺✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛tt❡r ✐s ❥✉st t❤❛t ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳✹ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞

t❤❡ ❚❙❉ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✱ ✇✐t❤♦✉t s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts

♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✭♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ❢♦r ∆t > ∆t0✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t

✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♠❡ ∆′r2 ❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ∆t = k∆t0✱

k > 1✱ t❤❡r❡ ❛r❡ k ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② r❡❧❛t❡❞

❜② ∆r2 = ∆′r2/k✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❜✐❣❣❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡

st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ k st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡ ❜② k✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❢♦r t❤❡

s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ st❛t❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡∆q2(k∆t0) = ∆′q2(k∆t0)/k = T /(4∆t0)
s♦ t❤❛t NAB = T /(8∆t0) ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✺✷✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t s✐♥❝❡ T /(8∆t0) ✐s

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ ❆■❇ ❛♥❞ ❇■❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡q✉❛❧ ✐♥ ❜♦t❤



❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✶✵

❞✐r❡❝t✐♦♥s NAB = NBA✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ∆q2(k∆t0) ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦t❛❧

sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❣r♦✇s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ k✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r② ♣♦✐♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ∆q2(k∆t0) ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❧✐❦❡ k−1✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r k = 2✱ ♦♥❧② ❤❛❧❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②

♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉♠ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❝❛❧❛t✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜✉t

t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t✇♦✳

◆♦✇ ✇❡ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ♣r♦✜❧❡✱ ZC,1(r,∆t)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡

❚P❙✳ ZC,1(r,∆t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✸✶ ✇✐t❤ a = 1✳ ❇✉t ❛s ✐t ❡q✉❛❧s ❤❛❧❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✐♠❡s

t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ♣♦✐♥t r ❛❢t❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ∆t✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② ❛s

ZC,1(r, k∆t0) =
1

2

′
∑

i

|r(ik∆t0)− r(ik∆t0 + k∆t0)| ✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✭♦r ❚P❙✮ s♥❛♣s❤♦ts i s✉❝❤

t❤❛t r ✐s ❜❡t✇❡❡♥ r(ik∆t0) ❛♥❞ r(ik∆t0 + k∆t0)✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❚❙❉✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r ∆t > ∆t0

ZC,1(r, k∆t0) =
1

2k

′
∑

i

|r(i∆t0)− r(i∆t0 + k∆t0)|. ✭❆✳✹✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ st❛t❡s✳ ❆s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❙❉✱ ❤❡r❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ✇❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡

t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ rA < rI < rB✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡

❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❙❡❣♠❡♥t ✳✳✳❆❆❆❆■❆❆❆❆✳✳✳✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

rA < r < rI s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ I✱ s♦ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❞♦ ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ B✳ ❋♦r ∆t = ∆t0✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧

❜② ZC,1(r,∆t0) = 1/2(|rA − rI | + |rI − rA|) = |rA − rI |✳ ❋♦r ∆t = 2∆t0✱ t❤❡ s❛♠❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r✱ ❜✉t ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❞✐✈✐❞❡ ❜② t✇♦ t♦ ❛✈❡r❛❣❡✱ s♦ ZC,1(r, 2∆t0) = 1/4(2|rA−
rI |) = 1/2|rA − rI |✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❤❛s ❢♦r ∆t = k∆t0 = 1/k|rA − rI |✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ s❡❣♠❡♥t

✳✳✳❇❇❇❇■❇❇❇❇✳✳✳ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ ZC,1(r, k∆t0) = 1/k|rB − rI |✱ ❜✉t ♥♦✇ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

rI < r < rB✳ ◆♦✇✱ s❡❣♠❡♥t ✳✳✳❆❆❆❆■❇❇❇❇✳✳✳ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❜♦t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥ r❡❧❛t✐♦♥

t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ rA < r < rI ✱ ♦♥❡ ❤❛s ❢♦r ∆t = ∆t0✱ ZC,1(r,∆t0) = 1/2|rA − rI |✳ ❋♦r

∆t = 2∆t0✱ ZC,1(r, 2∆t0) = 1/4(|rA − rI |+ |rA − rB|)✱ s♦ ❢♦r ∆t = k∆t0✱ ZC,1(r, k∆t0) =

1/(2k)[|rA− rI |+(k− 1)|rA− rB|]✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ rI < r < rB✱ ZC,1(r, k∆t0) =

1/(2k)[|rI − rB| + (k − 1)|rA − rB|]✳ ◆♦t❡ t❤❛t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ A t♦ B ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦

❜♦t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✳✳✳❇❇❇❇■❆❆❆❆✳✳✳ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ✳✳✳❆❆❆❆■❇❇❇❇✳✳✳ s❡❣♠❡♥t✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✐t ❛❧❧ ✉♣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✱ T /(8∆t0)✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧

ZC,1(r, k∆t0) =
T

8∆t0

[

2

k
|rA − rI |+

k − 1

k
|rA − rB|

]

, rA < r < rI ✭❆✳✺✮



❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✶✶

❛♥❞

ZC,1(r, k∆t0) =
T

8∆t0

[

2

k
|rB − rI |+

k − 1

k
|rA − rB|

]

, rI < r < rB ✭❆✳✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ZC,1(r, k∆t0) ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈❡r❣❡ ✇✐t❤ k s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② k ✐♥ ❊q✳ ❆✳✹❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ k ❢♦r

k → ∞✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ZC,1(r, k∆t) t❡♥❞s t♦ NAB∆r
† ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s s✐♥❝❡ NAB =

T /(8∆t0) ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ∆r† = |rB− rA|✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ ❊q✳ ❆✳✺ ❛♥❞ ❆✳✻

❣✐✈❡ ZC,1(q, k∆t) = NAB ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ k ❧✐♠✐t✱ ❜✉t ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣

✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st✱ ❊q✳ ✸✳✸✸✱ ❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ t❤❡ ❚❙❉ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ k ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤

k✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤✐s ❞✐✛✉s✐✈❡ r❡❣✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ❢♦r

❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t s♦♠❡ ✭✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✮ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤

t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❤♦❧❞s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ t❤r❡❡✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t

r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ZC,1 ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚P❙ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ❧❛r❣❡

∆t ❛s

ZC,1|k≫1 ≈
1

2
(NAA|rA − rA|+NBB|rB − rB|+NAB|rA − rB|+NBA|rB − rA|) =

= NAB|rA − rB| ≡ NAB∆r
†, ✭❆✳✼✮

❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❬✶✼❪

∆′r2 = 2kZ̄C,1(k∆t0), ✭❆✳✽✮

✇❤❡r❡ Z̄C,1(k∆t0) ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ZC,1(r, k∆t0)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ k

❧✐♠✐t ✉s✐♥❣ ❊q✳ ❆✳✼✱

Z̄C,1|k≫1 =

∫ rB

rA

ZC,1|k≫1❞r = NAB∆r
†

∫ rB

rA

❞r = NAB(∆r
†)2, ✭❆✳✾✮

s♦ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ k✱ t❤❡ ❚❙❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆′r2|k≫1 ≈ 2NAB(∆r
†)2k. ✭❆✳✶✵✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ❢♦r ❤✐❣❤ k ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ k✮ t❤❛t

✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✭❊q✳ ❆✳✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉

❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐s
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♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ T /∆t0

∆′r2|k≫1

T /∆t0
= 2JAB(∆r

†)2k∆t0, ✭❆✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① JAB = NAB/T ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❡r

✉♥✐t t✐♠❡✳ ❊q✳ ❆✳✶✶ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❤✐❣❤ k t❤❛t

✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✷✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳✷✭❜✮✳

❆❧s♦ ✐♥ ❙❡❝✳ ✽✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞

✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✹✱ ✐✳❡✳✱

D(E, k∆t0) =
ZC,1(E, k∆t0)

k∆t0ZH(E, k∆t0)
, ✭❆✳✶✷✮

❜✉t ❛s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t D∗ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❛t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❊q✳ ✽✳✶✼✱ ✐✳❡✳✱

D(k∆t0) =

∫

p❡q(E)D(E, k∆t0)❞E. ✭❆✳✶✸✮

D(k∆t0) ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t = k∆t0 ❜❡❝❛✉s❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② D∗ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D(k∆t0) ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

❤✐❣❤ ∆t ♦r k✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ D∗ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t p❡q(E) = ZH(E,∆t0)/Z ✭❊q✳ ✸✳✷✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❥✉st Z = T /∆t0 ❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r② s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ∆t0✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②

❊q✳ ❆✳✶✸ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

D(k∆t0) =
∆t0
T

∫

kZH(E, k∆t0)D(E, k∆t0)❞E, ✭❆✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ZH(E,∆t0) = kZH(E, k∆t0)✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ❆✳✶✷

D(k∆t0) =
k∆t0
T

∫

ZC,1(E, k∆t0)❞E
k∆t0

=
Z̄C,1(k∆t0)

T ✭❆✳✶✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ Z̄C,1(k∆t0) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r k ≫ 1 ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ❆✳✾ s♦

t❤❛t

D∗ = lim
k→∞

D(k∆t0) =
NAB(∆E

†)2

T = JAB(∆E
†)2. ✭❆✳✶✻✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❙❉ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❙❉ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s❛② D̄(k∆t0)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✉s✉❛❧ ✇❛② ❛s

❤❛❧❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉✿

D̄(k∆t0) =
1

2

∆t0
T

❞∆′E2

❞∆t
, ✭❆✳✶✼✮

♥♦t❡ t❤❛t D̄(k∆t0) ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ E ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❚❙❉ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠✲



❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ s❡❣♠❡♥ts ✶✶✸

10
0

10
2

10
4

10
6

k

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

D

D
D

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ D(k∆t0) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ❆✳✶✷✲❆✳✶✸ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♦❢
D̄(k∆t0) ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ❆✳✶✼ ✭r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✮ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✽✳✷✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛r❡ ❥✉st ❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡ ❡②❡s✳

♣✉t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ D̄(k∆t0) ❞♦❡s

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ∆t s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❙❉ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t✐♠❡ ❢♦r ❧♦✇ k✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✷✭❜✮✳ ◆❡✈❡r✲

t❤❡❧❡ss✱ ❢♦r ❤✐❣❤ k✱ t❤❡ ▼❙❉ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡♥ D̄∗ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❥✉st ❤❛❧❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ❆✳✶✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ∆t = k∆t0✱ s♦ t❤❛t D̄∗ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ D∗✳

■♥ ❋✐❣✳ ❆✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❜♦t❤ D(k∆t0) ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✳❆✳✶✷✲❆✳✶✸ ❛♥❞ D̄(k∆t0)

❢r♦♠ ❊q✳ ❆✳✶✼ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ k ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥

❙❡❝✳ ✽✳✷✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ZC,1(E, k∆0)✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❞ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤r❡❡✲

♣♦✐♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ▼❙❉ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥

❋✐❣✳ ✽✳✷✭❜✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛r❡ ❥✉st ❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡ ❡②❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❛ ❜✐t ❢♦r ❧♦✇ k✱ t❤❡② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤ k ❧✐♠✐t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳



✶✶✹

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

P❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s

❍❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

t✇♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛②s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱❙ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞

♦r❞❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛tr✐① dij✳

❚❤❡ ✜rst ✉s✉❛❧ ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ✐s t♦ s✉♠ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ✭❞✐st❛♥❝❡s

✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭♣❛✐rs ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡s✮ ❬✻✽❪✳ ❲❡ tr✐❡❞

s✉♠♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s dij✱ s✉❝❤ ❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✈❛r✐❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❛✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ N = 400 ❛♥❞ s❤♦✇

t❤❡ FC,1 ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❘❈ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❈❱s ✇✐t❤ xm =
∑

i<j exp(−αmdij)✱ ✇❤❡r❡ {αm} r❡♣r❡s❡♥ts

❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r ❤✉♥❞r❡❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♥✉♠❜❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✶✺✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ❛❧❜❡✐t ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤❛♥ n ✭❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✺✳✹✮✱ t❤❡ FC,1 ♣r♦✜❧❡s

st✐❧❧ ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ ∆t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦ts ❢♦r ♦✉r ✜♥❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞

❝♦♠♠✐tt♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ ❛❣❛✐♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❞✮ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐s s❝❛❧❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡

FC,1 ♣r♦✜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ∆t ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ q✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ NAB = 146 ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛✉✲

s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠✲❜❛s❡❞ ❈❱s st✐❧❧ ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡

r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s NAB = 112✳ ❖t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❣❛✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r❞❡r✐♥❣✳

❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② s♦rt✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ N ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡

s♠❛❧❧❡st t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st✱ ❛s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ N(N − 1)/2

❞✐st❛♥❝❡s ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❝❤ ❈❱s ❧❡❞ t♦

❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡♠✿ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s t♦❣❡t❤❡r ❢♦r

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ tr✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡

❈❱s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❜✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ xm ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ jm✲t❤ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐t❤

jm = ✐♥t(28+im/50)✱ im = 0, 1, ..., 399✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t✭✮ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t♦



❇ P❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ✶✶✺
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❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝✉t✲❜❛s❡❞ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ♣r♦✜❧❡s FC,1(q,∆t)/kBT ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐✲
♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r q✳ ✭❛✮ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ {xm} ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣
✉♣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ✭❜✮ {xm} ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s♦rt❡❞
❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✳ ✭❝✮ {xm} ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛①❡s d̄i,7 ♦❢ t❤❡
s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✳ ✭❞✮ ❋✐♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❡✐❣❤t ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✳ ■♥
❛❧❧ ♣❧♦ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ∆t = 2i∆t0✱ ✇✐t❤ i = 0, 1, 2, ..., 15 ✭❢r♦♠
t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✷✸❪✳

t❤❡ ♥❡❛r❡st s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✉♠✲❜❛s❡❞

❈❱s✱ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ∆t = ∆t0 ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ❛r❡ ✇♦rs❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✱ ♦❢

✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❝✮✳ ◆♦t ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ FC,1 ♣r♦✜❧❡s ✢✉❝t✉❛t❡

❧❡ss ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❝✮✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡♠♣♦r❛❧ ✭∆t✮

❛♥❞ ✏s♣❛t✐❛❧✑ ✭q✮ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ m✲t❤ ❞✐st❛♥❝❡s ♦✉t ♦❢ N(N − 1)/2 ❧✐♥❡❛r❧②

s♣❛❝❡❞ ❡♥tr✐❡s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s✳

■♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❝✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛s {xm} ♦♥❧② t❤❡

❛①✐s d̄i,7 ✭❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✵✵ ❈❱s s✐♥❝❡ N = 400✮ ♦❢ t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘❈ ✐s ❛❧r❡❛❞②

✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt♦r✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤✐s ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤❛♥

t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦r❡ ✉s✉❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❛✮

❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s ✭✹✵✵✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❜② s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ❛①❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ❘❈✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞

♠❡♠♦r② ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❛t ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♦r ❛

❜❛t❝❤ ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s ✭✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❛tr✐①✮ ❜✉t t❤❡♥ ♦♥❧② st♦r✐♥❣ ♦♥❡ ❛①✐s t✐♠❡

s❡r✐❡s ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s❛✈✐♥❣

♠♦r❡ ❛①❡s t♦❣❡t❤❡r ✐❢ ❞❡s✐r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ❇✳✶✭❞✮ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡✐❣❤t



❇ P❡r♠✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❈❱s ✶✶✻

❛①❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ d̄i,7 ❛♥❞ d̄i,42✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❘❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧♠♦st

❡①❛❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r✱ t❤❡ tr✉❡ ❝♦♠♠✐tt♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ s✐♠♣❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❞♦❡s

♥♦t s❡❡♠ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ r❡s✉❧ts✱ s✐♥❝❡ ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✻✺ t♦ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✹✵✵ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❱s✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ✇❤❡♥

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♦rt❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❝❧❡✈❡r ✇❛②

♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❈❱s✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ✉s✐♥❣ t❤❡

s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❧♦②✳



✶✶✼
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❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡r s②st❡♠s

❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ s②st❡♠s✳ ❆❧❧

❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦♠♠✐tt♦rs ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶

✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊q✳ ✹✳✶✲✹✳✸ s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❛①❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ s♦rt❡❞ ♠❛tr✐① ❞̄✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ❈✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ❛♥❞

❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ q(n) ❛♥❞ q✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s τB→A ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ ❊q✳ ✸✳✸✾

❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❘❈ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛❧s♦ ❢♦r ❜♦t❤ ❘❈s✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠ s✐③❡s✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭ξ = 1✮ s②st❡♠s ♦❢ s✐③❡ L = 200 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N = 400 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s❛♠❡ ❛s

✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✳✷✮✱ L = 260 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N = 676 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛♥❞ L = 320 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ N = 1024

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ ❛t ρ = N/L2 = 10−2✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡

❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛r❡ ♣❡rs✐st❡♥t

✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s②st❡♠ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ q ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛❧❧ s②st❡♠ s✐③❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r

t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ N = 400 ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s✐① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 108 ▼❈s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ N = 676✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ N = 1024✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡❞

❧❡♥❣t❤✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st s②st❡♠ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

∆t′0 = 2.5∆t0 = 103▼❈s ❞✉❡ t♦ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳



❈ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❧❛r❣❡r s②st❡♠s ✶✶✽

❚❛❜❧❡ ❈✳✶✿ ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s NAB ❛♥❞ t❤❡ ▼❋P❚ τB→A ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ n✲❜❛s❡❞ ❘❈ q(n) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✐t♦r q ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s N ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 103 ×∆t0✳

N = 400 N = 676 N = 1024
(T ∗)−1 ✷✳✼✸✵✽✼ ✷✳✻✾✵✸✸ ✷✳✻✻✺✷✶

NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q(n) ✸✸✻ ✶✵✽ ✻✸
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✶✷✷ ✸✵ ✷✹
τB→A ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q(n) ✶✳✽ ✸✳✶ ✾✳✾
τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q(n) ✹✳✼ ✽✳✼ ✷✸
NAB ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✺✷ ✇✐t❤ q ✶✶✸ ✷✾ ✷✶
NAB ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✶✶✷ ✷✼ ✷✹
τB→A ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✸✾ ✇✐t❤ q ✺✳✹ ✶✸ ✸✶
τB→A ❢r♦♠ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ q ✺✳✸ ✶✶ ✷✻



✶✶✾
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❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r

t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ ❙❡❝✳ ✽✳✶ ✇❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r τa→d✿

τa→d =≈ 1

D∗

∫ Ed

Ea

❞E
p∗(E; β)

∫ E∗

−∞

pa(E; β)❞E ✭❉✳✶✮

✇✐t❤ p∗(E; β) ❛♥❞ pa(E; β) ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ❊q✳ ✽✳✻ ❛♥❞ ✽✳✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

●✐✈❡♥ t❤❛t p∗(E; β) ❛♥❞ pa(E, β) ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦♥❧② ♥❡❛r E∗ ❛♥❞

Ea✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t♦ ±∞ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

∫ ∞

−∞

❞E
p∗(E; β)

=
Z(β)

Γ∗(β)

√

2π

γ∗
❛♥❞

∫ ∞

−∞

pa(E; β)❞E =
Γa(β)

Z(β)

√

2π

γa
✭❉✳✷✮

s♦ t❤❛t

τa→d =
1

kd
≈ 1

D∗

Γa(β)

Γ∗(β)

2π√
γ∗γa

, ✭❉✳✸✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✽✳✼ ❛♥❞ ✽✳✾ ❢♦r Γ∗(β) ❛♥❞ Γa(β)✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❊q✳ ✽✳✶✸ ❢♦r t❤❡

❞✐❧✉t✐♦♥ r❛t❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r τd→a✱ ✇❡ ❤❛❞

τd→a =≈ 1

D∗

∫ Ed

Ea

❞E
p∗(E; β)

∫ ∞

E∗

pd(E; β)❞E ✭❉✳✹✮

s♦ t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦

τd→a =
1

ka
≈ 1

D∗

Γd(β)

Γ∗(β)

2π√
γ∗γd

✭❉✳✺✮

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✽✳✼ ❛♥❞ ✽✳✾ ❧❡❛❞s t♦ ❊q✳ ✽✳✶✷ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡✳

■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❑r❛♠❡rs✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈❤❛♣✲



❉ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✷✵

t❡r ✺ ♦❢ ❘❡❢✳ ❬✸✻❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t ❧❡❛❞s ❢r♦♠ ❊q✳ ❉✳✺ ❛♥❞ ❉✳✸ t♦ ❊q✳ ✽✳✶✷ ❛♥❞ ✽✳✶✸✱

♦♥❡ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✽✳✶✻✳

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❢r❡❡✲❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡✳ ❋♦r τa→d ✇❡ st❛rt ❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❊q✳ ❉✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧

✇❡ ♠❛❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t♦ ±∞✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✜♥✐t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ pa ✐s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ s♦ t❤❛t

✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

∫ E∗

Ea

pa(E; β)❞E =
Γa(β)

Z(β)

√

2

γa

[

erf

(
√

γa
2
(E∗ − E0)

)

− erf

(
√

γa
2
(Ea − E0)

)]

, ✭❉✳✻✮

✇❤❡r❡ E0 = Ea − (β − β∗)/γa ✭s❡❡ ❊q✳ ✽✳✽✮ ❛♥❞ erf(x) =
∫ x

0
e−y2❞y✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r erf(x) ≈ x s♦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❊q✳❉✳✶ ✐s ❣✐✈❡♥ s✐♠♣❧②

❜②
∫ E∗

−∞

pa(E; β)❞E ≈ Γa(β)

Z(β)
(E∗ − Ea) =

Γa(β)

Z(β)
∆E‡

a, ✭❉✳✼✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s st✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ❉✳✷✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡

❤❛s

τa→d =
1

kd
≈ 1

D∗

Γa(β)

Γ∗(β)

√

2π

γ∗
∆E‡

a. ✭❉✳✽✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Γ∗(β) ❛♥❞ Γa(β)✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❛❣❛✐♥ ❊q✳ ✽✳✶✸ ❢♦r t❤❡ ❞✐❧✉t✐♦♥

r❛t❡✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✽✳✶✺✳ ❆♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❧❡❛❞s

t♦ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❊q✳ ❉✳✹

τd→a =
1

ka
≈ 1

D∗

Γd(β)

Γ∗(β)

√

2π

γ∗
|∆E‡

d| ✭❉✳✾✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Γ∗(β) ❛♥❞ Γa(β)✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❊q✳ ✽✳✶✷ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✽✳✶✺✳


