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Resumo

AZEVEDO, Vinicius Tavares, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, marco
de 2018. Estabilidade para sistemas de Timoshenko termoelasticos.
Orientadora: Margareth da Silva Alves.

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético de sistemas dissipativos
com aplicacoes a modelagem de vibragoes transversais de vigas de materiais
elasticos. Mais especificamente, estuda-se a existéncia, unicidade e
comportamento assintético de dois sistemas termoelasticos do tipo Timoshenko,
um homogéneo e outro nao-homogéneo. O objetivo é estabelecer condi¢oes que
assegurem a estabilidade exponencial e a polinomial do semigrupo associado.
Para isso, usaremos a abordagem da teoria de semigrupos de operadores lineares
de classe Cy, propriedades do conjunto resolvente e do operador resolvente do

gerador infinitesimal de um Cj - semigrupo e técnicas multiplicativas.
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Abstract

AZEVEDO, Vinicius Tavares, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March,
2018.  Stability for thermosetting Timoshenko systems. Advisor:
Margareth da Silva Alves.

In this paper we study the asymptotic behavior of dissipative systems with
applications to the modeling of transverse vibrations of beams of elastic
materials. More specifically, the existence, uniqueness and asymptotic behavior
of two thermoelastic systems of the Timoshenko type, a homogeneous and a
nonhomogeneous one, are studied. The objective is to establish conditions that
ensure the exponential and polynomial stability of the associated semigroup. For
this, we will use the approach of semigroup theory operators linear class Cj ,
resolvent set properties and resolvent operator of the infinitesimal generator of a

Cy-semigroup and technical multiplicative.
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Introducao

Estruturas elésticas do tipo viga constituem um importante tema de
investigagao na engenharia, arquitetura, matematica, etc. No campo da analise
matematica, especialmente na teoria de controle, ha o interesse em estudar
propriedades qualitativas para problemas dindmicos em estruturas elésticas
traduzidas em termos de equacoes diferenciais parciais. Neste trabalho, pretende-
se estudar o comportamento assintotico de sistemas dissipativos com aplicagoes
a modelagem de vibracoes transversais de vigas de materiais elasticos. Mais
especificamente, estuda-se a existéncia, unicidade e comportamento assintético
de dois sistemas termoelasticos do tipo Timoshenko, um homogéneo e outro nao-
homogéneo. O objetivo é estabelecer condigoes que assegurem a estabilidade
exponencial e a polinomial do semigrupo associado. Para isso, usaremos
a abordagem da teoria de semigrupos de operadores lineares de classe Cj,
propriedades do conjunto resolvente e do operador resolvente do gerador
infinitesimal de um C)) semigrupo de contracoes e técnicas multiplicativas.

Considere uma viga delgada de comprimento L em sua posi¢cao de equilibrio,
constituida de material isotropico e linearmente eléstico. O modelo cléssico para
movimento da viga proposto por Timoshenko [35], que adiciona tanto o efeito de
cisalhamento quanto o efeito de rotagao ao movimento vibratério da viga, tem
equagoes de movimento dadas por

P11 — Sz =F em (O,L) x R,

1
peore — M, +S =F, em (0,L)xRT, (1)

em que t denota a variavel temporal e x a variavel espacial. As fungoes
v = p(x,t), Y = Y(x,t) sdo, respectivamente, os deslocamentos transversal e
do angulo de rotacao de um filamento da viga. Aqui,

S=klpz+1v) e M=by, (2)

sao as relacoes tensao-deformacao para o comportamento elastico. Os coeficientes
constitutivos s@o p; = pA, po = pl, k = KGA, b = EI, em que p é a
densidade do material, £ ¢ o modulo de Young ou moédulo de elasticidade, G
¢ o modulo de rigidez, k' é o coeficiente de cisalhamento, A é a area da secgao



transversal e I é o segundo momento de area da seccao transversal. Finalmente
por Fj,j = 1,2, denotamos as forcas externas que atuam no sistema. Uma
descri¢ao mais detalhada deste modelo pode ser encontrada em [§], [15] e [35].
Portanto, substituindo em , obtemos que as equagoes de movimento do
modelo sao dadas por

P11 — k(92 +9)a =F em (0,L)xRT,

3
P2t — bw:m: + k(‘px + w> =I5 em (O, L) x RT. ( )

Durante os ultimos anos, diferentes tipos de amortecimento (damping) foram
introduzidos no sistema de Timoshenko e varios resultados de estabilidade foram
obtidos. Comecamos por recordar alguns desses resultados, os quais se utilizam
do método da energia ou de propriedades espectrais do gerador infinitesimal do
semigrupo associado ao sistema. Em seu trabalho pioneiro, Kim e Renardy [20]
consideraram o sistema (3) com £} = F5 = 0, junto com dois controles de fronteira
da forma

k(%(Li)—w(LJ)) :_aﬁpt(Laﬂ €m R+>
b¢x(L>t) :_Bwt([/?t) em R+,

e condigoes iniciais
§0(70) = Yo, = Sot(vo) = ¥1, ¢(70) = ¢07 ¢t(70) = wl em (Oa L) (4)

Com o uso do método da energia estabeleceram que a energia do sistema, dada
por

1 L
B(O) =5 [ (A4t +id) do
0

é decrescente e verifica
Et)<Ce ™™, t>0, (5)

sendo a > 0. Em [9], Raposo et al. utilizaram a dissipagao dada pelo atrito
agindo em ambas as equagoes, ou seja, consideraram F; = ¢, e Fy, = 1, em @D
e estabeleceram um resultado de decaimento como em para o sistema com as
condigoes iniciais e condicoes de fronteira de Dirichlet

Qp(t’ O) = So(t> L) = ’gb(t, O) = "l}(ta L) =0 em R+7 (6)

ou Dirichlet-Neumann

(t,0) = @(t, L) = u(t,0) = u(t,L) =0 em R, (7)



Entretanto, uma questao importante de pesquisa é investigar sobre a
dissipacao minima que deve ser introduzida no sistema de Timoshenko para que
sua solugao tenha decaimento uniforme para o estado estavel quando o tempo vai
para o infinito. Durante os tltimos anos, muitos matematicos tém se dedicado
a esta tarefa. Nesta direcao, um importante resultado foi dado por Soufyane
[34], o qual afirma que o sistema de Timoshenko (3), com F; = 0 e damping
Fy = —B(x)Yy, é exponencialmente estavel, se e s, se X = 0, onde X significa a
diferenca de velocidades de onda

k b
Xi=——-—. (8)
P P2

Por outro lado, Sare e Rivera em [I6] consideraram um sistema tipo
Timoshenko com damping diferente. A dissipacao é dada pela historia passada
agindo apenas sobre uma das relagoes tensao - deformacao, isto é, em eles
consideraram

S = k(ux + U), N = b'U;m; —|—/ g(t)vmx<t - S, ')d87
0

onde g é uma funcao duas vezes diferenciavel satisfazendo, para constantes
positivas ko, k1 e ks, as condigoes

g(t) >0, —kog(t) < g'(t) < —kig(t), 19" (t)] < kag(t), WVt >0,
sz—/ g(s) ds > 0.
0

Eles provaram que a dissipacao dada pelo termo historia é forte o bastante
para estabilizar exponencialmente o sistema se, e somente se, as velocidades de
onda sao iguais, isto é, X = 0 . Eles também provaram que a solucao decai
polinomialmente no caso em que X # 0. Em [36], S. A. Messoudi e B. Said-
Houari estudaram o mesmo sistema com condi¢oes mais fracas sobre a funcao g e
obtiveram os mesmo resultado. Na mesma linha de pesquisa, citamos o trabalho
de Ammar-Khodja et al. [I1].

Um problema interessante surge quando a dissipacao age de maneiras
diferentes no dominio. Em [24], Alves et al. consideraram o problema de
transmissao do sistema de Timoshenko com duas memoérias, o mecanismo
de memoria atuando apenas no angulo dos filamentos de rotagao de uma
viga composta por dois materiais diferentes; neste caso, a densidade nao é,
necessariamente, uma funcao continua. Os autores mostraram que a energia
associada decai para zero & medida que o tempo vai para infinito. Em outras
palavras, o resultado indica que as propriedades dissipativas do sistema sao
transferidos para a viga inteira e estabiliza o sistema.

Poderiamos continuar descrevendo sobre varios outros trabalhos de tese ou
artigos sobre o modelo, contudo nos restringimos a citar [8|, [14], [15], [I8], [19],
[26], [29] e as referéncias neles contidas.



Em 2014, Almeida Junior et al. [I0] consideraram um novo acoplamento para
o sistema de Timoshenko termoeléastico, quando as leis constitutivas sao dadas
por

S =k(ps +1) + 00, M =iy,

Fy = F5, = 0 e a temperatura seguindo a lei de Fourier, isto é, eles consideraram
o sistema

p1ou — k(pe + )z + 00, =0 em (0,L)xRT,
Py — bbyy + k(o +¢) —060 =0 em (0,L) x RT, (9)
p30; — V0 + (00 + V) =0 em (0,L)xRT,

em que as constantes o, p3,y vém da teoria da termoelasticidade e 8 ¢ a diferenca
de temperatura. Nesse artigo, eles obtiveram que a estabilidade exponencial
ocorre se, e s0, se X = 0 . Quando X # 0, eles mostraram que o semigrupo
associado ao sistema @[} com dados iniciais

90(70) = %o, 90t<'70) = ¥1, ¢(70) - %, wt(a()) - ¢1,9('70) - ‘907 €1 (va) )
10

e condigoes de fronteira Dirichlet -Neumann- Neumann
©0(0,t) = p(L,t) = 1,(0,t) = ¥, (L, t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) =0 em R" (11)

decai com taxa 1/4/t. Adicionalmente, eles provaram que esta taxa é otima.
Considerando condigoes de fronteira de Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet

©0(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) =0(0,t) =0(L,t) =0 em R, (12)
eles obtiveram que o semigrupo decai como 1/ Vt.

O sistema (9)-(12) também foi estudado em Alves et al.]27]. Com o uso
auxiliar de funcoes cut-off e resultados de observabilidade, os autores melhoraram
a taxa de decaimento polinomial para o semigrupo associado a @D com condicoes
de fronteira de Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet para 1/v/t. O resultado obtido &
mais geral que em [I0] pois foi estabelecida a taxa 1/+/f para vérias condicoes de
fronteira, além de e (12). Em [28], os mesmos autores estudaram o sistema
para materiais nao-homogéneos, ou seja, quando os coeficientes constitutivos do
sistema sao funcgoes de x. Quando a condicao X = 0 é valida apenas localmente,
isto é, em um subintervalo de (0, L), eles estabeleceram a estabilidade exponencial
do sistema @D - . O caso contrario também foi retratado.

A proposta desse trabalho é estudar os sistemas de Timoshenko termoelasticos
retratados nos artigos [10], [27] e [28], nossas principais referéncias.

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos. No Capitulo 1,
apresentamos as principais ferramentas da teoria da Analise Funcional, de espacos
de Sobolev na reta, de semigrupos de classe Cy e resultados sobre estabilidade
exponencial e estabilidade polinomial de sistemas dissipativos. Estes resultados



serao utilizados em todo o trabalho.

No Capitulo 2, fundamentados por Almeida Janior et al. [I0], provamos a
existéncia e unicidade de solucao para o sistema @—. A principal ferramenta
utilizada para mostrar a boa colocacao do sistema ¢ a teoria de semigrupos lineares
de classe Cp, especificamente o Teorema [I.57] (Lummer-Phillips) e o Teorema
Posteriormente, fazemos um estudo sobre a estabilidade do sistema, usando
como ferramenta o Teorema [1.67], devido a Priiss [32], e o Teorema [1.67] devido
a Borichev e Tomilov [3]. Mostramos que a condigdo X = 0, onde X é dado
por , é necessaria e suficiente para garantir a estabilidade exponencial do
semigrupo associado ao sistema com condi¢oes de fronteira dadas por .
Também estabelecemos a estabilidade exponencial para o sistema com condic¢oes
se X = 0. Quando X # 0, os resultados sobre estabilidade polinomial
sao apresentados. A maioria dos lemas técnicos e teoremas sao apresentados
considerando as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Dirichlet- Dirichlet que
é o caso mais dificil devido aos termos pontuais que surgem quando efetuamos
integragao por partes.

No Capitulo 3, baseados em Alves et al.[28], estudamos o sistema @[)—, caso
nao-homogéneo. Supondo que a hipétese X = 0 é valida localmente, mostramos
que o semigrupo associado é exponencialmente estavel. O caso contrario também
é estudado, sendo obtida a taxa 1/v/t para a estabilidade polinomial.

No Capitulo 4, fazemos um breve comentario sobre os resultados obtidos em
Alves et al.[27]. Os resultados de estabilidade sao enunciados sem demonstragoes,
pois elas sao analogas as demonstracoes dos lemas e teoremas apresentadas no
Capitulo 3.

Finalmente, observamos que em toda a dissertacao, C representa uma
constante positiva genérica, nao necessariamente a mesma em cada ocasiao; ela
poderéd mudar de linha para linha.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos e resultados importantes para o
estudo dos capitulos seguintes.

1.1 Andlise funcional

Nesta se¢ao vamos definir e apresentar alguns resultados de Analise Funcional.
Para maiores detalhes, consultar Cavalcanti [7], Brezis [5] e Oliveira [30].

Definicao 1.1. Seja X um espagco normado. Dizemos que X € um espaco de
Banach se toda sequéncia de Cauchy em X € convergente.

Definigao 1.2 (Forma Sesquilinear). Seja V' um espago wvetorial complezo.
Uma forma sesquilinear de V ¢é uma aplicagio a : V x V. — C tal que
(u,v) = a(u,v), que satisfaz as sequintes condigoes:
(1) a(u+ v,w) = a(u,w) + a(v,w) para todo u, v, w € V.
(11) a(Au,w) = Aa(u,w) para todou, v €V e X € C.
(111) a(u,v+ w) = a(u,v) + a(u, w) para todo u, v ew € V.
(

(iv) a(u, \w) = Aa(u,w) para todo u, w €V e X € C.

Definicao 1.3. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X, a(-,-), €
denominda limitada ou continua se existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < C|lullx||v||x, para todo u,v € X.

Definigao 1.4. Uma forma sesquilinear sobre um espago normado X, a(-,-), €
dita coerciva se existe uma constante 5 > 0 tal que

la(v,v)| > Bllv|l%, para todo v € X.
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Definicao 1.5. Sejam X e Y espacos normados. Uma transformacao linear
T: X —Y ¢ dita limitada se existe uma constante C' > 0 tal que

T (u)|ly < Cllu|lx, para todo u e X.

Definicao 1.6. Seja V' um espaco vetorial complexo. Um funcional T : V — C
€ dito antilinear se

(1) T(u+v)=T(u)+ T(v) para todo w e v € V.

(1) T(Au) = AT (u) para todo u € V e A € C.

Teorema 1.7. Sejam X e Y espagos normados, sendo Y um espago de Banach.
Entao £(X,Y) ={f: X =Y fé um operador linear limitado} é um espago de
Banach com a norma

fllecxyy = sup{[[f(@)[ly ; € X e[z x =1}.
Demonstragao. Ver Oliveira [30], p. 27. ]

Quando X =Y, denotamos £(X, X) por £(X).

Definicao 1.8. Se X € um espaco vetorial normado, entao o espago de Banach
£(X,C) serd denotado por X' e chamado de dual topoldgico de X .

Teorema 1.9 (Hahn-Banach). Sejam V' um espago vetorial complezoe p:V —
[0,00) uma aplicagio satisfazendo

plu+v) < plu)+p), VuvelV,
plau) = |alp(u), VYueV, aeC.

Se f . Z — C € um funcional linear definido no subespaco Z C V com
|f(w)| < p(w), entdo f possui uma extensao linear F' :'V — C dominada por p,
ou seja,

|F(u)] < p(u), VuelV.

F é chamada de extensao de Hahn-Banach de f.

Demonstragao. Ver Botelho et al. [4], p. 58. H

Teorema 1.10 (Lax-Milgran). Sejam H é um espago de Hilbert e a : Hx H — C
uma forma sesquilinear limitada e coerciva. Entdao, para todo funcional antilinear
limitado T : H — C existe um unico u € H tal que

a(u,v) =T(v) para todo v € H.

Demonstragao. Ver Cavalcanti, M. M e Cavalcanti, V. N. D., [7], p. 167. ]
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Proposicao 1.11. Sejam numeros reais a,b > 0 e p > 1. Entao

(a+ b)P < 2P(a? + bP).

Demonstracao. Usando as propriedades do méximo obtemos

(a+b) < (2max{a,b})?
= 2P max{a”, b’}
< 2P(aP +bP).

]

Proposigao 1.12 (Desigualdade de Young). Se a,b > 0 e p,q > 1 sdo tais que
1 1

-4+ — =1 entao
b q
ab? b
ab < — + —.
p q
Demonstragao. Ver R.G. Bartle [2], p. 56. O]

Uma variacao da desigualdade de Young que serda muito utilizada neste
trabalho é dada pelo seguinte corolario.

1 1
Corolario 1.13. Sejam a,b >0 e p,q > 1 tais que — + — = 1. Para todo € > 0
P q

tem-se
ab < c(e)a? + €bf.

Demonstracao. Temos

ab = (qe)i

— ((q:)é> <(q5)%b) .

Aplicando a desigualdade de Young segue que

ab < %((qz);> —|—$<(q5);b>q

1
= al? +¢eb?, Ve>0.

2

p(ge)s

Tomando c¢(g) =

- temos,
q

p(qe)

ab < c(e)a? +eb?, Ve>D0.
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Teorema 1.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial
com produto interno (-,-)v e norma induzida ||.||yv. Entao para todos u, v € V
temos

[(w, o)y | < lullvlvllv;

a igualdade ocorre se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.

Demonstragao. Ver Oliveira [30], p. 121. ]

Teorema 1.15. Se M ¢ um subespaco fechado do espaco de Hilbert H, entao
H =M@ M*, isto €, cada u € H admite uma unica representacdo na forma

u=p+qcompeMeqe M,

onde M+ ={q€ H : (p,q)y =0 para todop € M }.

Demonstragao. Ver Botelho et al. [4], p. 111. O

Defini¢ao 1.16 (Resolvente). Sejam X um espago de Banach e
A:D(A) C X — X um operador linear. Dizemos que A € C estd no conjunto
resolvente de A, o qual serd denotado por p(A), se o operador

RO\ A) = (M — A)7!
existe, estd densamente definido em X e € limitado. Em outras palavras,

p(A)={ e C; (M —A) 'existe, D((M —.A)7") ¢ denso em X e
(M — A)~'¢ limitado}.
Neste caso, R(\, A) denomina-se o operador resolvente de A.

Defini¢ao 1.17 (Espectro). O espectro do operador linear A : D(A) C X — X
€ o conjunto

a(A) = C\p(A)

formado por trés subconjuntos disjuntos:

(1) O espectro pontual de A é o conjunto de seus autovalores, denotado por

op(A).

(i) O espectro continuo de A, denotado por c.(A), € o conjunto dos A € C

tais que A\ — A € um operador injetivo, tem imagem densa em X, mas
(M — A~ RN — A) = X € nao limitado.

(i11) O espectro residual de A, denotado por o.(A), € o conjunto dos A € C
tais que A\ — A € um operador injetivo mas sua imagem nao € densa em

X.
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Definigao 1.18. Um operador linear T : D(T) C X; — X5 ¢é fechado se para
toda sequéncia (v,) C D(T) tal que v, — v € Xy e Tv, — w € Xy tem-se
veDT) eTv=uw.

Lema 1.19. Sejam X é um espago de Banach e S : X — X um operador linear
continuo com inverso continuo. Se B € £(X) satisfaz

|Bllex) < o=
S 15 e

entao S + B € um operador linear inversivel, com inversa continua.

Demonstracao. Temos que S + B é bijetivo. De fato, seja w € X |, defina P o
seguinte operador linear

P(z) = S (w) — S™'B(x).
Note que P é uma contracao, pois

|1P(x) — P(y)llx = [|—S'Blx)+S'Bly)lx
l|5_1||2(x)||3||2(xl||$ -yl x-

IN

=

onde « é uma constante de contragao, 0 < o < 1. Pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach, segue que existe um tnico z € X tal que P(z) = z, ou seja, existe
um tunico z € X de modo que

z=8"w)-S'B(z) & (S+B)(2)=w.
Logo, temos que S + B é um operador bijetivo e, consequentemente, inversivel.

Por outro lado, como S + B é um operador continuo, segue, pelo Teorema da
aplicagao aberta, que (S + B)™! existe e ¢ continuo.

O

Teorema 1.20. Seja A um operador linear fechado em um espaco de Hilbert H
tal que o operador resolvente (Aol — A)~! existe e é compacto para algum \g.
Entao o espectro a(A) = C\p(A) € constituido apenas de autovalores de A com
multiplicidade finita.

Demonstragao. Ver Kato T, [38], p. 187. ]

1.2 Espacos funcionais e espacos de Sobolev

Nesta secao vamos descrever as notagoes e defini¢oes de espacos funcionais
que serao usados ao longo deste trabalho; para mais detalhes consultar Brézis [5].
Nessas defini¢oes, 2 C R™ é um conjunto aberto.
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Definicao 1.21. Seja u : {2 — R continua. O suporte de u, que serd denotado
por supp(u), € definido como o fecho em 2 do conjunto {x € 2;u(x) # 0}.
Se supp(u) for um compacto do §2 entio dizemos que u possui suporte compacto.
Denotamos por Co(£2) ao espago vetorial das fungoes continuas em {2 com suporte
compacto.

Definig¢ao 1.22. Seja m inteiro nao-negativo ou m = oo. Por C™({2) denotamos
o espaco vetorial das fungoes com todas as deriwadas parciais de ordem menor ou

igual a m continuas em 2 . Além disso, C°(2) = C(02) e C°(2) = (N C™(2).

Definicao 1.23. O espago vetorial das fungoes ¢ : 2 — R que possuem todas as
derivadas até a ordem m continuas em {2 e que tém suporte compacto, sendo que
esse suporte depende de p, é denotado por CJ*(§2) (ou C$°(§2) se m = c0).

Definigao 1.24. Uma sucessao (p,),en de fungoes de C§°(§2) converge para zero
quando existe K C ) compacto tal que:
* suppp, C K, VveN;

x Dadon € N, para cada oo € N"

D%p, — 0 uniformemente em K,

onde D denota o operador derivacao de ordem « definido por

ol
0r{r0xs?...0xon’

com o = (a1, 09, ...,a) EN" e |a| = a1 + ag + ... + .

Definicao 1.25. O espago vetorial C§°(§2) com a nogdao de convergéncia definida
acima € representado por D(Q) e denominado espago das fungoes testes em €.

Proposigao 1.26. Sejam K um compacto nao vazio e F' um subconjunto fechado
de R™, tais que KNF = (. Entao existe € CP(R") tal quetp =1 em K, ¢ =0
em Fe0<y(x)<1,VreR"

Definig¢ao 1.27. Seja 1 < p < oo. Denotamos por LP({2) o espago de Banach das
(classes de) fungoes definidas em 2 com valores em R, tais que |ulP € integrdvel
no sentido de Lebesgque em {2 com norma

1
P
llul|Lr = (/ \u(x)]pdx) para 1 <p < oco.
Q

Para p = 0o, denotamos por L>({2) o espago de Banach das (classes de) fungoes
mensurdaves de u definidas sobre {2 que sao essecialmente limitadas com a norma
dada por

[|u||p = supess|u(z)| = inf {C € R; |u(z)| < C ¢.t.p. em 2}.

zes?
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Definicao 1.28. Seja 1 < p < oco. Diremos que f : 2 — R € localmente

integrdavel em LP((2), e denotaremos por f € L} (£2), se f for uma fungao

mensurdvel e para qualquer conjunto compacto K C §2 tivermos

[ 1s@ps <o,

Teorema 1.29 (Desigualdade de Holder). Sejam f; € LP(£2),f, €
1 1
LP2(82), -+ fu € LP(2), n € N, com p1,---,pp >1le—+-+— =1
h Pn
Entio fy-...- f, € L'(2) e

/Q|f1 ol Az < il o all

Demonstragao. Ver H. Brézis [5], p. 92. ]

No que segue, denotaremos por I um intervalo (a,b) de R, com —oo0 < a <
b < 0.

Teorema 1.30. Seja u € L, .(I) tal que

loc

/wpx dz =0, Ve e Cy(I).

I

Entao existe uma constante C' tal que u(x) = C' em quase todo ponto de I.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 205. ]

Definigao 1.31. Seja 1 < p < oo. O espago de Sobolev W'P(I) ¢ definido
como sendo o conjunto

b b
Whe(I) = {u € LP(I); Ju, € LP(I) com / wp, dr = —/ uzpda Yo € Cé(])}
O espago WP(I) é um espago de Banach com a norma

1
lullwre = (ullLe + lluallzs)?, 1 < p < oo,

[ullwice = lullzee + [lual| e

Quando p = 2, denotamos H'(I) = WY(I). O espago H'(I) é um espago de
Hilbert equipado com o produto interno

b
(u,v) g = (U, v) 2 + (Uy, Vy) g2 = / (uv + uzv,) de.

Teorema 1.32. Seja 1 < p < oo. Se uw € WHP(I) entio existe uma fungio
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u € C(I) tal que
u=u gqtp. em(0,L) e
y —_—
u(y) —u(x) = / ug(t)dt Vr,y el
Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 204. O

Proposigao 1.33. O espago WHP(I) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para
1<p<oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 203. ]

Definicao 1.34. Seja 1 < p < oco. Dado um inteiro m > 2 definimos, por
recorréncia, 0 espago

Wm™P(I) = {ue W (I); D'u e W™ 1P(I)},

com a notagdo D'u = u,, equipado com a norma

m
lallwms = [lullr + D 1Dl .

i=1
FE também definimos
H™(I) = W™*(I),

equipado com o produto escalar

m b m b
(u,v) gz = (u,v)r2 + Z(Diu, D)2 = / wodx + Z/ D'uD'v dz.
i=1 a i=1 7@

A seguir estao alguns resultados, dentre eles os de imersoes, que serao usados
nos demais capitulos.

Teorema 1.35. Existe uma constante positiva C' (que depende somente de
|I| < o0) tal que

lullzee < Cllullwre, — Yu€ WH(I), V1<p<oo.

Em outras palavras, WYP(I) < L>*(I) com a imersio continua para todo
I <p<oc.

Além disso, se I é um intervalo limitado entao

A imersiao WHP(I) — C(I) é compacta para todo 1 < p < oo.

A imersao WH(I) < L(I) ¢ compacta para todo 1 < q < oo.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 212. ]
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Corolario 1.36. Seja 1 < p < oo e suponha que I seja um intervalo ilimitado.
Se u e WHP(I) entao lim. u(z) = 0.

T €

|z|—o0
Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 214. O

Coroléario 1.37. Sejam u, v € WYP(I) com 1 < p < co. Entio
uv € WHP(I) e (Uv)y = Uz v + UV,

Ademais, vale a formula de integracao por partes
/ uzvdr = u(2)v(z) — u(y)v(y) — / wv,dr, Vo,y €l
y y

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 215. ]

Corolario 1.38. Seja G € C*(R) tal que G(0) = 0, e seja u € WHP(I) com
1 <p<oo. Entao

Goue WH(I) e (Gou)y=(Gyou)u,.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 215. ]

Definigao 1.39. Dado 1 < p < oo, denotamos por Wol’p(]) o fecho de CJ(I) em
WP(I), equipado com a norma de WP(I).

O espago HI(I) = Wy*(I) € equipado com o produto escalar de H'(I).
Teorema 1.40. Seja u € WHP(I). Entio u € WyP(I) se, somente se, u =0 em
ol.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 217. O]

Teorema 1.41 (Desigualdade de Poincaré¢). Suponhamos I wum intervalo
limitado.  Entao existe uma constante C, > 0, que depende apenas do
comprimento do intervalo I, tal que

ullwie < Cpllte]lre Yu € WyP(I).

Em outras palavras, em WyP(I), |Jug|zr € uma norma equivalente o norma de
WhP(T).

Demonstragao. Ver H. Brezis [5], p. 218. []

Param € Ne 1 < p < oo, W™P(Q) ¢é definido como o espago das fungoes
u € LP(Q) cujas derivadas distribucionais até a ordem m também estdo em LP(€2).
E bem conhecido, ver H. Brezis [5], que W™P(Q) é um espago de Banach com a

norma
1/p
T ( 3 I\Daullip(m) |

laj<m
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o - . 8‘11+"‘+0¢n
onde o = (ay, -+ ,0) € N" o] = a1 + -+ + ay, D*u = T

p = 2, usualmente denotamos W™P(QQ) por H™(f2) e este é um espago de Hilbert
com o correspondente produto interno.

u. Quando

Proposicao 1.42. Seja 2 um dominio limitado do RY com fronteira 012 de
classe Ct. Existe uma constante positiva C, dependendo apenas de ) e n, tal que

[ullr2(0) < C(HVU||L2(Q) + ‘ / u dx ), Vue H'(Q).
Q

Demonstragao. Ver Liu e Zheng [22], p. 11. O

1.3 Semigrupos de classe ()

Nesta secao vamos descrever as notagoes, defini¢oes e alguns teoremas sobre
semigrupos de classe Cy que serao usados ao longo do trabalho. Para mais detalhes
consultar Gomes [I3] ou Pazy [31].

Definicao 1.43 (Semigrupo). Seja X um espago de Banach e £(X) a dlgebra dos
operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma aplica¢ao S : Rt — £(X) €
um semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

I) S(0) =1, onde I € o operador identidade de £(X).
II) S(t+s)=S(t)S(s), Vt, s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se

1) lim || (S(t) — Dzfx =0, YzeX.
t—0t
Definicao 1.44 (Gerador Infinitesimal). Considere

D(A) = {r e X : }lin%S(h)_[

x existe}.

O operador linear A: D(A) C X — X definido por

Az = lim Mm, Vo € D(A)
h—0 h

€ dito gerador infinitesimal do semaigrupo S.
Proposigao 1.45. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A.

i) Sex € D(A), entao S(t)x € D(A) parat >0 e

d
&S(t)x = AS(t)xr = S(t)Ax.
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ii) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)x :/ AS(T)xdr :/ S(1)Azdr.
iii) Se x € D(A), entdo /t S(t)zdr € D(A) e

S(t)r —x = A/tS(T):ch.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 13. ]

Proposicao 1.46. (i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy €
um operador linear fechado e seu dominio € denso em X.

(1) Um operador liner A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador
infinitesimal de, no mdzximo, um semigrupo de classe Cy.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 15. ]
Definicao 1.47. Seja {S(t)}t>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador

infinitesimal. Assumindo A° = I, A = A e, supondo que A"' esteja definido,
constderemos

DAY ={zeX; ve€ DA ) eA" 'z € D(A)}.
Vamos definir A™ como
Az = A(A™ 'z), VYo € D(AY).

Proposigao 1.48. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador
infinitesimal.

i) D(A™) € um subespago denso de X e A™ é um operador linear de X .
ii) Se x € D(A™), entao S(t)x € D(A™), ¥Vt >0 e

%S(t)x =A"S(t)x = S(t) A"z, ¥n € N.

i) E valida a formula de Taylor: se v € D(A™), entdo

S
—

(t—a)
Kl

1
(n—1)!

S(t)x = A*S(a)x + /t(t — )"t AS(7)x dr

B
Il

0

iv) (S(t) — )"z = /Ot.--/ot S(ry - m) AN dry -+ dry Vo € D(A™).
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v) ﬂD(.A") ¢ denso em X.

Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [13], p. 20. ]

Proposicao 1.49. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um
operador linear fechado. Pondo, para cada x € D(AF),

k
|2l peary = D 14| x, (1.1)
§=0

o funcional ||-|| pcay € wma norma em D(A¥), munido da qual D(AF) é um espago
de Banach.
Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 22. ]

Definigao 1.50. A norma (L.1)) € dita norma do grdfico. O espaco de Banach
que se obtém munido D(AF) da norma (1.1]) serd representado por [D(AF)].

Proposigao 1.51. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo, {S(t)}+>0, de
classe Cy, entdo, Yz € D(A"), S(t)x € C"* ([0,00); [D(A")]), k=0,1,2,...,n.
Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [13], p. 23. ]

Teorema 1.52. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy com gerador
infinitesimal A. Se Re X\ > wy, onde

L I [S@) e
wo_g?of’

entao X € p(A), existe a integral

/ e MS(Hxdt Vr € X,
0

R\, A)x :/ e MS(Hrdt Vo e X.
0

Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [13], p. 30. ]

Teorema 1.53 (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido no
subespago vetorial D(A) C X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de
um semigrupo {S(t)}i>o de classe Cy tal que ||S(t)]|ex) < €', t > 0, € necessdrio
e suficiente que:

i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X.
it) Erista w tal que para cada real X > w se tenha A € p(A) e

1
R(A < —.
H ( 7“4)"3()() “\—w
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Demonstra¢ao. Ver Gomes A. M, [I3], 4.4 Teorema (Hille-Yosida) p. 32 e 4.5
Corolario p. 36. O

Definicao 1.54. Sejam X um espa¢o de Banach, X' o dual de X e (-,-) a
dualidade entre X e X'. Ponhamos, para cada x € X,

J(@)={2" 5 (z,2") = ||k = l2"[I%}-

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # 0, para todo x € X. Uma aplicagao
dualidade € uma aplicagao j: X — X' tal que j(x) € J(z), para todo x € X.

Defini¢ao 1.55. Diz - se que o operador A : D(A) C X — X ¢ dissipativo se,
para alguma aplicagao dualidade 7,

Re(Azx,j(x)) <0, Vx e D(A).
Proposicao 1.56. Se A: D(A) — X € dissipativo e \gI — A € sobrejetor para
algum Ao > 0, entao
(i) Xo € p(A) e A é fechado,
(i) (0,00) C p(A),
(111)) X — A € sobrejetor, para todo X > 0.

Demonstragao. Ver Gomes A. M, [13], p. 38. ]
Teorema 1.57 (Lummer-Phillips). Um operador linear A €é o gerador
infinitesimal de um semigrupo {S(t)}i=0 de classe Cy com ||S(t)|ex) < 1 se,
e somente se,

(1) o operador A é dissipativo;

(i1) o operador \oI — A é um operador sobrejetor, para algum Mg > 0;

(ii1) o operador A € densamente definido.
Demonstracao. Suponha inicialmente que o operador linear A seja gerador de
um semigrupo de classe Cp com ||S(t)||gx) < 1. Segue do Teorema que
o operador A é fechado, densamente definido e que o operador \gIl — A é um

sobrejetor para todo \g > 0. Além disso, para cada aplicacao dualidade, 7, tem-
se

Re (S(t)z,j(x)) < (S(t)z,j(2))| < IS@2lx]li(@)]x < 2]k
visto que, por hipotese, ||S(t)z||x < ||z|x, para todo x € X. Portanto,
Re (S(t)r — z,j(2)) = Re (S(t)z, j(x)) — [lz]x < 0;

e dividindo por t e passando ao limite com ¢t — 0%, pela continuidade da
dualidade, temos que

Re (Az, j(x)) <0 Vr € D(A)
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e, assim, A é dissipativo.

Reciprocamente, suponhamos que as afirmagcoes () — (i) sejam validas. Segue
da Proposigao que A ¢é fechado, (0,00) C p(.A) e segue da hipotese (i7i) que
D(A) é denso em X.

Dados z € D(A) e A > 0, como A ¢ dissipativo, entao de
(A = A)z, j(2)) = Al=[X — (A2, j(2))
vem
Mlzlli < Re((M — Az, j(2)) < KA = Az, j(@))] < [(A = A)zlx |z
Assim
lzllx = |(M — AN — A z|lx > MM —A) tz|x, Vo€ XeVA>0,

ou seja,

A1
(AL — A) "] x < 1’ YA S 0.
= x A

Pela desigualdade acima, temos

1
RN A)llgx) < Y 20
Pelo Teorema de Hille-Yosida, Teorema[[.53| para w = 0, temos que A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo {S(t)}:>o de classe Cy com ||.S(t)]|ex) < 1. ]

Corolario 1.58. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso
no espaco de Hilbert H tal que 0 € p(A). Entdo, A € o gerador infinitesimal de
um semigrupo S de classe Cy com ||S(t)| ey < 1.

Demonstra¢ao. Como, por hipotese 0 € p(.A), existe e é limitado o operador
AL, Recorrendo ao Teorema , temos que Al — A é invertivel sempre que
0 <A< HA_IHE(IH). Assim, segue do Teorema de Lummer-Phillips, Teorema
que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)}:>o sobre H com
1S (E)lle) < 1. O

Teorema 1.59. Seja H um espaco de Hilbert e o operador linear
A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj.
Considere o problema de Cauchy abstrato

dUu
% :AU(t) t >0, (1.2)

i) se Uy € D(A), entio o problema 1.9 tem uma tnica solu¢ao U(t) = S(t)Uy
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satisfazendo

U € C'([0,00); H) N C([0,00); [D(A)])

ii) se Uy € H, entdo o problema tem wma unica solugao U(t) = S(t)Uy
satisfazendo

U € C([0,00); H) N C*((0,00); H) N C((0,00); [D(A)])

iii) se Uy € D(A™), entao o problema (1.2) tem uma wnica solu¢io U(t) =
S(t)Uy satisfazendo

U e (C"7([0,00), D(A7))

Jj=0

Demonstracao. Ver Gomes A. M, [13], Pazy [31]. O

1.4 Espagos LP(0,T;X)

Seja X um espago de Banach separavel. Uma func¢ao u definida em (0, 7))
com valores em X ¢é mensuravel quando, para toda f € X', a funcdo numérica
t — (f,u(t))x«xx for mensuravel a Lebesgue em (0,7).

A funcao u : (0,7) — X ¢é integravel no sentido de Bochner em (0,T), se
u for mensurével e a fungao ¢t — ||u(t)||x for integravel a Lebesgue em (0, 7).
T

Neste caso, a integral de Bochner de u é o vetor de X denotado por / u(t)dt e

0
caracterizado por

T T
<f7/0 u@) dt>X/><X = A <f,U(t)>X/><X dt, Vfe X

Sejam 1 < p < oo e T > 0 nameros reais. Denotamos por LP(0,T; X) o espago
vetorial das ( classes ) fungoes u : (0,7") — X mensuraveis e tais que a aplicagao
t — ||u(t)|% € integravel a Lebesgue em (0,7"). Em LP(0,T; X) define-se a norma

T 7
lllors, = [ [ ok dt} ,
0

em relagao a qual LP(0,7; X) é um espago de Banach.

Observagao 1.60. Se p = 2 ¢ X ¢é um espago de Hilbert, entio L*(0,T;X) ¢
um espaco de Hilbert munido do produto interno

T
(U, V) 20.1,x) = / (u(t),v(t))xdt, Vu,v € L*(0,T;X).
0

Por L>(0,T;X) estaremos denotando o espago vetorial das (classes) fungoes
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mensurdveis u : (0,t) — X tais que

sup ess||u(t)||x < oo.
te(0,7)

Neste espaco, definimos a norma

[[wll Lo 0,7,x) = sup ess||u(t)||x.
te(0,T)

em relagao a qual L>=(0,T; X) € um espago de Banach.

Se 1 < p < 00, o dual topologico de LP(0,T; X) se identifica com o espago
LP(0,T;X"), onde — + — = 1. Demonstra-se também que se X for reflexivo

(respectivamente separavel) e 1 < p < oo (respectivamente 1 < p < 0o ) entao
LP(0,T;X) é reflexivo e (respectivamente separavel). Com esta identifica¢ao
temos

T
(f, u)LP'(O,T;X’)xLP(O,T;X) = /0 (f(t), u(t))xxx dt,

para todo f € LP(0,T; X') e para todo u € LP(0,T; X).

Temos também que o dual topologico de L' (0, T'; X) se identifica com o espago
L>(0,T; X).

1.5 Distribuicoes vetoriais

No que segue, iremos supor que o espaco de Banach X é sempre real, separavel
e reflexivo. Em muitas situacoes, X sera um espaco de Hilbert.

Seja u € LP(0,T; X) e consideremos a aplicagdo u : D(0,t) — X definida por

o) :/0 u(s)p(s)ds € X, Ve D0,T), (1.3)

onde a integral é entendida como a integral de Bochner em X. A igualdade
define uma aplicagao linear e continua de D(0,7") em X. Portanto, u pertence ao
espago das distribuigbes vetoriais definidas em D(0,7T") com valores em X, o qual
representa-se por D'(0,7; X). Além disso, demonstra-se (ver por exemplo, R.
Temam [37]) que a distribui¢do u é univocamente determinada por u, de modo
que podemos identificar u com u. Neste sentido, identifica-se LP(0,7; X) com
parte de D'(0,7; X), isto é, LP(0,T; X) C D'(0,T; X). Desta forma, sendo todo
elemento u de LP(0,7; X) uma distribui¢do, u possui derivada no sentido das
distribuigoes, isto &, existe u’ € D'(0,T; X) a qual é definida por

W 0) = —{u, ) = / u(s)¢/(s)ds, ¥ ¢ € D(0,T).
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Diz-se que uma sucessdo (up)neny de vetores de D'(0,7; X) converge para a
distribuigao w em D’(0,T; X) se (u,, p) — (u, p) para toda ¢ € D(0,T).

Sejam V' e H espacgos de Hilbert reais. Suponhamos que V' é denso em H e
que a injecao V em H é continua. Escrevemos V — H para indicar tal situacao.
Identificando-se H com seu dual topologico H' segue que

Ve H=H —V.
A seguir enunciaremos resultados cujas demonstracoes podem ser encontradas
em [37].

Proposigao 1.61. Seu ev € L*(0,T;V) eu', v € L*(0,T;V) entio a aplicagdo
t = (u(t),v(t))y € absolutamente continua em [0,T] e vale a sequinte igualdade

 ult),vlt)) g = {0 0,00y + ), (e

onde a derivada no primeiro membro da igualdade é a derivada no sentido das
distribuigoes sobre (0,T) das fungoes (u(t),v(t)) -
Demonstragao. Ver Teman, [37], p. 261. ]

Corolario 1.62. Se v € L*(0,T;V), u, v' € L*0,T,H) e v € L*(0,T,V"),
entao

Demonstragao. Ver Teman, [37], p. 261. O

Corolario 1.63. Se v € L*(0,T;V) e u' € L*(0,T;V"), entio u é, apds uma
modificagao eventual em um conjunto de medida nula, continua de [0,T] em H,
isto é, uw € C([0,T],H). Além disso, temos a sequinte igualdade no sentido das
distribuicoes escalares sobre (0,T)

d 2 /
el = 20'(@), u(t))vrxv

Demonstra¢ao. Ver Teman, [37], p. 261. ]

1.6 Estabilidade

Definicao 1.64. Um semigrupo {S(t) }+>o € dito exponencialmente estdvel se
existirem constantes o« >0 e M > 1 tais que

1S®) ||y < Me™, vt > 0.
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O préximo teorema, devido a Priiss, caracteriza a estabilidade exponencial de
um semigrupo {S(t)}s>0, tal que ||S(t)|lgx) < 1.

Teorema 1.65. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy num espago de Hilbert
H satisfazendo ||S(t)||ey < 1 e A o gerador infinitesimal de S. Entao S(t) é
exponencialmente estdvel se, somente se,

iR={iB ; peR}Co(A)

e
limsup ||(iB] — A) ™| e) < 0.
|B|—o0
Demonstragao. Ver Priiss [32]. O

Definicao 1.66. Um semigrupo {S(t)}i>0 sobre um espago de Hilbert H é dito
polinomialmente estdvel se existirem constantes C' >0 e v > 0 tais que

C
[S(#)ullr < p lullpay, Vue D(A).

O proximo teorema, devido a A. Borichev e Y. Tomilov, caracteriza a
estabilidade polinomial de semigrupos C limitados sobre espagos de Hilbert.

Teorema 1.67. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy, com gerador
infinitesimal A, sobre um espago de Hilbert H tal que iR C o(A). Entao para
a > 0 fixado, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) |GA = A) e = O (A%, A = oo

(1) [SWA e = O (£77), t— oo

Demonstra¢ao. Ver Borichev, A., Tomilov, Y. [3]. ]



Capitulo 2

O sistema de Timoshenko
termoelastico homogéneo.

2.1 Introducao

A proposta neste capitulo é estudar sobre a estabilidade do sistema de
Timoshenko termoelastico homogéneo, o qual ¢ dado pelo seguinte sistema de
equagoes diferenciais parciais

P1Pt — k(@x + 77/})38 + O-Qac - 07 (21)
P?ﬁt - ’)/me + U(SOI + w)t = 07 (23)

para x € (0,L) e t € (0,00), sujeito as seguintes condigoes iniciais

gp(x, O) = QPO(:E% 77/)(1‘, O) = 77/)0(1'), 9(1’,0) = Qo(ﬁ) Vr € (O7L)7

(2.4)
th(xv()) = Qpl(x)’ ¢t(x70> = ¢1(x) Vo € (Ov L)

Ao longo do capitulo estudaremos o sistema ([2.1)-(2.4]) associado a cada uma das
seguintes condicoes de fronteira

i) Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet
2(0.8) = @(L.t) = $(0,1) = (L t) = 6(0,8) = 6(Lyt) =0, t 20 (2.5)
ii) Dirichlet-Neumann-Neumann

@(0725) = @(Lvt) = ¢w(07t) = ¢$(Lvt> = Hx(07t> = ‘gx(L?t) =0,1t=>0.
(2.6)

Para encontrarmos a energia do sistema, procedemos formalmente.

24
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Multiplicando a equagao (2.1 por ¢y, integrando por partes de 0 a L e usando
as condigbes de fronteira (2.5 ou (2.6]) , encontramos

1d [F L L
ST o1l ?de = —k/ (P2 + )1 pdr + 0/ Oy pde. (2.7)
0 0 0

Multiplicando a equagao (2.2]) por v, integrando por partes de 0 a L e usando
as condigdes de fronteira (2.5 ou ({2.6]), obtemos

1d [* ) o L L
24t ), [p2|0e|” + bJ¢)s ]dx——k/o (sox-l—w)@/ztdx—l—a/o Oz, (2.8)

Por fim, multiplicando a equagao ([2.3) por 6, integrando por partes de 0 a L e
usando as condigoes de fronteira (2.5 ou ([2.6)), segue que
1d (*
2dt ),

Somando as equagoes (2.7 , (2.8) e (2.9) obtemos

L L
ps|6|%dx + 'y/ 10,%dx = —O’/ (pe + ) 0dx. (2.9)
0 0

Ld
2d

L
+’y/ |0, |*dx
14 0
=0.

L
[/ piled® 4 palibe]? + psl + blibe|? + ks + ¢ dx
0

Assim, definimos a energia associada ao sistema como sendo

1 L
B = 5 [ ol pli 4 pulo o Kl +0Pde (210

€ segue que

d

L
—E(t) = — 0,*dz < 0.
FE0) == [ o <

Desta forma, a energia do sistema é decrescente.

Nosso objetivo neste trabalho é obter quais as condi¢oes necessérias e
suficientes para que se tenha tlim E(t) = 0 uniformente em rela¢do aos dados
—00

iniciais. Antes, porém, vamos mostrar que o sistema de Timoshenko é bem posto.
Para isto, usaremos a teoria de Cp-semigrupos de operadores lineares.

2.2 Existéncia e unicidade de solucao

Nosso primeiro objetivo é escrever o sistema de equacgoes diferenciais parciais

(2.1) - (2.4) com condigoes de fronteira (2.5) ou (2.6) como um problema de

Cauchy abstrato. Motivados a isso, introduzimos os seguintes espagos
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Hy = H(0,L) x L*(0, L) x H3(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L), (2.11)

Ho = Hy(0,L) x L*(0,L) x H}(0, L) x L*(0,L) x L(0, L), (2.12)
onde
L
L2(0,L) = {u € LQ(O,L);/ udr = o} e H(0,L)=H'0,L)N L0, L),
0
equipado com o produto interno
L [ [ —
(Uy, U2>Hj 3:/ [01D1D2 + pa U1 Wy + D)y 4 1)a, do
0

L
+ / k(01,0 + 1) (P20 + U2) + p3b:10,] dz (2.13)
0

sendo Ul = (801,(I)1a¢17\1’1791),U2 = <9027(D27¢27\112702) € %]7] = 1727 € com a
norma induzida

L
U1, = / (o1 @[ + o T* + bloul* + Klipw + P1* + psl6)*])da. (2.14)
0

Observamos que no espago L2(0, L) é valida a desigualdade de Poincaré e que,
portanto, (2.14]) é equivalente a norma usual de H;, conforme é mostrado na
seguinte proposicao.

Proposicao 2.1. A norma ||U||y; € equivalente a norma
U« := llellee + [1@llz2 + ¢ellz2 + [[W] 22 + 6] 22

Além disso, H; € um espago de Hilbert.

Demonstragao. Decorre das desigualdades (|1.11)) e (|1.41])(Poincaré) que

1UN5, < pull@lZe + p2ll Wl + psllOlZ: + k(ll@allze + [[¥]]22)* + blleball7:
pill@lZz + p2ll Il + psllOlZ: + 4k(lleallZz + 1 11Z2) + bllve Iz
pill@lL: + pallCIT: + psllO7: + 4k(lealllz + CollvellZe) + bllall7:

Colllallze + I1RIZ> + I¥allz> + 1272 + 101172,

IAIA A IA

onde Cy = max{pl,pg,pg,élkC’f, + b,4k}. Extraindo a raiz quadrada na
desigualdade acima e usando a propriedade

Va+b<+va+Vb, Va, b>0,
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obtemos
U, < CU, (2.15)

onde C' = (max{p1, p2, p3, 4kC§ + b, 4k})%. Por outro lado, desde que

lpalle < [[(pa +¢) = ¥l
< e +9lle2 + 1922
< lew + Dl + Cplltall 2,
temos
101+ < ®@llze + 1|2z + 16022 + llpz + P2 + (Cp + Dl[thllz2
< (G DIl ze + 1Wllzz + 110l z2 + lpw + Dllz2 + |9zl 2)
Ulln, Ullu, Ul Ulln, Ul
< (e (Lo, W0 W00, W01, 0D
ver o Ve Vs Vk Vb
< Gil[U]lx,
_ 1 1 1 1 1
ondeC’l—5(C’p—|—1)<ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+%>_ O

Agora, reescrevemos o problema ([2.1))-([2.4)) com as condigoes de fronteira (2.5))
ou ([2.6) como o problema de Cauchy abstrato

Tt = 4@ t>0

dt (2.16)
U(O) =U = (900, ©1, %0, Y1, 90)T,

onde A; : D(A;) C H; — H; ¢ o operador linear nao-limitado definido por
d
k o
(Yo +¥)s — —b,

E P1

AU =
b k o
P2 ~ P2 o P2
—Opp — — (P, + V)
P3 P3

para qualquer U = (¢, ®,v, ¥, 0)" € D(A;), cujo dominio ¢ dado por

D(A) = (H*N Hy) x Hy x (H*N Hy) x Hy x (H* N Hy),

D(Az) = (H* N Hy) x Hy x [HI N H.] x H; x (H; 0 L),
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onde H? := {¢p € H*(0, L) / v, € H}(0,L)}.

E importante observar que o indice j = 1 representa o problema de Cauchy
abstrato com as condigoes de fronteira (2.5 enquanto j = 2 representa para as
condigoes de fronteira ({2.6]).

Antes de prosseguirmos, é importante ressaltar que omitiremos o indice j de
A; e H;, os quais serao representados por A e H, respectivamente.

Proposicao 2.2. O operador A ¢é dissipativo, ou seja, se U € D(A) entao

Re (AU, U)y < 0.

Demonstrag¢ao. Considere U = (p, ®,1, ¥, 0) € D(A). Entao, pela a definigao
do produto interno em H e do operador A, obtemos

d v
k o
o (¢e + ) o d
(AUU )3 = v v
b k o
P2 ~ P2 o P2
P3 ,03( ) 0

=1/ M<¢z+u»x—oﬂdédx+i/‘wwmf—k@%—k¢>+oﬂn@dx
0 0

L L
bW 1), d (D, + ) (p, d 0, — (D, + U)]0d
+A ¢$*A (-%Xw+wx+lh o(®, + 0)[fdz

L L
= k(pa +0)®| — / k(pe + ) ( Py + U)dx — ol + / 00[®, + Udx
0 0 0 0

o L o L o L
+ by, V| — / b,V dx + / bV, dr + / k(P + V) (o, + ¢)dx
0 0 0 0
+70.0) — / V|6, *dx — / o(®, + ¥)fdz.
0 0 0

Devido as condigbes de fronteira ([2.5]) ou ([2.6]) segue que

(AU, U)y = (/0 k(soz+z/1)(<1>x+\lf)drc> - (/O k(sox+¢)<<1>x+\ll)dw)

L L L
+/ o0[®, + V]dx + </ J@[@x—l—‘ll]dI) —/ 710, *dz,
0 0 0
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ou seja,

(AU, U)y = (—2i)1m</0L k(oz + ) (e + \I/)dx) + (2¢)Im < /OL 0D, + \I/]dx>

L
—/ v|0,|*dx.
0

Tomando a parte real da igualdade acima obtemos

L
Re(AU,U)y = —/ Y0, *dx < 0. (2.17)
0

]

Nosso principal objetivo nesta secao é mostrar que o operador A definido
acima gera um semigrupo de contragao de classe Cy sobre o espago de Hilbert H.

Vamos provar a existéncia e unicidade de solucao para o sistema Timoshenko
com condig¢oes de fronteira Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet. No caso das condigoes
de fronteira Dirichlet-Neumann-Neumann, a prova segue de modo analogo.

Primeiramente, mostraremos que 0 € p(A), ou seja, A é bijetivoe A™! € L(H)
e usando o Lema [1.19 concluimos o resultado.

Sejam F' = (f1, fa, f3, fa, f5) € Hi. Vamos mostrar que existe U =
(p,®,9,V,0) tal que AU = F. A equagao resolvente AU = F em termos de
suas componentes é equivalente ao seguinte sistema de equagoes diferenciais

® = fi em H;(0,L), ( )

k(pe +1)e — 06y = p1fa em L*(0, L), (2.19)

U = f3 em H}(0,L), (2.20)

0w — k(s + ) +00 = pafs em L*(0, L), (2.21)
V0o — (P +U) = psfs em L?(0,L). (2.22)

Desta forma, segue pelas equagoes (2.18) e (2.20) que podemos considerar
¢ = f,¥ = f3, ou seja, P, ¥ € H]}. Substituindo estas igualdades na equagao

(12.22) resulta

9"[!3? f7
0(0) = 0(L) = 0,
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~ 1
onde f 1= ——[p3fs + o(fi.+ f3)] € L*(0, L), pois fi1, fs € H}. Ja sabemos que o
Y

problema de contorno acima possui uma tnica solugao § € H> N H} (ver Brezis
[5]). Devido as equagoes (2.19)) e (2.21]) encontramos o seguinte sistema

{ k(e + V) = fo (2.23)
0 + k(i + ) = fa (2.24)
onde f, = —(p1fa + 00,) € L*0,L) e fi = —pofs+ 00 € L?(0,L), pois

6 € HX(0,L).

Multiplicando (2.23)) por @5 € H} e (2.24)) por 1, € H}, integrando por partes
de 0 & L e, em seguida, somando os resultados obtidos, obtemos

L L L o
k/o (pz + ) (P22 +12) do + b/o Vo dv = /O 2Pz + fa)s dux.

Isso nos motiva a definir a seguinte forma sesquilinear a em W := Hj x H} e o
seguinte funcional anti-linear 7" sobre W:

a : WxW —C
L
(w1, w2) +—  a(wr,ws) Z/ k(12 + U1) (020 + 2) + by g1hs pde,
0

T : W —C
L
v — T(ws) = / 7573 + itbade
0

onde wy; = (@1,1/11) € Wy = (902>¢2)-

Nao ¢ dificil verificar que a define um produto interno no espaco de Hilbert
W. Dessa forma, podemos definir a norma em »V induzida pelo produto interno

Hlw: W —R 1
w o Jfelby = [a(w,w)E

Lema 2.3. A forma sesquilinear a : YW x W — C € continua e coerciva, isto €,
existem constantes C7 > 0 e Cy > 0 tais que

(1) a(wi,wi) > Chllwrllfy

(41) |a (w1, w2) | < Callwr [lwllwallw,

para quaisquer wy = (p1, 1), w2 = (@1,12) € W,
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Demonstracao. (i) Se wy = (¢1,1¢1) € W, entao

L L
la(wr, w1)] = / Klne + 12z + / b o|2d
0 0

> 1w [}y
(ii) Sejam w,ws € W, segue da desigualdade de Holder

|la(wr, wa)| = (2.25)

L
/ k(g1 + 1) (P20 + o) + by ptho odx
0

< (V@ + ]2 (V@20 + ol l12]]) + (VB[] (VB[22

Agora, note que

D=

L
V|0 + ¥5ll2 = (k‘/ ) +¢j|2d$> < sl
0
Vollejellze < llwsllw,
para j = 1,2. Dessa forma, a desigualdade (2.25) tem a seguinte estimativa

|a(wr, wo)| < [lwr|lwllws|lw + [lwr|wllws|lw

< 2[|wr [[wl|wa]|w-
]

Lema 2.4. O funcional linear anti-linear T : W — C € continuo, isto ¢, existe
uma constante C' > 0 tal que

T (W) < Cllwlw.

Demonstracao. Devido as desigualdades de Holder e Poincaré, temos
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T (w)| < |[fallzzllellc2 + [ fall21[]] 22

Smaw{||f2||L2,||f4llL2 ||90||L2+||¢||L2)
S?TLM{IIfQIIm||f4||L2 Cpllwx+¢—¢llL2+ll¢llL2>

Smax{||ﬁnm,uﬁ|m Cp||90x+¢||L2+(Cp+1)0p||%|\L2>

Sm@x{HﬁHL%HﬁHB} Cp||90x+¢||L2+(Cp+1)||¢||L2>

- - c,+1C
gmaa:{||f2np,\|f4um Gt]) )

Cp »
—L|wllw + | |w
Tl + 2T by
< Ol

max{||follze, [1fallo2}Cy |, max{l| fllie, 1Fallze}(Cy + DCy

N /b -

onde C' =

Portanto, segue pelo Teorema de Lax-Milgran, Teorema que existe um
tnico vetor (¢, 1)) € Hy x Hy de modo

L L L _ o
k/o (2 + ) (P2 + o) dz + b/o oty ol = /O fon + fabadz,  (2.26)

para quaiquer (g, 1y € H}. Em particular, para (p9,0) € C5° x C5° C W temos

L L
| oa+ e = - [ (R Veme oy
0 0
Resulta da defini¢ao de espaco de Sobolev que

k(‘px + ¢) eH' € [k(QOI + 1/})]z = kj(@‘)x + ¢>z = _]?27

ou seja, ¢, € H' e, portanto, p € H> N Hj. Consideramos, em particular,
(0,79) € C§° x C§° C W em (2.26)) e concluimos pela defini¢ao de espago Sobolev
que

b, € H' e [Dbale = bay = k(00 + 1) — 1,

ou seja, ¢ € H>N H}. Portanto, segue que A é bijetivo e nos resta mostrar que
A~1 ¢ limitado. Para isso, enunciaremos o seguinte o lema.
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Lema 2.5. Com as notagoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

10211 < ClNU 3l 1F |- (2.27)

Demonstracao. Da equacao AU = F' temos
(AU, U)y = (F,U)y, = Re(AU,U)y = Re(U, F)y. (2.28)

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e (2.17) em ([2.28]) resulta que

1

1011 < CllUNl Ul com €' = S

]

A desigualdade (2.27)) do Lema 2.5 nos forma uma estimativa para uma parcela
da norma ||U||3,. Nosso objetivo é encontrar as estimativas das outras parcelas.
Das equagoes ([2.18]) e (2.20) e das desigualdades de Poincaré e Young temos

P @[)72 + p2|| 172 = pullfull32 + o2l fsl]3e

< 13| frell3z + 2|l f3]]72

2
< pC% (Hfl,:r: + f3— f3||L2) + pal| f3]172

< 0Ch|fra + f3l172 + (01CF + p2C3)|| f3ll32

< Col|FI13, 229
2.29

onde Cy = 2(p;C% + paC%).
Agora, multiplique (2.19) e (2.21) por —@, —¢ € H? N H{, respectivamente,

e, em seguida, integre por partes de 0 a L e some os resultado obtidos. Dessa
forma, obtemos

L L L L
/ Klow + l2de + / blusal2de = 1 / fapdz + pa / Jibde
0 0 0 0
L J—
—l—a/ 0o + Y]dx.
0

Dai, segue do Lema ([2.5) e das desigualdades de Holder, Poincaré e Young que
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L L
k / 00 + VP dat b / i P
0 0

< piCpl| fallr2lles + ¥ — Pllr2 + p2Cp|| fall 22| [¥0a]] 12
+ 0Cp||0:]|L2[l¢x + Y| L2
< p1Cp|| fallzzllpa + Il + p1CB|| fal 2] 102 ]| 2
+ p2Cp|| fall 2l el 22 + cel 102172 + €llor + ]2
< p1Crl|Ua | Fl e + o1 O3, Ul [ F |
+ p2Cpl|Ual [Fl I3 + ccONU |l | F I3 + €l 0w + 901172

< GOl |F I3 + €l + ][ (2.30)

onde C; = 4max{p,Cp, p1C%, p2Cp, c.C}, ou seja,

L L
(k-0 / 00 + $2dz + b / o Pdz < Ul I e
0 0

Tomando € > 0 suficientemente pequeno na desigualdade acima resulta que

L L
k / 0o + 0Pz + b / Pz < CulU el Fl e (2.31)
0 0

Segue de (2.27)), (2.29)) , (2.31)) e da desigualdade de Young que

10113 < CHUIl[F Il + CllU el e + Col F 113,
< [2(C + COINU sl 1 Fl I3 + Col 1 F 5
< el|U[5; + lee + Coll| F I3,

Dessa maneira, considerando C' = /¢, + Cy e tomando ¢ > 0 suficientemente
pequeno obtemos
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Ul < ClIF |l = A7 Flla < [1F 0. (2.32)

Portanto, o operador A~! ¢ limitado e, consequentemente, 0 € p(A).

Proposigao 2.6. Eziste A > 0 tal que A € p(A), isto é, existe X positivo tal que
(M — A) é inversivel com (AN — A)~t € L(H).

Demonstragao. Considere A = 1/(2|[ A7) e note que

M—A=ANAT = 1).

Se S == —I e B := M!, claramente S é continua com inversa continua e
B € L(H), pois 0 € p(A), com

1 1

1Bl = 5 < o = 1.
P02 S 1Sl

Logo, segue pelo Lema que (AA"! —TI)7! existe e é limitado. Temos também
que A~! existe e ¢ limitado, pois 0 € p(A). Assim,

MN-A =A=' A!

existe e é limitado, pois é composicao de operadores lineares limitados.

Lema 2.7. O operador A é densamente definido , isto €, D(A) = H.

_ —_—

Demonstragao. Seja U € D(A) , ou seja, (U, V) = 0, para todo V € D(A).
Em particular, temos

(U, V) =0, ¥V € D(A).

Pela Proposigao existe A > 0 tal que Im(Al — A) = H. Portanto, existe
Vo € D(A) de modo que U = AV — AVp. Assim,

<U7 ‘/0>H = <)\‘/07 ‘/0>H - <A%7 ‘/0>’H = 07

ou seja,

AMVo, Vo) = Re(AV, Vo)n < 0.
Portanto, V;, = 0 e, consequentemente, U = 0, ou seja, D(.A)L = {0}. Segue pelo
Teorema [1.15 que D(A) = H. O

Proposigao 2.8. Com as notagoes acima o operador A € o gerador infinitesimal
de um semigrupo {Sa(t) }+>0 de contragoes de classe Cy.
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Demonstra¢ao. Consequéncia imediata do Teorema [1.57( Lummer-Phillips). [

2.2.1 Regularidade da solugao do problema de Cauchy

Proposicao 2.9. Com as notacoes anteriores,

(i) se Uy € D(A), entdo o problema tem wma nica Ssolucdo
U(t) = Sa(t)Uy satisfazendo

U € C'([0,00); H) N C([0,00); [D(A))).

(it) se Uy € H, entio o problema[2.16 tem uma tnica solugao U(t) = Sa(t)Up

satisfazendo

U € C([0,00); H) N C*((0,00); H) N C((0, 00); [D(A)]).

Demonstracao. Decorre do Teorema [1.59

2.3 Lemas técnicos

Antes de prosseguirmos, chamamos a aten¢do para as diversas constantes
positivas que aparecem no texto, representadas pela letra C'. Na maioria das
vezes, a constante C' tem diferentes valores mudando de uma linha para outra
linha.

Nosso principal objetivo nesta secao é obter as estimativas das parcelas de
|U|I3,, que serdo de suma importancia para o estudo da estabilidade da solugao
do sistema Timoshenko termoeléstico.

Dados F' = (f17f27f37f47f5) EHelE R? Seja U= (907(1)71/}7\1178> S D(A)
solu¢do da equagao resolvente (iA\l — A)U = F, a qual em termos de suas
componentes pode ser escrita como o sistema de equacoes

iXp—® = fi em Hj, (2.33)

iAp1® — k(py + ), + 00, = p1fs em L (2.34)

iXp — U = f3 em HjouH}, (2.35)

iAWV — bty + k(pr + 1) — 08 = pafs em L? ou L2, (2.36)
iNp30 — Y0z0 + 0(Dy + ) = pgfs em L*ou L2, (2.37)

Proposicao 2.10. Com as notagoes acima, o operador A~1 é compacto.
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Demonstracao. Faremos a demonstragao para as condigoes de fronteira (12.5)),
para o outro caso a prova decorre de modo anéloga. Seja (Fj)jen € H uma
sequéncia limitada. Como 0 € p(.A) temos

Ujll < C||F[ln (2.38)
onde Fj = (fi, 3, £, f1, f)T e U; = (¢, ®9, 47, W, 69)T sdo tais que AU; = F.

Como (F})jen € H é uma sequéncia limitada, segue da desigualdade
que (U;) jen também é uma sequéncia limitada. Portanto, decorre da defini¢ao da
norma em H que as sequéncias {¢’};,{¢7}; sdo limitadas em Hg, {®’};, {P7};
e {67}, sdo limitadas em L?. Por outro lado, decorre da equacdo (2.17), da
desigualdade de Cauchy-Scharwz e do Lema que

| Re(AU;, Uj)ul = 1021172 < CorllFilll|Ujll < €, Vi €N,

para alguma constante C' > 0. Desta forma, segue da desigualdade de Poincaré
que '
HGJHH(% <C VjeN.

Como H} — L? é uma imersao compacta, existe uma subsequéncia de {#’}; ,
denotada da mesma maneira, e § € H} tais que

16 —0||;2 — 0 quando j — oo.

A equacao resolvente AU; = F; em termos de suas componentes descrita pelas

equagoes (2.33)-(2.37) nos permite obter, a partir das imersdes compactas, uma
subsequéncia e um vetor Uy = (¢, ®, ¢, ¥,0)7 € D(A) que satisfaz a seguinte

condicao ‘
[|lU” — Uplly = 0 quando j — oo,

o que nos permite concluir que o operador A~! é compacto.

Como as sequéncias {l};, {¢7}; {67}, e {fi}; sdo limitadas em L?, da
equacao obtemos que {¢? }; é limitada em L? e, da defini¢do de norma
em H? N H}, temos que {¢7}; é limitada em H?. Devido a imersdao compacta
de H*> — H', existe uma subsequéncia de (¢7), denotada da mesma maneira, e
Y € Hj tal que

|27 — ¢||g2 — 0 quando j — oo.

De modo analogo, usando (2.34)) concluimos que {¢’}; é limitada em H? N H.
Portanto, concluimos a menos de subsequéncia que

||’ — @llgy — 0 quando j — oo.

Das equagoes (2.33) e (2.35), obtemos que {®7}; e {¥7}; sao limitadas em H;
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e, portanto, a menos de subsquéncia temos

|®) — ®||z2 — 0 quando j — oo.

|¥/ — U2 — 0 quando j — oo.
Assim,
|U; — Uplly = 0 quando j — oo,

onde Uy = (¢, ®,9, ¥, 0)T € H. Logo, o operador A~! é compacto. a

Lema 2.11. O eizo imagindrio estda contido no resolvente do operador A, ou
seja, {ix; A € R} C p(A).

Demonstracao. Note que A é fechado, pois é o gerador infinitesimal de um
semigrupo {S(t) }+>0 de contragdes de classe Cj e, pela Proposicao temos
que A~! & compacto. Segue do Teorema que o(A) = 0,(A), ou seja, g(A)
¢ constituido apenas de autovalores de A. Suponha, por absurdo, que existe
0# X € R tal que i\ € 0(A), isto é, existe U # 0 tal (iA] — A)U = 0. Segue que

0= (A — AU, U)y = iNU,U)y — (AU, U) 4.
Tomando a parte real na igualdade acima obtemos

L
Re(AU, Uy, = 7/ 10,2dz — 0.
0

Da igualdade acima obtemos # = 0. Da equagao (2.37), temos &, + ¥ = 0.
De (2.33), (2.35) segue que

Substituindo o resultado acima em (2.34)) obtemos ® = 0 e, prosseguindo dessa
maneira, obtemos U = 0. Essa contradigdo nos mostra que {i\;A € R} C

p(A). O

Vamos introduzir as seguintes notagoes:

I, = 2(L)]* + [2(0)]* + la(L) + Y (L) + la(0) + 1 (0)]%, (2.39)

Ly = [U(L)* + [ (0)]” + [ (L) + [1(0)[*. (2.40)
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Lema 2.12. Com as notacoes acima existe uma constante C' > 0 tal que
L

() 1< [ (9P +1s + 6 P)ds+ ClI 1210l + CIIU ol
0

L
W)%SC/WW+Wﬁ+WﬁWWW+ﬂWMWW+
0

Demonstragao. (i) Multiplicando a equagao ([2.34]) por (x — %)[%H—i/}] e, em
seguida, integrando de 0 a L, segue que

iAp1 /0 P (l‘ - g) [pe + ¢]dz — k/o [¢e + Vo (1’ - g) [pe + Y]dx

s

VvV vV
=1 =1

L L - L L -
+ 0/ (x - 5) 0.0z + Y]dx = py / fo (:p - 5) [or + ]dx. (2.41)
0 0
Substituindo as equagoes (2.33)) e (2.35)) em I;, obtemos
g L g L\ —
Re[lz—lee/ o Y [flz—i—fg]da:—lee/ z—5 dWdx
0 0
L L _
— pl/ r — — | Re[®D,]dx.
0 2

1d —
Notando que ——[|<I>| | = Re[®d,] e efetuando uma integracdo por partes

obtemos

L L L L\ —
R€]1=—p1Re/ P r-g [fu—f-fg]dx—lee/ T3 OV dx
0 0

L
P1 L p [t
2 el + 2 e
ZG 2'H+2A||$

L L L L\, —
:—lee/ P Y [flx—l—fg]d:c—lee/ z—3 dWdx
0 0

p1L 2
- P (@ (n)P + |2(0) / B[d. (2.42)

Através de integragao por partes, obtemos a seguinte estimativa para o termo I5:
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—k [F L\ d
I = — -~ — 2
Re [, 2 /. <£L‘ 2>dx[]gox+w\ |dx

=~ pal) 4 (DI + loul0) + O + 5 [ lpat e (243

Substituindo (2.42)) e (2.43) na parte real de (2.41]) resulta que

2L (0L + 10(0)7) + M (L) + 0L + [2s(0) + (O

L Lk L L L —
:%/0 \¢I2dx+§/0 [z + ¥Pdz — py Re/0 (m—§>¢>¢'dw
L L
—p1 Re/ cI><x—§> [fl,x+f3]dx+0/ (x_§>9x[%:+¢]dw
0 0
L L o
—Pl/o <5U—§>f2[90x+¢]d33-

Tendo em mente a definicdo de I, dada em (2.39), que |z — L/2| < L/2, para
x € (0, L), e usando o Lema 2.5 e a desigualdade de Young, obtemos

L
Iy SC/ (21 + s + ¢*]dz + C| @[] 2] P[22 + ClIU 2] | F ],
0

para uma constante positiva C'.

(ii) Multiplicando a equacdo (2.36) por (z — £)¥, e, em seguida, integrando de
0 a L, obtemos

L L o L L o
i)\pQ/ (az — §>\Ilwxd:c —b/ T — 3 Vyzredx
0 0

-~ -~

=13 =1y

L L
+ k/o (:p - g) (s + V) dx — 0/0 (:c — g) O, dx (2.44)
L
= PQ/O (95 - g) fahzda.
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Substituindo a equacao (2.35) na parte real de I3, temos

L L o L L _
Rel; = p2/ x — — | Re[VW,]dx — po Re/ x— — |Uf3,dx
0 2 0 2 ’
L L\ d L L\ ——
= —% i <a:—§ %H\I/P]da:—pgRe/O -3 U f3 pdx

L L
= EX(u@)P + 1P + £ [0l
0

L L _
— po Re/O z-3 U fs ,dx. (2.45)

Através de integragao por partes, obtemos a seguinte estimativa para o termo
]43

L
Rely = =2 (0 DF +10OP) +3 [ Pde (240

Apos substituir (2.45)) e (2.46|) na parte real de (2.44)) chegamos a

2L w(n)P + 18 0)P) + (L + o))

b L p2 L L L -
= —/ |¢x|2dx+—/ |\I/|2dx—p2Re/ r—— |Vfs,de
2.Jo 2 Jo 0 2
L L . L L o
+kRe/ r— = [90m+¢}wmdx—aRe/ r— — |O,dr
0 2 0 2
L L .
) Re/ T — 9 Jabpde.
0

Tendo em mente a defini¢do de I, dada em ([2.40) e usando as desigualdades

de Poincaré e Young e o Lema 2.5, obtemos

L
I, < c/ JUP + [l + s + ¢de + CIIU el | F e
0
]

Lema 2.13. Com as notagoes acima, dado € > 0 existe uma constante positiva
ce tal que

(1) com as condigoes de fronteira (2.6) temos

L

€

[ 1P+ b+ 0] < IR + AP
0
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(1i) com as condicoes de fronteira (2.5) temos

L
€
0B o+ Pl < DB, + e APIIFI,
0

desde que |\| seja suficientemente grande. De modo geral, temos

L
/[@F+wf+wﬂsdmewuﬂ@-
0

Demonstracao. Segue pelas equagoes (2.33]) e (2.35) que

e substituindo a igualdade acima na equagao ([2.37)) obtemos

iANp30 — VOpa + TiN(00 + V) = p3fs + o[fre + f3]- (2.47)

Multiplicando a equagao (2.47)) por ¢, + e integrando por partes de 0 a L
obtemos

L L L
MO’/ |z + Y :7/ sz[sowriﬁ]daf—ikps/ 0lp. + ]dx
0 0 0

L L
+ p3 /0 fs0e +1ldx + a/o [f1e + f3llpe +)dz

L L
= ’7'995[%095 + ¢] - ’7/ 99@[903@ + ¢]J»‘dm
0 0
L —
—iAp3 / Ol + Y]dx + R, (2.48)
0
onde . .
R=ps [ Bloetildato [ 1+ flfe+vlde

e

(Rl < lfslle2llea + 9lle2 + [ fre + fsllezllew + 9l
< ClUul[Flln
<

ClUl 1 F [l + ClFI,.

Vamos denotar por R qualquer expressao que satisfaca a desigualdade acima.

Da equagao ([2.34)) temos

—kps + Y]p = iA01® — 0, + p1 fo.
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Multiplicando a igualdade acima por —%Hx e integrando de 0 a L obtemos

L L L
o / Oulpe + Pleds = —z‘”}fl / 0,Bdz + 21 / 10, *d
0 0 0
L
2P g Fde
k- Jo

Usando a desigualdade de Young e o Lema estimamos

L
7/ Oulpw + V]adz| < CINIO: |2l [Pl 22 + Ol + || fa 22
0

< CIANal |22l 22 + C (1102172 + I1.f2]172)
<IR|

< CIA0=|] 2] |2]] 2 + | BI. (2.49)

Utilizando a desigualdade (2.49)) em (12.48)), obtemos

L
1

+ Cll0]] 2| ®] 2 + W'

/ ou + 02z <| 0,7 T ) R

piRaaa |
+ Ol e + vl
€ COImo
1
1l + wllze < ClR: + Slles + 01
1 2
<IR| + Sllea+ vl

para uma constante positiva C', temos

/ o+ 0Pdr < (10,00)] + 16.(L)) IY2 + Cl8ull el B2z + BRI, (2.50)

Al

para |A| > 1. Agora, vamos estimar ||®||7,. Para isto, multiplicamos a equagao
(2.34) por ¥ e integramos de 0 a L, obtendo

L L L L
p1 / ® [—iNp| dx = —k:/ [0z + Y]0dx + 0/ 0, podx — py / fopdz.
0 S—— 0 0 0

=3+ f1
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Substituindo a equagao (2.33) na igualdade acima obtemos

L

L
—k .+ ] Ead
/0[90 + Y]pdr

L L
o [ 10Pds = —pi [ @Fide — kg, + vl
0 0
0

L L
o / 0,50z — pr / fopda
0 0

L L
_ 2 _ A
= k/o |90w +77Z)| dr k/o [9055 + ¢]¢dl‘

L L L_
o / 0.5dx — py / fapdz — py / T dde,
0 0 0

L

uma vez que —k[p, + ¥|p| =0, pois p € H(0, L). Assim,

0

L L
o / B[2de < C / (0 + 2z + Ol |2 lie + oo
0 0
+ Clallielllle + CINTT | Flle (2.51)

Analisaremos a demonstragao para cada tipo de condi¢oes de fronteira.
Inicialmente analisaremos para as condigoes de fronteira ([2.6)).

(i) Note que, devido as condigoes de fronteira (2.6), 6,.(L) = 0.(0) = 0.
Substituindo a desigualdade (2.50) em (2.51)) encontramos

L
/ |[*dz < Cl0a|]221|®[] 2 + Cll0ul22llp |22 + CllY || 22llps + |12
0
+ ClU ||| F'll 30, +| R

<IR|
Como 1 1
OBl 1122 < CIIBLIIE: + 1113 < |RI+ @12
segue que
L
/ | |*da
0
C -
< NllezHLzH@ + fillee + Cllell el +¥llee + 192 + |B]

1
SO0 2/|®|[ 22 + C |02 2 frell 22 +COY] | 12 |02 + |12 +Z||q)||%2 + | R
(. -~ g
Ry
1 1 1 1
< Ol (1102172119117 2) + Cll|| 2| R| 2 + 5’@“%2 + | R
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Apo6s usar a desigualdade de Young, segue que

L . 2 )
/ |[®[dz < Cl[|[7:110:11}> + Ol 2 |R|Z + |R|. (2.52)
0

Desta forma, adicionando (2.50) e (2.52)) e usando as condig¢oes de fronteira
(2.6) e a desigualdade de Young obtemos

L
L/‘|¢P-+|¢x+-¢de
0

4 2 1
< Ol 7210z 72 + Clll 2| RI2 + C]0, ] 2| @] 2 + | R|

4 2 1 1 L
< ULl + Cllolll R + 8,1 +5 [ 0Pda + IR
N—— 0
<IR|
ou seja,
L ) 5 4 2 1
/ P + o + 9 de < Ol 110:]| 1> + CllYl|2 | BIZ + | R]. (2.53)
O N -— v - ~~ g
::Io =1

A partir das desigualdades de Young e da definicao da norma em H, obtemos as
seguintes estimativa para Iy e I;:

I < Cllbl|2|RI> + |R| < C||U|lss| RI> + |R]

< ellUll, + (Ul F 1l + [1F3,)

IN

U5, + el Flf3,

4 2 4 2

Iy < Cllballz=110:1172 < ClIU3, 11612
4 1 1 5 1
< ClU, (UL F,) = ClUT, T F 3,

< U, + el F I3,

Desta forma, das estimativas acima e da desigualdade ([2.53]) temos

L
/|¢F+wﬁ+wwws4wmh+@wm@-
0

Agora faremos a estimativa em termos de A\ para as condigoes de fronteira
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(2.6). Usando a equagao (2.35)) e a desigualdade de Young segue que

LR o | S
L < C||[—=|| IUIEIIFI,
A
L2
C 4 1 1 C 4 1 1
< 7 IV NUIBL I F, + —7 el NU 5, T F 1,
|Al3 Al3
C ot
< EHUHMHFH%Z ||4||U||HQ|| ||H2
= U NEra —||U F
|A|5” ||H2 [1A13]] ||H2] 0 || ||H2 |A||| ||H2
< WHUHHQHEIM |1 F13e,

C
W||w+f3|\L21R|%+|R|

C O 1
Sl R[> + 2l fall2 [ R2 + |R]
IM " R

L < C||¢|l2|RI? + |R| =
<

< 100, + el APIE I3,

|A|2

Desta forma, inserindo as estimativas acima em ([2.53|) chegamos a

L
[ 10+ o+ vz < U + e APIIF
0

1
(ii) Vamos inicialmente estimar o termo pontual (|6,(L)| + |0.(0)|)I2. Por
integragao por partes temos

1 [t L — o L\d o,
5/0 (x—§>Re[9x9m]d:B = /0 (x—§>%|9x| dx

2 0

e, portanto,

10 (L) + 102 (0)* < [10llZ2 + Cl10a |22 |0z | 2. (2.54)
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Substituindo as equagoes ([2.33)) e (2.35)) em (2.37)) estimamos

|10, | | 22 | | HMpzﬁ +iXo (oo +0) = [psfs + 0(fre + f3)]] 22
(2.55)

< CIN10=]z2 + [lpz + ¥llL2) + Cl Flln, -

Desta forma, usando as desigualdades (2.54), (2.55) e as defini¢des de I,
1

estimamos o termo pontual (]0,(L)| 4 |0.(0)|)IZ da seguinte maneira:

(162(L)[ + 10:(0)[) L2
< C(l0al]z2 + 1102l Z2 110201 72) 12

< C0ul T2 + ClOLl[E T2 (AR 16l 132 + (A2 s + 6122 + (I FIIZ,)
1 1 1
< ClI6al 2 TE + CINEIZ(16a] 2 + 11641l + 911 2)

1 1 1
T A IIFIIE, 13-

Inserindo a estimativa do termo pontual na desigualdade (2.50) obtemos, para
|A| suficientemente grande, que

I (182 + 11612 llos + 1132)

L
/I%+¢MM< C 0l T2 +

C
W [A]2

1 1 1
+ WH%HZQHFH%% + Cllba]2]|®]]2 + | B]

101
1 0,2, 12 1

1 1
162117212 1
C( WL;@ 1 E17, + Ol 2[|®]] 22 + [ R

Assim, usando a desigualdade de Young temos que

L 1
/ |0z + ¢Pde < C|0y]|1213 + — H9 ||L213 + Cll0: 2| ®]l2 + R, (2.56)
0 —— A5

::Jo *,—/ —JQ
=J1

onde J; tem a seguinte estimativa

Jo < Cel|U|[3;, + Cellba]172 + |R| < Ce||U|[3, + |R].

Para as estimativas de J; e Jy vamos usar as estimativas de I, do Lema e
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a desigualdade de Young. Desta maneira, temos para |\| suficientemente grande

2 2
Jio < OOl (RlZe + (oo + ¥lI7e + @l 22 + [Tl 1 F ll3e,)?

2 4 4
ClHON L (MU, + 11,

IN

IN

5 1 1 5
CHUT 1E N + CHUT TE

IN

Cel|Ullr, + CelIFl5,

Jo < Cllfa]le2[1®]] 22 + ClIOzllz2]l@a + ¥ll2 + Cllbal|2 ][RI 7] W72
+C0 |2 1U113, [1F 12,
< Ce|Ulfz, + IR

onde

|R] < CllUIle, 1Fll3w, + ClIE 5,
< Cel|U, + Cel | F [z,

Portanto, segue que a desigualdade ([2.56|) tem a seguinte estimativa

L
| loat vPds < ClUR, + CIFIE,. (2.57)
0
Usando a estimativa (2.57) em (2.51]) e a desigualdade de Young obtemos
L L
[ 1ekds < 0 [lest vPde+ Clllalles + vllie + Clldlalel
0 0

L
< C/ oo + Y’ dz +Ce||U3, + |R]
0

/

~~

use@357)
< CellUly, + Cel [ Flli,-

Portanto,

L
/W%+w+@mmgmwg+mw%f
0
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Agora, provaremos a estimativa em termos de |A| do Lema para as
condigoes de fronteira do ({2.5)).

A partir da definicdo da norma em #H;, desigualdade de Young e dos Lemas
e obtemos as seguintes estimativas para Jy, J; e Jo:

Jo < O]l 2]l 22 + [ R

< CNUNZNF 21U 3 + (onUqunFnHl + anniﬁ)

g[c(”gﬂljf)<|A|3/2||FH”2>] [O(”UMHF{I)(IA|I|F|IH1)+OHFH%J

€ 2 Ce 6 2 9

C.
<SP,

w2HUH7L¢1 + CAPIF, -

Jo < O||9I||L2]1/2

1/2 1/2
< U2 FIh2 1Y

2 2 1/2 1/2 1/2 1/2
< CIU N F N (chnm 0w + Wl ze + 121 + U321 F 5 )

N J/

<C(IUl30, +IFl32,)
1/2 1/2
< CNUINF I (10 s + 11 F 1)

% ||3/2 3/2) 12 (L2 N
< C( T ) INEIEIRD + C (T ) (N IFIRE)

_6 2 06 6 2 € 2 Ce 6 9
< 2|A|2||U||Hl+—|A| ||F||H1+—2|)\|2||U||H1+7])\| 1FI12,

< |)\PIIUII}NCIAI 1F7,

J ’9 H2/312/3

ww’

<

1/3 1/3 4/3 4/3 2/3 2/3 2/3 2/3
[ealbibals (||<1>|| Pl + 055 (I35 4 U152 F |l

(.

|)\|2/3

\\/

<C(|IUII4/3+HFII4/3)

— U2 F 2+ U2 F5,

|)\|2/3 |/\|2/3

|A]2HUHH1 + CAPIIF, -
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para |A| suficientemente grande. Desta maneira, substituindo as estimativas

Jo,J1,Jo em (2.56)), obtemos

[ o s < IV, + CINPIFIR, (2.58)

Substituindo (2.58) em (2.51), e usando a definigdo da norma em Hj,
desigualdade de Young, Lemae as equagoes ([2.33)) e (2.35) obtemos

+ fi

[(orar<c [Mororarr o 2L o+l
L2
v f
+ Ol | 2+ Ul
L
L
U F
<0 [Clow v dot | g, vl + AT, 4
0
U F
L s+ L0, + U o |
gc/N%+w%m+mewm+—Muwm)
< V1B + CAPIIFI,
Adicionando a desigualdade acima com a ([2.58]), concluimos
L
|10+ b+ uPde < SR, + CIACIIFI,
O

Lema 2.14. Para qualquer 6 > 0 existe uma constante cs > 0 tal que
() Lo < O|UIR, + esl FIIG
L
(i) Iy <o [ (9 + [0 Plda + SIU1 + el I

Demonstracao. (i) Dado § > 0, segue pelos Lemas [2.12] e pela desigualdade
de Young que
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I, < Cll@lZ: + lles +vl[72) + ClI®|| el 9]l 22 + CHU el F ]

5 )
< Oz + e + Yllze) +31191172 + SV + Gl FI,

N J/

—
use Lemalz13

IN

) ) )
C(ﬁHUH?{ + C(;HFHi) + 311U + 311Ul + Gl P,
< Ol|UII5 + Gl FI3
(ii) Dado § > 0 através dos Lemas e da desigualdade de Young

encontramos

L L
Iy < C/ [T + lal’] dx+/ |0x + ¢ dz+C|| U]l | F [
0 0

~~ J/
use Lemak13

IN

L 4] )
C [ NP + 1. do + SIIUIG + CallFIF + U1 + Coll Il

IA

L
CA[WF+Wﬁum+Mw&+cwm&-

2.4 A falta de estabilidade exponencial para o
sistema Timoshenko termoelastico.

O principal objetivo desta secao é estudar o comportamento assintotico da
solucao do sistema Timoshenko termoelastico com as condi¢oes de fronteira
ou . Mostraremos que a estabilidade exponencial ou polinomial da solu¢ao do
problema depende unicamente da diferenga das velocidades de propagagao
de ondas, a qual vamos denotar por X', dada por

X:zﬁ—ﬂ.
P P2

O proximo teorema caracteriza a falta de estabilidade exponencial do
semigrupo associado a ([2.16) com condigdes de fronteira (2.6). A principal
ferramenta nesta prova é o Teorema Pruss).

Teorema 2.15. Se X # 0, entdo o semigrupo {Sa,(t)}>0 nao €
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exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Ja temos pelo Lema que {iX\; A € R} C p(Az). Afim de usar
o Teorema [1.65(Pruss), mostraremos que

limsup [|(iA] — A2) ™ £y = 0.

[A| =00
Deste modo, o objetivo da prova é construir sequéncias

(i/\j)jGN Cc C com |)\]| — OO

(Fj)jen C Ha, com (Fj)jen limitada
de maneira que ||(i\;I — A2) ' (F))||e,) — 00, onde F; = (iA; — A2)U; e
Ui = (95> 5,95, ¥;,0;)" C D(Ay).

Reescrevendo a equagao resolvente iAU; — AyU; = F; em termos de suas
componentes temos

iNjp; — ®; = f1; em Hy, (2.59)
. k o
iN®; — —(pja+ Uj)e + —0j2 = prfoy em L7, (2.60)
P1 P1
i)\jwj — \I’j = fS,j: em Hi, (261)
) b k o 5
iINUG — —j e + —(pj0 + ) — —0; = pafajem L7, (2.62)
P2 P2 P2
iNO; — 10,00+ T (D)0 + ;) = pyfs,; em L2, (2.63)
P3 P3
Considere F; := (0,0,0,cos(2£z),0)”. Claramente (F})jeny C Ho com

L
| Fil |3, < 7" Substituindo as componentes de F}; no sistema de equacoes acima,
podemos supor, devido as condigbes de fronteira ([2.6)), que
)0 )0 )0
oy = Ajsin(2a), v = Bjeos(rw), 0; = C;eos(*-

L L 7o)

Substituindo ®; = i\jp; e U; = i\;¢); obtidas das equacoes (2.59) e (2.61)
em (2.60)),(2.62)) e (2.63]) obtemos o seguinte sistema de equagoes
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k gm o T
MA+ ——B——>=(C=0 2.64
G+ s - 28 264
k gm o
——A+GNB—-—C=1 2.65
p2 L ) P2 ( )
o . T o .
—iAN—A+ —iIAB+ GNC =0 2.66
ps L P3 G (2.66)
onde
k j%n? b i?n?  k , v §2m?
) = -\ +— ) =N+ — — A)=1A4+ —
Cl( ) +p1 12 ) CQ( ) +p2 12 +p27 C3( ) t +p3 12 )

e suprimimos o indice j para simplificar a notacao. Usando a regra de Crammer,
obtemos

GG + dapAs?

B=DB;=
k2522 \o? iNo?j?m?
— +1 — 2k
Géats p1p2L? & P2P3 ! p1p2p3L? (pat2 )
2.2 L2722
onde o = o WLQ' Vamos estimar o termo (;(>(3 — ﬁ@, de B;. Escolha um
1P2
A suficientemente grande de tal maneira que
b n* k
CQ()\) = —A2 + Eﬁj2 + g = Cp, (267)
E2 7272
onde ¢y vai ser escolhido de modo (4(s(3 — n ¢ ~ O(j%). Claramente
d Ihido de modo (1(aC J =
P1p2
(5 '(co) # 0 para j suficientemente grande. Note que
k%522 [ k*m?
C162Cs — pal? G = @ _§1Co T ol

[ kn? k2
= _)\2 _|_ '2 _ 2
@ ( ~— P1L2] ) 0 P1,02LQ‘7

L \use@67)
[ b2 ko kr? k22
= G|~ - —+ 5 oo - —5 5
’ i ’ pal? pa  p1L? ’ p1p2L?
[ 2 2,2
B com X 4 k 9 k*me
- CS i L2 J Co p2 + CO p1p2L2j .

Dessa maneira, escolha ¢y de tal maneira

cmX , k*m?
2 J = 2]
L P1P2L

=0,
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2

ou seja, ¢y = . Deste modo, temos

Xp1p2

k242 2
C1G2C3 — LQC ~ 0(j%),

e, portanto,
Assim,

L L .
. JT .
1V = o2 [ T2 do =t ol [ JcosTEa do 0()
0 Jroo 0

e, logo,
lim ||U||3, = oo.
i (101,
Portanto, o semigrupo associado ao problema ([2.16)) com as condigbes de fronteira

(2.6)) ndo é exponencialmente estéavel. O

Observagao 2.16. A prova do resultado do Teorema[2.15 para as condigoes de
fronteira (2.5)) é um problema em aberto.

2.5 Estabilidade exponencial do sistema
Timoshenko termoelastico.

A principal ferramenta para a demonstragao do proximo resultado é o Teorema
1.65(Pruss). Como H; = D(A;), para j = 1, 2, no préximo teorema podemos
considerar F' € D(A;) e depois, através de passagem ao limite, obter o resultado
para o caso geral F' € H,;.

Teorema 2.17. Se X = 0, entdo o semigrupo {Sa;(t)}i>0, j = 1,2, €
exponencialmente estdvel.

Demonstragao. Derivando a equacao ([2.34]) em relagdo & x e somando o resultado
obtido com a equacao (|2.36)) obtemos

, k o b k o
P1 P P2 P2 P2

Multiplicando a equacdo acima por 1 e integrando por partes em (0,L) e
usando as condigbes de fronteira (2.5 ou (2.6 obtemos

ko[* —_
__/0 (pr+¢)m¢x dx

P1

O k 1
E/O |77/;x| dr = /O((I) +\Ij)\lfdx+p(90x+¢>¢

0

L

+pg I@Dzdx—i——/ 9¢dx——/ 90z+¢¢dx+R
1
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L

k
Note que — (@, + ©¥),%| = 0 em ambas as condigdes de fronteira. No caso

0
da condigdo de fronteira (2.6, como F' € D(A;), temos das equagoes (2.18) e das
condigoes de fronteira (2.6 que

d=60,=f,=0em z=0,L.
Assim, pela equagao ([2.19)) temos

k(pr + 1), =0 em x=0,0L.
A conclusao para as condicoes de fronteira é trivial.

Efetuando integracao por partes, segue que

b L L . k _ L k' L -
D o= @ 0T do = o+ 00| 4o [ (ot 0 do
P2 Jo 0 P1 0 fl 0 J
—Ts
L L 7 _
+Z waxderz/ dex——/ (e + )0 dz + R.
P1 Jo P2 Jo P2 Jo

(2.68)

Usando a equagao ([2.36|) em I obtemos

k’,02 L _ o ]{72 L )
I6 = [Z)‘(QOI"‘l/})]\IJ dr + — |90:v+¢| dr
p1b Jo p1b Jo

LA
p1b Jo

Inserindo as equagdes (2.33)) e (2.35) na igualdade acima resulta que

(px + )0 dz + R.

ka L - k,2 L )
If=—— [ [(P.4+9)+ (fie+ f3)]¥ dz + — |z + | dx
p1b Jo p1b Jo

ko [T
p1b Jo

kipz L o k’2 L )
=—= (®, + V¥ dx+—b lor + Y| da
P19 Jo P19 Jo

ko [F

b Jo

(or +)0 dx + R

(9o + )0 dz + R.
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Substituindo /g na equagao ([2.68) obtemos

L
b [ k _
5/ || *dx = / .+ ) \Ildx—p—(gox—i-w)wm +—/ |z +1]? da
0
0

k _ _ _
-2 (gox v fde+ 2 ex% PR
p1b Jo p1 Jo P2 Jo
ko[* —
+ p (or + )0 dz + R. (2.69)
2.Jo

Como X =0, de ([2.69)) segue que

/0 [Yul* dv < C(I%(L)Jr@b(L)II%(L)I+|90m(0)+@/}(0)||¢x(0)|>

L

+o/ (0w + B2 da + Cllga + |20 22 + C116a] |22 1]
0

L1162l + Cllgs + Dllezllbl e + |,

Aplicando as desigualdades Young, Poincaré, Lema @ e as defini¢oes de I,
I, na desigualdade acima obtemos

L 11 L
/|¢Z|2dm§C]$I1Z+C/ |z + V|* dv + |R).
0 0

Resulta da desigualdade de Young e do Lema que
L
| lafde < Gty 4 ey CUI + |7
0

e usando o Lema em I, com > 0, temos para e suficientemente pequeno

L L
/ |1, |? czxgce/ U |>dz + Ce||U||3, + Ce, +|R]|
0 0 N~
use lemd2. 141

L
C’e/ U2 dz + Cle + O||UIE, + |RI. (2.70)
0

onde €,6 > 0 é suficientemente pequeno.

Agora, multiplicando a equacdo (2-36)) por ¢ e, em seguida, integrando por
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partes de 0 a L, e usando as condigdes de fronteira (2.5 ou (2.6 obtemos
L L _ L L
,02/ V(i) de = k:/ (0o + V)Y dx+b/ |92 |? dx—a/ 0vy dx
0 0 0 0
L JE—
_P2/ Ja dx.
0
Resulta da equagao ([2.35)) e da igualdade acima que
L L _ L L
pg/ |2 dm:k‘/ (gox+¢)¢dm+b/ 9] dx—a/ 0v dx
0 0 0 0

L L
- pg/o fa) dx —p2/0 f3U da. (2.71)

Decorre dos Lemas e e das desigualdade (2.70), Young, e Poincaré

que

L
[P ds < Cllgat v+ Cllnli +R
0 —_—
use lema use

L
< C’e||U||3{+C’e/ W2 de + C(6 + )[|U| % + |R|
0

IN

L
C(+o)||lU|5, + Ce/ |U|? dz + |R)|.
0

Deste modo, segue que

L
/|m%mscw+amma+mL
0

desque que € > 0 seja suficientemente pequeno. Inserindo a desigualdade

acima em ([2.70) obtemos

L
/ U2 + | de < O+ O)||U]1%, + | B. (2.72)
0

Portanto, decorre dos Lemas e das desigualdades (2.72)) e de Young
que

U5 < ClIFIRe,

desde que escolhamos os reais positivos € e § pequenos. Como (iA — A)U = F,
temos

IGAT = A) " Fllae = [[U |y < ClIF |l
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para || suficientemente grande, ou seja,
1A — A) |2y < O, |A| = .

Portanto, como iR C p(A), segue do Teorema [1.65Pruss) que existem constantes
positivas C' e p tais que

1S4, (0ol I < Ce™][Udl i, t 2 0.

]

Teorema 2.18. O semigrupo {Sa,(t)}i>0 € exponencialmente estdvel se, e
somente se, X = 0.

Demonstragao. Consequéncia imediata dos Teoremas e2.17 O

2.6 Taxas de decaimento polinomial e otimizacao

Nesta secao vamos provar a estabilidade polinomial da solu¢ao do problema
(2.16) com as condigoes de fronteira ou e a otimizacao da taxa de
decaimento para as condigoes de fronteira . A principal ferramenta para
esta prova ¢ o Teorema [1.67Borichev e Tomilov).

Teorema 2.19. Se X' # 0, entdo o semigrupo {Sa,(t)}+=0, j = 1,2, €
polinomialmente estdavel. Mais ainda,

(1) com as condigoes de fronteira (2.5), temos

C
154, (1) Uo7, < m [1Uollpayy, ¥V Uo € D(AY).

(1i) com as condigées de fronteira (2.6)), temos

C .
1S4, (&) Uo |2, < y 1Uollp(as), VYU € D(As) (Taxa 6tima).

Demonstragao. Efetuando os mesmos calculos realizados no Teorema [2.17]
obtemos a equacgao ([2.69)), valida tanto para as condigbes de fronteira (2.5 ou

&9):

/W%m p%/ +wwm—§m+w%
use @39, 239

L L L
- — (S0z+¢)5dx—l—i/ Qg@xdxnti/ 00 da
P 0 P1 Jo P2 Jo

L ]{Z2 L
0 P1Y Jo

k" —
+ E/o (bz + )0 dz + R. (2.73)
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Assim, usando as desigualdades de Young, Poincaré e o Lema 2.5 na igualdade
acima, obtemos

L
L L
/ i de < C|X| / Mo+ ) + fro + foll¥] dz + C| (00 + )0,
0 0
. 0
+0/ (o + 0 do + |R)
0 . .
< C|X|A / 0w + 91T dz + C| (s + ),
0
. 0
+C/ low + 02 dz + |R). (2.74)
0

Das definicoes de I, I, e da desigualdade de Young temos que

L

— 1 1
(0o + )| | S CIZ.I] <C,+1,

4

0

e usando o Lema decorre que
L
€
Ce (E) U113 + Cl | F|I3,

Ce [* Ce [* Ce
[tk o+ S5 [ 1o an+ SE0 + P
0 0

(¢ + V)Y,

0

+

3e Ce [(F
< S0+ 5 [ 1P do+ CIIFIB + IR
4 4/,
Por outro lado, resulta do Lema que
t 2 Ce 2 2
¢ [ dﬂ?SIHUHH"‘CeHFHH-
0

Assim, para e suficientemente pequeno temos que a desigualdade (2.74) tem a
seguinte estimativa

L L
/ ol dz < CIX||A / o + O[T dx + Cel|UIE, + CIFIE + Rl (2.75)
0 0

Efetuando os mesmos célculos do Teorema obtemos que a equagao ([2.71))
também ¢ valida para ambas as condi¢oes de fronteira:

L L B L L
pg/ |W|? dx :k/ (e + )0 dx—l—b/ |12 |? dx—a/ 0 dx
0 0 0 0

L L
—Pz/ Ja dx—ﬂz/ J3W dx.
0 0
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Usando as desigualdades de Young, Poincaré e o Lema [2.5] obtemos

L L L
/|\IJ]2dx§C’/ |¢$|2dx+0/ |0z + ¥|* dv + |R|
0 0 0

e decorre da desigualdade (2.75)) e do Lema [2.13 que

L L
1P o < ClelN [l + 0T do + CUIE + CAIFIE + IR (276
0 0

Consequentemente, segue das desigualdades ([2.75),(2.76[), Young e dos Lemas
2.9 e 2.13 que

L
U1 < C\XHM/O |z + YI[] dx + Cel|U[5, + Cel|FII5, + | R|

L
SC\XIIAI/ |0x + YI[¥| da + Cel|UI3, + CeIF I3, (2.77)
0

(ii) Supondo que X # 0, vamos analisar ([2.77]), primeiramente, para as condigoes
de fronteira ([2.6). Decorre das desigualdades de Holder e Young, do Lema e
da definicao de norma que

L 2
UG, < CIXIMI(/O |¢m+¢\2dw> 1Cl|z2 + Cel|U]I3, + ClFll7,  (2.78)

€
ClX[A] (WHUHHQ + CMHFHHQ) ][22 + Cel|Ull5, + CellF I3,

< CellU|Ry, + Ce AP,
Assim, para e suficientemente pequeno temos
U3, < CIAP[ e,
desde que |\| seja suficientemente grande. Dai, temos
1GAT = A) 7 Fllp, = [[U s, < CIAPIF s

ou seja,

N — AL
H(Z)\I B A)_1||2(H2) = sup ||(Z «4) ||H2 < C‘)\|2
1172 #0 [ E'[ |3,

Desta forma, temos ||(tA] — A) 7|y, = O(|A]*) quando |A\| — oo. Como
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iR C o(A), segue do Teorema |[1.67|Borichev e Tomilov ) que
1S(t) A | es) = O (t_%) quando t — o0,

ou seja,
_ C
1(SE)AT)F s, < t—%IIFHm

para valores de t suficientemente grandes. Se Uy € D(A), desde que 0 € o(A),
existe um tnico Fy € H, tal que A~1Fy = Uy. Assim,

C
IS Ul = [|SOAT Folln, < || Folln
t2

C
< [l AUs||n,
t2

C
< = [|Uollp(ay)-
t2

Agora, mostraremos que a taxa de decaimento de t72 ¢ a melhor taxa de
decaimento. Suponha, por absurdo, que existe 0 < € < 2 tal que

1
[S() Vol < ——|Uol| D),

2—e
isto &,

A2

Ully, < C||F||lu, para |A| suficientemente grande. (2.79)

Seguindo o mesmo processo da demonstracao do Teorema podemos
constuir uma sequéncia limitada (Fj)jey C Ho, uma sequéncia (\j)jey C R
com A\, — oo quando j — oo tal que F; = (i\;] — A3)U;. Consideramos
F; :=(0,0,0, COS(‘%T,CL“), 0)” e, como na demonstragao do Teorema escolhemos

Aj tal que

k

j2_%<c0——)+ Y
P2 ~—
N—— =Ch
=C4
2

onde ¢y = o’ Deste modo, conseguimos obter U; = (p;, ®;,1;, ¥;,0;)" por

meio da equagao resolvente ¢\;U; — AyU; = F; em termos de suas componente e
das condigdes de fronteira ([2.6|), com

p; = A;sin (‘%x), Y; = Bj cos (‘%x), 0; = Cjcos (‘%x)

Além disso,

L
10,12, > oo / 2 dem OGY) = |Ull > C7
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Dali, segue que

U |y, > C52 = C(Cy + C2A3),

ou seja,

X722 |Uj |, = C(ChIA;| 22 + Col Ny 2)

Fazendo j — oo na desigualdade acima obtemos

A 22

UJ'HH2 — 0.

De (2.79)), como || Fj|lx < é para todo j € N, existe uma constante positiva C'
tal que
NIl < C

o que é um absurdo. Portanto, a taxa de 2 & a taxa de decaimento 6timo para
as condigbes de fronteira ([2.6]).

(i) Para as condigoes de fronteira ([2.5)), prosseguimos de maneira analoga ao que
fizemos para as condig¢oes de fronteira ([2.6)), obtemos a partir da desigualdade

(2.78) e do Lema que

C
[[S(t)Uolln, < t—%HUOHD(A»



Capitulo 3

O sistema de Timoshenko
termoelastico nao-homogéneo

3.1 Introducao

Os resultados apresentados neste capitulo genaralizam os obtidos para
sistemas de Timoshenko termoelasticos homogéneos, com condigoes de fronteira
Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, apresentados no capitulo anterior. Aqui, vamos
considerar py, p2, p3, k,b,v,0 > 0 funcoes reais que depende da variavel posicao
x € (0,L). O sistema de equagoes diferenciais parciais que descrevem o modelo é

P1¥Pte — (k‘((px + ¢))x + (00)90 =0, (31)
prtt - <b¢x)x + k(ng + w) - 09 = 07 (32)
p3bs — (70:)z + 0(@e +9)¢ =0, (3.3)

para x € (0,L) et € (0,00). Consideramos o sistema (3.1))- (3.3) associado as

condicoes iniciais

90(‘%70) = 900(1‘)7 ¢($,0) = 100(11), H(ZL‘,O) = 90(@ Vr € (O,L),

(3.4)
gOt(JZ,O) = @1(1:)7 77Z)t<'r70) = 7~/}1(‘/E) Va € (O»L>’
e as condigoes de contorno Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, ou seja,
0(0,t) = @(L,t) = 9(0,t) = (L, t) = 6(0,t) = (L, 1) = 0, (3.5)

onde t > 0. Denotaremos a diferenca das velocidades de propagacao de ondas

por

X(z) = — . (3.6)

63
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No capitulo anterior estabelecemos que a estabilidade do sistema - ,
com condigoes de fronteira Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, depende da diferenca das
velocidades de propagacao de ondas: quando X = 0 mostramos que o semigrupo
associado ao sistema é exponencialmente estével e, no caso contrario, obtemos
a estabilidade polinomial com a taxa de decaimento de ¢~%/%. Neste capitulo,
usaremos funcgoes cut-off para obter estimativas que nos permitirao generalizar
a estabilidade exponencial e melhorar a taxa de decaimento polinomial de ¢~1/4
para t~/? do semigrupo associado ao sistema. Mostraremos que a estabilidade
exponencial do sistema - pode ser alcancada se for mantida uma versao
local da condigao de velocidade igual da onda, isto €, se existe um subintervalo
aberto Iy C I tal que

Ho) b
@) " @) Yz € Iy. (3.7)

Quando X(x) # 0 q.t.p em (0, L), mostraremos a estabilidade polinomial do
semigrupo associado, com taxa de decaimento de t~'/2. Assumiremos que as
funcoes parametros satisfazem

p17p27p37ka bv/y70- € WLOO(OvL)' (38)
E mais, assumiremos que existem constantes cy, c; > 0 tais que
Co S p1,p2,pg,k’,b,’7,0’ S c1 € pllvp/%pg?k,vbla’ylaoj S C1 €m (OvL) (39)

Para obtermos resultados de estabilidades polinomiais e exponenciais,
assumiremos que as fungoes ps e b satisfazem a seguinte condicao

pa2,b € W(0, L). (3.10)

Como foi feito no Capitulo 2, para mostrarmos que o sistema (3.1)-(3.5)) ¢ bem
posto, escrevemos o sistema como um problema de Cauchy abstrato no espago de
Hilbert

H = Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0, L) x L*(0, L) x L*(0, L),
munido do produto interno

L
(U, Uy = / [01D1Do + pa U Wy + D)y 4o . Jda+
0
(3.11)

L
/ [k(012 + 1) (a0 + o) + p360s)de,
0

sendo Uy = (¢1, 1,91, U1,01), Uz = (g2, P2, 1, ¥y, 05) € H, e com a norma
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induzida

L
U3, := / [01|®1 + pa|¥[? + blbe* + K|y + | + p3]6]*]dz. (3.12)
0

Dessa forma, o problema (3.1))- (3.5 pode ser reescrito como
d
dt
U(0) := U = (¢, 1, %o, ¥1,00)",

onde A : D(A) C H — H ¢ o operador linear nao-limitado definido por

Ut) = AU(t) t>0
(3.13)

L))
L k(pn +0) — o8,

P1

AU =
k

L 0a)e — (e +9) + Z

P2 1 _/32
g
pg(v) pg( )

para qualquer U = (p, ®,1, ¥, )T € D(A), cujo dominio D(A) é dado por

D(A) = (H*N Hy) x Hy x (H* N Hy) x Hy x (H*> N Hy).

As demonstracgoes das trés proposicoes enunciadas abaixo seguem de modo
analogo ao que foi feito no Capitulo 2.

Proposicao 3.1. O operador A ¢é dissipativo, ou seja, se U € D(A) entao
L
Re (AU, U)y = —/ 7|6, *dz < 0. (3.14)
0
Além disso, A € bijetivo e 0 € p(A).

Proposicao 3.2. O operador A €é o gerador infinitesimal de um semigrupo
{S4(t) }+>0 de contracaes de classe Cy.

Proposicao 3.3. Com as notacoes anteriores, temos que

i) se Uy € H, entdo o problema (3.1) — (3.5) tem wma tnica solugao
U(t) = Sa(t)Uy satisfazendo

U € C([0,00); H) N C1((0,00);H) N C((0, 00); [D(A)))
i) se Uy € D(A), entdo o problema (B.1)-[.5) tem uma tunica solugao

U e C'([0,00); H) N C([0, 00); [D(A)])
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iii) se Uy € D(A™), entdo o problema (3.1)—(3.5)) tem uma unica solugao

U € ()C"7([0,00), D(A))

=0

Demonstragao. Decorre do Teorema [I.59]

3.2 Lemas técnicos

Nesta secao, a fim de tornar a leitura deste capitulo mais didatica,
estabeleceremos varios lemas técnicos os quais serao usados nos dois tltimos
teoremas, referentes & estabilidade. Daqui em diante denotaremos por C' > 0
diferentes constantes.

Lema 3.4. O eizo imagindrio estd contido no resolvente do operador A, ou seja,
{ix; A e R} C p(A).

Demonstragao. Anéloga a demonstracdo do Lema [2.11] O

Dados F = (f1, fo, f3, f1, [5) € He X € RsejaU = (o, P,9,V,0) € D(A)

solugao da equacgao resolvente
(iN[ — A)U = F,

a qual em termos de suas componentes pode ser escrita como o sistema de
equacoes

iNp—® = f; em H,(0,L), (3.15)

Zpl)‘q) - [k(gom + w)}m + [O’@]m = p1f2 €m L2(07 L)v ( )

i) — U = f3 em H(0,L), (3.17)

ip2 AV — (bhg)o + k(py 4+ 1) — 08 = pafs em L*(0, L), (3.18)

ipsA0 — [10,]e + 0 (®p + V) = p3fs em L*(0,L). (3.19)

Conforme o procedimento adotado no Capitulo 2, procuramos estimativas
para o termo

U115 = GAT = A~ F 5,
dado em ([3.12]).

Lema 3.5. Com as condigoes anteriores, temos que existe uma constante C' > 0
tal que
1021172 < CU |2l F 3.
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Demonstracao. De ([3.14]) segue que

L L
o [ 10uPde < [ 6o = [Re (U] < 10l Fll
0 0

Portanto,

L 1
/ 6,Pdz < Ul Fll.
0 Co
]

Seja ly € (0,L) e 6 > 0 tal que (lp —9,1lp+6) C (0, L). Considere os conjuntos
K =1lp—0/2,lg+0/2) e F = (—o0,lp — §] U [ly + 0,00). Claramente K é
compacto, F é fechado e K N F = (). Entao pela proposicao [1.26] existe uma
funcao s € C°(R), chamada fun¢ao auxiliar cut-off, tal que s=1em K , s =0
em F e 0 < s(x) <1, para todo x € R. Desta forma, podemos considerar uma
fungao auxiliar cut-off s € C*(0, L) satisfazendo

supp(s) C (lp —6,lp+6), 0<s(z) <1, xe€(0,L), (3.20)

) )
s(x) =1 para z € [l0—5710+—

5| (3.21)

Lema 3.6. Sob as notagoes anteriores, temos que para |\| suficientemente grande,
existe uma constante positiva C > 0 tal que

lo+90 lo+0 1/2 C
/ Slpn + P do <C/6,]2 / S0P de |+ S10llellU]
B

@

+
Ry

C
U3l E'l[3¢ + WHFH%-
Em particular, dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

lo+46/2
/ (w02 dr < [T + CIFIZ,
lo—38/2

Demonstracao. Derivando a equagao (|3.15)) em relagao a variavel x e adicionando

a equagao (3.17)), encontramos
Dy + ¥ =1iXpz +¢) — (f1a+ f3)-

Inserindo o resultado acima em (3.19)) obtemos

iAp30 — [V0.)e + A (e + V) = p3fs + o(fre + f3). (3.22)

Agora, multiplicamos a expressao (3.22) por sk[e, + ], integramos sobre
(0, L) e efetuamos uma integragao por partes, de modo a obter
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L L L
z')\/ skolp, +0|* dr = —/ 570, k(0 + )]s dx +/ skps0[iA(ps + )] dx
0 0 0

[\ J/

TV TV
=1 =1

(3.23)

L
- / S k0 T ] da
0

L
s [ skt + o+ ST ] o
0
Pela equagao (3.16|) segue que

(k(pz + ) = iAp1® + (00) — p1fo

e substituindo em I;, obtemos

L L L
I = i)\/ syp10,® dr — / sv0,[00], dx + / syp10, fa de.
0 0 0

Substituindo as equagoes (3.15) e (3.17) em I, e, em seguida, efetuando uma

integragao por partes, encontramos

L L L
I =~ / [skps0].® dx + / skps0¥ du + / skps6lfio + f] d
0 0 0

Se usarmos estas duas tltimas identidades em (3.23)) obtemos

L L
i)\/ sko|p, +|* de = i)\/ 57010, ® dx + I3, (3.24)
0 0

onde

I L
I3 =— / S'YHx[Ue]x dx — / Slk"yex[@x + ¢] dx
OL B OL - L I
_ / [5kps6], D do + / skps0 d + / skpsflfra + f3] do
0 0 0

L o L
+ / 500105 fo dx + / sklpsfs + o(fie + f3)|[pz + ] de.
0 0

Segue pelas desigualdades de Holder e Young, a condigao (3.9) e o Lema a
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seguinte estimativa

L L L
|I3] < C’/ 160..||c"6| dx+C’/ 0.:||00.| d:v—l—C’/ 02|z + | dz
0 0 0

VvV Vv
<Cl0z |17, <CIU 3| 1F Il <O02] 21Ul

L L L
+ C/ |D||(skps3)0.| dz + C/ |D||(skps).0| dx + C/ 0]| V| dx
0 0 0

<C162]7 21Ul 122
L L
+0/ 0llfin + fo dw+0/ 0,11f3] da
0 0
<Cl0al 72 1Pl

L L
n C/ sl + ] da +/ fra+ follgs + ] do
0 0

—~—
<ONUullF|lx

< ClUl [F'll3x + 10al22[U | + 1102 2 || F 34

para alguma constante C' > 0. Retornando a equacgao (3.24]), usando (3.9) e as
condigoes (3.20)- (3.21)) sobre s, concluimos

lo+5 lo+5 12
A [ sl + ol do <CNBalla [ sloPde )+ ORI
lo—9d lp—0d
+ I U1+ 1221
ou seja,
lo+6 lo+6 1/2 C
| slen vl da <Cloullin( [ sloP dz )+ Ol elIU e
lo—6 lop—0 |)\’

C C
+ o Ul F e+ T
R A

Para obtermos a outra estimativa do lema em termos de €, basta considerarmos
|A| > 1 e usando a desigualdade de Young, a defini¢do de norma em H e o Lema
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na desigualdade acima, obtemos

lo+d/2 lo+6
/ oo + ) d:cS/ sles + ¥|? da
l

0—5/2 10—5

€ C.
< 0.3 + SIUIB+ SIFIE,

€ C.
< Ul Fll + S 101 + SFIE,

€ 5 € CE
< IV + I F I + 51U + S I1E I

< ellUN5 + CellF I3
O

Lema 3.7. Com as notagdées anteriores, temos que para |\| suficientemente
grande, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo—06
/l slofde < |A|3/2<||9 U1+ U1 E IR N
.
2/3 4/3
|A|4/3\|e (A N1 w||ex|\Lz|\UHH+C||U||HHFHH
+CIIFIl5, + WHUHH

Em particular, dado € > 0, temos que existe uma constante C. > 0 tal que

lo+6/2
/ B di de < e||U|, + C.I|FI2.
lo—5/2

Demonstra¢ao. Multiplicamos a equacao (3.16) por —s(z)p, integramos sobre
(0, L) e, em seguida, efetuamos uma integragao por partes, obtemos

L L L
/ sp1|®|? d:z::/ sk|gs + ¥ dx—/ sk(pe + V) dx+ I+ I5,  (3.25)
0 0 0

L
onde adicionamos e subtraimos o termo / sk(x + )Y dx e
0

i (L - L o
]4:_X/0 S0l i da:—/o s [OT; + f57] da

L
I; = / s'k(pe + )P du.
0
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Pela hipotese (3.9) e o Lema obtemos a seguinte estimativa para Iy:

Cc [F —
|1] < |>\|/ (o0, + o’ )<I>| dr + — 00| f1,.] dx

Wy
+C/|®ﬁhm+0/lmwwx
0

0l 101+ 16l s 10 e Pl

=T [Al

para alguma constante C' > 0. Agora, usando as equagoes (3.15)) e (3.17]) obtemos

[5:/0Ls’k< >[f1x+f3+<1> +\I/](/\)[<I>+f1]

1 L o L _
= — S'k(fi. ® dx S'k(f1.z 1 dx
/\2[/0 (fiz+ f3) +/O (fiz+ f3)f ]

1 [ L o L L
+—= / sSk®,P dr + / sSk®, f1 dv
Ao 0

I R
+ — / SkU® dr + / SEVfy dx|.
)\2 0 0

Tomando parte real da igualdade acima, usando que

1d

2dx|<1>|2 Re[®, P,

e as desigualdades de Hélder, Poincaré e Young, segue que
| Re I5|

|)\|2 [Hflx + fallz2 | 9|2 + [ fre + fallezl| fre + f5 — f3llr2 +/ |@|? df]

C
TR

C
MP@mm+uﬂm+wﬁx+ﬁmrwmx+ﬁMMﬁmm]

“@WW@+&—EWHWMN@W}

C
+MP@¢MMﬁx+ﬁmrw@mmgam]
F|?

para alguma constante C' > 0. Entao, tomando parte real da equacao (3.25)),
usando a hipdtese (3.9) e que supps C (lo — 9,1y + ) obtemos
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lo+6 lo+6 lo+0
/ s|<1>|2dxsc/ smwfczxw/ slow + Wll| de
l

0—0 lo é lo—6

< e, ||L2HUHH+ <10l 1Pl + CINU sl | F

|A| [Al |

Como

o+ lo+ 1/2
| slerrvlulde<c( [ et P dr)
l

0—0 lo—6

resulta pelo Lema [3.6] que

lo+6 s lo+6 1/4
/ slpe + GlI0] dz < C 6, / sl ) ol
-

lo—¢

C
+—W2 (He U115 + HUHWHFHW)rwuLz

o

Assim, usando a ultima estimativa e o Lema resulta, para |A| > 1, que

lo+6 lo+6 1/2
/ S|BI2 da < C|]0,]]12 / S| da
lo—6 lo—6
1/2 ot v
el [ slepdr)
lo—90

C
+ I (He 0T + W05 1 F 1 + HFHH)WHLQ

||9 12l Flloe +ClU Nl | Flle + ClE 5, + ||U||H

1Al |A]?

S%HUH +CIFI3,

||9||L2||U||H+ ||U||H||F||H+ ||F||H

SCHUHHHFHH ClIFI13,
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De (3.17)) temos

lo+6 lo+6 1/2
/ S| da < )]0 / S| da
l lo—6

0—d
1/4
lo+6
+c<ue|\1/2 fst+¢ )/ S| @[ da
Z)\ L? lo—9
¢ 12017 7111/2 121 p111/2
—— | |10, U U F F
+|>\|1/2(H 2 U™+ U " E 57 + [ Sl
C
+WHQIHLQHUH’H+CHUH'HHFHH+C||F||3—[ ’)\‘QHUHH,
ou seja,

l0+(5
/ s|®|? dx
lo—9d
lo+6 1/2 C » loté 1/4
<cllle( [ st )+ (102 0P 100 ) [ slop do
A

C
W—m(ne 1 NO 52+ T2 E 5 + HFHH) (HUHH + HFHH)

C
illball 21Ul + CNU Il | F I+ ClFI, + WIIUII%-

+

Agora, utilizamos a desigualdade de Young nas duas primeiras parcelas do
lado direito da desigualdade acima e encontramos

lo+6 C
| slapan < ,W(ne||1/2||U||”2+||U||”2||F||”2+||F||H> (1011 + 1711
.

C
WHH:UHLQHUHH

ClUIB Pl + CIFI, + |>\|2||U||H

022 (U502 + 11 F 1577 +

’)\|4/3

Observe que usando a desigualdade de Young na parcela IA\4/3 116, ||2/3||F||4/3

desigualdade acima temos

2/3 4/3
161222 F[157° < Cl16.]12 + C||F I3,

|)\‘4/3
< ClIUwl|F |3 + CIIF |3,

para |A| suficientemente grande. Dai, concluimos a desigualdade do lema em

termos de A. Em particular, usando novamente, a desigualdade de Young,
m

concluimos o resultado em termos de e.
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Lema 3.8. Sob as condi¢oes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+8/2 2 C 1277111/ 12| o1 11/2
o + 01 do < (161121015 + N1 I F 1) 1
lo—d/2 ‘ ’
MWJ@WﬂwW“ ‘m@mmmm+cmmﬂwm
+ClIFIl5 + wmvm,

para |\| suficientemente grande.

Demonstragao. O resultado segue do uso dos Lemas [3.6]e[3.7] da desigualdade de
Young e da defini¢ao da fungao cut off s. Temos, para |\| suficientemente grande,
que

lo+d/2 lo+6
/ ou + 0P da s/ Slpe + V2 do
[

0_5/2 l0—5
lo+6 1/2
< C|02]] 12 / s|®f* dx ) H9 2 [[U] |
lo—0 By

L
scwmy+c(zswﬁm) 120

S0l Pl + 11,

])\
C
gwmmmwmmW%wwwwﬂwwwm
011221 U113 + =102 2| |U 13 + ClIU ||| F
!M‘*”’H | H 12y !/\IH 22Ul + ClU || [F l]3¢
O
Agora, considere s; € C?(0, L) uma fungio auxiliar cut-off satisfazendo
0 o
supp(s1) C | lop — é,lo + 5| 0<s(x)<1, z€(0,L), (3.26)
o )
si(z) =1 para x € |ly— §’l0 + 3| (3.27)
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Lema 3.9. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo+6/2 lo+6/2 kps
/‘ 5112 dz <C|\ silb— P20 4 || da
lo—5/2 lo—6/2 P1
lo+4/2 lo+6/2 1/2
s [T et uP doa iUl [ lea+uP da
lo—5/2 lo—4/2
C
+C||9a;||L2||U||H+C||U||H||F||H+C||F||31+W||U||3+

Demonstragdo. Tomando o produto interno em L*(0, L) de (3.18) com s p%@ e,
em seguida, efetuando uma integragao por partes em (0, L), obtemos

L b2 L . L bk o
/ 51 2 [ do = — iA / DU dr / 1 8 (0 )0 da (3.28)
0 P2 0 0 P2
L b . L . L b / B
+/ s1-2607 da:+/ s$1bfs0 d:c—/ (‘1) bbb do.
0 P2 0 0 P2

Agora, multiplique a equacgao (3.16|) por pil, derive a expressao resultante, e

em seguida multiplique por s;bi e integre por partes. Dessa maneira, obtemos

L B L B Loy o
—/0 fa[s100)dx —Z)\/O 516D 1) dx—l—/o slp—[k:(gox—i-w)]xwz dx (3.29)

1

L (Slb)/ . L
[ s o)) do— [ ot it da

Segue da equagao (3.18)) que

_Z')‘,02E - [wa]m + k[@:ﬂ + 1” — o = p2ﬁ7

e multiplicando esta equagao por %k<¢z +1) e, em seguida, integrando por partes
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em (0, L) e usando a equagao (3.18]) obtemos

L L
/ 1 L ko + )T da = — / 12 (pn 1 )BT, da
0 0 P1

P1
L s1 ! o
0 P1
2

L k - L k
:iA/ 51~ (g + )T dw—/ S1p—|%+¢\2 dx
0 0 1

P1

L k _ L k .
+/ 81—0(¢x+¢)9 da:+/ Slﬂ(@x“‘w)ﬁl dx
0 P1 0 P

L /g’ L '
- / (—1) bk( 00 + )y da
0 L1

e por integragao por partes também temos

/OL %[k(% + V)]t do = — /OL {(i)l—lb)] /k;(% + )Y d

L k o
- / (515 X (00 + )05 da.

P1

Substituindo estas duas tultimas identidades em ({3.29)), obtemos

2

L o L ka o L k’
oz—m/ 31b<1>zz/1da:—i/\/ 31—(g0m+¢)\lfdx+/ s1—|px + V| dx
0 0 P1 0 P1
L _ L L _
—/ sl—<soz+¢>9da:—/ 1P (o 1 )T du
0 P1 0 P

+ /OL (%)lbk(% + ), dr + /OL {%} k(ox +¢) du

- L(slbyg(% o+ [ ’ (i[ae]m - fQ) b0, de. (3.30)

P1

Adicionando as expressoes ([3.28) e ([3.30)), usando as equagoes (3.13)) e (3.16)),

e integracao por partes, obtemos

2

L b? ) - L ]{Jpz o L k )
s1— |te|” dx =i\ s1|b— —|(pz + )V dx + s1— |z +¥|° dx
0 P2 0 P 0 P1

] o LORRUT (331)

onde
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L L L L
18:/ slb\yﬁd:c—/ slb(fl,ﬁfg)ﬁdx—/ ®[s1bf3), dx+/ s1bfu) dx
0 0 0 0

L k L bo — L k _
—/ slﬂ(¢x+w)f4dx+/ sl—aﬁwd:v—/ 512 (g + )0 da
0 0 P2 0 P1

P1

L
+ /0 (%[‘79]9: — f2) [s109)], dx
. L 81b
e [ (s

Segue, aplicando o Lema a definicao usual da norma em H e a desigualdade
de Young, que

sl < Cl¥|[r2|faellrz + Cllfre + fll2[[¥]| 22 + Cl| @] 22| f3.2] 22
+C|| falle2ll¥al 2 + Cllpe + Dl 2l fall e + Cll0 ]| 2][¥h| 2
+Cllpa + Pl 2102 22 + Cl02]| L2 (|02l 22

< Ol e2[1Uls + ClUl | F 13 + C||U 3,

para alguma constante C' > 0. Além disso, usando uma integracao por partes e
a equagao (3.17)), resulta que

L
|Re Io| < ‘ / <Slb) bRe[i,y] dv
0

‘/ Kslb) lwd;ﬂ
< [ 1[G 5o
|A|2/ el o [0

C
U1+ Ty

2
dx

|A|2'

para alguma cosntante C' > 0, onde estamos assumindo que py, b € W2°°(0, L).
Retornando a equagao (3.31)) e tomando sua parte real, usando (3.9) e notando

supp s, C supp s; C supp s; C (lo — /2,1y +6/2),

obtemos
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lo+6/2 lo+6/2 kps
/ 5112 dz <C|\ silb— P20 4 || de
lo—4/2 lo—8/2 1
lo+46/2 lo+6/2 1/2
e o + 0 dz + CU || / 00 + B2 do
lo—6/2 lo—0/2
2 C 2
+C||9x||L2||U||H+O||U||H||F||H+C||F||H+WHUHH'
[]

Lema 3.10. Com as notagoes anteriores, temos que para || suficientemente
grande existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo+6/2 lo+6/2 kps
/ s1|U|? do <C|)| s1|b— —— ||z + ¥||V] dz
lo—6/2 lo—8/2 P1
lo+6/2 , lo+6/2 , 1/2
v [* et ul doa iU [ leatvP da
10*5/2 l075/2

C
+ Cll0al|2l| Ul + CHU [ F [l + ClIEN5, + WIIUII%-

Demonstracdo. Multiplique a equacio (3.18) por —s1b), efetue uma integracio

por partes e use (3.16)), de modo a obter

L L
/ Slpgb’\I"z dr = / 51b2’wx‘2 dx -+ IlO -+ Ill; (332)
0 0

onde

L L L
I, = —/ $1020W f5 da — / s1p2bfsth dx — / s1000v dz.
0 0 0

L L
= [ sikblo, + )5 dot [ (510) b0 do
0 0
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E facil verificar que existe uma constante C' > 0 tal que

(Lol < Cllall 2]l + Cllfall 2|2l 2 + CII]| 2] fo.0]] 22
< CllO:||22[1U T3 + CHU 3l [ |24,

L . L .
i< [ ool [{Tar 0| dev 0 [ ST o

C
< W {H%« + V| 2l fazllzz + |0z + ¥l 22l V]| 22 + ’WIHLQHJEB@HLQ}

T II%IIL2II‘I’IIL2

Al
C
—||U F

Portanto, usando a estimativa do Lema a hipotese (3.9) e inserindo as duas
ultimas estimativas em ([3.32)) obtemos

lo—d/2 lo—0/2
/ s1|U|? dr < C/ s1|vs|* dz + | Lol + |11
!

0—3/2 lo—5/2
l0+6/2
< CJA| 51 po + ¥[|¥] dz
lo—6/2
lo+6/2 lo+5/2 1/2
s [" et uP dos iUl [ leo+ P da
lo—5/2 lo—5/2
+ Cl10s]]22[1U 13 + CHU Nl | Fllac + CII I, + |)\|2||U||H,
para || suficientemente grande. O

Corolario 3.11. Considere € > 0 arbitrdrio.

(i) Suponha que X (x) # 0 g.t.p em (0, L), entdo existe uma constante Ce > 0 tal
que

l0+§/3

2 2 2 4 2

[5/G%|+wudxsmmm+aﬁuwwb
0—90/3

desde que |\| seja suficientemente grande.

(11) Suponha que exista um subintervalo aberto Iy C [0, L] que satisfa¢a (3.7)),
entao existe uma constante C, > 0 tal que

lo+5/3
[6B0%P+wmdxsww&+cwm@.
-

Demonstragao. Decorre dos Lemas [3.9] e [3.10] que
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lo+46/3 lo+6/2
/ (hal? + [9P) de < / 51l + 2P de
l

l0+5/2 k
<ol [ (VA o= B2 vl (¥ ) e
- A
lo+(§/2
O+ C [ lpw v da
lo—6/2

T OIU|Id [l + CIIEI
lo+6/2 1/2
+c(/ s + dx) Ul + S
l

0—9/2

SHTIGT
A

Devido a desigualdade de Young e as propriedades da fun¢ao s; obtemos

lo+6/3
/l (] + |V P) do

0—5/3
l0+(5/2 k_
SC\)\P/ slb—— \ x—l—?/JIde
lo—6/2 P1
lo+4/2
+0||ez||Lz||U||H+o/ 0n + Y da
lo—58/2
Ul i+ CIIEE, (3.33)
lo+5/2 1/2 C
([ ot ol do) 10T 01
lo—0/2 | |

para alguma constante C' > 0.
(i) Suponha que X (z) # 0 q.t.p em (0, L), assim temos

k(x)pa ()

o -

#0 qtp Vze(0,L).

Desta forma, usando o Lema e Young, a desigualdade (3.33)) se reduz

lo+6/3 lo+6/2 lo+6/2
/ (al? + |2 P)dr <CIAP / stle + 2 de + G, / o + 9P da
lo—46/3 lo—6/2 lo—6/2
- CeUIR, + CIFI + WHUHH

Dai, usando o Lema e considerando |A| > % na desigualdade acima,
obtemos
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lo+4/3
[ (al? + |9 P) do

0—0/3

lo+6/2
s0e||U||%+ceuFui+w2(c / ) sﬂwwdm)
lo—96/2

lo+5/2
< Ce||Ull3, + CIF|l5, + |>\\2(C/ 8| + 1|2 dx) (3.34)
l

0—06/2

para alguma constante C' > 0. Nosso principal objetivo agora é estimar o termo

l0+5/2
/ / s|¢z +10|* dz da desigualdade acima.
lo—6/2

Resulta do Lema que

lO+5/2 lo+6
/ Slpe + ¥ da s/ Slpe + B2 de
[

0_6/2 l0—6
SC||9m||L2( / s|<1>|2dx) b SIB10
0
::5'1 1;g2
C C
SO T Pl + S I (3.35)
——
=853 =S5y

Usando a desigualdade de Young obtemos as seguintes estimativas

H IE”
Flly| X

WQHUHH + Ce AP 5,

De modo analogo, segue que

S, < (gl B+ CAPIFIG, para i = 3. 4,

desde que |A\| > 1. Mostraremos que

De fato, usando a desigualdade de Young e os Lemas [3.7 ¢ 3.5 em S; temos,
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para |A| suficientemente grande, que

1112
512 Clo 1 (”, L oo+ ||U||1/4||F||”“])

L T S Ve Ve
+0||9x||m( s IO + 5t 0T + U1 I,

U
- Cl6,]1: (HFHH il “”)

A
ou ainda
4 4 4
S < wmue (Al UG + wmue el U1 Pl
4
+ eIV + S BRIV + Cloul I I
U e
Cl0z| 2 || F Cll0z] 12—
+ ClallzallFle+ Cl6ll2=
|A|3/4HU||”/8HFH5/8 |A|3/4HUH5/4||FH3/4 |A|2/3IIU|I4/3HFHQ/3
|A|1/2||U|!5/4HF||3/4+CHUHHHF||H+CIIU|!1/2HF||3/2
|A|||U|r3/2uFu”2.

Ajeitando os termos resulta que
si< (WD (e ) + o (I (e
+ c(‘|’z|’5;3> (|>\|2/3||F||2/3) + C(”‘Z"ST) (|A|3/4||F||§’{4)
() () )

U 3/2

e através da desigualdade de Young chegamos a

S1 < m UG+ CAPIE G,

|>\|2
Substituindo as estimativas para S, Ss, S3 e Sy em (3.35)) obtemos

o 2dxe < U C.N? | F
sl + ¥ de < U1 + CAAPIE I,
lo—8/2 RY
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Substituindo a desigualdade acima em (3.34)) , obtemos

lo+4/3
/l o ([a]* + [9*) dz < el|U[, + Cel A P13,
0—

(ii)De (3.7)) temos que que existe Iy C I aberto tal que para todo x € I temos

k() bz)
pr(z)  pa(x)

k
N ’_ﬂ
P1

=0= x(z)=0 (3.36)

Sem perda de generalidade podemos considerar Iy = (lp — d,lp + d). Desta forma,
temos de (3.33]) que

lo+4/2

lo+6/3
/ (1¢e]? + [9[?) dz §C||9z||L2||U||H+C/ |00+ ¥* d
1075/3 1075/2

+ CllUIlE |l + CIIE[,

lo+6/2 ) 1/2 C
v [0 e ut de) Wt 50T
lo=3/2 Al

Usando a desigualdade de Young e os Lemas [3.5] e [3.6] na desigualdade acima
obtemos

lo—6/2

l0+5/3 €
[ oy do < S0+ Gl vo [ e o e
lo—4/3 N—— lo—6/2

LC U1 F Nl
€ 2 2 2
+ WU+ CEIR, + CIFIB
€ C
—|U|I?, + = ||U||?
+6H HH+|>\|H 134

5e C
< gHUHi + Ce|lFI13, + WHUHi

Considere |\| > 6C/e. Resulta da desigualdade acima que

l0+5/3
2 2
[ (sl 4 ) o < U + CIF
0—06/3
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3.2.1 Desigualdades de observabilidade

Nesta secao, estabeleceremos desigualdades de observabilidade para o sistema
nao-homogéneo relacionado aos sistemas de Timoshenko. O nosso principal
objetivo é obter estimativas para a solugao do sistema

iu—v=g; em (0,L)

iAp1v — [k(uy +w)], = g2 em (0,L
iMw—z=g3 em (0,L

iApaz — [bwy|, + k(uy +w)y = g4 em (0, L

no intervalo (0, L) a partir de estimativas em um subintervalo de (0, L); onde
91,93 € Hy(0, L), g2, 94 € L*(0, L).

Vamos denotar V e G por vetores (u,v,w,2)T e (g1,92,93 91)"
respectivamente. Além disso, dados quaisquer aj,as € R com 0 < ay < as < L,
denotaremos || - ||4,.4, € Z(-) por

az
V2, o = / (lue + wl® + [0* + [wa|* + [2]*)) d,

I(a;j) = lua(ag) +w(az)|* + [v(ag)* + [wa(as)* + |2(a), j=1,2.

Proposigao 3.12. Com as notagoes anteriores, considere V = (u,v,w,z2)" a

solugao forte de (3.37)-(3.40) ¢ 0 < ay < as < L quaisquer. Entdo existem
constantes Cy, Cy > 0 tais que

I(a;) < Col VI3, 0y + CollGlIE Ly 7 =1,2,

ai,a2

HVH?EMLQ < Clz(a’j) + CIHGH?J,Lu J = 172

Demonstragao. Fixe uma funcao ¢, € C'ay, as]. Multiplique a expressao ([3.38)
por ¢1k[u, + w| e em seguida integre em (ay, as), obtendo

/ q1kge[u, +w| de = —/ Qo1 kviA(u, + w)] dz

al ai
~
- / a1 [ty + W) o + ) da (3.41)
) 7

Devido as equagoes (3.37)), (3.39) e integracao por partes, obtemos
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a
—ReJ, = — Re/ @ p1kv[vy + 910 + g3 + 2] dx

ai

1 [e d 2
= —5/ Q1P1k’%\v|2 dr — Re (/ qpr1kvz dﬂ?)
al

al

az -
— Re (/ qmﬂfv[gl,a: + 93])

az
1 1 [*
— —§q1p1k’1)|2 + 5/ [q1p1K].|v]? da
a1 @

as as
— Re (/ Qpkvz dw) — Re (/ qlplkv[gm + 93)
al al

1
ReJ2 = ——=

as d )
2/ qlﬁlk(uijw)] dx

al
a2

1 [
+ 5/ q17mk2|ux + w|2 dx.

al ai

1
= _§q1k2|ux + w|2

Portanto, tomando parte real da equagao ([3.41)) resulta que

a2

1 1 [
~g (ke + s+ wP)| 5 [ (@bl + gk + wf) do

2 a
al 1
= Re/ G kvz dx + Re/ G k(p1v[g1 2 + 93] + g2[us +w]) dx.  (3.42)
al ai

Agora, fixe uma fungao ¢ € C'ay, as], multiplique (3.40) por g.bw,e, em
seguida, integre em (0, L). Dessa forma, obtemos

ag a2z az
/ q2bgsW,, dx = —/ qugbz[@')\wm] dx _/ q2 [bwm]x[wa] dx

ai al ai
. / S/

=J3 =Jy

+/ q2kb(uy + w)w, dz . (3.43)

al
N\ J
-~

=J5

Como iAw, = 2, + g3, segue que
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az

a2
Re J; = —/ G2p2bRel2Z;] dx — Re/ Q202073 5 dx

al ai
L d o
=-5 | @pb |l de—Re [ qupabgs de
al x ai
1 ) az 1 az ) az
= —§q2p2b|z| + 5/ [q2pab)|2|* dx — Re/ Q2020273 dx
al ai al

Re Jy = —/ ¢2 Re[(bw,,) (bw,)] dz
ai
1 [* d
- = L bw,|? d

1 az 1 a2
= —— @b |lw.?| + 5/ qQ,gch|w%|2 dz.

2 al ai

Além disso, usando integragao por partes e as equagoes (3.38)-(3.39)), obtemos

Js = / q@2kb(u, +w)w, dx

al

= @kb(u, + w)w| — / (20K (u, + w)|, W dx
= @okb(u, + w)w| — (q2b)z[k(uy + w)]w dx + / (qob)[—k(u, + w)|,w dx
= @kb(us +w)w| — [ (q2b)o[k(ue + w)]w dx

ag a2z
-+/ @wX—Mwwwd$+/)@wMﬁhh

ai al

= qokb(u, + w)w

2—/3@M%wfumwm

a2 a2 az
+ / q2bzZp1v dr + / q2bp1vgz dv + / (q2b)gow dx
al ai

ai

= q2kb(u, + w)w

az as .
~ [ @bl + w37 ds
as “ “ /l a2 as
_ / (q2b) 2k (uy + w)]xﬁ dr + / Gap1bvZ dx + / q2b[p1v7g3 + goW0] d.

al al al

Tomando parte real na igualdade acima e usando que Re(—iz) = Im(z)



]7 3.2. LEMAS TECNICOS

obtemos

Re J; = Re <q2bk’(uz +w)w

a as
) —i—Re/ q2p1bVZ dx

al ai

az 1 a
+ Re/ ¢@:1blp1vgs + gow) dx + 3 Re ( — z/ (q2b) [k (uy + w)]Z da:)

al al

#xRe (= [t + ol o)

a as
) +Re/ G2p1bVZ dx

al ai

= Re <q2bk(uz + w)w

a 1 az
+ Re/ G1b[p1vg3 + gow] dx + 3 Im/ k[gab) s (up + w)Z dx

ai

1 a2
+ X Im/ k[qob]. (v, + w)g3 dx.

Agora, tomamos a parte real da igualdade (3.43]) e substituimos no resultado
as trés ultimas identidades, de modo a obter

az 1 az
5 | (ol + o) da

al al
a2>
aj

a2
+ Re/ @2blp2 G320 — P1UG3 + g4, — goW) dx (3.44)

al

1
—E(Q2P2b12|2 + Q252|wx|2)

az
= — Re/ Gop1bvZ dx — Re (ngk(uw +w)w

ay

_ %Im/ k[q2bl.(uy + w)Z do — %Im/ k[gab) . (uy + w)g3 dz.
al al

Combinando (3.42)) e (3.44) concluimos que

a
/ <QI,xk2’ux + U}’Q + [Q1,01k]x|7)’2 + q2,xb2’wx|2 + [Q2,02[9]x|2”2) dl’

al
az

= (1K |us + w|* + qupik|v]® + gob®|wa|* + g2p2b|z]?) (3.45)

al

a2
+ 2 Re/ [q1p1k — qep1b]vZ dx + P(aj) + Js + J7,

al

para quaisquer qi, g € C*[ay, as], onde

P(a;) = —2Re (ngk(ux +w)w

as 9 as
>7 Jo = Y Im/ k[gab]. (uy + w)Z dz,

ai
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a2
Jr =2 Re/ G@2b[p2G32 — P1vg3 + g4y — goW) dx

ai
a2z

2
Y Im k[gab)z(uy + w)g3 dx

ai

+ 2 Re/ @ k(p1v[gr. + 93] + g2[us + w] dx.

al

Agora estamos em condigoes de concluir a proposigao. Vamos provar o
resultado para o caso j = 2. Para isso escolhemos ¢; e ¢o da seguinte maneira

x

o)) = [ e e (@onw) = [ e ar

al al

para quaisquer = € [ay, as] e n € N(sera escolhido a posteriori). Entao, de (3.45)),
decorre que

/a2 (qrak?ue +w|* + [qp1k]e|v]® + q22b?|wa]? + [qopab]e|2]?) da
= (k) (a2)|uz(az) + w(az) > + (qup1k)(az)|v(asz)|? (3.46)
+(q2b?) (az)|wa(az) |* + (qap2d)(az)|2(az)| + Plag) + Js + Jz,

onde
P(ay) = —2Re {(q2bk)(a2)[ux(a2) + UJ(CLQ)]IU(CLQ)}.
e
2 a2 B C [
| Js| < o kg2 (un + w)Z] do < o g + wl|z| da

<< / g+ wf? + 2] da
N

ai,a2’

C
< Vil
Al

a2 C a2
< C [ el + ol + Lol + ol e+ 70 [ s+ da
al ai

a2 e e
+o/ (ol [91m T 9]l + lgs|lTaa + ]| d.

al
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Segue pela desigualdade de Holder que

/7] < ClIVIlar,0.1Gl o,

para alguma constante C' > 0. Além disso, usando (3.39)) , a desigualdade de
Young e a imersao H'(ay,as) <= L*(ay,as), obtemos

|P(a2)| < Cl(g2bk)(az2)[ua(az) + w(az)]w(az)

C
= s (a2) + w(as)|[2(az) + ga(az)|

< £|ux(a2) + w(az)|[z(az)| +

A

C , C
‘)\||ux(a2) +w(a)|* + — o

C
) i luz(az) + wlaz)||gs(az)|

2, C 2
z(ay)] +ngs(az)|

C C
W —|ug(az) +wlag)|* + —~— i

2(a2)* + Cl|G[3 1
pois

|g3(az)| < s%p)|93( )| = llgslleo < Cllgsll11(a1,00) < CllGllo,z-
S

Para provarmos a segunda desigualdade da proposi¢ao, necessitamos majorar
inferiormente a equagao ( pelo termo ||V|]2 , , com isso enunciaremos a
seguinte afirmacao.

Afirmagao 3.13. Com as notagoes anteriores existe uma constante 66 > 0 tal
que

as
OO||V||a1 ag = / (QI,xk2|uac + w|2 + [QIplk]x|U|2 + qQ,xb2|waz|2 + [Q2p2b]x|z|2) dx

ay

Demonstracao. De fato, temos

(8) q(z) = @ / e dr.
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Nos casos (a), (¢) e (d) temos & € Wh*(0, L), devido as hipoteses sobre
P2, p1, b, k. Mais ainda, existem ¢y, ¢; > 0 tais que

0<cp<&<a e &<é em (0,L), (3.47)

onde j € {1,2,3}. Desse modo,

Qo= 5{/ e dr + &e™

al
!

_l[ena: . ena1] + glenac

1
— _[né-lenx + é—ienx _ glenal]

n
1
= (1 + €)em — gem]
1 g na na
> ~[(n — IIgillee)e™ = [€1]|oce™]
1 g na
= (8 = 2lji )

TV
:=cg1>0

onde escolhemos n > %HS{HOO Analogamente, temos

Qo> C2>0 e [q2p2b]s > co3 > 0

2 ! 2 / :
desde que n > =|[&]|oc € > Z|[&3]|oo, respectivamente. Deste modo, escolhendo
cos = min{co, co2, coz} € notando que as fungodes k e b sao limitados inferiomente,

segue que existe uma constante Cy > 0 tal que

—~ a2
CollV[a,.0, < / (@1.0k7 e +wI* + [ ka0 + q20b’|ws]* + [g202b]0]2]%) dor.

al

]

Deste modo, aplicando médulo na equagao (3.46)) e usando a afirmagao acima
¢ as estimativas de P(as), Js e J; obtemos



91 3.2. LEMAS TECNICOS

az
Col V112, 0 < / (@1,0k° e +wI* + [quprkla[v]® + q2ab®[ws]* + [a202b]0]2]*) do

ai

+ (@1h?)(a2)us(az) + wlaz)[* + (q1p1k) (az)|v(az)
+ (q20°) (a2) [wy (a2) [* + (g2p2b) (a2)|2(az)

+ |P(ag)| + |Js| + | J7|

C C
SCI(az)+m!ux(az)+w(a2)| o () +CIIGIG .

<CZ(a2)

DY HVHal az T ClIVllar.axl|Gllo.L

Finalmente, usando a desigualdade de Young na estimativa acima segue que existe
uma constante C7 > 0 tal que

V11210 < CiZ(a2) + CHlIGI[G .

desde que |\| suficientemente grande

A outra desigualdade da proposicao também é obtida a partir da equacao

- Considere

Cr = min{(@uk?)(a2), (@1p1k)(a2), (420°)(a), (42p2b) (az)} > 0.

e observe que

CiZ(as) < (@1k?)(as)|ua(az) + w(az)* + (qupik)(az)|v(as)?
+ (@2b?)(a2) wz(az) |* + (g2p2b)(a2)|2(az)|?
< |P(ag)| + |Js| + | J7]

+

as
/ (qrok?ue + w|* + (o] |v] + qo.2b°|we ] + [qopadle|2]?) da

al

< S u(ar) + wlaz)? +

<3 (@) +ClGI s + IV,

C
[Al
+ ClVllaraalIGllo.L + ClVIE, o,

para uma constante positiva C. E facil concluir que existe uma constante Cy > 0
tal que

I(az) < CollVI[z, .0, + CollGII5 .
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para || suficientemente grande.

No caso j = 1, escolhemos as funcgoes

@ob)a) == [ e e @pia) =~ [ e ar

e prosseguimos de modo analogo ao que fizemos no caso j = 2.

O

Corolério 3.14. Seja V = (u,v,w, 2)T a solucio forte de ([3.37))-(3.40)). Se para

qualquer subintervalo (a1,a2) C (0, L) temos

1V11a0n < A,

ai,az2 —

entao existe uma constante C' > 0 tal que

VI, < CA+ IG5 L

Demonstracao. Resulta da primeira desigualdade da Proposicao [3.12] e da
hipotese que

I(a;) < Col VI3, 0, + Col G115 1

ai,a2

< Co + CollG 5 - (3.48)

Combinando a segunda desigualdade da Proposicao [3.12| com ([3.48)) encontramos

Vlarae < C1Z(a5) + CilIGI[5 ¢
< CA+CIGfs . (3.49)

onde C' = CyCy + C; > 0. Considerando na desigualdade (3.49)), a; =0 e j =2
obtemos

az
/ (lte +wl* + [of* + Jwal* + |2[*) dz < CA + ClIGI[G . (3.50)
0

De modo andlogo, fazendo a; = ag, a; = L na equagao (3.49)) obtemos

L
/ (Jte +w]* + [o* + [wa|* + [2]*) < CA+ClGI[G . (3.51)

az

Dessa maneira, somando as estimativas (3.49)) com (3.51f) segue que
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a2z

L
/(\ux+w|2—|—]U|2+|wx|2+]z|2) dx:/ (s + w[? + [0 + [wa ] + |2[2) dz
0 0

L
+ / (o + W] + |02 + [wal2 + |2[2) da

a2

< CA+C||GI5 .-

3.3 Taxa de decaimento polinomial.

Teorema 3.15. Suponha que X (z) # 0 ¢.t.p em (0,L) e a condi¢ao é
satisfeita. Entao o semigrupo associado ao sistema Timoshenko termoeldstico
nao-homogéneo - (3.5) € polinomialmente estdvel, ou seja, existe uma
constante C,, > 0 independente de Uy € D(A"™), n > 1 inteiro, tal que a solugao
{S4(t)Up}ti>0 tem a sequinte taxa de decaimento

Ch .
[S4()Uslln < yeS |1Uollpeany, t— o0, VUye D(A").
Demonstragao. Segue dos Lemas [3.6 e 3.7 que

lo+6/2
[ et ol + 10 do do < VI, + C.IIFIB
l0—5/2
Resulta pelo Corolario [3.11] item (i), temos
lo+0/3
2 2 2 4y |12
[ (a4 107) do < U1+ CAAFIF IR,
lo—5/3
Assim, concluimos que

lo+6/3
/, o (e 0l + O 4 4+ WP o < eI, + CNILFI
0—90/3

:ZA

Considere V = (u,v,w, 2)T a solucio forte de (3.37))-(3.40) com

g1 = f1,

g2 = prfo — (00).,
g3 = [3,

g4 := pafs+0b.

Decorre do Corolario que
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L
/ (lx + 9" + [ +ul* + |¥[*) dz < CA + C||Gl5 1 (3.52)
0
< Cl U3 + CINMIFIG, + CUIGIG 1

Entretanto, note que

L
G2, < c /0 fro+ fol? & o1 fs — 00 + | foul® + [pofs + 067 da

L
<c / Ufre  fol? + [foal? + 1ol + +1faP] dz+ C)00 o
N 0 —

~ 7 <CO|UlllIFll%
<C|Fl3

< O FIE + O(enUu% +Oe||F||%)
< Ce|UIR + CIAMIFIE, (3.53)

para |A| suficientemente grande. Desta forma, substituindo (3.53|) em ({3.52))
obtemos

L
/ (o + " + 101 + [vo|* + [ do dz < Cel|Ul5, + CIAMF G, (3.54)
0

Temos também que

162122 < ClIUl [Pl
< CellUllz, + ClI Pl (3.55)
< Ce|[Uf3, + CIAPIF I3,

para constantes C,C. > 0. Somando a desigualdades e e usando a
definicao de norma em H, obtemos

1013, < eClIU, + CelAIF I,

ou seja,

Ul < CIMP|IF |-
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Como (iA] — A)U = F, temos
1GAT = A) 7 Fllse = ([T ][5 < CIAP(IF |3
Em outras palavras, temos

I(GAL = A) " F s
£l

1AL = A) e = sup (

) <cnr,

| F]12¢#0

para |\| suficientemente grande. Dessa forma, como iR C p(A) e
[GAT = A) ey = OUAR)  quando ]3] = o,

segue pelo Teorema [L.67| Borichev e Tomilov)que

1S4 A o = O quando £ — oc.

Como 0 € p(A), existe Fy € H tal que A1 Fy = Uy e, portanto,

_ C
1S4 Uoll2 = (Sa(®A™) Folllae < 75 [ Folla

C

< mHAUoHH

C
< 272 1Uolloca.

Segue que o Teorema [3.15] esta provado para o caso n = 1. O caso geral sera
provado por indugao. Suponha que o resultado seja vélido para todo k € N tal
que k <n—1.

Seja Uy € D(A™). Por definigao temos Uy € D(A" ) e A" U, € D(A) e
mais, pela Proposicao [1.48] item (i), temos que S4(t/2)Uy € D(A™!). Desse
modo, segue que
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[1S4®)Usllae = 1Sa(t/2)(Sa(t/2)Uo)|n
< G ISat/2Vallouu
C,
= oy
Ch
< oy

Cn— .
< (t1/2)nlfl (tl/QHUOHD t1/2||AUO||D t1/2||A 1(UO)||D A))
Cnfl Cl
< (72)n1 ((” - 1)t17||U0||D(An))

Ch
(t1/2)n 10ollpcan)-

1S4(t/2)Usll3c + [MA(Sa(t/2)Uo)lla¢ + - + A" (Sa(t/2)Us)|l2¢)

1S4(t/2)Usll3c + 1Sa(t/2) (AUo)lla¢ + - + 1S4 (t/2) (A" To)ll2)

<

3.4 Estabilidade Exponencial

Teorema 3.16. Considere as notagoes anteriores e assuma que o sistema (3.1])-
(13.5) satisfaca as condigoes (3.7) -(3.10). Entao existem constantes C,p > 0,
independente de Uy € H, tal que o semigrupo {Sa(t)}+>0 satisfaz

1S4®)Toll < Ce™|[Us|l3, t > 0. (3.56)

Demonstrag¢ao. Dado e > 0, temos pelo Corolario item (ii), que existe C. > 0
tal que

lo—3/3

| el [ do < U, + I 357
l0+5/3

Resulta dos Lemas [3.6) e 3.7 que

lO 5/3 lo 6/2
/ |<,ox+¢\2+!<1>|2da:§/ oo + VI + || da
lo+6/3 lo+5/2

< €|U|j3, + CIF|3, (3.58)

Somando as desigualdades (3.57)) e (3.58) obtemos

lo 5/3
L T VI O R 9 o < U+ CP
0+d/3

TV
=A
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Decorre do Corolario que

L
/|%+wv+@ﬁ+wu%wm%ms0A+mmm@
0

para uma constante C' > 0. De maneira analoga ao que fizemos na demonstragao
do Teorema [3.15] obtemos

ClGllo,. < Ce||U5, + Cc||F|I3,-

Assim,

L
/ 0o + " + 101 + [vo|* + [U* do < Cel|U[l5; + Cel| F 13- (3.59)
0

Do Lema|3.5| e da desigualdade de Young também temos

10122 < CINUIIll
< Ce| U3 + C. P (3.60)

Somando as desigualdades (3.59)) (3.60) e usando a defini¢do de norma em H,
obtemos

1013, < CellUl5, + Cll FI3,-

Como (iA — A)U = F, temos para ¢ suficientemente pequeno que

IGAT = A" Flly = [Ully < ClIFllse Al = o0.

Portanto, como iR C p(A), segue do Teorema [1.65 (Pruss) que

1S4 Usllre < Ce™[|Ubln, t > 0.



Capitulo 4

Invariancia da taxa de decaimento
em relacao as condicoes de contorno
em sistemas de Timoshenko
termoelasticos homogéneos.

4.1 Introducao

No Capitulo 2, mostramos que quando nao é assumido as velocidades de ondas
iguais, ou seja, X = pﬁl — p% = 0, temos diferentes taxas de decaimento polinomial
para o sistema de Timoshenko, dependendo das condi¢oes de contorno. Para as
condicoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann obtemos a taxa de t_%, que é
6tima, e para condi¢oes de contorno Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet obtemos a taxa

de t7 .

Nosso principal objetivo neste capitulo é mostrar que o sistema Timoshenko
termoelastico homogéneo associado a condi¢oes de fronteira misturadas Dirichlet-
Neumann tem a mesma taxa de decaimento polinomial de t=2. Além disso,
mostraremos que estabilidade exponencial do sistema com as condi¢oes de
fronteira misturado Dirichlet-Neumann ocorre quando X = 0.

E importante ressaltar que para obtermos esta invariancia de estabilidade em
relacao as varias condigoes de fronteira misturadas Dirichlet-Neumann , usaremos
a técnica das funcgoes cut-off para encontrar melhores estimativas como feitas
no Capitulo 3. Este capitulo é uma consequéncia direta do capitulo anterior,
portanto as demonstracoes de todos os resultados apresentados serao omitidas.

O sistema de equagoes diferenciais parciais que descreve o sistema de
Timoshenko termoelastico homogéneo é

98
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P1Pe — k(%: + w)x + 0—990 = U, (41)
P39t - ng + U(QOr + w)t - 07 (43)

para x € (0,L) e t € (0,00), com as seguintes condigdes iniciais

90(1'70) = QO()(I), w(xv()) = %(90)» 9($a0) = 90(33)

(4.4)
ei(x,0) = p1(x), Yi(z,0) =i (2).

Estudaremos o sistema de equagdes (4.1)) - (4.4]) associado a exatamente uma das

seguintes condi¢oes de contorno

(@) ¢(0,t) = (L,t) = (0,1) = ¥(L,t) = 6(0, L) = O(L,t) = 0,
(0) ©x(0,1) = (L, t) = ¥(0,1) = (L, t) = 0(0, L) = (L, t) = 0,
(@) @(0,1) = (L, t) = ¢2(0,1) = ¢u(L, 1) = 6(0, L) = 6(L, t) = 0, (4.5)
(d) #(0,1) = o(L,t) = ¢(0,1) = (L, 1) = 0:(0, L) = 0(L, ) = 0,
() ¢(0,8) = p(L,t) =12(0,t) = ¥u(L,t) = 0,(0, L) = 0,(L, 1) = 0,
onde t > 0. Denotaremos a diferenca de velocidade das ondas por
X = E — ﬂ
P P2

Nosso primeiro objetivo é escrever o sistema de equacgoes diferenciais parcias
(4.1) - (4.4) com condigoes de fronteira 4.5l em um problema de Cauchy abstrato.
Motivados a isso, introduzimos os seguintes espagos.

( HY0,L) x L2(0, L) x HA(0,L) x L2(0, L) x L*(0,L) para (1.5),
HY(0,L) x L2(0, L) x HX(0,L) x L2(0,L) x L*(0,L) para (1.5),

H;={ H0,L) x L*0,L) x H}(0,L) x L*0,L) x L*0,L) para (1.5),
HY0,L) x L*(0, L) x HE(0,L) x L*0,L) x L2(0,L) para (1.5)4

| HI(0,L) x L2(0,L) x HY0,L) x L2(0, L) x L*(0,L) para (L5),

L
onde L2(0,L) = {u € LQ(O,L);/ udr = 0} e H}(0,L) = H'(0,L) N L0, L).
0
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Munimos o espaco Hilbert H; com o seguinte produto interno

L
(Uy, U2>7{j = / (01P1 P + oUWy + bty 1)o ;| da+
0
(4.6)

L
/ [kj(‘pl,x + ¢1)(@2,x + @ZJQ) + p3910_2]d:v
0

sendo Uy = (1, @1, 91, V1,01),Us = (2, P2, 102, ¥y, 0;) € Hj, e com a norma
induzida

L
U113, ;:/ (o1 @1 + o T* + blou|* + ks + ¢ + ps|0]]da. (4.7)
0

Dessa forma, o problema (4.1))-(4.4) pode ser reescrito como
d
d—U(t) =AU(t) t>0
t (4.8)

U(O) =Uy = (900; ©1, %0, Y1, 90)T7

onde A; : D(A;) C H; — H; é o operador linear nao-limitado definido por

)
- x + T _9:8
o (¢z + ) 1
AU=1 P o
— Yy — _(9096 + @D) + —0
P2 ~ P2 o P2
-0 — — (P, + V)
P3 3

para qualquer U = (¢, ®, ¢, ¥, 0)" € D(A;), cujo dominio ¢ dado por
D(A;) = {U € H;; ¢,¢,0 € H*(0,1) e (D) é satisfeito }

o, 0.0 e Hy(0,L) para (5
U, p,,0 € H(0,L), € H(0,L) para (5),
(D) ®,%,,0 € H}(0,L), ¥ € H}(0,L)  para (5

o, 0,0, € Hy(0,L) para (
®,1,,0, € H}(0,L), ¥ e HY0,L) para (5).

Com procedimento anélogo ao feito no Capitulo 2, podemos mostrar que o
operador A; é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe
Co, denotado por {S4,(t)}:>0. Usamos a teoria de semigrupos para concluir que

cada um dos sistemas (4.1))-(4.4)) munido de uma das condigdes de fronteira dadas
em (|4.5) é bem posto.
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Proposicao 4.1. Com as notacoes anteriores, temos que

i) se Uy € D(A;), entao o problema tem wma unica solug¢ao
U(t) = Sa,(t)Uy satisfazendo

U e C'([0,00); H;) N C([0,00); [D(A;)])

ii) se Uy € H;, entio o problema tem uma unica soluc¢ao

U € C([0,00);H;) N C((0, 00); ;) N C((0, 00); [D(A;)])

i) se Uy € D(A?}), entdo o problema (4.8) tem uma tinica solugdo

U e (e ([0,00), D(AL)

=0

4.2 Lemas técnicos

Seja j € {1,2,3,4,5}. Dados F' = (f1, f2, f3,f1,f5) € Hj e A € R seja
U= (p,®,9,7,0) € D(A,) solucdo da equagao resolvente (iA] — A;)U = F, a
qual em termos de suas componentes pode ser escrita como o sistema de equacoes

iNg— D = fy, (4.9)

ip AR — k(s +)s + 06, = p1fo, (4.10)

N — U = f, (4.11)

ip2 AV — (0y)s + k(s + ) — 0 = pa fy, (4.12)
ip3A0 — VO, + (P, + V) = p3fs. (4.13)

Lema 4.2. Com as notacgoes anteriores, temos que existe uma constante C > 0

tal que
1021172 < CNU 3| F-

Lema 4.3. O eizo imagindrio estd contido no resolvente do operador A;, ou seja,
{Z/\7 A€ R} C p(AJ)
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Seja lp € (0,L) e 6 > 0 tal que (Ip — 6,1+ ) C (0, L). Considere uma fungao
auxiliar cut-off s € C?(0, L), satisfazendo

supp(s) C (lp —6,lp+6), 0<s(x) <1, xe€(0,L),

J J
s(z) =1 para x € [lo_ﬁ’l0+§ :

Lema 4.4. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo+5 lo+5 1/2 C
/ Slpa + 0P do <C/6,2 / S0P de |+ S0llellU]
- B

Ol Flle + 1
DY [AJT T

Em particular dado € > 0, temos que existe uma constante C. > 0 tal que

l0+6/2
/ oo + 0P dz du < cl[UIE3 + CIFIE,
lo—68/2

Demonstracao. Demonstracao analoga ao Lema

]

Lema 4.5. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo—0 C
/l _slef? dl’<|A\3/2<l|9 A NU1G + U1 E BT
.

116, ||2/3||U||4/3 0l 101 + CT Tl | F e

IAI‘*/‘”’ Al

£ CIIFIE + o501

A2
Em particular dado € > 0, temos que existe uma constante C. > 0 tal que

lo+5/2
[ 10 de de < iU, + CIFI
lo—5/2

Demonstracao. Demonstracao analoga ao Lema
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Lema 4.6. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande, existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo+3/2 9 C 12,17 7011/2 121 1p11/2
- |2 + V] dx<|)\|3/2(|\9 e U™ + UG EONU
o

160122110137 + ,He 21U+ CNU ]| F 1

IM“/?’ A

C
+C||F||H+WHUH3{'

Demonstracao. Demonstracao analoga ao Lema

Considere s; uma fungao auxiliar cut-off s; € C%(0, L) satisfazendo

) o
supp(s1) C <lo — §,l0 + 5), 0<s(x)<1, z€(0,L),

J J
si(z) =1 para x € [lo—g,lo—l—g :

Lema 4.7. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande existe uma constante positiva C' > 0 tal que

lo+6/2 lo+4/2
/ s1libul? dz <CIA|[bpr — kpsl s1ln + 0||¥] de
l

0—06/2 lo—6/2
lo+4/2 lo+6/2 1/2
w0 [T et uP do sl [ lea+uP da
l0—5/2 lo—6/2
+ Cl0:] |21 Ul + CHU el | Fl I3 + CIIF I, + ’)\|2||U||H
Demonstracao. Demonstracao analoga ao Lema
O

Lema 4.8. Com as notagdes anteriores, temos que para |\ suficientemente
grande existe uma constante positiva C' > 0 tal que
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l()+5/2 l0+6/2
/’ 1O da <CIA||bpr — kol s1lgn + 0|0 do
lo—4/2 lo—6/2

lo+6/2 lo+6/2 1/2
v [" ot vl dat OO ( [ lent vl da
l

lo—5/2 0—3/2

C
+ Cll0all 21U + CHU el | Fllae + CIIFI, + WIIUII%-

Demonstra¢ao. Demonstragao analoga ao Lema [3.10]

O
Corolario 4.9. Com as notacoes anteriores, e considere € > 0.
i ) Seja X # 0, entao existe uma constante C. > 0 tal que
lo+5/3
/ (19al* + [¥) do < €||U[5, + CAIFI,,
lo—5/3
desde que |\| seja suficientemente grande.
it ) Seja X =0, entao existe uma constante C. > 0 tal que
l0+5/3
/ (Ieal® + [U[") dz < €||U][, + Ce||F|3,
l0—5/3
Demonstracao. Demonstragao analoga ao Corolario [3.11 O
4.2.1 Desigualdades de observabilidade
Considere as seguintes equagoes.
iu—v =g em (0,L), (4.14)
iAp1v — k(uz +w), = g2 em (0,L), (4.15)
iw—z=g3 em (0,L), (4.16)
iNp2z — bwy, + k(uy + w), = g4 em (0, L), (4.17)

onde g1, 93 € Hy(0,L)(H(0,L)), g2, 92 € L*(0, L).

Vamos denotar por V e G os vetores V = (u,v,w,2) ¢ G = (g1, 92, 93, 94)"
respectivamente. Além disso, dado qualquer a;,a2 € R com 0 < a1 < ay < L,



105 4.3. TAXA DE DECAIMENTO POLINOMIAL

denotaremos || - ||4,.4, € Z(+) por
a2
VG, e = / (Ju + w? + [v]* + [we* + [2]*)) da,
ay
Z(a) = lua(ag) +w(az)|* + [v(a)* + [wa(az)|* + |2(ay)[, j = 1,2

Proposigao 4.10. Com as notagoes anteriores, considere V. = (u,v,w,z)" a

solucao forte de — e < ay < ay < L quaisquer. FEntao existe

constantes Cy, Cy > 0 tais que

Z(a;) < Col|VI[Z, 0 + CollGlloz 7 =1.2,

ai,az

IVIlayar < C1Z(ay) + CillGllG ., =12,

Demonstragao. Demonstragao analoga a Proposicao [3.12] O
Coroléario 4.11. Seja V = (u,v,w, 2)T a solugdo forte de -. Se para

qualquer subintervalo (a1, a2) C (0, L) temos

IVl a < A,

ai,az2 —

entao existe uma constante C' > 0 tal que

V160 < CA+ClIGIG,

Demonstracao. Demonstracao analoga ao Corolario [3.14 O

4.3 Taxa de decaimento polinomial

Teorema 4.12. Se X # 0, entao o semigrupo associado ao sistema Timoshenko
termoeldstico (4.1)- (4.4) com as condigoes de fronteira (4.5)) é polinomialmente

estavel, ou seja, existe uma constante C, > 0, independente de D(.A?), n>1
inteiro, tal que {S4,(t)Uo}i=0 tem a seguinte taza de decaimento

Ch n
1524, )l <~ [Tollpagy, ¢ =00, ¥ Un € D(AT).

Demonstragao. Demonstragao andloga ao Teorema [3.15] O

4.4 Estabilidade exponencial

Teorema 4.13. Considere as notacoes anteriores e assuma X = 0. FEntao
existem constantes C, p > 0, independentes de Uy € H;, tal que o semigrupo
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{S4, () }hizo satisfaz

1S4, (6) Tl < Ce || Uplls, ¢ > 0. (4.18)

Demonstracao. Demonstragao analoga ao Teorema [3.16 O



Consideracoes Finais

Neste trabalho, usamos a teoria de semigrupos lineares para provar a
existéncia e unicidade de solucao para dois sistemas termoelasticos do tipo
Timoshenko, um homogéneo e outro nao-homogéneo, o qual modela as vibracoes
transversais de vigas de materiais eldsticos que na sua posicao de equilibrio
apresenta comprimento L. Usamos propriedades do gerador infinitesimal do
semigrupo associado ao sistema para obtermos resultados de estabilidades
exponenciais ou polinomiais.

Seguindo com este objetivo, mostramos que o sistema Timoshenko
termoelastico homogéneo com as condigoes de fronteira Dirichlet-Neumann-

Neumann é exponencialmente estavel se, e s6 se, a diferenca de velocidades de
kb

ondas sao iguais, isto é, ¥ = — — — = (. Este mesmo sistema com as condigoes

de fronteira Dirichlet—Dirichlef—lDirchhlet é exponencialmente estavel para X = 0,
sendo a reciproca um problema em aberto. No caso de X # 0, obtemos uma
taxa de decaimento polinomial para as condig¢oes de fronteira Dirichlet-Neumann-
Neumann de ¢~/2, sendo esta a melhor taxa, enquanto que com as condices de
Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet obtemos a taxa de decaimento de ¢~ /4.

Prosseguindo com o objetivo de obter resultados melhores de estabilidades
para modelos mais genéricos, trabalhamos com as fungoes cut-off, e obtemos
que a estabilidade exponencial é alcancada em uma versao local de velocidades
iguais de propagacao de ondas para sistemas de Timoshenko termoelasticos
nao homogéneos, com condi¢oes de fronteira Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet, e no
caso quando X(z) # 0 q.t.p em (0,L) obtemos um melhoramento na taxa de
decaimento de t~/4 para t~1/2.

Continuando com a mesma técnica das fungoes cut-off, obtemos a invariancia
da taxa de decaimento de t~/2 em relacdo as condicdes de contorno misturada
Dirichlet-Neumann para sistema Timoshenko homogéneo, quando X # 0. E no
caso contrario, obtemos a estabilidade exponencial.
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