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RESUMO

DE SOUSA, Lana Maria, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2024.
Modelagem cinética da cristalizacdo do monourato de sédio mono-hidratado via
equacgao mestra. Orientador: Leandro Gutierrez Rizzi.

Gota é uma doenga cronica caracterizada como uma artrite inflamatéria que de-
corre da deposicdo de cristais de monourato de sédio mono-hidratado (MSUM) no
fluido sinovial humano. Os modelos cinéticos que poderiam ser utilizados para des-
crever o crescimento de cristais de MSUM sdo escassos na literatura. A dificuldade
encontrada em estudos sobre o crescimento de estruturas moleculares em meios fisio-
16gicos depende do nivel descritivo do sistema de interesse. Em geral, investigacdes a
respeito da cinética de cristalizacdo requerem abordagens que envolvem equagdes di-
ferenciais temporais, as quais dependem dos mecanismos de crescimento. A presente
pesquisa teve como objetivo principal desenvolver um modelo cinético que permi-
tisse descrever, ao menos qualitativamente, a cinética de crescimento dos cristais de
MSUM levando em consideragdo a viscosidade do meio. Em primeiro lugar, realizou-
se a caracterizacdo do sistema fisico para determinar as ordens de grandeza e as
escalas de tempo e de comprimento apropriadas para o desenvolvimento do traba-
lho. Revisou-se o tratamento ja empregado na literatura, o qual é caracterizado por
equacgdes diferenciais de ordem g. Foi verificada a discordancia da solu¢do adotada
nos trabalhos onde g = 2 em relagdo a reproducdo das andlises experimentais reali-
zadas. Entdo, buscou-se utilizar as solugdes gerais obtidas para estas equagdes a fim
de descrever os poucos dados experimentais encontrados na literatura, tarefa que se
revelou elusiva. Por dltimo, foi proposta uma nova modelagem para a cinética de
cristalizacdo dos cristais de MSUM fundamentada na equagdo mestra. Para validar
a solucdo da equacdo diferencial encontrada para a concentracdo de mondmeros em
solugdo, realizou-se uma comparacdo com os dados experimentais obtidos em dife-
rentes condi¢des. Tal abordagem tedrica permitiu uma descrigdo simples e transpa-
rente da cinética de crescimento de cristais de monourato de sédio mono-hidratado,
sendo esta capaz de descrever qualitativamente os efeitos relacionados a viscosidade

e a concentracdo inicial de sementes.

Palavras-chave: Gota. Cinética de crescimento. Cristaliza¢cdo. Equagdo mestra. Visco-
sidade.



ABSTRACT

DE SOUSA, Lana Maria, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2024. Ki-
netic modeling of the crystallization of sodium monourate monohydrate via master
equation. Advisor: Leandro Gutierrez Rizzi.

Gout is a chronic disease characterized as an inflammatory arthritis resulting from
the deposition of monosodium urate monohydrate (MSUM) crystals in the human
synovial fluid. The kinetic models that could be used to describe the growth of
MSUM crystals are scarce in the literature. The difficulty encountered in studies on
the growth of molecular structures in physiological media depends on the descriptive
level of the system of interest. In general, investigations crystallization kinetics require
approaches involving temporal differential equations, which depend on the growth
mechanisms. The main objective of this research was to develop a kinetic model that
would allow, at least, a qualitative description of the growth kinetics of MSUM crys-
tals, taking into account the viscosity of the medium. First, the physical system was
characterized to determine the orders of magnitude and appropriate time and length
scales for the development of the work. The treatment already employed in the li-
terature, characterized by differential equations of order g, was reviewed concerning
the reproduction of experimental analyses, discrepancies were observed in the expres-
sion adopted in works where g = 2. Then, attempts were made to use the general
expressions obtained for these equations to describe the few experimental data found
in the literature, a task that proved to be elusive. Finally, a new modeling approach
for the crystallization kinetics of MSUM crystals based on the master equation was
proposed. To validate the differential equation found for the concentration of mo-
nomers in solution, a comparison was made with experimental data obtained under
different conditions. This theoretical approach allowed a simple and transparent des-
cription of the growth kinetics of monosodium urate monohydrate crystals, capable of
qualitatively describing the effects related to viscosity and initial seed concentration.

Keywords: Gout. Growth kinetics. Crystallization. Master equation. Viscosity.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Aspectos gerais

Denominada na antiguidade como “doengas dos reis”, a gota! trata-se de umas das
primeiras doencas a ser reconhecida como entidade clinica. Embora seja uma doenca
constatada hd cerca de quatro mil anos [2, 3], os estudos cientificos sobre a gota foram

tardios e ainda existem questdes incompreendidas [4, 5].

Clinicamente, a gota é uma doenca definida como uma artrite inflamatéria, que
é caracterizada pela deposicdo de cristais formados por moléculas de monourato de
s6dio mono-hidratado (MSUM)? no liquido sinovial em diversas articulagdes. Em
geral, para ocorrer a deposicdo desses cristais nas articula¢des, é necessario, mas ndo
suficiente, que a concentra¢do de dcido urico esteja consideravelmente acima do que
se verifica no sangue de pessoas sauddveis [6, 7]. E estudos da literatura [6, 7, 8, 9] in-
formam que esta concentragdo é em torno de 68 mg/L. O 4cido trico, proveniente da
dieta alimentar, é o metabdlito final da via de degradagdo das purinas e é excretado
por duas vias, intestinal e renal [10, 11, 12]. Em situag¢des de disfun¢do em uma dessas
duas vias excretoras ou de uma metabolizacdo elevada dessas proteinas, observa-se
um aumento na concentra¢do de dcido trico sérico. Entdo, além do paciente desen-
volver o quadro de hiperuricemia, se nado tratado, o paciente pode vir a desenvolver
a doenga gota.

A doenca apresenta quatro estdgios [7, 10, 13]. No estdgio inicial, ha o diagnoéstico

3

de hiperuricemia” sem evidéncia de deposicdo de cristais de MSUM. O segundo esta-

Do latim “gutta”, termo denominado a crenga medieval de que o excesso de “humores” no corpo
era concentrado em uma articulacdo formando gotas de liquidos provenientes desses “humores”, cau-
sando dor e inchaco [1].

20y, do inglés, monosodium urate monohydrate.

3A elevada concentragdo de urato sérico pode levar a formagio de diversos cristais, mas apenas
uma pequena parcela de pacientes hiperuricémicos progride para a formacédo de cristais de MSUM [14,
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gio é caracterizado pela deposi¢do assintomatica de cristais de MSUM, seguido pela
fase intercritica, na qual ocorrem surtos agudos?, alternando entre dores agudas e
periodos sem dor. O ultimo estdgio é denominado gota avangada, caracterizado pela
presenca de tofos, que sdo evidéncias fisicas da deposigdo dos cristais de MSUM e que
alteram a morfologia do local onde ocorreu a deposi¢do. Além da grande variedade
de quadros clinicos outras formas de artrite podem se desenvolver®, dificultando o
diagnostico da gota.

Assim, o padrio de diagndstico® consiste na verificagdo da deposicao de cristais de
MSUM no liquido sinovial [7, 13]. O liquido sinovial permite a movimentagdo articu-
lar sem dor e estd localizado entre as cartilagens que revestem a camada 6ssea [4, 14].
Essa deposicdo pode ser observada em qualquer parte do corpo, sendo mais comum
nos membros inferiores, com destaque para o envolvimento da primeira articulagao
metatarsofalangica’ [2, 4], como ilustrado na Fig. 1.1. Os cristais de MSUM podem
causar altera¢Oes degenerativas resultantes dos efeitos metabolicos e fisicos [4, 12, 17].
O processo inflamatoério correlato pode chegar ao ponto de impedir o paciente, por

exemplo, de realizar tarefas cotidianas como calgar sapatos.

Ainda ndo existe um tratamento universal para a doenga gota [4, 13]. Tendo como
estratégia central a reducdo da concentragdo de acido trico sérico, essa medida con-
tribui para a dissolugdo de cristais de MSUM e para a prevengdo de crises de gota.
No entanto, a terapia e/ou medicamento aplicado depende nao s6 do estdgio clinico,
mas também das comorbidades que o paciente apresenta. E, estes tratamentos nao
sdo completamente eficazes até o presente momento [7, 13]. Ou seja, os tratamentos
sdo preventivos e ndo definitivos, podendo ocorrer surtos da doenga em momentos
tardios, a depender da exposicdo do paciente e dos fatores desencadeantes.

A relagdo causal entre esta artrite inflamatoéria e diversos sintomas observados em
pacientes é uma das problematicas que ainda necessitam de estudos [13]. Alguns
exemplos incluem: i. a relagdo entre hiperuricemia e distarbios comérbidos, ii. o
desenvolvimento de deposicdo de cristais de MSUM em poucos pacientes com hi-
peruricemia, iii. a deposigdo preferencial de cristais em locais especificos bem como
em articulagdes sem inflamacdo clinicamente aparente e, iv. a eficicia de uma dieta

especifica e controlada [4, 10].

15, 16].

4Egsas crises, intensamente dolorosas, sdo origindrias da atividade inflamatéria aguda dos cristais
de MSUM, desencadeada por diversos fatores, como tamanho dos cristais de MSUM, refei¢des ricas
em purinas, ingestdao de édlcool, trauma articular, etc [7].

SPor exemplo, a pseudogota é caracterizada pela deposigdo de cristais de pirofosfato de célcio nas
articulacoes [7].

®Exames de imagem sao utilizados, como radiografia, ultrassom e tomografia computadorizada [4].

7A inflamagao na primeira articulagio metatarsofalangica ¢ também conhecida como podagra. De
origem grega, “pous" significa pé e “agra" presa.
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Figura 1.1: Gota na primeira articulagio metatarsofalangeana. A figura mostra edema e

vermelhiddo no dedo do pé do paciente diagnosticado com gota. Figura adaptada da Ref. [4].

Diante das questdes ainda ndo respondidas envolvendo a doenga gota, a presente
dissertacdo trata da cinética de crescimento de cristais de MSUM, temaética que pode
lancar luz sobre a fisiopatologia da doenca. Na literatura ndo ha muitos estudos
sobre a formacdo e a cristalizacdo de cristais de MSUM. Com efeito, o conhecimento
desta cinética de crescimento pode contribuir, por exemplo, para o desenvolvimento
de tratamentos eficazes para a doenga.

Apesar dos primeiros relatos da doenga gota ter ocorrido por volta de 2460 a.C
no Egito, apenas na década de 1960 se concede a devida importancia aos estudos
experimentais. Os estudos das Refs. [18, 19] investigam a influéncia de componentes
constituintes do fluido sinovial no crescimento de cristais de MSUM, em especial a
albumina. Na Ref. [20] analisa-se a influéncia de componentes presentes no fluido
sinovial na solubilidade e na nucleacdo de urato monossédico. E na Ref. [21], ao
analisar amostras séricas de fluidos sinoviais de pacientes gotosos e normais, verifica-
se a independéncia da formacdo de cristais de MSUM com o nivel de supersaturagdo
de urato.

Desde entdo, uma diversidade de pesquisas relacionadas foi desencadeada. No
processo de cristalizagdo, diferentes formas cristalinas podem ser encontradas. Tal
como estudos das Refs. [22, 23] evidenciam, as condic¢Oes iniciais sdo cruciais bem
como o tipo de fluido utilizado para a deposigdo e crescimento de cristais de MSUM.
Na Ref. [18] ha um indicativo do efeito da viscosidade na formacao de cristais de
MSUM. Alteragdes na composicdo e estrutura do tecido conjuntivo podem levar a
deposicdo de cristais. Assim, é importante investigar a influéncia dos componentes

do fluido sinovial na taxa de crescimento dos cristais de MSUM.

Por dltimo, andlises também demonstram haver a presenga de um componente ndo
cristalino no processo de formagédo do cristal. O estudo produzido pela Ref. [15] per-
mite a andlise da cristalizacdo de cristais de MSUM numa matriz biomimética, isto é,
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em um ambiente semelhante ao in vivo. Como resultado, um modelo fenomenolégico
da cristalizagdo de MSUM foi desenvolvido envolvendo trés etapas: formacdo de su-
bunidades devido a agregagdo de moléculas de monourato de s6édio mono-hidratado,
o desenvolvimento de extensas estruturas amorfas em razdo da associacdo dessas su-
bunidades e a formacao de cristais filamentosos de MSUM devido a uma transigédo de

fase dos aglomerados amorfos.

1.2 Objetivos

Na literatura sdo poucos os estudos experimentais [18, 24, 25] e, ao tentarem
representar os resultados por meio de equag¢des matematicas, sdo elusivos. Diante
disso, o presente trabalho tem como objetivo investigar e propor um modelo para o

processo de crescimento de cristais de MSUM.

Os objetivos especificos da dissertacdo sdo:

* estudar modelos cinéticos estabelecidos na literatura baseados em equacgoes di-

ferenciais de ordem g;

* determinar o expoente g mais adequado para descrigdo da cinética de cresci-
mento de cristais de MSUM, usando os dados experimentais da Ref. [18];

¢ propor um modelo cinético alternativo usando o formalismo de equa¢do mestra
a fim de reproduzir os resultados experimentais tanto da Ref. [18] quanto da
Ref. [24];

¢ estudar qualitativamente a influéncia da viscosidade no processo de crescimento
dos cristais de MSUM;

e investigar o efeito da concentracdo de sementes cristalinas na alteragdo da con-

centragdo de moléculas de MSUM em solugéo.

1.3 Organizacao da dissertacao

Em resumo, a dissertagdo estd dividida em cinco capitulos sendo este presente
o capitulo 1. No capitulo 2 é apresentado e discutido o sistema fisico de interesse
informando as espécies quimicas envolvidas na cinética de crescimento dos cristais
de MSUM. No capitulo 3 é exibido e elaborado o modelo cinético baseado nas equa-

¢Oes diferenciais de ordem g na descricdo do crescimento dos cristais de MSUM. O
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capitulo 4 é destinado ao desenvolvimento e obtencdo dos resultados do novo mo-
delo proposto via equacdo mestra. Finalmente, no capitulo 5, sdo apresentadas as

consideragdes finais e as perspectivas.
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Capitulo 2

Descricao do sistema fisico

Neste capitulo sdo apresentadas as defini¢des e os conceitos fundamentais para
o desenvolvimento de modelos do sistema fisico de interesse: os cristais de MSUM.
Primeiramente, apresentam-se as condi¢des necessdrias para a produgdo de urato na
presenca de 4cido trico e sua reagdo quimica com o sédio formando o composto
aquoso MSUM. Apresenta-se também a influéncia de meios viscoeldsticos na cinética
de crescimento do soélido cristalino de MSUM. Por fim, estabelecem-se as grandezas
fisicas importantes através de equagdes para a andlise das abordagens introduzidas

nos capitulos seguintes.

2.1 Espécies em solucdo

O é4cido drico! (H,U, pKa;=5.30, pKay=10.30), cuja férmula quimica é CsHsN4O3,
é um &cido organico fraco sendo muito sensivel a variacdo de pH. Em solucado, pode
ser encontrado em trés formas: totalmente protonada (H,U; CsH4N4O3), parcialmente
desprotonada ([HU™|; [C5sH3N4O3] ") e totalmente desprotonada (U=2; [C5sHaN4O3]72),
como ilustrado na Fig. 2.1. A reacdo abaixo apresenta as trés espécies possiveis de

acido trico presentes no corpo humano [15]:
CsH4N4O3(yy) = [CsH3N4O3] ™ (4) + H () = [CsHaN4O3] % () + 2H (), (2.1)

ou, simplificadamente,

SN - N -2
HZU(aq) = HU (aq) +H+(aq) = U (aq) +2H+(aq)' (22)

INomenclatura da IUPAC: 7,9-diidro-1H-purin-2,6,8(3H)-trione; Massa molar: 168,1103 g/mol.
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Figura 2.1: Estados de protonacdo da molécula de 4cido trico. As estruturas quimicas envol-
vidas na formag¢do do MSUM: 4cido trico (HU), urato parcialmente desprotonado ([HU] ™) e

urato totalmente desprotonado (U~2), respectivamente [5, 26].

A Fig. 2.2 informa espécies em solucdo para diferentes valores de pH a uma tem-
peratura T = 37°C, sendo indicada a espécie preponderante em determinadas faixas
de pH. Com isto, verifica-se que, dependendo do ambiente, ha uma preferéncia da
estrutura quimica e uma certa solubilidade do 4cido trico. Os fatores determinantes
para a formagdo de uma determinada espécie de urato sdo: temperatura, pH, compo-
nentes da matriz de cartilagem?, e compostos derivados de outros tecidos conjuntivos,
tais como plasma e liquido sinovial [20, 27].

Além disso, a concentracdo de compostos quimicos presentes em solugdo é um
agente importante na formacdo de diversas estruturas moleculares envolvendo o
4cido trico. Tons como Ca*t, Na* e Mg*?, e também diferentes moléculas que
compdem o liquido sinovial, sdo cruciais na determinagdo da estrutura cristalina do
MSUM a ser formada [8, 14]. Entretanto, o grau de associagdo do ion urato depende
das condicoes do sistema, como a solubilidade do ion urato e as concentragdes dos di-
ferentes ions e compostos [20, 22, 28]. Em particular, a reagdo entre o ion urato e o ion
sodio Na™ em solugdo produz dois compostos idnicos: o urato diss6dico (NaxU gy €
o urato monossodico (NaHU ), sendo o altimo de interesse nesta pesquisa.

No corpo humano, quando a concentragdo de acido trico ultrapassa o valor de 68
mg/L, como ja mencionado, o quadro de hiperuricemia é estabelecido [6, 7, 8, 9]. O
acido trico em alta concentragdo no organismo pode formar compostos caracteristicos
de diferentes doengas [4], como a formacdo de cristais de MSUM, o que caracteriza
a doenca gota. Conforme indicado pelos dados mostrados na Fig. 2.2, em condigdes
especificas, o dcido trico é encontrado principalmente em sua forma idnica mono-
desprotonada ([HU]™) [5, 20, 29]. No fluido sinovial, fluido caracterizado por estar
sob T = 37°C e pH=7.4, o urato mono-hidratado, ion associado a uma molécula de

agua (H2O(;)), € a espécie do acido trico em maior concentracao.

2Como o liquido sinovial estd em contato direto com a cartilagem, pode haver a migragio de
moléculas ou componentes de uma regido para outra.
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Figura 2.2: Curvas titulométricas das diferentes espécies de acido tirico em solugdo aquosa e
em solugdo de hidroxido de sédio a T = 37°C. O termo “UA” refere-se ao acido trico (H,U),
o termo “UA~" ao urato parcialmente desprotonado ([HU]") e o termo “UA%~“ ao urato

totalmente desprotonado (U~2). Figura extraida da Ref. [15].

Em determinadas circunstancias, o urato associa-se a fons Na' e também a mo-
léculas de dgua formando um composto denominado monourato de sédio mono-
hidratado [30], NaHU.H;O/,,), como representado na Fig. 2.3. A formacdo deste
composto soltvel possibilita a formagado de sua estrutura cristalina (MSUM).

Considerando entdo a formagdo do urato monossédico, estdo presentes em solugao

as seguintes reagOes e suas respectivas constantes de equilibrio quimico:

H,U2H,0(,) = HyU,, + 2H,0() = H}  +HU,

(aq) (aq) + 2H20(l)/ (23)

NaHUHzO(S) g NaHU - +H20(l) K\:‘4 Na+ + HU +Hzo(l), (24)

(aq) (aq) (aq)
onde
[HoU )] —[ Uy [NaHU_ ] NaT [, (2.5)
K1 = , Ky = , K3 = a s K4 = . .
S PV B @)™ [NaHU |, |

Nota-se que o dcido trico di-hidratado (H,U.2H,Oyy)) € 0 composto quimico en-
volvido na formacdo de cristais de MSUM (NaHU.H;O)).
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Figura 2.3: Esquema indicando a conversdo do &cido trico (a esquerda) em urato idnico
(centro) e urato idnico em urato monosédico (a direita) na presenga de ions de s6dio, Na™.
(Veja Ref. [5] para mais detalhes).

2.2 Estruturas cristalinas

As espécies idnicas do &cido urico podem associar-se a diversos ions dispostos
no fluido em que estdo contidas [31]. A ligacdo quimica entre estes fons e os diferen-
tes compostos presentes em solugdo acarretam na formagdo de uma diversidade de
cristais [5, 7]. Por exemplo, nos célculos renais, sua forma protonada estd ligada ao
oxalato de célcio e, na urina, cristaliza a partir da solugdo aquosa como um composto
anidro?® [32, 33].

Apesar de ser possivel a produgdo de uma variedade de estruturas cristalinas, o
cristal de MSUM é a espécie quimica mais comum do urato cristalizar. Morfologi-
camente, os cristais de monourato de s6édio mono ou di-hidratado sdo encontrados
em diferentes formatos*. No entanto, este trabalho visa investigar a estrutura qui-
mica mais comum de urato cristalizado: cristal de MSUM em formato de agulha.
Caracterizado por uma estrutura cristalina triclinica [34], o MSUM cristalizado possui
um formato de agulha com trés eixos desiguais, como representado na Fig. 2.4 e na
Fig. 2.5.

A Fig. 2.6 é uma representagdo da estrutura quimica dos cristais de MSUM. Os
anions de urato sdo unidos por ligagdes de Hidrogénio no eixo curto, alinhando-se
ao longo de suas bordas, formando “folhas” de anéis de purina. No eixo longo,
ddo-se as interagdes de empilhamento entre as folhas, resultando em uma geometria
octaédrica [6, 31]. A coordenacdo dos fons s6dio com as moléculas de urato ocorre

através das moléculas de dgua, criando ondulagdes das “folhas” de anéis de purina.

3Compos’[o quimico CsH3N4O3Na, ou, simplificadamente HZU(S).
4QOs cristais de MSUM podem apresentar formatos como de arco, ourigo, agulha e “bola de praia”
(usualmente denominado como “beachball”, termo em inglés) [14, 15, 26].
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Figura 2.4: Representagdo de um cristal de MSUM tipico em formato de agulha. Figura
extraida da Ref. [34].

Figura 2.5: Imagens de cristais de MSUM via microscopia eletronica de varredura. Figura
extraida da Ref. [14].

Figura 2.6: Estrutura cristalina do MSUM. Figura extraida da Ref. [31].

2.2.1 Tamanho tipico de um cristal de MSUM

O cristal de MSUM é caracterizado por uma célula triclinica [6, 12, 23, 34]. Com
eixos iguais a a = 1,089 nm, b = 0,9534 nm e ¢ = 0,3567 nm, seu crescimento
da-se principalmente no eixo ¢, de forma a considerar o alongamento apenas nesta
direcdo [23]. Ademais, com angulos iguais a « = 95,06°, B = 99,47°, v = 97,17°, o
volume da célula unitaria é dado por:
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Veelunit. = @ X b X ¢ X \/1 — cos? & — cos? B — cos? 7y + 2 cos a cos B cos 7,

Veelunit. = 0,3601 x 10727 m3.

De acordo com a Ref. [31], a célula triclinica de um cristal MSUM ¢é constituida
por duas moléculas de monourato de s6dio mono-hidratado [32, 35]. Como a massa
molecular é dada por Mysum = 190,09223 g/mol e o nimero de Avogadro é Ny =
6,022 x 102 mol~1, a massa de uma tnica molécula de MSUM é dada por:

M
my = % — 3,156 x 10~ 2g. (2.6)

Logo, a massa da célula unitéria é igual a mce ynit, = 0, 6313 X 10721 g.

Considerando as dimensdes do cristal como sendo [31] 1 ym X 1 ym X 10 ym
e, dai, o volume® médio de um tnico cristal MSUM ¢ igual a Vg1 = 10 x 10718
m3. Desta forma, o nimero estimado de moléculas em um cristal tipico é g =
5,555 x 1019, Sendo a massa de uma molécula de MSUM igual a m; = 3,156 x
10722 g/molécula, consequentemente, a massa média do cristal de MSUM é igual
a Megistal = Mfig = 1,752 x 10711 g. Portanto, um cristal de MSUM de tamanho
10 x 10718 m3 tem cerca de 7ip = 5,555 x 10'° moléculas de MSUM de massa média

Meristal = M17lg = 17,53 pPg.

2.3 Soluc¢oes viscoelasticas

O liquido sinovial é um ultrafiltrado® do plasma responsavel pelo fornecimento de
nutrientes e pela lubrificacdo das articulagdes [38, 39]. Por ter um alto peso molecular,
o 4cido hialurdnico é a molécula que mais contribui para a viscosidade do liquido
sinovial [30, 39]. As moléculas de baixo peso molecular sdo, por exemplo, bilirrubina,
acido trico e outras proteinas, sendo a albumina a predominante [40]. A presenca
destas moléculas e de outros componentes quimicos no liquido sinovial possui uma
consideravel interferéncia na solubilidade de cristais de MSUM e em sua formagao [20,
21].

Segundo anélises presentes na literatura [4], fatores fisiol6gicos afetam a formagao
de cristais de MSUM no corpo humano. Altera¢des na composi¢do e na estrutura da
cartilagem e em outros tecidos [14], morfoldgica e bioquimicamente, estdo associadas
a deposicdo de diversos cristais nestes tecidos, como os cristais de MSUM. Embora a

5A escolha das dimensdes de cristais de MSUM ¢é baseada nas Refs. [36, 37], de forma a obter uma
estimativa da ordem de grandeza do ntiimero de particulas.

60 liquido sinovial é o filtrado resultante do processo de filtracdo que ocorre nos capilares sangui-
neos presentes na membrana sinovial.
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taxa de crescimento de cristais de MSUM possa variar, ndo se observa a alteracdo em
sua estrutura cristalina [18].

1 .6I T T T T T T T
..... ® o
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S 14 .
@@ [albumina] =4 g A
[albumina] = 2 g/L AL
A A [albumina] =0 g/L A
1.2+ L 7
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Figura 2.7: Concentracdo de mondmeros p1(t) dependente do tempo para concentragdes de
albumina iguais a 0 g/L, 2 g/L e 4 g/L. Dados extraidos da Fig. 1 da Ref. [18].

Como os dados experimentais presentes na literatura sdo escassos, a analise e
o desenvolvimento de modelos a respeito do crescimento de cristais de MSUM sdo
afetados. Na literatura, apenas as Refs. [18, 24] fornecem estudos experimentais quan-
titativos relacionados ao crescimento de cristais de MSUM. E, a primeira referéncia é
a tnica que investiga influéncia de componentes constituintes do fluido sinovial no
crescimento de cristais de MSUM. Partindo de uma solu¢do de Na* e de 4cido trico a
T = 37°C e pH=74, os cristais de MSUM sao produzidos e utilizados como sementes
para analisar o crescimento dos mesmos em diferentes condi¢des. Por fim, este estudo
da Ref. [18] baseia-se no efeito da albumina sérica como fator primordial na alteracdo
da viscosidade do fluido sinovial, impactando a formagdo de cristais de MSUM [18].
A Fig. 2.7 apresenta uma representacdo grafica da influéncia da albumina na concen-
tracao de moléculas de MSUM em solucao, indicando um efeito inibitério na cinética
de crescimento de cristais de MSUM.

O movimento de moléculas de MSUM no fluido sinovial pode ser descrito por
meio da difusdo molecular [41]. Esse movimento pode levar a associacdo das mo-
léculas de MSUM culminando na formagdo de cristais de MSUM. A difusdo das
moléculas de MSUM depende tanto de suas propriedades quanto das caracteristi-
cas fisico-quimicas do liquido em questdo, o que permite definir um coeficiente de
difusdo. Assim, a concentragdo dos solutos dispersos em um fluido pode ser relacio-
nada a viscosidade do liquido, uma vez que oferece resisténcia a difusdo de moléculas
de MSUM [42].
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2.4 Grandezas observaveis

A fim de delimitar as quantidades moleculares e também as grandezas fisicas
observéaveis, assume-se que o sistema a ser considerado é constituido por uma quan-

tidade fixa de moléculas de MSUM, M, em solug¢do em um volume, V. Dai,

Miot

Mot = Z nNy, (2-7)
n=1

onde N, = N,(t) é o nimero de cristais com n moléculas.

7 ou associadass. Com a

Em solugédo, as moléculas de MSUM podem estar livres
conservagdo do ntimero total de moléculas de MSUM, a medida que o tempo evolui as
moléculas de MSUM associam-se. Com isto, é possivel considerar M (t) como sendo
a quantidade de moléculas de MSUM em solugdo, i.e, mondmeros, e M;(t) como a

quantidade de moléculas nos cristais com n > 2,

Mot = My (t) + Ms(t). (2.8)

E, em um certo instante de tempo, o nidmero de moléculas nos cristais de MSUM
é dado por:
My(t) = (£)Ns, (2.9)

onde 7i(t) é o tamanho médio dos cristais, N; representa a quantidade de cristais.

Como o numero total de moléculas no sistema, Mo, é constante para qualquer

intervalo de tempo, pode também ser representado em termos das condi¢des iniciais
Mot = Mg+ Msp, (2.10)

onde M;(0) = M o refere-se a quantidade de moléculas de MSUM livres inicialmente
e, Ms(0) = Mo = figNs ao namero inicial de moléculas em Nj cristais (sementes) de

tamanho médio 7.

Quando a concentragdo de mondmeros for superior a solubilidade, o excesso de
mondmeros é transferido para os cristais até que o equilibrio cinético seja estabelecido
e [25]

AMl(t) = Ml(t) - Ml,e ~ 0.

7 As moléculas de MSUM livres em solucio siao denominadas mondmeros.
SA associacdo de moléculas de MSUM sdo denominadas sementes cristalinas, ou, cristais de
MSUM.
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Ou seja, ndo hé fluxo liquido entre a solugdo e as sementes cristalinas. A cinética de
crescimento ocorre até 0 momento em que nao se verifica a alteragdo no tamanho dos
cristais de MSUM, isto é, o equilibrio cinético é alcangado. Neste momento, a solugdo
estd saturada e a quantidade de monomeros restantes em solugdo é denominada, M ,.

No caso de o nimero de cristais de MSUM variar, N, a quantidade total monomé-
rica também ¢ alterada de modo que o ntiimero de particulas distribuidas nos cristais
de MSUM de tamanho n > 2 é definido como sendo

Mot

M(t) = Y nNy(t). (2.11)

n=2

Logo, dada a evolugdo temporal do nimero de mondmeros em solugdo, o tamanho
médio dos cristais de MSUM pode ser reescrito a partir da Eq. 2.9 levando em conta
a relagdo expressa pela Eq. 2.10, de forma que:

A(E) = o Mot — My (0], (2.12)

Ademais, como o sistema estd definido em um volume V, as quantidades sdo
também expressas em termos de concentra¢gdes. De modo geral, uma concentragdo

C pode ser descrita como a razdo entre a sua quantidade M e o volume V, ou seja,
C=M/V.

Assim, define-se a concentracdo total fixa de moléculas de MSUM como sendo

Mt 1 N
Cot = Vv = i% nz 1Ny, (2.13)

=1

e a concentracdo de mondmeros de MSUM em solugdo como sendo

Cu(t) = MlT(t) (2.14)

A Eq. 2.14 apresenta a grandeza fisica mais importante na determinagdo do cres-
cimento de cristais de MSUM®. Experimentalmente, a investigagio do processo de
cristalizagdo do cristal de MSUM ¢é realizada por meio da anédlise da concentragdo de
mondmeros de MSUM em solugdo. Para isso, cristais de MSUM sdo previamente for-

mados e pesados!'®. No segundo momento, prepara-se uma solucdo a partir da disso-

'Na prética, a unidade de medida da concentracdo da solucdo contendo os cristais de MSUM é
g/L e ndo a quantidade numérica de mondémeros de MSUM em solug&o.

107 formacdo de cristais de MSUM pode ocorrer de diversas maneiras, sendo a mais comum, a
partir do 4cido trico [18]. Métodos instrumentais sdo empregados para a caracterizagdo de cristais de
MSUM [15], porém ndo fornecem detalhes sobre suas quantidades e seus tamanhos.



2.4. GRANDEZAS OBSERVAVEIS 21

lucédo desses cristais, determinando a concentragdo de mondmeros em solucao [18]. A
essa solucgdo, adiciona-se uma quantidade conhecida de cristais de MSUM e, a medida
que se verifica o crescimento dos cristais de MSUM, a concentragdo de mondmeros

em solucdo é medida de forma indireta [18].

Agora, partindo das Egs. 2.9 e 2.11 tem-se que

ii(t) = Mli,(:),

(2.15)

é o tamanho médio de cristais em um determinado tempo. Dai, a concentragdo nu-

mérica de sementes cristalinas é dada por:

Cs = N
S — 1,
\%
Adicionalmente, neste estudo considera-se o niimero de cristais Ns e a concentra-

¢do numérica Cs de cristais de MSUM sdo constantes, de forma que:

Mot N, ( ¢ ) N,

2@@227727:% (2.16)

onde o numero de cristais com n moléculas de monourato de s6édio mono-hidratado,

isto é, as concentracdes numéricas de sementes cristalinas de tamanho n sdo dadas

por:

Inicialmente, considera-se que
g = 171(0) eCio=0C (0),

e assim,
Ciot = C1(t) +7(t)Cs = Cy,0 + 719Cs, (2.17)

ou, correspondentemente,

fl(t)cs = Cl,O + 71gCs — Cl(t) = Ciot — Cl(i’). (2.18)

Vale notar que a maioria das defini¢des introduzidas acima, bem como aquelas
utilizadas na descricdo da cinética de crescimento de cristais de MSUM sao baseadas
nas ideias da Ref. [25]. Apesar de o artigo recorrer a uma abordagem mais simples

quando comparada a escala microscépica, sdo introduzidas defini¢des interessantes
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na descri¢do do processo de crescimento de cristais de MSUM. Essas equagdes permi-
tem a descri¢do do crescimento de cristais de MSUM com supersaturagdes variaveis,

isto é, supersaturacdes dependentes do tempo, conforme apresentado nos capitulos 3
e 4.
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Capitulo 3

Modelo cinético I: Equacoes

diferenciais de ordem g

Neste capitulo apresenta-se uma revisdo detalhada do modelo cinético efetivo
utilizado na descri¢do do crescimento de cristais de MSUM. Além de uma solugdo
geral para a equacdo diferencial de ordem g, também sdo apresentados resultados
obtidos na literatura. Com a investigacdo de diferentes valores para o expoente g, é
possivel verificar discordancias entre o modelo e os dados experimentais. Introduz-se
uma discussdo a respeito da necessidade de uma nova abordagem para a descri¢do

do crescimento de cristais de MSUM.

3.1 Equacodes diferenciais efetivas de g-ésima ordem

Pela Ref. [25], a equagdo diferencial da taxa de crescimento de um cristal pode ser

definida como: dn(t)
fl
S =rl (G -, (3.1)

onde C; , é a solubilidade dos mondmeros em solugado, 4 ¢ denominado expoente efe-
f

. s o4 . . e
tivo o qual depende das caracteristicas do mecanismo de crescimento e «,

representa
a constante de taxa de crescimento efetiva. Ademais, a cinética de crescimento pode
ser descrita ndo apenas pelo tamanho médio 7i(t) como também pela concentragdo

dos mondmeros em solugdo C;(t). Diferenciando a Eq. 2.18, tem-se que

di(t)  1dCi(t)
I __C_s FTa (3.2)
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A igualdade entre as equacdes Eq. 3.2 e Eq. 3.1 leva a

dCy(t)

= =G [Ca(t) — Cult, (3.3)

De acordo com a Ref. [41], a taxa de variagdo da concentragdo de mondmeros Cy ()

pode ser dada pela seguinte expressao:

dCy(t)
dt

= —Ks [Cl(t) — Cl,e]qr (34)

onde xs é a constante de taxa de crescimento efetiva.

A Eq. 3.3 é equivalente a Eq. 3.4, modelagem aplicada e investigada neste presente
trabalho. Referindo-se a um caso particular de uma equagdo diferencial nao-linear,
sua solugdo é obtida tal como para a equagdo de Bernoulli [43], como evidenciado a

seguir.

Adotando y(t) = C1(t) — Ci, e ks = cs;cﬁf, a Eq. 3.4, para q > 1, torna-se
— = —xs[y(t)]". (3.5)

Assumindo u(t) = [y(t)]' 79, tem-se que

L e e 36

e, integrando, u(t) = u(0) — (1 — q)xst. Em termos de y(t),

W] = [y(O)]' T — (1 — st (3.7)

1 1 1
_ = Kt, 3.8
g—1 [(Cl(t) —C10)17 1 (Co— Cl,e)ql] s (38)

onde C;(0) = Cyg e ks tem como unidade (concentracdo)!~7/tempo.

ou ainda

Mediante a solucdo da equagdo de Bernoulli, a solucdo para a Eq. 3.7 é dada pela

expressao:

1/1—q
} (3.9)

y(t) = [y(0)) [1 _ %

E, em termos da concentragdo de mondmeros dependente do tempo Cq (f),

[Cl(t) — Clle]liq = —(1 — q)Kst + [Cl,O — Clle]liq, (3.10)



3.2. ANALISE DE DADOS EXPERIMENTAIS 25

a qual pode ser reescrita como:

(1— Q)Kst 1/a=4)
(C10—Cre)t

Cl(t) = Cl,e + (Cl,O — Cl,e) 1-— (3.11)

Esta mesma expressdo geral é apresentada na Ref. [25] e, ao considerar g = 2,
é obtida uma equacdo equivalente a apresentada na Ref. [18]. Como serd mostrada
mais adiante, a Eq. 3.11 com g = 2 ndo permite uma descri¢do concomitante dos
dados apresentados na Ref. [18] e na Ref. [24]. Deste modo, é importante avaliar a

conformidade desta solugdo para diferentes valores do expoente 4.

Vale ainda notar que, no Apéndice A.1 mostra-se que, em intervalos curtos de
tempos tal que t < 1, a Eq. 3.4 pode ser reformulada como uma equagéo diferencial

linear efetiva dada por:
dCy(t)
dt

= —k(£)[C1(t) — Cul, (3.12)

onde
Ks
- , 3.13
<) [(C1o-c,,) 179+ (9 — 1)st] G139

é a “constante” de taxa efetiva dependente do tempo!.

3.2 Andlise de dados experimentais

Nesta se¢do sdo considerados diferentes valores do expoente g, buscando aquele
com maior representatividade na taxa de crescimento de cristais de MSUM. Com o
interesse em constatar o emprego do modelo cinético descrito acima, recorreu-se aos
dados experimentais da Ref. [18], sendo necessaria a substituicdo de unidades nesta
analise. Dito isto, como a unidade de concentracido de cristais de MSUM na Ref. [18]
é g/L e, pelo modelo proposto é dada por C = unidades de mondémeros de MSUM/L,
de modo geral, a seguinte relagdo é obtida:

Na

) =
c) Mnsum

X o(b), (3.14)

onde Myisum € a massa molar da molécula de monourato de sédio mono-hidratada
e Na a constante de Avogadro (valores apresentados na segdo 2.2.1). Ou seja, pela
Eq. 2.6, a Eq. 3.14 é dada por:

p(t) = my x C(t). (3.15)

£ importante ressaltar que em abordagens cinéticas alternativas consideram-se “constantes” de
taxa “efetivas” dependentes do tempo [44].
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A fim de analisar os dados experimentais [18, 24], a estimativa da massa dos mono-
meros de MSUM ¢é necessdria. Os experimentos informam a concentra¢gdo mdssica dos
mondmeros em solugdo p1(f), isto é, unidade expressa em [g/L] e as concentragdes
C1, Cie € Ciot = C19 + 1pCs sdo dadas em termos de [unidades de mondomeros de
MSUM/L], enquanto que a concentragdo C; em termos de [niimero de sementes/L].

Desta maneira, as seguintes relagdes sio consideradas?:

* p10=mCyp;
® 01, =m1C1p;
* po = mnpgCs = mCo;

® Piot = P1,0 + Po = M1Ciot,

onde Cy é definido como a quantidade de moléculas de MSUM nos cristais de MSUM

por volume, ou seja, ndo é uma concentragao.

3.2.1 Andlise parag =1

Inicialmente, supde-se 0 modelo mais simples possivel para o crescimento de
cristais de MSUM descrito pela Eq. 3.4. Isto é, uma equacdo linear de primeira ordem

com o parametro g igual a um. Assim, para o caso limite g — 1, a Eq. 3.11 resulta em:

i) g (1—0)(1—e /™), (3.16)
01,0
onde 0, = p1./p10 € 1 = 1/xs. Note que a Eq 3.16 acima equivale a Eq. 15 da
Ref. [25].

Recorrendo a Eq. 3.16, com os parametros 71 e o, livres, a evolugdo temporal da
concentragdo de mondmeros em diferentes concentra¢des de albumina é apresentada

na Fig. 3.1.

A anélise dos resultados apresentados para os pardmetros determinados através
dos ajustes utilizando a Eq. 3.16 considerando os parametros o, e 1 livres, revela que
ha incongruéncia com os dados extraidos da Ref. [18]. Apesar das curvas na Fig. 3.1
apresentarem bons ajustes aos dados experimentais, os valores obtidos para a solubi-
lidade, isto é, p1, = 0e X p1,0, ndo condizem com os valores fornecidos na Ref. [18].

Na Ref. [18], as solubilidades® de MSUM para as concentra¢des de albumina iguais a

20s valores de m; e fiy estdo informados na Seccdo 2.2.1.
30s valores das solubilidades utilizados da Ref. [18] sdo determinados por extrapolagio da equacao
de van’t Hoff e estdo de acordo com a Ref. [45]. Como os valores utilizados para as solubilidades de
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O0g/L,2g/Led4g/Lsao1,379g/L,1,395g/L e 1,395g/L, respectivamente. Diferen-
temente, esta andlise fornece valores de 0, de modo que as solubilidades p;, sejam
iguais a 3,395g/L, 4,167 g/L e 4,148 g/L para concentracdes crescentes de albumina.
Desta maneira, é possivel verificar a inadequacdo em considerar q = 1.
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Figura 3.1: Razdo entre a concentragdo de mondmeros dependente do tempo, pi(f), e a
concentragdo inicial de mondmeros, p19. Dados extraidos da Ref. [18] (simbolos cheios) e
seus respectivos ajustes (linhas tracejadas) utilizando a Eq. 3.16 (g = 1), os quais fornecem os
seguintes valores aos parametros ¢, e T para as concentragdes de albumina iguais a 0g/L,
2g/Ledg/L: o, = 0,727 e 1 = 9.569,1s, 0. = 0,847 e 71 = 36.832,1s, 0, = 0,850 e

71 = 869.4065s, respectivamente.

Ainda mais, a fim de constatar que g # 1, realiza-se a lineariza¢do da Eq. 3.16

dada por:
Flor() = ——t, (3.17)

T

fp1(t)) =In {1 P (M —~ 1)} (3.18)

1—0.\ p1o

onde —1/71; é o coeficiente angular das curvas de linearizacao.

A Fig. 3.2 mostra as curvas de linearizacdo para 4 = 1. Percebe-se que estas
ndo representam de forma satisfatéria os dados experimentais, principalmente para
[albumina| = 0g/L. Vale notar que, os valores obtidos para 1; pelos dois métodos sdo
distintos. Para concentra¢des de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, o primeiro
método, baseado no ajuste da Eq. 3.16 forneceu, nesta ordem, os seguintes valores

para 11: 9.569,4s, 36.832,1s, 869.406s. E, o segundo método, baseado na lineariza¢do

MSUM séo obtidos em concentragdes de albumina inferior ou igual a 1g/L, assume-se neste trabalho
que, para as concentragdes de albumina acima de 1g/L, a solubilidade é dada pelo mesmo valor
determinado para concentragdo de albumina igual a 1g/L e igual a 1,395g/L.
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das equagdes, Eq. 3.17 e Eq. 3.18, forneceu, em ordem crescente das concentragdes de
albumina, os seguintes valores para 7i: 44.763 s, 205.677 s, 4.128.819s. Como é verifi-
cada na Fig. 3.2, a linearizacdo é inadequada para expressar os dados experimentais,

indicando ser incorreto considerar 4 = 1 para descricdo do crescimento de cristais de
MSUM.
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Figura 3.2: Linearizacdo (linhas tracejadas) da Eq. 3.16 dadas pelas Eq. 3.17 e Eq. 3.18, g = 1,
para diferentes concentra¢des de albumina utilizando dados extraidos da Ref. [18] (simbolos
cheios). Os valores obtidos para o, e p1,0 com [albumina] iguaisa 0g/L,2g/Le4g/L sdo [18]:
. = 0,727 e p1p = 4,67 g/L, 0, = 0,847 e p1o = 4,92 g/L, 0. = 0,850 e p1o = 4,88 g/L,
respectivamente. E, nesta mesma ordem crescente de concentragdo de albumina, os valores
de 71 obtidos sdo iguais a 44.763 s, 205.677 s e 4.128.819 s.

3.2.2 Andlise parag =2

Diante deste impasse, constando que g # 1, esta mesma anadlise é realizada para
g = 2. Isso pois, a Ref. [18] apresenta equacdes equivalentes as equacdes da Ref. [25]
com g = 2. Tomando g = 2 na Eq. 3.11, a equagdo pode ser escrita como:
p1(t) T(1—0e) (1400 — 0%)

—_ 0’ —|— ’ 3.19
010 T n(l40g—0) + (1 — )t (3.19)

onde 0, = p1,./p1,0 € 0o = po/P1,0 €M que pg representa a concentragdo massica inicial
de sementes cristalinas* e 7, é a constante temporal de crescimento quando g = 2 e

iguala o = L o7 [25].
(C10+ Co— Cre)re’ Cs

Com os parametros 1, e 0y livres e com o parametro o, estabelecido pela Ref. [18],
os ajustes apresentados na Fig. 3.3 sdo obtidos. Define-se a solubilidade p;, e a con-

4Para os casos em que apenas os pardmetros ¢, e T, variam livremente, o valor estimado e consi-
derado é igual a pg = 0,8 g/L, conforme os dados da Ref. [18].
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centracdo inicial p;, de modo que5 o, = 0,280, 0, = 0,299 e 0, = 0,286 para as
concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, respectivamente.

Em primeira andlise, os ajustes ndo representam de maneira satisfatéria os dados
experimentais. Isso pois a partir da andlise sdo obtidas concentra¢des mdssicas inici-
ais de sementes cristalinas, pg, iguais a 3,582¢g/L, 11,198¢g/L e 15,338 ¢g/L, para as
concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, respectivamente. Como es-
sas concentragdes pg sdo significativamente diferentes da concentragdo nominal igual
a po = 0,8 g/L expressa na Ref. [18], entdo o valor do parametro como sendo g = 2
parece ser inadequado para descri¢do do crescimento de cristais de MSUM. Ainda

mais, realiza-se a lineariza¢do da Eq. 3.19, a qual é apresentada na Fig. 3.4.
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Figura 3.3: Razdo entre a concentracio de monomeros dependente do tempo, pi(t), e a
concentragdo inicial de mondmeros, p19. Dados extraidos da Ref. [18] (simbolos cheios) e seus
respectivos ajustes (linhas tracejadas) utilizando a Eq. 3.19 para q = 2, com os parametros o
e 0p livres e impondo o parametro o, estabelecido pela Ref. [18] e iguais a 0,280, 0,299 e 0,286,
para concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, respectivamente. Nesta mesma
ordem, os valores obtidos para 1 e 0y sdo: » = 17.261,5s e 0p = 0,767, T» = 45.928,5 s e
00 = 2,276, », = 76.642,0 s e 0p = 3,143. Assim, a concentracdo de massa inicial de sementes
cristalinas, pg, para as concentra¢des de albumina em ordem crescente sdo: po = 3,582 g/L,
po = 11,198 g/L, po = 15,338 g/L.

A linearizacdo da Eq. 3.19 é dada por:

flo1(t)) = &st, (3.20)

5A solubilidade e a concentragao inicial para as concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e
4g/L sdo: p1, = 1,379g/L e p1o = 4,67g/L, p1, = 1,395 g/Lep1g =4,92g/L, p1, = 1,395g/L e
010 = 4,88 g/L
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1 1
t — —_— 7
f(.ol( ) o1(t) — Ple P10 — Ple

onde &, é o coeficiente angular das curvas de linearizacao.

(3.21)

A Fig. 3.4 mostra as curvas de linearizagdo para diferentes concentra¢des de albu-
mina. Para tal, é também considerada a solubidade p;, e a concentragdo inicial pj o
para as concentrac¢des de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L como sendo, respec-
tivamente: p1, = 1,379 g/L e p1o = 4,67 g/L, p1, = 1,395 g/L e p1o = 4,92 g/L,
p1.=1,395g/Lepio=4,88g/L.
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0.16- - Linearizagdo A -
@ [albumina] = 4g/L e
m [albumina] = 2g/L A
I A [albumina] = Og/L ‘ E
2 A
= 0.081 N ’ i
L A |
,”/ R | |
A T —."_ __________
N 'y |

0 10600 20600
t[s]

Figura 3.4: Linearizacao (linhas tracejadas) da Eq. 3.19, 4 = 2, dadas pelas Egs. 3.20 e 3.21
para diferentes concentragdes de albumina utilizando dados da Ref. [18] (simbolos cheios).
Os valores escolhidos de ¢, e 0y para [albumina] iguaisa 0g/L, 2g/L e 4g/L sdo: o, = 0,280
eoyp = 0,767, 0, = 0,299 e 09 = 2,276, 0, = 0,286 e 0y = 3,143, respectivamente. E, nesta
mesma ordem crescente de concentragdo de albumina, os valores de 7> obtidos sdo iguais a
17.261,55s,45.928,5s e 766.642 s.

Por meio da Fig. 3.4 é possivel notar que as curvas linearizadas ndo correspondem
significativamente aos dados experimentais, em especial para [albumina]=0g/L. Isso
também é refletido na discordancia entre os valores do coeficiente angular, &, obtidos
através da linearizacdo das equacdes Eq. 3.20 e Eq. 3.21 e os valores apresentados na
Ref. [18]. Para concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, a lineariza-
cdo forneceu os seguintes valores para &: 9,264 x 107> L/g.s, 4,606 x 1074 L/g.s e
6,699 x 1073 L/g.s. E, o valor médio dentre o intervalo de valores apresentados® na
Ref. [18] é de &s = 0,76 x 107> L/g.s.

Agora, ainda considerando g = 2, uma segunda andlise é realizada, porém sem a

®Na Ref. [18] os valores exibidos para &s sdo apenas para [albumina] = 0g/L, com unidade igual a
L/g.min .
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imposigdo de um valor especifico para solubilidade p; .. A anédlise indica que, apesar
da Ref. [18] sugerir uma equacdo semelhante a Eq. A7 da Ref. [25], isto é, a Eq. 3.20
e Eq. 3.21, o valor de g = 2 também ¢é inadequado. A Fig. 3.5 mostra a representacdo
gréfica dos ajustes com os parametros o, T e 0y livres na Eq. 3.19 . Considerou-se as
concentragdes iniciais de monodmeros p1 o para as concentra¢des de albumina iguais a
0g/L,2¢g/Le4g/L, como sendo, respectivamente: p19 = 4,67 g/L, p10 = 4,92 g/L
ep1o=488g/L.
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Figura 3.5: Razdo entre a concentragdo de mondmeros dependente do tempo, pi(t), e a
concentragdo inicial de mondmeros, p1o para 4 = 2. Dados extraidos da Ref. [18] (simbolos
cheios) e seus respectivos ajustes (linhas tracejadas) utilizando a Eq. 3.19 com ¢,, 12 e 0y livres
e p1piguaisa4,67g/L,4,92¢g/L e 4,88¢g/L para as concentragdes de albumina iguais a 0g/L,
2g/L e 4g/L, respectivamente. Nesta mesma ordem, os valores obtidos para ., T e 0p sdo:
. = 0,619, » = 5.302,3s, 0p = 0,461; 0, = 0,721, 7, = 30.173,1s, 0y = 0,339; 0, = 0,306,
T, = 2.167.770,0s, 0p = 0, 583.

Embora as curvas ajustadas na Fig. 3.5 expressem adequadamente os dados ex-
perimentais, a obten¢do dos parametros é imprecisa. Os valores obtidos pelo ajustes
implementados ndo sdo tnicos, ou seja, variam conforme a modificacdo da condi¢do
inicial empregada no ajuste. Percebe-se também que os valores obtidos para 7, sdo
equivocados uma vez que envolvem tempos elevados comparados a escala estimada
na Ref. [18], cerca de 21600s (i.e., 360 min). Pela Fig. 3.5, a andlise fornece constantes
temporais de crescimento T, aproximadamente, iguais a 1h e 30min, 8h e 20min e
25dias para as concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, respectiva-

mente.

Somado a isto, os valores obtidos tanto para solubilidade p; . quanto para a con-
centracdo de sementes cristalinas pgp ndo reproduzem os seus respectivos valores espe-

rados. Na Ref. [18] a concentracdo méssica é igual a pp = 0,8 g/L e, por extrapolagéo,
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p1,. para as concentragdes de albumina iguais a 0 g/L, 2 g/L e 4 g/L sdo 1,379 g/L,
1,395 g/L e 1,395 g/L, respectivamente. Diferentemente, esta andlise forneceu os se-
guintes valores para p1, e po: p1, = 2,891 g/L e pg = 2,153 g/L, p1, = 3,540 g/L e
po =1,668 g/L, p1, = 1,493 g/L e pp = 2,845 g/L, para a concentra¢gd de albumina
em ordem crescente. Nota-se um desvio significativo entre os valores obtidos da ané-
lise e esperados da Ref. [18]. A vista disto, a analise indica que o pardmetro g deve ser
q # 1 eq # 2, sendo apresentadas a seguir andlises que foram utilizadas para tentar
encontrar o valor mais adequado para o mesmo.

3.2.3 Anadlise para outros valores do parametro g

A fim de obter o valor do pardmetro g que melhor descreve os dados experimentais,

a Eq. 3.11 pode ser dada em termos das concentracdes massicas como

(1-gre |77
— . (3.22)
(P10 — p1,) 171

p1(t) = p1e + (P10 — P1e) [1 -

A linearizacdo da Eq. 3.22 é dada por:

flo1(t)) = &st, (3.23)

S i 1 [(Pl(t)l_ Pl,e)q_l N (m)q”]’ (3.24)

onde &, é o coeficiente angular das curvas de linearizagao.

Para os valores de concentra¢es de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L, de
acordo com a Ref. [18], os valores para as concentra¢des p;, e p19 sdo dados por:
p1e = 1,379g/L e p1o = 4,67g/L, p1, = 1,395g/L e 4,92g/L, p1, = 1,395g/L e
p10 = 4,88 ¢g/L, respectivamente.

As Figs. 3.6, 3.7 e 3.8 mostram lineariza¢des dada pelas Egs. 3.23 e 3.24, com valo-
res do parametro g iguais a 3, 4 e 5, respectivamente. Analisando o ajuste introduzido,
representado nas curvas das mesmas figuras, aquele de maior concordancia entre os
dados implementados, empregando os valores de p;, e p1 previamente apresenta-
dos, e a linearizacdo é apresentado na Fig. 3.8. Isto é, qualitativamente, a equagdo
que parece descrever de forma mais adequada o crescimento dos cristais de MSUM
da Ref. [18] é aquela em que o parametro g = 5, dada por:

01,0 — Ple
[1+4&st(01,0 — 01

p1(t) = pre + it (3.25)
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ou, em termos das concentra¢cdes numéricas

Cio—Cy,
Cl(t) — Cl/e + € 1 1/4,
(14 4xst(Cr0 — Ci)?]

(3.26)
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Figura 3.6: Linearizagdo da Eq. 3.22 dadas pelas Eqs. 3.23 e 3.24 com q = 3. Dados extraidos
da Ref. [18].
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Figura 3.7: Linearizagdo da Eq. 3.22 dadas pelas Eqs. 3.23 e 3.24 com q = 4. Dados extraidos
da Ref. [18].
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Figura 3.8: Linearizagdo da Eq. 3.22 dadas pelas Eqs. 3.23 e 3.24 com g = 5. Dados extraidos
da Ref. [18].
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Figura 3.9: Valores de taxa de crescimento efetiva & para as diferentes concentragdes de
albumina. Valores de &s obtidos de acordo com a Eq. 3.25 a partir dos dados extraidos da
Ref. [18]. Os valores para as concentragdes p1, e p10 sdo dados por: p1, = 1,379 g/L e
p10 =4,67¢g/L, p1, =139 g/Le492¢g/L, p1, =1,395g/Lepip=4_88g/L, em ordem
crescente de [albumina]. Linha tracejada é apenas um guia visual.

Para g = 5, a relacdo entre «; e s obtida pelas Egs. 3.15, 3.25 e 3.26 é dada por:

1714

KS = I Ks. (3.27)
mq

Também ¢é possivel avaliar, mesmo que indiretamente, o efeito da viscosidade na

taxa de crescimento efetiva &; dos cristais de MSUM. Considerando o melhor ajuste

para os dados experimentais com g = 5, a Fig. 3.9 indica que ao aumentar a concen-

tracdo de albumina, o valor da taxa de crescimento efetiva 5 diminui. Somado a isto,

como o aumento da concentracdo de albumina no liquido sinovial provoca um au-
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mento na viscosidade deste fluido” [18], conclui-se indiretamente que, a diminuigao

de % é acompanhada de um aumento na viscosidade da solugao.

Por tultimo, apesar dos ajustes parecem expressar os dados experimentais, em es-
pecial para g = 5, é necessdrio analisar mais detalhamente os resultados a fim de

obter uma maior adequacdo de modelos baseados em equagdes diferenciais de ordem

q.

3.3 Outros resultados experimentais

A seguir, alguns resultados foram incluidos para enfatizar a necessidade de mo-
delar mais satisfatoriamente a cinética de crescimento dos cristais de MSUM e, por
consequéncia, descrever os dados apresentados nas Figs. 2.7, 3.10 e 3.11. Como ja
apresentado no capitulo 2, a Fig. 2.7 mostra o crescimento de cristais de MSUM sob
efeito da albumina. No entanto, na tentativa de descrever as curvas mostradas nas
Fig. 3.10 e Fig. 3.11, recorrer a Eq. 3.11 parece ser, como argumentado a seguir, in-
consistente. Diante deste impasse, houve a necessidade da investigagdo de outros

modelos descritivos para a cinética de formagdo dos cristais de MSUM.
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Figura 3.10: Concentragdo de mondmeros dependente do tempo p;(f) para solubilidade
p1. = 1.370g/L e concentracdes mdssicas de sementes iguais a pp = 0,10g/L, po = 0,25g/L,
po =0,50g/L e pp =1,0g/L. Linhas tracejadas sdo apenas guias visuais. Dados extraidos da
Fig. 2 da Ref. [24].

Ao utilizar a Eq. 3.22 como modelo descritivo para o crescimento de cristais de

7A viscosidade do liquido sinovial varia com a concentragio e o grau de polimerizagdo do &cido
hialurdnico [17, 38]. Porém, outros componentes do liquido sinovial também podem estar associados
a sua viscosidade, como discutido na Ref. [18].
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MSUM independente das condices iniciais, isto é, dos valores estimados para p1 o, po
e 01, a concavidade das curvas ndo é alterada. A fim de avaliar o efeito da concentra-
cdo de sementes no crescimento dos cristais de MSUM, assume-se diferentes sistemas
com suas respectivas solubilidades e concentragdes iniciais idénticas, variando ape-
nas a concentra¢do de sementes em solugdo. Pela Eq. 3.22, a concavidade das fun¢des
p1(t) x t é sempre a mesma. No entanto, tendo como exemplo a Fig. 3.10, verifica-se a
alteragdo da concavidade entre as curvas de concentracdo de sementes py = 0,25g/L
e po = 0,50g/L, com os valores fixos e iguais a p19 = 5g/L e p1, = 1,379g/L. Ao
aumentar a concentracdo médssica de sementes de pg = 0,25g/L para po = 1,0g/L,
observa-se uma diminuigdo de aproximadamente 60% na concentragdo de monome-
ros em solucdo. Agora, considerando uma concentragdo de sementes em solugdo
de p(t) = 2,4g/L, ao elevar a concentracdo de sementes de py = 0,25g/L para
po = 1g/L, o tempo de crescimento do cristal cai cerca de 20%. Verifica-se também
que, para a concentracdo de sementes igual a pg = 0,1g/L, o crescimento de cristais

de MSUM é dificultado em concentragdes de mondmeros inferiores a p; = 4,2g/L.
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Figura 3.11: Concentragdo de mondmeros dependente do tempo p1(f) para a concentragdo

massica de sementes pg = 0,8 g/L, solubilidade p;, = 1,379 g/L e concentra¢des iniciais de

mondmeros p19 = 5 g/L e p19o = 6 g/L. Linhas tracejadas sdo apenas guias visuais. Dados
extraidos da Fig. 3 da Ref. [24].

Mais ainda, o modelo caracterizado pela Eq. 3.22 também néo elucida os dados
apresentados na Fig. 3.11. Sdo considerados dois sistemas distintos constituidos pe-
las mesmas concentragdes de sementes, pg, e de solubilidade, p1,. Observa-se que
o tempo de crescimento de cristais de MSUM depende fortemente da concentragao
inicial de mondmeros. Em tempos inferiores a 150 min, ao aumentar a concentragdo
inicial de mondmeros, a taxa de variacdao de concentracdo de mondmeros é aumen-

tada. Essa observacdo era esperada de acordo com a Eq. 3.22 e estd alinhada com
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as expectativas. Isso porque, a uma certa concentracdo madssica de sementes pg, o
aumento da concentragdo inicial de mondmeros, p19, aumenta a probabilidade de
colisdes entre as sementes e os mondmeros em solug¢do. No entanto, a Eq. 3.22 nado
explica o fato das curvas experimentais representadas na Fig. 3.11 apresentarem um
ponto de cruzamento. Em tempos superiores a 150 min, uma maior concentragdo ini-
cial de monOmeros resulta na diminuicdo da taxa de concentracdo de mondmeros em
solucdo. E essa observacdo da cinética do crescimento de cristais de MSUM contradiz

a previsdo da Eq. 3.22 e, consequentemente, da Eq. 3.3.
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Capitulo 4

Modelo cinético II: Equacao mestra

Nao obtendo éxito na correspondéncia com os dados experimentais de forma
expressiva com a solugdo analitica descrita pela Eq. 3.11, um formalismo baseado na
equacgdo mestra! é considerado. Tratando-se de uma equacdo genérica com aplicabi-
lidade em muitos problemas biolégicos, fisicos e quimicos, tem como mecanismo de
evolucdo a associacdo e a dissociacdo de particulas [46, 47]. Essa abordagem permite
incorporar a supersaturacdo dependente do tempo e a concentracdo de sementes cris-
talinas. Além disso, permite levar em consideracdo cendrios nos quais a cinética de
cristalizacdo é afetada pela viscosidade 75 da solugdo [42] e, a principio, pela distri-

buicdo inicial do tamanho dos cristais de MSUM.

Baseado na equacdo mestra, o modelo é descrito pela difusdo molecular para um
sistema composto por mondmeros isolados em solugdo, C1(t). Por possibilitar uma
maior transparéncia dos parametros e permitir alteragdes nas distribui¢des dos tama-
nhos de cristais de MSUM, este tratamento é mais vantajoso em relagdo ao anterior.
Contudo, dependendo do grau de aproximagdo da equagdo, a obten¢do de uma solu-

¢do analitica torna-se um procedimento trabalhoso.

Assim, certas consideragdes foram aplicadas. O estado do sistema é especificado
por uma distribuigdo discreta C,(t) de cristais de MSUM de tamanho n em um ins-
tante de tempo t. A medida que os monomeros de MSUM se difundem em solucio,
ocorrem colisdes e, se efetivas, promovem o crescimento de cristais de MSUM. Es-
ses cristais, por sua vez, ndo podem agregar-se para formar estruturas maiores ou

fragmentar-se 2

em estruturas de tamanhos n > 2. Aqui, as colisdes ocorrem sem-
pre entre um mondmero em solugdo com um cristal de MSUM de tamanho n > 2.

A evolugdo temporal da distribuigdo C,(t) é descrita por um conjunto de equagdes

INa literatura, essa equacdo genérica é também apresentada como equagéo de Smoluchowski [46]
ou equacdo de Zeldovich [47], sendo o modelo desta dissertagdo fundamentado na dltima.

20 fendmeno de coalescéncia néo é considerado de forma que a associacdo e/ou dissociacéo se déa
apenas entre um mondmero e um cristal de MSUM de tamanho n > 2.
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como apresenta-se mais adiante. Vale ressaltar que, apesar da diversidade de kernéis,
o problema requer uma descri¢do da cinética de crescimento de cristais de MSUM em

solucdo baseada na difusividade das moléculas de MSUM.

4.1 A equacao mestra paran =1

Considera-se a associagdo apenas entre um mondmero e um cristal de tamanho n
formando um cristal de MSUM de tamanho 7n + 1, ou seja, com n + 1 moléculas de
MSUM. A um dado volume V, o sistema é constituido por uma concentra¢do C, com
n=1,2,.., nmax como sendo a quantidade de moléculas de MSUM que constituem os
cristais de MSUM de tamanho® 7.

A equacdo mestra é dada por [47]:

dc1(t) fmax—1 Mmax—1
Franiai Y. Aon1Gl()C(H) + Y. Fap1o1,uCuga(t), (4.1)
n=1 n=1

onde A1 ,_,+1 é a taxa de associagdo de um mondmeno e um cristal de tamanho n
e F,11-1, € a taxa de dissociagdo de um cristal de tamanho n + 1 em um cristal de
tamanho n e um mondmero. Considera-se que 1, > 1 é um nimero inteiro de

moléculas de MSUM muito maior que o tamanho do maior cristal em solugéo.

A Eq. 4.1 pode ser também escrita na forma:

dCq(t
dlt( ) _ —Ka(t)C1(t) +xp(t)Ca, (4.2)
onde .
nmax_
KA(t): Z Al,n—>n+1cn(t)/ (4.3)
n=1
¢ 1
Nmax — F
ke(t) = ). "+Hl(’j”c"“(t), (4.4)
n=1 1,6’

sdo, respectivamente, a constante de taxa efetiva de associacdo e dissociagdo depen-

dentes do tempo.

Ademais, como serd demonstrado a seguir, a Eq. 4.1 pode ser reescrita como:

dCy(t)
dt

30 tamanho maximo 7may do cristal em solugéo é tal que Cp,,, ~ 0, pois a quantidade de cristais
de tamanho 7nmax € menor que um, isto é, Ny, = VC < 1.

Nmax

= —ke[Ci(t) = C1,¢][Crot — Cuel, (4.5)
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onde k, é a constante de elongacdo,inversamente proporcional a viscosidade do meio

1s como serd mostrado mais adiante.

4.2 Obtengao dos kernéis de associagao e dissociagao

Nesta secdo apresenta-se a abordagem utilizada para obter uma solu¢gdo matema-

tica simples e exata para a equacdo diferencial representada pela Eq. 4.1 [47].

No equilibrio cinético, a variagdo do ntimero de moléculas de MSUM, tanto livres
quanto associadas em cristais, é desprezivel. Dai, as equagdes de taxa, em um tempo

muito longo, sdo dadas aproximadamente por [47]:

ac,
dt

onden =1,2,3, ..., nmax. Assim, pela Eq. 4.1 e Eq. 4.6, a equagao de balan¢o detalhado
é dada por [47]:
Fn+1a1,ncn+1(t) = Al,n%nJrlCl(t)Cn(t)- (4-7)

Agora, para n > 2, a relacdo entre os kernéis de associagdo e fragmentagdo é tam-
bém dada por:
Fusin-1 = At n-1-nCr(£)e*0), (4.8)

onde Aw(n,t) é o trabalho adimensional envolvido na formagdo de um cristal de
tamanho 7.

Considera-se um trabalho W(#, t) necessério para formar um cristal com n moné-
meros [47]
W(n,t) = —nAu(t) + P(n), (4.9)

onde ji(t) refere-se ao potencial quimico e ®(n) refere-se ao excesso de energia livre
efetiva de um cristal de tamanho n.

Adimensionalmente [47],

_ Wt) —  Au(t) | D(n)
w(n, t) = T n kT + KT’

(4.10)

w(n, t) = —ns(t) + ®(n), (4.11)

onde s(t) = In(Cy(t)/Cy.) é a supersaturacdo e ®(n) refere-se ao excesso de energia

livre de superficie adimensional.

Como ®(n) é um termo de superficie* e assume-se aqui que ®(n) é linear com

4Por exemplo, para moléculas com ntimero de coordenagdo z, a energia livre ®(n) pode ser es-
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n, consequentemente, AP (n) ndo depende de n. Isto deve-se ao fato do cristal de
MSUM possuir uma estrutura no formato de agulha [6, 34], além de assumir-se que

seu crescimento da-se unidimensionalmente. Dai,

Aw(n, t) =w(n,t) —w(n—1,t). (4.12)

Como A®(n) é constante, o trabalho adimensional da formacdo de um cristal de
MSUM ¢ dado por:
Aw(n, t) = —In(C1(t)/Cy.). (4.13)

Logo, a Eq. 4.8 pode ser reescrita simplesmente como

Fui151m
Cl,e

= Al,l’l*ﬂH’l' (4.14)

Agora, é apresentada a relagdo entre os kernéis de associagdo e dissociacdo com a
viscosidade da solugdo #s. Para isso, é empregado o kernel browniano [42], o qual
considera uma constante de difusdo D; relacionada ao movimento das moléculas de
MSUM presentes em solugdo, proporcional a kT /1s.

ef

I, € um tamanho

Aqui, é necessdrio impor uma constante de difusdo efetiva D

linear efetivo Rifn de um cristal de n moléculas de MSUM relativo a segdo trans-

versal (Tf = 11(Ry 4+ Ry)? de colisdo. Note que é considerada a interagdo entre um
monomero e um cristal de MSUM de tamanho n em solugdo. Em geral, o kernel de
associacdo é dado por:

Atposi1 & DY, RY, (4.15)
onde,
RY =Ry + Ry =a(l+n"), (4.16)
e
Dy =Di+Dy=Di(1+n7"), (4.17)

sdo, respectivamente, o tamanho linear efetivo de um cristal com n moléculas dado
por aproximadamente R, = an” com a sendo o tamanho linear de uma unidade
monomeérica e v o expoente efetivo [42] e, a constante de difusdo D, = Din~" corres-

pondente ao movimento do cristal de MSUM de tamanho # presente em solucao.

A determinagdo de um valor para o expoente v provoca a obtengdo de uma equa-

¢do diferencial particular. Por exemplo, ao considerar v = 0, o kernel constante [42]

crita como [48] ®(n) = (zBp/a)(n*!) + z¢p, com parametros a e B dependentes da célula unitdria
da estrutura cristalina, e 1 sendo a energia livre efetiva proporcional a energia de ligagdo entre as
moléculas.
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produz uma equagao diferencial para C;(f) equivalente a Eq. 3.4 com g = 1, conforme
discutido no Apéndice A.2. Contudo, como os cristais de MSUM séao caracterizados
pelo formato de agulha [6, 34], o valor do expoente efetivo é considerado como sendo
v = 1 para descrigao destes cristais em uma dimensdo. Somando a isto, é também
assumido que a parte difusiva é dada aproximadamente por

kgT

DY ~ Dy~ SBL 418
1,n 1 ans ( )

e o termo de colisdo é dado aproximadamente por
Ri{[n ~ R, xan, (4.19)

pois o termo difusivo do kernel de associagdo é dominado pelo termo referente ao
movimento das moléculas de MSUM em solugdo, e o termo de colisdo é governado
pelos cristais grandes. Devido seus tamanhos, seus movimentos em solugdo sdo faci-
litados quando comparado aos cristais de tamanho 1 > 2. A vista disso, o kernel de
associagao € reescrito como:

A1 pn+1 & D1Ry. (4.20)

Finalmente, a partir das aproximagdes acima obtém-se a seguinte igualdade,
Al p—snt1 = Kell, (4.21)

onde

Ke = Ko , (4.22)

S
com xp sendo um pré-fator adimensional. Entdo, pela relagdo exposta na Eq. 4.14, o
kernel de dissociagdo pode ser dado por:

Fn+1—>1,n = Kecl,en- (4-23)

Neste ponto, vale ressaltar que ao considerar R; muito pequeno, a associa¢do
entre duas unidades monoméricas é desprezivel. Assim, a Eq. 4.21 é véalida apenas
para n > 2, de modo que para n = 1 tem-se que A1, = D1R; ~ 0. Entretanto,
diferentemente do previsto pela Eq. 4.14, o kernel de dissociagdo é diferente de zero

paran =1, ou seja, a Eq. 4.23 é valida para n > 1 pois F,_,11 # 0.
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Logo, utilizando as Egs. 2.15, 2.16 e 4.21, a Eq. 4.3 é dada por:

Mmax—1

KA(t) = A1/1_>2C1(t)+Kg Z nCn(t)
n=2
n -1
max Nn(t)
= K n—-.—
n=2 14
— Kgﬁ(t)Cs

= Ke [Ctot - Cl(t)] ’

E, utilizando as Egs. 2.15, 2.16 e 2.18, a Eq. 4.4 é reescrita como:

Mmax—1

ke(t) = e Z:l nCyi1(t)

fmax—1

= K Y, (n—1)Cul(t)
n=2

Mmax—1 fmax—1

= ke | Y. nCu(t)— Y Cu(t)

n=2 n=2
= K [Ctot - Cl(t) - Cs]

Ke [Ctot - Cl(t)] ’

Q

pOiS Cs < Ctot — Cl(t).

Portanto, a constante de taxa efetiva de associa¢do e de dissociacdo dependentes
do tempo é dada por:
k4 (t) = kp(t) = K[Crot — C1(#)]. (4.24)

4.3 Solugio analitica para C;(t)

A Eq. 4.2 quando x4 (t) =~ kp(t) ~ x(t) é dada por:

dCy(t)
dt

= —K(t)[cl(t) — Cl,e]' (425)

A Eq. 4.25 tem a mesma forma da Eq. 3.12 apesar da distin¢do entre os métodos
utilizados na obtengdo dessas equagdes serem nitidimamente diferentes. Ou seja, o
valor de k() obtido para o primeiro método (Eq. 3.13) ndo corresponde a aproximagéo
dada pela Eq. 4.24.

Pretendendo obter a solugdo analitica para Ci(t), a Eq. 4.25 com «(t) dada pela
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Eq. 4.24 pode ser expressa como:

dCy(t)
dt

= —%e[Crot — C1(1)][C1 () — Cye]- (4.26)

A equacdo ndo-linear apresentada pela Eq. 4.26 compreende uma situa¢do nédo
observada pela modelagem via equagdes diferenciais de ordem 4. Nota-se que a con-
dig¢do dCy(t)/dt ~ 0 pode ser obtida ndo apenas quando C;(f) ~ Cj,, mas também
quando Ci(t) & Ciot, correspondendo claramente a um efeito causado pela supersa-

turacédo finita.

A fim de obter a solucdo analitica, a Eq. 4.26 pode ser reescrita como

2 2
dC;t(t) = —Ke¢ {_ [Cl(t) - (CtOt ;— CLE) ] - Cl,eCtot + <_Ct°t _; Cl,e> } . (4.27)

Agora, tomando,

X = Cl(t),

. (Ctot + Cl,e)z
P=\"2 "

e
Ciot + C1e )
J= _Cl,eCtot + T’ ’
a Eq. 4.27 é dada por:
dx
e —Ke[—(x — p)® +4]. (4.28)

Ao integrar a Eq. 4.28 em termos logaritmicos, tem-se que

1 | (Cl(t) — Cl,e)(ctot - Cl,O) ’ _
{ln| (C1() + Crot) (Cr0 — Ci,e) J = kel (4.29)

ou,
Ci(t) — Cyp _ (Cl,o —Crpe
Ctot — C1(¥) Ciot — C10

pois C1(t) > Cy1, e C1(t) < Cior, incluindo em t = 0.

) exp|—(Crot — Ce)ket], (4.30)

Com isso, a solugdo final para a equacgdo diferencial (Eq. 4.25) obtida a partir da
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equagdo mestra 4.1 é dada pela seguinte expresséo:

_ C1e(Cot — C1,0) + Ciot(C1o — Cpe)e (Cro=Creret
Crot — C1,0+ (C10 — Cp)e (Cror=Crolret

Ci(t) (4.31)

Pela Eqgs. 4.31 verifica-se que o modelo concorda com o comportamento esperado.
Isto é, em t = 0 constata-se que C1(0) = Cy e quando t — oo, C1(t — c0) = Cq,.
Portanto, a equagdo que descreve a taxa temporal da concentragdo de um mondmero
em solugdo é dada pela Eq. 4.26 e sua solugdo analitica é dada pela Eq. 4.31.

4.4 As equacOes mestras paran > 2

Agora, por completeza, considera-se também a agregacdo de n mondmeros, de
forma que a equagdo mestra é escrita da forma:

dC,(t
;t( ) = —A1n-n+1C1(#)Cu(t) + Fut151,nCri1 + Arn—1-nC1(#) Ci—1(t) (4.32)

- n—>1,n—1cn (t)/

onde n = 2,3,4..nmax. A taxa de associacdo Aj ;41 é 0 kernel referente a formagédo
de um cristal de tamanho 7 41 a partir da associagdo entre um mondmero e um cris-
tal de tamanho #, e a taxa de dissociagdo F, 111, € 0 kernel referente a fragmentagao
de um cristal de tamaho 7 + 1 em um mondémero e um cristal de tamanho #n. A taxa
de associacdo Aj,_1-,n, € O kernel referente a associagdo de um cristal de tamanho
n a partir de um mondmero e um cristal de tamanho n — 1, e a taxa de dissociagdo
Fy_11—1 € o kernel referente a dissociacdo de um cristal de tamanho #n em um mono-
mero e um cristal de tamanho n — 1. As concentra¢des de nimeros de cristais de
MSUM de tamanhos n — 1 e n + 1 sdo, respectivamente, C,_1(t) e Cy,11(f).

e Em particular, para n = 2:

dCy(t)
dt

onde Aj 1,7 = 0 como ja discutido.

= —A1p3C1(1)Co(t) + F3512C3 4+ A1150C1 (1) Ci(f) — Fo511Co(t),  (4.33)

Pelas Eqgs. 4.21 e 4.23, a Eq. 4.33 para n = 2 é reescrita como:

dCy(t)
dt

= —2K6C1(t)C2(t) + 2K6C116C3(t) — Kecl,ec2(t)- (4.34)

e Paran >3 en < nmax — 1, pelas Eqgs. 4.21 e 4.23, a Eq. 4.32 é reescrita como:
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dC,(t)
dt

= (1 —1)x.Cy(t)Cp_1(t) + nxeC1 ¢Cyi1(t) — nx,C1(+)Cp(t) — (n —1)Cq ok Cpr ().
(4.35)

e Finalmente, para n = nmax, utilizando a Eq. 4.33, os termos que envolvem n =

nmax + 1 ndo existem. Logo, tem-se que

dC t
n:il—;x() - Al/”max—lﬁnmaxcl(t)cnmax—l(t) o anaxﬁl,nmax_lcnmax(t)' (436)

Recorrendo as Eqgs. 4.21 e 4.23, a Eq. 4.32 para n = nmayx € reescrita como:

dcnmax (t)

T (Mmax — 1)%eC1(#)Cyo—1(F) = (Mmax — 1)%eC1 ¢ Chyo, (1)- (4.37)

4,5 Resultados e discussoes

O objetivo desta secdo é interpretar graficamente a solugdo analitica dada pela
Eq. 4.31. A seguir, a interpretacdo dos resultados é apresentada de forma qualitativa
por meio de comparagdes com os dados experimentais. A primeira andlise envolve
a influéncia da concentragdo inicial de mondmeros em solugdo no processo de cris-
talizacdo. Em seguida, é avaliado o efeito da concentracdo de cristais de MSUM a
uma mesma concentracdo inicial de mondmeros em solugdo. Por dltimo, investiga-se

o efeito da viscosidade do meio.

4.5.1 Efeito da concentragio de mondmeros

Para a avaliacdo do efeito da concentracdo inicial de mondmeros em solug¢do no
crescimento de cristais de MSUM, sdo introduzidas estimativas para as grandezas da
Eq. 4.31. Considerando x, = 0,01 x 10?2 (moléculas.min/ L)*1 e introduzindo os valo-
res tipicos para as concentragdes em solucgdo [24], a representacdo grafica para Cy(t)
é mostrada na Fig. 4.1, a esquerda. Considerou-se dois sistemas, o primeiro com

0?2 moléculas/L (ou, em

concentragdo inicial de mondmeros igual a C1p = 1,584 x1
termos de concentracdo madssica, p1,0 = 5g/L) e o segundo com concentragéo inicial
de mondmeros igual a C19 = 1,900 x 10?2 moléculas/L (ou, em termos de concentra-
¢do madssica, p19 = 6g/L). A andlise do efeito da concentracdo de mondmeros na
evolucdo temporal da concentracdo Ci(t) é realizada com solubilidade igual a C;, =
0,4369 x 10?2 moléculas/L (o1, = 1,379g/L) e concentracdo inicial de moléculas nas

sementes igual a Cy = 0,254 x 1022 moléculas/L (oo = 0,8g/L) [18].

Sdo apresentadas andlises do modelo desenvolvido nesta dissertacdo na Fig. 4.1.

Primeiramente, na Fig. 4.1, a esquerda, mostra que, em tempos iniciais, por exem-
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plo em t ~ 120min, a curva de concentracdo C;(t) obtida com C;p = 1,584 x
10?2 moléculas/L diminui cerca de 12% enquanto que para C19 = 1,900 x10?> molé-
culas/L diminui em 15%. A concentragdo de mondmeros em solugio C;(t ~ 120 min)
¢ maior para o sistema em que a concentracgdo incial C;p é maior. Em segundo lu-
gar, na metade do tempo da andlise, observa-se que a concentracio de mondme-
ros em solucgdo, Ci(t ~ 240min), é maior para o sistema de concentragdo inicial,
C10 = 1,584 x 10?2 moléculas/L. Para que essa inversdo seja obtida, é necessario que
em um determinado instante de tempo as concentra¢des de mondmeros sejam equi-
valentes em ambos os sistemas, como verificado em t ~ 160 min. Conclui-se que o
crescimento dos cristais de MSUM depende da concentracdo inicial de mondmeros,
porém indica ser independente do estado final do crescimento de cristais de MSUM.

Agora, considerando as andlises experimentais a partir da Fig. 4.1, tem-se, por
exemplo, que em t ~ 120min, C19 = 1,584 x 10?2 moléculas/L diminui cerca de
16% e C19 = 1.900 x 10%2 moléculas/L diminui em 22%. A concentracio de mono-
meros em solu¢do, Ci(t ~ 120min), é maior para o sistema em que a concentragdo
incial, C1 é maior. Em seguida, na metade do tempo da analise, h4 uma diminui-
¢do em 60% da concentracio de mondmeros C; o = 1,584 x 10*2 moléculas/L e, para
C10 = 1,900 x 10?2 moléculas/L, uma diminuicdo em torno de 36%. Neste momento,
a concentra¢do de mondmeros em solugado é maior para o sistema de concentragao ini-
cial C; 9 = 1,584 x 1022 moléculas/L. Depois, no final do tempo de andlise, a curva de
concentragdo de Ci(t) obtida com C; = 1,584 x 10?> moléculas/L diminui cerca de
44%, enquanto que C19 = 1,900 x 10?> moléculas/L diminui em 90%, de forma que a

concentragdo de mondmeros em solugdo é maior para o sistema com C; o menor.

Finalmente, a relacdo entre o modelo desenvolvido e os dados experimentais é
realizada, a partir da Fig. 4.1. Qualitativamente, é verificado que em ambos grafi-
cos hd um instante de tempo no qual as concentragdes Ci(t) sdo equivalentes, sendo
este momento anterior a metade do tempo de crescimento. Sendo assim, podemos
realizar a andlise em duas etapas: a primeira que antecede este tempo e, a segunda
posterior. Na primeira etapa, a concentragdo Cy(t) é superior para o sistema com uma
maior concentragdo inicial C; 9. Ademais, quanto maior C; g maior a taxa de variagdo
de Cy(t). Estes comportamentos concordam com o modelo cinético de equacao dife-
rencial de ordem g dado pela Eq. 3.11, além também da verificagdo de um ponto de
cruzamento nas curvas da Fig. 4.1. Entretanto, ao final da andlise, as concentra¢des
Ci(t) atingem os mesmos valores apenas para o modelo proposto baseado na Eq. 4.31.
Ademais, em contraste, o cruzamento das curvas nao é expresso pela Eq. 3.11, inde-

pendente do valor de g tal como observado nos dados mostrados da Fig. 4.1 a direita.



4.5. RESULTADOS E DISCUSSOES 48

2 T 2& ' ' ' ‘
AN —-- 6¢g/L ®®6g/L
N — 5g/L 1 i AASgL
g‘ g ° Guia visual
k= Z15 -
3 3 A ®
2 < A
3 .
=) g A [ )
s
‘o mo A®
= = 1 g BN B
3:,_ ’f:l o R A
&) O A
®
05 e
. | . | . | .
0 100 200 300
t [min]

Figura 4.1: A esquerda. Comparagéo entre a concentragdo numérica de monomeros Cy (t)
para sistemas com concentragdo inicial de moléculas nas sementes igual a Co = po/m; =
0,254 x 102 moléculas/L (i.e. pp = 0,8g/L) e valores iniciais distintos C19 = C;(0) e iguais
a Cyp = 1,584 x 1022 moléculas/L e Ci0 = 1,900 x 10%? moléculas/L. Estas concentracdes
correspondem as concentragdes mdssicas p19 = 5g/L e p1o = 6g/L, respectivamente. Os
resultados sdo obtidos a partir do modelo pela Eq. 4.31 com Ciot = C19+ Cp e k. = 0,01 X
10~2 (moléculas.min/L) "'. Ambos os resultados sdo obtidos assumindo que a solubilidade
de MSUM é igual a [24] C;, = 0,4369 x 10?2 moléculas/L (i.e. p1, = 1,379¢g/L). A direita.
Concentra¢do numérica de mondémeros C; () dependente do tempo com a concentragdo inicial
de moléculas nas sementes igual a Cy = pg/m; = 0,254 X 1022 moléculas/L (i.e. po =0,8¢g/L)
e valores iniciais distintos C19 = C;(0) e iguais a C19 = 1,584 x 102 moléculas/L e Cyy =
1,900 x 10?2 moléculas/L. Estas concentra¢des correspondem as concentragdes massicas p 9 =

5g/L e p1p = 6g/L, respectivamente. Linhas tracejadas sdo apenas guias visuais. Dados
extraidos da Fig. 3 da Ref. [24].

Aqui, é importante ressaltar novamente que ndo hd uma correspondéncia entre
a constante de taxa efetiva, x;, introduzida na Eq. 3.11, e a constante de elongacdo,
k., apresentada na Eq. 4.31. Diferentemente, a obtencdo de ks decorre da equagdo

diferencial de ordem g, ja x, provém da equacdo mestra apresentada pela Eq. 4.1.

4.5.2 Efeito da concentracao de sementes

Para a avaliacdo do efeito da concentracdo de sementes sdo introduzidos valores
para as grandezas da Eq. 4.31. Considerando x, = 0,01 X 1022 (moléculas.min/ L)*l e
os valores tipicos para as concentracdes em solugdo [24], o grafico para Ci(t) é mos-
trado na Fig. 4.2. Seis curvas sdo mostradas com valores para a concentragao inicial
de moléculas nas sementes iguais a: Cy = 0,032 x 10?2 moléculas/L (o = 0,1g/L),
Co = 0,063 x 10?2 moléculas/L (o9 = 0,2 g/L), Co = 0,127 x 10?2 moléculas/L (o =
0,4g/L), Co = 0,254 x 10?2 moléculas/L (0o = 0,8 g/L), Co = 0,380 x 10> moléculas/L
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(00 =1,2g/L) e Co = 0,507 x 10?2 moléculas/L (oo = 1,6 g/L). A andlise do efeito da
quantidade de sementes na evolugdo temporal da concentragdo C;(t) é realizada com
a solubilidade igual a C; , = 0,4369 x 1022 moléculas/L (p1. =1,379g/L) e a concen-
tracdo inicial de mondmeros igual a C; 9 = 1,584 x 10?2 moléculas/L (010 =5g/L).

Na Fig 4.2 sdo apresentadas andlises do modelo desenvolvido nesta dissertacéo.
A esquerda, observa-se que em tempos intermedidrios hd uma grande diminuigao de
C1(t) em cada uma das curvas apresentadas. Ao considerar uma concentragdo Ci(t),
como Ci(t) = 0,8 x 102> moléculas/L, o aumento da concentragio Cy acarreta na
diminuicdo do tempo. E para um mesmo instante de tempo, ao aumentar Cp ha uma
diminui¢do de C;(t), indicando um aumento na taxa de crescimento dos cristais de
MSUM. Por tltimo, ao diminuir a concentracio inicial Cy = 0,380 x 10%?> moléculas/L
(00 = 0,8 g/L) para Cog = 0,254 x 10?2 moléculas/L (op = 0,4g/L), além do aumento
da concentrac¢do Ci(t) em cada instante de tempo, verifica-se também uma mudanga

na concavidade da curva; de cardter exponencial para sigmoidal.

As andlises experimentais sdo apresentadas na Fig 4.2, a direita. Em t — Omin,
os valores para concentragdo C;(f) ndo possuem uma alta variagdo para diferentes
valores das concentragdes iniciais Cyp. Para tempos longos, t ~ 350 min, verificam-se
que as concentragdes C;(f) tendem a um mesmo valor, como apresentada na Fig. 4.2
a esquerda baseada no modelo proposto neste trabalho. Em tempos intermedidrios,
também é observada uma elevada variagdo de Cy(f). Além disso, ao aumentar Cp,
observa-se uma redugdo em C; (). Adicionalmente, ao diminuir a concentracdo Cy =
0,158 x 1022 moléculas/L (o9 = 0,50g/L) para Cy = 0,070 x 10> moléculas/L (o9 =
0,25¢g/L), a curva, que anteriormente apresentava um cardter exponencial, parece
adotar um carater sigmoidal.

Portanto, a relagdo entre o modelo desenvolvido e os dados experimentais é apre-
sentada. Na Fig. 4.2, para pp > 0,8g/L, as curvas possuem cardter exponencial,
andlise em concordancia com o modelo cinético de equacéo diferencial de ordem 4. Ja
para pg < 0,4g/L, o cardter das curvas é sigmoidal e essa verificagdo é discordante da
analise obtida pela Eq. 3.11. Essa mesma anadlise é verificada na representacdo gréfica
dos dados experimentais.
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Figura 4.2: A esquerda. Concentragdo numérica de mondmeros C;(t) obtida através da
Eq. 4.31 para concentragdo mdssica pg = m1Cy com Cyt = Ci9 + Cop. Resultados obtidos
assumindo C;o = 1,584 x 1022 moléculas/L (i.e. p10 = mCyp = 5 g/L), x, = 0,01 x
1022 (moléculas.min/ L)_l, e a solubilidade de MSUM igual a C;, = 0,4369 x 10%2 moléculas/L
(ie. p1e = mCy, = 1,379g/L). Concentragdes iniciais de moléculas na sementes iguais
a Cop = 0,032 x 10?2 moléculas/L (oo = 0,1g/L), Co = 0,063 x 102 moléculas/L (o9 =
0,2g/L), Co = 0,127 x 10?2 moléculas/L (o9 = 0,4g/L), Co = 0,254 x 10?> moléculas/L
(oo =0,8g/L), Co = 0,380 x 1022 moléculas/L (o =1,2g/L)e Cy = 0,507 x 1022 moléculas/L
(o = 1,6g/L). A direita. Concentragio numérica de mondmeros C;(t) com concentracdes
iniciais de moléculas na sementes iguais a Cp = 0,032 x 1022 moléculas/L (o = 0,1g/L),
Co = 0,080 x 10?2 moléculas/L (oo = 0,25g/L), Co = 0,160 x 10?2 moléculas/L (oo = 0,5g/L)
e Co = 0,320 x 102 moléculas/L (o9 = 1g/L). Linhas tracejadas sdo apenas guias visuais.
Dados extraidos da Fig. 2 da Ref. [24].

4.5.3 Efeito da viscosidade

Para finalizar, é analisado o efeito da viscosidade no crescimento de cristais
de MSUM. Pela relagdo entre 75 e k. (Eq. 4.22) e com base kérneis de associa¢do e
dissociagdo utilizados no desenvolvimento do modelo proposto nesta dissertacdo, é
possivel analisar os dados experimentais da Fig. 4.3. Ao aumentar 7 ha a diminuigdo
de x. e, consequentemente, a difusdo dos mondmeros em solugado é diminuida. Assim,
a cinética de crescimento de cristais de MSUM ¢é dificultada.

Deste modo, a evolugdo de Ci(t) para diferentes valores de #s é mostrada na
Fig 4.3, a esquerda. Para tal, considera-se a solubilidade igual a C;, = 0,4369 x
10?2 moléculas/L (01, = 1,379g/L), a concentragdo inicial igual a Cy = 0,254 x
10?2 moléculas/L (o9 = 0,8g/L), C1o = 1,584 x 10?2 moléculas/L (o190 = 5g/L)
e a constante de elongacdo dada por x, = 0,01 x 10~2? (moléculas.min/ L)"'. Em
t — 0 min, ndo se verifica uma variagao significativa de C1 (). Ao passo que, em tem-
pos consideraveis, isto é, t ~ 60 min, observa-se uma diminui¢do de Cy(t). A titulo de

exemplo, para o caso quando C;(t) = 0,8 X 1022 moléculas/L, ao aumentar a viscosi-
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dade 75, o tempo é aumentado indicando uma diminui¢do na taxa de crescimento dos
cristais de MSUM. Para t > 360 min, ao aumentar 75, o tempo no qual ndo se verifica
alteragdo significativa de Ci(t) é aumentado, indicando também uma diminui¢do na
taxa de crescimento dos cristais de MSUM. Também é analisada a relagdo da diminui-
¢do de Cy(t) para cada valor de 75 na Fig. 4.3 a esquerda. Para 77, = nsref , observa-se
uma redugdo de 80% em C;(f) em t = 480 min. No mesmo instante de tempo, para
s = 217§ef observa-se uma diminuigdo de cerca de 70%, para 1; = 317;ef de cerca de
50%, para 15 = 417£ef de cerca de 40% e, para 17, = 517§ef de cerca de 25%. Conclui-se
que a viscosidade 75 possui um efeito inibitério na crescimento de cristais de MSUM
ao diminuir a constante de elongacao x, (Eq. 4.22) e diminuir a constante de difusao
efetiva D}/, (Eq. 4.18).

Agora, para andlises experimentais, o efeito inibitério da viscosidade é associado
ao aumento da concentra¢do de albumina, como mostra a Fig. 4.3 a direita. Assim,
é possivel verificar qualitativamente que o modelo baseado na equagdo mestra e ela-
borado por este trabalho permite uma descrigdo adequada dos dados experimentais,
andlise impossivel de ser realizada a partir do modelo fundamentado na equagdo
diferencial de ordem 4.

1.6
¢ [ ‘ Y o { ‘. o
A
=
—_ R
é AN S S~< g A
g 121 N S~ 3 % (ol A A |
= So =S 1.2 o
Q A ~ =
= AN SN 3
g \ S S
o AN S~ g
2 AN N i=
= N SS —
S 08 —- ref. N R < 08 b
U - %X AN N U @ @ [albumina] =4 g/L
S ~o | [albumina] = 2 g/L
— 5% S~ - | A A [albumina] =0 g/L
T _ ] Guia visual
L 1 I | L | L | L | 1 L | L |
0'40 100 200 300 400 0'40 100 200 300
t [min] t [min]

Figura 4.3: A esquerda. Concentragio numérica de mondmeros Cj(t) obtida através da
Eq. 4.31 para diferentes valores de viscosidade do solvente 7. Resultado de referéncia obtido
com x/ = 0,01 x 10~22 (moléculas.min/L) ™! e os resultados para viscosidades mais altas sdo
gerados considerando valores mdltiplos da viscosidade de referéncia, i.e. 17, = q;ef s = 217;ef ,
s = 317§ef , s = 417;6f et = 517;ef , conforme indicado na legenda. Diferentes viscosidades
sdo consideradas através da Eq. 4.31, de modo que as constantes de alongamento efetivas sdao
dadas por «, = xff , Ke = ngf /2, K, = ngf /3, K, = ngf /4 ex, = ngf /5. Resultados obtidos
assumindo C;9 = 1,584 x 10%? moléculas/L (i.e. p10 = mCo = 5g/L), Co = po/m1 =
0,254 x 102 moléculas/L (i.e. pg = m1Cip = 6g/L) e a solubilidade do MSUM igual a
Ci, = 0,4369 x 10?2 moléculas/L (i.e. p1, = 1,379g/L). A direita. Concentragio numérica
de mondémeros C;(t) com concentragdes de albumina iguais a 0g/L, 2g/L e 4g/L. Linhas
tracejadas sdo apenas guias visuais. Dados extraidos da Fig. 1 da Ref. [18].
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste capitulo sdo apresentadas as consideragdes finais sobre o estudo da cinética
de crescimento de cristais de MSUM. O presente trabalho, ao considerar os compo-
nentes essenciais envolvidos na cristalizagdo do MSUM, apresenta duas metodologias
matematicas simplificadas. A primeira metodologia fundamenta-se em modelos ciné-
ticos existentes na literatura, enquanto a segunda representa uma abordagem inova-

dora.

No primeiro momento, seguindo a metodologia utilizada na literatura baseada em

equacgdes diferenciais de ordem g, as seguintes consideragdes sdo realizadas:

e a cristalizagdo é controlada apenas pelo processo de alongamento dos cristais;

e 0 Unico parametro cinético envolvido no processo de cristalizacdo é a constante

de taxa efetiva «g;

e a constante de taxa efetiva x; independe da concentracdo dos mondémeros e dos

tamanhos dos cristais presentes em solugéo.

De acordo com a Ref. [18], a cinética de crescimento de cristais de MSUM deve
ser descrita pela Eq. 3.11 com um expoente 4 = 2. Porém, as andlises realizadas na
secdo 3.2 indicam que este valor é inapropriado para descrever adequadamente os
dados experimentais. Na realidade, observa-se que o valor g = 5 parece ser o mais
adequado na representagdo dos resultados levando em considera¢do medidas inde-
pendentes da solubilidade C; . (ou, em termos massicos p1 ). Nesse caso, a utilizagado
de equacdes diferenciais de ordem g permite, indiretamente, observar a influéncia de
propriedades reolégicas da solu¢do no processo de crescimento. Da andlise do efeito
da albumina na taxa de crescimento de cristais de MSUM [18], nota-se uma possivel

relacdo entre a constante de taxa efetiva e a viscosidade do meio.
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Com esses resultados é possivel concluir que a utilizacdo da Eq. 3.11 é limitada.
Uma andlise cuidadosa dos dados experimentais indica que a abordagem tedrica
usual ndo é capaz de descrever todas as caracteristicas observadas na cinética de cres-
cimento de cristais de MSUM. Recorrer a uma equacao diferencial de ordem g como
método descritivo da cinética de crescimento ndo fornece uma reprodutibilidade sig-
nificativa dos dados experimentais mostrados na Fig. 2.7. Ainda mais, é invidvel o
uso da solucdo obtida para a explicacdo das Figs. 3.10 e 3.11. A discrepancia entre a
previsdo tedrica e a observagdo experimental destaca a importancia de andlises deta-
lhadas e o emprego de novos modelos para compreender com maior suporte tedrico
o crescimento de cristais de MSUM. Esta pesquisa propde uma alternativa a aborda-
gem de crescimento de cristais de MSUM baseada em equacdes diferenciais de ordem
superiores para explorar diferentes aspectos da cinética de cristalizacdo com foco na

descrigdo de experimentos envolvendo o crescimento de cristais de MSUM.

O segundo modelo considerado e proposto nesta dissertacdo envolve o forma-
lismo de equagdes mestras. Em geral, a cinética de crescimento de cristais molecu-
lares pode ser formulada como um processo de associacdo/dissociagdo descrito por
equacdo mestra. Apesar da simplicidade do modelo, seu emprego permite uma me-
lhor adequagdo na descrigdo qualitativa dos dados experimentais. Para tal propdsito,
as seguintes consideracdes sao realizadas. Ao recorrer a uma modelagem de agrega-
¢do e fragmentacdo [47], a concentracdo de cristais em solugdo é muito pequena, de
forma que a ocorréncia de associagdo da-se predominantemente entre um mondmero
(n = 1) e cristais com n moléculas de MSUM, desprezando outros modos de agre-
gacdo. No equilibrio, hd a equivaléncia entre a taxa de associagdo e de dissociagao.
Com isso, estabeleceu-se a relagdo entre os kernéis de associagdo e fragmentacdo por
meio do trabalho necessdrio para formar um cristal com n moléculas de MSUM. Este
formalismo leva a obtencdo de uma expressdo para a concentragdo de mondmeros
em solugdo Cq(t) (Eq. 4.31), sendo esta expressdo um dos principais resultados desta
pesquisa, que incorpora hipéteses para o crescimento de cristais de MSUM de forma
mais transparente.

Em contraste com o modelo cinético baseado nas equagdes diferenciais de ordem
g, este novo modelo oferece um detalhamento mais abrangente do sistema. Através
desta abordagem, torna-se vidvel a andlise explicita de como a viscosidade pode in-
fluenciar a cinética de crescimento de cristais de MSUM. A difusdo molecular das
moléculas de MSUM em solugdo pode ser descrita através do coeficiente de difusivi-
dade [41]. E, como a soluc¢do é um fluido com uma certa viscosidade 7, utilizando
o kernel browniano, é obtida a relacdo entre a difusdo molecular e a viscosidade do
meio [42]. Assim, é apresentada a relacdo entre a viscosidade 77; com a constante de

taxa de elongacdo efetiva «, e, consequentemente, com as "constantes"de associagdo
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k4 (t) e fragmentacdo xr(t).

Os resultados indicam que, de forma qualitativa, a Eq. 4.31 reproduz significa-
tivamente dados experimentais da Ref. [18] e da Ref. [24]. Embora a descricdo da
cinética via abordagem da equagdo mestra seja uma modelagem efetivamente mesos-
copica, a andlise permite constatar sua conformidade. Ou melhor, conclui-se que o
modelo proposto neste trabalho descreve com maior concordédncia os dados experi-
mentais quando comparado ao modelo cinético de crescimento do MSUM até entdo
estabelecido na literatura. O modelo simplificado proposto possibilita uma descri¢do
do crescimento de cristais de MSUM mesmo que os detalhes especificos dos proces-
sos microscopicos elementares sejam desprezados. Dessa maneira, mesmo com o uso
de um modelo simplicado, esta dissertagdo atinge seus objetivos de forma integral e

complementar.

Como perspectivas, pretende-se examinar de forma quantitativa abordagens que
consigam descrever tanto a evolugdo temporal dos mondmeros em solugdo quanto
sua relacdo com a viscosidade do meio. Com o modelo apresentado nessa pesquisa
apenas um tratamento qualitativo é possivel, porém acredita-se que melhorias adi-
cionais podem ser atingidas considerando corre¢des no trabalho necesséario (Eq. 4.9)
para a formagdo de um cristal de MSUM. Embora a obtenc¢do de uma solugdo analitica
para a Eq. 4.1 ndo seja simples, é possivel obter uma solu¢do numérica via simula-
¢Oes utilizando a Eq. 4.1 e a Eq. 4.32. Adicionalmente, a fim de validar os modelos
cinéticos tais como o modelo proposto nesta dissertacdo, simula¢des numéricas ba-
seadas na distribui¢do dos tamanhos dos cristais de MSUM em solugdo podem ser

interessantes.

Ainda mais, além de analisar o crescimento de cristais de MSUM é também inte-
ressante analisar o processo de cristalizacdo de cristais de MSUM. Como considera-se
nesta pesquisa os cristais de MSUM previamente formados, para analisar o processo
de cristalizagdo, a exploracdo de modelos mais complexos como modelos de nuclea-
¢do em dois passos [49] é necessdria. Através de simula¢des computacionais torna-se
possivel desenvolver modelos que envolvam a nucleagdo complementando assim o
estudo desta dissertacado.

Finalmente, como na literatura as andlises experimentais [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24,
45] sdo limitadas, pode-se recorrer também a um tratamento experimental para a ob-
tencdo de uma quantidade mais significativa de dados a serem analisados. A partir de
andlises experimentais é possivel investigar ndo apenas o processo de crescimento e
de nucleacgdo de cristais de MSUM, como também o efeito da viscosidade do meio sob
o crescimento e a cristalizagdo de cristais de MSUM. E, com uma maior quantidade de
dados, a validagdo das simula¢des computacionais fica mais significativa. Desta ma-
neira, diferentes andlises poderdo ser contempladas no estudo de cristais de MSUM:
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o crescimento e a cristaliza¢do de cristais de MSUM via simula¢des computacionais e

andlises experimentais.



57

Referéncias Bibliograficas

[1]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

G. Nuki e P. A. Simkin. “A concise history of gout and hyperuricemia and their
treatment”. Em: Arthritis Res. Ther. 8 (2006), pp. 1-5.

G. Nuki. “Treatment of crystal arthropathy—history and advances”. Em: Rheum.
Dis. Clin. North. Am. 32 (2006), pp. 333-357.

N. Busso e H-K Ea. “The mechanisms of inflammation in gout and pseudogout
(CPP-induced arthritis)”. Em: Reumatismo 63 (2011), pp. 230-237.

R. Terkeltaub. Gout & Other Crystal Arthropathies E-Book. Philadelphia: Elsevier
Health Sciences, 2011.

M. A. Martillo, L. Nazzal e D. B. Crittenden. “The Crystallization of Monoso-
dium Urate”. Em: Curr. Rheumatol. Rep. 16 (2014), pp. 1-8.

C. M. Perrin et al. “Monosodium urate monohydrate crystallization”. Em: Cryst.
Eng. Comm. 13 (2011), pp. 1111-1117.

N. Dalbeth et al. “Gout”. Em: Lancet 397 (2021), pp. 1843-1855.

A. Chhana et al. “Human cartilage homogenates influence the crystallization of
monosodium urate and inflammatory response to monosodium urate crystals: a
potential link between osteoarthritis and gout”. Em: Proteins 71 (2019), pp. 2090-
2099.

Y. Liu et al. “Self-suppression from metabolin with a precursor in pathology
crystallization of gout”. Em: CrystEngComm 21 (2019), pp. 3774-3778.

G. Ragab, M Elshahaly e T. Bardin. “Gout: An old disease in new perspective-A
review”. Em: J. Adv. Res. 8 (2017), pp. 495-511.

M. Wu et al. “Gout: a disease involved with complicated immunoinflammatory
responses: a narrative review”. Em: Clin. Rheumatol. 39 (2020), pp. 2849-2859.

R. T. Keenan. “The biology of urate”. Em: Semin. Arthritis. Rheum. 50 (2020), S2—
S10.

N. Dalbeth, L. Stamp e T. Merriman. Gout. Oxford University Press, 2016.

R. G. Molloy et al. “Structure and cleavage of monosodium urate monohydrate
crystals”. Em: Chem. Comm. 55 (2019), pp. 2178-2181.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 58

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

M. Li et al. “Understanding the Crystallization Pathway of Monosodium Urate
Monohydrate in a Biomimetic Matrix”. Em: Cryst. Growth Des. 20 (2020), pp. 804—
812.

M. Matsumoto et al. “Controlling nucleation and crystal growth during reac-
tive crystallization of monosodium urate monohydrate from simulated synovial
fluid by N fine bubble injection”. Em: . Cryst. Growth 539 (2019), p. 125622.

D. Furmann et al. “The effect of synovial fluid composition, speed and load on

frictional behaviour of articular cartilage”. Em: Materials 13 (2020).

H. M. Burt e Y. C. Dutt. “Growth of monosodium urate monohydrate crystals:
effect of cartilage and synovial fluid components on in vitro growth rates”. Em:
Ann. Rheum. Dis. 45 (1986), pp. 858-864.

I. Kippen et al. “Factors affecting urate solubility in vitro”. Em: Ann. Rheum. Dis.
33 (1974), p. 313.

A. A. Khalaf e W. R. Wilcox. “Solubility and nucleation of monosodium urate
in relation to gouty arthritis”. Em: J. Cryst. Growth 20 (1973), pp. 227-232.

N. W. McGill e P. A. Dieppe. “Evidence for a promoter of urate crystal formation
in gouty synovial fluid”. Em: Ann. Rheum. Dis. 50 (1991), pp. 558-561.

M. H. Chih, H. L. Lee e T. Lee. “The culprit of gout: triggering factors and
formation of monosodium urate monohydrate”. Em: CrystEngComm 18 (2016),
pp- 290-297.

S. Ahamed et al. “Growth patterns of monosodium urate monohydrate (gouty
and urinary) crystals in gel: An in vitro study”. Em: Pak. J. Pharm. Sci. 30 (2017),
pp. 2101-2108.

H. M. Burt e Y. C. Dutt. “Crystallization of monosodium urate monohydrate”.
Em: J. Cryst. Growth 94 (1989), pp. 15-22.

D. Kashchiev. “Kinetics of protein fibrillation controlled by fibril elongation”.
Em: Proteins 82 (2014), pp. 2229-2239.

E. Oliviero, A. Scanu e L. Punzi. “Metabolism of crystals within the joint”. Em:
Reumatismo 63 (2011), pp. 221-229.

C. Ozono, I. Hirasawa e F. Kohori. “Shape change and growth behavior of mono-
sodium urate monohydrate in a gout model”. Em: Chem. Eng. Technol. 40 (2017),
pp- 1231-1234.

Y. Li et al. “Neutrophil extracellular traps formation and aggregation orchestrate
induction and resolution of sterile crystal-mediated inflammation”. Em: Front.
Immunol. 9 (2018), p. 1559.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 59

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

W. R. Wilcox et al. “Solubility of uric acid and monosodium urate”. Em: Med.
Bio. Eng. 10 (1972), pp. 522-531.

E. Pascual et al. “Mechanisms of crystal formation in gout—a structural appro-
ach”. Em: Nat. Rev. Rheumatol. 11 (2015), pp. 725-730.

N. S. Mandel e G. S. Mandel. “Monosodium urate monohydrate, the gout cul-
prit”. Em: J. Am. Chem. Soc. 98 (1976), pp. 2319-2323.

C. Rinaudo e R. Boistelle. “Theoretical and experimental growth morphologies
of sodium urate crystals”. Em: Ann. Rheum. Dis. 42 (1983), pp. 75-81.

A. Z. Zellelow et al. “Doping uric acid crystals. 1. Uric acid dihydrate”. Em:
Cryst. Growth Des. 10 (2010), pp. 3340-3347.

C. M. Perrin e J. A. Swift. “Step kinetics on monosodium urate monohydrate
single crystal surfaces: an in situ AFM study”. Em: CrystEngComm 14 (2012),
pp. 1709-1715.

S. N. Kalkura et al. “In-vitro crystallization of spherulites of monosodium urate
monohydrate”. Em: J. Mater. Sci. Mater. Med. 6 (1995), pp. 577-580.

H. Paul et al. “Morphological characteristics of monosodium urate: a transmis-
sion electron microscopic study of intact natural and synthetic crystals”. Em: J.
Cryst. Growth 57 (1982), pp. 432-442.

M. A. Lovette e M. F. Doherty. “Needle-shaped crystals: causality and solvent
selection guidance based on periodic bond chains”. Em: Cryst. Growth Des. 13
(2013), pp- 3341-3352.

P. Hasselbacher. “Measuring synovial fluid viscosity with a white blood cell
diluting pipette. A simple, rapid, and reproducible method”. Em: Arthr. Rheum.
19 (1976), pp. 1358-1362.

R. S. Brannan. “Synovial fluid analysis”. Em: J. Emerg. Med. 30 (2006), pp. 331-
339.

H. M. Burt et al. “Intra-articular drug delivery systems: overcoming the short-
comings of joint disease therapy”. Em: Expert Opin. Drug Deliv. 6 (2006), pp. 17—
26.

P. W. Atkins et al. Physical Chemistry for the life sciences. Oxford University Press,
2023.

P. L. Krapivsky, S. Redner e E. Ben-Naim. “A Kinetic View of Statistical Physics”.
Em: Cambridge University Press, 2010.

Gell-Mann & Tsallis. Nonextensive Entropy - Interdisciplinary Applications. Oxford
University Press, 2004.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 60

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

R. F. Pasternack et al. “A nonconventional approach to supramolecular forma-
tion dynamics. the kinetics of assembly of DNA-bound porphyrins”. Em: J. Am.
Chem. Soc. 120 (1998), pp. 5873-5878.

D. J. Allen, G. Milosovich e A. M. Mattocks. “Inhibition of monosodium urate
needle crystal growth”. Em: Arthritis Rheum. 8 (1965), pp. 1223-1133.

B. Szala-Mendyk, A.Drajkowska e A. Molski. “Modified Smoluchowski Rate
Equations for Aggregation and Fragmentation in Finite Systems”. Em: |. Phy.
Chem. B. 127 (2023), pp. 6154-6162.

D. Kashchiev. Nucleation: Basic Theory with Applications. Butterworth-Heinemann,
2000.

L. G. Rizzi, G. Viegas e S. Auer. “Ligancy effects on nucleation kinetics”. Em: J.
Chem. Phys. 157 (2023), pp. 6154-6162.

S. Auer e D. Kashchiev. “Two-step crystal nucleation kinetics: Solution of the
master equation”. Em: J. Cryst. Growth 580 (2022), p. 126469.



61

Apéndice A

Apéndices

A.1 Constante de taxa efetiva dependente do tempo

A equagdo para a constante temporal de taxa efetiva x(f) pode ser obtida por
aproximacgdo da equacgdo diferencial ndo-linear de Bernoulli. Inicialmente, utiliza-se a
defini¢do da fungdo g-exponencial [43]:

eq(x) = [1+ (1 —gq)x]V/11,
que também pode ser escrita como:
eg(x) = exp{(1 =) In[1 + (1 - g)x]},

onde reformula-se a solugdo da Eq 3.8 representada pelas equagdes Eq. 3.9 e Eq. 3.11.

Adicionalmente, tomando x < 1, com a expansdo da fungdo logaritmica In(1 +
x)~x—x2/2+x3/3 — x*/4..., a Eq. 3.9 é reescrita como

y(x) = y(0)eq(x) ~ z(0 eXP{Tq Z% —q)" } (A.1)

Com y(t) = C1(t) — Cye € x4(t) = —xst/[y(0)]' 71, entdo

Ci(t) = Cre + (Crp — Cre)ef, (A.2)

onde f,(t) = {11—q1n[1 +( —q)xq(t)]}.

Ao derivar a Eq. A.2, tem-se que:

G0 _ (¢, - 002, (3)
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de forma que,

dfq(t) ~ Ks
dt [(CI,O — Clle)l_q + (q — 1)K5t],
onde
dfq(t)

x(t) T
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(A.4)

(A.5)



A.2. KERNEL CONSTANTE 63

A.2 Kernel constante

A equagdo para concentracdo de mondmeros em solugdo Ci(t) pode ser obtida
em condi¢des especificas a partir do kernel constante. Com a considera¢do de que nédo
haja influéncia do tamanho dos 7 cristais na frequéncia de agregacdo, o kernel de
associacdo para n > 2 é dado por:

At nosnt1 = DiRy = . (A.6)

Adicionalmente, a probabilidade de associa¢do entre duas unidades monoméricas
pode ser considerada como improvavel uma vez que R; possui um valor muito pe-
queno em comparacdo ao valor relacionado ao tamanho linear efetivo de um cristal
Ry. Logo,

Al,l%Z ~ DlRl ~ 0. (A7)

Neste caso, a Eq. 4.3 é dada por:

Mmax—1
Ka(t) =xe |A1152Ci(H) + Y, Ca(t)] (A.8)
n=2
Dai, a partir da Eq. 2.16
Miot—1
KA(t) — Kg Z Cn(t) — KECS‘ (A.9)
n=2

Da Eq. 4.14, a qual relaciona os kernéis de associa¢do e dissociacdo, tem-se que

Fn+1—>1,n - Cl,eAl,n—m—H - Kecl,e- (A-lO)

Aqui, é importante ressaltar que o caso em que n = 1 deve ser tratado com atengao

e é dado por:
Mot

Ke(t) = ke Y Cu(t) = KeCs. (A.11)
n=2
Deste modo, quando o kernel for constante, obtém-se que

Ka(t) =xp(t) = x(t) = xCs, (A.12)
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e, a equacdo mestra é dada por:

dCy(t)
dt

= —1.Cs[Cy(t) — Cl,e]' (A.13)

Ess equacgdo, Eq. A.13, é equivalente a Eq. 3.4, tal que a constante de taxa efetiva é
dada por x5 = x,.Cs.

Finalmente, a solucdo para a Eq. A.13 é dada por:
Cl(f) =C10— (Cl,O—CLe)(l — e_"st), (A.14)

onde essa solugao é obtida de maneira correspondente a Eq. 3.11 no limite em que
g — 1, tal como encontrado na Ref. [25].
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