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Resumo

PEREIRA, Emilio D., M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, Fevereiro de 2024. A
quebra do paradigma de Yang-Mills: o modelo de Jackiw-Pi. Orientador: Oswaldo

Monteiro Del Cima. Coorientador: Daniel Heber Theodoro Franco

As teorias de gauge sao formuladas para descrever campos de matéria que apresentam
uma simetria local, conhecida como simetria de gauge. O grande impacto dessas teorias
¢ obtido ao utilizar algum método para quantiza-las. Partindo de grupos de simetria
especificos, como, por exemplo, o grupo U(1), 0 SU(2) e 0 SU(3), é possivel obter o modelo
padrao da fisica de particulas, isto é, uma teoria que descreve trés interacoes fundamentais:
interacao eletromagnética, fraca e forte. Tais teorias também podem ser estudadas em
diferentes dimensoes espago-temporais e ainda assim possuir interesse além do tedrico. Em
particular, quando estudadas em trés dimensoes espago-temporais, forneceram modelos
que contribuiram para a compreensao de fenomenos como o efeito hall quantico e sobre
sistemas como o grafeno e isolantes topolégicos. Ainda nessa dimensionalidade, em 1997,
os fisicos Roman Jackiw e So-Young Pi propuseram uma teoria de gauge massiva que,
ao contrario da teoria de Chern-Simons, preserva a simetria de paridade e, além disso,
quebra o paradigma de Yang-Mills (generalizagoes nao-abelianas de modelos abelianos).
Portanto, tendo em vista a peculiaridade do modelo de Jackiw-Pi, o foco principal do
presente trabalho é estuda-lo e sera composto da seguinte forma: uma introducao as teorias
de gauge, discutindo sucintamente a eletrodinamica quantica e as teorias de Yang-Mills;
A origem da simetria BRS e sua relagao com a unitariedade da matriz S; os aspectos da
renormalizagao algébrica, que sera o procedimento utilizado para a anélise da quantizacao
do modelo; o estudo dos aspectos classicos e quanticos do modelo de Jackiw-Pi. Por fim,
é feita a conclusao sobre a possibilidade de quantizagao e apresentadas as perspectivas

futuras.

Palavras-chave: Renormalizagao algébrica. Simetria BRS. Jackiw-Pi.



Abstract

PEREIRA, Emilio D., M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2024. Breaking
the Yang-Mills paradigm: the Jackiw-Pi model. Advisor: Oswaldo Monteiro Del Cima.

Co-advisor: Daniel Heber Theodoro Franco

Gauge theories are formulated to describe fields of matter that have local symmetry,
known as gauge symmetry. The great impact of these theories is obtained when using
some method to quantize them. Starting from specific symmetry groups, such as the group
U(1), SU(2) and SU(3), it is possible to obtain the standard model of particle physics,
that is, a theory that describes three fundamental interactions: electromagnetic, weak and
strong interaction. Such theories can also be studied in different space-time dimensions and
still have interest beyond the theoretical. In particular, when studied in three space-time
dimensions, they provided models that contributed to the understanding of phenomena
such as the quantum hall effect and systems such as graphene and topological insulators.
Still in this dimensionality, in 1997, physicists Roman Jackiw and So-Young Pi proposed a
massive gauge theory that, unlike the Chern-Simons theory, preserves parity symmetry
and, in addition, breaks the Yang-Mills paradigm (non-abelian generalizations of abelian
models). Therefore, in view of the peculiarity of the Jackiw-Pi model, the main focus of
the present work is to study it and will be composed as follows: An introduction to gauge
theories, briefly discussing quantum electrodynamics and Yang-Mills theories ; The origin
of BRS symmetry and its connection with the unitarity of the S matrix; The aspects of
algebraic renormalization, which will be the procedure used to analyze the quantization
of the model; The study of the classical and quantum aspects of the Jackiw-Pi model.
Finally, a conclusion is made about the possibility of quantization and future perspectives

are presented.

Keywords: Algebraic renormalization, BRS symmetry, Jackiw-Pi.
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Convencoes

e Vamos adotar o sistema de unidades naturais, ou seja, c = h = 1.

e Os indices gregos, u,v,--- = (0,1,2,3), serdo relacionados com o espago-tempo.
Ja os indices latinos, 7, j,--- = (0, 1,2, 3), serdo relacionados com o espago interno
referente a alguma estrutura de grupo, mais especificamente o grupo SU(N). Iremos

adotar a convencao de soma tal que, indices repetidos sao diretamente somados.

e A métrica do espaco-tempo adotada é tal que,

N = diag(l,—1,—-1,—-1) =

o o o =
|
—_

Com excecao ao capitulo 4, que ira discutir o modelo tridimensional de Jackiw-Pi.

L4 a métrica adotada sera

N = diag(l,—1,-1) =10 —1 0



Capitulo I

Introducao

A fisica do século XX pode ser compactada por duas grandes teorias: a relatividade e
a mecanica quantica. Se ponderarmos uma revolucao como, necessariamente, uma quebra
de paradigma, elas foram as verdadeiras revolugoes cientificas desse século e constituem os
alicerces das demais. E evidente que muitas outras teorias também foram desenvolvidas,
em especial, temos a combinacao da relatividade restrita com mecanica quantica: a teoria
quantica de campos (TQC) que, mesmo nao se encaixando no conceito de revolugao listado
acima, exprime um tremendo avango na compreencao dos constituintes fundamentais da
natureza.

Nesse capitulo, sera feito um breve compilado sobre a criacao da TQC. Em qual
contexto se deu seu desenvolvimento, quais foram os empecilhos para sua estruturacao
e como se tornou, no aspecto de exatidao tedrico-experimental, a teoria mais gloriosa ja

proposta pelos fisicos.

1.1 A Teoria Quantica de Campos: contratempos e facanhas

A historia das teorias de campo comega em alguns anos apos Isaac Newton, em 1687,
formular a teoria da gravitacao. Ele, por si sO, interpretava a interacao gravitacional como
uma forca trasmitida instantaneamente entre dois corpos massivos. No entanto, somente
no século seguinte que fisicos e matematicos, dentre eles Pierre-Simon Laplace, trouxeram
o conceito do campo gravitacional como artificio matematico que, no final das contas,
nao produzia alteragbes na teoria da gravitacao newtoniana [1]. Porém, lidava com a
questao da interacao a distancia e trazia também outra interpretacao para a interacao
gravitacional: um dado corpo massivo sofre o efeito gravitacional por meio de um campo
vetorial definido em todo o espaco, que é composto pela contribuicao de todos os outros
corpos massivos do universo [2].

Ainda assim, o termo “campo” s6 veio a ser introduzido na comunidade dos fisicos por

Michael Faraday em 1849. Com o desenvolvimento da teoria eletromagnética, principal-



Capitulo I 1.1. A Teoria Quantica de Campos: contratempos e faganhas

mente com as contribuicoes de James Clerk Maxwell', no fim do século XIX, a comunidade
cientifica ja digeria melhor o conceito e se conformavam que campos elétricos e magnéticos
faziam parte do universo, tal como as particulas [2]. Nos dias de hoje tais questionamentos
podem parecer um tanto quanto inusitados, por exemplo, com um ima e limalhas de ferro
o campo magnético se faz bem convincente de sua existéncia.

O fim do século XIX foi, na verdade, bastante singular para a comunidade cientifica.
Ao mesmo tempo em que a maioria dos fisicos julgava a fisica como concluida, a menos
de refinamentos em medidas experimentais, haviam alguns problemas em aberto, como
por exemplo: a radiacao de corpo negro; o efeito fotoelétrico; o periélio de merctrio
e o proprio eletromagnetismo em como lidar com a nao existéncia do éter. As teorias
da época nao chegavam nem perto de predizer algum comportamento completo de tais
problemas e, somente no inicio do século seguinte que as solugoes seriam encontradas
com o desenvolvimento da relatividade? e da mecanica quantica, os dois pilares da fisica
moderna.

Dentre os principais fundadores da mecanica quantica temos Max Karl Ernst Ludwig
Planck e Niels Bohr, que se debrucaram no problema da radiacdo de corpo negro?.
Apesar de se originar de um problema relacionado a radiagao, a mecanica quantica lidava
somente com particulas, basicamente com os elétrons em atomos. Somente em 1927,
Dirac volta a questao da emissao espontanea de radiagao de atomos excitados e aplica
a mecanica quantica aos campos de maneira pratica e com uma estrutura matematica
fundamentada® [6]. Acontecia entdao o nascimento da teoria quantica de campos juntamente
com a eletrodinamica quantica (QED).

Apéds o pontapé inicial de 1926 e 1927, outros estudos foram surgindo e foi estabelecida
a interpretacao de que, assim como o foton, cada particula elementar era, na verdade, uma
excitagao do seu préprio campo. Tal interpretacao, juntamente com o novo conceito de
antimatéria que surgia no inicio da década seguinte, levou de imediato a possibilidade da
criagao e aniquilagao de particulas a partir de uma determinada quantidade de energia.

Quanto a interacao entre duas particulas carregadas, por exemplo, ficou estabelecido o

IMaxwell considerava os campos eletromagnéticos como uma perturbacdo de um meio que permeava
todo o espago, o éter. Tal meio era um artificio proposto para suprir a existéncia de um referencial
privilegiado onde as leis de sua teoria seriam validas. Nao passou muito tempo para que viesse a tona
experimentos que buscavam sua deteccao. Um deles é o famoso experimento de Michelson-Morley, que
decretou um fim para a teoria do éter [3].

2Primeiro em 1905, Albert Einstein, desenvolve a teoria da relatividade restrita e nos da outra
interpretacao para o espago-tempo. Onze anos depois, em 1916, ele elabora a teoria da relatividade geral
e finalmente poe em pé de igualdade gravitagao e espago-tempo.

30utros nomes que contribuiram veementemente com a teoria sdo: Louis de Broglie, Werner Heisenberg,
Max Born, Pascual Jordan, Wolfgang Pauli, Paul Adrian Maurice Dirac e Erwin Schroedinger. O préprio
Einstein, apesar de todos os seus entraves a teoria, fez sua contribuicao com a descricao da luz por meio
dos fétons [4].

4Na verdade o primeiro trabalho envolvendo a mecanica quantica no estudo dos campos se deve a Born,
Heisenberg e Jordan em 1926, o qual mostram a quantizagao do campo eletromagnético. No entanto,
apesar de elucidativo, ndo teve tanta visibilidade quanto ao trabalho de Dirac [5].

10



Capitulo I 1.1. A Teoria Quantica de Campos: contratempos e faganhas

conceito de que era feita por meio da troca de fétons virtuais indetectaveis que violavam a
conservacao de energia. Porém, desde que tais particulas virtuais existam em um tempo
curto, a violacao é protegida pelo principio de incerteza, AEAt > g‘

Embora estivesse ainda em construcgao, a TQC podia ser aplicada para a analise de
processos como, por exemplo, o espalhamento Compton e gerava resultados satisfatérios
utilizando calculos em primeira ordem de aproximacao em teorias de perturbagao. Em
contrapartida, os termos de ordem superiores forneciam valores infinitos® e, entdo, os fisicos
estavam diante de um enorme empecilho. Foi nesse cenario que a comunidade cientifica
comegou a suspeitar que a TQC estava incompleta e possuia obstrugoes matematicas
irreparaveis.

Ao mesmo tempo em que os infinitos nao eram domados, muitas descobertas foram
feitas: em 1933 Enrico Fermi, com o estudo do decaimento beta, propoe a primeira teoria
para o que viria a se tornar a interacao fraca [7]; Hidekei Yukawa, em 1936, prediz a
existéncia do méson juntamente com uma primeira proposta para a interacao entre protons
e neutros [8]. Simultaneamente, outros comegaram a buscar por abordagens alternativas a
TQC, dentre elas, a de maior visibilidade foi a teoria da matriz S [9].

Finalmente, entre os anos de 1946 e 1949 os trabalhos de Shin’ichiro Tomonaga [10],
Julian Schwinger [11] e Richard Feynman [12], definiram o processo de renormaliza¢ao®.
Tal procedimento tratava os infinitos da QED via uma redefinicao dos parametros de
massa e constantes de acoplamento. Feito isso, fundamentava-se a teoria mais precisa na
comparacao teoria-experimento’. Todavia, nao foi possivel aplicar uma ideia semelhante 3
da QED as interagoes fracas e fortes, pois havia um problema quanto a renormalizabilidade
dessas teorias. Entao, a TQC passaria por outra crise e as abordagens alternativas
voltariam a ganhar destaque.

Sabia-se que a QED apresentava uma simetria muito importante, a simetria de gauge
local. Entao, pairava sobre os fisicos o questionamento se havia alguma simetria local que
pudesse estar por tras das demais interagoes. Com essa situacao, surgia em 1954, a teoria
desenvolvida por Chen Ning Yang e Robert Mills que tentava descrever a interacao forte
através de simetrias de gauge envolvendo grupos nao-abelianos [15].

A teoria de Yang-Mills levou alguns anos para ser quantizada e, somente em 1967, que
os fisicos Ludvig Faddeev e Victor Popov, por meio do formalismo da integral de caminho e

do astuto artificio dos campos de ghosts, conseguiram quantizé-la [16]. Sendo assim, aliada

5A primeira aparicdo dos infinitos se deu em 1930 em um trabalho onde Robert Oppenheimer avaliava
a auto-energia do elétron, que podia provocar uma mudanga observavel na érbita atomica e era ocasionada
quando um elétron emitia fétons virtuais e reabsorvia esses fétons [2]. Tal processo abrangia uma soma
infinita nos momentos das particulas, o que era a origem de todo o problema.

6Desenvolvidos de forma independente, foram sistematizados por Freemen Dyson em 1949 e colocados
como formalismos equivalentes [13]. O formalismo de Feynman, em especial, trouxe consigo seus conhecidos
diagramas e regras que facilitaram a esquematizacao dos processos e seus céalculos.

"Alguns exemplos desse sucesso sdo o cdlculo de desvio de Lamb, que tem seu valor experimental igual a
1057,840, 1M H z enquanto a previsao tedrica é de 1057, 86210, 020M H z e do momento magnético anomalo
do elétron, que possui valor experimental de 1159652410200 - 10712 e tedrico de 1159652359282 - 10~12 [14].

11
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ao mecanismo de Higgs® e da prova de sua renormalizabilidade desenvolvida por Gerardus
't Hooft e Martinus J. G. Veltman, tal teoria se tornou o cerne do atual modelo padrao da
fisica de particulas [18]. Simultaneamente, o tratamento das divergéncias que surgiam do
método de perturbacao das teorias de gauge foram aprimorados com os diferentes processos
de regularizacao. Dentre eles, o método algébrico, relacionado & simetria BRS? foi crucial
para o estudo das reais obstrugoes ao quantizar as teorias, as anomalias.

Enfim, o inicio da década de 70 foi definitivo para a TQC. Explorando todas essas ideias
e partindo dos grupos de simetria U(1), SU(2) e SU(3), foi desenvolvido um modelo que
descrevia a interagao eletrofraca e a interacao forte: o Modelo Padrao. No entanto, apesar
de todo o sucesso da TQC com o esse modelo, ainda existem muitas questoes em aberto
na fisica fundamental: o regime nao renormalizavel da QCD e sua liberdade assintdtica; a
quantizacao (ou nao) da gravitagdo; a matéria e energia escura; os possiveis novos tipos
de interagao. Com isso, fica a incerteza se as TQC’s sao, na verdade, teorias efetivas e o
que realmente sao os constituintes fundamentais da natureza. De qualquer maneira, é na
inconclusao e no inacabado que esta o combustivel para que a ciéncia continue avangando

e buscando “domar” a natureza.

1.2 (341) dimensoes... isso é tudo?!

A TQC nao proporcionou apenas uma nova interpretacao para as particulas, mas
também auxiliou a compreensao do estudo sobre outras dimensionalidades e suas possiveis
aplicagoes. Se tratando de dimensoes superiores a 4, grande parte de seu estudo é referente
as teorias de unificacao que buscam a quantizacao da interacao gravitacional junto das
demais interagoes. A primeira proposta foi feita por Theodor Kaluza e Oskar Klein que,
durante a década 20, produziram uma teoria de campo em 5 dimensoes espaco-temporais
no intuito de unificar o eletromagnetismo e a gravitacao. Tal teoria viria a ser a percursora
da teoria das cordas e de conceitos como a compactificagdo de dimensoes [22].

Quanto as TQC’s em dimensoes inferiores a 4, muitas também foram desenvolvidas.
Especificamente em (2 + 1) dimensdes espago-temporais, os trabalhos tedricos de Stanley
Deser, Roman Jackiw e Stephen Templeton tiveram bastante evidéncia, principalmente
ao tratatem de campos de gauge massivos [23,24]. Além disso, as teorias tridimensionais
puderam ser aplicadas a sistemas da matéria condensada e entao, ganharam outro motivador
além do puramente tedrico. Fenomenos como o efeito Hall quantico e a supercondutividade

a alta temperatura critica e sistemas como o grafeno e isolantes topolégicos sao alguns

8Mecanismo responsavel por gerar massa aos bosons de gauge através do processo de quebra espontinea
de simetria. Apesar de popularmente nomeado como “mecanismo de Higgs”, foi descoberto de maneira
independente por Peter Higgs, Robert Brout e Frangois Englert; Gerald Guralnik, C. R. Hagen e Tom
Kibble [17].

9Descoberta por Carlo Becchi, Alain Rouet e Raymond Stora em 1974 e, independentemente por Tyutin
em 1975, é uma simetria presente na acao de Yang-Mills conjunta com os termos de Faddeev-Popov [19,20].
J& o processo de renormalizagao explorando tal simetria foi cunhado apenas por BRS [21].

12



Capitulo I 1.2. (3+1) dimensdes... isso é tudo?!

exemplos da aplicagao das TQC’s tridimensionais [25-28].

E nesse cendrio tridimensional que concentra esse trabalho. No capitulo 4 sera discutido
o modelo de Jackiw-Pi que apresenta aspectos bem inusitados, devido quebra do paradigma
de Yang-Mills [29]. Para discuti-lo, no préximo capitulo, vamos introduzir as teorias de
gauge e o mecanismo de Faddeev-Popov para sua quantizacao. No capitulo seguinte, vamos
introduzir a simetria BRS, sua ligagao com a unitariedade da matriz S e o procedimento
de renormalizagao algébrica, que ird nos permitir a verificagao das possiveis anomalias e da
estabilidade de uma teoria de uma forma algébrica e iterativa. Finalmente, no capitulo 4,
apresentamos as caracteristicas classicas do modelo de Jackiw-Pi e obtemos, como resultado
inédito, sua quantiaz¢ao em todas as ordens em teoria de perturbacao, através do método
algébrico de BRS. Juntamente com a prova da auséncia de anomalias, renormalizabilidade

multiplicativa e invariancia de escala do modelo.
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Capitulo 11
Teorias de gauge

A primeira nocao de uma teoria de gauge aconteceu em 1918, devido a Hermann
Weyl em sua tentativa de descrever a gravitacao e o eletromagnetismo em um s6 contexto
geométrico. Apesar de falhar em sua descricao, Weyl estava certo quanto a invariancia de
gauge e mostrou isso em outros artigos desenvolvidos alguns anos depois [30]. Alguns anos
depois, surgia a primeira® teoria de gauge bem sucedida, a QED.

De um ponto de vista moderno, uma teoria de gauge é construida da seguinte forma:
a partir de um lagrangiano invariante sob uma transformacao global pertencente a al-
gum grupo de simetria, é exigido que essa invariancia seja mantida ao promovermos tal
transformacao em uma transformacao local. Essas transformacoes recebem o nome de
transformacoes de gauge e compoem um conjunto de campos que, quando transformados,
nao alteram propriedade alguma do sistema. Logo, a transformagao de gauge esta relacio-
nada a uma ambiguidade presente em um espagco interno de um determinado grupo de
simetria presente na teoria.

O ponto crucial de uma teoria de gauge ¢ sua quantizagao. Quando realizada, podemos
obter, por exemplo, o modelo padrao da fisica de particulas. Sendo assim, nesse capitulo,
comecamos de maneira sucinta apresentando a estrutura da simetria de gauge e de sua
invariancia dentro da QED. Em seguida, entraremos na discussao das teorias de Yang-Mills
e dos grupos nao-abelianos. Feito isso, finalmente, discutiremos sobre a necessidade de um

gauge-fixing e a quantizacao dessas teorias através do mecanismo de Faddeev-Popov.

De um ponto de vista cronoldgico, a primeira teoria de gauge bem sucedida foi a teoria da relatividade
geral de Einstein de 1916. Porém, quando formulada, o conceito de gauge nao havia sido encontrado ainda
e somente apds a metade do século XX que ela seria colocada no formalismo de gauge como uma teoria de
gauge nao-abeliana [31].

14



Capitulo II 2.1. Invariancia local

2.1 Invariancia local

Como um protétipo, vamos recorrer ao primeiro grande sucesso das teorias de gauge: a

eletrodinamica quantica. Portanto, vamos partir do lagrangiano de Dirac?,
gDirac = TZ(W“au)w - m&wa (21>
o qual ¢é invariante sob uma transformacao de gauge global:

V' (x) = e(x)

(2) = e "(z) 22)

em que # é o parametro da transformagao. Pretendemos entdo, promover a equagao (2.2)
para uma transformagao de gauge local, ou seja, em que 6 = (z) e, a partir disso, construir
um lagrangiano invariante sob tal transformacao local.

Note que, agora, o parametro de gauge 0(z) é dependente dos pontos do espago-tempo.
Sendo assim, ao contréario do que ocorre com o segundo termo de (2.1), o primeiro nao é
invariante sob essa transformacao local. Isso se deve a atuacao da derivada no préprio
parametro.

Tratamos esse obstaculo por meio do acoplamento minimo, que consiste em substituir

as derivadas ordindrias por derivadas covariantes® D,,:

Dyo(x) = 0,9 (z) — ieAu(x)v(x), (2.3)
em que A,(z) é denominado de campo de gauge, ou conexao, e e uma constante de
acoplamento que, nesse caso, é a carga do elétron. As transformagoes de A,(z) e D,, sao:

A ) = Aula) + -0,0(), 2.4)

N (2.5)

Note que D, se transforma de maneira semelhante aos campos spinoriais, por isso o nome
“covariante”. Além disso, o segundo termo da equagdo (2.4) é crucial para garantir a
invariancia do lagrangiano sob a transformagcao de gauge local.

Portanto, ao buscar a invariancia de Zp;.«., ganhamos um novo campo vetorial.

Nessas circunstancias, temos que verificar a possibilidade de novos termos invariantes que

2As equacdes de movimento desse lagrangiano nos concede a dindmica de um férmion livre de spin
% e massa m. A escolha do lagrangiano de Dirac nao tem um propésito especifico. Poderiamos ter
desenvolvido a analise a partir do lagrangiano de Klein-Gordon, por exemplo, e entao utilizado a QED
escalar como protétipo sem nenhuma perda de generalidade.

3A origem da derivada covariante na verdade é geométrica. Visto que buscamos uma teoria com
invariancia local, quantidades avaliadas em diferentes pontos do espago-tempo se transformam de maneiras
distintas e entdo, devemos tratar a subtracao na definicdo de 9, introduzindo um fator U(y,z) que

compensa tal situagio. O caminho mais simples é tomar Uy, z) = e’¢(®¥) [32].
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Capitulo II 2.2. Teorias de Yang-Mills

dependam apenas de A, e suas derivadas. Como nossa andlise estd sendo feita sobre a
QED, sabemos que o campo de gauge ¢é referente ao féton que, claramente, possui dinamica.
Tal termo quadratico é obtido através do field strenght* F},,, uma quantidade definida

através do comutador entre as derivadas covariantes que, nesse caso é dado por:
F. =(0,A, —0,A,). (2.6)

A partir dessa quantidade, que por sinal também ¢é invariante de gauge, obtemos o
termo referente a dinamica do féton que deve ser adicionado ao lagrangiano, conhecido

como o lagrangiano de Maxwell,

1
gM - _Z_l MVFHV. (27)

Assumimos também que a massa m 4 associada ao campo de gauge é nula, pois um
possivel termo de massa, m4 4, A", nao é invariante de gauge °. Sendo assim, agrupando

os termos, obtemos o lagrangiano da QED,

Lanp = Ui 0 — el Ayt — mibyp — { . 28)

Uma maneira de modelar o efeito das simetrias é através do arcabouco matemético da
teoria de grupos. Voltando as transformagoes de fase da equagao (2.1) e sua versao em que
0 = 0(x), temos que tais transformagoes representam o grupo abeliano U(1) global e U(1)

local, respectivamente. Mencionaremos alguns aspectos desses grupos na préxima secao.

2.2 Teorias de Yang-Mills

No final da década de 40 a QED se encontrava como uma teoria pratica e bem
estabelecida. No entanto, as outras interagoes ainda enfrentavam problemas em serem
formuladas e uma das ideias foi a de generalizar a teoria de gauge abeliana para grupos
nao-abelianos. Surgia entao a teoria de Yang-Mills [15].

Para seu desenvolvimento, vamos considerar um grupo de Lie® nao-abeliano genérico

40 field strenght é, na verdade, o tensor do campo eletromagnético. Além disso, também possui uma
interpretacao geométrica devido ao mesmo problema que acontece com a derivada.

5Um termo do tipo —ce“ﬂ“”FagF uv também poderia ser adicionado, pois é invariante de gauge. No
entanto, a teoria exige outras simetrias, a de reversao temporal e de paridade que proibem a existéncia de
um termo desse tipo [32].

60s grupos de Lie sdo tais que todos seus elementos estdo conectados & identidade e, portanto,
mediante transformagoes continuas infinitesimais podemos acessar todo o grupo. Com isso, suas matrizes
de representacao podem ser expressas numa expansao em séries e, a partir dai, podemos definir suas
caracteristicas por meio de seus geradores, parametros e constantes de estrutura.
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Capitulo II 2.2. Teorias de Yang-Mills

SU(N). Para tais grupos, qualquer um de seus elementos V' (), pode ser dado por:
V(0) =T =1446°T" + O(¢°), (2.9)

onde #* sao os parametros infinitesimais do grupo e T* seus geradores que, por sinal,

satisfasem a seguinte regra de comutacao
[T, T = ifeTe. (2.10)

Aqui, o termo f%¢ ¢é conhecido como constante de estrutura e definem a &lgebra do grupo.

E uma quantidade totalmente antissimétrica que satisfaz a identidade de Jacobi,
fabCfcde + fadCfceb + faGCfcbd —=0. (211)

Note que, os indices latinos representam os indices do espago interno associado ao grupo
SU(N) e, nas equagoes acima, temos uma soma implicita em indices repetidos.

Com esse grupo genérico como base, a transformacao de gauge local sofrida por um
campo de matéria 1(x) é

() = V() (x), (2.12)

em que V(x) é dado pela equagao (2.9).

Agora, precisamos generalizar os resultados da se¢ao anterior para obter uma teoria
invariante de gauge. Com isso, para cada elemento do grupo, precisamos de um campo de
gauge associado que ira corrigir a nao invariancia da derivada ordinaria. Logo, é necessario

um acoplamento minimo que tem a derivada covariante definida como
D, =0, —igA;T*, (2.13)

aqui a constante de acoplamento da teoria é dada pela varidavel g. Para encontrar como se
transformam os campos de gauge nao-ableianos, podemos avaliar a variacao da equacgao

(2.13) utilizando a versao infinitesimal das transformacoes de gauge
0 = iT"0%). (2.14)
Com o auxilio da equagao (2.10) temos que,

§(Duv) = 8(0u) — igT*[0(A})Y + ARd(v)]
= iT*0" (0,0 — igALT ) = iT[0%(0,u1)) + (8,0°)] — igT*0( ALYy + gT* ALT 6"
= igT"§(A%)p = iT 0,0 + gT T 9* Alpp — gT"T*9* AL

1
= (A7) = ~0,0° - fFabegb AC. (2.15)
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Capitulo II 2.2. Teorias de Yang-Mills

Note que, diferente da transformacao de gauge do grupo abeliano, equagao (2.4), aqui
temos um termo extra envolvendo as constantes de estrutura do grupo. Veja também que
a equacao (2.15) engloba o caso abeliano, pois f%¢ = 0 para esse grupo.

Agora, a fim de construir o termo cinético do lagrangiano para os campos de gauge,

vamos encontrar os fields strength da teoria através do comutador das derivadas covariantes,

[Dy, D) w(x) = [(8, — igAsT®) , (8, — igALT®)] ()
= [Du, D) = ([0, 0] —ig [0, AVT] + ig [0, ALT] — g? [AGT", AVT']) )
= [Dy, D)o = —ig [(9,A)T") v + AT 0up — AT 0,0]
+ig [(0,A0T*) ¥ + AST*O1p — ASTO0p] — ig” f*T AL A

o

(D, D, = —ig (0,AT¢ — 8, AT + g f**TALAL) ). (2.16)

o

Da equagao (2.16) definimos o field strength
Fi, = 0,A% — 9,A% + g f* Ab AC. (2.17)

Novamente, temos uma estrutura geral na equagao (2.17). Ela contém o caso abeliano
(fa% = 0) e recupera a equagao (2.6), bem como apresenta a estrutura nao-abeliana com a
presencga da constante de estrutura no terceiro termo. Jd a variacao de [}, ¢ obtida com o

auxilio das equagoes (2.11) e (2.15):

0Fy, = 0u0(A7) = 0,0(A3) + g f** [0(AL) A + A0(A7)]
= 0F), = éauayea — [ [(0.6") Ag + 6°0, A — éayauea + o [(0,0") AL + 69, Ac
+g { B(aueb)A; - fbdeedAZA,i} + B(A’;E)MGC) - deeedAZA‘;} }
= 0F), = — 0" (0, A5 — 0,A5) — gf ™ [f** 0" ALAS + f0° A A
SFS, = —f™0"F,. (2.18)

Portanto, o field strength se transforma de maneira covariante. Ao contrario do que ocorria
na teoria abeliana, na qual ele era uma quantidade invariante de gauge.

Finalmente, o termo cinético referente aos campos de gauge para uma teoria nao-
abeliana ¢é | . .

2 2
Lyw = —5tr [(Fg,T)?) = —3(Fi)* = = Fi P (2.19)

Aqui, utilizamos outra propriedade dos geradores do grupo SU(N): Para quaisquer
representacoes irredutiveis temos que o trago entre dois geradores do grupo pode ser dado
por

tr[TT") = %5,1,,. (2.20)
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Capitulo II 2.3. Quantizagao: mecanismo de Faddeev-Popov

O lagrangiano da equagao (2.19) é conhecido como lagrangiano de Yang-Mills. Note
que, devido a estrutura da equagao (2.17), o termo quadratico nos fields strength produz
termos de terceira e quarta ordem nos campos de gauge. Tais termos estao associados a
auto-interacao entre esses campos. Sendo assim, dizemos que uma teoria de Yang-Mills

pura é, por si sé, interagente.

2.3 Quantizacao: mecanismo de Faddeev-Popov

A formulacao de uma teoria quantica de campos para descrever os fenomenos quanticos
é feita dispondo de uma teoria classica de campos como ponto de partida e a partir dela
feita sua quantizagao. Até agora discutimos sobre as teorias de campo de gauge, mas nao
informamos nada a cerca de sua quantizacao. Em particular, o caso nao-abeliano dessas
teorias nao pode ser quantizado através de métodos canonicos e necessitam de ir além de
um gauge-fixing usual para trata-la.

Considere um livro escrito em portugués. O conteudo e informacao que ele contém
serao, a principio, os mesmos apos uma traducao para qualquer outra lingua. Isso reflete,
nas devidas proporcoes, as transformacoes de gauge. Por exemplo, as mudancas no campo
de gauge que sao feitas conforme a equagao (2.15) nao provocam alteracao da situagao fisica.
Entao, podem ser interpretadas como mudangas na descricao, mas nao como mudancas
reais do estado.

Aqui, vamos apresentar o método de quantizacao desenvolvido por Faddeev-Popov que
proporcionou a quantizacao das teorias de gauge nao-abelianas e avaliar a quantizacao dos
campos de gauge [16]. Mas, antes de ir direto as teorias de Yang-Mills, vamos avalid-lo na
eletrodinamica quantica. Tal método faz uso da quantizacao por integrais de caminho de
Feynman [32], que concilia o principio de minima a¢do com a mecanica quantica e faz uso

de integrais funcionais do tipo
/DCD eS1®l, (2.21)

em que S[®] é uma agao usual, dada por
/d%éf(fb,@u@), (2.22)

e ® um campo qualquer. Como nosso interesse estd no estudo dos campos de gauge,
iniciaremos com a %), dada pela equac@o (2.7) e portanto ® = A,,. A integral (2.21)
evidencia bem o problema da invariancia de gauge. O que ocorre é uma soma em todas as
configuracoes possiveis para os campos A, porém alguns deles estao conectados via uma
transformacao de gauge e entao, essa soma conta repetidas vezes um mesmo estado. Uma
maneira de contornar o problema seria alterar a integral para fazer a soma de modo a

desconsiderar essa redundancia e assim, contabilizar cada configuracao fisica somente uma
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Capitulo II 2.3. Quantizagao: mecanismo de Faddeev-Popov

vez. Isso pode ser feito por meio do processo de gauge-fixing que, nesse caso, é realizado

adicionando a seguinte unidade

1=A / DY(2) [G(A’M)] , (2.23)

a integral de caminho [16]. Na equagao (2.23) temos que: 6(x) é o parametro da transfor-

magao de gauge, tal qual na equagao (2.4); A é proveniente de uma mudanga de varidveis

’
0G(A,)
06

e é definido como A = det , tal que A;L indica que esse é um campo transformado

por meio da equacao (2.4); 0 [G(®)] é uma delta funcional que forga a todos os pontos
do espago-tempo a seguirem a condicao de gauge fixing G[®] = 0. E essa condicao que
seleciona somente um campo de gauge dentre todos equivalentes por uma transformagao
de gauge. No apéndice B é apresentada uma breve discussao para esclarecer um pouco
mais sobre essa equacao e seus termos.

Sendo assim, a integral (2.21) é reescrita como

/ DASAl = / DA (A / DO(x)5 [G(A;)D ¢Sl (2.24)

Além disso, com excegdo de [G (A;L)] , consideramos que os demais termos da equagao (2.24)
sao deixados invariantes’ pela transformagao de gauge de A, — A;L. Entao, escolhendo o

gauge-fixing® linear-covariante
G(A,) = 0"A, —n(z), (2.25)

em que 7(x) é uma fungdo arbitraria. Temos que, apés a transformagao dada pela equagao
(2.4),

G(A,) =0"A, + éaﬂa#e — n(z)

SG(A
= det % = det (é@lL@“) : (2.26)

Portanto, o determinante é independente do parametro #. Apesar de ter chegado a essa
conclusao apos escolher o gauge linear-covariante, isso sempre ird ocorrer desde que a

escolha de G(A,,) seja sempre linear em 6.

E evidente a invaridncia dos termos DA e S[A]. O termo D@ é denominado de medida de Haar e
possui a propriedade de que 86’ = 6”. Entao, sob uma transformacao de gauge 6 — 6’, os demais termos
se tornam invariantes. Além disso, a invariancia apresentada dessa forma é feita para excluir o problema
de Gribov que emerge nas teorias nao-abelianas [33-35].

8A escolha do gauge fixing ndo tem interferéncia com os resultados fisicos, como veremos mais a frente.
Aqui, a escolha do gauge linear covariante é justificada, pois é o gauge utilizado para a discussao do
modelo de Jackiw-Pi. No entanto, existem outros gauges (covariantes ou nao covariantes) que podem ser
mais uteis a depender do objetivo final [36].
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Finalmente, a integral funcional (2.21) é dada por

/ DA = det (éauaﬂ) ( / DQ) / DA 01 A, —n(z)] . (2.27)

Note que, a integracao em DO, que representa o volume do espaco de simetria interno,
foi isolada do restante. Portanto, dividindo esse termo obtemos a remocao da contagem
redundante e o problema exposto no inicio da secao fica solucionado.

Além disso, a delta pode ser escrita em termos de uma integral funcional gaussiana

acrescentando outra unidade,
1= N(a) /Dn e(~2s Jd'an®(@)) (2.28)
tal que N(a) é um fator de normalizacao. Entao, voltando a equagao (2.27),

/DAeiS[A] = N(a) det <18u8“> </ DQ) /DADn e(~aa J dton®(@) cislAl 5 0" A, —n(x)]
e

= /DA@ZS[A] =N /DA e(—2a [ d'a(0" Au)?) giSlA] (2.29)

onde N contém todos os termos independentes que podem ser considerados como um fator
de normalizagao.
Veja que também podemos incorporar o termo gaussiano por meio de uma redefinicao

da acao adicionando o termo,
g = — (04,2 (2.30)
F 20 . '

ao lagrangiano. Esse termo ganha o nome de lagrangiano de gauge-fixing. No apéndice A
mostramos que esse termo essencial no calculo do propagador do féton. A nova agao é
dada por,

1 1

Serf = /d4a: {Ly + Zor} = /d%: {—ZFWFW — Qa(5“Au)2} (2.31)

Do formalismo das integrais de caminho sabemos que o calculo do valor esperado de

um dado observével O[A] é obtido por,

oiS1A]
(O[A]) = / ?’;i[j]sw

(2.32)

O que foi apresentado para reescrever o denominador da equagao (2.32) pela equagao

(2.29) pode ser feito de maneira semelhante ao termo do numerador. Portanto, desde que
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o observavel seja um operador invariante de gauge, temos que

[ DAO[A)eiSess
<O[A]> - fDA@iSeff

(2.33)

Fica evidente pela equacao (2.33) que, através do gauge-fixing, a contagem das infinitas
configuragoes que representam um mesmo estado fisico é tratada dentro da teoria abeliana
da QED. Além disso, também é possivel mostrar que esse método é equivalente ao
procedimento de quantizagao canonica [37].

Agora, vamos adiante e discutir o mecanismo de Faddeev-Popov para as teorias de
Yang-Mills. J& sabemos que o caso nao-abeliano das teorias de gauge é muito mais complexo
devido a prépria estrutura de grupo. Antes de comecar, vamos utilizar a representacao
adjunta para os geradores do grupo SU(N), que, nesse caso, sao matrizes dadas em fungao

dos fatores de estrutura,
(T)ap = i f%. (2.34)

Com isso, podemos reescrever a equagao (2.13) e, a atuacao da derivada covariante em

um campo qualquer ® se torna,
(D,®)" = 9,9 + gf " AP, (2.35)

Assim, a transformagao de gauge da equagao (2.15) é dada em termos dessa derivada
covariante,
a 1 a
6(Ay) = E(Due) ) (2.36)
A estratégia segue a mesma, reescrevemos a integral de caminho através da equagao
(2.24), considerando %y ); como lagrangiano, dado pela equacao (2.19). Dada uma
transformagao de gauge do tipo (2.36), as quantidades permanecem invariantes e a integral
no volume do espaco de simetria interno pode ser fatorada [32]. Portanto, a redundancia
de contagem devido a invariancia de gauge é tratada ao calcular quantidades semelhantes
as da equagao (2.32).

Até agora, a integral de caminho pode ser reescrita por,

/ DASA = ( / DG(x)) / DAAS [G(A;f)} ¢Sl (2.37)

A novidade do caso nao-abeliano emerge ao calcular o determinante A. Selecionando o

gauge-fixing linear-covariante,

G(A%) = 9" A" — " (x). (2.38)
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Ao realizar uma transformagao de gauge, equagao (2.38), temos que

G(A) = 0" A% + lauD“Q“ — n%(x)
g

SG(A
= det (%) = det (éa#pgﬁ . (2.39)

Perceba a presenca dos indices de grupo nas equacoes e, além disso, que o determinante

nao é independente dos campos de gauge devido a apari¢ao da derivada covariante.
Portanto, nao é possivel fatorar o determinante da integral nos campos como feito

no caso abeliano. O truque usado por Faddeev e Popov para tratar essa quantidade foi

escreve-la também como uma integral funcional,

det (laﬂng) = / De D/ 45t (D)< (2.40)
g

em que os fatores é e ¢ podem ser absorvidos na definicao dos campos ¢ e ¢ que sao,

respectivamente, o ghost e anti-ghost de Faddeev-Popov [16].

Essa identidade pode ser derivada das regras de integrais funcionais para férmions [32].
No entanto, temos uma tremenda discrepancia, aqui os campos ¢ e ¢ quebram o teorema
spin-estatistica, pois apesar de satisfazerem a estatistica de Fermi-Dirac, também sao
escalares sob uma transformacao de Lorentz. Por isso acabaram sendo nomeados de ghosts.

De fato, os ghosts nao possuem significado fisico e sao um artificio matematico que
trata o problema. No entanto, sao fundamentais para a consisténcia da teoria, pois irao
eliminar polarizagoes nao-fisicas dos campos de gauge. Iremos discutir sobre esse fato no
proximo capitulo, no contexto da simetria BRS.

Note que, também poderiamos representar o determinante (2.26) do caso abeliano em
termos dos ghosts. Mas, isso nao levaria a nada de novo, pois mesmo fazendo isso ele
ainda seria fatorado da integral e se tornaria apenas uma constante multiplicativa.

Entao, voltando & equacao (2.37), temos
/ DA = N / DADEDE"S [G(A;“)} g dtaet (94Dt )et cislA] (2.41)

Agora, semelhante ao caso da QED, exponenciamos a delta com a ajuda da equacgao

(2.28) e, no fim das contas,

/DAeiS[A] _ N/DADcaDc“e(zia fd4m(8*‘A#)2)€ifd4:vé“(8*‘Dzb)cb€iS[A]7

= / DA = N / DAD D e Sl (2.42)
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em que Spp € dada pela integracao do seguinte lagrangiano:

Lpp = —-F8 Fe g (90 D) b

1 Fi (8“AZ)2. (2.43)

1
20

A equagao (2.42) é suficiente para realizar a quantizacao das teorias de gauge nao
abelianas. Mas, visando a apresentacao da simetria BRS no proximo capitulo, vamos
reescrever o termo de gauge-fixing da equagao (2.43) com a introdugdo do campo de
Nakanishi-Lautrup, 6*. Assim como os demais campos 0%, também se transforma de
maneira adjunta a SU(N) e pode ser interpretado como um multiplicador de Lagrange

para a condi¢ao de gauge-fixing [38—40],

0SFp
obe

= 0"Aj, + ab”. (2.44)
Dado o exposto, redefinimos a agao de Faddeev-Popov por:

1 a ra = al Q al.a a a
Srp = /d4x {—ZFWF“ — " (D) & + b + b aﬂAﬂ}. (2.45)
Além disso, devido a insercao desses novos campos de Faddeev-Popov, devemos definir

um novo numero quantico, o nimero de ghost, ®II. Temos que,
Pllc = +1, Qllc = —1, (2.46)

e os demais campos apresentam nimero de ghost igual a zero. Note que, a acao de Yang-
Mills possui nimero de ghost nulo tanto antes, equagao (2.19), quanto depois, equagao
(2.45), de ser realizado o processo de gauge-fixing,.

Aqui, a escolha do gauge-fixing linear-covariante foi feita com o propédsito de utiliza-lo
adiante na discussao do modelo de Jackiw-Pi. Entretanto, qualquer outra escolha de
gauge-fixing também pode ser feita, visto que as quantidades fisicas sao independentes
dessa escolha.

No proximo capitulo, veremos explicitamente que os ghosts de Faddeev-Popov, apesar de
dispor estados de norma negativa, dao conta em eliminar os graus de liberdade longitudinais

dos campos de gauge.
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Durante a década de 60, os tedricos que estudavam a TQC buscavam resolver o
problema relacionado a renormalizabilidade das teorias de gauge nao-abelianas. Essa busca
foi concluida por t’Hooft e Veltman em 1972 através do procedimento de regularizagao
dimensional [41].

No entanto, ainda avaliando essa questao da renormalizabilidade das teorias nao-
abelianas, nos trabalhos de 1974 e 1976, Becchi, Rouet e Stora, mostram que a acao de
Yang-Mills com o gauge-fixing realizado pelo mecanismo de Faddeev-Popov possuia uma
simetria, que futuramente seria chamada de simetria BRS [19,21].

Essa simetria BRS trouxe consigo o processo de renormalizagao algébrica que permitia
a prova da renormalizabilidade de uma teoria em todas as ordem em uma expansao
perturbativa sem a especificacao de um método de regularizagao. Além disso, ela também
estd intimamente relacionada a unitariedade de uma teoria.

Tendo em vista a importancia da simetria BRS, nesse capitulo, vamos partir da agao
de Faddeev-Popov e apresentar a simetria nela contida. Em sequéncia, vamos adentrar, em
talvez, seu aspecto mais importante: sua relacao com a unitariedade da teoria. Finalmente,
vamos discutir sobre o procedimento de renormalizacao algébrica, que permite a busca
pela consisténcia a nivel quantico de uma teoria por meio do estudo da cohomologia de

um operador relacionado a simetria BRS.

3.1 Simetria BRS

Partindo da acao de Faddeev-Popov, equacao (2.45) é possivel perceber uma invariancia
ao atuar com o operador de BRS, s. As transformacoes dos campos devido a esse operador

sao dadas por:

{SAZ = D = 9y 4 g freAS {sca = ba.

a __ g fabcb c ’
sct = g f’c
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Capitulo IIT 3.1. Simetria BRS

Veja que, as transformacoes do campo de gauge e do campo de ghost resultam em
produtos de dois campos no mesmo ponto, ou seja, sao transformacoes nao-lineares. Ja o
campo de anti-ghost e o campo de Nakanishi-Lautrup sao chamados de dubleto de BRS,
pois a transformacao de ¢ leva em b que é deixado invariante pela mesma transformacao.

Antes de verificar a invariancia de Sgp sob essa transformacao, vamos ver algumas
propriedades do operador de BRS. Fica claro pela equacao (3.1) que ele eleva o niimero de
ghost em uma unidade. Por exemplo, A, possui nimero de ghost zero e apds a atuagao de
s temos uma quantidade com numero de ghost +1. Além disso, o operador de BRS segue

a estatistica dos ghosts e apresenta a propriedade de nilpoténcia, ou seja,
s> = 0. (3.2)

Essa propriedade ¢ resultado da identidade de Jacobi satisfeita pelas constantes de estrutura,

equagao (2.11). Por exemplo, calculando s*c® temos,
g g’
SQCa =g <_fabccbcc> — _fabCfbdeCdceCc
2 2
2
= SQCa — _% (facbfbdc + fadbfbec + faebfbcd) Cdcecc

= s%c" = 0. (3.3)

Também podemos realizar o mesmo cédlculo omitindo os indices de grupo. Determinando
que para um campo qualquer, ®, temos que & = ®*T* as transformacoes de BRS podem

ser reescritas por:

{SA# =D, c= aﬂlc %2— ig[A,, c| | {sé = b. (3.4)
sc = —igc sb =
Entao, resolvendo s%c obtemos,
s’c = s(—igc®) = —ig|[(sc)c — c(sc)] = —g*(c* — ¢*) = s’c = 0. (3.5)

E importante se lembrar que o operador de BRS anticomuta com os campos de ghost. De
modo geral, precisamos definir a estatistica dos campos levando em consideracao tanto seu
spin quanto seu nimero de ghost. Entao, campos de spin semi-inteiro e nimero de ghost
par, bem como campos de spin inteiro e nimero de ghost impar sao anticomutantes; os
demais comutam entre si.

Podemos agora discutir sobre a invariancia de Spp. A atuagao de s no campo de gauge
pode ser interpretada como uma transformagao de gauge usual, tal qual a da equagao
(2.36), mas com o parametro de gauge sendo o campo de ghost ¢. Portanto, dado que

a acao de Yang-Mills é invariante de gauge, perceber a invariancia desse termo sob uma
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Capitulo IIT 3.1. Simetria BRS

transformacao de BRS ¢ imediata. De modo geral, qualquer termo invariante de gauge
também ¢é invariante sob BRS e, dessa forma pode ser adicionado a acao de uma teoria
sem problemas.

Ja o termo de gauge-fixing pode ser escrito como,
s / d'zc" " AY, = / d'z {b"O"AS, + DL (3.6)

Como estamos discutindo sobre a invariancia da agao, ao calcularmos sSgp, a nilpotencia
do operador garante a invariancia desse termo.

Isso, na verdade, é um caso particular de que toda acao de gauge-fixing, independente
da escolha! de um gauge especifico, pode ser reescrita como a variacio BRS de um funcional

integrado I que depende dos campos de gauge, ghost, anti-ghost e de Nakanishi-Lautrup,
Sar = s/d‘lxcﬂ] (sz,c“,éa,ba) . (3.7)

Dizemos que o termo de gauge-fixing é um termo exato da cohomologia do operador
de BRS. Todos os parametros de gauge aparecem sempre como uma quantidade exata da
cohomologia, o que corrobora para sua natureza nao fisica [42].

Consequentemente, é verificado que a acao de Faddeev-Popov ¢ invariante de BRS,

Aqui, nosso foco nao estd nos campos de matéria. No entanto, a insercao desses campos

é feita adicionando a acao de matéria Sy, a teoria,
Sat = / diaiiy [0,67 — ig(T®)T A% (3.9)

em que o termo entre colchetes é a derivada covariante dada pela equagao (2.13) e os
indices 7 e j sao referentes a uma representagao especifica. As transformagoes de BRS

desses campos sao,
s = ig(T7)ysice, ST = —igi (T (3.10)

De modo que 55y, = 0.

Desde que o gauge-fixing tomado seja renormalizével e continue sem interferir nos parametros fisicos
de uma teoria, qualquer um pode ser uma boa escolha. E claro que, alguns sao mais faceis de trabalhar
do que outros, porém a escolha é dependente do objetivo.
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3.2 Unitariedade da matriz S

Na construcao de um modelo, é fundamental seguirmos algumas imposicoes de modo
que, se satisfeitas, tal modelo possa fazer o papel de descrever um sistema. Aqui, teremos
quatro condi¢oes a serem satisfeitas: causalidade, unitariedade, renormalizabilidade e
invariancia de Lorentz. As trés primeiras sao estritamente necessarias pois refletem,
respectivamente, sobre a relacao entre causa e efeito, sobre a conservacao da probabilidade
e sobre a consisténcia do modelo em nivel quantico. Ja a ltima pode nao ser 1util em
alguns modelos especificos.

A relacao entre a simetria BRS, apresentada na se¢ao anterior, e a unitariedade da
matriz S foi alcangada pela primeira vez nos trabalhos de Kugo e Ojima [43]. De modo
mais especifico, veremos como a carga de BRS esta associada com o sub-espaco fisico de
uma teoria. Para isso, vamos partir da agao de Faddeev-Popov, equacao (2.45), e utilizar

o gauge de Feynman, oo = 1,

1 a va —a ab) b 1 ara a a
Spp = /d4x {—ZFWF“ — " (0"DyY) & + SV + b 8"AH}. (3.11)

Se assumimos que a teoria de Yang-Mills possui uma formulacao LSZ2, isto é que os
estados assintoticos existam e estejam conectados por meio da matriz S, podemos avaliar

a teoria livre,
4 1 HY _ ZO Lo H
Stree = | d*x _ZF“”F — 0Oy + 51) +bO"A, ¢ . (3.12)

Note que, os indices de grupo sao redundantes aqui e podem ser adicionados a qualquer
momento sem dificuldades. A acao livre da equacao (3.12), nada mais é do que a agao
para a teoria de gauge abeliana no gauge de Feynman e com a adi¢ao dos ghosts e do
campo de Nakanishi-Lautrup. Portanto, a transformacao de seus campos sob a simetria
BRS sdo as mesmas da equagao (3.4), porém com g = 0.

Vamos entao, buscar a criagao do espaco de fock da teoria. Mas antes, a partir de Spyee,
podemos encontrar as equagoes de movimento para os quatro campos. Para o campo b

temos,
08
%zaf‘Au+b=O:>b=—3"Au, (3.13)

entao, ele representa a parte longitudinal dos campos de gauge. Ja os demais campos

2A formulagao LSZ nos diz que os estados assintéticos |in) e |out) de uma teoria sdo conectados através
da matriz de espalhamento, matriz S, que traduz a parte interativa da teoria em questdo [14]. Para
a teoria de Yang-Mills pura os estados assintoticos nao existem, pois a teoria descreve os glions que
apresentam estado confinante. No entanto, aqui usaremos o arcabougo LSZ para Yang-Mills com um
interesse matematico.
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satisfazem equacoes de Klein-Gordon,

05

sar = 04— 0,(0"4, =) = 0= 04, =0, (3.14)
5S
= =De=0, (3.15)
59
= =-0e=0, (3.16)

e, portanto, é possivel realizar uma expansao em ondas planas com os respectivos operadores
de criagao e destruicao. Para fazer isso, seguimos as propriedades de hermiticidade

utilizadas por Kugo-Ojima [43]:
c=c, ¢l = —¢, AL =A,, bl =b. (3.17)

Sendo assim, expandindo os campos de ghost e as componentes do campo de gauge em

ondas planas e utilizando a equagao (3.13) para encontrar o campo b, temos:

Ao(z) = / %2—; [ao(k)e*“m +ag(k;)e“fr} : (3.18)

A = [ (;ij;%mz [an(B™ (ke +al, BB (319)
c(x) = / (37:;32—01% [c(k)e™ + ct(k)e "] ; (3.20)

c(x) = / (;l:):?)Q—; [E(k)eikx — ET(k)e’“”} : (3.21)

b =i [ s {laoth) — el e = i) ] e} (322

E m) 2 (

em que os vetores €™ sdo os vetores de polarizacio tais que, € = ﬁ e M. g = gmn

e k o vetor de onda. Esse conjunto de equagoes nos mostram que, como era de se esperar
para uma teoria invariante de Lorentz, temos quatro graus de liberdade para o campo de
gauge: dois fisicos, os transversais, e os nao fisicos, o longitudinal e o temporal. Para o
campo b, vemos claramente que as polarizagoes transversais nao aparecem.

0L

Seguindo, podemos calcular os momentos conjugados, ™ = B,5)) M que ® é um

campo qualquer. Portanto,

7T(‘)A = b, 7T;;A = —Fol‘, Te = 605, Te = —800, (323)
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e deles, encontrar as relacoes de comutacao e anti-comutacao dos operadores:

[ag(k;), ag(k;’)] = —2(27)%wpd?(k — K); (3.24)
[a@(k), aj(/a)] = 2(21)%w 0,83 (k — k)3 (3.25)
[e(k), & (k)] = —2(27)%wrd®(k — K); (3.26)
[&(k), ' ()] = —2(27)%wpd®(k — &'); (3.27)

Agora, propondo que a atuagao dos operadores de destruicao no vacuo é zero,
ag(k) [0) = a;(k) |0) = c(k) |0) = &(k) |0) = 0. (3.28)

A partir dai, existe a possibilidade de estados com norma negativa, por exemplo,
<0 ‘ao(k')ag(k)‘ 0> - <0 ] [ao(k'),a(T)(k)] ‘ 0> = 202m)Pwd(k — K);  (3.29)

(0]e(k)e(k)c'(g9)e (¢)] 0) = = (0 [{e(k"), (@)} {c(k)e'(¢)}] 0)
(0]e(k)e(k)e (a)e ()] 0) = —4(2m) wid®(7 = K)8° (k — ¢); (3.30)

(0

Note que, as equagoes (3.29) e (3.30) mostram explicitamente estados de norma negativa

)

aj<k')aT<k)] o> = 2(27) wid,0° (k — K (3.31)

que ferem a conservagao da probabilidade e a equagao (3.31) mostra a existéncia do modo
longitudinal.

Entao, temos que restringir o espaco de Hilbert para um o sub-espaco fisico que sé
contenha estados de norma positiva e estados que tenham algum significado fisico. Entao,
vamos ver como a carga de BRS é definida e se relaciona com esse sub-espaco. Pelo teorema
de Noether,

TEps = —F"0,c+ bd'c, (3.32)

¢ a corrente associada a simetria BRS e a carga associada, sabendo que 9, F"" = 0"b, é

Opns = / Frlbdc — (%)

Quns = [ S {ebfan) — s + e[y -]} 3)

onde foi utilizado as expansoes de ondas planas para os campos. Note que a carga de BRS
avalia somente os operadores referentes a parte problematica do espaco de Hilbert. Além
disso, ela também satisfaz a relagao de nilpoténcia, Q% ps = 0.

Introduzimos mais dois operadores: o operador de contagem, A/, que conta o ntimero

30



Capitulo IIT 3.2. Unitariedade da matriz S

de modos que nao queremos em nosso sub-espaco fisico,

N = /dk ! ;,(k;)ag(k)—ag(k)ao(k)—cf(k)a(k)—a(k)c(k)}. (3.34)

2m)3 2wk

e o operador R [44],

R [ L { o+ 9] e + 0 ol + w0} 339

273 8?2

que nos permite representar o operador nimero em fungao da carga de BRS:
N ={Qgrs,R}. (3.36)
O sub-espaco que buscamos é tal que,

HPhys = {|f>}, QBRS|f> = 0; |f> # QBRS|]N>- (3-37)

Ou seja, Hprys ¢ composto por todos os estados que sao aniquilados pela carga de BRS
e nao podem ser escritos pela atuacao da carga de BRS em outro estado. Portanto, o
sub-espaco fisico é dado pela cohomologia® do operador Qggs.

Vamos supor um estado |g) que é aniquilado pela carga de BRS e possua algum modo
nao fisico,

Osrslg) = 0; Nlg) =nlg),n # 0. (3.38)

Sendo assim, podemos reescreveé-lo utilizando o anti-comutador da equagao (3.36),

9) = + {Quns R} = Qus (+R1g) ) + R (£ Quslo) )

l9) = QBrs (%R\g>> : (3.39)

Logo, a equacao (3.39) comprova a auséncia dos estados nao fisicos no sub-espago

Hphys- Sendo assim, um elemento genérico do sub-espago fisico ¢ dado por
|f) = a{"a}"|0). (3.40)

Tal estado é aniquilado por Qprg, como é possivel observar pela equagao (3.33) que
nao possui dependéncia dos modos transversais. Uma prova dentro da linguagem de

cohomologia pode ser encontrada em [45].

30 problema de cohomologia discutido consiste em resolver a equacio QOp rs|F) =0 e é decorrente da
propriedade de nilpoténcia de Qpprs. As solugoes para essa equagao sao tais que |F) = |f)+ Qpgrs|f’). Em
que, |f") compoe o conjunto de solugoes triviais desse operador e |f) compoe as solugdes nao triviais. No
presente contexto, |f) sdo os estados referentes aos modos de propagagao fisicos e, portanto, o sub-espago
fisico é composto pelas solugoes nao triviais da cohomologia da carga de BRS.
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Assumimos no inicio da se¢ao a existéncia dos estados assintéticos para a teoria, tais
que estao conectados por meio da matriz S. Sabendo que é possivel representar essa matriz
de espalhamento na forma operatorial e que ela possui uma relacao de comutacao com a
carga de BRS [43,46],

[Qprs, S| =0, (3.41)

podemos obter a unitariedade da matriz S.
Primeiro vamos propor a existéncia de um estado inicial, |in), que possui modos nao

fisicos, entao da equagao (3.39),
lin) = Qprslin'), (3.42)

e calcular a probabilidade de espalhamento entre ele e um estado final, |out) composto por

modos fisicos.
(in|S|out) = (in' |QprsS|out) = (in’ |SQprs| out) .
Se o estado final ¢ fisico, segue da equagcao (3.37) que,
(in | S| out) = 0. (3.43)

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para um estado inicial fisico e um estado final
nao fisico.
Agora, vamos supor que ambos os estados sejam nao fisicos. Calculando a probabilidade

de transicao entre eles é,
(in|S|out) = (in’ |QprsSQprs| out’) = (in' |SQEpe| out’) .
Logo, da nilpoténcia da carga de BRS, também obtemos um resultado nulo,
(in |S] out) = 0. (3.44)

Portanto, todos os elementos da matriz S nao recebem contribui¢oes dos modos nao
fisicos, ou seja, o modo longitudinal de propagacao, e os modos de norma negativa se
reagrupam de modo a nao fornecer nada a matriz. Com isso, os inicos modos que restam
sao os do sub-espaco fisico.

Considerando o que foi discutido nessa secao sobre a relacao entre a carga de BRS e
a unitariedade da matriz S e a existéncia de um sub-espaco fisico, dado que uma teoria
apresenta a simetria de BRS ao nivel classico, é de extrema importancia garantir sua

extensao a nivel quantico.
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3.3 Renormalizacao

Ainda precisamos avaliar a extensao quantica* da simetria BRS, pois caso nao possa
ser feita, toda a discussao da secao anterior sobre a unitariedade da matriz S da teoria é
colocada em risco.

Dada as transformacoes nao lineares do campo de calibre e do ghost, é necessario inserir

o seguinte termo a acao de Faddeev-Popov,
SexT = /d4x {—AZ“SA“ + s} (3.45)

A e ¢* sao conhecidos com fontes externas ou anti-campos e possuem numero de ghost
igual a —1 e —2, respectivamente. A necessidade em adicionar tal termo esta em controlar
as divergéncias e garantir a renormalizacao dessas transformagoes em nivel quantico [42].

As fontes externas sao invariantes por transformacoes de BRS, ou seja,
sA;, =0, sc* = 0. (3.46)

Entao a invariancia da equagao (3.45) ¢ imediata.

Sendo assim, definimos a acao a tree-level invariante de BRS,
r® — Srp + Sexr, (3.47)

que serd o ponto de partida para avaliarmos a extensao quantica da teoria.
A simetria BRS também pode ser expressa em sua forma funcional por meio da
identidade de Slavnov-Taylor,
STO) =0 (3.48)

em que S é o operador de Slavnov-Taylor dado por,

ST ST© ST

©) = 4 a a —a
ST /d x{(sAu) 54z + (s¢) Soa + (sc%) =
oT© ST ST©
a Aa a
H) T (AT g+ (s )(W}
T § STO § 5
-/ G PV 4
- / x{M;;“ 0AY t 5o e T 5ca} (3.49)

Note que, utilizamos as transformagoes de BRS das equagoes (3.1) e (3.46) e o fato de que
a derivada funcional de I'® em relacao as fontes externas, claramente, nos retorna sAj e

SC.

4Entende-se como extensdo quéntica de alguma simetria a sua existéncia apds utilizar algum método
perturbativo possuindo a agao a tree-level como termo de ordem zero. A teoria de perturbagio e avaliada
de acordo com o niimero de loops ou em poténcias de % [32,33].
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Outro operador funcional que sera ttil introduzir é o operador linearizado,

ST 5§ sTO § STO 5 sTO § 5
4 —_ a
Sro / d x{ i+ ods 5ag * denia T o soe T@a}' (3.50)

Juntos, tais operadores satisfazem as seguintes propriedades,
SrS(F) =0, (3.51)

81"(0)81’*(0) - 0, (352)

onde F é um funcional qualquer e a propriedade (3.52) reflete a propriedade de nilpoténcia
do operador de BRS.

A possivel extensao quantica da identidade de Slavnov-Taylor, equagao (3.48), é
permitida pelo principio de a¢ao quantica (QAP) [42]. De maneira bem préatica, o QAP

nos diz que: dada uma acéo a tree-level I'® que obedece uma identidade do tipo
W(TO) = Ay, (3.53)

e seja I' o funcional quantico obtido ao aplicar algum procedimento de regularizacao
genérico,
r=r9%4+0m") n>1, (3.54)

temos que
W() = Ay + B"A™ + O™ n> 1, (3.55)

em que A™ é um polinémio local integrado dependente dos campos, fontes externas e
parametros que possui 0s mesmos nimeros quanticos que o operador W [42]. Dessa forma
o principio de agao quantica indica que, em uma certa ordem n, ha a possibilidade da
quebra da simetria na acao quantica. Tal quebra é chamada de anomalia e, sendo assim,
se uma simetria é quebrada em nivel quantico, dizemos que a teoria é andomala®.
Aplicando o principio de acao quantica para verificar a possivel extensao da identidade

de Slavnov-Taylor, equacao (3.48), temos que
S(T) = " A™ + O(r). (3.56)

Utilizando a equagao (3.51) para o funcional quantico e expansao do operador linea~
rizado, Sr = Spw) + O(R"), obtemos a condi¢ao de consisténcia de Wess-Zumino para o

possivel termo de anomalia,

SromA = 0. (3.57)

5F importante ressaltar que a presenca de anomalias ocorre de maneira independente ao método de
regularizacdo utilizado. Alguns métodos de regularizagao por si sé6 podem quebrar uma simetria de uma
teoria, no entanto, essa quebra nao significa uma anomalia.
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A solucao dessa condicao representa um problema de cohomologia do operador lineari-
zado no setor de nimero de ghost +1. Logo, A pode ser escrito como a soma dos termos

exatos da cohomologia e dos termos nao-triviais,
A=A+S0A. (3.58)

Uma das maneiras de resolver a condicao de consisténcia é através das equacoes de

descida [42]. Mas, caso A possa ser representado somente pela parte trivial da cohomologia,
A = SroA, (3.59)

em que A é um polinomio local integrado com nimero de ghost 0, a extensao da simetria
BRS é concebida, de modo que A pode ser adicionado ao funcional de vértice I' como um

contratermo nao-invariante:
r — T —-mA4+0H". (3.60)

Com isso,

ST - m"A) = S(T) — Ai"A
ST — i"A) = O(r™H). (3.61)

Desse modo, a simetria BRS é satisfeira a ordem n na expansao de loops. A vantagem
do método algébrico estd na extensao desse raciocinio de maneira iterativa as ordens
superiores. Perceba entao, que uma anomalia® pertence aos elementos nao triviais da
cohomologia.

Além da identidade de Slavnov-Taylor, também temos outras identidades funcionais

que descrevem o modelo, dentre elas:

ST

— Ak Aa a.
She oA + ab’; (3.62)
) )
g (5c+a“(5A;) 0; (3.63)

sao respectivamente, a condicao de gauge-fixing e a equacao de ghost. Também devemos
verificar a existéncia dessas identidades em nivel quantico e de fato, elas sao satisfeitas.
Por exemplo, utilizando o principio de acao quantica, para a condicao de gauge-gixing

temos que,
or
= AL 4+ ab® + BPAY + O(R™H). (3.64)

Nesse caso, dado que os termos da equacao (3.62) possuem dimensao dois, temos que a

6No caso da simetria BRS, a possivel anomalia é conhecida como anomalia de gauge e sua existéncia
leva a problemas & unitariedade da teoria e invalida sua consisténcia.
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forma mais geral possivel para o possivel termo de quebra é,
A = f9(A,, c,e) + Kb, (3.65)

onde f*(A,,c,¢) é um polinomio de dimensao dois e kK, sdo nimeros. E fato que as
derivadas funcionais em relacao ao campo b comutam. Logo, temos a seguinte condicao de

consisténcia,

Aplicando essa condigao a equagao (3.64),

[51)“(5(5’5)’ 55’?@)} Fj 56@5(1‘) <5bi€%)> N 5bf(y) (55(‘51?1‘)) -
=0

W e
Kba — Kab = 0, (3.67)

=

obtemos que k é uma quantidade simétrica e, portanto, A pode ser representado por

) 1 o <

A%z) = d'y (b f* + Sk ) = A. 3.68

=gy [ O (07 ) = 309

De maneira andloga & equacao (3.61), podemos redefinir o funcional de vértice I

adicionando o contratermo nio-invariante —A e garantir a validade da condi¢io de gauge-
fixing ordem a ordem.

Ja a renormalizabilidade da equacao de ghost, pode ser feita de maneira semelhante a

da condigao de gauge-fixing. Para isso, é feita uma troca de variaveis,

AL — Ay, A=A +0,c (3.69)
Com isso, a equagao (3.63) passa a ser,

T
655 =0. (3.70)

Além de verificar a existéncia de anomalias em uma teoria, também é necessario verificar
sua renormalizabilidade multiplicativa, ou seja, sua estabilidade em relagao as correcoes
radiativas. Se a teoria for estavel, as corregoes radiativas, podem ser absorvidas ordem a
ordem por meio da redefinicao dos campos, constantes de acoplamento e parametros de
massa da teoria. Essa verificagao é feita tendo como ponto de partida uma perturbacao da

acao a tree-level em relagao a um parametro infinitesimal e,

IO =10 4 e, (3.71)
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Note que, o contratermo invariante I'® possui os mesmos niimeros quanticos que a a¢ao

a tree-level e satisfaz a seguinte condicao:
Sro) (I'°) = 0. (3.72)

Essa equagao é semelhante a equagao (3.57). Mas agora, é necessario resolver o problema
de cohomologia do operador linearizado no setor de nimero de ghost zero.

Entao, o método de renormalizacao algébrica consiste em avaliar a consisténcia da
teoria, através do principio de agao quantica, examinando a existéncia de alguma anomalia
em uma ordem n qualquer da expansao feita por algum método genérico de regularizagao.
Caso a existéncia da anomalia seja confirmada, é fato que a teoria é anomala e outros
métodos devem ser buscados para tentar tratar a questao. Caso contrario, a prova da
auséncia de anomalia pode ser repetida de maneira iterativa. Isso exprime o poder do

método algébrico.
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Capitulo IV

O modelo de Jackiw-Pi

E fato que o interesse de estudo das TQC’s em (2+1) dimensoes espago-temporais é além
do tedrico, devido a sua aplicabilidade em sistemas de matéria condensada. Fenomenos
como o efeito Hall quantico e a supercondutividade a alta temperatura critica e sistemas
como o grafeno e isolantes topoldgicos sao alguns exemplos dessa aplicagao [25-28]. Com
isso em mente, nesse capitulo vamos apresentar o modelo desenvolvido pelo casal de fisicos
Roman Jackiw e So-Young Pi.

O modelo de Jackiw-Pi! surgiu em 1997 enquanto os autores se debrucavam sobre
a questao de teorias de campo em trés dimensoes que produziam um gap de massa e,
portanto, descreviam campos de gauge massivos. Ao longo desse estudo, eles propuseram
um modelo ndo-abeliano em (2 + 1) dimensées que possuia: invariancia de gauge; campos
de gauge massivos, através da inclusao de um termo tipo Chern-Simons; e ao mesmo
tempo simetria de paridade [29].

Era conhecida a possibilidade de modelos com termos topolégicos para geracao de
massa sem a quebra da simetria de gauge, mas tais modelos quebravam a simetria de
paridade [23,24]. No entanto, o modelo de Jackiw-Pi conseguia contornar a quebra da
paridade quebrando também o paradigma de Yang-Mills, ou seja, se tratava de um modelo
nao-abeliano que nao partia de nenhum modelo abeliano para sua generalizacao.

Esse feito trouxe ao modelo caracteristicas bastante peculiares, dentre elas a de possuir
duas transformagoes de gauge em detrimento de apenas um grupo de simetria nao-abeliano.
Apesar de tudo isso, os autores acabam seu artigo comentando sobre a impossibilidade
de encontrar um gauge-fixing para o modelo bem como sua realizacdo em teoria de
perturbagao.

Nao obstante, em trabalhos recentes, a estruturacao de um gauge-fixing é factivel e sua
estrutura a tree-level é avaliada [47,48]. A partir disso, a andlise do modelo de Jackiw-Pi

em nivel quantico torna-se possivel.

1A colaboracdo entre o casal de fisicos originou diversos trabalhos e acarretou mais de um modelo com
o nome de “modelo de Jackiw-Pi”. Entao, para deixar ainda mais explicito, o modelo estudado no presente
trabalho ¢ referente & [29].
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Entao, nesse capitulo, apresentaremos toda a estrutura do modelo a tree-level e iremos

utilizar do arcabouco da renormalizacao algébrica para avaliar sua extensao quantica.

4.1 Simetrias e peculiaridades

O modelo de Jackiw-Pi possui a seguinte acao,

Sip= Tr/d3x {%F“”FW + % (G" +g[F"™, p) (Guw + g [Fw, pl) — me’“’pFngp} ,
(4.1)
em que F), = 0,A, —0,A, + g[A,, A é o field strength de Yang-Mills, idéntico ao da
equacao (2.17) e G, = D¢, — D,¢,. Tal modelo pode descrever mésons vetoriais, ¢,,,
interagindo com campos de gauge A,, ambos massivos gracas a presenca do termo do tipo
Chern-Simons. E um modelo tridimensional que possui o grupo de simetria nao-abeliano
SU(N). Aqui utilizaremos sua representacao adjunta e, por conveniéncia, as seguintes

redefini¢oes das equagoes (2.10) e (2.20),

1
[T, T = f*T, tr[T°T") = =20, (4.2)

J& a derivada covariante D, continua idéntica a equagao (2.35).
Os campos A, e ¢, sao campos vetoriais e p um campo escalar, no sentido de uma
transformacao de Lorentz. Além disso, o campo p é introduzido pelos autores para que a

agao seja invariante as seguintes transformagoes infinitesimais [29]:
69Au = D,uea 59¢,u =g [ém 0] ) 59p =g {pa 6] (4?))

5XA/L = 07 5x¢u = D,uX7 5xp ==X (4'4>

O intrigante do modelo estd em, apesar de possuir somente um grupo de simetria,
SU(N), a acao apresenta duas simetrias de gauge: uma em relagdo ao parametro infinitesi-
mal 6 e outra em relacao ao parametro infinitesimal y. Note que, a interpretacao de A,
e ¢, como campos de gauge se deve, respectivamente, as transformacgoes em relacao aos
parametros infinitesimais 6 e y. Por consequéncia dessas duas simetrias presentes e de
sua prépria construcao, o modelo de Jackiw-Pi é uma teoria de gauge nao-abeliana que
nao é construido a partir da generalizacao de um modelo abeliano e, portanto, quebra o
paradigma de Yang-Mills.

Como discutido na secao 3.1, vamos trabalhar em cima da simetria BRS. Para a S;p

temos as seguintes transformacoes de BRS para os campos envolvidos no modelo:

SA#:DuCa 3¢u:Du€+g[¢u>C]a Sp:_§+g[pac]7
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sc = —gc?, s&€=—gl&, ¢, (4.5)
sc = b, sb =0, s€E =, st =0,

Note que, temos cinco transformacoes nao lineares e dois pares de dubletos de BRS.
Agora temos duas transformacoes de gauge, entao é necessario introduzir dois tipos de
ghost, ¢ e &, dois tipos de anti-ghost, ¢ e &, e dois campos de Nakanishi-Lautrup, b e . A
introducao desses campos ¢ feita pelos mesmos motivos discutidos nas se¢ao 2.3, ou seja
definir um gauge-fixing. Bem como discutido em [47,48] é adotado um gauge-fixing linear

covariante, com condicoes dadas por:

5§§F =0"'A, + ab, 056K

= 0'¢, + P, (4.6)

onde « e 3 sao os parametros de gauge.
A equagao (3.7) nos informa que a acdo de gauge-fixing, Sgr, pode sempre ser escrita

como a variacao de BRS de algum funcional integrado. Nesse caso,

Sar = STT‘/d3CL’ {E@“A“ + &0t + %Eb + gf_w} : (4.7)

Utilizando as equagoes (4.5) da transformagao de BRS, temos

Sqgr="1Tr / Pz {bé)“AH —co"D,c+ o', — Eor (Dué+glouc])+ %bz + §7r2}
(4.8)
Além disso, a nilpoténcia do operador de BRS, s, pode ser verificada. Para isso, devemos
lembrar que, devido a presenca dos ghosts, as relagoes de comutacao e anti-comutacao
devem levar em conta tanto o ntimero de ghost quanto o spin de cada campo. Entao, a
estatistica dos campos é feita da mesma maneira que apresentado na secao 3.1: campos
de spin semi-inteiro e nimero de ghost par, bem como campos de spin inteiro e niimero
de ghost impar sao anticomutantes; os demais comutam entre si. Isso pode ser apreciado

através de um comutador graduado,
3,0 = 0 0 — (—1)" " 0f 0! (49)

onde ®; e Py sdao quaisquer um dos campos presentes no modelo e g; e go seus respectivos
numeros de ghost que podem ser encontrados na tabela IV.1.

Tendo em vista as transformagoes nao-lineares na equagao (4.5), é preciso introduzir os
anti-campos, A7, ¢, p*, c¢*, £, de modo a controlar a renormalizacao de tais transformagoes

a nivel quantico. Entao a acao de fontes externas é,

Sepxt =1Tr / dPx {AfsA" + ¢rsot + pPsp+ Fsc+ EFsE S (4.10)
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Além disso, os anti-campos sao quantidades invariantes de BRS.

Finalmente, a agao a tree-level para o modelo de Jackiw-Pi é
F(O) = SJP+SGF+SEXT- (411)

Ja foi discutido na secao 3.1 sobre a invariancia de BRS de Sgr e como as fontes
externas sao invariantes, a invariancia de BRS de Sgxr é observada de maneira imediata.
Quanto a invariancia de S;p sob as transformacoes de BRS temos que verificar o segundo
termo, S%&, e o terceiro termo, Sf};, visto que o primeiro termo é a agao de Yang-Mills
que é invariante por BRS. Para isso, utilizando as transformacgoes da equacao (4.5) temos

outras transformacoes que auxiliam para a verificacao da invariancia,

SF,uz/:g[F,uwC]7 SG;W:g{[praf]_"[Guwc]}a

(4.12)
s ([Fuw, pl) = & Fuw] + g{[Fuwp, c] = [pFu, ]}

Entao, a invariancia do segundo termo de S;p é obtida,

1
55%1 = Tr/d3x§5 (G‘“’GW + gG*™ [Fu, pl + g [F™, p) G + 6% [Fu, p) [F“”,p])

= 58 — Ty / d%% (290G, ([F™, €] + (G, ]) + 26 ([Fys €] + [Gros c]) [F*, 4]
+29G,u [€, F*] + 29° G ([F* p, ] — [pF™ , c]) + 297 [Flu, p] [€, M)
+29 [Fyu, p] ([(F* p, ] — [pF"™ ,c]) }
sSP =o0. (4.13)

E importante ressaltar que o desenvolvimento para chegar & equagao (4.13) é feito utilizando
a propriedade ciclica do traco.

Agora, para o termo do tipo Chern-Simons,

85532 = —mTr/d?’xe“”p (FuwDoé + g [y, c])

= SSSS; = —mTr/d‘ga:e“”p@M(F,,pf). (4.14)

Portanto, a acao de Jackiw-P1i a tree level, equagao (4.11) é invariante sob as transformagoes
de BRS a menos de uma derivada total devido a transformacao do termo do tipo Chern-
Simons, equagao (4.14). Essa estrutura sugere que, em nivel quantico, a fungao-f associada
a massa seja nula [49-51].

Além de sua invariancia de BRS, I'© também e invariante por transformacoes de
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paridade, P, definidas por:

A, B AP = (Ag,— A, Ay), b & = (=00, 61, —2),

P

b b, B (4.15)
w—ow =w, w=/{bcc}; U—>0P=—U, UZ{PJB&&}-

Ou seja, o campo A, se transforma como vetor, ¢, como pseudo-vetor, os campos w como

escalares e 0 como pseudo-escalares.

4.1.1 Consisténcia a tree-level

A fim de estudar a consisténcia da acao de Jackiw-Pi a tree-level, ou seja, avaliar sua
unitariedade e causalidade, vamos encontrar os propagadores para os campos da teoria

por meio da agao livre,

1 1
SFree = Tl"/dBCC {éF“VFW + §G”’VGW —me"’E,, ¢, +bO"A, + %b2
(4.16)

+ro P, + §w2 — ¢0"0,c — 5_8“6,@} :

Utilizando os operadores de projegdo apresentados no apéndice A na tabela (A.1) e

avaliando o trago da agao para deixar a estrutura de grupo explicita, temos que

1 1 1 a
SFree = /d?’x {§AZD O A + 5925‘;!:] O ¢y, + mAL X g — §b“8“AZ — Zb“b"

o
4

1 ) ! (4.17)
_§7TQ8M¢Z _ ara + §Ea|:]ca + §§_a|j£a} .
Seguindo [47], o propagador para um campo qualquer ®; é dado pela derivada do

funcional gerador conexo Z°[.J;],

A

(T'®;(2)®;(y)) = —ima (4.18)

onde J;(z) sao as fontes cldssicas e Z¢[J;] é dado por uma transformagao de Legendre do

funcional de vértice a tree-level,
Z°[J)] = TO[®;] +Tr / Fx { AT + G Jl +bJy+ e+ Jec+ Jo+ JE+ T} (4.19)
Perceba que, derivando Z¢[J;] em relacao as fontes cldssicas obtemos os campos correspon-

dentes e derivando I'©[®;] em relacdo aos campos obtemos as respectivas fontes. Como

exemplos, vamos avaliar o propagador entre os campos de gauge A, e o propagador entre
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os ghosts c e c.

(T A AYy)) = 5 ( 57Z¢ > 45(x)

S J— _
ST @) \oTE(y)) 6T (y)

e B 5Z¢ \ ()
(Tc"(z)e(y)) = _Z5jg($) (5Jg(y)) B léjg(y)’

(4.20)

(4.21)

E importante lembrar de levar em consideracao os ntimeros de ghost na comutacao das

derivadas funcionais. As fontes J¢ e Jg possuem niimero de ghost igual a 1, as fontes J2 e

J¢ numero de ghost —1 e as demais fontes, numero de ghost zero. Para os demais campos

basta consultar a tabela IV.1.

Agora é preciso escrever o campo de gauge e o ghost em termos das fontes classicas.

Isso pode ser feito derivando da equacao (4.19), em relagao ao campo ¢:

1 2
§|:|Ca = Jg = = EJ;,

ao campo A}
1
UM AL +mXH ¢) + 58%“ = —J%
ao campo ¢y
1
He* ¢, +mXIH A7 + 58“7r“ = —Jg“;

e ao campo b:
1 MAG o a a

Para encontrar a equacao para A,, vamos manipular as equagoes (4.23), (4.24) e

0

Primeiro, multiplicando a equacao (4.23) por —2~,
" ra Do 2™ 1(9a83“a 0004 - pa
‘Qaﬂ o* AV +m .“ ¢ 2 D/g b=~ D2u Jﬁ
1 0,0 )
o [ aba — HoTpa ba :2—“ ,ua.
=0 ( 28 ) -0 ( N JY ) = = Jh
Depois, multiplicando a equagao (4.23) por EE“ e utilizando a equacao (4.24),
Do M 1X,,0" b))
E /U/Aa ap a - Top a _ ap yua
O AL +m N ¢”+2—D b DJA
EOC a
= YVAL —mOYel = —E“ij
14 a ZV a m 8 ra
= ZUAL+mt A+ ST +mDJ¢H — Y4
14 a m av 1 ra
0 /A, + == 2uwly = —=—5 Oy

OO+ m2) 7" (O+m?2)
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. . ~ 8
Por fim, multiplicando a equagao (4.25) por &

1 0n.. Oa
SOLAG %Eba == (4.28)

Somando as equagoes (4.27) e (4.28) e utilizando o resultado da equagao (4.26) temos que,

1 2a
A= — | ———— 0, — =1, | Y
" (D+m2)8“ O “}Jf”L

m

2
3, Jy + =0,Jy. 4.2
ST s+ GO (4.29)

Uma analise semelhante pode ser feita para encontrar os demais campos em funcao
das fontes e, com isso, os propagadores podem ser encontrados. Apresentando-os ja no

espaco dos momentos, temos:

@/ Ab . cab 1 ko,  2a (kuk,
<Au<k)‘4u(k)> = —id {m (nmx - L2 ) - ﬁ < L2 )} 5 (430)
“ . 1 kb, 28 (kuk,
O P T - = | B CE
a b C cab MEupk”
<Au(k)¢u(k)> =—0 m, (4.32)
(AS(k)(K)) = 5ab k:2 : (g% (k)m"(k)) = 56“%%, (4.33)
(b*(k)b°(k)) = 0, (r®(k)m*(k)) =0 (4.34)
(" (k) (k)) = ige 2 ((k)E(k)) = — 6‘”’—. (4.35)

Note que, os campos de Nakanishi-Lautrup nao se propagam, o que contribui para sua
interpretacao como apenas um multiplicador de Lagrange para a condicao de gauge-fixing.

E de extremo interesse obter um modelo causal e unitério e agora, com os propagadores
calculados, podemos estudar, em uma primeira abordagem, a unitariedade e causalidade
da acao a tree-level.

A partir dos propagadores obtidos nas equagoes (4.30) a (4.35), seus pélos sao interpre-
tados como as particulas da teoria. Como pode ser observado, encontramos k% > 0 para
todos, o que confirma a auséncia de taquions juntamente com a causalidade do modelo.

Quanto a unitariedade, podemos avalid-la a partir da parte imaginaria dos residuos
das amplitudes entre as correntes externas, Ag,a;,

Apse, = J2 (k)

=7

(@7 (k)D(K)) Jg, (K), (4.36)
de modo que Jg. sao as correntes externas a serem acopladas aos propagadores e ®; =

{A,uv (b,uv ¢, E? fa 57 b7 ﬂ-}'

Primeiro, vamos examinar os campos de gauge. Suas respectivas correntes vetoriais

44



Capitulo IV 4.1. Simetrias e peculiaridades

podem ser expandidas em uma base completa:
Jilt = X4k" + Yk + Z5e", T = XGk' + Y k" + Zge, (4.37)

onde k* = (kO k' k%), k* = (K%, —k', —k?), ¢* = (0, €', €?) sao os vetores dessa base no
espaco dos momentos que seguem os seguintes vinculos: kte, = ke, = 0, e'e, = —1.

Além disso, as correntes seguem condicoes de conservagao:
k,Jy = k:MJ;“ =0. (4.38)

Para aferir os pélos massivos, k? = m?, selecionamos k* = (m,0,0). Entao, aplicando

as condigoes de conservagao e os vinculos a equagao (4.37),

Xk k" 4 Yk, k' + Z%k, e =0, Xk k" + Yk o' + Zk,e' =0
= X4 +Yi=0, = X5 +Y5=0.

Portanto, para o pélo massivo,
= Sy ke=m> = Z4€", = J§ hemmz = Zget. (4.39)

J& para os pélos nao-massivos, k% = 0, selecionamos k* = (m, 0, m). Entao, pelo mesmo

raciocinio,
T oo = (mX4, Z4,mX%), I lemo = (mXS, Z8mX5) . (4.40)

Portanto, a parte imaginaria dos residuos das amplitudes podem ser encontradas. Por

exemplo, para o campo Aj:

. . 1 b\ 20 [k, .

= Aaalke=m2 =

—1 7
—mg|Z?x|2€”€u - mwfﬂz

L2 _
= Im (ResAalpe—m2) = |Z%]%. (4.41)

Desse modo, para os demais propagadores, obtermos que:

Im (ResAgp|k2=m2) = |Z(‘;|2, Im (ResAuglp2=m2) =0,  Im(ResAap|r2—0) =0,
Im (RGSAAb|k2:0) = 0, Im (ReSAbb|k2:0) = 0, Im (ReSACE|k2:0) = =2J%J¢ (4.42)

cYco

Im (ResAgr|r2=0) = 0, Im (ResA r|p2=0) =0, Im (ResAgg]kzzo) = —2J¢J¢,

Esses resultados nos mostram que os campos de gauge possuem somente a propagacao

de seus graus de liberdade massivos transversais. Isso é decorrente da presenca dos ghosts
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que, apesar de possuir estados de norma negativa, se reagrupam com o setor longitudinal
dos campos de gauge e, juntos, provocam contribui¢ao nula a matriz S. Além disso, nao
temos a propagacao de modos massivos para os campos de Nakanishi-Lautrup.
Portanto, o modelo de Jackiw-Pi a tree-level é unitario e causal. Na proxima secao,
vamos avaliar a extensao da simetria BRS ao nivel quantico e assim, sera possivel obter
uma condi¢ao melhor quanto a unitariedade da teoria.
Devemos avaliar também as dimensoes ultravioleta, d, e infravermelho, r, dos campos.

Elas sao coletadas por meio das seguintes inequacoes:
dX—i-dyZ?)—i-dxy, T’X—|—Ty§3+7’xy, (443)

em que os subindices X e Y representam um campo qualquer e as quantidades dxy e rxy
sao a poténcia assintotica do propagador entre X e Y quando k£ — oo e quando £ — 0,
respectivamente [47].

Desse modo, a partir dos propagadores (4.30), (4.31) e (4.33) e das equagoes (4.43)

encontramos as dimensoes para os campos de gauge e os campos de Nakanishi-Lautrup,

1 1
2dy >3—-2 = dA:§, 2rp<3—2 = TA:Q; (4.44)
1 1
2d¢23—2 = d¢:§, 27’¢§3—2 = T¢:§; (445)
3 3
dA—i—deS—l = db:§7 ra+r,<3—1 = Tb:é; (446)
3 3
d¢>+dﬂ—23—1 = dw:i’ 7”¢+7’7r§3—1 = Tﬂ:§; (447)

Para o caso dos ghosts e do campo auxiliar p, utilizamos os propagadores da equacgao
(4.35), as transformagoes de BRS, equagao (4.5), o fato do operador de BRS ser adimensional

e da constante de acoplamento da teoria ter dimensao de massa igual a % Entao,

d.+d, >3 -2, et < 3—2 (4.48)
de +dg >3 -2, re+ 16 <3—2; (4.49)
1 1 3 3 1
do=—=, de=——, =2 de=2 dy=——. 4.
= 9 ¢ 9 2 ) p 2 (4.50)

Feito isso, a dimensdao dos anti-campos pode ser coletada por meio da equagao (4.10) e

entao, podemos construir a seguinte tabela:

Al du|p | b ||| ele| A en|p | |&|g|m
J 1 22 -1l 3 8 [_1]_1]2 2|2z lz|z|1]1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ol o loolo]ol 1] 1] =1]-1]=t]-1]-1]=2=2[0]o0
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Tabela IV.1: Dimensao dos campos e seus respectivos nimeros de ghost. Dado o fato de que
as dimensoes ultravioletas e infravermelho de todos com campos sao iguais, representamos
ambas como d’.

4.1.2 Identidades

Assim como discutido na secao 3.3, vamos apresentar as identidades funcionais que
descrevem o modelo de forma univoca [47]. A primeira delas é a identidade de Slavnov-

Taylor que traduz a simetria de BRS em sua forma funcional,

_|_

0 5TO)  §TO) 7O §TO) §TO)
SO :Tr/d%{(sr 000 ST MO §TO oT
0A% 0AR T 3oy don | opt dp

STO 7O 57O s0©  sTO) ST© (4.51)
e TR A T }:0'
Introduzimos também o operador linearizado:
Spwy = Tr / d%{(sm 6,00 § 400 5 0¥ 5 orO s
5A; SAr  HAR (5A;; 5¢; SpH S 5¢; 5p* op w5

-+ 1=

ST § n ST § n ST § n ST § n ST § —i—bé 0
dp dp* e de dc e 0 o0& 66 66 e Y3

Além das identidades envolvendo a simetria BRS, ainda ha outras satisfeitas pela acao
a tree-level. Poderia se pensar que, por estar trabalhando com um modelo que contém
apenas um grupo de simetria, o grupo SU(N), assim como o caso apresentado na segao
3.3, que teriamos mais quatro identidades: a condicao de gauge-fixing, a equacao de
ghost de anti-ghost e a simetria rigida. Porém, ao quebrar o paradigma de Yang-Mills, o
modelo de Jackiw-Pi se torna uma teoria de campo nao-abeliana fora do habitual exibindo
duas invariancias de gauge, bem como discutido no inicio desse capitulo. Sendo assim,
apresentamos nao quatro, mas outras oito identidades.

Como discutido, duas delas sao as condigoes de gauge-fixing, ja apresentadas na equagao

(4.6). Outras duas sao as equagoes de ghost:
G =0, Gul'® = 0. (4.53)

em que G e Gy sao definidos por:

) ) o )
gI = 5_6 + 8“5/1—*#7 gH = 6_5 + 8M(S¢_*M <454)

Temos também as equagoes de anti-ghost,

G = A, Gnl'© = Ay, (4.55)
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em que G; e Gy sdo definidos por:

_— 3 0 ) ) _ ) )
glz/d:p{(s——g[ (5b]_g[£’§]}’ gII:/ {g—g[& ]}a (4.56)
e as quebras A; e Ay por:

Ar= —g/d?’x{[AZ,A“} + [0, 0] + 10", 0l = [e”, ] — [€7, €] + ale, b + BIE, 7]},

Ag= —g/d3.7c { [, A%] — ¢, d] - % +aff, b]} |

(4.57)

As equagoes de anti-ghost possuem um papel fundamental no gauge de Landau (o =
f = 0). Elas controlam a dependéncia dos campos de ghost da teoria, pois os termos nao
lineares nos campos das equagoes (4.57) se anulam e isso permite a prova algébrica do
teorema de nao-renormalizagao de Adler-Bardeen para a anomalia de gauge [42,47,52].

Por fim, ainda no gauge de Landau, também temos as equagoes das simetrias rigidas,

que representam as transformagoes rigidas em sua forma funcional,
Wrer©® = o, WEED©® = 0, (4.58)

onde W™ e W'™® sao

ST Y | PR B PR Y 1A T
%CU?} {%J {6} {5755%[%52*}
+{¢Z’5i;}+{p*’5i*] { } { 55*]}7 (4.59)

WfE—y/fx{Phé%] { ] [5J [5%]

) 16
+{QZ’“%M;;] {5’5(:*] ga_p}'

Além disso, para um dado funcional genérico K com nimero de ghost par, as seguintes

identidades operatoriais sao satisfeitas [47]:

ScS(K) =0V K, SicSk = 0 se S(K) =0, (4.60)

IS(K oK IS(K oK
—;b ) — S (E —0MA ) = QI(IC), —(SET ) SIC (5_ - auqsu) = gII(IC)a (461)
GIS(K) + ScGi(K) =0, GuS(K) + ScGu(K) = 0, (4.62)

GIS(IC) + SK(GI(IC) — A1> = WI(IC), QHS(IC> —+ SK(GH(IC) — AH> = WH(]C), (463)
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WIS(K) — ScWi(K) = 0, WS (K) — ScWu(K) = 0. (4.64)

4.2 Quantizacao: anomalias e estabilidade

Agora, estamos aptos a avaliar a extensao da simetria BRS em nivel quantico e a
renormalizabilidade multiplicativa, ou seja, a condicao de estabilidade para o modelo de
Jackiw-Pi.

Tal como discutido na secao 3.3, o principio de acao quantica nos diz que a identidade
de Slavnov-Taylor pode possuir uma possivel anomalia, A, em uma ordem n na expansao
em loops, como mostrado na equagao (3.56), onde A é um funcional integrado com nimero
de ghost +1, dimensao UV limitada por d < 3, que apresenta invariancia de Lorentz e que

satisfaz a condigao de consisténcia de Wess-Zumino,
S A =0. (4.65)

Vamos entao explorar as identidades operatoriais apresentadas no final da secao anterior
e aplicé-las ao funcional de vértice quantico tendo em mente que Sp = Spo) + O(R"). Da

equagao (4.61) temos,

5S(T) T\ 5S(T) T\
0 s, (5b_aA)_gI<r>, ) s (S99, ) = Gu(D)
0A 0A
= 5 Sr© (8“14# — 3“14“) =0, = 5 Sro) ((‘3“@25# — 8“92%)
OA 0A

Assim como apresentado na segao 3.3, por meio da mudanga de varidveis Aj — fl; =
Al +0uce ¢ — QNS;‘; = ¢, + 9,€, a equagao (4.62) pode ser avaliada. Entdo,

GS(T) + SrGi(T') =0, GuS(T) + Srgu(l') =0
5A 5A
= =% =0 (4.67)

Agora, a identidade da equacao (4.63), pode ser analisada considerando os resultados das
equagoes (4.66) e (4.67),

GiS(T) + Sr(Gi(T) — Ar) = Wi(D)
= /d3 {— -9 { %ﬁ] -9 {57%]}4-‘5}(0)(51—51) =

= / d%% =0. (4.68)
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GuS(T) + Sr(Gn(l) — Ay) = Wi (D)
= /dgl‘ {% — [5_, %] } +SF(O)(AH — AH) =0

N

Temos também que, pela equagao (4.64), as simetrias rigidas provenientes das duas

transformacoes de gauge sao satisfeitas em nivel quantico,
Wi(A) =0, Wi(A) = 0. (4.70)

Assim como mostrado na segao 3.3 e em [42], as demais simetrias: condigoes de gauge-
fixing, equagbes de ghost e equagoes de anti-ghost (no gauge de Landau), também sao
satisfeitas em nivel quantico. Visto que nao apresentam algo além de uma quebra linear
nos campos.

A partir das equagoes (4.66), (4.67), (4.68) e (4.69) sabemos que a quebra A nao
depende dos campos {b, 7, ¢, , AL, gbZ} e, ainda, a dependéncia dos campos de ghost ¢é feita
por meio de uma derivada, d,c e 9,§. Além disso, ¢ mostrado que a cohomologia no setor
de numero de ghost 1 é independente dos anti-campos [53,54].

A inser¢ao do campo auxiliar p é bem interessante. Como ja discutido, ele é introduzido
para garantir a invariancia da acao do modelo sob as duas simetrias de gauge. Além
disso, por meio do formalismo hamiltoniano, é mostrado que o modelo nao apresenta
inconsisténcias e o nimero de graus de liberdade fisicos sao os mesmos, tanto para o caso
geral, quanto para o caso em que p = 0, quanto para o caso abeliano em que a constante
de acoplamento ¢é “desligada” [55].

Ademais, podemos definir o operador de BRS linearizado sq e verificar a formagao de
um dubleto de BRS entre os campos p e £. Sendo assim, sabendo que os dubletos nao
pertencem a cohomologia do operador e, alem disso, que a cohomoloagia do operador s é

isomorfa a cohomologia de sy [42], a dependéncia do possivel termo de anomalia é:
A= A(A,Ma ¢,u; a,ucv aﬂf) (471)

Associado a quebra da identidade de Slavnov-Taylor, temos o problema de cohomologia

do operador linearizado no setor de ntimero de ghost 1. Entao, ela é composta por,
A =AY 4+ 80A0, (4.72)

onde A s3o as solucdes triviais, devido & propriedade de nilpoténcia do operador, e A()
a real anomalia.
Além disso, as correcoes radiativas acontecerem em, pelo menos, primeira ordem

na expansao de loops. Ou seja, apresentam, no minimo, ordem 2 nas constantes de
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acoplamento, e portanto a dimensao do termo de quebra é reduzida em uma unidade.
Semelhante a [50], tal fato se deve a super-renormalizabilidade por power-counting do

modelo, em que o grau de divergéncia de um diagrama 1PI ~ é
d(y) =3 =) dxNy, (4.73)
A

onde N, corresponde ao numero de linhas externas do diagrama e A faz referéncia aos
campos e também inclui a constante de acoplamento g.

Sendo assim, vamos encontrar o funcional integrado mais geral possivel que apresenta
invariancia de Lorentz, invariancia por paridade, possui nimero de ghost 1 e dimensao

d < 2. Dessa forma, o termo mais geral possivel para A1) é:
AD =Ty / >z (K¥0,c+ H"0,€), (4.74)

onde o vetor K* e o pseudo-vetor H* sao compostos pelos seguintes monomios:

K" = 1A APAY + A AV AP + f3 AV A AV + fLA,0M Y + f5AudY o
+feA 0" + f10, A" + [s0 AN + fod" Audt + fro9uP" A” (4.75)
+f110u0" A" 4 frad” o AY 4 € (fi3Apdy + f140,A,) + f15A7,

H" = g1¢,0" 9" + g20,9" 9" + 930" dud" + gap A" A" + g5, A" A*
+96¢" Ay A" + gr Aot AY + gg A" AY 4 go A9 AP + gro A A QY (4.76)
11 A AT + g1 AV ALY + € (g13A, AL+ 914dud,) + 150",

em que f, e g, sao coeficientes constantes.

Mas antes de averiguar se o contratermo acima pode ser escrito como a variacao de
BRS de algum outro funcional integrado, devemos verificar se ele satisfaz a as simetrias
rigidas, equagao (4.70) e a prépria condi¢ao de consisténcia de Wess-Zumino, equacao
(4.65). Vejamos o que acontece ao explorarmos esta ultima.

Note que, ao aplicar as derivadas funcionais em relacao aos campos {a,, ¢,,c, &} do
operador linearizado sempre teremos multiplicado um termo da variacao de BRS do
respectivo campo. Isso se deve a prépria estrutura desse operador, equagao (4.52). Além
disso, dada a estrutura dos monémios e a aplicagao de Sp), a equagao (4.65) deve ser
satisfeita individualmente para K”0,c e H”0,£, ou melhor, para os grupos de termos que

possuem a mesma quantidades de campos A, e ¢,. Vamos avaliar os monomios de K*,

SF(O)A&)) = Sro) <T1“/d3x {f15AV8Vc}> =0

= Tr / &z fi5 {(sA")D,c — (sc)d, A"} = Tr / d*x fi5 { D*cd e + g9, A"} =0
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= Tr / &Pz fi5 {0"cOuc + g (A*cdyc — cA*Oc + 20, A%) } = 0
= Tr / d*x f15 {0"cd,c — 2gcA*D,c} = 0

= fi5=0 (4.77)

’SF(O)A&)@ = ‘SF(0> (TI‘ / d3x€p,ul/ <f13Ap¢,u + f14¢pA,u) auc) =0

= T [ o {al(54,)6,0,0+ (56,004, - (50)0,cl4y6,)

+/1a[(sA4u)Pp0sc + (50p)0pcAy — (5¢)0, (0pA)]} = 0

Se fi3 = fi4 a antissimetria do tensor Levi-Civita pode anular os termos simétricos que

nao envolvem sc. Entao,
= Tr / >z fr3€" {023V(Apgb#) + c2c9y(gpru)} =0

= fi3=fuu=0 (4.78)

SF(O)AE}LX)AA) = Sro) (Tl"/d?’;p {flAMA“AV + fQAMAVAIL + f3AVAuA“} a,jc) =0

= (Tt / B {1 [(sA) AP AYD,c + (sA") AY D, cA, + (sA”)D,cA, AP

—(s5€)0, (AL AP A + fo [(sAL)AYAHO, ¢ + (sAY)AFO,cA,
+(sA")0,cA A" — (s0)0, (A, A" AN + f3[(sAy) A ARD, ¢
(sA,)A O, cA, + (sA*)0,cAY A, — (s€)0,(AY A, AM)]} =0

Até poderiamos reagrupar alguns termos da equacao acima e obter alguma relacao entre
os coeficientes, no entanto, os termos que possuem (sc) nao se combinam. Sendo assim,

necessariamente, para satisfazer a condi¢ao de consisténcia,
= fi=/fa=[f3=0 (4.79)

Para o célculo de Sﬂo)A&)A ) 1os deparamos com uma estrutura semelhante aos termos

de sc e, portanto,

= fa=fi=fs=fi=fs=fo=fio=fiu=fia=0 (4.80)

No final das contas, o que foi avaliado para os monomios referentes ao vetor K* também
pode ser estendido para os monomios de H”. Com isso, obtemos que os coeficientes sao

tais que f, = g, = 0.
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Finalmente, chegamos ao resultado que o setor de niimero de ghost 1 da cohomologia
do operador linearizado é vazio, ou seja, {AM} = (). Logo, o modelo de Jackiw-Pi nao
apresenta anomalia de gauge e a simetria BRS ¢é estendida ao nivel quantico garantindo a
unitariedade da matriz S.

Feito isso, nos resta agora fazer o estudo da estabilidade. Entao, perturbando a acao a
tree-level com algum contratermo invariante [© =T7© 4 eI, tal que I é invariante de
BRS, invariante de Lorentz, invariante por paridade, possui nimero de ghost 0 e dimensao
UV dada por d < 3, temos de verificar se tal pertubacao pode ser tratada por meio de uma
redefinicao nos parametros do modelo: campos, constantes de acoplamento e parametros
de massa.

Podemos observar que a acao de contratermos invariantes satisfaz o seguinte conjunto
de condicoes, que podem ser derivadas das equagoes (4.6), (4.53), (4.55), (4.58), (4.60)

respectivamente:

ore  ore
= =0 (4.81)

ore  ore

ore  ore
T = 0; (4.83)
WIBL = WiHET® = 0); (4.84)
Sro I = 0. (4.85)

Logo, os possiveis contratermos invariantes que respeitam as mesmas caracteristicas do
funcional de vértice a tree-level sao termos semelhantes aos da agao de Jackiw-Pi, equagao
(4.1),

D= T [ @ (0P Fyy 4 ha (G 4 g [F™61) Gy + 9 By ) + e Fuuy},
(4.86)
Porém, como discutido para o caso da anomalia, os contratermos também entram em
correcoes radiativas em, pelo menos, ordem de 1 loop e, portanto, a dimensao de ['“ deve

ser < 2. Assim, o Unico contratermo nao invariante presente é o termo de Chern-Simons,
I°=Tr [ d*zhse"?F,,¢, = 9 1o 4.87
=Tr xhse wbp = zmma—m , (4.87)

em que z,, = %

Portanto, somente o parametro de massa da teoria recebe correcoes radiativas. No
entanto, a invariancia de BRS do termo de Chern-Simons nao acontece localmente, ocorre
via uma derivada total, equagao (4.14). Entao, a fungao-53 associada ao parametro de
massa é nula, /3, = 0 [49-51].
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Portanto, como resultado da checagem da estabilidade, temos que as quantidades
fisicas do modelo de Jackiw-Pi nao recebem contribuicoes radiativas, ou seja, as funcoes-/3
associadas aos campos, constante de acoplamento e massa sao nulas em todas as ordens
em uma expansao em h. Isso confirma a invariancia de escala do modelo.

Finalmente, obtemos a finitude do modelo de Jackiw-Pi em todas as ordens em teoria

de perturbacao.
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Capitulo V
Conclusoes e Perspectivas

Em suma, no capitulo II, foi feita uma revisao as teorias de gauge mais habituais: a
QED e a teoria de Yang-Mills; bem como uma apresentacao do mecanismo de gauge-fixing
de Faddeev-Popov que resolve o problema enfrentado na quantizagao de teorias de gauge
nao-abelianas. Em seguida, no capitulo III, iniciamos com a acao de Faddeev-Popov para
a teoria de Yang-Mills e apresentamos uma simetria satisfeita por ela, a simetria BRS. Ao
longo desse capitulo, também discutimos sobre a importancia dessa simetria e como sua
presencga em uma teoria estd associada a unitariedade da matriz S. Com isso em mente,
discutimos também sobre o procedimento de renormalizagao algébrica que, utilizando o
principio de acao quantica, permite a garantia da extensao quantica de uma teoria em
todas as ordens em uma teoria de pertubacao, sem a necessidade em especificar o esquema
de regularizacao utilizado.

Finalmente, no capitulo IV introduzimos o modelo teérico de Jackiw-Pi e, utilizando
os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores, fizemos sua analise classica e quantica.
Portanto, pelo procedimento de renormalizacao algébrica, obtemos como resultado que o
modelo tedrico tridimensional, massivo, invariante sob transformagoes de gauge e trans-
formagoes de paridade proposto por Jackiw-Pi é livre de anomalias em todas as ordens
em teoria de perturbacao e todas suas simetrias podem ser estendidas ao nivel quantico.
Além disso, exibe renormalizabilidade multiplicativa, apresentando fungoes-3 associadas
aos campos, constante de acoplamento e parametro de massa nulas, o que confirma a
invariancia de escala do modelo.

Visto o exotismo do modelo de Jackiw-Pi, como perspectiva ao trabalho é pretendido:
realizar novamente o estudo de anomalias, porém atacando o problema de cohomologia a
partir do formalismo das equagoes de descida e da férmula russa [42]; compreender melhor
a natureza do campo auxiliar p e estudar uma possivel extensao do modelo utilizando
termos para incluir sua propagacao [56]; estudar o efeito de bifurcagao proveniente das duas

invariancias de gauge, o que pode indicar uma possivel quebra espontanea de simetria [57].
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Apéndice A

O propagador do campo de gauge e os

operadores de projecao

Sabendo que o propagador de uma particula esta relacionado com sua parte quadratica
no lagrangiano, vamos utilizar a acdo com o lagrangiano de Maxwell, equagao (2.7), para

tentar encontrar o propagador para o campo de gauge da QED, o féton.

S = / d'x {——F ,,F“”} = —i / d*z (0,4, — 0,A,) (0" A — 9" A")

=5=-7 / Az (0,A,0" AV — 0,A,0" AP — 9,A,0" A" + 9,A,0" A")

= 5= _i / d4x [aM(AVa“AV) - AyauaﬂAV - 8H<AV8VA“) + AVa:“aVAH (A 1)

—0,(A,0"A") + A,0,0" A" + 0,(A,0"A*) — A,,0,0" A¥]
Para chegarmos a equagao (A.1), realizamos o processo de integracao por partes e
os termos em parénteses irao se anular, pois sao termos de superficie. Entao, definindo

O = 0,0" e explorando a troca dos indices p e p seguimos que,

= 9= _%1 / d'z (—24,0A% + 24,0,0" A") = % / d'z (" A,0A, — A,0,0"AY)

=S5 = % / d*z [A, (0O — 0"0")A,) (A.2)

A principio, o propagador do campo de gauge é obtido ao realizar uma transformada
de Fourier e inverter a quantidade entre parénteses na equacao (A.2). Vamos definir a

seguinte quantidade,

o+r0”
D Y

O = — (A.3)
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e sua inversa como uma combinacao desses termos,
(071, = a(8,0,) + b(n,,0), (A4)

em quem a e b sao constantes. Veja que tal inversa nao existe:

(07 o™ =3
= an"’ 0,0, — a0,0,0"0" + bnwn’“’DQ — 1o, 010" = o,
= b(0“0% — 0,0") = (A.5)
Atuando com 0, na equagao (A.5) temos, por absurdo, que nao é possivel obter uma
inversa para o operador @*”,

b(0,6500% — 0,0,0") = 0,6% = b(0.0° — 0,0%) = 0,

0 = Da. (A.6)

Uma das maneiras de tornarmos tal operador inversivel é adicionar um termo a parte
quadratica do lagrangiano, esse termo recebe o nome de gauge-fixing. Por exemplo,

podemos adicionar um termo do tipo,

(0"A,)?
200

(A7)

em que « é um parametro de gauge, uma constante. Entao a nova agao, apos realizar a

integragao por partes, se torna

AV oAV
S/:%/d4xAMD(n“”—aa +188)AV

U a
o1 4 , 1
=S5 = 3 dzA,0( 60" + -2 ) A, (A.8)
a
em que definimos um novo operador,
oro”

o = . Al

= (A.9)
Realizando uma transformada de Fourier na equagao (A.8),
1 [ d'%k - 1 s

= | ——A, |-k 1—— | KEY) | A, Al

= R (o) L EER

e encontrando a inversa do termo entre colchetes da equagao (A.10), é possivel obter o
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propagador para o féton:
kF kY

7+ (= 1)

- (A.11)

Em particular, quando a = 0 dizemos que foi utilizado o gauge de Landau e quando
a =1 o gauge de Feynman.

Agora, vamos analisar algumas propriedades dos operadores ©" e 2" definidos nas
equagoes (A.3) e (A.9), respectivamente. Eles recebem o nome de projetores, pois o

quadrado deles nos leva a eles mesmos.

O O O 12

= 0,,0" =0, — ao‘g = 6! (A.12)

L 0,0, 010" . 5
\Qa,u\Q# — Tﬂ O .QQHQH = ‘Qa (A].?))

Além disso, sao ortogonais,
0,0, \ OF0Y 0,0 0,0
po_ _ Jarp _ @ _ o p

Qa,u'Q <na,u D > |:| |:| |:| @aﬂg 0 <A14>

Portanto, é possivel fechar uma algebra com esse projetores ortogonais. Além disso,
note que

@,u,u + -sz/ = Nuw <A15>

O projetor 6, recebe o nome de projetor transverso enquanto {2, de projetor longitudinal.

Podemos ir um pouco além e construir a algebra de projetores que serao utilizados para

o modelo de Jackiw-Pi. E importante lembrar que se trata de um modelo tridimensional

com métrica definida por diag = (+, —, —) e, devido a presenga do termo de Chern-Simons,

precisamos de definir um ltimo projetor para fecharmos tal dlgebra. Entao, definindo o
operador

Y = €uup0”, (A.16)

em que €,,, ¢ o tensor de Levi-Civita. Vamos provar que 2, também é um projetor e

avaliar qual sua relagao com os outros dois.

By B = €y ("70,) = — (0105 — 6362)0°8, = 8”0y — 8200

= D, = —06 (A.17)
y ,  OrOY Y ot
Yiop 0" = €4p0" (n“ -0 ) =€, 0" — ew,,(?pT
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= 5, 0" = 5 (A.18)

o
0

Note que, nas equagoes (A.18) e (A.19) temos o produto do Levi-Civita com derivadas

Dop M = €00 = 50" =0 (A.19)

ordindrias, ou seja, o produto de quantidades completamente antissimétricas com quanti-
dades completamente simétricas. Finalmente, podemos montar uma tabela que representa

a algebra desses trés operadores:

Oup | Doy | Zap
o | o 0 v
o 0 IR 0
DI 0 | -0Oer

Tabela A.1: Algebra fechada dos operadores de projecao.
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A unidade de Faddeev-Popov

Ainda sem apresentar o rigor matemético necessario para a dedugao da equagao (2.23),
vamos tentar examinar um pouco melhor os termos que a compoem a partir de seu analogo
em dimensao finita.

Comegamos considerando uma funcao f(wy,ws, ..., Wpim) que depende de n + m

variaveis reais, tais que podem ser divididas em dois grupos,
x; ={wy,..,w,}, i=1,...n yj ={wpi1, .y wn}, j=1,..,m. (B.I)

Tal funcao ird fazer o papel da exponencial invariante de gauge, e*®, presente nas
integrais de caminho. Para isso, vamos propor que f(wy,ws, ..., Wnm) = f(x;), ou seja,
que s6 tenha dependéncia nas variaveis . Entao, alterar y nao muda o valor da funcao,
bem como uma transformacao de gauge nao provoca alteragoes na exponencial.

De maneira pictérica, podemos interpretar o espaco das variaveis w como mostra a
figura 2.1. Em analogia a invariancia de gauge, percorrer os pontos em x representa
transitar em estados fisicos diferentes, ja percorrer os pontos em y representa realizar uma

transformacao de gauge e permanecer no mesmo estado.

Yj

Transformagdes de gauge

Estados fisicos distintos Xi

Figura 2.1: Espaco das varidveis w dividido em seus dois grupos z; e y;. Cada reta vertical
representa um estado fisico equivalente cujos pontos sao conectados por transformagcoes de
gauge.

65



Apéndice B

Com todas essas analogias, a integral funcional da equagao (2.21) seria algo semelhante

/ H dwg f(w). (B.2)

E compreensivel que a integral (B.2) é divergente, pois conta repetidas vezes o mesmo

gj/

valor da funcao no momento em que varre as variaveis y. A integral que representa a
resolucao dessa questao ¢é tal que nao contabiliza a variagao em y, ou seja, uma integral
somente nas variaveis x ou, até mesmo, em w porém com uma condi¢cao que dé a garantia

de nao contar a redundancia causada pelas variaveis y. Portanto, a integral desejada é,

/Hda:zf /nﬁndwaf H(s y;) (B.3)

Note que, ao integrar em todo o espaco das varidveis w, faz-se necessario o uso de
funcoes delta que, nesse caso, forga y; = 0 e restringe a integral a ser realizada em cima
do eixo . No entanto, nao precisamos necessariamente que y; = 0. Podemos tomar
y; = gj(z1,...,x,), tal que a funcdo g intersecte apenas uma vez cada estado fisico que,

por sua vez, é representado pelas retas paralelas ao eixo y, como mostra a figura 2.2.

N
\\ / Yi = gj(xi)

Transformagdes de gauge

Estados fisicos distintos Xi

Figura 2.2: Analogia ao processo de gauge-fixing. Representacao da funcao g;(z;) que
seleciona, para um dado valor de x;, um tnico estado fisico.

O processo descrito no paragrafo anterior e representado na figura 2.2 é o andlogo ao
procedimento de gauge-fixing. A nomenclatura utilizada no ambito das teorias de gauge é
tal que, as retas paralelas ao eixo y sao nomeadas de 6rbitas de gauge, pois seus pontos
estao conectados via uma transformacao de gauge e realizar uma transformacao entre eles
nao produz alteracao do estado fisico.

Dado que parametrizar a superficie por y; = g;(x1, ..., z,) pode nao ser conveniente, é

possivel generalizar ainda mais a situagao utilizando uma funcao geral h;(ws, ..., Wpim)
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que nos retorne a parametrizacao. Dessa forma, a integral se torna,

n+m

/delf /Hdwaf H5 (B.4)

em que A vem da mudanca de variaveis e é dado por:

Ohy,
A= B.
det (ayc) : (B.5)

podendo ser melhor compreendido por meio de uma das propriedades da funcao delta.

~ , / .
Dada um fungao F(x) sendo x; suas raizes e I’ sua derivada, temos que

Z = Ow = xl (B.6)

Note que, o caso em que F '(xl) = ( gera problemas e, portanto, nao ¢ levado em
consideracao aqui. Fazendo a analogia as teorias de gauge, tal caso esta relacionado ao
problema de Gribov, isto é, a situagao em que um gauge-fixing nao é eficaz em selecionar
apenas uma configuragao de cada uma das érbitas de gauge e o problema da contagem
redundante permanece [35].

Sendo assim, a equacao (B.4) e a discussao apresentada esclarece um pouco mais sobre

os termos da equagao (2.23).
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