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Resumo

CARRASCO, Ismael Segundo da Silva. M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
fevereiro de 2014. Estudo de modelos de crescimento discretos em substratos
que crescem lateralmente. Orientador: Tiago José Oliveira. Coorientadores: Silvio
Costa Ferreira Junior e Sidiney Geraldo Alves.

A dindmica de interfaces curvas é, em geral, mais dificil de estudar, tanto analitica
quanto computacionalmente, que as planas. Isto tem motivado trabalhos considerando
modelos tipicos de crescimento plano em substratos que crescem lateralmente ao longo
do tempo como uma primeira abordagem para analisar interfaces verdadeiramente cur-
vas. Entretanto, todos estes estudos basearam-se em calculos de expoentes de escala
da rugosidade e, portanto, nao demonstram conclusivamente se esta simplificacao leva
a uma dinamica similar & das superficies curvas. Para esclarecer este ponto, nos es-
tudamos modelos onde a deposicao de particulas e o crescimento lateral do substrato
sao realizados estocasticamente de acordo com suas respectivas probabilidades. Este
método permite-nos estudar qualquer modelo discreto de crescimento em substratos
que aumentam lateralmente. Entretanto, aqui nés nos restringimos a modelos na
classe Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), onde as distribui¢oes de alturas das superficies sao
diferentes para interfaces curvas e planas. Noés obtivemos que assintoticamente estas
distribuicoes sao dadas pelas distribuicoes das interfaces curvas, tanto em substratos
unidimensionais quanto bidimensionais. No wltimo caso, onde a forma analitica da
distribuicao de altura nao é conhecida exatamente, nés obtivemos estimativas precisas
dos seus primeiros cumulantes e confirmamos sua universalidade. Surpreendentemente,
correcoes logaritmicas foram encontradas no KPZ “ansatz” para as distribuicoes de al-

turas, que nao existem nos mesmos modelos em substratos estaticos. A origem destas

vil



correcoes foi explicada como um efeito das duplicacoes de colunas no crescimento lat-
eral do substrato. Iniciando o crescimento em substratos grandes, um crossover foi

encontrado nas distribuicoes de alturas de plano para curvo.
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Abstract

CARRASCO, Ismael Segundo da Silva. M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, febru-
ary 2014. Study of models of discrete growth on substrates that grow lat-
erally. Adviser: Tiago José Oliveira. Co—Advisers: Silvio Costa Ferreira Junior and
Sidiney Geraldo Alves.

The dynamics of curved interfaces is, in general, more difficult to study, both ana-
lytically and computationally, than the flat ones. This has motivated some works
considering typical flat growth models on substrates which grow laterally in time, as
a first approach for analyze truly curved interfaces. However, all these studies were
based on the calculation of scaling exponents, from the roughness dynamic scaling, and,
thus, they do not show conclusively if this simplification leads to a dynamic similar
to the one of curved surfaces. In order to clarify this point, we study models where
particle deposition and lateral growth of the substrate are stochasticaly performed ac-
cordingly to their respective probabilities. This method allows us to study any discrete
growth model on growing substrates. However, here we restrict ourselves to models in
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) class, where surface height distributions are different for
curved and flat interfaces. We found that asymptotically these distributions are given
by the ones of curved interfaces, in one- as well as in two-dimensional substrates. In the
last case, where the analytical form of the height distributions are not known exactly,
we obtain accurate estimates of their first cumulants and confirm their universality.
Surprisingly, logarithmic corrections were found in the KPZ ansatz for the height dis-
tributions, which do not exist for the same models on static substrates. The origin of
these corrections was explained as an effect of the duplication of columns in the lateral

growth of the substrate. Starting the growth on large substrates, a crossover was found

X



in the height distributions from flat to curved ones.



Capitulo 1

Introducao

A evolucao de uma interface que separa dois meios distintos é um importante
problema de fisica estatistica fora do equilibrio, isso porque esse tipo de sistema é muito
comum na natureza. Exemplos simples seriam: frente de chamas [1] e fluxo de liquido
em um meio poroso [2|. Além desses, podemos citar fendmenos de importante aplicagao
tecnologica, como a deposicao de filmes finos [3]. Superficies também estdo presentes
em sistemas biologicos, como crescimento de colonia de bactérias [4] e tumores [5],
muito relevantes do ponto de vista médico. Outras aplicacoes podem ser encontradas
em [6].

Um exemplo de filmes finos que podemos citar a titulo de ilustracao é o telureto
de caddmio (CdTe) crescido sobre silicio [7]. O CdTe possui propriedades que sao
interessantes para aplicagoes tecnologicas. Uma delas é o gap de energia direto £, =
1,528eV a 300K, onde essa energia é relacionada a luz com comprimento de onda
da ordem de 827nm. Além disso, ele possui um alto coeficiente de absorcao oOptica,

da ordem de 5 x 10°cm ™.

Essas propriedades semicondutoras e Opticas tornam esse
composto muito 1til na fabricacao de dispositivos opto eletronicos e fotovoltaicos. Na
figurd[l.1] apresentamos duas imagens de AFM que mostram como um filme de CdTe
fica mais rugoso a medida que mais particulas sao depositadas. Mais detalhes sobre
esse sistema podem ser encontrados em [§].

Em sistemas biologicos é muito comum que as interfaces sejam curvas. Um

exemplo ilustrativo seria uma cultura de células tumorais, como na figura [1.2 Esse



1 Introducao

Figura 1.1: Imagens de AFM de CdTe/Si(001) obtidas no laboratério de nanoscopia da
UFV. (a) Crescimento com ¢ = 60min e (b) ¢ = 240min. Figura extraida de [9).

tipo de interface é mais dificil de tratar tanto analiticamente quanto em simulacao.
As equacoes diferenciais relacionadas a dinamica sao mais complicadas em geometria
curva, dificultando o tratamento analitico [13]. Computacionalmente, modelos clés-
sicos como o de Eden [10], crescidos em redes, produzem superficies que apresentam
anisotropias, perdendo a simetria sob rotagao [14]15]. Por isso, a anéalise estatistica
deve se limitar a alguns pontos equivalentes da interface, desperdicando, de certa forma,
o tempo de simulacao necessario para gerar uma superficie inteira. Para contornar esse
problema, uma opcao é fazer o crescimento fora de rede, onde, apesar de haver varias
formas de se implementar [16-18|, normalmente esses crescimentos exigem algoritmos
complexos que ficam cada vez mais dificeis de se implementar a medida que aumenta-
mos as dimensoes da interface. Assim notamos que interfaces curvas sao de fato mais
complicadas que as planas do ponto de vista teorico.

Duas caracteristicas exclusivas das interfaces curvas sao: crescimento da area
da interface e curvatura nao nula da superficie. Por causa das dificuldades presentes
no estudo de crescimentos curvos, tem sido proposto em trabalhos analiticos |[19] e
em simulacdo [20,21] uma abordagem simplificada envolvendo dominios crescentes.
Nesse tipo de interface, consideramos um substrato plano com condicoes de contorno
periddicas que cresce lateralmente com o tempo, ou seja, temos uma superficie de area
crescente, porém, sem curvatura macroscopica. Dessa forma, o dominio crescente pode

ser visto como um meio termo entre os casos plano e curvo.



1 Introducao

Figura 1.2: Imagem de uma cultura de células tumorais obtida via microscopia 6ptica no
laboratério de fisica biologica da UFV, cortesia de Tiago Venzel.

Alguns dos avancos alcancados na ultima década chamaram a atencao para
a classe de universalidade Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), onde as distribuigoes de al-
turas (HDs) em d=1+1 foram obtidas exatamente [11]. Foi mostrado por Préhofer
e Spohn que as HDs estao relacionadas com as distribuicoes Tracy-Widom da teoria
de matrizes aleatorias. Eles obtiveram que nos casos planos a distribuicao ¢ dada pelo
ensemble gaussiano ortogonal (GOE)-(Gaussian orthogonal ensemble), e nos curvos
pelo ensemble gaussiano unitario (GUE)-(Gaussian unitary ensemble). Dessa forma,
podemos dizer que a classe KPZ se subdivide de acordo com a geometria da interface.
Além desses avancos, experimentos precisos foram realizados utilizando turbuléncia em
cristal-liquido por Takeuchi [12], onde foram confirmados os resultados tedricos.

Existe uma discussao sobre a aplicabilidade da analise de escala em interfaces
curvas [29-32]. Interessados em resolver esse impasse, os pesquisadores que estudaram
os dominios crescentes se preocuparam principalmente com a analise de escala da ru-
gosidade [19-21]. No entanto, onde a andlise de escala funciona, nao ha distin¢ao
entre o caso curvo e o plano, pois os expoentes criticos sao os mesmos. Como dito
anteriormente, essa distin¢ao pode ser feita estudando as HDs de modelos na classe
KPZ, pois elas diferem do curvo para o plano. Dessa forma, seria interessante estudar
as HDs em dominios crescentes, isso a fim de analisar se elas sao iguais ao caso curvo
ou ao plano, ou ainda se diferem de ambos e, assim, saber se o dominio crescente é
uma aproximacao razoavel para interfaces curvas.

Nesta dissertacao estudamos diversos modelos discretos de crescimento em sub-
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stratos que crescem com o tempo, ou seja, a cada unidade de tempo o niimero de sitios
da rede aumenta. Utilizando algoritmos que desenvolvemos em (1 + 1)d e (2 + 1)d,
estudamos a dinamica dos quatro primeiros cumulantes das HDs para diferentes taxas
de crescimento. Nossos resultados mostraram que apesar de haver fortes correcoes na
sua dinamica, os cumulantes convergem assintoticamente para os cumulantes da GUE
no caso (14 1)d, ou seja, para a distribui¢do da geometria curva. Em duas dimensdes,
apesar das distribuicoes curva e plana ainda nao terem sido calculadas analiticamente,
os valores dos primeiros cumulantes delas foram obtidos numericamente [26-28]. Para
substratos bidimensionais, também obtivemos que os cumulantes convergem assintoti-
camente para 0 €aso CUrvo.

Nos trabalhos [20,21], seus autores afirmam que o tamanho inicial do sistema
nao altera de forma significativa a dinamica dos dominios crescentes. No entanto, nos
observamos que se o tamanho inicial do sistema é relativamente grande, as HDs tendem
primeiro a GOE e sofrem um crossover para GUE, ou seja, temos um crossover de

plano para curvo dependente do tamanho inicial do sistema.



Capitulo 2

Conceltos basicos em dinamica de

interface

Nesse capitulo vamos introduzir os principais conceitos necessarios para se com-
preender o trabalho realizado. Iniciaremos descrevendo brevemente objetos fractais,
onde ficard clara uma simetria muito importante no estudo de interfaces. Em seguida
discutiremos a escala dinamica da rugosidade, que ¢ a propriedade superficial mais
utilizada para se caracterizar a dinamica de interfaces. Depois vamos introduzir o
conceito de universalidade no crescimento de superficie, dando maior enfase a classe
KPZ, que sera o foco do nosso trabalho. Para finalizar o capitulo iremos apresentar as
principais propriedades das distribuicoes de alturas, que também sao muito tteis na

caracterizagao de interfaces, além de serem o ponto fundamental do nosso estudo.

2.1 Fractais e auto-afinidade

Na geometria euclidiana existem defini¢coes de diversas formas geométricas, como
cubos, circulos, pentagonos e outros. No entanto, nem sempre os objetos encontrados
na natureza podem ser aproximados por essas formas idealizadas. Por causa da com-
plexidade envolvida na formacao de alguns sistemas, podem aparecer irregularidades
que nao sao trataveis na geometria definida por Euclides. Essas estruturas exigem um

formalismo matemético mais geral para serem estudadas. Benoit Mandelbrot chamou



2.1 Auto-afinidade

esses objetos complexos de fractais e iniciou o desenvolvimento desse formalismo. As
suas principais ideias podem ser encontradas em [22] e uma revisao de alguns conceitos

em |[23].

Figura 2.1: Objeto euclidiano observado em diferentes escalas.

De maneira simplificada, podemos diferenciar objetos fractais dos euclidianos
analisando o efeito de mudancas da escala de observagao sobre sua forma. Considere
um circulo como exemplo. A medida que observamos uma porcao do circulo com cada
vez mais magnificacao, ela vai tornando-se mais suave. Quanto maior a magnificacao,
menor parece ser a curvatura do arco, como na figura [2.] isso até o limite em que o
arco se torna uma reta. Ja as estruturas fractais nao se suavizam a medida em que
sao observadas em escalas cada vez menores. Esses objetos sao na verdade invariantes
sobre mudancas de escala.

Uma mudanca de magnificacao pode ser vista matematicamente como uma
transformacao de escala. Pensando em um sistema de coordenadas cartesiano, essa
transformacao seria equivalente a multiplicar cada eixo por uma constante, chamada
fator de escala. Quando utilizamos a mesma constante em todos os eixos, temos uma
transformacao isotropica, se for o contrario ela é dita anisotropica. Objetos invari-
antes sobre mudancas isotropicas de escala sao chamados de auto—similares, no caso
anisotropico sao conhecidos como auto-afins. Na figura temos uma estrutura auto-
afim. Note como a cada nova ampliacao o objeto parece mais achatado, isso porque
ele exige uma transformacao com fator de escala diferente em cada eixo para que ele
mantenha as mesmas caracteristicas.

Para ilustrar melhor o que é um fractal vamos usar como exemplo o triangulo de
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Figura 2.2: Objeto fractal observado em diferentes escalas. Figura extraida de
matematicanacidadela.blogspot.com.br

Sierpinsk. Esse fractal é obtido através de uma regra recursiva. Tomamos inicialmente
um triangulo equilatero de lado igual a um. Em seguida, retiramos um triangulo
formado pelos segmentos que unem os pontos médios dos lados do triangulo inicial. A
cada passo removemos um triangulo equilatero do centro de cada triangulo, como na
figura . Apobs um nimero grande de iteragoes obtemos a figura . Note
que o objeto é auto—similar, se ampliamos um dos triangulos da figura [2.3(b)| iremos

obter a mesma figura novamente.

L
b

43
£ £

Nivel 0 Nivel 1
e ﬁ ﬁ _.&iﬁ .'I'}.V
Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
(a) (b)

Figura 2.3: (a) Ilustracao do processo recursivo de formacao do triangulo de Sierpinsk. (b)
Objeto obtido depois de um ntimero grande de iteracoes. Figura extraida de [23].
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Analisando o triangulo de Sierpinsk podemos evidenciar uma caracteristica
muito intrigante dos objetos fractais: eles nao podem ser completamente descritos
pelas dimensoes euclidianas. Vamos inicialmente tentar calcular a sua area. No nivel

zero sua area ¢ Ay = v/3/4. No passo seguinte retiramos um triangulo de area 2%\/??’

No nivel dois iremos remover trés triangulos de area 4%\/75. E simples mostrar que no

passo [N a area é
V3 on /3Y
Ay =Ag— — -] . 2.1
AT Z 4 (2.1)
=1
Se N — 0o a soma Zf\il (%)Z — 3, e assim a area total do triangulo de Sierpinsk tende
para zero. Por isso podemos dizer que esse objeto nao possui duas dimensoes, ja que
sua area ¢é nula.
Agora vamos calcular o perimetro. No nivel zero o perimetro é trés. No segundo
passo teremos trés triangulos de lado 1/2. No nivel dois temos nove triangulos de lado
1/4. Assim podemos calcular o perimetro no passo N multiplicando o nimero de

triangulos, 3%, pelo perimetro de cada triangulo , 3/2%, resultando em

3 3\ N
__aN _
Py =3 2—N3(§> . (2.2)

Dessa forma, quando N — oo o perimetro Py — oco. Assim o triangulo de Sierpinsk
nao pode ser medido em uma dimensao.

Notemos que o triangulo de Sierpinsk nao pode ser descrito por duas dimensoes,
pois sua area se anula, e também nao pode ser descrito por uma tnica dimensao, pois
seu perimetro diverge. Assim, é como se esse objeto possuisse um ntimero de dimensoes
fracionario, entre uma e duas dimensoes euclidianas. Dai vem o nome de fractal,
j& que ele nao pode ser mensurado pelas dimensoes inteiras definidas por Euclides.
No formalismo desenvolvido por Mandelbrot, podemos calcular a dimensao fractal do
triangulo de Sierpinsk, de acordo com [623],

In S(I
d — tim 250

2.
-0 In1/l "’ (2:3)

onde S(I) ¢ o nimero de tridngulos de lado [ necessérios para recobrir todo o objeto de
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Sierpinsk. Como ja vimos pelos calculos da area e do perimetro, no nivel N o nimero

de triangulos ¢ 3" e o lado deles é (1/2)". Usando isso na eq. teremos

In3¥ In3
dr = i — 2~ 1.5850 . 2.4
P N oY T 2 (2.4)

Assim notamos que, de fato, a dimensao fractal do triangulo de Sierpinsk ¢ 1 < dy < 2.

O triangulo de Sierpinsk é um exemplo de fractal deterministico, pois é pro-
duzido por uma regra recursiva. Uma ampliacao da figura leva a uma reproducgao
idéntica do objeto, assim sua auto-similaridade é exata. Na natureza, encontramos
objetos auto-similares ou auto-afins em um sentido menos rigido. Por exemplo, se
tomamos a folha da figura [2.2] podemos notar que um ramo extraido dela se parece
com a folha inteira, no entanto, esse pequeno ramo nao é uma reproducao idéntica
do objeto como um todo. Em interfaces, se temos uma superficie auto-afim, estamos
dizendo que uma porcao dela reescalada de maneira apropriada possui as mesmas pro-
priedades estatisticas que a interface como um todo. Por isso, em fenémenos naturais
estamos interessados em auto—similaridade no sentido estatistico.

A auto—afinidade é uma simetria muito 1til no estudo de interfaces. Se conside-
ramos que h(Z,t) é a altura de cada ponto de uma interface em um instante de tempo,

uma transformacao de escala anisotropica geral sera
T—2=bF, h—h=0h ¢ t—=t =>bt, (2.5)

onde b é um fator de escala arbitrario, os expoentes « e z sao relacionados a anisotropia
da transformacao. Se essa interface for auto—afim, as propriedades estatisticas de h sao

iguais as de h'. Essa simetria pode ser utilizada em calculos analiticos, como faremos

na secao [2.3.3

2.2 Escala dinamica da rugosidade

As diversas interfaces encontradas na natureza sao fruto das mais distintas in-

teragoes fundamentais entre seus constituintes. No entanto, nota-se que sistemas muito
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distintos podem apresentar propriedades estatisticas similares. Esse comportamento
universal tipicamente aparece nas propriedades de escala da rugosidade. Para definir a
rugosidade devemos, primeiramente, definir a altura média, que em uma rede discreta

com L sitios possui a forma
— 1
() = 5 S hilt) (2.6)

onde h; é a altura do i-ésimo sitio da rede e a soma é feita sobre todos os sitios da
superficie. A rugosidade da interface, que caracteriza as flutuacées em torno da média,

é simplesmente o desvio quadratico médio das alturas, dado por

WL, 1) = <%Z<hi<t> —E<t>>2> . 27)

onde (...) significa uma média sobre diferentes amostras.

Quando estudamos problemas em geometria plana, normalmente iniciamos com
um substrato liso e, portanto, com rugosidade nula. A medida que as particulas vao
sendo adicionadas ao substrato, mais alturas sao acessiveis ao sistema, aumentando as
flutuacgoes em torno da média, implicando num aumento da rugosidade. Independente
das peculiaridades de cada sistema, contanto que as particulas depositadas influenciem
na deposicao em sitios vizinhos, a rugosidade evolui qualitativamente como na figura
2.4 Nesse grafico podemos ver que a rugosidade apresenta dois regimes caracteristicos.
Inicialmente ela cresce como uma lei de poténcia e depois ha um crossover para um
regime de saturacao, onde passa a flutuar em torno de um valor médio. Esta dinamica

inicial é conhecida como regime de crescimento, e nela a rugosidade segue a forma
W(L,t) ~ t° para t < t, , (2.8)

onde 3 é o expoente relacionado a dinamica da rugosidade, conhecido como expoente
de crescimento, e t, ¢ o tempo de crossover entre os dois regimes. Normalmente a
unidade de tempo é definida tal que em At = 1 tentamos depositar uma monocamada

de particulas.

10
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W(L,t)

-
.
e

Figura 2.4: Comportamento tipico da rugosidade como fung¢do do tempo. As linhas
tracejadas ilustram o método comumente utilizado para estimar o tempo de saturacao t.

Apos esse regime de crescimento, temos um intervalo de tempo relacionado ao
transiente para o regime de saturagao. Nesse novo regime a rugosidade flutua em torno

de um valor fixo, e assim temos

W(L,t) = Wo(L)  parat>t,. (2.9)

116L

8L

W(L,t)

Figura 2.5: Comportamento tipico da rugosidade para sistemas de diferentes tamanhos.

Como mostra a figura 2.5 esse valor de saturagdo depende do tamanho do

11
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sistema. Se tracamos um grafico com os diferentes valores de W, em fungao do
tamanho do sistema (figura [2.6(a)]), notamos que o valor de saturagio cresce como

uma lei de poténcia, assim temos
Wiat(L) ~ L*, (2.10)

onde « é conhecido como expoente de rugosidade.

Assim como o valor de saturacao cresce com o tamanho do sistema, o tempo
de saturacao t, também aumenta. O método normalmente utilizado para estimar esse
valor foi ilustrado na figura[2.4 Basicamente é o tempo que o prolongamento do regime

de crescimento gastaria para alcancar o valor de saturacao. Analisando a dependéncia

de t, com L, figura [2.6(b), obtemos
ty ~ L7, (2.11)

onde z é conhecido como expoente dindmico.

T T T T T T T T T T %

T T T T T T Ty
\,
L]
\
L MR

\
\ =
L ]

\
Lol

T
L

Figura 2.6: Comportamentos tipicos:(a) da rugosidade de saturacao em fungao do tamanho
do sistema, (b) do tempo de saturacao em fungao do tamanho do sistema.

A saturacdo da rugosidade é consequéncia de um processo mais sutil que ocorre
na interface durante o crescimento. Esse pode ser explicitado notando que quando
o crescimento de um sitio depende de alguma forma dos seus vizinhos, existe uma

correlacdo entre as alturas da interface. A medida que as particulas vao sendo adi-

12
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cionadas, correlacoes se propagam pela superficie. Assim, existe um comprimento de
correlacao lateral () dentro do qual dois sitios podem ser ditos correlacionados. Esse

comprimento cresce de acordo com
&~ tY7. (2.12)

Quando & =~ L, o sistema se encontra completamente correlacionado. Assim, a
dindmica de cada sitio passa a estar relacionada com todos os demais, impedindo que
as flutuagoes em torno da média aumentem, por isso a rugosidade para de crescer.

Podemos achar uma relacao entre os expoentes «, 3 e z através de um raciocinio
bem simples. Se acompanharmos a evolucao da rugosidade, se nos aproximarmos
de t, pelo regime de crescimento temos W(L,t) ~ 2, ji pelo de saturagio temos
W(L,t) = Wy ~ L*. Dessa forma, no crossover teremos tﬁ ~ L, assim da eq.
concluimos que LP* ~ L%, logo

20 =«. (2.13)

2.3 Classes de universalidade na dinAmica de inter-
faces

Sistemas nos quais a dinamica envolve a evolugao de interfaces sao onipresentes
na natureza. Esse tipo de fenémeno pode ser encontrado nas mais distintas escalas.
Desde sistemas muito grandes, como processos de erosao de terrenos e montanhas, até
sistemas muito pequenos, como deposicao de filmes finos. Dessa forma, é evidente que
esses sistemas sao produzidos pelos mais complexos e distintos mecanismos fundamen-
tais. No entanto, como ja dito, apesar das grandes diferencas entre esses sistemas,
nota-se que sistemas muito distintos podem apresentar propriedades estatisticas sim-
ilares. Essas semelhancas sugerem que podemos agrupar os sistemas em classes de
universalidade. A definicao mais comum de classe de universalidade diz que sistemas
que possuem o mesmo conjunto de expoentes criticos pertencem a mesma classe de uni-

versalidade. No entanto, as semelhancas nao param nesses expoentes, dentro de uma

13
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mesma classe encontraremos universalidade em diversas propriedades, por exemplo,
nas distribuigoes de alturas [11)44], distribui¢oes de extremos [45/46| e distribuigao de
rugosidade [47/48|. Além disso, essas semelhangas também sugerem que as dinamicas
de sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade podem ser modeladas por
uma mesma equacao estocastica. Cada equacao, assim como as classes de universal-
idade, possui os principais mecanismos e simetrias envolvidas no tipo de interface as
quais ela esta relacionada.

Nesta secao, vamos discutir trés classes de universalidade: deposicao aleatoria
(RD), Edwards-Wilkinson (EW) e Kardar-Parisi-Zhang(KPZ). Apesar de nossos prin-
cipais resultados estarem relacionados a classe KPZ, é til discutir essas outras classes
para introduzir de forma gradual alguns dos mecanismos envolvidos na dinamica de
interfaces. Discutiremos as distribuicoes de alturas separadamente na proxima secao,

onde utilizaremos de diversos conceitos introduzidos aqui.

2.3.1 Equagoes estocasticas e principios de simetria

Equacoes estocasticas sao formulacoes matematicas que aparecem em diversos
problemas da fisica e areas afins. No contexto de superficies, essas formulacoes sao
propostas para descrever a dinamica de interfaces. Esta modelagem ¢ feita no limite
continuo, para tamanhos de sistema e tempos muito grandes. Normalmente utiliza-se
equacoes do tipo Langevin com ruido aditivo nessa modelagem. De maneira geral, esse
tipo de equacao é dada por

On(Z, 1)

S = G(h(@,0),2.0) + (1), (2.14)

onde h(Z,t) é um processo estocastico, que no nosso caso sao as alturas da interface,
G(h(Z,t),Z,t) € uma fungdo que representa todos os termos deterministicos da equagao

e n(Z,t) é um ruido branco responsavel pela aleatoriedade no sistema, sendo que

M@y =0 e (2.15)
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(n(Z, (@, ) = 2D6% (T — &)6(t —t') , (2.16)

onde D é uma constante que mede a intensidade do ruido, § é a funcao delta de Dirac
e d é a dimensao do substrato. A primeira relacao nos diz que esse ruido nao altera a
altura média, e a segunda que ele é totalmente descorrelacionado.

Voltando a equagao [2.14] o termo G(h(Z,t), Z,t) determina as simetrias e as leis
de conservacao que o processo de crescimento ird satisfazer. Assim, a construcao da
equacao estocastica é feita representando em forma diferencial o tipo de processo de
relaxacao que é relevante na superficie. As simetrias que normalmente sao satisfeitas

pelas interfaces sao:

1. Invariancia sobre translacoes espaco-temporais (¥ — Z + a,t — t + b), ou seja,
a interface seria independente da escolha da origem (2g,to) do nosso sistema de

coordenadas. Essa simetria impede que G seja funcao explicita de 7 ou t.

2. Simetria sobre translacao na direcdo de crescimento. Anélogo ao caso anterior,
a interface seria independente da escolha da origem na medida da altura. Essa

simetria impede que G dependa explicitamente de h.

3. Simetria sobre rotagao em torno da direcao de crescimento. Uma rotacao especi-
fica seria tal que ¥ — —Z, ela faria com que a derivada 0h/0(—x) = —0h/Ox.
Assim nesse sistema girado a equacao teria sinais diferentes. Dessa forma, a
simetria sobre rotagoes exige que GG dependa de derivadas de ordem par de h ou
derivadas de ordem impar elevadas a uma poténcia par, por exemplo, V"h ou

(Vh)"™ com n par.

4. Invariancia das propriedades estatisticas sobre transformacoes de escala
anisotropicas, como as da pagina [0, Essa simetria exige que as estruturas for-

madas sejam auto-afins.

Sobre as leis de conservacao, dependendo do sistema, as particulas que chegam
ao agregado podem se organizar de forma que a evolucao da altura média seja maior

que o fluxo médio de particulas, ou menor caso algumas das particulas nao se agreguem
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a interface. Na forma mateméatica, um sistema conservativo é tal que

1 L1 Ly
— / Gd'Z = F, (2.17)
L 0 0

onde F é o fluxo médio de particulas e a integracao é feita sobre as d dimensoes do
sistema. Um sistema que satisfaga essa equagdo possuira 0(h)/0t = F, ou seja, a
cada unidade de tempo a altura média aumenta de um valor igual ao fluxo médio de

particulas.

2.3.2 Deposicao aleatéria (RD)

Esta classe de universalidade é o modelo mais simples que podemos imaginar.
Nela temos interfaces que sao completamente descorrelacionadas, ou seja, o crescimento
em um local é independente de sua vizinhanca. Dessa forma, como dissemos na pagina
as rugosidades das interfaces dessa classe de universalidade nunca saturam, sendo
assim nao teremos os expoentes « e z bem definidos.

Um modelo discreto que exemplifica essa classe seria o seguinte: em uma rede
discreta com L sitios, escolhemos aleatoriamente um desses sitios e adicionamos uma
particula a ele. Como o crescimento de um sitio é completamente independente de seus
vizinhos, fica evidente que nao havera propagacao de correlagoes na superficie, por isso
as rugosidades das interfaces produzidas nunca saturam.

Pensando na equacao estocastica relacionada a essa classe de universalidade,
se exigimos que a equagao satisfaga as simetrias da sec¢ao anterior, G(h(Z,t),Z,t) fica
restrito a derivadas espaciais de ordem par de h ou derivadas de ordem impar elevadas a
uma poténcia par. No entanto, colocar derivadas espaciais no termo G seria dizer que,
de alguma forma, o crescimento em um ponto da interface depende da sua vizinhanca.
Dessa forma, a equacao para essa classe é

OR(Z, 1)

=F T 2.1

lembrando que F é o nimero médio de particulas por sitio que chegam ao substrato
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em uma unidade de tempo.
Por causa da simplicidade dessa equacao, podemos facilmente calcular o ex-

poente de crescimento. Integrando no tempo, teremos

t
WF,t) = Ft + / n(@, )t (2.19)
0
tirando a média espacial
t
a0y = Fe+ [ @ (2.20)
0
usando a eqf2.15| resulta em
(h(Z,t)) = Ft. (2.21)

Agora, elevando a eq)2.19  ao quadrado e usando as equacoes e temos
(R*(7,t)) = F*t* + 2Dt . (2.22)

A rugosidade serd dada por

W = /(h?) — (h)2 = V2Dt . (2.23)

Assim o expoente de crescimento sera = 1/2.

2.3.3 A classe de Edwards—Wilkinson(EW)

Essa classe foi proposta por Edwards e Wilkinson [49|, incluindo um termo
relacionado a tensdo superficial da interface na equacao [2.18 Esse termo tende a
redistribuir o material na interface de forma a suavizd-la. Primeiro vamos obter a
equacao estocéstica através de argumentos de simetria e depois analisaremos em detalhe
o efeito dessa tensao superficial.

A equacdo de Edwards-Wilkinson (EW) pode ser obtida exigindo mais uma
simetria além das discutidas na pagina [I5 Adicionando a invariancia sobre reflexdo

em torno da altura média, ou seja, simetria sob a transformacgao h — —h no referencial
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que se desloca junto a altura média. Essa transformacao leva Oh/0t — —0h/0t, por
isso precisamos que G — —G@, que proibe a existéncia de termos (Vh)" com n par,
sobrando apenas V"h com n par. A equacdao mais simples que ird satisfazer essas

condicoes sera
OMZ,Y) _ vVh +n(Z,t) (2.24)
ot
onde v é um parametro da equacao, ou seja, varia de acordo com as individualidades de
cada sistema. O fluxo médio de particulas F' nao aparece pois estamos no referencial
da altura média.

Como ja foi adiantado, o termo vV2h representa a tensao superficial na in-
terface. Esse termo redistribui o material na superficie de maneira conservativa, nao
modificando o valor da altura média. A intensidade desse efeito esta relacionada ao
parametro v, ou seja, esse parametro relaciona a equacgao estocastica a cada sistema
em particular. Na figura apresentamos um exemplo unidimensional do efeito desse

termo sobre um vale da interface. Note como ele tende a suavizar a interface, dimin-

uindo a profundidade e aumentando a largura do vale.

F T T T T T T T

1,21 ]

1 — -]
0.6- — d*h/dx”

! -~ h(x) + d’h/dx’
041 s
0,21 —

0 | \/l\/ |
0 50 100 150

Figura 2.7: Efeito do termo ¥V?h sobre um vale em uma interface unidimensional. Uti-
lizamos v = 8 nessa ilustragao.

Por causa da simplicidade da equacao EW, os expoentes criticos podem ser cal-
culados facilmente. Isso pode ser feito resolvendo diretamente a equacao via uma

transformada de Fourier no espago e no tempo, como feito na referéncia [6|. No entanto,
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¢ muito mais simples utilizar o fato de que as interfaces produzidas pela equacao EW
sao invariantes sobre uma transformacao de escala anisotropica apropriada, ou seja,

sao estruturas auto-afins. Dessa forma, fazemos
T—T7=b, h—=N=0bh e t—t =bt, (2.25)

onde b é um fator de escala.
O efeito dessas transformacoes de escala sobre o ruido 1 pode ser identificado

através da defini¢ao lembrando que §%(aZ) = a~%§(F), assim teremos
(n(bz, b t)n(ba, b*t')) = 2Db~ ) 5d(7 — #)o(t — ') . (2.26)

Dessa forma, depois das transformacoes [2.25 a equacao [2.24] se torna

On(i, 1)

e OHED) _ ca iz (2.27)
que dividindo por b*~* resulta em
Oh(Z,t
f;; N R Ry (2.28)

A auto-afinidade exige que os resultados dessa equacao sejam os mesmos que os da
2.24] assim os expoentes de b devem se anular. Se usarmos também a relagao entre os

expoentes vamos obter

e f=""2C (2.29)

Esses sao os expoentes de escala relacionados a classe EW. Note que eles dependem do

numero de dimensoes d da interface.
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2.3.4 A classe de Kardar—Parisi-Zhang(KPZ)

O modelo continuo, ou equagao estocastica, associado a esta classe foi proposto
por Kardar, Parisi e Zhang [34]. Nesse trabalho, eles adicionaram um termo a equagao
EW que ¢ responsavel por um crescimento localmente normal a interface. Esse
termo modela, por exemplo, sistemas nos quais as particulas tendem a se agregar no
ponto onde elas tocam a interface.

A equacao mais simples que satisfaz as simetrias da pagina [15] ou seja, quebra
a simetria (h — —h) da classe EW, é dada por

On(T,1)

A
BT PR 2 ~
s vV*h + 2(Vh) +n(Z,t), (2.30)

onde A é um parametro relacionado a intensidade do efeito causado pelo termo nao-
linear. Como ja foi dito, o termo %(Vh)2 é responsavel por um crescimento localmente
normal & interface, assim, aparece uma componente lateral no crescimento da superfi-
cie. Esse termo causa um crescimento nao conservativo, relacionado a um excesso ou
reducao, dependendo do sinal de A, na taxa de aumento da interface. A contribuicao
desse termo ¢ dita nao conservativa por modificar a dinamica da altura média. Na
figura mostramos o efeito do termo nao-linear sobre um vale da interface. Note
como fica evidente a componente lateral que aparece no crescimento, como o vale fica
mais estreito com as descidas mais ingremes.

Por causa da nao-linearidade da equacao KPZ, ela nao possui solucao analitica
conhecida. Além disso, os expoentes nao podem ser calculados através de transfor-
macoes de escala, como foi feito para EW. Isso porque os parametros v, A e D nao
renormalizam de forma independente, ficando acoplados apés a transformacao, o que
leva a trés equacoes inconsistentes para dois dos expoentes. No entanto, para uma
dimensao, os expoentes podem ser obtidos através do grupo de renormalizacao, como
¢ feito na referéncia [34]. Esse tratamento leva a a« = 1/2, = 1/3 e z = 3/2. Re-
sultados numeéricos apontam que para duas dimensoes os expoentes sao: a = 0,38,

Br0,24ez~1,67 [6126)29).
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Figura 2.8: Efeito do termo %(Vh)2 sobre um vale de uma interface unidimensional.

Utilizamos A = 100 nessa ilustragao.

2.4 Distribuicoes de alturas

Quando definimos as classes de universalidade, foi dito que interfaces cujas
dinamicas sao regidas pelos mesmos expoentes criticos pertencem a mesma classe.
No entanto, as leis de escala da rugosidade nao sao as tnicas propriedades estatisti-
cas universais no crescimento de interfaces. Dentre outras, as distribuicoes de altura
(HD’s)—(height distribution) das interfaces também apresentam universalidade e, assim,
podem ser utilizadas para classifica-las.

Como o proprio nome sugere, a HD é uma densidade de probabilidade, ou seja,
¢ uma fungao p(h) onde p(h)dh é a probabilidade de encontrarmos uma altura entre h
e h+dh. Para deixar mais claro o que se espera dessas distribui¢oes, vamos analisa-las
para as trés classes que introduzimos na secao passada.

Iniciando pela classe RD, consideramos um modelo discreto onde temos uma
rede de L sitios, cuja interface é gerada sorteando sitios aleatoriamente e adicionando
uma unidade a sua altura. Analisando uma coluna da interface, a probabilidade da
altura ser h é igual a probabilidade do sitio correspondente ser sorteado h vezes dentro
do ntimero total N de particulas depositadas. Sendo 1/L a probabilidade do sitio de

interesse ser sorteado e 1 — 1/L a probabilidade dele nao ser, podemos notar que p(h)
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serd uma distribuicao binomial, logo

)= ey @h (?) (2.31)

No limite em que N — oo, que é basicamente ¢t — 0o, podemos mostrar que essa
distribuicao tende para uma gaussiana. Essa demonstracao é feita no apéndice 1.

Seguindo os calculos desse apéndice temos que essa distribuicao para a classe RD é

prp(h) = \/;—mexp (#) : (2.32)

Independentemente da classe de universalidade, a amplitude da variancia e a

dada por

taxa de aumento da altura média dependem dos parametros das equacgoes estocasticas
e, assim, assumem diferentes valores para cada sistema em particular. Dessa forma,
para comparar distribui¢oes obtidas em tempos diferentes, ou sistemas distintos, é mais
interessante reescala-las para média nula e variancia unitaria. Essa transformacao ir&
colapsar as distribui¢des de diferentes sistemas (pertencentes a uma mesma classe) em
uma curva universal, que é uma caracteristica intrinseca da classe de universalidade.
Dessa forma, é mais interessante estudar as HD’s reescaladas pela seguinte transfor-

macao:
h = (h)

p(h) — p'(h) =Wp(h) e h—h' = "

(2.33)

O calculo para a classe EW pode ser encontrado na referéncia [39]. E a HD
também ¢é gaussiana. Inicialmente a evolugao da distribuicao é andloga a da classe RD,
no entanto, quando a rugosidade da interface satura, a variancia da distribuicao para
de aumentar. Essa HD continuaré a se deslocar por causa da evolucao da altura média,
mas com largura fixa apos a saturacao.

Antes de discutirmos as HD’s da classe KPZ, vamos apresentar o modelo PNG
(Polynuclear Growth model), porque ele foi importante no célculos exato dessas dis-
tribuicoes. Uma das idealizagoes iniciais desse modelo pode ser encontrada na refer-
éncia [40], e seu algoritmo para simulagoes de Monte Carlo pode ser encontrado na

referéncia [41]. Nesse modelo, ilhas sdo nucleadas a uma taxa J, por sitio da rede, em
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2.4 Distribuicoes de alturas

posicoes aleatorias. As ilhas comecam com raio nulo e se expandem com uma veloci-
dade radial v. Tanto a taxa de crescimento quanto a de nucleacao sao independentes
do tempo e da posicao na interface. Quando duas ilhas se encontram elas coalescem,
formando uma unica ilha maior. Na figura [2.9] ilustramos a forma de crescimento

desse modelo em uma dimensao.

h(z,t) ¢

Figura 2.9: Ilustracdo da regra de crescimento do modelo PNG. A seta vertical indica a
posi¢ao de uma ilha recém nucleada. Figura extraida de [42].

E possivel utilizar o modelo PNG para produzir interfaces curvas. Para isso
basta iniciar o crescimento com uma nucleacao na origem e s6 fazer novas nucleagoes
sobre a regiao compreendida por essa primeira ilha. Interfaces geradas dessa maneira

tem a forma de uma gota. Um exemplo de é apresentado na figura [2.10]

h(z,t)

Figura 2.10: Superficie produzida pelo modelo PNG na forma de gota. Figura extraida
de [42].

Para a classe KPZ, por causa da nao-linearidade da equacao estocastica, obter
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2.4 Distribuicoes de alturas

HD é uma tarefa muito complexa. Um dos primeiros passos nesse sentido foi dado
por Johansson [43|, que calculou analiticamente a distribuigao assintotica de um mod-
elo similar ao Single-Step (apresentado na se¢io [4.2.3). O autor mostrou que essa
distribuicao converge para a distribuicao Tracy-Widom do maior auto valor do ensem-
ble gaussiano unitario (GUE-Gaussian unitary ensemble), que é uma distribui¢ao da
teoria de matrizes aleatorias. Pouco depois, Prihofer e Spohn [11/44] conseguiram
calcular a distribui¢do do modelo PNG na forma plana (fig. e na de gota (fig.
. Eles mostraram que, ao contrario do expoente de crescimento, que é indepen-
dente da curvatura, a HD da classe KPZ depende da geometria da interface. No caso
plano, essa HD esta relacionada ao ensemble gaussiano ortogonal (GOE-Gaussian or-
thogonal ensemble), e no caso curvo ao ensemble gaussiano unitario (GUE). Assim, a
classe de universalidade KPZ se divide em subclasses com propriedades dependentes
da geometria da interface.

Podemos escrever as alturas de uma superficie da classe KPZ como
h(z,t) = vt + sig( V) (Tt) x (2.34)

onde sig(A) = 4+1 ou — 1 nos da o sinal de A (na eq. [2.30), ve € I' sdo parametros
nao-universais (dependentes do modelo), enquanto x é uma variavel aleatoria dada por
uma distribuicao universal e § é o expoente de crescimento. O primeiro termo do lado
direito representa uma parcela deterministica dominante no aumento da altura média.
J& o segundo é um termo aleatoério relacionado as flutuagoes presentes na interface.
Neste termo, x é dada pela GOE ou GUE, dependendo da geometria, e I' ¢ uma
constante relacionada a amplitude dessas flutuacoes.

No caso plano unidimensional, ap6s a saturagao da rugosidade a HD da classe
KPZ sofre um crossover de GOE para uma gaussiana [6]. Assim, a HD passa a ser
simétrica apoOs a saturacao, ou seja, a interface passa a ter simetria sob reflexao em
torno da altura média, como na classe EW.

Esses resultados analiticos sobre a divisao da classe KPZ em plano e curvo foram

confirmados experimentalmente na referéncia [50451]. Isso foi feito utilizando eletro
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2.4 Distribuicoes de alturas

conveccao de cristal liquido nematico. Confinando esse cristal liquido em uma regiao
estreita entre dois planos e aplicando uma tensao alternada no sistema, ele apresenta
duas fases turbulentas, sendo uma metaestavel e a outra estavel. O experimento iniciava
com o cristal liquido na fase metaestavel e, entao, era aplicada uma perturbacao que o
fazia transitar para a fase estdvel. Como esses estados espalham luz de forma diferente,
é possivel registrar a evolucao da interface que separa as duas fases. Mais detalhes
sobre esse experimento podem ser encontrados na referéncia [52|. A interface obtida é
curva se a perturbacao for aplicada a um tnico ponto, e plana caso aplicada em uma
linha. Além de encontrarem os expoentes da classe KPZ, os autores mostram que nesse
sistema as HD’s sao consistentes com a equacao . Na figura mostramos a

comparacao dos resultados experimentais com os analiticos.

0.3
wn
R
§ X ok
= 0.2 %
3 B kT
ERNE ¢y
B 0.1 [ B T & .
g 8~ o GUE kurt.
< o *
0 X
0 20 40 60
rescaled height % t(s)
(a) (b)

Figura 2.11: (a) Distribui¢ao de alturas da eletro-convec¢ao de cristais liquidos comparadas
com as previsoes tedricas. A curva tracejada é a GUE e a pontilhada a GOE. Os simbolos
preenchidos azuis e vermelhos foram obtidos para interfaces circulares com tempos ¢ = 10s
e t = 30s respectivamente. Ja os simbolos ndo preenchidos azuis e purpuros foram obtidos
para crescimentos planos com tempos ¢t = 20s e ¢ = 60s respectivamente. Figura extraida
de [51]. (b) Grafico da skewness (circulos) e curtose (cruzes) do crescimento curvo (azul)
e plano (vermelho). O Grafico mostra que a diferenca entre as distribui¢oes em (a) é um
deslocamento na média, pois a skewness e a curtose convergem para os resultados analiticos
de [11].

Apesar da skewness e da curtose das distribui¢oes em [2.11(a)| concordarem
com a previsao tedrica, como podemos ver na figura [2.11(b), podemos observar que

os resultados experimentais se encontram ligeiramente deslocados em relacao as curvas
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2.4 Distribuicoes de alturas

teoricas. Como mostrado na referéncia [51], essa diferenca no valor médio decai com
t=1/3. Esse deslocamento também foi encontrado em simulagdes [53] e na solucdo da
equagao KPZ [54]. Tsso sugere o acréscimo de termos relacionados a corregdes na eq.

Alves et al. |35] propuseram a equagao:
h(x,t) = voot +sig A\ (Tt)Px +n+ 7 +... (2.35)

onde 1 e ( podem ser variaveis aleatorias ou deterministicas. O 7 aparece devido a um
deslocamento na média da distribuicao, ou seja, na média das alturas. Vale ressaltar
que esse 1) ndo é o ruido branco que aparece nas equagoes estocasticas da segao 2.3l O
segundo termo acrescentado esta relacionado ao tempo de convergéncia dos momentos
da distribuicdo, sem alterar os seus valores assintéticos. As reticéncias no final da
equagao representam outras correcoes que convergem para zero mais rapido que t=7.

Todos esses resultados relacionados as HD’s da classe KPZ foram obtidos para o
caso unidimensional. Em duas dimensoes nao existem resultados analiticos relacionados
as distribuigoes de alturas. No entanto, resultados numéricos [26-28| sugerem que
uma equacao similar a funciona bem em sistemas bidimensionais. Nesse caso, 0s
parametros v, e I' sdo diferentes do caso unidimensional. Além disso, a distribuicao
analoga ao y da também ¢é diferente das distribui¢oes Tracy-Widom. No entanto,
assim como em uma dimensao, y depende da geometria da interface.

E dificil quantificar as diferencas entre distribuicdes analisando apenas a curva
de p(h) por h. Por isso é interessante estudar as distribuicoes através de seus cumu-

lantes. O momento de ordem n de uma distribuigao de alturas p(h) é dado por

(h") = %Z hy o (2.36)

Os cumulantes da distribuicao podem ser escritos como combinacoes lineares dos mo-
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2.4 Distribuicoes de alturas

mentos [55]. Até o cumulante de quarta ordem tem-se:

) (
(h*)e = (B*)—(h)* ; (2.37)
) (h*) = 3(h*)(h) +2(h)* ;

) (

W) — 4(h7) (k) — 3(h*)* + 12(h*)(h)* — 6(h)*

E possivel definir diversas razoes adimensionais desses cumulantes. Trés delas
sao especialmente interessantes: a curtose K, o coeficiente de assimetria .S, ou skewness,

e uma razao entre os dois primeiros cumulantes R. Essas grandezas sao definidas por

(h)e

R = <h2>1/2 ’ <h2>:cs/2 <h2>z .

(2.38)

Em distribuicoes simétricas, S = 0, a média é igual a moda, onde este tltimo é
o valor mais provavel da distribuicao. Nos casos em que S > 0, a moda é menor que
a média, e a cauda do lado direito tende a zero mais devagar que a do lado esquerdo.

Quando S < 0 acontece o contrario. Ilustramos isso na figura [2.12]

moda

p(x) média mcl>da

Figura 2.12: Skewness de distribuicoes assimétricas.

A curtose nos da informagdo sobre o peso das caudas da distribuicao. Como
a distribuicao é normalizada, quanto maior o peso das caudas mais estreito é o pico.
Quando K > 0 temos um pico mais estreito e caudas mais pesadas que uma gaussiana,
e quando K < 0 ocorre o contrario. Isso é ilustrado na figura [2.13]

Os valores dos primeiros cumulantes da distribuicao de alturas da classe KPZ em

uma e duas dimensoes estao resumidos na tabela Os valores para uma dimensao
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2.4 Distribuicoes de alturas

K=0

Figura 2.13: Representacao qualitativa da curtose.

foram extraidos da referéncia [11], para duas dimensoes tiramos a média dos valores

obtidos para os diferentes modelos planos [26] e curvos |[27] estudados.

GOE GUE Plano 2d Curvo 2d
(X)e -0,76007 -1,77109 -0,75(6) -2,3(7)
(X% e 0,62805 0,81320 0,24(2) 0,33(2)
S 0,2935 0,2241 0,423(8) 0,33(2)
K 0,1652 0,09345 0,34(1) 0,212(9)

Tabela 2.1: Valores das HD’s plana e curva da classe KPZ em uma e duas dimensdes.

Para finalizar esta secao, vamos ressaltar como a subdivisao da classe KPZ
é propicia para nosso trabalho. Como foi dito na introducao, substratos crescentes
tém sido utilizados como aproximagoes de interfaces curvas. Estamos interessados
em avaliar se esses dominios crescentes sao de fato uma boa aproximacao. Como a
distribuicao de alturas da classe KPZ depende da geometria, nessa classe podemos
estudar a HD do dominio crescente para verificar se ela é consistente com a HD curva
ou da plana. Com isso, podemos também determinar se a curvatura global é, ou nao,

o fator principal na producao de diferentes distribuicoes
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Capitulo 3

Interfaces curvas e a aproximacao de

dominios crescentes

Vamos comegar este capitulo discutindo interfaces curvas. Iremos discutir suas
principais caracteristicas e diferencas em relagao ao caso plano. Além disso, vamos
apontar as dificuldades que aparecem nessa geometria, tanto do ponto de vista analitico
quanto computacional. Feito isso, vamos introduzir os dominios crescentes. Iremos
apresentar onde eles foram usados como uma aproximag¢ao para 0 €caso Curvo e resumir

alguns dos principais resultados sobre o assunto.

3.1 Crescimento de interfaces curvas

Diversos fen6menos naturais envolvem a dinamica de interfaces curvas. Cresci-
mentos com essa geometria sao especialmente comuns em sistemas biolégicos. Exem-
plos que poderiamos citar seriam: colonias de bactérias, tumores e fungos [4,5.56].

Quando comparamos superficies curvas com planas notamos duas diferencas
principais. A primeira é que em sistemas curvos a interface aumenta com o tempo.
No caso unidimensional por exemplo, sempre que o raio do agregado cresce de uma
unidade o perimetro da interface cresce de 2m. A outra diferenca é a curvatura em si.
As derivadas espaciais nas equacoes estocasticas relacionam a dinamica de um ponto

com a sua vizinhanca. Uma curvatura global na interface altera o resultado dessas
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3.1 Crescimento de interfaces curvas

derivadas espaciais, o que muda toda a dinamica do sistema.

Da mesma maneira que é feito em crescimentos planos, podemos classificar in-
terfaces curvas através dos expoentes criticos que regem a dinamica da rugosidade.
Porém, ao contrario dos sistemas planos, nos curvos a rugosidade nao satura. Isso
porque a interface aumenta com o tempo. Apesar das correlagoes se propagarem pelo
sistema, o crescimento deste impede que toda a superficie fique correlacionada. Assim,
existe apenas o regime de crescimento, onde a rugosidade escala com t°, sendo o ex-
poente 3 igual ao encontrado no caso plano. Mais detalhes sobre esse assunto serao
tratados na secao

Estudar analiticamente interfaces curvas geralmente é mais dificil do que o caso
plano. Isso porque além das derivadas ficarem mais complexas quando escritas em
coordenadas curvilineas, a propria representacao dos efeitos é mais complicada, como
a tensdo superficial, por exemplo [57]. Para ilustrar esse fato podemos analisar a

equagao KPZ unidimensional que, de acordo com [29/58| se torna

OR _ QPR _Q | 1 (83)2 n(8,t)

on _ SO (% UIGLN 1
o wmor rTV|'Tawe\ae) | T R (3:1)

onde 2 e U sdo os parametros da equacao, escritos com outras letras para frisar que
nao sao os mesmos valores do caso plano. Essa equacao ¢ claramente mais dificil de
trabalhar que a KPZ plana, eq. [2.30] pois o termo relacionado a derivada segunda,
que era linear no caso plano, passa a ser nao-linear.

Existe uma controvérsia em relagao a aplicabilidade da analise de escala, na
forma desenvolvida para interfaces planas, em casos curvos. De acordo com [29], a
analise de escala é desenvolvida sobre as hipoteses de que a interface pode ser descrita
por um referencial euclidiano e que ela nao muda de tamanho durante a dinamica do
sistema. Nesse mesmo trabalho, Escudero mostra que para a deposigao aleatoria (RD)
na geometria curva, em uma dimensao a rugosidade em tempos muito longos vai para
W = (In(t))*®, e que para duas ou mais dimensdes a superficie se torna plana porque
os ruidos se tornam irrelevantes. Esses resultados causaram uma razoavel discussao

[30,31], além de contradizer resultados anteriores [32]. Dessa forma, a aplicabilidade
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3.1 Crescimento de interfaces curvas

da analise de escala tradicional a crescimentos curvos é um problema em aberto na
dinadmica de interfaces.

Interfaces curvas também sao mais dificeis de lidar em simulacao. Como ex-
emplo, vamos tomar o modelo de Eden [10]. Esse modelo foi proposto para simular
o desenvolvimento de uma cultura de células e consiste em, iniciando com uma se-
mente na origem numa rede quadrada bidimensional, crescer o agregado adicionando
aleatoriamente particulas a sua vizinhanga (borda). O agregado gerado por esse mod-
elo é anisotropico, devido ao fato de determinadas direcoes crescerem mais rapido que
outras. Esse efeito é um reflexo da anisotropia da prépria rede quadrada. Na figura
B.1] apresentamos um exemplo de interface obtida pelo modelo de Eden, onde pode-
mos notar que o perimetro lembra um losango, nao uma circunferéncia. Essa forma

anisotropica traz problemas no estudo da dinamica da rugosidade [15].

*é i
W il

}
i, i
limﬂiliNﬁ"i!zinif’“ﬁd

Figura 3.1: Meédia de nove perimetros obtidos com a versdo A do modelo de Eden (ver
defini¢do em [14]). Cada perimetro foi crescido até quatro milhdes de particulas. Extraida
de [14].

A forma anisotropica é causada pelo crescimento na direcao da rede ser mais
rapido, pois, por exemplo, quando se sorteia um vizinho da semente, apenas quatro
direcoes de crescimento sao possiveis, as diagonais ficam dependentes de um segundo
sorteio para crescerem. Essa diferenca na velocidade, lembrando da equacao [2.34] nos
indica que 0 v,, deve variar angularmente. O I' também deve ser funcao do angulo,

pois nas direcoes da rede os raios sao maiores que o raio médio e nas diagonais os
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3.1 Crescimento de interfaces curvas

raios sao menores, onde essa diferenca em relagao ao circulo de raio médio deve levar
a um [’ maior e, entre essas regioes, temos intersecoes do perimetro do agregado com
o circulo, onde o I' deve ser menor. Dessa forma, quando estudamos a distribuicao dos
raios do modelo de Eden devemos nos limitar a direcoes especificas da rede, isso para
garantir que estamos estudando pontos com os mesmos valores nos parametros nao
universais. Esse problema prejudica muito a estatistica, pois utilizamos poucos pontos
por agregado crescido, exigindo um grande nimero de amostras para obter resultados
razoaveis. Além disso, temos um grande desperdicio de recursos computacionais, pois
a maior parte da interface é simplesmente descartada.

Uma forma de contornar esse problema é implementando o crescimento fora de
rede. Ainda considerando o modelo de Eden, podemos utilizar o algoritmo introduzido
em |17] como exemplo. Nesse algoritmo as particulas sao discos com didmetro a que sdo
acrescentadas a um plano de crescimento. Iniciando com uma semente, o crescimento
é feito sorteando uma particula do perimetro do agregado e acrescentando uma nova
particula a sua vizinhanca, que é colocada tocando a borda da que foi sorteada. A
particula é adicionada em uma direcao aleatéria, contanto que ela nao se sobreponha a

outras ja existentes. Um exemplo de agregado gerado por esse algoritmo é apresentado

na figura [3.2

Figura 3.2: Agregado com seis mil particulas gerado com o modelo de Eden fora da rede.
O perimetro esta realcado em vermelho. Extraida de [59).
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Existem diversas formas de se implementar crescimentos fora da rede, outras
opgoes para Eden podem ser encontradas em [16418|. No entanto, podemos dizer que,
de maneira geral, a simulacao de crescimentos fora da rede é mais complicada. Isso
porque os algoritmos se tornam cada vez mais complexos a medida que aumentamos as
dimensoes da interface. Além disso, normalmente esse tipo de crescimento exige mais
operacgoes computacionais por particula a ser acrescentada, fazendo que o crescimento
de agregados grandes demandem muito tempo de computacao.

Todas essas complicagoes envolvendo o estudo em geometria curva motivaram
uma tentativa de simplificar esse problema. Como dissemos, interfaces curvas possuem
perimetros crescentes e curvaturas globais. A aproximacao que tem sido proposta
consiste em descartar a curvatura e considerar sistemas planos com interfaces que
crescem lateralmente. Na proxima secao vamos discutir os resultados ja alcancados

nesse assunto.

3.2 Dominios crescentes

Os primeiros resultados sobre dominios crescentes podem ser encontrados em
[21]. Nesse trabalho, os autores estudaram o modelo de Eden em sistemas planos que
crescem lateralmente de acordo com uma lei de poténcia. O crescimento lateral ocorre

de forma deterministica fazendo a seguinte comparacao:

L<Ly (%) (3.2)

onde L é o tamanho instantaneo do sistema, Lo o tamanho inicial, N é o nimero de
particulas depositadas e a define a taxa de crescimento L ~ at® L. Se a condicao da
equacao for satisfeita, uma coluna do agregado sorteada e duplicada, a nova coluna
é adicionada ao lado da original.

A escala da rugosidade desse modelo é afetada pelo valor de a. Se a > 1/z, onde
z & o expoente dinamico, existe apenas um regime no qual a rugosidade cresce com t°,
onde 3 é o expoente de crescimento, ou seja, ela nunca satura. Isso porque a propagagao

das correlacoes é mais lenta que o crescimento do sistema e, assim, ele nunca fica
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3.2 Dominios crescentes

completamente correlacionado. Por outro lado, se a < 1/z, em algum momento havera
um crossover desse regime de crescimento usual para outro cuja rugosidade cresce com
aca, onde a é 0 expoente da rugosidade. Isso ocorre porque, apesar das correlacoes ja
terem se espalhado pela superficie, a rugosidade nao satura porque o sistema continua
crescendo. Assim, a rugosidade passa a escalar como W (L,t — oo) ~ L% mas, como
L ~ t* temos W ~ t*. A figura mostra o resultado para a = 0.2 em diferentes
tamanhos iniciais do sistema. A primeira reta é uma lei de poténcia com expoente

B1 = 0.33. Apos a transicao a lei de poténcia se torna f; = 0.1 = aa.

bR | RELLALLL HLELLRLLY | ALY | LY | MR LY

10
N
=
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1 | ul | 1 M |
10' 10° 10°
<h>
Figura 3.3:  Dinamica da rugosidade para o modelo de |21] com a = 0.2 e diferentes

tamanhos iniciais. Quadrados sdo para Lg = 128, circulos Lo = 64, tridangulos Lo = 32 e
losangos Lo = 8. A reta sélida tem inclinagdo 51 = 0.33 e a reta tracejada S = 0.1. Extraido
de [21].

Posteriormente, partes desses resultados foram obtidos analiticamente por Es-
cudero [19|, considerando uma equagao geral com um operador difusdo de ordem (,
que para KPZ e EW é de ordem dois. Escudero mostra que se a > 1/ a superficie
nunca satura, como foi obtido em |[21]. No entanto, para a < 1/(, o autor apenas con-
clui que a interface se torna completamente correlacionada, sem obter a lei de escala

presente nos resultados de [21].
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A discussao em relacao a aplicabilidade da analise de escala tradicional & inter-
faces curvas volta & tona com o trabalho de Masoudi et al. [20]. Esses autores fizeram
calculos analiticos para geometria curva em uma dimensao que contradizem os resul-
tados de Escudero, mostrando a validade da analise de escala usual. Para corroborar
seus resultados analiticos, eles apresentam também resultados numéricos onde a analise
de escala funciona bem. No entanto, as simulacoes deles nao sao de sistemas compro-
vadamente curvos, mas na verdade tratam-se de dominios crescentes. Dessa forma, a
principio, nao ha relagao direta entre seus resultados analiticos e as simulacoes.

No algoritmo utilizado em [20], foi considerado um substrato plano e modelos
discretos ja conhecidos, sendo eles os modelos RDSR [37] e RSOS 38|, das classes
EW e KPZ respectivamente. Em cada unidade de tempo, inicialmente deposita-se
um numero de particulas igual ao tamanho lateral da rede. Feito isso, a unidade de
tempo termina apds seis colunas serem adicionadas ao substrato de maneira igualmente
espacada. Para definir o valor dessas alturas a serem adicionadas, a distribuicao de
alturas da interface é construida, e nela sao sorteados os valores das alturas, esse sorteio
é refeito se uma altura nao satisfaz as restricoes do modelo. A inclusao das colunas de
forma deterministica no final das unidades de tempo é bem distinta de um agregado
verdadeiramente curvo, pois assim como seu raio cresce aleatoriamente, o perimetro
da interface também deve seguir uma dinamica estocastica. Além disso, as superficies
produzidas por esse modelo nao possuem curvatura global e, assim, esse algoritmo é na
verdade um dominio crescente, nao necessariamente seguindo a mesma dinamica que
sistemas curvos.

Pelas discussoes apresentadas nessa secao, fica evidente que seria interessante
estudar mais a fundo modelos de crescimento sobre substratos que aumentam lateral-
mente e determinar se essa aproximacao, de fato, produz interfaces consistentes com o

Caso curvo.
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Capitulo 4

Modelos discretos para o crescimento

lateral e vertical da interface

Neste capitulo apresentaremos os modelos utilizados no nosso trabalho. Vamos
iniciar discutindo o crescimento lateral da interface, descrevendo o modelo que nos
utilizamos para dominios crescentes. Depois apresentaremos as regras de agregacao de

cada modelo estudado.

4.1 Crescimento lateral do substrato

Nos definimos um modelo com algoritmo parecido aos de [20,21], porém mais
estocéstico. No nosso modelo, as deposicoes e o crescimento do substrato acontecem

simultaneamente, e de forma aleatoéria. O algoritmo que definimos é o seguinte:

e Definimos uma taxa de crescimento constante igual a d, que sera o numero médio

de colunas adicionadas a rede por unidade de tempo.

e Comecamos com um substrato de tamanho Ly = 9, ou seja, definimos o tamanho

inicial igual ao modulo da velocidade de crescimento lateral v, = 9.

e Definimos uma probabilidade para cada evento que pode ocorrer na superficie.

)

Fazemos P, = —L_ ser a probabilidade de se depositar uma particula e P, = S

L+9d

a do substrato crescer lateralmente.
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4.1 Crescimento lateral do substrato

e O crescimento lateral é feito duplicando uma coluna escolhida aleatoriamente. A

nova coluna é adicionada a direita da sorteada.

1

e A cada evento o tempo ¢ incrementado de Al = .

Assim, em cada unidade
de tempo, é depositado, em média, um nimero de particulas igual ao tamanho

médio do substrato nesse intervalo, e duplicadas d colunas em média.

Figura 4.1: Tlustragdo do modelo para o crescimento lateral do substrato.

O substrato cresce com uma taxa constante porque, considerando um cresci-
mento curvo, se o raio cresce com uma taxa constante, por exemplo, R = vt, o
perimetro P = 2rR = 2nvt também crescera com uma taxa fixa. Como as alturas
no nosso modelo crescem com 9;h = v + SIPP 1y, que é aproximadamente constante
em tempos grandes, uma taxa de crescimento lateral constante é o mais natural.

Sobre o tamanho inicial do sistema, nos escolhemos Ly = ¢ porque é o menor
tamanho onde havera um nimero apreciavel de deposicoes, pois se Ly < 0 na primeira
unidade de tempo praticamente s6 ocorreriam duplicagoes. Escolhemos o tamanho
inicial dessa forma porque notamos que esse parametro possui um efeito importante
na dinamica das distribui¢oes de alturas. Se o tamanho inicial for muito grande, as
HD’s KPZ tendem inicialmente para GOE (plano) e depois convergem para a GUE.

Discutiremos esse crossover em detalhe na secao
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4.1 Crescimento lateral do substrato
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Figura 4.2: Comparacio da escala da rugosidade para deposicdo balistica em substratos
crescentes de acordo com o nosso modelo (pontos pretos) e o de [20] (pontos vermelhos).

Quando testamos o algoritmo de [20] no modelo de deposigao balistica em d =
14 1, definido na secao [4.3] que nao possui restricoes de altura, obtivemos expoentes
de crescimento muito distantes do § = 1/3 da classe KPZ. No entanto, se apenas
duplicamos as colunas, como foi feito em [21], o expoente fica muito mais proximo,
como mostrado na figura [4.2] Tsso ocorre porque ao acrescentar um sitio com uma
altura qualquer da HD da interface, pode acontecer dessa nova coluna possuir altura
muito diferente dos seus vizinhos. Uma coluna com altura muito maior que os vizinhos,
por exemplo, produzird o crescimento lateral de uma estrutura sombreando toda sua
extensao. Isso deve introduzir fortes correlacoes de escala no sistema.

No modelo RSOS utilizado em [20], as diferencas de altura sao no méximo +1.
Para uma coluna ser adicionada, ela deve satisfazer essa condicao, por isso os resultados
de [20] nao possuem o problema que encontramos na deposi¢ao balistica. Porém, um
problema dos modelos com restricao de altura é que o tempo de computacao pode
ser muito grande, pois podem ser necessarios varios sorteios até que uma coluna que
satisfaca a restricao seja encontrada.

Por causa das consideragoes anteriores, no nosso algoritmo a adigao de colunas
é feita duplicando lateralmente a altura de um sitio escolhido aleatoriamente, como é

feito em [21].
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4.2 Modelos discretos da classe KPZ

Diferentemente dos modelos de [20,21], aqui implementamos a dinamica da
forma mais estocastica possivel, para nao introduzimos correlagoes adicionais no sis-
tema. Para tanto, definimos o tempo de forma a garantir que, em média, dentro de uma
unidade de tempo, o colunas fossem duplicadas e que L particulas fossem depositadas.

Nos também estudamos sistemas bidimensionais com uma variante do modelo
proposto. Para isso tivemos que fazer uma simples generaliza¢do, ao invés de dupli-
carmos um sitio, como na rede unidimensional, passamos a duplicar uma linha ou
coluna inteira de sitios. Assim, vamos ter trés eventos possiveis na rede: depositar

uma particula, duplicar uma linha ou uma coluna. Entao, foi necessario redefinir as

L1Lo

Tl a5 onde

probabilidades. A chance de haver uma deposi¢ao continua sendo P, =
Ly e Ly sao os lados do substrato e 0 é a velocidade de crescimento em cada direcao,
ou seja, o numero médio de colunas (ou linhas) que serdo duplicadas por unidade de

tempo. Dividimos igualmente a probabilidade de duplicacao entre linhas e colunas,

assim ambas sao P, = Py = m. [lustramos essa generalizacao na figura .
p Ll po__ 0
Ak e 1 97 L L,+ 26 W2 L L, + 28
Lils + 28 ﬂ n
o) — LW
P =575 | W
= b p— — o / | E
' ' Ay | 4
e’ 1 — 1 7l
7z —= A Vyp =0
Y 1V 1Y o /

Vi :y

Figura 4.3: Generalizagao do modelo para interfaces bidimensionais.
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4.2 Modelos discretos da classe KPZ

4.2 Modelos discretos da classe KPZ

Nesta secao vamos apresentar as regras de agregacao de todos os modelos que
estudamos. Como estamos interessados na distribuicao de alturas da classe KPZ, todos
os modelos dessa se¢ao pertencem a essa classe. NOs vamos apresentar apenas as regras

unidimensionais dos modelos, pois sua generalizacao para duas dimensoes ¢ imediata.

4.2.1 Restricted solid on solid (RS0OS)

Esse modelo foi proposto por Kim e Kosterlitz [38]. A regra consiste em re-
stringir as diferencas de altura da superficie, o que é feito definindo um parametro M
como a maior diferenga de altura permitida entre sitios primeiros vizinhos. Iniciando
com um substrato liso de tamanho L, o crescimento transcorre tentando se depositar
L particulas por unidade de tempo em sitios sorteados aleatoriamente. Se a deposicao
de uma particula ird4 produzir diferenca de altura maior que M, a particula é rejeitada.

A recusa de particulas nesse modelo é responsavel pelo excesso de velocidade
caracteristico da classe KPZ. Nesse caso, em vez de um crescimento normal a interface,
existe uma recusa a crescimento em porcoes inclinadas da interface. Essa reducao
é equivalente a um X negativo na equacao KPZ (eq. . Dessa forma, a taxa de
crescimento da altura média é menor que o fluxo de particulas e, assim, o excesso de
velocidade é negativo.

Quando a restrigao de altura é feita igual a um, o modelo RSOS ¢é o que possui
correcoes mais fracas dentre os dessa classe. Por isso ele é o modelo discreto mais
utilizado para representar a classe KPZ. Todos os graficos da se¢ao foram feitos

utilizando esse modelo.

Em uma dimensao, os parametros nao universais desse modelo foram obtidos
numericamente em [35]. Sendo v, = 0,419030(3), I' = 0,252(1) e (n) = —0,32(4).
Também existem resultados numeéricos para duas dimensées que, de acordo com [26],

SA0: Vs = 0,31270, I' = 0,66144 e (n) = —0,5(1). Esses tltimos resultados nao

possuem barras de erro porque o autor calculou apenas o valor médio.
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4.2 Modelos discretos da classe KPZ

Figura 4.4: Tlustragdo da regra de crescimento do modelo RSOS com restricao M = 1.

4.2.2 Ftching

Esse modelo foi proposto por Melo et. al em [25]. Nele o crescimento inicia
com um substrato liso de tamanho L, onde deposita-se L particulas por unidade de
tempo em sitios sorteados aleatoriamente. Ao depositar uma particula em um sitio 4
da rede, analisa-se as alturas dos sitios primeiros vizinhos, o sitio que possuir altura
menor que h(i) — 1 devera ser crescido até esse valor.

A regra de crescimento desse modelo ¢ ilustrada na figura [£.5] Nesse modelo
as alturas do depésito crescem de um valor maior que o nimero total de particulas
adicionadas ao sistema, o que deixa bem claro a presenca de um excesso de velocidade.
Relacionando com a equacao KPZ (eq. [2.30]), esse crescimento extra estaria associado

a um A\ positivo, ao contrario do modelo RSOS.

Figura 4.5: Tlustragdo da regra de crescimento do modelo de Etching.
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4.2 Modelos discretos da classe KPZ

Para duas dimensoes, os parametros nao universais desse modelo foram calcu-
lados em [28]. Foi encontrado vy, = 3,3340(1), (I')?({x) = —2,348(3) e () = 0,6(1).
Nesse trabalho os autores nao calcularam explicitamente o valor de I' por nao haver
calculos analiticos da distribuicao de alturas em duas dimensoes.

Nos nao encontramos na literatura resultados para os parametros nao universais
em uma dimensdo. Para estima-los, nos crescemos superficies com 2% sitios até um
tempo final de t = 5 x 103. No total, foram utilizadas 250 amostras para a realizacao
da estatistica. Para obter v,, nés derivamos a equacao [2.34] em relacao ao tempo, que

resulta em
% = Voo + BT 1Y) (4.1)
Dessa forma, se tragamos um grafico de 9h/0t em fungao de t°~! devemos obter uma
reta, como mostrado na figura . Extrapolando essa reta para t — co obtemos o
valor v, = 2,13995(8).
Para obtermos o valor de I' nés isolamos o termo I'?#°~1. Na figura

8t hfvoo
B{x)

uma lei de poténcia na regiao de tempos grandes, onde as correcoes devem estar mais

tracamos um gréfico de em funcao de t. Para determinar o valor de I" ajustamos

proximas de zero. O resultado que obtivemos foi I' = 4,90(9).

Etching

2,135\ 1

Etching

3T T T T

d<h>/dt
\
!

o

2,12 ° . |
I . 0.01¢ 3
L L L L L L L L hd L ]

L L bl PR
,
o 10 1000
t

Figura 4.6: (a) Grafico utilizado na estimativa do valor de vy. Esse valor foi obtido extra-
polando diversos ajustes realizados na regiao de t=2/3 pequenos. (b) Estimativa do valor de
I'. Para isso diversas leis de poténcia foram ajustadas na regiao de tempos grandes.
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4.2 Modelos discretos da classe KPZ

4.2.3 Single-step

A defini¢ao desse modelo pode ser encontrada em [24]. Esse modelo é de certa
forma similar ao RSOS com M = 1, por também produzir superficies bem suaves e
com correcoes relativamente fracas. Nele, as diferencas de altura sao sempre iguais
a um, o que difere do RSOS que permite alturas iguais. Nesse modelo, comecamos
com um substrato que tenha a menor rugosidade e satisfaca a condicao de diferencas
de altura sempre igual a um, ou seja, sitios de altura um e zero alternados em todo
o substrato. As particulas desse modelo sao dimeros verticais e sdo aceitas apenas

quando depositadas em minimos locais. A regra de crescimento é ilustrada na figura

4.7

Figura 4.7: llustragdo da regra de crescimento do modelo Single-step

Esse modelo é similar ao RSOS no sentido de nao depositar em porg¢oes incli-
nadas da interface, e assim temos uma recusa a crescimento lateral. Como no RSOS,
o A ¢ negativo relacionado a um excesso de velocidade que reduz a evolucao da altura
meédia.

A exigéncia de que as diferengas de altura sejam sempre iguais a 1 nos impede
de aplicar a regra de crescimento lateral do substrato na forma como definimos na
secao [L.I] Isso porque ao duplicar uma coluna criamos uma diferenca de altura nula
na superficie. Para continuar satisfazendo a condicao do Single-step, nos temos que

duplicar duas colunas, a sorteada e a de seu vizinho esquerdo, como ilustrado na figura
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4.3 Outros modelos

[4.8] Dessa maneira, a velocidade de crescimento lateral passa a ser v,, = 29.

Figura 4.8: Regra de crescimento lateral do substrato para o modelo de Single-step.

Para uma dimensao, esse modelo pode ser mapeado no problema de uma rede
linear com particulas de spin meio. Através dessa mudanca de representacao, os
parametros nao universais foram calculados analiticamente em [63], onde foi obtido
Uso = 1/2 e I' = 1/2. Para duas dimensoes, esses parametros foram determinados nu-

mericamente em [28], sendo v, = 0, 341368(3), (T')?(x) = —0,881(1) e (n) = —0,6(1).

4.3 Outros modelos

Nesta secao, vamos apenas definir a regra de crescimento de dois modelos que
foram utilizados em alguns testes que realizamos. Um deles é o modelo de deposicao
balistica, que pertence a classe KPZ. Nele, a particula se agrega exatamente na posicao
em que toca a interface. Na rede, se depositamos uma particula no sitio i, teremos
h(i) = maz[h(i—1), h(i)+ 1, h(i+1)], como mostrado na figura [4.9 Mais informagoes
sobre esse modelo podem ser encontradas em [6,60,61].

O segundo modelo que vamos definir é o de Family, que é pertencente a classe
EW. Nesse modelo, a particula recém depositada pode difundir lateralmente caso os
vizinhos do sitio selecionado tenham alturas menores. Ela se agregara na posicao de

menor altura entre os seus vizinhos e a coluna de incidéncia 7. Se as alturas dos
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4.3 Outros modelos

Figura 4.9: llustracdo da regra de crescimento do modelo de deposigao balistica.

vizinhos forem iguais e menores que h;, um sorteio é realizado para definir em qual
sitio a particula se agrega, como mostrado na figura |4.10, Mais informacoes sobre esse

modelo podem ser encontradas em [6,62].

L

7L

Figura 4.10: Tlustracdo da regra de crescimento do modelo de Family.
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Capitulo 5

Resultados em uma dimensao

Neste capitulo vamos apresentar os resultados das nossas simulacoes de dominios
crescentes em uma dimensao. Como dito no capitulo passado, estudamos os modelos de
Etching, RSOS e Single-step. Para cada modelo, crescemos superficies com velocidades
laterais v,, = 6,12,20 e 100 colunas por unidade de tempo. Para cada velocidade,
crescemos entre dez mil e vinte mil amostras. Na primeira se¢ao vamos mostrar os
expoentes de crescimento obtidos iniciando o substrato com tamanho Ly = v,. Em
seguida vamos discutir a distribuigao de altura desses modelos em substratos crescentes.
Depois vamos discutir como as duplicagoes produzem as correcoes logaritmicas que
aparecem nesses crescimentos. Por tltimo,vamos mostrar o efeito do tamanho inicial

do substrato, que produz um crossover de GOE para GUE quando L é muito grande.

5.1 Expoente de crescimento

Conforme discutido no capitulo em trabalhos anteriores considerando sub-
stratos crescentes [20,21], o foco principal foi o expoente de crescimento. Noés anal-
isamos a evolucao temporal do expoente de crescimento efetivo, obtido calculando a
derivada da curva de In W por Int. Dessa forma, temos expoentes efetivos que depen-
dem do tempo. Na figura apresentamos tais expoentes para o modelo RSOS em
substratos que aumentam lateralmente. Nesse grafico, podemos notar que a convergén-

cia do expoente de crescimento depende da velocidade lateral, ou seja, as correcoes de
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5.2 Distribuicao de altura

escala dependem de v,. Esse comportamento ¢ similar no modelo Single-step. No
modelo de Ftching a convergéncia do expoente também depende da velocidade lateral,
porém de uma maneira diferente como pode ser notado na figura . No entanto,
para todas as velocidades e todos os modelos notamos que o expoente converge para
f = 1/3 em tempos longos. Dessa forma, o expoente de crescimento desses sistemas
que crescem lateralmente continuam consistentes com a classe KPZ, como também foi

encontrado em [20421].

RSOS Etching
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Figura 5.1: Expoente de crescimento dos modelos (a) RSOS e (b) FEiching para diferentes
velocidades laterais. As linhas tracejada sdo correspondentes a 8 = 1/3.

5.2 Distribuicoes de alturas

Vamos iniciar a nossa discussao sobre as distribuicoes de alturas dos dominios
crescentes apresentando os nossos resultados para skewness e curtose. Vamos repetir

aqui a equacao [2.35| para facilitar a leitura, sendo ela
h(x,t) = Voot +sig A\ (Tt)Px +n+ 77+ . (5.1)

Obter a relacao entre a skewness da distribuicao de altura e a da variavel y é simples,
pois 0 termo v.t, € demais termos deterministicos, da equacao se cancelam no

calculo dos cumulantes de ordem maior que um. Assim, como pode ser facilmente
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5.2 Distribuicao de altura

mostrado, o termo dominante nesses cumulantes ¢ (h"). = (I't)"?(x"). +... . Quando

calculamos a skewness temos

_ e _ 0Pt 0
77 (232 T (TP 3+ ... )32 T (y2)2? o (5.2)

Dessa forma, a relacao entre a skewness da HD e a da distribuicao da variavel x é

direta. Um célculo analogo mostra que o mesmo ¢ valido para a curtose.

Nas figuras [5.2(a)le [5.2(b)| apresentamos a dinamica da skewness e a da cur-

tose para o modelo Single-step em substratos crescentes. Esses graficos mostram que
tanto a skewness quanto a curtose sao muito mais proximas da GUE (curvo) do que
da GOE. Essas curvas deixam evidente que no regime assintotico (t — o00), esses cu-
mulantes tendem para GUE. Além disso, a convergéncia dessas grandezas depende da
velocidade de crescimento lateral. Analisando esses graficos fica evidente que, na gama
de valores que estudamos, quanto maior a velocidade lateral mais rapido a distribuicao

se aproxima da GUE. Esse comportamento se repete nos modelos RSOS e Etching.

Single-step Single-step
T T T T T T T 7 02F T T T T T T T T T ]
03 4 GOE
: i - GUE
i ZSOE | ] i o v,=100[ |
o v, =100 V=20
20,26+ . v =20 - © [ A v =12
B v 0.1
= a v =12 el g
> | - w = mml!xxxxvmm)mococa
Z S O e . 1
022F ; N e |
0,18 PR R P P R o L 1 L 1 1 1 ]
0 0,002 0,004 0,006 0 0,002 0,004
(2B B

(a) (b)

Figura 5.2: Graficos da (a) Skewness e da (b) Curtose em funcao de t=27 da distribuicio de
alturas do modelo Single-step em substratos que crescem lateralmente.

A dinamica da skewness e a da curtose nos permite afirmar que o segundo,
terceiro e o quarto cumulantes da distribuicao de alturas tendem assintoticamente para
a distribuicao do caso curvo. A analise do primeiro cumulante é um pouco mais traba-

lhosa, pois todos os termos da equagao sao relevantes. Para estudar esse cumulante
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5.2 Distribuicao de altura

vamos usar os mesmos parametros v, e I' que foram calculados para os substratos com
tamanho fixo. A coeréncia dos calculos que vamos realizar nessa secao evidencia que
esses parametros de fato nao mudam, caso contrario, efeitos analogos aos que vamos
discutir no proximo paragrafo ocorreriam em todas as analises que realizassemos. Na

secao .3 vamos discutir mais sobre a invaridncia desses parametros.

Etching v =20

Etching v _=20

il T T T ————
O’IT ° 0,1 |
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t t
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Figura 5.3: Calculo da corregiao ¢t~%~! usando a média da (a) GOE e da (b) GUE.

Considerando que v, e I sdo os mesmos, para estudar a (h) precisamos obter
1 e (. Podemos eliminar o n tirando a média e derivando a equagao [5.1 o que resulta

Ofh(z,1))

e sig( A\ BT ) — ¢t (5.3)

Dessa forma, podemos calcular o valor de ¢ se soubermos o valor de (x). Como o
termo sig(\)SIPtP~1(x) tende a zero muito mais lentamente que a correcao (t~771, se
utilizarmos um valor errado na (x) vamos obter uma curva relacionada a diferenca entre
esse valor e o correto. Isolando o termo (t~771, se utilizamos a média da GOE, como
na figura [5.3(a)] obtemos uma funcio que decai com ¢~%4. No entanto, —0.64 ~ —1,
que é a lei de potencia do termo que multiplica (x), logo, a média da GOE néo é o valor
correto. Por outro lado, se utilizarmos o valor da média da GUE, como na figura ,

obtemos uma curva que decai mais rapido que tﬁfl. Dessa forma, podemos dizer que o

primeiro cumulante da distribui¢cao de altura também converge assintoticamente para

I'Note que se o valor de I fosse diferente, continuariamos tendo uma curva que decai aproximada-
mente com ¢,
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5.2 Distribuicao de altura

o caso curvo. Além disso, a derivada da correcao decai aproximadamente com ¢!, ou
seja, temos que (¢t~ — (Int na equacio [5.11 Esse logaritmo apareceu em todas as
velocidades laterais dos modelos que estudamos. Assim, obtemos que as alturas desses

substratos que crescem lateralmente sao dada por
h(x,t) = vaot +sig \)(Tt)Px +n+CInt +... . (5.4)

Os valores ( obtidos para os modelos RSOS, Etching e Single-step sao apre-

sentados nos graficos [5.4(a), [5.4(b) e [5.4(c)| respectivamente. Como esses gréficos

mostram, para cada modelo, ( nao depende muito da velocidade lateral, esse valor é

aproximadamente constante dentro das barras de erro.

RSOS Etching
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Figura 5.4: Graficos de ¢ para as diferentes velocidades dos modelos (a) RSOS, (b) Etching
e (c) Single-step.

Podemos confirmar a presenca desse logaritmo tentando calcular o deslocamento
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5.2 Distribuicao de altura

(n) da distribuicao. Para isso isolamos esse termo da seguinte forma

(h) — vt —CInt

= (55)

Na figura tracamos o gréfico de (n)/(I't)? sem considerar a correcao logaritmica
(Int. Analisando essa curva em escala logaritmica fica evidente que ela nao segue uma
lei de poténcia bem definida, impossibilitando o célculo de (n). Porém, se consider-
amos o termo ( Int, como em , obtemos uma curva que decai aproximadamente
com t~?, que & consistente com (n)/(I't)?, o que nos permite calcular os desvio na
distribuicao. Dessa forma, o logaritmo de fato faz parte da equacdo que descreve as

alturas da interface.

RSOS v,=20 RSOS v, =20
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Figura 5.5: Calculo do desvio da distribuicao (a) sem considerar o (Int, e em (b) con-
siderando essa correcao.

Nos calculamos o valor desse desvio para as diferentes velocidades laterais dos

modelos que estudamos, apresentamos esses valores nos graficos [5.6(a)], [5.6(b)|e [5.6(c)|

Assim como (, esses graficos mostram que () também nao varia significativamente com
a velocidade.

Como j4 ficou implicito pela notacao que utilizamos até aqui, ( é uma variavel
deterministica e n ¢ uma variavel aleatéria. Para explicitar a natureza dessas variaveis,

consideramos a equacao para calcular o segundo cumulante da distribuicao de
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5.2 Distribuicao de altura

Etching
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Figura 5.6: Graficos de (n) para as diferentes velocidades dos modelos (a) RSOS, (b) Etching
e (c) Single-step.

alturas, o que resulta em
(B e = (TP (XD e+ (D) e + (el t+ ... (5.6)

onde supomos que nao existe correlacao entre as variaveis y, n e (. Para mostrar que

¢ ¢ deterministico, derivamos essa equacao e manipulamos para obter

Op(h?), — 2BT2P¢2=1(\2) = 2<<2>61n7t +... . (5.7)

Na figura , tracamos um grafico da fun¢ao do lado esquerdo da equacao anterior,

usando (x?). da GUE. Como essa figura deixa claro, essa curva tende a zero muito mais
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5.2 Distribuicao de altura

rapido que Int/t, logo, a variancia de ¢ é nula e, assim, ela é uma variavel deterministica.

Com relagao a 7, voltamos na equacao e isolamos (n?).. Na figura ,
tragamos um grafico de (n®), + ... em fungao de . Apesar dessa curva nao nos
permitir calcular o valor de (n?)., o fato dela ndo tender a zero mostra que (n?). #
0, ou seja, n ¢ uma variavel aleatoria. Como termos deterministicos se anulam na
equacao , a variacao temporal da curva em mostra que existem corregoes
estocasticas de ordem superior no tempo. Além disso, essas correcoes de ordem superior
devem ser funcao da velocidade de crescimento lateral, pois elas seriam responsaveis

pela convergéncia da distribuicao de altura depender dessa velocidade, como as figuras

b.2(a)le [5.2(b)| mostram.

RSOS v_=20 RSOS v, =20
‘ 0,4
L 0,0008F ]
Nd—l [ °
N/\o L _ N/;
v I Y
20,0004 ] 8
= * S 02
N = — '
s i A
Né | v
< L ]
el
. 0

-0,0004 = . . I . I .
0 0 10000 20000
t

Figura 5.7: (a) Grafico que mostra o carater deterministico de . (b) Curva que mostra a
existéncia de corregoes de ordem maior em e que (n?). # 0.

A rigor, nao podemos dizer que (Int é uma correcdo, pois esse termo diverge
quando t — oco. No entanto, ele é sempre muito menor que os termos vt e (I't)?y.
Dessa forma, podemos dizer que ( Int representa uma espécie de correcao forte causada
pela duplicacao das colunas. Na secao vamos comentar mais sobre esse logaritmo
e suas origens.

E intrigante, de certa forma, que as distribuicoes de alturas dos dominios cres-
centes de fato convirjam para o caso curvo. A interface é plana nesses modelos que
estudamos, nao h& curvatura global, o substrato apenas cresce lateralmente. Quando

consideramos que uma interface curva é basicamente composta por um perimetro cres-
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

cente e uma curvatura global, a primeira vista a curvatura é a componente mais car-
acterfstica. Na proxima se¢ao vamos deixar claro o que causa a mudanga Xgoe — Xgue

nos sistemas de substrato crescente.

5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

Transicdes  A{h) A(l?zh) A((ﬁh)z)

Al ™ [ [[] A>Aa 0 0 0
—1 11 1 1 1
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1 1 1

C — bwmp | 5 cC>D,D S - = - =
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Figura 5.8: Representacao dos efeitos das duplicacoes sobre as principais caracteristicas
da rede.

Vamos iniciar a nossa discussao considerando a figura [5.8, onde consideramos
todos os tipos de vizinhancas que podem existir para um sitio do modelo RSOS em
d = 141. Na verdade, existem mais trés tipos de sitios, porém eles sao apenas reflexoes
em torno do sitio central dos tipos D, E e F', assim, para simplificar, consideramos
que esses trés tipos também representam suas reflexdes. Estamos interessados em
identificar o que muda nessas pequenas porcoes da interface quando duplicamos os sitios
destacados em azul. Na coluna intitulada Transicoes estamos mostrando que tipos de

sitios sao produzidos quando ocorre uma duplicacao. Por exemplo, na tltima linha
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

temos F' — D, E, que significa que ao duplicarmos um sitio do tipo F’ ele se transforma
em um sitio do tipo D e produz um outro sitio do tipo E. Nas colunas seguintes
mostramos como vérias propriedades superficiais sao alteradas pela duplicacao.

Na coluna A(h) mostramos como a duplicacdo muda localmente a altura meédia,
ou seja, a altura média do conjunto de trés, ou quatro sitios. Para ilustrar, vamos con-
siderar a segunda linha. Tomando a altura mais baixa igual a zero, antes da duplicacao
a altura média desses trés sitios é 1/3, apos a duplicagao temos quatro sitios com altura
média 1/2. Para calcularmos o efeito total das duplicagdes sobre a altura média, nao
basta simplesmente somar essa coluna, isso porque esses sitios nao aparecem na rede
com mesma frequéncia, ou probabilidade. A figura mostra com que probabili-
dade cada tipo de sitio é encontrado na rede de tamanho fixo (curvas tracejadas) e na
crescente (linhas solidas). Note como os sitios do tipo F' se tornam menos frequentes
quando fazemos as duplicacoes, entao, a probabilidade dos demais sitios deve aumen-
tar. A figura deixa claro que o maior aumento ocorre nos sitios sitios A, D e F,

que sao aqueles com vizinhos de mesma altura, como era de se esperar por se tratar de

duplicagoes.
202
S
2
=
N
o — p—
—
o
~ 1A
e C
0,1 -
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100 300
t

Figura 5.9: Gréafico com as probabilidades de cada tipo de sitio ser encontrado na rede. As
linhas tracejadas sao relacionadas a sistemas com tamanho fixo e as sélidas aos crescentes.
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

Analisando as diferencas de probabilidade entre o substrato de tamanho fixo e o
crescente, podemos verificar se havera acréscimo liquido na altura média causado pelas
duplicagoes. Como A e F' nao produzem A(h) as diferencas em suas probabilidades
nao é importante para a altura média. Os sitios do tipo B e C' quase nao alteram sua
probabilidade e, assim, também nao causarao nenhum efeito. Ja nos sitios D e FE, as
probabilidades mudam de uma quantidade aproximadamente igual. Como os A(h)’s
introduzido por eles possuem mesmo modulo, porém, sinais contrarios, tais duplicacoes
também nao devem causar efeitos liquidos.

Para confirmar que o efeito liquido das duplicacoes na média se anulam, nos
realizamos simulagoes registrando a variacao na altura média da interface causada por
cada duplicacao. Nesse caso estamos analisando a diferenca introduzida na interface
como um todo, e nao apenas no sitio duplicado e sua vizinhanca. Nos tiramos a
média entre diversas amostras do A(h) total introduzido por unidade de tempo. Como
podemos ver na figura [5.10] esses valores flutuam em torno de zero com amplitude que
rapidamente fica menor que 107%. Se calculamos a média total dessa curva no tempo, o
resultado é da ordem de 107, Esses resultados nos indicam que de fato o A(h) deve ser
zero. Pensando mais a fundo notamos que isso era de se esperar, pois ao sortearmos
colunas da rede para duplicar, noés estamos introduzindo alturas aleatoriamente de
acordo com a distribuicao de alturas, assim naturalmente a média dessas contribuigoes
coincide com a média da distribuicao. Dessa forma, podemos dizer que na média os
A(h)’s introduzidos pelas duplicagbes sao nulos.

Retornando a figura , na coluna A<§2h> analisamos o efeito das duplicagoes
sobre a média da derivada segunda. Nela calculamos a derivada segunda de forma
numérica em cada sitio azul, o que é feito considerando A%h/Ax? = h(z + 1) + h(z —
1) — 2h(z). Podemos repetir a mesma discussao sobre a variagao das probabilidades
dos sitios na rede, relacionada a figura [5.90 Novamente, as contribuigbes de D e
E., B e C, se anularam mutuamente. Para confirmar isso nds realizamos simulacgoes
que mostraram que (§2h> ¢ exatamente zero em todos os instantes de tempo, mesmo
apo6s cada deposicao ou duplicagao . Isso confirma que nao ha efeito liquido na derivada

92h

5.2 esta relacionada a curvatura da interface, esse resultado

segunda. Além disso, como
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes
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Figura 5.10: Meédia por unidade de tempo dos A(h) introduzidos pelas duplicagoes.

deixa claro que duplicagoes nao produzem uma curvatura global na rede. Esse resultado
é esperado do ponto de vista analitico, pois, como é trivial de se mostrar (apéndice
, qualquer fun¢ao suave com condicao de contorno periddica possui <§;—fﬁ> = 0.

Na tdltima coluna da figura [5.8] nos calculamos o efeito sobre a derivada primeira
ao quadrado. Para isso somamos o modulo das diferencas de altura e dividimos por
dois antes da duplicacao, pois estamos considerando o niimero de degraus possiveis,
e dividimos por trés apoés a duplicacao. Independentemente desses valores, todas as
contribui¢coes sao negativas, o que deixa evidente que haverd uma alteracao liquida
nessa grandeza. De fato, o grafico da figura mostra que o ((Vh)2) no substrato
crescente (quadrados) ¢ menor que no com tamanho fixo (circulos). Esse resultado
é de certa forma intuitivo, pois se consideramos uma curva continua que possui um
morro de altura Ah e largura Az, nesse caso continuo as duplicacoes seriam uma
espécie de alongamento no eixo horizontal. Antes desse alongamento teriamos Ah/Azx
e depois Ah/Ax’ com Az’ > Ax, logo Ah/Ax > Ah/Ax', o que evidencia a redugao

no gradiente médio.
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes
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Figura 5.11: (a) Grafico de ((VA)2) em funcio do tempo para substratos de tamanho fixo,
curva preta (circulos), e substratos crescentes, curva vermelha (quadrados). (b) Numero de
particulas depositadas dividido pelo niimero total de particulas que tentaram ser depositadas.
Cuva vermelha (quadrados) estd associada ao caso crescente e a preta (circulos) para sub-
stratos com tamanho fixo. A linha azul tracejada é o valor de v do modelo SOS.

Sendo a equacao estocastica da classe KPZ dada por

On(T,1)

A
_ 2 A 2 =
5 = YV hE (VR + (1), (5.8)

discutimos na se¢do [£.2.1 na qual introduzimos o modelo RSOS, que nesse modelo
0 A é negativo, o que reflete em uma recusa da deposi¢ao em porcoes inclinadas da
superficie. Dessa forma, a reducao do ((Vh)2) deve levar a um aumento na taxa de
deposicao de particulas. Na figura , apresentamos um grafico mostrando que
no substrato crescente (quadrados) a taxa de deposi¢do é maior que no substrato com
tamanho fixo (circulos). Assim notamos que as duplicagoes afetam a contribuicao do
termo nao-linear da equagao KPZ.

Conhecendo o efeito das duplicagoes sobre a interface, podemos mostrar de onde
vem a corre¢ao ¢ Int da equagao [5.4l Para isso, vamos considerar que em um instante de
tempo t o substrato tenha tamanho L, dado por um conjunto {S}, = {S1, S2,...,S.}

de sitios. Se nao houverem duplicagoes, teremos

(FW)f = 7 S (Fh)h = (5.9



5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

Porém, se duplicamos v, colunas no tempo ¢, um conjunto {S},, =

{SL+1,SL42, -+, SLtv, } sera introduzido no sistema e, dai,
. 1 . .
(VR = o D (VhE+ DY (V| . (5.10)
Yo \(sh (st

Se L>> v, entioY g, (Vh)3 ~ Y (g, (Vh)% & K. Definindo Vh = h; — hi_y,

temos que VA = 0 para todas as colunas adicionadas. Logo, Z{S}U (6/1)2 ~ 0. Entao,

- K > K
(Vh))E, ~ Lo~ (V) ) = T (5.11)
Podemos escrever
K _E =B (5.12)
Ltvw L 791 1+e) '
onde € = v,,/L. Se £ < 1, podemos expandir (1 +¢)~! e obter
K 9 Kuv,
a=—- (e+0(%) = ax T2 (5.13)
Logo,
K K v
~ (1 —’”) . 5.14
L+ vy, L ( L ( )
Como L = v, (t + 1), para t > 1 temos L ~ v,t e, assim,
N - 1
(S (TR (1 1) (.15
Finalmente, como
Oh) _ A arvava o Ay Al
—_ == h N — h - — 5.16
) = 20~ ST - (5.16)

onde i é um parametro que adicionamos porque a amplitude dessa correcao, por causa
das aproximacoes que fizemos, nao é simplesmente A. Assim, notamos que, de fato,

devemos ter uma correcao que escala com o logaritmo do tempo na equacao para as
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

alturas.

Até aqui analisamos apenas o modelo RSOS. No entanto, podemos confirmar
a consisténcia dessa discussao introduzindo os demais modelos. De acordo com o que
foi dito, como A do modelo Single-step é negativo, devemos ter um aumento na taxa
de deposicao desse modelo. Isso é confirmado pela figura [5.12(a), que mostra que a
altura média do substrato crescente (quadrados) aumenta ligeiramente mais rapido que
o caso com tamanho fixo (circulos). Ja o modelo de Etching possui A positivo, assim
a suavizagao causada pelas duplicacoes deve reduzir a taxa de crescimento, o que é
confirmado pela figura onde a altura média do sistema crescente (quadrados)
¢ menor que a do com tamanho fixo (circulos). Dessa forma notamos que a nossa

discussao é de fato consistente.

Single-step Etching

340 T T T T T T T T T T T

300

1200
A

<h>
<h

260

220 900 i

400 ' 550
t

Figura 5.12: Grafico de evolucao da altura média para os modelos (a) Single-step e (b)
Etching com substrato de tamanho fixo, curva preta, e substrato crescendo com velocidade
v, = 100, curva vermelha.

Agora que compreendemos os efeitos das duplicacoes sobre a superficie, vamos
considerar o termo ¢ Int da equagao [5.4] Como estamos discutindo a alteragdo na taxa
de crescimento, vamos analisar a derivada da equagao [5.4] que é

O{h(z,1))

e sig \) TP () + ¢t (5.17)

Como foi mostrado na secao ¢ possui sinal positivo para o modelo de

Etching e sinal negativo para os modelos Single-step e RSOS. O que parece contradizer
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

toda a discussao que fizemos nessa secao. No entanto, as duplicacoes fazem o termo
sig(A\)(Tt) X goe — Sig(T) X gue, sendo (X)goe = —0.76007 € {X)gue = —1.77109. Dessa
forma, sendo A positivo no modelo de FEtching, esse termo ficard mais negativo quando
duplicamos colunas. Como a correcdo (/t tende a zero mais rapido, podemos dizer
que esse termo ir4 amenizar a diferenca causada pela mudanca da distribuicao de GOE
para GUE. Para os modelos Single-step e RSOS, como tanto A quanto ¢ mudam de

sinal, é evidente que a conclusao sera analoga.

RSOS v, =20

0,41

0,391 4

...l0 L L L ..lbOO

Figura 5.13: Gréfico de 0 (h(z,t)) — sig(A\)BTP~1(x)goe do modelo RSOS em sub-
strato de tamanho fixo (circulos), 0y (h(z,t)) —sig(A) BTPP1(x) gue (triangulos) e O (h(z,t)) —
sig(\) BP9~ 1(x) gue — ¢/t (quadrados) no substrato crescendo com vy, = 20.

Tentando compreender mais a fundo o papel do termo (/t, consideremos um
crescimento RSOS em substrato que é plano inicialmente. Nos instantes iniciais, a
taxa de deposicao nao deve ser muito influenciada pelas duplicacoes, pois praticamente
todas as particulas sao aceitas, ja que existem poucas diferencas de altura na rede. Para
tempos grandes teremos a competicao entre dois efeitos. Um deles é que quanto maior
a rugosidade mais diferencas de alturas teremos na rede, e assim maior seria o efeito
das duplicagoes sobre a taxa de deposicao. No entanto, como nosso sistema é crescente,
quanto mais o tempo passa maior ¢ o tamanho lateral da superficie, tornando menos
relevante o efeito da duplicacdo de algumas colunas. Assim, apesar de ser mais dificil

fazer afirmacoes para tempos grandes, nos instantes iniciais a dindmica do sistema
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5.3 Efeitos das duplicacoes e origem das correcoes

crescente deveria ser similar a do sistema de tamanho fixo, ou seja,

sig(A\) BT () goe = sig(N) BT (X)) gue + ¢/t (5.18)

Para verificar se isso ¢ verdade, na figura tracamos os graficos de 0;(h(x,t)) —
sig(\)BTPtP~1(x) em funcdo do tempo para o caso que cresce (triangulos) e o que nio
cresce (circulos) usando (x)gue € (X)goe respectivamente. A curva vermelha (quadrados)
é o caso crescente considerando o termo (/t. Analisando a figura notamos que ela
corrobora com a aproximagcao Dessa forma, de fato a fungao do termo (/t é
amenizar, nos tempos iniciais, a diferenca causada pelo substrato crescente seguir a
distribuicao GUE ao invés da GOE.

Uma possibilidade que poderia ser considerada ¢ que ao invés da Xgoe — Xgues
quem sofre uma alteracdo ¢ o parametro I' indo de I' — I”. No entanto, como
mostramos na secao [5.2) o I' se cancela no célculo da skewness e no da curtose da
HD. Dessa forma, I" nao poderia ser responsavel pela convergéncia da skewness e da
curtose para a GUE. Assim concluimos que essa hipotese de que I' — I substituiria

Xgoe — Xgue ¢ falsa.

Family

1,015

d<h>/dt

0,985

|
10000

Figura 5.14: Taxa de crescimento da altura média do modelo de Family em substrato com
tamanho fixo (linha tracejada) e no crescente (curva sélida).

De acordo com a discussao desenvolvida nessa secao, o crescimento da superficie
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5.4 Crossover de GOE para GUE

afeta o (Vh)? de forma tal que a distribuicio de alturas da interface muda de GOE
para GUE. Para finalizar, apresentamos na figura [5.14] o resultado do crescimento
lateral de um modelo da classe EW, o modelo de Family, definido na se¢do [4.3] Nessa
figura a curva vermelha (solida) esta relacionada a A;(h) do substrato crescente e a
preta (linha tracejada) ao com tamanho fixo. Como nessa classe (ﬁh)2 nao afeta a
dinamica, as duplicagoes apenas introduzem flutuacoes na deriva da altura média, sem
alterar globalmente a evolugao da altura média. Como ja foi discutido, essas flutuagoes

vém das colunas acrescentadas nao possuirem altura igual & altura meédia.

5.4 Crossover de GOE para GUE

Nos resultados da secao anterior, utilizamos o tamanho inicial do substrato igual
ao nimero de colunas que eram duplicadas por unidade de tempo, como foi explicado
na segao Se estudamos a skewness e a curtose para diferentes tamanhos iniciais,
notamos que sua dinamica depende desse parametro. Na figura mostramos o
grafico da skewness e na o da curtose para diferentes tamanhos iniciais. No eixo
das abscissas, o tempo foi trocado pelo tamanho da interface dividido pelo tamanho
inicial, sendo L = Ly + v,t. Analisando essas curvas, podemos ver que para Lo >
Uy, as distribuicoes de alturas inicialmente se aproximam da GOE e depois tendem
assintoticamente para a GUE. Essas distribuicoes tenderem para a GOE inicialmente
era de certa forma esperado, pois em um substrato muito grande a duplicagao de
algumas colunas deve ter um efeito inicial pequeno sobre a média e demais cumulantes
da distribuicao. Porém, é interessante que mesmo para tamanhos iniciais muito grandes

essas distribuicoes tendam assintoticamente para a GUE em tempos longos.

Os graficos [5.15(a)| e [5.15(b)[ mostram que as curvas param de se aproximar

de GOE e comecam a se dirigir para GUE em L./Ly ~ 2, onde L, é o tamanho
de crossover. Sendo, L. = Lg + v,t., temos que o tempo de crossover escala com
te ~ Lo/v,. Assim, podemos minimizar esse tempo de crossover fazendo Ly = v,,.
Utilizar tamanhos menores faria com que na primeira unidade de tempo a probabilidade

de duplicar fosse maior que a de depositar. Assim, haveriam diversas duplicacoes de
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RSOS vW=20 RSOS vw=20
- q — . — —_—
° 4
5 |GOE 8x10 GOE
1 4x10
° 8x10 0,15+ f
0,28 - .
& 4x10* & . T(’;m
. [N < 210" ] @%
2 [ &, s 10t | Y @0, “ leO
§ S22 3 2 0.1k © 20
F s < 5x10°7) 4 EROS o R
2 t T ITCR v a1 S o e o o e m m m m  — —— — — GUE
%072475 et SR o0 0, ) 20 | Q ;F%W««WMMA“MMQAQAQAQAQAQAQAQAQA
| # Teea Jataa s e e t 2 e
e - - -|GUE 4 LA
L | L 1 L | L | L L - 1 n 1 " 1 L 1 L L 1
0.2 10 20 30 0 10 20 30
L, LL,
(a) (b)

Figura 5.15: Gréfico da (a) skewness e da (b) curtose para diferentes tamanhos iniciais. A
curva para Lo = 20 em funcdo de L/Ly nao ficaria visivel nessa escala, por isso ela estd em
fungao de t/640 nos dois graficos.

colunas iguais e, no final dessa primeira unidade de tempo, terfamos um substrato com
tamanho da ordem de v,, com poucas particulas depositadas, o que daria praticamente
no mesmo que iniciar com v,, sitios. Dessa forma, se utilizamos Ly, = v,,, minimizamos
o tempo de crossover, fazendo ele ser da ordem de uma unidade de tempo.
Analisando mais a fundo a figura [5.15(b)] notamos que as curvas de Ly =
5 x 103, 10* e 2 x 10* atravessam o valor da GUE, dando a impressiao que as curtoses
vao convergir para um valor menor que o da GUE. No entanto, na secao [5.2] nos
mostramos que a curva para Ly = 20 converge para a GUE no regime assintotico.
Assim, como a convergéncia desse cumulante exige um tempo muito maior que o tempo
de crossover, as curvas Ly = 5 x 103,10% e 2 x 10* devem se aproximar da com Ly = 20

e elas devem convergir juntas para a GUE.
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Capitulo 6

Resultados em duas dimensoes

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos para substratos crescentes
em duas dimensoes. Porém, como vimos no capitulo anterior, as analises dos resulta-
dos dependem dos parametros nao universais. Como alguns dos parametros que vamos
utilizar ainda nao foram obtidos na literatura, na primeira secao vamos apresentar os
calculos destes em duas dimensoes. Em seguida, vamos estudar os expoentes de cresci-
mento dos dominios crescentes bidimensionais. Feito isso, iremos apresentar nossos
resultados para a distribuicao de alturas. Como essas distribui¢oes nao foram calcu-
ladas analiticamente em duas dimensoes, n6s vamos utilizar nossos resultados para
estimar precisamente seus cumulantes. No6s também determinamos as correcoes em
duas dimensoes. Para finalizar, vamos mostrar como as discussoes da secao se
estendem para o caso bidimensional.

Todos os modelos foram estudados com cada lado crescendo com velocidades

UV = 2,4,6 e 10. Crescemos entre vinte mil e trinta mil amostras para cada velocidade.

6.1 Parametros nao universails

Quando calculamos as correcoes no capitulo anterior, fizemos uso dos parametros
nao universais v, € I'. Os valores de v, dos modelos que estudamos ja foram calculados,
em duas dimensoes, no trabalho [35]. Esses valores podem ser obtidos da mesma forma

que foi feito em uma dimensao (secao [4.2.2). No entanto, os valores de I' em duas
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6.1 Parametros nao universais

dimensoes sao mais dificeis de se obter, pois nesse caso nao conhecemos exatamente a
distribuigao da variavel x e, assim, a equagao [5.I] s6 nos permite obter os produtos
T (") e-

Nesta secao, vamos apresentar os resultados de diversas simulacoes que foram
necessarias para o calculo de I', em todas elas o substrato nao cresce lateralmente com
o tempo.

Para calcular os valores de I' n6s seguimos o mesmo procedimento utilizado
em [26] (explicacoes mais profundas sobre as equagdes que vamos utilizar podem ser

encontradas em [63,64,66]). O valor de I" pode ser calculado pela seguinte equagao
=AY\ | (6.1)

onde A é o coeficiente do termo nao-linear da equagao KPZ (12.30)), A é a amplitude das
correlacdes altura-altura no espaco de Fourier (|h(k)[2) = Ak?~2%. Dessa forma, para

calcular os valores de I', precisamos primeiro obter esses outros parametros.

RSOS

032F ‘ ‘ ‘ B

0,3

v(m)

0,28 i

Figura 6.1: Grafico da velocidade de crescimento em func¢io da inclinacao do substrato
para o modelo RSOS com L = 2048.

O X pode ser calculado manipulando o efeito do termo nao linear da equacao

KPZ [6465]. Se tiramos a média dessa equagdo no referencial estatico do substrato
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6.1 Parametros nao universais

temos

A [F -
AR 2 2 9
v + 57 O d?x(Vh)? (6.2)

onde chamamos (0;h) = v e F' é o fluxo médio de particulas por sitio. Como ja foi
discutido diversas vezes, o termo nao linear é responsavel por um crescimento normal
a superficie e a intensidade desse efeito é mensurada por . Dessa forma, se inserir-
mos artificialmente uma inclinagao global no substrato (6!1} = m, a velocidade de

crescimento deve ser alterada. De acordo com [6.2] teremos
Ao
v(m) =v(0) + S (6.3)

Assim, podemos ajustar uma parabola & curva de v(m) por m para obter o valor de
A. Na figura mostramos um grafico da velocidade de crescimento em funcao da
inclinagao para o modelo RSOS. O valor de v(m) é calculado da mesma forma que foi
obtido 0 v4 do modelo de Ftching na secao [4.2.2]

Para calcular o valor de A vamos utilizar o efeito de tamanho finito na velocidade
de crescimento. Como fica evidente na figura , essa velocidade alcan¢a um valor
limitante que depende do tamanho do sistema. De acordo com [66|, esse efeito de

tamanho finito segue a seguinte equacao

AN

A’U :’U(L) — Voo — —m

(6.4)

Conhecendo o valor de A\ podemos utilizar essa equacao para determinar o valor de
A. Na figura apresentamos uma grafico de Av por 1/L*72%. Escalando o eixo
das abscissas dessa maneira, obtemos uma reta de coeficiente angular —\A/2. Entao,
utilizando o valor de A estimado acima, obtemos o valor de A.

De posse dos valores de A e A podemos calcular o valor de I' para cada modelo.
Apresentamos os valores desses parametros na tabela [6.1 Os erros foram propagados
utilizando o método da derivada. Para o modelo RSOS, esses parametros ja haviam
sido calculados em [26], onde foi encontrado A = —0,414, A =1,2005 e I' = 0,66144.

Do nossos resultados, A é o inico que nao é consistente com o valor obtido em [26],
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6.2 Expoente de crescimento

RSOS RSOS
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Figura 6.2: (a) Velocidade de crescimento para diferentes tamanhos de sistema. A linha
tracejada ¢ o valor de vs. (b) Grafico de Av em funcdo de 1/L*72%. O coeficiente angular
dessa reta € igual a —\A/2.

no entanto, se o autor tivesse calculado as barras de erro, provavelmente os resultados

teriam alguma sobreposicao.

Vale ressaltar que esse parametros foram calculados em sistemas que nao

crescem. Deles utilizaremos apenas o I'.

Voo A A r
RSOS 0.31270(1) 20,405(7) 1,22(4) 0,68(6)
Etching 3.3340(1) 2,147(4) 3,629(9) 58,5(5)
Single-step 0.341368(3) -0,481(3) 1,44(5) 1,2(1)

Tabela 6.1: Valores de alguns dos pardmetros nao universais dos modelos RSOS, Fiching e
Single-step. Os valores de vy, foram extraidos de [28].

6.2 Expoente de crescimento

Da mesma forma que foi feito no capitulo anterior, vamos analisar a convergén-

cia do expoente de crescimento para verificar se o crescimento lateral afeta a classe de

universalidade da interface. Nas figuras [6.3(a), [6.3(b)| e [6.3(c)| apresentamos esses

resultados para os modelos Single-step, Ftching e RSOS respectivamente. Como ocorre
em uma dimensao, a convergéncia do expoente depende da velocidade lateral. Para

cada velocidade, o substrato tem um tamanho diferente em um mesmo instante de

68



6.3 Distribuicao de altura

tempo. Assim, como esse expoente sofre efeitos de tamanho finito, é natural que a
convergéncia desse expoente dependa da velocidade. Além disso, assim como em uma
dimensao, devem existir correcoes de ordem superior que dependem da velocidade de
crescimento lateral. Os graficos mostram que os expoentes tendem para um valor prox-
imo de [ = 0,24 da classe KPZ. Nesse caso, como o sistema cresce com o quadrado
do tempo, torna-se inviavel alcangar tempos muito grandes, por isso, nessa dimensio-
nalidade, para alguns v,,’s, os expoentes se encontram longe do esperado mesmo nos
maiores tempos simulados. Podemos notar que para o modelo de Ftching, esses ex-
poentes se encontram mais distantes que nos outros modelos, o que ocorre porque esse

modelo sofre mais efeitos de tamanho finito que os demais.

Single-step

Etching

255~ - . . = T T T T T T
0,255FT T T T N
[ * Vw:4 1
s Vv =6
L w ]
saaas R e v =10
0,245 Lt - 03
L A A At Ak A A q
R a ANt
o - - - - === =-======7 =N
*
0,235 . "0 . ””’0.0““00‘0“,“:““0‘ —
*
-
r* am?® ...ll.lll...“..... T
™ as ...o°0.o°°o'°-0"' B
[ L] -
o0
0225 ¢ B 0,24
[} L L L L " Il " Il 1 L 1 L L L L
3 4 5 6 7 3 5
In(t) In(t)
(a) (b)
F T A A Ta T T T T T 3
AA AA
r A a V. =2 1
. w
0,255+ a s v =4 m
A A w
r W L] VW=6 J
4 s e v =10
L . AAAA w .
|« B |
. Ad,
[} * . aata,, .
0,245¢ ., A, .
L L o0 o, J
* ae
(. SR NIRRT A0 SN
e eed LT
[ L4 o'.ooo..... ]
0,235 .
L " L " L " L " Il

5
In(t)

(c)

Figura 6.3: Expoente de crescimento em funcido do tempo para diferentes velocidades dos

modelos (a) Single-step, (b) Etching e (c) RSOS. A linha tracejada representa o valor 5 = 0,24,
que é o valor do expoente da classe KPZ em duas dimensoes.
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6.3 Distribuicao de altura

6.3 Distribuicoes de alturas

Analisando as distribuicoes de alturas nessa dimensionalidade, notamos que
assim como em uma dimensao, os cumulantes da HD’s dos dominios crescentes tendem
para valores proximos dos resultados numéricos relacionados a interfaces curvas. Como
nao existem resultados analiticos sobre a distribuicao de x em duas dimensoes, nos
tentamos estimar numericamente os cumulantes dessa distribuicao com base em nossos

resultados. A estimativa da skewness e da curtose foi feita tracando o grafico dessas

grandezas em fungao de t=2° e extrapolando para t — co. Nas figuras [6.4(a){e |6.4(b)|

ilustramos essas extrapolacoes para a skewness e a curtose do modelo Single-step.
Tirando uma média das extrapolagoes em diferentes velocidades, calculamos o valor da
skewness e da curtose da distribuicao correspondente a cada modelo. Na tabela
mostramos esses resultados, as barras de erro foram estimadas pelo desvio padrao dos

resultados das extrapolacoes para diferentes velocidades.

Single-step Single-step
I T T T T T T T
: KPZ 2d plano
KPZ 2d plano 03L — KPZ 2d curvo| _|
B — KPZ 2d curvo| ’ o v =10
° VW=lO L R ]
2035} = V6 1 o o v.=4
o Vo _ s R e — w =
=) e v =4 o) F |
z ¥ =1
< S L ]
7
0,1 i
0,25 L ]
[ . NI L1 TR . | . | . I .
0 0,04 0,08 0,12 0 0,1 0,2
(-2x0.24) (-2x0,24)

t t

(a) (b)

Figura 6.4: Estimativa da (a) skewness e da (b) curtose da distribui¢ao de alturas usando
o modelo Single-step.

Para analisar a média da distribuicao, como nao sabemos exatamente o valor

de (x) em duas dimensoes, nés inicialmente consideramos o produto I'’(x) = g;. Para
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6.3 Distribuicao de altura

estimar esse produto nés derivamos a equacao [2.34] e a manipulamos para obter

WT—%O = sig WP ()" . (6:5)

Dessa forma, se tragamos um grifico de (9;(h) — v.,)/3 em funcio de t°~! devemos
obter uma reta com coeficiente angular g; = I'*(x). No entanto, como podemos ver
na curva com circulos da figura , nao obtemos uma boa reta, o que nos indica
que em duas dimensoes também existem correcoes fortes. Porém, para obter essas

correcoes precisamos do valor de g1, como foi feito na secao [5.2, o que nos deixa em

um impasse.

RSOS v =6
RSOS v =6
— T T T T~
B : 0.1 3
0,81 i [ ]
oy L i E 3
= Q_ £ 3]
e | 1 = r b
5{‘ L 4
0,4 = L ]
H 1 0,001 E
L | L | L | L | L | L r 1
OO 0,2 0,4 N V|
B-1 1 100

(a) (b)

Figura 6.5: (a) Gréaficos para o calculo do valor de g;. A curva com quadrados foi tracada
sem considerar nenhuma corregdo e a com circulos apos cinco passos da iteragao.(b) Graficos
para a determinacio da correcdo. A curva com quadrados foi tracada considerando o primeiro
g1 calculado e a com circulos utilizando o valor final de g;.

A solucao que encontramos para esse problema foi utilizar um método auto-
consistente. Nos ajustamos uma reta na regiao de t — oo do grafico e obtemos
um valor provisoério para g;, utilizando esse valor noés calculamos a correcao (t77.
Como o valor de g; nao é o correto, naturalmente a curva da correcao também nao
apresenta uma lei de poténcia bem definida, como mostramos na curva de pontos
circulares da figura . Mesmo assim, nos estimamos uma forma provisoria para a
correcao ajustando uma lei de poténcia em tempos pequenos. Em seguida, utilizamos

essa correcao para calcular um novo valor de g;. Com esse novo valor, recalculamos
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6.3 Distribuicao de altura

a correcao. Continuamos calculando essas quantidades até elas pararem de variar
significativamente nas iteragoes. Para as velocidades que estudamos, aproximadamente
cinco passos foram o suficientes para esses valores convergirem. Nos graficos [6.5(a)
e mostramos a curva final de g; e da correcao, ambas sao representadas pelas
curvas com pontos quadrados. Note como de fato o grafico de (quadrados)
possui uma boa reta e (quadrados) segue uma lei de poténcia bem definida
apos as iteracoes, que assim como em uma dimensao é aproximadamente ¢!,

Em duas dimensoes, obtivemos novamente uma correcao do tipo (Int em h

(eq. p.1)). Nos graficos das figuras [6.6(a)l [6.6(b)] e [6.6(c)}, nés mostramos que, assim

como em uma dimensao, ¢ nao varia significativamente com a velocidade lateral para
nenhum dos modelos. Além disso, essa correcdo nao aparece na variancia, por isso

estamos considerando que ¢ é uma variavel deterministica.

RSOS Etching
-0.26| ] 045+ 4
,0’37 ;
oy ] s 04 _
034F i
L ] 0,351 4
-0,38 . . I . 1 . | . i L. I . . I
0 4 8 4 8
VW Vw
(a) (b)

Single-step

-0.25- i

sn-0,35- i

Figura 6.6: Graficos de ¢ para as diferentes velocidades dos modelos (a) RSOS, (b) Etching
e (c) Single-step.

Nos graficos para o modelo de Etching nao colocamos os resultados correspon-
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6.3 Distribuicao de altura

dentes as velocidades v,, = 1 e 2, isso porque, como mostrado na figura as
correcoes (Int e as de ordem superior, que nés desconsideramos até aqui, parecem
competir fazendo a curva em cruzar o zero diversas vezes. Fsse problema acon-
tece mesmo se utilizarmos o valor final de g; obtido com outras velocidades. Esse efeito
nos impediu de calcular o valor de ( e (n) para essas velocidades. Podemos notar que,
de fato, as correcoes ficam pequenas nessas velocidades quando tentamos calcular os
valores de ¢g;. Na figura , mostramos o grafico desse célculo para v, = 2 (cir-
culos) e v, = 6 (quadrados) sem considerar nenhuma corregao. Nessa figura notamos
que o grafico para v, = 2 fica bem mais linear que o para v,, = 6. Como as corregoes
sao pequenas nas velocidades v,, = 1 e 2, nao tivemos problemas para calcular a média
da distribuicao sem considera-las.

Etching v_=2 Etching
w
0 — T T T

0,004

0,002

¢
[=}
(d<h>/dt - v_)/B
—T
Il

'
\6)
T
1

-0,002

Figura 6.7: (a) Grafico que mostra a impossibilidade de se calcular ¢ para a velocidade
vw = 2. (b) Curva de g1t°~! para as velocidades v, = 2 (circulos) e v, = 6 (quadrados).

Nos também calculamos o desvio (1) da distribuicao. Isso foi feito de maneira
analoga ao caso unidimensional, descrito na se¢ao [5.2l Assim como em uma dimensao,
esses valores nao variam significativamente com a velocidade. Novamente, nao sabemos
se 1 é deterministico ou estocastico. Se essa grandeza for estocdstica, o calculo que nos
realizamos determina apenas o valor médio dessa variavel.

Sabendo o valor de I',; nos calculamos o valor de (x) usando os resultados para
g1 Esses valores estao dispostos na tabela Novamente foi tirada a média e o

desvio padrao para as diferentes velocidades em um mesmo modelo.
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Figura 6.8: Graficos de (n) para as diferentes velocidades dos modelos (a) RSOS, (b) Etching
e (c) Single-step.

De posse das corregoes, podemos calcular também a razao R = (x)./(x?)%5.
Essa estimativa foi feita da mesma forma que a skewness e a curtose, porém utilizando
t=f para a extrapolacdo. Os resultados estdo na tabela .

Analisando a tabela notamos que os nossos resultados estao de acordo
com os obtidos em [27/28] para a geometria curva da classe KPZ em duas dimensdes.
Analisando a margem em que os resultados de |27] variam, notamos que a (x). varia
entre —2,22 e —2,41, (x?). entre 0,304 e 0,377, R entre 3,86 e 4,09, a Skewness entre
0,303 e 0,348 e a curtose entre 0,201 e 0,230. Ja em |[28|, existem resultados para
dois modelos em geometria curva, os valores de Skewness encontrados foram 0,32 e

0,339 e os de curtose 0,21 e 0,20. Comparando os resultados anteriores com os da
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6.4 Comparagao com o caso unidimensional

(X)e %) R Skewness Curtose

RSOS 22309)  03383)  3.04(4) 0,328(4) 0,210(4)
Eitching -2,31(9) 0,342(8) 3,9(1) 0,336(6) 0,21(1)
Single-step  -2,28(6)  0,334(5)  4,07(4) 0,329(7) 0,206(3)

Tabela 6.2: Meédia, varidncia, R, modulo da Skewness e a Curtose da distribuicao de alturas
dos dominios crescentes em duas dimensoes. Esses valores foram calculados tirando a média
do resultado para as diferentes velocidades.

tabela [6.2] notamos que nossos resultados para os diferentes modelos variam dentro
de uma margem menor que os estimados em [27] e em |28]. Dessa forma, utilizando
esses modelos discretos de geometria plana em substratos crescentes, nés conseguimos
estimar os cumulantes da distribuicao curva bidimensional da classe KPZ de maneira

mais precisa que os resultados da literatura obtidos utilizando interfaces com curvatura.

6.4 Comparacao com o caso unidimensional

Como foi mostrado nesse capitulo, as distribui¢oes de alturas dos dominios cres-
centes em duas dimensoes também convergem para o caso curvo. Além disso, elas
também possuem uma correcao logaritmica.

E evidente que em duas dimensdes as duplicacdes também afetardo o termo
<(§h)2>, suavizando a superficie. Assim, a discussao relacionada aos efeitos das dupli-
cagoes, realizada na segao [.3] também ¢ valida no caso bidimensional.

Um célculo andlogo ao feito na segao pode ser utilizado para mostrar a
origem da correcao logaritmica. Sabendo que o nimero de sitios em duas dimensoes é
L1Ls e que v,(Ly + Lo) sitios sdo adicionados, em média, em uma unidade de tempo,

podemos fazer as mesmas consideragoes e no lugar da equacao [5.14] obter

K . K 1 vw(Ll + LQ) (6 6)
LiLy+vy(Ly + Ly)  LiLy LiL, '
Como Ly =~ Ly = v,t, se t > 1, temos
w(Ly + L 202 ¢
vollo ¥ La) 20wl 1 (6.7)

L1L2 - U%Ut2

I6)



6.4 Comparagao com o caso unidimensional

Se continuarmos o calculo, também vamos chegar a

oh) A =G
o (V)Y ~

>

(-2 (6.5)

N}

Assim, em duas dimensbes também devemos ter uma correcao que escala com o loga-
ritmo do tempo na equagdo para as alturas (eq. .

Na verdade, é evidente que o termo ( Int deve aparecer em qualquer dimension-
alidade. Tanto na eq. [5.14 quanto em[6.6] na fracao dentro do paréntese do lado direito
da equacao, temos o numero de colunas adicionadas em uma unidade de tempo divido
pelo tamanho do sistema, ou seja, a taxa de crescimento lateral do sistema dividida
pelo tamanho do sistema. Em um sistema d dimensional, o nimero de sitios escala
com t? e, assim, a taxa de crescimento escala com t¢!'. Dessa forma é natural que a

fracao dessas grandezas escale com ¢! em qualquer dimensionalidade.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao abordamos de forma detalhada a dindmica de interfaces em
substratos que crescem lateralmente. Como esses sistemas planos que crescem late-
ralmente tém sido usados como uma aproximagao para interfaces curvas [19/20], o
objetivo principal do nosso trabalho foi determinar se esse tipo de sistema é uma boa
aproximacao para interfaces curvas.

No6s propusemos um modelo completamente estocastico para implementar de-
posicoes em substratos que crescem lateralmente. Com esse modelo nos crescemos
interfaces em uma e duas dimensdes.

Estudando modelos discretos da classe KPZ nesses dominios crescentes,
mostramos que a distribuicao de altura desses sistemas tende assintoticamente para
a distribuicao correspondente a interfaces curvas, tanto em uma quanto em duas di-
mensoes. Além disso, estimamos de maneira razoavelmente precisa os primeiros cumu-
lantes da distribuicao da variavel y correspondente a interfaces curvas bidimensionais.
Esses resultados mostram que a curvatura global nao é essencial para a producao de
interfaces com distribuicoes de alturas que sao associadas a crescimentos curvos.

Estudando os efeitos do crescimento lateral da interface, nés mostramos que
se esse crescimento é realizado suavizando a interface, essa suavizagao afeta o termo
nao linear (ﬁh)2 da equagao KPZ. Um dos efeitos desse fendmeno é alterar a taxa de
crescimento das alturas, fazendo o termo (T't)?(X)goe + 17 — (Tt)?(X)gue + 17’ + ¢ Int

da equacao [2.30l Além disso, mostramos analiticamente que um termo (Int deve
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Conclusoes e Perspectivas

aparecer nesses sistemas que crescem lateralmente.

Analisamos em detalhes as correcoes envolvidas na dinamica desses sistemas
crescentes em uma e duas dimensoes. Calculamos o desvio (n) da distribuigao e o valor
de ¢ da correcao (Int que aparecem nesses sistemas. Notamos que essas correcoes
nao dependem de forma significativa da velocidade de crescimento lateral. No entanto,
ressaltamos que devem haver correcoes de ordem maior que, além de estocasticas,
devem depender da velocidade de aumento do substrato.

Mostramos também que, em uma dimensao, se o tamanho inicial for grande,
a distribuicao de altura tende inicialmente para GOE. No entanto, mesmo se esse
tamanho inicial for muito grande, apds esse transiente inicial onde a HD tende para
GOE, a distribuicao de alturas converge assintoticamente para GUE.

Temos como perspectivas futuras aplicar o nosso modelo a crescimentos da classe
KPZ em dimensoes superiores. Talvez seja possivel estimar com precisao os primeiros
cumulantes das distribuicoes de alturas das interfaces curvas em trés ou mais dimensoes.

Outra possibilidade seria utilizar o modelo proposto em crescimentos de outras
classes de universalidade nao lineares, por exemplo, a classe Villain—Lai-Das Sarma
(VLDS). Dessa forma, vamos poder identificar se existe alguma diferenga entre as
distribuicoes dos sistemas de substrato crescente e os de tamanho fixo. Se houver,
podemos tentar calcular numericamente essa distribuicao relacionada aos substratos
crescentes e, possivelmente, concluir que ela esteja relacionada a interfaces curvas da

respectiva classe de universalidade.
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Apéndice A

Limite gaussiano da distribuicao

binomial

Considerando a distribuicao

o= (1) (7)) D

no regime em que N — oo as alturas também sao muito grandes. Assim, apesar
das alturas variarem discretamente, Ah = 1 é uma variacao muito pequena quando
comparada & h, por isso podemos considerar que p(h) é uma func¢do continua de h.

Para lidar com os fatoriais nesse regime assintotico é conveniente aplicar o log-
aritmo dos dois lados de [AT], o que resulta em

Inp(h) = In N1 — In Al — In(N — h)! + h1n (%) +(N—h)n (?) (A.2)

Podemos eliminar os fatoriais utilizando a expansio assint6tica de Stirling. 1

InNl'=NInN—-N+O(InN) (A.3)

LA deducgdo dessa expansdo pode ser encontrada em [67].
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Limite gaussiano da distribuicao binomial

Usando essa formula em [A.2] temos

Inp(h)=NInN—hlnh—(N—h)In(N—h)+hln (%) +(N—h)In <%> . (A4)

Para obtermos o limite gaussiano da distribui¢ao binomial vamos expandir esse
logaritmo em torno de seu valor méaximo, que coincide com o valor maximo de p(h)

pois o logaritmo é uma fun¢ao monotonicamente crescente. Sendo

alna—];l(m:—lthrln(N—h)—Hn (%) ~In (%) : (A.5)

nos pontos criticos temos

(N — i) — Infope + In (%) “n (%) 0, (A.6)

In (N;hm) zln(L—l):hm:% . (A7)

m

Para determinar se esse ponto critico é um maximo fazemos

9*Inp(h)
Oh?

1 1

T Thim N—h. "
h=hm

0, (A.8)

assim h,,, é de fato um maximo.
) . . . L
Como N é o nimero total de particulas depositadas, temos que N = ) .~ h;,
assim

R =

~| =

1 L
==> hi=h . (A.9)
=0

Logo o maximo coincide com a média, como em uma distribuicao gaussiana.

ol

Agora vamos expandir In p(h) em série de Taylor em torno do maximo,

Jdlnp(h)

9 Inp(h) (h — hp)?
oh

(h—hpm)+ T 5

h=hm h=hm

Inp(h) =Inp(h,)+ +... . (A10)
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Limite gaussiano da distribuicao binomial

No méximo a derivada primeira se anula e ficamos com

L? 9
Descartando os termos de ordem maior temos
—J2 )
h) = —(h—h . A12

Trocamos p(h,,) por C porque as diversas aproximacdes que fizemos nos obrigam a

renormalizar a distribuicao. Dessa forma, calculamos

/Oo Cexp (W{D(h - hm)2> dh = ﬁ% : (A.13)

—00

que implica em C' = L//27N(L — 1). Dessa forma a distribui¢do no limite assintotico

[ L L )
prp(h) = oL = 1) P (m(h sy ) ) (A.14)

onde usamos que N = Lt. Se consideramos que o sistema é muito grande teremos

se torna

prp(h) = \/;_mexp (%) , (A.15)

onde utilizamos que (h) = N/L =1
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Apéndice B

Uma propriedade simples de funcoes

periodicas

Considere uma fungao suave h(x), definida em um intervalo de comprimento L
e que satisfaga condigbes de contorno periodicas tais que h(z) = h(x + L). Podemos
derivar essa condicao diversas vezes e concluir que, para qualquer valor de n, a seguinte

equacao é valida:
d"h(z) d"h(z+ L)

B.1
dx™ dx (B.1)

Podemos mostrar que a média <§x—fﬁ> é nula fazendo

d"h\ 1/““ dh, 1 (d"'h
dem/ L J, dan T\ dent

que de acordo com [B.I]¢é igual a zero.

d"'h

dxn—l

a+L
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