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Resumo

MOTA, Henrique Oliveira Leiras da, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, agosto de 2020.
Dinamica de Populacées em Espécies Alelopaticas: Um Modelo Hibrido de Automatos
Celulares. Orientador: Marcelo Lobato Martins.

Alelopatia € a capacidade de plantas, fungos, bactérias e outros organismos secretarem uma
toxina no ambiente, muitas vezes inibindo o crescimento de outros individuos. Como ja bem
documentado na literatura, através desse mecanismo, espécies invasoras conseguem suprimir
espécies nativas, enquanto prejudica a biodiversidade local. Para entender melhor interacdes
alelopéticas e os fendmenos emergentes que a seguem, este trabalho propde um modelo baseado
em agentes que simula interacdes entre um determinado nimero de espécies alelopaticas. Com
o modelo proposto, foi possivel verificar a sensibilidade destes sistemas quanto ao nimero de
espécies envolvidas e como elas se relacionam, condi¢des iniciais espaciais e intensidade da
alelopatia (através da constante de difusdo da toxina). Foi observado que em determinadas
configuracdes ha organizagdo espacial caracteristica entre as espécies com o intuito de proteger
umas as outras, podendo ou ndo gerar coexisténcia entre todas as espécies. Observou-se também
que muitas vezes a disposi¢do espacial inicial dos espécimes atua mais como um dificultador

para se atingir um estado de equilibrio.

Palavras-chave: Alelopatia. Dinamica de Populacdes. Autdmatos Celulares. Formacdo de

Padroes.



Abstract

MOTA, Henrique Oliveira Leiras da, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, August, 2020.
Population Dynamics in Allelopathic Species: A Hybrid Model of Cellular Automata. Ad-
viser: Marcelo Lobato Martins.

Allelopathy is the ability of some plants, fungi, bacteria and other organisms to secrete a toxin
into the surroundings, many times injuring other individuals. It is already known in literature
that alien species can use this mechanism to suppress natives organisms, harming local bio-
diversity. In order to understand allelopathics interactions and the emerging phenomena that
follow it, the present work proposes an agent based model that simulates the interaction of a
specified number of allelopathic species. With this model, it was possible to verify that systems
are sensible to the number of species involved and how they interact, as well as initial spatial
conditions and allelopathic intensity (using toxin diffusion constant). It was observed that some
configurations have spatial organization between species, protecting each other, resulting or not
in coexistence of them all. It was also concluded that initial conditions often make it harder for

the system to get into a steady state, acting like an obstacle.

Keywords: Allelopathy. Population Dynamics. Cellular Automata. Pattern Formation.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1944 o fisico Erwin Schrodinger publicou suas ideias sobre a biologia em um traba-
lho cujo titulo € uma pergunta ontologica, uma instigacdo derradeira: "O que € vida?"[39].
Schrédinger ainda evidenciou indiretamente o quao engrandecedora pode ser a experiéncia de
um cientista ao sair de sua zona de conforto e dar uma nova dptica a outras areas do conheci-
mento. De fato, muito se fala sobre "interdisciplinaridade”, e como ela estd frequente na ciéncia
atualmente [29, 41]].

O intercambio de conhecimento entre as mais diversas dreas possibilita a resolu¢do de pro-
blemas que até entdo pareciam estagnados. Na perspectiva de Robinson er al. [335]], a biologia,
por exemplo, aliada a outras dreas do conhecimento, pode se tornar capaz de elucidar questdes
fundamentais sobre como seres vivos respondem a mudancas no meio onde estdo inseridos.
Este assunto é de extrema relevincia nos dias atuais, em que a sociedade enfrenta problemas
como aquecimento global, desmatamento, extincdo de espécies, entre outros problemas gera-
dos por origem antrépica. Segundo Vidal [45], a modelagem computacional e matemética sdao
ferramentas importantes para entender as nuances destes problemas, que abrangem desde aspec-
tos quimicos de uma célula, até fenOmenos macroscopicos emergentes, como interagdes entre
comunidades distintas de seres vivos.

Ainda em biologia, um evento de relevancia social, ambiental e econdmica que pode ser
melhor entendido com estudo multidisciplinar € a chamada "invas@o bioldgica". Esse nome
¢ dado a situacdes em que uma espécie de um organismo vivo € transportada para uma area
diferente de seu habitat natural, e neste novo ambiente a espécie estrangeira (ou invasora) se
prolifera e compete fortemente com as espécies nativas. Embora haja um crescente movimento
negacionista sobre o impacto negativo das espécies invasoras [36], trabalhos semelhantes ao
de Lau [26] evidenciam que essas interacdes podem levar a reducdo da biodiversidade de um
habitat, prejudicando também a regido nos aspectos social e econdmico. Uma observagado a ser
feita € que no contexto de invasdo biolégica em seres vivos, as invasoes tém sido intensificadas
por acdes antropicas, isto €, as espécies invasores tém sido transportadas por seres humanos,
acelerando o que antes era um processo natural chamado migragao.

Ha varios exemplos ao redor do mundo de espécies invasoras que se acomodaram em seus
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novos habitats, causando danos as espécies nativas, como as ervas Centaurea stoebe e Cen-
taurea diffusa [40], javalis [22], pombos [19], entre outros. Os dois dltimos, além de competi-
rem por recursos, também sdo vetores de doencas, comprometendo a saide de espécies nativas
que nem compartilham dos mesmos recursos. J4 as ervas Centaurea, da familia Asteracea, a
mesma do girassol, utilizam-se de um mecanismo diferente para ganharem vantagem no novo
habitat: produzem uma substincia quimica [3] que se dispersa pelo solo, envenenando as plan-
tas nativas - matando-as ou impedindo-as de germinar e/ou crescer. Esse processo € chamado
de alelopatia ou competi¢do alelopdtica [9]. Na figura [I| € mostrado a Centaurea stoebe e o

avanco dela no territério americano.

Figura 1: A Centaurea stoebe € natural da Europa oriental e chegou nos litorais leste e oeste
norte-americanos no final do século XIX e se alastrou para dentro do continente,
matando parte da vegetacao nativa através de supressao alelopética. (a) Mapa da
Invasdo e (b) imagem tipica da espécie invasora.

Legend
["] No Data
I species Reported

EDDIERE

(a) Lugares onde foi encontrada a espécie Centaurea stoebe ao longo dos Estados Unidos.
O mapa estd incompleto e foi baseado em dados do site eddmaps.org e de relatdrios feitos
por especialistas. Fonte: EDD Maps, 2019.

(b) Centaurea stoebe.  Fonte:
Kristian Peters, Wikimedia Com-
mons.
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No Brasil, uma espécie alelopatica que prejudica a biodiversidade local € a Hedychium
coronarium, popularmente conhecida como lirio-do-brejo. Nativa da regidao do Himalaia, esta
macrofita aqudtica (planta habituada a viver submersa ou flutuando na dgua por pelo menos
um periodo de tempo no ano) € facilmente encontrada nas Américas [37]. As toxinas sdo
expelidas junto ao 6leo essencial, pelas folhas e rizossoma, tornando-a uma espécie agressiva,
com potencial de exterminacao da vegetacao nativa [33].

Para entender melhor os mecanismos e as consequéncias da competi¢cdo alelopética € possi-
vel modela-14 com métodos matemadticos e computacionais. Para isso, € razodvel assumir, por
exemplo, que a func¢do resposta de uma planta a uma fitotoxina produzida por uma espécie ale-
lopética se comporta como uma sigmoide, isto €, para baixas concentracdes a funcao respostaﬂ
€ baixa ou nula, e para altas concentra¢des ha uma saturacao [2]. Tendo como base a resposta de
cada individuo, através de simula¢des computacionais € possivel ter uma perspectiva macrosco-
pica de como € a dindmica entre comunidades de plantas distintas, revelando padrdes espaciais
caracteristicos. [11]

Neste trabalho, serd apresentado um modelo computacional para competicdes alelopdticas
entre plantas de diversas espécies. No Capitulo II faremos uma breve revisdo sobre importantes
conceitos em ecologia para a compreensao deste trabalho. Discutiremos qualitativamente inte-
racOes interespecificas e intraespecificas entre seres vivos, dando énfase a competicao alelopa-
tica. Por fim apresentaremos alguns dos mais importantes modelos mateméticos em dindmica
de populagdes evidenciando as interacdes ecoldgicas por tras delas.

No Capitulo III apresentaremos as caracteristicas computacionais gerais do modelo proposto
e uma discussdo sobre a equacdo de difusdo, que serd usada no modelo para a dispersao das
toxinas. Evidenciaremos ainda a existéncia dos chamados "modelos hibridos", que mesclam a
dindmica em reticulados (espacial e temporalmente discretos) com equacdes diferenciais. No
Capitulo IV definiremos um modelo "de multiplas escalas"e descreveremos detalhadamente o
modelo proposto para a competi¢do alelopdtica entre espécies de plantas.

Nos capitulos subsequentes apresentaremos os resultados obtidos por simulacido para di-
ferentes condi¢des iniciais, tamanhos de rede, parametros de difusdo, e ainda discutiremos as
particularidades de cada caso, evidenciando as diferencas entre cada situagdo. Por fim conclui-
remos o trabalho ressaltando os pontos mais importantes e expondo as constribugdes originais

deste trabalho para a academia.

'No contexto deste trabalho, a fungio resposta da planta é como ela reagird a fitotoxina. Consequentemente, a
funcdo resposta estd associada com a facilidade ou ndo de uma planta morrer ou germinar por conta das toxinas no
solo.
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Capitulo 2

Fundamentos de Ecologia e Dinamica de

Populacoes

2.1 Interacoes Ecoldgicas

Na natureza pode-se observar que diferentes individuos (da mesma espécie ou nao) inte-
ragem entre si das mais diversas formas. Essas interacdes podem ser classificadas em relagdo
aos efeitos (positivos ou negativos) nos individuos, ou quanto a espécies dos envolvidos (se sdo
da mesma espécie ou de espécies diferentes). A sobrevivéncia dos seres vivos e, consequen-
temente, a biodiversidade de um local, sdo resultados destas interacdes. Nesta breve revisao
literdria nos inspiraremos em Begon et al. [4] e classificaremos as interagdes em quatro catego-
rias: predacao, parasitismo, mutualismo e competi¢cao. Ressaltamos, porém, que existem mais
interacdes na natureza que nao podem ser enquadradas nestas categorias.

A predacio ocorre quando um individuo de uma espécie (predador) mata e se alimenta de
um individuo de outra espécie (presa). Essa interacdo estd vinculada diretamente com o controle
de populacdo das espécies e com a pressdo seletiva, que seleciona as presas com melhores
caracteristicas anti-predatdrias ou técnicas defensivas.

O parasitismo, por sua vez, ocorre quando um individuo de uma espécie (parasita) vive em
um individuo de outra espécie (hospedeiro), o prejudicando de alguma forma. O parasita se
alimenta do préprio hospedeiro ou dos nutrientes ingeridos por ele (como em casos de parasitas
intestinais). Tanto a predacdo quanto o parasitismo t€ém uma consequéncia positiva em um
individuo e negativa no outro.

O mutualismo facultativo (ou protocooperagdo) € a interagdo entre um grupo de individuos
(da mesma espécie ou ndo) que visa beneficiar todos. Um exemplo intraespecifico (entre indi-
viduos da mesma espécie) € a formacao de matilhas, que aumenta as chances de sobrevivéncia
de cada lobo. Um exemplo interespecifico (entre individuos de espécies diferentes) sdo as in-
teracdes existentes entre muitos mamiferos e aves - os passaros se alimentam de carrapatos e

outros parasitas que vivem em muitos mamiferos, como bufalos. J4 o mutualismo obrigatério é
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a interacdo benéfica obrigatdria entre individuos, isto €, os individuos nao conseguem sobrevi-
ver separados. Um exemplo desta relacdo sdo os chamados liquens, conjuntos de fungos (que
oferecem protecao) e algas (que oferecem alimento gerado por fotossintese).

A competi¢do, por fim, € a interacdo entre individuos (da mesma espécie ou ndo) por re-
cursos - como dgua, luminosidade, comida, espaco fisico, entre outros. Todos os individuos
precisam de recursos para crescerem e se reproduzirem, porém 0s recursos em um meio sao
finitos. E uma interagdo prejudicial a todos os envolvidos, que pode resultar na diminuigéo da
taxa de natalidade e aumento da taxa de mortalidade das espécies competidoras. A competi¢ao,
assim como a predagdo, também estd intimamente ligada com a sele¢do natural - a principio,

apenas 0s mais competentes em obter recursos sobrevivem.

Figura 2: Diagrama de interacOes interespecificas. O sinal positivo significa que a interacdo €
benéfica e o negativo que € prejudicial.

Espécie 1 Espécie 2
Mutualismo
+ +
Parasitismo
e Predacao
Competicao

Fonte: Préprio Autor

Como resultado da competi¢do entre espécies, enuncia-se o Principio da Exclusdo Com-
petitiva: se duas espécies diferentes (i) ocupam o mesmo nicho ecolégicoﬂ e (ii) ocupam o
mesmo espaco geografico, a melhor competidora continuard a existir, enquanto a outra é le-
vada a extingd@o [21]. Ou, de uma forma mais genérica, "competidores completos ndo podem
coexistir". Esse principio é facilmente verificado com modelos ecolégicos-matematicos, porém
dificilmente observado na natureza; isto porque devido a alta competitividade, o que acontece na
pratica é uma das espécies sendo forcada a mudar de nicho ecolégico - resultando em mudangas
comportamentais e/ou morfoldgicas. Para melhores discussdes sobre o Principio da Exclusdo

Competitiva, ver Begon et al. [4] e Hardin [21].

'Quando nos referirmos a nicho ecoldgico, queremos evidenciar o papel funcional da espécie na cadeia ali-
mentar, desconsiderando condi¢des abidticas; para melhor compreensdo do termo, consultar Elton [14]]. Hoje,
a defini¢do de nicho ecolégico é mais abrangente e se refere a todos os fatores do ambiente agindo sobre um
organismo.
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2.1.1 Competicoes Alelopaticas

Alelopatia € a capacidade que algumas espécies de plantas, fungos, bactérias e algas t€m
de produzir e liberar toxinas no ambiente. Individuos alelopaticos utilizam desse recurso para
obter vantagem em competi¢des por espaco e nutrientes, ou como mecanismo de defesa de
predadores. Quando o termo alelopatia foi enunciado pela primeira vez por Molisch, em 1937
[34], deu-se a entender que além de prejudiciais, as toxinas produzidas poderiam ser estimulos
para outras espécies; porém, neste trabalho, sempre que nos referirmos a alelopatia, uma espécie
estd sendo prejudicada.

Em muitas plantas as fitotoxinas s@o secretadas através das raizes para o solo, onde sio ab-
sorvidas (também pelas raizes) por outras plantas. As plantas que apresentarem sensibilidade a
fitotoxina secretada sofrem alteragdes na sua expressao génica, inibindo a produgdo de algumas
proteinas, levando enfim a morte de alguns sistemas da planta, ou dela inteira. [3]].

A funcao resposta de plantas susceptiveis as fitotoxinas pode ser modelada com a sigméide:

vm[X]4

V:Kg-i-—[X]‘i (1)

sendo [X] a concentragéo da fitotoxina, v a fungéo resposta da planta, v, a fungdo resposta a
concentracdo de saturacdo, K, a concentracdo tal que v = v,,/2, e ¢ uma constante que ajusta a
curva para que o modelo se aproxime dos dados observados em cada situacdo. De acordo com
An et al. [2], amotivagdo de utilizar esta curva € que ela aparece recorrentemente em problemas
de biologia que indicam respostas fisioldgicas, como por exemplo, a velocidade de reacdo de
uma enzima por concentracdo de moléculas de enzima em um substrato. Gréaficos tipicos da

resposta sigmoidal expressa pela equacao[I]sdo ilustrados na figura[3]

Figura 3: Resposta da planta em func@o da concentragdo da fitotoxina, dada pela equacao
com os parametros K =1 ev,, = 1. Parag=1,2,4 e 6, conforme ilustrado no
grafico. As curvas se intersessionam no ponto (K.,v;,/2).

1 B —

=]
3]
I

~
oo oo
nnmnn
L e

Resposta da Planta v

Concentragdo da Fitotoxina [x]

Fonte: Imagem adaptada de An et al. [2]
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2.2 Modelos Matematicos em Dinamica de Populac¢oes

Compreender como as populacdes das diversas espécies de seres vivos crescem e decrescem
ao longo do tempo se apresenta como um grande desafio. Diversos pesquisadores elaboraram
modelos matemadticos para descrever estes fendmenos, e alguns dos mais conhecidos serdo apre-
sentados nas préximas secdes, com uma breve andlise de suas vantagens, objetivos e limita¢des

de aplicagdo.

2.2.1 Os Modelos Malthusiano e Logistico

Um dos primeiros trabalhos sobre dinamica de populagdes foi o de Thomas Robert Malthus
[32], de 1798, que evidenciava um crescimento de razdo geométrica na populacao de humanos,
enquanto a producdo de comida crescia numa razdo aritmética. Malthus afirmou que a popu-
lagdo entraria em colapso, devido a falta de suprimentos, e apresentou possiveis solu¢des para
esse problema, como o controle da taxa de natalidade da populacdo. Este simples modelo de

crescimento pode ser resumido na expressao:

dN(t)
e rN(t) 2
N(t) = N()er[

sendo N(¢) a populagdo, Ny a populagdo inicial, t o tempo, e r a chamada taxa de crescimento
populacional, definida como a subtracdo entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade (per
capita). Neste modelo, considera-se que o tinico recurso necessario para o crescimento popula-
cional é alimento, e que, por crescer em razao aritmética, era ilimitado. Foi verificado décadas
depois que o crescimento real da populacdo de humanos nao segue o exponencial previsto por
Malthus. Este modelo ignora a competi¢do intraespecifica por recursos (alimentos, espago fi-
sico), e numa primeira aproximagao pode ser observado em bactérias em condi¢des favoraveis.
Porém na natureza nao hd recursos ilimitados, e é preciso levar em consideragdo a competi¢ao
entre individuos da mesma espécie por recursos.

Verhulst, em 1838 [44], publicou seu modelo que levava em consideragdo a competi¢cao
intraespecifica. Para isso, ele assumiu que a taxa de crescimento populacional r da equagao
variasse com N(t). Essa variagdo é de tal forma que, para N(¢) pequeno, o crescimento
¢ semelhante ao exponencial, e para N(z) grande o suficiente, a taxa de crescimento é nula,
resultando numa saturagdo em N(¢) = K, isto é, uma populacdo maxima representada pela letra

K, também chamada de capacidade de suporte. Matematicamente:

aN(r) =rN(t)( —M)

dt K
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sendo r a nova taxa de crescimento populacional. Este modelo tem sucesso em descrever cres-
cimentos populacionais diversos [13} 24].

De forma objetiva, no modelo exponencial a populagdo cresce infinitamente, pois 0 modelo
considera que os recursos sao infinitos e ndo ha efeito de competicdo intraespecifica. J4 no
modelo logistico, quando a populacdo € pequena (muito abaixo da capacidade de suporte),
ha poucos limites para o seu crescimento, € ela cresce exponencialmente. A medida que a
populacdo se aproxima da capacidade de suporte, a competicdo intraespecifica se torna mais
intensa, seu crescimento fica limitado pelos recursos finitos, e o crescimento diminui até a
populacido estabilizar.

Figura 4: Comparacdo dos modelos de crescimento populacional de Malthus e logistico dado
pelas equacgdes 2| e |3|com os parAmetros r = 1, No =1 e K = 80.

1001

B e RSIITIIPIIETEHPE

[=3]
i

Populagdo N(t)

Modelo Malthusianc
Modelo Logistico

#
T

20+

Tempot)

Fonte: Préprio autor.

Uma ultima ponderagao a ser feita acerca desses dois modelos € sobre seus pontos fixos, e
portanto, sobre suas dindmicas (ver Apéndice A). O modelo de Malthus tem apenas um ponto
fixo, que € instavel em N = 0, portanto a dindmica deste sistema evolui indefinidamente. Ja
o modelo logistico tem dois pontos fixos, um instdvel em N = 0 e outro estivel em N = K,
portanto o sistema tende a evoluir para a capacidade de suporte, um estado estaciondrio. Estes
dois resultados sdo evidenciados na figura 4] A versdo discreta do modelo logistico (mapa
logistico) tem uma dindmica mais rica e complexa, apresentando atratores estranhos e caos para

diferentes valores de r. Para uma discussdo detalhada sobre esse assunto, ver referéncia [42].

2.2.2 Os Modelos de Lotka-Volterra

Os modelos até agora citados dizem respeito a dindmica de populacdo de apenas uma es-

pécie. Mas como visto na se¢do [2.1] na natureza espécies diferentes interagem de forma que a



Capitulo 2. Fundamentos de Ecologia e Dindmica de Populacdes 16

existéncia de uma influencia fortemente na da outra. O matemadtico Vito Volterra e o biofisico
Alfred J. Lotka, separadamente e no ano de 1925, publicaram trabalhos semelhantes mode-
lando a dinamica de popula¢des de duas espécies diferentes que interagiam através da predagcao
(30, 46].

O modelo de Lotka-Volterra para predacdo parte dos seguintes pressupostos: (i) na auséncia
do predador a presa tem um crescimento exponencial; (ii) na auséncia de presa o predador
tem um decaimento exponencial; (iii) o efeito de predacdo tem um impacto no decrescimento
da presa e no crescimento do predador por um fator proporcional tanto a populacdo de presa,
quanto a de predador (esta hipdtese considera que nao hd interferéncia entre predadores para
achar presas, e que toda morte de uma presa contribui identicamente para o crescimento da
populacao de predadores). Assumindo isso, chegamos no sistema de equacdes nao-lineares:

‘il—lt] — H(U,V) = ol —yUV, ‘Z—‘; — o(U,V) = €UV — BV @)
sendo U a populacdo de presas, V a populacdo de predadores, ¢ o tempo, o a taxa de cresci-
mento de U, B a taxa de decrescimento de V, e ¥ e € sdo constantes associadas as respostas
das populagdes a predacdo. Note que esse sistema de equacdes tem como pontos fixos os pares
ordenados (U,V) = (0,0) - o estado estaciondrio trivial, e (U*,V*), sendo U* = % eV*= %. A

matriz jacobiana deste sistema aplicado no segundo ponto fixo (U*,V*) é dado por:

af(U,V) of(U,V)

9g(U,V) dg(U,V) LAY

Note que o traco de J* serd sempre nulo e o determinante positivo, para quaisquer valores de
a,B,ve €. Como o sistemald]é ndo-linear, ndo podemos afirmar, a principio, se as solugdes sem-
pre serdo periddicas ou se as solugdes decairdo para o estado estaciondrio de forma oscilatdria.
(Ver apéndice A)

Com a solugdo numérica do sistema € possivel ver que as solugdes sdo periddicas, como
evidenciadas na figura [5] Portanto, conclui-se que para quaisquer valores que os parimetros
assumirem, e quaisquer condi¢des iniciais (com exce¢do do ponto (0,0)), as populagdes de
presa e predador oscilardo.

Um meio de se adaptar as equagdes [ para levar em consideragio a competi¢do intraes-
pecifica no modelo de predacdo de Lotka-Volterra € adicionando um termo semelhante ao da
equagdo [3] Esta modificagdo leva a grandes mudangas na dindmica do modelo - novos pon-
tos fixos com estabilidades distintas aparecem, resultando em um sistema com sensibilidade as
condicdes iniciais. Para uma abordagem aprofundada, ver referéncia [[12].

Para modelar a competi¢do interespecifica, pode-se assumir que essa interacao se da exa-
tamente igual a competi¢do intraespecifica (equacdo [3). Esse modelo também leva o nome de
Lotka-Volterra:
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du U U duU. U U
i R 55 (l_ﬂ) 2, (1_Lﬁl) (6)

dt K dt K>

sendo U;, r;, K; a populagdo, taxa de reproducéo e capacidade de suporte da espécie i e oL e B os
coeficientes de competicao. Os coeficientes de competicdo estdo associados a pressao que uma
espécie faz na outra na competicao por recursos - nas palavras de Britton [7]: "Suponha que
as duas espécies que estdo competindo sdo besouros distintos, e que um individuo da espécie
2 come dois graos de flor para cada um comido por um individuo da espécie 1, entdo o0 = 2
e = %". Note que no exemplo dado ambas as espécies ocupam o mesmo nicho ecoldgico.
Geralmente, quando isso acontece, oy = 1. Para facilitar a andlise do sistema da equagio EI, é
conveniente fazer as seguintes mudancas de varidveis, u = %, V= % e T = rit, obtendo:

Figura 5: (a) Evolucgdo temporal das populagdes de predadores e presas e (b) espago de fase do
modelo usando os pardmetros oo = 1.4,y=0.3, =0.8 e € = 0.6.
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Fonte: Préprio autor.
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du dv

— =u(l—u—av —=cv(l—bu—v 7
sendo a = OLIK%, b= BIK% ec= % Este novo sistema possui como pontos fixos os pares orde-
nados: (0,0), (1,0), (0,1) e (u*,v*), sendo u* = {=% e v* = %. Para uma revisdo detalhada
sobre a estabilidade desses pontos fixos, consulte a referéncia [38]. Para diferentes valores dos

pardmetros a e b, este sistema apresenta comportamentos distintos, como ilustrado na figura [6]

As bifurcagdes, isto €, mudangas nas estabilidades dos pontos fixos, ocorremema=1e b = 1.
Na figura[6la, se a < 1 e b < 1, hd coexisténcia entre as duas espécies independentemente da
condicdo inicial; Conforme ilustrado na figura @b, sea>1eb < 1,0 competidor 2, mais forte,
sempre suprime o competidor 1, mais fraco; Por outro lado, conforme ilustrado na figura [6c
o contrdrio acontece, o competidor 1 sempre ganha do competidor 2; e por fim, como pode
ser visualizado na figura[6]d hd a chamada "biestabilidade", fase em que as condigdes iniciais
determinam o estado final do sistema. Dependendo das condi¢des iniciais, pode restar apenas o
competidor A, apenas o B, ou ambos podem coexistir.

Na figura [/| estd apresentado o espago de parametros do modelo; note que a curva ab = 1,
que representa espécies que ocupam o mesmo nicho ecoldgico, ndo passa nunca na fase de

coexisténcia, demonstrando assim o Principio da Exclusdao Competitiva, enunciado na secdo

2.1

Figura 6: As quatro possibilidades do espaco de fase para o modelo de competicao de
Lotka-Volterra descrito pelas equacdes [/} utilizando o parametro ¢ = 1.
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Figura 7: As quatro possiveis situagcdes apresentadas no modelo de competi¢ao de
Lotka-Volterra, agora no espaco de parametros.
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Fonte: Préprio autor.
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Capitulo 3

Modelos Baseados em Agentes e a

Equacao de Difusao

3.1 Modelos Baseados em Agentes

Modelos baseados em agentes (MBA) sdo formas de se descrever fendmenos através de
simulagdes computacionais. Diferentemente das abordagens matematicas discutidas até agora
neste trabalho, a modelagem baseada em agentes considera separadamente cada individuo (agente)
com seu conjunto de comportamentos (regras de evolugdo). Enquanto o sistema evolui, os agen-
tes interagem entre si, e desta interacdo, comportamentos de grupo emergem do sistema. E uma
técnica bastante usada para estudar problemas nas mais diversas dreas, como controle de trafego
aéreo [5]], economia [|6]], ciéncias sociais [[15]], entre outros.

Segundo Macal [31]], um MBA tipico tem trés elementos: agentes, relacdes entre agentes
e meio onde o agente vive. Embora ndo haja um consenso sobre a definicdo precisa de cada
elemento, pode-se dizer que um agente € uma entidade discreta, autdbnoma, social, que tem
seus proprios comportamentos, que assume diferentes estados enquanto o sistema evolui e que
se relaciona com seus vizinhos, que podem variar no tempo também (a defini¢do de vizinho
depende da rede em que o agente estd inserido). Exemplos de vizinhancas em diferentes redes
estdo na figura (g

Uma grande vantagem de utilizar MBA € a capacidade de se extrair comportamentos emer-
gentes do sistema. Isto €, dado um conjunto de regras de evolugdo para os individuos, eles

poderdo se organizar de forma ndo trivial em estruturas complexas.
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Figura 8: Trés possiveis vizinhangas para redes diferentes. (a) Rede quadrada. (b) Rede
Hexagonal. (c) Rede Complexa.

(a) (b) (©)
Fonte: Préprio autor.

3.1.1 Automatos Celulares

O primeiro modelo baseado em agentes feito computacionalmente foi o "Jogo da Vida de
Conway", em 1970 [18], que descreve a dinamica de agentes numa rede quadrada que podem
estar "vivos"ou "mortos", dependendo das suas vizinhangas. Dada uma condicao inicial para o
jogo, um estado de equilibrio € alcancado, muitas vezes revelando padrdes ndo-triviais com pro-
priedades particulares daquele conjunto de condi¢des. Tempos depois o modelo se enquadrou
na defini¢do de "autdmatos celulares"(AC), uma classe de MBA.

A principal particularidade dos autdomatos celulares € que os agentes sempre estdo inseridos
num reticulado com vizinhos fixos no tempo. Ou seja, AC sdo modelos onde os agentes estao
fixos na rede e sO interagem com seus vizinhos espaciais, enquanto, de modo geral, no MBA
os agentes podem se mover, alterando com quem interagem. Pela limitacdo espacial dos reticu-
lados, € preciso usar condi¢des de contorno nas bordas, que podem ser principalmente de trés
tipos: periddica, que simula uma rede infinita, e liga os primeiros agentes nos ultimos (topolo-
gia toroidal); reflexiva, que considera os agentes da borda tendo como vizinhos eles mesmos; e
fixa, que assume que os vizinhos das bordas sdo fixos no tempo, portanto ndo evoluem com as
regras do sistema. As vizinhangas podem ser principalmente de dois tipos: de Von Neumman
(ilustrada na figura[Qla), onde s6 sdo considerados os primeiros vizinhos; e de Moore (ilustrada

na figura[9]b), onde sdo considerados os primeiros e segundos vizinhos.

Figura 9: Vizinhangas mais recorrentes em redes quadradadas. (a) Von Neumman. (b) Moore.

(b)
Fonte: Préprio autor.

Em um AC, os agentes sdo capazes de assumir um conjunto finito e discreto de estados.
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Tais estados evoluem no tempo segundo regras ou func¢des discretas dos valores dos estados
dos agentes na vizinhanca de cada um deles em tempos anteriores. Por exemplo, para a regra
30 do AC elementar de Wolfram, os agentes ¢; (i = 1,2,...N) sdo bindrios (6; =0 ou 1) e
dispostos em uma cadeia linear com condi¢des de contorno periddicas. A vizinhanga de cada
agente ¢ a de Von Neumman e, portanto, envolve somente os primeiros vizinhos a esquerda
e a direita de um dado agente. Por sua vez, a regra de evolucdo é dada pela equagdo I';(¢ +
1) = f(0i-1(t),0i(t),0i4+1(t)) = mod(G;—1 +G;+ i1+ G;Gi+1,2) onde o operador mod (xy,x7)
retorna o resto da divisao de x; por x;.

Na figura [I0] ¢ mostrada a evolu¢do do AC unidimensional de Wolfram regra 30 a partir
de um estado inicial com semente em que 6;(0) = 0 para todo i exceto oy (0) = 1. Como se
pode ver, padrdoes complexos emergem de regras simples iteradas muitas vezes repetidamente,
mesmo a partir de estados iniciais simples. Por essa razdo, os ACs despertaram um grande

interesse na modelagem de sistemas longe do equilibrio termodinidmico.

Figura 10: (a) Figura gerada através do modelo de autdmatos celulares "Rule 30", de Stephen
Wolfram. (b) Padrao semelhante a um gerado por automatos celulares em uma
concha.

Fonte: Wikimedia Commons.

3.1.2 Modelos Hibridos

Embora robustos, muitas vezes os AC por si s6 ndo conseguem capturar a esséncia de al-
guns problemas que aparecem na natureza. Note que estes sistemas sdo intrinsicamente dis-
cretos, pois os agentes assumem estados com valores discretos, estdo inseridos em reticulados
e o tempo evolui em passos discretos. O problema que este trabalho se propde a estudar, por
exemplo, além de envolver a dinamica de populacao entre espécies distintas, também estd pre-
ocupado com a dinamica dos compostos alelopéticos.

Como um adiantamento do préximo capitulo, € possivel propor um modelo de AC que des-
creva a dinamica de populacdes de espécies alelopaticas em um reticulado - cada vértice poderia

estar vazio ou ocupado por um individuo da espécie k. Para estudar a dinamica das substan-
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cias secretadas, entretanto, uma abordagem mais cuidadosa precisa ser feita. Cada vértice do
reticulado precisa ter N concentracdes de toxinas referentes as espécies interagentes. As con-
centragdes de toxinas, por sua vez, podem assumir valores continuos, dada que sua dinamica é
regida por uma equacdo diferencial. A estes modelos que misturam diversas abordagens, damos

o nome de Modelos Hibridos.

3.2 Equacao de Difusao

A equacdo de difusdo, também chamada de segunda lei de Fick, descreve o movimento de
um fluido em um meio. Considera-se que o fluido é formado por particulas microscépicas, e
que cada uma dessas particulas descreve um movimento aleatdrio (caminhada aleatéria). De
fato, é possivel obter a equagdo da difusdo ao tomar o limite continuo das particulas se mo-
vendo aleatoriamente. Neste trabalho, porém, nos inspiraremos em Fick [[17] e seguiremos uma
abordagem mais fenomenoldgica.

Considere uma quantidade ¢ que se conserva e flui em um meio. Esta quantidade pode ser
vista como a massa, ou como o nimero de moléculas de um fluido. E til definir as quantidades
p como concentragdo (ou densidade volumétrica), e J como a densidade de fluxo de g. Note que
a grandeza J é uma grandeza vetorial, e que quando integrada ao longo de uma superficie, da
o proprio fluxo de g ao longo da superficie de integracdo. Se ndo hd fontes ou sorvedouros em
uma regido delimitada por uma superficie fechada de integracdo, pode-se dizer que a variagdo
temporal de g no interior de um volume € igual a menos o fluxo de g pela superficie desse

volume. Ou, matematicamente:
A _ _$J-da (®)

Aplicando o teorema da divergéncia na equagdo [§] encontramos a equagdo de continuidade
em sua forma diferencial:

P _

e =V-J ©)

Fica explicito na equagdo @ que toda variagio local em p é devido a um fluxo de ¢. E
razodvel postular que J sempre flui da regido de maior concentrag@o para a de menor através de

um gradiente de concentragdo (primeira lei de Fick), ou:
J=-DVp (10)

sendo D a constante de difusdo, que depende das propriedades do meio e do fluido. Substituindo

a equagdo |10 na[9] obtemos enfim a equagéo de difusao:

ap_ 2
5 =DV (11
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A equagdo [T1] descreve a difusdo de um fluido em um meio. Se ndo houver fontes ou
sorvedouros, a tendéncia do fluido € se tornar homogéneo no meio, igualando as concentragdes
em todo o espaco. Para uma descricdo mais geral, podemos inserir um termo de fonte e um
termo de degradacdo. Considerando que haja fontes do fluido nas coordenadas x;, € que o fluido

se degrade de forma exponencial, temos:

d
S =DV +BY.8(x—x) —p (12)

sendo P a taxa de producdo do fluido, y a taxa de degradaco, e a soma é feita sobre todas as
fontes. A equacdo[I2] quando possui os termos de fonte e degradagio, também é chamada de

equacdo de reacdo-difusdo.

3.2.1 Solucao da Equacao de Reacao-Difusao

Considere a equacdo de difusdo em uma dimensao:

op I
* _p—r 1
ar Do (19
sujeita as condi¢des iniciais:
p(x,0) = d(x) xgi]wp(xﬁ =0 (14)

Para encontrar a solu¢gdo da equacdo diferencional, é possivel utilizar o método da Trans-
formada de Fourier. Definindo a transformada de p(x,z) como p(k,t) = [*2 p(x,t)e*dx que

possui como inversa p(x,t) = in [T p(k,t)e~™dk e substituindo-a na equacio :

tedp(k,t) _; e -
/ —pflt’ ) ik g = | -D@pikne ak (15)
Note que os integrandos da equagdo [I5] sdo iguais, portanto obtém-se a seguinte equagio

diferencial ordinaria:

dt (16)

Aplicando a transformada de Fourier em p(x,0) = 8(x) — p(k,0) = 1 e substituindo na
equagdo anterior, temos enfim, p(k,?) = e~Dkt Para chegar na solu¢do da equacgdo da difusao,
basta aplicar a transformagdo inversa em p(k,). Usando que k*DT + ikx = (k+ 5-)?Dt + %

0o —av? z .z A P
e [TeYdy= \/g , através da mudanga de varidvel y = k + 55~ obtém-se, enfim:

2

—X

e aDr

7)
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Note que a equacdo |17]satisfaz as condicdes de contorno. Repare ainda que a expressao é
uma gaussiana centrada em x = 0 que, conforme o tempo passa, tende a se tornar homogénea

no espago, se achatando, conforme mostrado na figura [}

Figura 11: Solucdo da equacao de difusdo, dada pela equagdo|(l7, com D = 1. Foram feitas as
curvas para diferentes instantes r = 0.1,0.25,1 e 10. E possivel notar que a curva se
achata conforme o tempo passa, tendendo a ficar homogénea no espago para
tempos grandes o suficiente.
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Fonte: Préprio autor.

Agora considere a equacdo de reagdo-difusdo unidimensional com 3 = 0:

op 9%p
g—VP‘FDW (18)

sujeita as mesmas condigdes iniciais da equagdo [[4] Note que por convencdo o sinal de 7y foi
alterado - se Y> 0, o termo ndo-homogéneo introduz fontes em todo o espaco; se 'y < 0 hé sorve-
douros em todo o espaco. Para resolver esta equagdo, considere a fungio ®(x,7) = p(x,r)e .
Subtituindo ®(x,7) na equagio recuperamos a prépria equagdo de difusdo, porém para
D(x,1):

od 0°d

sujeita as mesmas condicdes iniciais que p(x,7). O resultado desta equagdo, como ja apresen-

tado, € dado pela expressao Portanto, chegamos enfim em:

_2
e 4Dt

Para y > 0 a exponencial associada ao termo de reacdo € positiva, e portanto faz a concen-

eV (20)

tracdo crescer. Ja para Y < 0 a exponencial é negativa, e a concentracdo decai. Em ambos os
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Figura 12: Solucdo da equacdo da reacao-difusdo, dada pela equacdo 20, comD =1e
|Y| = 0.5 . Foram feitas as curvas parat = 0.1,0.25, 1 e 4, como explicitado na
legenda do gréfico. (a) y > 0, é possivel notar que para ¢ > 1 hd um crescimento
abrupto nas concentracdes, devido a exponencial de reacdo. (b) y < 0, € possivel
notar um descrescimento abrupto para f > 1, devido a exponencial de reagao.
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Fonte: Préprio autor.

casos, a "massa"introduzida pela condi¢do inicial ndo € conservada. E possivel ver as diferencas
destes dois regimes na figura[[2]

Por fim, considere o caso estaciondrio da equagﬁo ou seja, g—g = 0. Assumindo ainda que

a reacdo seja do tipo depreciacdo, ou seja, Y = —7, temos:

dp v

=P
dx* D @1
p(x) =Aexp <x\/g) + Bexp (—x ll))

Assumindo as condigdes iniciais p(0) = Cp e p(x — o) = 0, temos:
p(x) = Coexp (—x %) (22)

Pela equacdo [22| € possivel estimar um alcance efetivo que a substincia atua apds partir da
origem. Assumindo que para concentra¢cdes menores que % a substancia ndo interefere mais

no meio onde estd inserido, estima-se que a distincia maxima de efeito desta substancia é:

C
?0 = Copexp (—xef\/g)
vy

Portanto o alcance efetivo da substancia € proporcional a raiz da constante de difusdo. Ou

(23)

seja, controlando a constante de difusdo, é possivel diminuir ou aumentar a distancia de intera-

cdo das fontes mesmo em problemas onde ha depreciacao de substancias.
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Capitulo 4

Modelo de Competicao Alelopatica

4.1 Modelo de Miuiltiplas Escalas

Modelagem em multiplas escalas € uma técnica utilizada para tentar descrever sistemas le-
vando em consideragao as diferentes escalas que este sistema abrange. Um exemplo € descrever
propriedades mecanicas de um material tanto com uma abordagem atomica (e discreta) quanto
com uma abordagem continua [28]].

O fendmeno de competi¢cdo alelopatica pode também ser modelado em multiplas escalas
segundo De Souza [11]. No caso particular de competi¢do entre plantas, temos, no ambito
microscopico, as interagdes entre as fitotoxinas € o genoma, o fluxo de fons no interior das
células, a mudanca na sintese proteica, etc. Mesoscopicamente, hé as interagdes fisicas entre
os espécimes, a difusdo dos venenos pela rizosfera e a resposta das plantas que irdo absorver
os venenos das competidoras. Macroscopicamente ha principalmente os processos emergentes
na escala do ecossistema, como supressdo de alguma espécie, aliangas inter/intraespecifica e
formacao de moisacos. O modelo descrito na préxima se¢cao preocupa-se principalmente com

as escalas meso e macroscopica.

4.2 Descri¢cao do Modelo

O modelo proposto € um autdomato celular hibrido, com condi¢des de contorno periddicas e
vizinhan¢a de Von Neumman. Os individuos vivem em uma rede quadrada de tamanho L X L
homogénea. Cada vértice da rede poderd estar vazio ou ocupado apenas por um individuo de
uma das n espécies. Se ocupado, cada espécime podera se replicar para um vértice vizinho va-
zio, ou morrer - ambas as situacdes dependerdo da concentracao de veneno das plantas nocivas
naquele vértice. Os venenos se difundem na rede através da equagdo de reacao e difusio.

Dado um vértice (i, j) ocupado por uma planta da espécie k sorteado para se multiplicar
no tempo ¢, a probabilidade de ele se reproduzir para um vizinho vazio é ﬁ x pk, »(Ci(x,1)),

sendo N,, o numero de vizinhos vazios e p’;e » € a probabilidade de um individuo da espécie k
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se reproduzir, calculada da forma:
2
n
Y MG
k 0.k 17k
prep({cl;ék(xat)}) :prép I- 2 (24)
B+ | X My, C
1k

sendo p(r)é];, o inverso da taxa de reprodugdo natural da espécie k na auséncia de fitotoxinas,
Cik(x,t) a concentracdo do veneno da espécie [ no vértice (i, j) no tempo ¢, By uma constante
associada a resisténcia da espécie k, e My ; os elementos da matriz de interagdo, que podem ser
1, se a espécie [ envenenar k, ou 0, se nao. Um vértice vazio serd preenchido pela espécie k
com maior probabilidade de germinagdo pg.,, cOm pg.,r = max(p’;ep(x’ )),k=1,2,..N,ex o
vértice escolhido para germinagdo.

Dado um vértice (i, j) ocupado por uma planta da espécie k sorteado para morrer no tempo

t, a probabilidade de ele morrer p% ,(C;(x,t)) é dada por:

2

n
l;.kMz,kCz
0.k
P]fzez({claék(X, 1)}) = Paul 3 (25)

n
A+ | X MG
1%k

sendo Ay uma constante associada a resisténcia da espécie k ao veneno da espécie /. Note
que as equacdes 24|e [25|tém o mesmo comportamento da equagdo|l} uma sigméide. De fato, a
probabilidade de reproducao e de morte estdo associadas a resposta de uma espécie aos venenos
das competidoras.

A dinamica das fitotoxinas no solo serd descrita por uma difusio, apresentada na equacao
12}

aC
8_tk = DiVAC+ B Y 8(x—x) —Cr (26)
k

X

em que o indice k evidencia que o veneno ¢ referente a espécie k e xf sdo as coordenadas dos
vértices onde hd individuos da espécie k. Esta equacdo diferencial foi resolvida computacio-
nalmente através do métodos das diferencas finitas, iterando-a até o tempo méaximo de r = 100,

com At = (0.25. Como observado por Lee [27], para que a a solu¢do da equagdo [26|seja estdvel,
1 APAY?

2D AxZ4-Ay?
O modelo foi aplicado para diferentes condicdes iniciais, matrizes de interacdo, valores da

€ suficiente que Ar < - fixando Ax = Ay = 1, € imposto entdo que D < 1.
constante de difusdo Dy e tamanhos da rede - estes diferentes cenarios serdao melhor abordados
no proximo capitulo.

A simulagdo, portanto, seguird o algoritmo mostrado na figura[I3]
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Figura 13: Fluxograma ilustrando a evolu¢do computacional do modelo.
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Capitulo 5

Dinamica Populacional entre Espécies

Alelopaticas

Foram feitas simulacdes para quatro e cinco espécies distintas, variando a constante de
difusdo D de 0.001 (baixa alelopatia) até 0.8 (alta alelopatia) para trés matrizes de interacdo
diferentes. As simulagdes foram estudadas partindo de duas condi¢des iniciais diferentes: as
espécies sendo distribuidas em focos de tamanhos iguais (CIF) e sendo distribuidas pela rede
de forma aleatéria com igual probabilidade (CIR).

Todos os resultados discutidos neste capitulo foram obtidos utilizando-se os parametros da

tabela a seguir.

Tabela 1: Valores dos parametros utilizados nas simulacoes

Parametro Descricao Valor (U.A.)
L Tamanho da rede 100
p(r)g];, (Taxa de reproducio da espécie k)~ 0.5
pg’ekl (Taxa natural de morte da espécie k)1 0.5
AL Constante associada com a resisténcia da 05

espécie k e sua reproducao
Constante associada com a resisténcia da

By . 0.5
espécie k e sua morte

Bx Taxa local de produgdo de toxina da espécie k 0.7

Vi Taxa de depreciagdo da toxina da espécie k 0.2

Todos os pardmetros listados na tabela sdo iguais para todas as espécies, portanto, nenhuma
delas tera vantagem a priori sobre a outra. Uma ultima observagdo a ser feita é que, embora
a semente dos nimeros aleatdrios seja fixada (por reprodutibilidade), € preciso ter cautela ao
tirar conclusodes sobre as mudangas de comportamento do sistema conforme D aumenta, pois
o modelo apresentado € sensivel a diversos parametros (condi¢do inicial, disposi¢dao espacial

inicial, constante de difusdo das toxinas) e apresenta multiestabilidade.
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5.1 Quatro Espécies

Para quatro espécies, foram utilizados as condigdes iniciais explicitadas na figura[I4]

Figura 14: (a) Condig¢do inicial de focos. Cada foco tem 121 espécimes. (b) Condicdo inicial
das espécies distribuidas aleatoriamente. Cada vértice tem probabilidade 0.5 de
estar vazio e 0.125 de estar ocupado pela espécie k. Cada espécie € representada
por uma cor, € se o vértice nao estd vazio, seu indice serd O e serd representado pela
cor branca.

100 | 4 100 |

~
Espécies
o
Espécies

(a) CIF. (b) CIR.
Fonte: Préprio autor.

A primeira matriz de interagdo testada foi a ilustrada pela figura [I5] que representa uma
interacdo ciclica. Chamamos esta interacao de PPT, fazendo alusdo ao jogo "Pedra, Papel e

Tesoura", pois cada espécie € envenada por uma, e envenena uma outra.

Figura 15: Rede de Interagcdes PPT para quatro espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interagao.

(a) (b)

Fonte: Préprio autor.

Para D = 0.001, um regime de baixa difusividade das toxinas, foi observado que as quatro
plantas coexistem, porém o padrdo espacial gerado pelos espécimes € sensivel a condi¢do ini-
cial. Para CIF o padrao espacial alcancado apds 5000 passos de tempo foi algo semelhante a
propria condi¢do inicial de focos, os espécimes permaneceram juntos a seus semelhantes, ge-
rando quatro grandes "retalhos quadrados"(ou "patches"). Para CIR, mesmo apds 5000 passos
de tempo, a distribui¢do de plantas continuou aleatéria. (Figura[I6)

Para constantes de difusdo maiores, o comportamento da densidade de populacdo se al-

tera para as duas condic¢des iniciais. Para CIF o padrao espacial € perdido completamente em



Capitulo 5. Dinamica Populacional entre Espécies Alelopaticas

32

para D = 0.001.

100 |z

D=0.001

Figura 16: Densidades de populacdo e padrdes espaciais gerados para PPT em com espécies,
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(c) Padrao espacial final para CIR. (d) Densidade de populacdo para CIR.

Fonte: Préprio autor.

D > 0.01 e grandes oscilagdes nas populacdes de espécies aparecem. Conforme D continua a
crescer, € possivel ver a formacao de longas faixas de uma espécie, ainda mantendo as gran-
des oscilacdes nas populacdes. Essas faixas de uma espécie evoluem para faixas constituidas
por duas espécies (as duas que ndo interagem entre si - 1 e 3, 2 e 4), revelando uma alianga
entre elas. A consequéncia dessas aliangas € uma diminui¢do considerdvel nas amplitudes de
oscilagdes das populagdes (Figura[T7).

Figura 17: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para PPT em quatro espécies
e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIF.
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(a) Padrao espacial final para D =
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(b) Densidade de populagdo para D =0.1.
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Espécie 1

Espécie2 - - —
Espécie 3
Espécie 4— —

N
Espécies
Densidade Populacional

. . . |
0 1000 2000 3000 4000 5000
Tempo
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Fonte: Préprio autor.

Evoluindo de CIR ¢ possivel perceber que para valores proximos de D = 0.1 ja h4 aliangas
entre as espécies que nao interagem. Conforme D aumenta, as duas aliangas se organizam
em longas faixas. Para difusividades maiores e, portanto, supressdes alelopaticas ainda mais
fortes, entretando, o que se percebe é que uma das aliangas se torna mais forte que a outra, e
tende a suprimir as outras duas espécies (Figura[I8). Percebe-se que para tempos maiores os
sistemas partindo de CIF se igualam aos partindo de CIR, levando a acreditar que as diferencas

na condi¢ao inicial sé retardam a extingao de uma das aliangas.

Figura 18: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para PPT com quatro
espécies e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIR.
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0.1.
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(c) Padrao espacial final para D = (d) Densidade de populagdo para D = 0.4
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Fonte: Préprio autor.

A segunda matriz de interacdo estudada foi a indicada na figura[I9] onde todas espécies sao
envenenadas e envenenam todas. Chamamos esta interacdo de FFA, de Free For All (cada um
por si).

Figura 19: Rede de intera¢des FFA para quatro espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagcdes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interacgao.

eﬂ O 1 1 1
1 O 1 1
11 1
<> 1 11 O
() (b)

Fonte: Préprio autor.

Para competi¢des fracas (D = 0.001) os padrdes obtidos, assim como as densidades de po-
pulacdes, foram semelhantes aos da figura [I6] Evoluindo de CIF, para D préximos de 0.1 os
padrdes espaciais definidos pela condicao inicial de focos ainda sdo mantidos, porém transla-
dados. Pela densidade populacional, entretanto, ndo é possivel saber se o estado de equilibrio

ja foi alcangado ou havera a supressio de alguma espécie. Para D maiores as espécies tentam
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tentam suprimir umas as outras mantendo o formato de grandes focos, podendo alternar o for-
mato entre quadrados e circulos. Para D = 0.8 é possivel ver nitidamente a tendéncia de duas

espécies serem extintas, enquanto as outras poderdo coexistir. (Figura[20)

Figura 20: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para FFA com quatro
espécies e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIF.
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(c) Padrao espacial final para D = (d) Densidade de populacdo para D = 0.8.
0.8.

Fonte: Préprio autor.

Partindo de CIR, para D = 0.01 € possivel ver pequenos aglomerados compactos de apenas
uma espécie. Conforme D é aumentado uma espécie passa a exterminar as outras trés rapida-
mente (Figura [21)). Para amostras com D maior ainda, foi possivel observar tanto um padrdo
semelhante ao gerado na figura[20c quanto a supressdo por completa de trés espécies. Diferente
do que acontece em PPT, aqui ndo ha formagdo de aliangas em hipdtese alguma, resultado da

natureza da propria interacao.



Capitulo 5. Dinamica Populacional entre Espécies Alelopaticas 36

Figura 21: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para FFA com quatro
espécies e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIR.
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Fonte: Préprio autor.

E por fim, foi dado uma vantagem explicita para uma das espécies, com a matriz de interagao
da figura[22] Note que essa intera¢do é a PPT sem a interacdo da planta 4 com a 1, causando

uma assimetria.

Figura 22: Rede de interagdes beneficiando uma das plantas. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interagao.

0-0 (/°
& 0 1
°g)> 0 o(b)

Fonte: Préprio autor.

0 0
0 0
0
1 O

Para baixa taxa de difusdo (D = 0.001) foram obtidos os mesmos resultados que anterior-
mente. Para maiores valores de D foi observado a extingdo inevitavel da espécie 2, pela falta

de um controlador biolégico da espécie 1; a sobrevivéncia da espécie 4 depende das flutuacdes
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na disposicao espacial inicial das espécies - se a espécie 4 conseguir se posicionar longe o su-

ficiente da 3, serd blindada pela 1; por sua vez, haverd sempre a coexisténcia da espécie 1 e 3.

Porém, para as diferentes condi¢des iniciais, se observa uma disposi¢do espacial final diferente,

como ilustrado na figura[23]

Figura 23: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados por uma rede de interagdes
alelopéticas em que uma das quatro espécies € beneficiada. Diferentes condi¢des

iniciais sdo usadas: (a) CIF. (b) CIR.
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Fonte: Préprio autor.

5.2 Cinco Espécies

Para cinco espécies, foram utilizados as condigdes iniciais explicitadas na figura [24]

A primeira matriz de interag@o estudada foi a ilustrada pela figura 25] que representa uma

interacdo ciclica. Pela semelhanca com a estudada no capitulo anterior, manteremos o nome

desta interacdo como PPT.

Para regimes de baixa alelopatia (D = 0.001), foi observado comportamento semelhantes a

todos os casos anteriores. Coexisténcia entre todas as espécies, mantendo o padrio espacial da

condicdo inicial. Em CIF h4 a permanéncia de cinco focos, enquanto que em CIR as plantas se

distribuem aleatoriamente. As curvas de densidade populacional sdo semelhantes para ambos
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Figura 24: (a) Condig¢do inicial de focos. Cada foco tem 121 espécimes. (b) Condig¢do inicial
das espécies distribuidas aleatoriamente. Cada vértice tem probabilidade 0.5 de
estar vazio e 0.1 de estar ocupado pela espécie k.
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(a) CIF. (b) CIR.

Fonte: Préprio autor.

Figura 25: Rede de interagdes PPT para cinco espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagOes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interagao.

\
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Fonte: Préprio autor.
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os casos, diferenciando-se apenas no total de individuos da espécie 5 - nota-se que a espécie
posicionada no meio das demais tem seu crescimento populacional prejudicado, como pode ser

visualizado na figura 26

Figura 26: Densidade de populagdo e padrdes espaciais gerados para PPT em cinco espécies,
para D = 0.001.
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Fonte: Préprio autor.

Para D com valores maiores a dindmica se diferencia bastante para condi¢des iniciais dis-
tintas. Em CIF observa-se grandes oscilagcOes nas populagdes das cinco espécies enquanto os
individuos tendem a ficar proximos de seus semelhantes - a principio, as plantas ndo se orga-
nizam de uma forma ordenada. Para D maiores € possivel notar uma tendéncia das oscilacdes
populacionais diminuirem conforme o tempo evolui, emergindo um padrdo espacial - as espé-
cies se organizam de forma que sempre estdo protegidas por uma, e estdo protegendo outra -

organizam-se em "camadas", mantendo a ordem 1 — 3 — 5 — 2 — 4 — 1, conforme ilustrado

na figura

Figura 27: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para PPT com cinco espécies
e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIF.
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Fonte: Préprio autor.

Partindo de CIR, entretanto, nota-se que as plantas nao ficam desordenadas resultando em
grandes oscilacdes, e atingem um "estado de equilibrio"mais rapidamente. Este estado de equi-
librio € caracterizado principalmente pela organiza¢do em "camadas", citada anteriormente, € a
constincia das populagdes, sem variagdes abruptas (Figura [28)). Fica evidente que os sistemas
que evoluem de CIF tendem ao mesmo estado que os que evoluem de CIR. Note que ao usar o
termo "estado de equilibrio"aqui, estamos nos referindo principalmente ao padrdo de organiza-
¢do das espécies, de forma geral, e as variagdes de populacdes. E nitido que os estados finais

sdo bem diferentes, se comparados localmente.

Figura 28: Densidades de populacdo e padrdes espaciais gerados para PPT com cinco espécies
e diferentes constantes de difusdo, partindo de CIR.
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Fonte: Préprio autor.

A segunda matriz de interacdo estudada foi uma versao de FFA para cinco espécies, onde

todas envenenam e sdo envenenadas por todas, como indicado na ﬁgura@

Figura 29: Rede de intera¢des FFA para cinco espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagcdes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interagao.

O 1 1 1 1
1 O 1 1 1
11 O 1 1
11 1 O 1
11 1 1 O

Fonte: Préprio autor.

Os resultados para FFA em cinco espécies foram bem semelhantes aos obtidos para quatro.
Foi possivel observar, em CIR, a criagdo de pequenos aglomerados compactos para baixas con-
tantes de difusdo, e conforme D assumia valores maiores, os individuos tentavam suprimir uns
aos outros. Os padrdes obtidos tanto para CIF quanto para CIR se assemelham bastante para D
acima de 0.1, e uma ponderacdo a ser feita € que para CIF a espécie cinco sempre foi a primeira
a se extinguir (figura[30a-b), devido a sua posi¢do desfavordvel na rede em 7 = 0, e em CIR a
extin¢do aparenta ser aleatdria. Observou-se também, em apenas uma amostra (CIR, D = 0.8),
um padrao diferente - coexisténcia entre duas espécies em uma longa faixa, como ilustrado na
figura 30le-f. Esta disposi¢éo aparenta ser um estado de equilibrio de coexisténcia entre duas

espécies que interagem entre Si.
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Figura 30: Densidades de populacdo e padrdes espaciais gerados para FFA com cinco espécies
e diferentes constantes de difusao.
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(b) Densidade de populagdo para D = 0.5,
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com CIR.

Fonte: Préprio autor.

A ultima matriz de interacdo testada foi uma generalizacdo de PPT. Cada espécie envena
duas e € envenenada por duas. Esta interacdo foi escolhida de modo que existam vérias intera-
¢oes ciclicas (do tipo PPT) com trés espécies, assim como intera¢des aciclicos com trés espé-
cies. A forma escolhida para estas interagdes estd representada na figura[31] e vamos chama-la
de PTG.
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Figura 31: Rede de interagdes PTG para cinco espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes entre as diferentes espécies. (b)
Matriz de interacgao.

ﬁ@ fot

Fonte: Préprio autor.
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Para baixa alelopatia (D = 0.001) foram encontrados resultados semelhantes aos ja cita-
dos. Para D préximo e acima de 0.1, os padrdes espaciais e curvas de densidade de populagdo
obtidos foram semelhantes, independentemente da constante de difusdo e da condi¢do inicial
escolhida. Em geral, as curvas oscilam com grandes amplitudes e frequéncias, enquanto nao
h4 uma organizacdo ordenada dos individuos. Nota-se, entretanto, que as espécies tendem a
desaparecer em duplas e coexistirem em trios, permanecendo ainda com oscilagdes com am-
plitudes grandes, em relacdo aos outros casos estudado. Na figura [32]é possivel notar que as
espécies que sobrevivem sempre interagirdo de forma ciclica, e o trio sobrevivente varia com as
flutuagdes das disposicOes iniciais. Entretanto, observa-se também que nem sempre uma dupla
de espécies € extintas, como pode ser observado na figura [32ff, em que a espécie 1 e 5 quase

foram extintas, porém conseguiram voltar a se reproduzirem.

Figura 32: Densidades de populagdo e padrdes espaciais gerados para PTG com cinco espécies
e diferentes constantes de difusao.
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(a) Padriao espacial final para D = (b) Densidade de populacdo para D = 0.4,
0.4, com CIF. com CIF.
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(g) Padrao espacial final para D = (h) Densidade de populacdo para D = 0.4,
0.4, com CIR. com CIR.

Fonte: Préprio autor.
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5.3 Diagramas de Fase e Transicoes Morfologicas

Como visto nas se¢Oes anteriores € nitido que alteragdes na constante da difusdo da toxina
causam mudancas considerdveis no sistema - nao s6 no comportamento geral do sistema - le-
vando a extin¢do de espécies, mas também na disposicao espacial dos individuos na rede. Com
o objetivo de compreender melhor as transi¢des morfoldgicas do sistema, € possivel fazer dia-
gramas de fase qualitativos da constante D com base nas observacdes feitas. Para explicitar a
notacdo, sempre que houver um limiar de difusdao D, que altere o padrio inicial, haverd um p
superescrito, e quando houver extin¢cdo de alguma espécie, havera um e superescrito.

Para PPT em quatro espécies com CIF, observa-se que existe um DY critico tal que 0.1 <
DF < 0.1 onde o padrio inicial de focos é perdido e as espécies tendem a se organizar em faixas
de uma ou duas espécies. Esta regidao do espaco de fase é de multiestabilidade, pois quando
as espécies se organizam em faixas de uma espécie, hd coexisténcia, e quando se organizao
em faixas de duas espécies, uma das duplas € extinta (a extincao é determinada por flutuacdes
espaciais). Partindo de CIR, entretanto, observa-se a transi¢ao da fase de coexisténcia com o
padrdo inicial (aleatério) direto para a formacgao das duplas aliangas, sendo uma delas extintas,
em um DY tal que 0.01 < D2° < 0.1. Tais comportamentos podem ser representados nos

diagramas de fase da figura[33]

Figura 33: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para interacdo PPT com quatro
espécies. (a) CIF e (b) CIR.

(7] Coexisténcia/Focos £ Coexisténcia/Aleatério
[ Coexisténcia/Faixas individuais ou 5 Extingao dupla/Faixas duplas
Extin¢ao/Faixas duplas

€ p.e
DY DY

1 001 01 .1
(a) CIF (b) CIR
Fonte: Préprio Autor.

Para FFA em quatro espécies com CIF, hd um D¢ critico entre 0.1 e 0.2 que divide uma
regido de coexisténcia em focos em uma regiao de multiestabilidade, cujos estados possiveis sao
a coexisténcia ou a extin¢do de uma, duas ou trés espécies, se dispondo espacialmente de forma
semelhante a condicao inicial: focos compactos que podem se tornar longas faixas. Partindo
de CIR hd uma situa¢do semelhante, porém em um DY critico tal que 0.01 < DY < 0.1 a
coexisténcia com o padrao espacial aleatério da condicao inicial é perdido, se tornando a mesma
regido de multiestabilidade que aparece em CIF. Os diagramas de fase sdo mostrados na figura
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Figura 34: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para interacdo FFA com quatro
espécies. (a) CIF e (b) CIR.

£ Coexisténcia/Focos [ Coexisténcia/Aleatorio
Coexisténcia ou Extingao/ Coexisténcia ou Extingao/
Faixas individuais ou Focos Faixas individuais ou Focos
e p,e
D Dy

c

.001 d 2 .001 01 1
(a) CIF (b) CIR

Fonte: Préprio Autor.

Concedendo uma vantagem explicita a espécie 1 através da interacdo descrita na figura[22]
partindo de CIF, observa-se trés Ds criticos: o primeiro, 0.001 < D¢* < 0.01, separa a regido de
coexisténcia com o padrdo inicial de uma regiao onde a espécie 2 sempre morre, € as demais
mantém a disposi¢ao em focos; o segundo, 0.01 < DF4P < 0.1, separa a regido anterior de
uma onde a espécie 2 e 4 sdo extintas, e a 3 fica disposta em "ilhas"dentro de grandes regides
dominadas pela espécie 1; o terceiro, 0.1 < D¢? < 0.2, separa a regido anterior de uma regido
onde apenas a espécie 4 € extinta enquanto a 2 e 3 ficam dispostas em ilhas. Entretanto, partindo
de CIR, s6 hd 0.01 < D¢* < 0.1 que separa a regido de coexisténcia entre todas as espécies
mantendo a disposi¢do aleatdria inicial da uma regido onde a espécie 4 sempre € extinta e as

demais ainda ficam dispostas aleatoriamente. Os diagramas de fase sdo mostrados na figura[35]

Figura 35: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para a interacdo da ﬁgura em que
uma das espécies € beneficiada. (a) CIF e (b) CIR.

21 Coexisténcia/Focos

M Extingéo espécie 2/Focos 1 Coexisténcia/Aleatorio
B Extincdo espécie 2 e 4/Ilhas 3 Extincao espécie 4/Aleatério
(7 Extincao espécie 4/Ilhas
Df_4 D527€47P DfZ Ds4
* Kk % Kk * * 1 SE ok ko ok K K ok ok ko
* k * ok k * 3 HE ok ok ok ok ok Kk ok K % o
‘ **“k***’lD '*?"********,D
01 .1 2 .01
(a) CIF (b) CIF

Fonte: Préprio Autor.

Para PPT em cinco espécies partindo de CIF, hd um D' tal que 0.01 < D < 0.1 onde o
padrao inicial de focos € perdido e as espécies tendem a assumir formatos espirais. Hé4 ainda

um DP? entre 0.2 e 0.3 em que as espécies atingem uma disposicdo estdvel em formato de
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"camadas", se protegendo uma das outras. Partindo de CIR h4 apenas um DZ tal que 0.01 <
D? < 0.1 onde a disposicdo inicial aleatéria é perdida e a disposi¢io em camadas emerge. Em

todas as fases hd a coexisténcia entre as cinco espécies. Os diagramas de fase sdo mostrados na
figura

Figura 36: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para interagdo PPT com cinco
espécies. (a) CIF e (b) CIR.

(1 Coexisténcia/Focos 21 Coexisténcia/Aleatorio
[ Coexisténcia/Espirais H Coexisténcia/Camadas
B Coexisténcia/Camadas

P1 P2
De De

.001 01 .1 2 3 .001 01 1
(a) CIF (b) CIR
Fonte: Préprio Autor.

Para FFA em cinco espécies com CIF, ha um D¢ tal que 0.01 < D¢ < 0.1 em que os focos
estaveis e estaticos tendem a se tornar maiores, podendo virar longas faixas, ou levar outras
espécies a extincao - esta regido, assim como a que aparece em FFA de quatro espécies, é uma
regido de multiestabilidade. Partindo de CIR ha um comportamento parecido com o anterior, o
padrdo inicial (neste caso, aleatorio) de coexisténcia € perdido, e uma regido de multiestabili-

dade emerge. Os diagramas de fases sdo mostrados na figura[37]

Figura 37: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para interagdo FFA com cinco
espécies. (a) CIF e (b) CIR.

B3 Coexisténcia/Focos (3 Coexisténcia/Aleatorio
Coexisténcia ou Extingao/ Coexisténcia ou Extingdo/
Faixas individuais ou Focos Faixas individuais ou Focos
e p,e
DC D C ’

(a) CIF (b) CIR
Fonte: Préprio Autor.

Por fim, para PTG com cinco espécies, independentemente da condicdo inicial, ha um D
tal que 0.01 < D < 0.1 onde a coexisténcia com o padrio inicial é perdida e aparece uma

regido de multiestabilidade onde, geralmente, trios que interagem de forma ciclica sobrevivem
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em padrdes espaciais espirais. Ha a possibilidade, ainda, de quatro ou cinco espécies sobrevive-
rem, dependendo das flutuagdes das condicdes iniciais. Os diagramas sdo mostrados na figura
38]

Figura 38: Diagramas de fase e transi¢des morfoldgicas para interacdo PTG com cinco
espécies. (a) CIF e (b) CIR.

(3 Coexisténcia/Focos [ Coexisténcia/Aleatério
3 Coexisténcia ou Extin¢ao/ Coexisténcia ou Extingao/
Espirais Espirais
Dé’ € Df ,€

.001 01 1 .001 01 1
(a) CIF (b) CIR
Fonte: Préprio Autor.

5.4 Extincao e Coexisténcia em Interacoes Ciclicas

Afim de compreender melhor a relagdo PPT (ciclica) com a extingdo ou ndo de espécies,
foram feitas amostras com diferentes nimero de espécies, utilizando como condicdo inicial
CIR.

Para duas espécies interagindo como ilustrado na figura [39]a-b, o resultado obtido foi sem-
pre o mesmo - vitéria de uma das espécies, se tornando homogénea em todo o espaco, como
mostrado na figura 39 c-d. A espécie vencedora é determinada por flutuagdes nas condi¢des

inicias, explicitando um estado de biestabilidade.

Figura 39: Rede de interacdes PPT para duas espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagcdes. (b) Matriz de interacdo. (c)
Padrio espacial final e (d) Densidade de populagdo para D = 0.4, partindo de CIR.
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Fonte: Préprio autor.

Para trés espécies interagindo de forma ciclica, como ilustrado na figura A0p-b, é possivel
notar os padrdes ja observados anteriormente em PTG. Como € possivel observar na figura f0c-
d, ha coexisténcia estdvel entre as trés espécies, com padrdes espaciais espiralados e oscilagdes

notaveis na densidade populacional.

Figura 40: Rede de interacOes PPT para trés espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes. (b) Matriz de interacdo. (c)
Padrio espacial final e (d) Densidade de populagdo para D = 0.4, partindo de CIR.
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(c) (d)
Fonte: Préprio autor.

Em seis espécies interagindo da forma representada na figura#Ta-b também hé coexisténcia
entre todas as espécies, e os padroes espaciais gerados sdo parecidos com os observados pra PPT
em cinco espécies, a disposi¢cdo em camadas - como pode ser visto nad1]c-d.

De forma semelhante a anterior, sete espécies interagindo também coexistem em padroes

semelhantes a camadas, onde as mais externas blindam as mais internas, como pode ser visto
na figura42]
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Figura 41: Rede de interagdes PPT para seis espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes. (b) Matriz de interacdo. (c)
Padrio espacial final e (d) Densidade de populagdo para D = 0.4, partindo de CIR.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 42: Rede de interagoes PPT para sete espécies. Cada cor representa uma espécie
diferente. (a) Grafo que representa as interagdes. (b) Matriz de interacdo. (c)
Padrio espacial final e (d) Densidade de populacdo para D = 0.4, partindo de CIR.
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Fonte: Préprio autor.
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O comportamento das densidades de populacdes foram semelhantes para constantes de di-
fusdes D =0.6 e 0.8 para todos os diferentes nimeros de espécies. Pode-se concluir entdo que
quando hé interagdo ciclica havera coexisténcia entre as espécies envolvidas, com exce¢ao do
numero de espécies sendo igual a dois ou quatro. Quando s6 ha duas espécies, uma delas €
levada a extingdo e a outra se torna homogénea pela rede e o que determina a vencedora sdao
flutuacdes nas condicdes iniciais. E quando ha quatro espécies, como visto anteriormente, ali-
ancas de duas espécies sdo formadas, e uma € levada a extin¢do - também sendo determinado

pelas flutuacdes nas condi¢des iniciais.

5.5 Discussoes Gerais

O modelo sugerido neste trabalho para o estudo de competicdes entre espécies alelopaticas
possui grande sensibilidade a diversos parametros, como o nimero de espécies, constante de
difusdo das toxinas, rede de interacdes interespecificas e as condic¢des iniciais. Entretanto, nota-
se que a condic¢ao inicial influencia mais em regimes de alelopatia fraca (D < 0.1), alterando
significantemente a distribui¢ao espacial das espécies. Para regimes de competicdes mais inten-
sas, pelos diagramas de fase € possivel concluir que as condicdes iniciais agem principalmente
como uma facilitadora para se alcangar o "estados de equilibrio".

Foi observado que para baixa alelopatia D = 0.001 todas as espécies envolvidas na intera-
cdo sobreviviam em todas as situa¢des, mantendo os padrdes espaciais iniciais - disposi¢do em
focos ou aleatdria pela rede. Biologicamente, segundo o modelo proposto, espécies diferentes
que interagem de forma extremamente fraca (D = 0.001) podem coexistir respeitando as limi-
tacdes de recurso do ambiente. Observa-se, porém, que o Unico recurso limitado que o modelo
apresenta € o espago e os parametros bidlogicos das diferentes espécies de plantas sdo idénticos,
portanto nao ha melhor competidora.

Para CIF foi observado também que os focos iniciais crescem em expansao livre, como
se fossem "ondas circulares". Pode-se concluir isso ao analisar o nimero de individuos na
superficie S do foco crescendo em funcao do niimero total de individuos dentro do foco N, como
mostrado na figura[43] Ajustando uma reta no grafico foi encontrado um coeficiente angular de
0.524 +0.005, valor muito préximo ao obtido em modelos de crescimento de superficie, com o
modelo de Eden e seus variantes [20].

Nas situagdes estudadas, coexisténcia estavel entre quatro espécies nunca existiu em alelo-
patia forte. No entanto, para cinco espécies, a interacdo PPT revelou coexisténcia estdvel, e na
interagdo PTG, apods a extin¢do de duas espécies, trés continuavam a coexistir, interagindo de
forma semelhante a prépria PPT, porém apenas para trés espécies. Isto indica uma sensibilidade
do sistema quanto ao nimero de espécies e como elas interagem - se um nimero impar de es-
pécies interagem de forma ciclica (PPT), elas coexistirdo, como ja observado por Carvalho [[10]
em um estudo de dindmica de populacdes em espécies alelopdticas. Se o nimero de espécies

for dois ou quatro interagindo de forma ciclica, o que se observou foi a formacgdo de aliangas
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Figura 43: Estudo sobre a forma que os focos crescem. As imagens foram feitas com quatro
espécies se relacionando via PPT e D = 0.001, apenas no regime de crescimento de
focos. (a) Padrio espacial para t=50. (b) Ajuste por lei de poténcias no nimero de
individuos na interface pelo nimero total de individuos da espécie 1 - a mesma
curva foi feita para as outras espécies, mas nenhuma diferenca significativa foi
obtida.
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1 — Ajuste por lei de poténcia
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(a) Padrio espacial para t=50. (b) Ajuste por lei de poténcias no nimero de
individuos na interface x nimero total.

Fonte: Préprio autor.

estdveis para se combater uma outra alianca. Entretanto, para o nimero de espécies sendo par e
maior que quatro, ocorre coexisténcia entre as espécies também.

Na literatura ja € bem sabido que o nimero de espécies competindo inicialmente estd inti-
mamente ligado com o estado de equilibrio e quantas espécies coexistirdo. Como ja reportado
por Allesina [[1]], quando h4 infinitos recursos disponiveis por diferentes espécies, o estado de
equilibrio tende a ser a coexisténcia entre um ndmero impar de espécies. Para redes de compe-
ticdo ciclicas em trés espécies, Kerr et al 23] obteve resultados semelhantes aos obtidos aqui
(Figura[44), e ainda, outros trabalhos [23,[16] sugerem que ha coexisténcia entre mais espécies
interagindo ciclicamente. Nao foi encontrado na literatura resultados semelhantes ao obtido
para quatro espécies - formacgdo de duplas aliangas - em competicOes, entretanto, Szabd et al
[43] estudou um modelo de alelopatia com noves espécies interagindo cujo padrdo espacial fo-
ram trés aliancas formadas por trés espécies distintas que, devido ao tamanho finito da rede,
resultavam em uma alianca vencedora.

Note ainda a diferenca dos padrdes espaciais entre o estado final de PPT para trés espécies
e para cinco espécies ou mais: a de trés, até os tempos observados, € algo extremamente di-
namico, lembrando espirais, € quando hd cinco ou mais o padrdo aparenta ser mais robusto e
estdtico, com uma organiza¢do em camadas. Esta ultima conclusdo pode ser conferida também
nos graficos de densidade populacional: para PPT de trés espécies as curvas oscilam com alta
frequéncia, enquanto as os outros casos a densidade populacional varia muito pouco ao longo
do tempo.

Interagindo por FFA as espécies tendem sempre a extinguirem. O que determina a espécie

vencedora, basicamente, é a aleatoriedade dos eventos que ocorrem na evolugdo do sistema,
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Figura 44: Resultados obtidos para (a) interacdes alelopdticas ciclicas entre trés espécies e (b)
trés espécies competindo ciclicamente: a azul tem vantagem sobre a verde por ter
uma taxa de crescimento maior, a verde tem vantagem sobre a vermelha por ter
uma taxa de crescimento maior, e a vermelha tem vantagem sobre a verde por poder
maté-la (através de supressdo alelopatica).

100

+ Espécies ™

0

0 100

(a) Fonte: Préprio Autor (b) Fonte: Kerr et al

como a disposi¢do inicial dos primeiros espécimes e as probabilidades de cada individuo mor-
rer ou se replicar. Porém, como ja citado anteriormente, deve haver um conjunto limitado de
disposicdes espaciais que possibilitam a coexisténcia de duas (ou mais) espécies - um exemplo
€ a disposicdo em faixas de largura aproximadamente iguais. Estes estados finais, embora de
equilibrio, aparentam ser instaveis, uma vez que ocorrem com pouca frequéncia e devem ser
sensiveis a perturbag¢des (como a adi¢do de individuos de uma das espécies).

Para uma descri¢cdo mais quantitativa sobre os sistemas estudados, estimar Ds criticos, isto
¢, onde ha uma transicdo de fase, € de extrema importancia. Entretanto, para estimar este
parametro € preciso encontrar grandezas que explicitam a mudanca de comportamento do estado
de equilibrio do sistema. Encontrar essas grandezas pode se tornar uma tarefa complicada,
principalmente por conta da natureza das transicdes existentes: uma quanto a sobrevivéncia ou
nao de espécies, e uma referente a disposicdo espacial final das espécies sobreviventes. Para
casos semelhantes ao de cinco espécies interagindo via PPT, partindo da condi¢do inicial de
focos, propde-se usar o tempo de relaxagdo t,. Foram criadas janelas de tempo de tamanho 0t =
100, e a janela de tempo em que o desvio padrio das populagdes fica menor do que 1073, assim
como as janelas subsequentes, € o chamado #,. Porém, note que o tempo de relaxa¢do pode ndo
ser tdo preciso em outros sistemas - ele € um bom indicador neste sistema em especifico porque
as grandes oscilagdes da densidade populacional estdo vinculadas diretamente com a quebra dos
focos e a reorganizagdo dos espécimes em "camadas"estdveis. Na figura[d5]¢é mostrado como o

tempo de relaxagdo varia com a constante de difusdo D.



Capitulo 5. Dinamica Populacional entre Espécies Alelopaticas 54

Figura 45: Tempo de relaxagdo ¢, (em unidades de dr) em funcéo da constante de difusdo. As
simulacdes foram até t = 15000. H4 um pico entre D = 0.01 e 0.1 indicando que o
estado de equilibrio € alterado, portanto hd uma transicao de fase. Simula¢des para
D = 0.02 e 0.05 foram feitas, porém o tempo de relaxacio nao foi alcangado. A
curva desenhada € a média entre a feita para as cinco populagdes.

Tempo de Relaxacdo
150 T T T

T T T
Média da Populagdo —e—

1256 - T

100

-
]

n
=

Tempo de Relaxacdo (Bt)

25

Fonte: Préprio autor.

Na natureza é possivel identificar diversos padroes gerados por diferentes espécies de plan-
tas, ou diferentes biomas. Mesmo que, a principio, nestes padrdes ndo estejam inseridos espé-
cies alelopdticas, é provavel que os padrdes tenham emergido por difusdo de substancias qui-
micas no solo, ou condi¢cdes de umidade e temperatura que sejam, de alguma forma, alterada
pela presenca de algumas espécies. Alguns exemplos de padrdoes que emergem naturalmente
em vegetacdes pode ser visto na figura[46] e nele sdo observados padroes como os retalhos bem

demarcados, disposi¢des aleatdrias e padrdes parecidos com espirais.
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Figura 46: Exemplos de padroes em vegetacOes encontrados na natureza. (a) Dois grandes
recortes de duas espécies diferentes de arvores, envoltos por uma distribui¢ao
aparente aleatdria de outras espécies, Floresta de Dean, Gloucestershire, Inglaterra.
(b) Distribuicao aleatéria ou em espirais, Michigan, Estados Unidos. (¢) Encontro
entre dois diferentes tipos de vegetacdo, Repuiblica Democratica do Congo. (d)
Grandes recortes com distin¢ao entre diferentes espécies dentro dos mesmos
recortes, Recklinghausen, Alemanha.

(c) Fonte: Frans Lanting, Robert Harding. (d) Fonte: Ina Fassbender, Reuters.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

A modelagem de sistemas biolégicos vivos aparenta ser uma tarefa extremamente complexa.
Cada individuo esta sujeito a um conjunto gigantesco de interacdes externas: temperatura e
umidade, quantidade de recursos, vizinhanca, mutacdes genéticas, humor. De fato, a modela-
gem de cada individuo € uma tarefa quase impossivel: imagine, por exemplo, se tentdssemos
criar modelos computacionais para prever as acoes de um determinado agricultor no interior
da China, ou um empresario de Wall Street - dada as particularidades destes dois individuos,
embora os dois sejam humanos, os modelos precisariam ser completamente diferentes e levar
em conta toda a histéria deles. Entretanto, para prever comportamentos de grupo, as modela-
gens computacionais apresentam um grande &xito. Mesmo que uma comunidade seja formada
por muitos individuos, € possivel observar que quando agrupados, seus comportamentos sao
bem mais previsiveis do que analisados individualmente. Note, por exemplo, como o modelo
sugerido apresenta tdo poucos parametros quando comparado com as infinitas adversidades que
uma planta (ou outra espécie alelopética) pode sofrer.

Com este trabalho foi possivel estudar diferentes espécies interagindo por alelopatia, con-
siderando diferentes numero de espécies, condi¢des iniciais, capacidade de difusdo de toxinas
pela rede e formas de interacdes entre as espécies. Concluimos através deste estudo que o
modelo € sensivel principalmente ao ndmero de espécies e como elas interagem entre si. Fo-
ram observados diferentes padrdes espaciais emergindo do sistema para diferentes pardmetros.
Além disso, foi possivel notar a criagdo de aliancgas entre espécies, facilitando a sobrevivén-
cia de cada individuo. O modelo proposto para dindmica de populacdes alelopaticas reproduz
resultados bem semelhantes a modelos de competi¢ao por recursos, ja bastante abordados na
literatura.

Este trabalho ainda abre diversos caminhos a serem explorados. Um estudo mais aprofun-
dado sobre os padrdes que emergem do sistema: verificar como se da a evolucdo dos pequenos
agregados até as disposi¢des finais; como € a correlacio espacial entre as espécies, e como ela
evolui no tempo. E possivel também encontrar caracteristicas gerais do sistema estudando-se
a natureza das transicdes morfoldgicas (dindmicas) conforme os parametros sio alterados - um

estudo desse tipo pode levar a determinacao de parametros de ordem e dos expoentes criticos
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do sistema, para enfim, poder classificar o sistema em uma classe de universalidade. E possivel
também sistematizar a relacdo do nimero de espécies com a extin¢gdo ou nao de espécies, para

que se possa compreender melhor este fendmeno.
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Apéndice A

Sistemas Dinamicos

A.1 Sistemas de Primeira Ordem

Considere a seguinte equacdo diferencial:

i=f(x) 27)

Sujeito as condigdes inicias x(0) = xo.
Sendo x uma fungio do tempo ¢ e f(x) uma funcdo suave de x. Esse tipo de equacdo é

chamado de unidimensional, ou um sistema de primeira ordem. Todo x* tal que f(x*) =0 ¢é
chamado de ponto fixo, e pode-se dizer que neste ponto o sistema se encontra num estado esta-
ciondrio. Perceba que para f(x) > 0, x € uma fung@o crescente, e para f(x) < 0, x é decrescente.

Geometricamente, é possivel entender este sistema como um campo vetorial em uma linha

(sistema unidimensional). Em um gréfico de f(x) x x, conseguimos identificar a velocidade
X em cada ponto em x. Se a velocidade € positiva, a representamos por vetores apontando
para esquerda, e se for negativa, para direita, como feito na figura Nota-se na figura que

existem dois tipos de pontos fixos (diferenciados pela hachura): os que atraem o fluxo vetorial,
chamados de estaveis, e os que repelem, chamados de instaveis.

Figura 47: Uma fun¢@o f(x) arbitraria com dois pontos fixos instaveis e um estavel. Note as

setas indicando o fluxo no eixo x.

x\
!

) -

~

Fonte: Préprio autor.
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Quantitativamente, a andlise da estabilidade do ponto fixo é feita a partir de uma perturba-
cdo. Seja x* um ponto fixo e | = x —x* uma pequena perturbacdo em torno de x*. Derivando

1N, expandindo em série de Taylor e usando que f(x*) = 0 obtém-se:
N=x=/0"+n)=f("Mm+om’) (28)

Para perturbacdes suficientemente pequenas, os termos O(n?) de ordens superiores podem

ser desprezados:
n=f("m (29)

Da equacdo [29] é possivel entdo concluir que se f/(x*) > 0 a perturbagdo cresce exponen-
cialmente, portanto sendo um ponto fixo instavel, e decresce exponencialmente se f/(x*) < 0,
classificado como ponto fixo estavel. Se f'(x*) = 0 é preciso olhar para os termos desprezados
na equagao

A.2 Sistemas de Segunda Ordem

A.2.1 Sistemas Lineares

Considere o sistema de equagdes:

X =ax+ by
(30)
y=cx+dy
Sujeito as condigoes iniciais x(0) = xp e y(0) = yp.
Sendo a, b, c e d parametros quaisquer. Ou, de forma compacta:
X = Ax (31)

Sendo

a=(®? x=|* (32)
“\c d ’ _y

As solugdes de 31| podem ser vistas como trajetérias no plano (x,y), chamado de espaco de
fase. Todo ponto (x*,y*) tal que x = 0 € dito como ponto fixo. Note ainda que para qualquer
escolha de A, x = 0 € ponto fixo.

Em sistemas bidimensionais as classificacdes dos pontos fixos sdo mais complexas do que
apenas estdvel e instdvel, e dependem dos autovalores de A. Definindo A como o determinante
de A e 7T o traco, temos que:

Se A < 0 o ponto fixo é um ponto de cela. No ponto de cela, existem duas trajetrias em

que o sistema evolui em linha reta, uma se aproximando do ponto, e outra se afastando. Todas
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as outras trajetorias em torno do ponto de cela tendem a se tornar paralelas com as trajetorias
retas, de forma que para t — oo elas se alinham com a que diverge, e para t — —oo se alinham
com a que converge. Portanto o ponto de cela é um ponto fixo instivel.

Se A > 0e T >0, os pontos sdo instdveis e podem ser: nds instaveis, se T2 —4A > 0, que
repelem exponencialmente todas trajetérias em torno do ponto fixo; ou espirais instdveis,se
12 —4A < 0, que repelem de forma oscilatéria todas trajétorias em torno do ponto fixo.

Se A>0e T <0, 0s pontos sio estaveis e podem ser: nos estdveis, se 7> —4A < 0, que atraem
exponencialmente todas trajetérias em torno do ponto fixo; ou espirais estdveis, se T2 —4A > 0,
que atraem de forma oscilatdria todas trajetérias em torno do ponto fixo.

Se T = 0 o ponto fixo é um ponto central, e todas as trajetorias em torno do ponto fixo sdo
periddicas (trajetdrias fechadas no espago de fase).

Os demais casos, onde A = 0 ou T2 — 4A = 0, sdo situacdes menos recorrentes. Para uma

leitura mais aprofundada, ver Strogatz [42]. Todas as situagdes estdo demonstradas no diagrama
da figura[4g]

Figura 48: Diagrama para classificagdo de pontos fixos e suas estabilidades.

T

L 2 —4A=0
Noés instaveis

Espirais instaveis

Pontos de cela Pontos centrais — A

Espirais estdveis

Nos estaveis

Pontos fixos /
nao-isolados Estrelas,
N6s degenerados

Fonte: Imagem adaptada de Strogatz [42].

A.2.2 Sistemas Nao-lineares

Generalizando as equagdes [30] considere as seguintes equagoes:

x:f(x7y)

(33)
y=g(x,y)

Sujeito as condigdes iniciais x(0) = xp e y(0) = yp.



Apéndice A. Sistemas Dinamicos

61

Considere ainda que (x*,y*) é ponto fixo.

Seja u =x —x* e v =1y —y* pequenas perturba¢des em torno do ponto fixo, é preciso ver

como que estas perturbagdes evoluirdo. Derivando u, expandindo em séries de Taylor, usando

f(x*,¥*) = 0 e desprezando os termos de ordem superior a um, obtém-se:

ui=x=f(x"+u,y"

E de forma andloga:

dg

_ of | df
+v) —ug%—vg

dg

V=U=+V=—

Sendo todas as derivadas parciais avaliadas no ponto (x*,y*).

Portanto a perturbacao evolui da seguinte forma:

of
o
v g

ox

of
2|0
og v

ay

A equacdo [36]¢é chamada de sistema linearizado. E a matriz

of
ox
9
0x

ay (x*7y*)

(34)

(35)

(36)

(37)

¢ chamada de Jacobiana. A dinamica desse sistema pode ser analisada pelo diagrama 48]

Lembre-se, porém, que nas expressoes [34] e [35] foram desprezados os termos quadraticos e de

ordem superior. Essa aproximacdo € vélida desde que o ponto fixo seja classificado como um

ponto de cela, né (instdvel ou estavel) ou espiral (instavel ou estiavel). Caso o ponto fixo seja

classificado como um dos casos limites (pontos centrais, pontos fixos ndo-isolados, estrelas e

n6s degenerados) € preciso uma abordagem mais atenta, pois o sistema ali é sensivel a pertur-

bagdes extremamente pequenas.
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