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RESUMO

MIRANDA, Lucas de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, agosto de
2025. Dinamica polinomial randémica, conjuntos de Julia totalmente
desconexos associados a familia f(cn)(z) = z° + c,z. Orientador: Alexandre
Miranda Alves. Coorientador: Mostafa Salarinoghabi.

Esta dissertacdo apresenta um estudo sobre dindmica polinomial randémica, para
uma classe de sequéncias de polinbmios que possuem coeficientes limitados, com
destaque para a familia quadratica f_  (z) = z% + ¢, e a familia cubica fcin (z) =28 +
¢z, onde (c.) € uma sequéncia tal que, ¢, pertence a V para todo n natural, e V € um
subconjunto aberto e limitado do plano complexo. Além disso, fornece a prova de
uma condicdo para que o conjunto de Julia associado a familia cubica descrita
acima, seja totalmente desconexo. Inicialmente, foram abordados alguns resultados
de dindmica complexa classica, teoria da medida e dindmica complexa randémica, e
isto permitiu analisar as diferencas que surgem entre o caso classico e o randémico.
Em seguida, o trabalho abordou a dindmica polinomial randémica, com o objetivo de
explicitar alguns resultados do caso classico, que podem ser generalizados para o
contexto randémico, quando os polindbmios em questdo possuem coeficientes
limitados. Também, esta presente uma classificacao topolégica do conjunto de Julia,
tanto para a familia quadratica quanto para a familia cubica. De modo geral, existe
uma caracterizacdo de conexidade para esses conjuntos. No que diz respeito a
desconexidade, os conjuntos de Julia sdo classificados de acordo com as
respectivas componentes conexas. Alguns resultados associados a densidade, e a
medida de alguns desses conjuntos também foram provados.

Palavras-chave: dinamica polinomial randémica; conjunto de Fatou; conjunto de
Julia; totalmente desconexo



ABSTRACT

MIRANDA, Lucas de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, August, 2025.
Random polynomial dynamics, totally disconnected Julia sets associated with
the family f(cn)(z) = z%+ c,Z. Adviser: Alexandre Miranda Alves. Co-adviser:
Mostafa Salarinoghabi.

This dissertation presents a study on random polynomial dynamics for a class of
sequences of polynomials with bounded coefficients, with emphasis on the quadratic
family f, = (z) = z2 + ¢, and the cubic family f, (z) = z% + ¢z, where (c) is a
sequencé such that, ¢ belong to V for every natural number n, and V is an open and
bounded subset of the complex plane. Furthermore, it provides a proof of a condition
under which the Julia set associated with the aforementioned cubic family is totally
disconnected. Initially, the work discusses some classical results in complex
dynamics, measure theory, and random complex dynamics, which enables an
analysis of the differences that arise between the classical and the random cases.
Subsequently, the study focuses on random polynomial dynamics, aiming to make
explicit certain results from the classical case that can be generalized to the random
context when the polynomials involved have bounded coefficients. The dissertation
also presents a topological classification of the Julia set for both the quadratic and
cubic families. In general, a characterization of connectedness for these sets is
established. Regarding disconnectedness, the Julia sets are classified according to
their respective connected components. Some results related to the density and
measure of these sets are also proven.

Keywords: random polynomial dynamics; Fatou set; Julia set; totally disconnected.
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Introducao

Os sistemas dinamicos constituem uma area importante da matematica, que
tem se destacado nos dias atuais devido as suas aplicagdes, pois sao utilizados para
modelar fenébmenos que evoluem no decorrer do tempo. Por isso, estdo presentes
na Fisica, Economia, Ciéncias da Natureza, Computacao, entre outras areas do co-
nhecimento. Do ponto de vista matematico, os sistemas dindmicos séo estudados em
contextos variados. Podemos citar a dindmica simbdlica, teoria ergddica, dindmica
hiperbdlica, dinAmica complexa. Conceitos como, entropia e expoentes de Lyapunov,
sdo ferramentas para este estudo. Neste trabalho, abordaremos a dindmica complexa.

A dindmica complexa comecou a ser estudada no final do século XIX e inicio
do século XX. Essencialmente, essa teoria consiste em estudar o comportamento de
fungdes definidas na esfera de Riemann. Os matematicos franceses Pierre Fatou(1878-
1929) e Gaston Julia(1893-1978) contribuiram para o desenvolvimento desse conheci-
mento, devido aos seus trabalhos nessa linha de pesquisa, onde podemos destacar os
artigos "Mémoire sur l'iteration des fonctions rationnelles"(1918) e "Sur les équations
fonctionnelles"(1919-1920), em que os autores estudaram a iteragéo de fungées racio-
nais complexas. A partir desses resultados, foram definidos os conjuntos de Fatou e
Julia. O conjunto de Fatou é caracterizado pela normalidade da familia de iteradas de
uma fungdo complexa, enquanto o conjunto de Julia tem um comportamento cadtico.

Devido a dificuldade de visualizagdo dos conjuntos de Fatou e Julia, a dinamica
complexa se desenvolveu pouco, até a década de 1980. Mas essa situagao mudou,
quando o matematico franco-americano Benoit. B. Mandelbrot(1924-2010) conseguiu
visualizar os conjuntos de Julia, através de recursos computacionais, e isto chamou a
atencao por causa da estrutura fractal desses conjuntos.

O modelo estudado nesta época corresponde a fungéo f. : C — C, dada por
fo(z) = 2* + ¢, onde ¢ € C é um parametro fixo. Esse contexto, é chamado de dinamica
complexa classica ou deterministica. Em 1991, os matematicos John Erik Fornaess
e Nessim Sibony consideraram uma nova situacao, eles trabalharam com as funcoes
fe, C — C, onde ¢, € C, para todo n € N. Isto significa que, no processo de iteracdo
dessas fungdes, hd uma composicédo de fungdes distintas a um parametro. Esse
contexto é chamado de dindmica complexa randdmica. E importante destacar que
esses modelos descrevem com maior precisdo os fendmenos reais, pois estes variam
no decorrer do tempo. Muitos resultados foram provados para a familia de polinémios
quadraticos da forma,

feal2) = 2" + cn,
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onde w = (¢,) € Q = V¥ é uma sequéncia formada por parametros ¢, € V, para
todon € Ne V c C é um conjunto aberto e limitado. Apresentamos alguns desses
resultados, mas nosso objetivo é estudar a familia de polinémios cubicos dada por

fe,(2) = 22+ cnz,

onde w = (¢,) € Q = VN e V c C é um conjunto aberto e limitado. Em especial,
provamos uma condicdo, para que os conjuntos de Julia associados a familia de
polinbmios cubicos descrita acima sejam totalmente desconexos. Existem aplicacoes
desses polinbmios, como podemos ver em [1], onde os autores elaboraram um modelo,
visando oferecer uma maior seguranca para redes veiculares, habilitadas para o 5G,
além de serem utilizados na criptografia.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, abordamos os
conceitos de dindmica complexa classica e algumas ferramentas da teoria da medida.
Além disso, apresentamos alguns resultados de dindmica complexa randémica, e des-
tacamos as diferencas que surgem entre esses contextos. No Capitulo 2, abordamos
a dindmica polinomial randémica, para uma classe de sequéncias de polinbmios, em
particular, para a familia quadratica, mencionada anteriormente. No Capitulo 3, finali-
zamos a dissertacdo, com os novos resultados voltados para a familia de polinbmios
cubicos.



1 Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas definicées e resultados que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. Tais resultados podem ser vistos com mais
detalhes em [5], [6], [7], [16], [28], e [29]. A figura inserida na sec¢do a seguir, foi gerada
pelo software Geogebra.

1.1  Nocoes de Dinamica Complexa Deterministica

Nesta secao, vamos apresentar algumas nogdes gerais de dindmica complexa
classica. Seja X um conjunto ndo vazio. Um sistema dinamico discreto consiste de
uma aplicacao f : X — X. Na pratica, o conjunto X em questao, deve possuir uma
estrutura que é preservada pela aplicacdo f. Por exemplo, podemos considerar X
como um espago topoldgico e f uma aplicagao continua, ou (X, d) um espag¢o métrico
e f uma isometria. Em dinamica complexa, o estudo é feito sob o espaco métrico
conhecido como esfera de Riemann, a qual é definida por C := C U {oc}, e neste caso,
o infinito é visto como um ponto. Seja S? a esfera unitaria em R®. Vamos denotar por N
o ponto (0,0, 1) e consideramos o plano

7= {(x1,79,73) € R®: 13 = 0}.

Dado um ponto P € &, podemos fazer uma projecao linear de P na direcdo de N, de
modo que, essa projecao intersepte S? em um Unico ponto A, tal que A # N. Veja a
Figura 1.

Figura 1 — Projecao estereogréfica.
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Identificando o plano complexo com o plano «, e aplicando o procedimento
descrito acima para cada » € C, definimos uma aplicacdo ¢ : C — S?, chamada de
projecédo estereografica. Observe que oo € C, assim, definindo ¢(cc) = N, resulta que
¢ : C — S% é uma bijecdo, e a partir dessa aplicacdo, podemos definir uma métrica em
C, dada por

2|z — wl

N \/1—1— ]2\2\/1—1— ]w|27

sez,weC,

(2, w)

2

J1+]z2

d= € chamada meétrica cordal em C (veja [6] p. 27). A esfera de Riemann pode ser
estudada em diversas areas, devido as suas propriedades analiticas, geométricas, alge-
bricas e topoldgicas, em especial a compacidade. Todos esses atributos evidenciam a
importancia dessa estrutura, e proporcionam muitos resultados em diferentes contextos
matematicos, e em outros ramos do conhecimento que estao diretamente associados a
matematica, entre os quais destacamos a mecanica quéntica e a fisica. Além disso, a
esfera de Riemann também & uma variedade complexa, e esta presente na geometria
projetiva e algébrica, como podemos ver em [9], [21] e [31]. O nosso objetivo € estudar
dinamica complexa, sendo assim, vamos considerar as fungées f : C — C, e a partir
disso, definimos as ferramentas iniciais para esse estudo, como veremos a seguir.

da(z,00) = Jim da(z,w) =

Definicdo 1.1. Seja f : C — C. A composicdo de f n vezes consigo mesma, isto &,

fr=fofoof.
—_—

n—uvezes

é definida como a n-ésima iterada de f. Quandon = 0, f° = Id.
Definicdo 1.2. Seja f : C — C. A drbita positiva de um ponto = € C é dada por
OF(2) = {2, f(2), f*(2), .} = (f"(2))-
Quando f é uma bijegdo, podemos definir a orbita negativa de =z da seguinte forma,
O7 (2) = {2, f71(2), [(2), .} = (f "(2)).
E a drbita de = é dada por Os(z) = O (2) U O5 (2).

Definicao 1.3. Dizemos que um ponto = € C é periédico, se existe n € N tal que
f™(z) = z. Quando isto acontece, a orbita para frente de = € periddica, isto é

07 (2) = {z f(2), f(z0), -, [ (=)},

e esta Orbita é chamada de ciclo. O menorn € N que satisfaz f"(z) = z, é chamado
periodo de z. Em particular, se f(z) = z, entdo = € um ponto fixo de f.
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Exemplo 1.1. Sgja f : C — C dada por f(z) = 22 — 2z + 2. Observe que
fR)=z2e 22 -2242=22"-32+2=0.

Como, 1 e 2 so as raizes dessa equacao, seque que 0s pontos fixos de f sdo 1,2 e oc.

A seguir, veremos uma classificagao desses pontos. Os pontos fixos em especial,
desempenham um papel importante nessa teoria, com relacdo a convergéncia das
6rbitas. Basta observar que se uma érbita (f"(z)) converge para um ponto w € C,
temos

w=lim f"(=) = f(lim f"(2)) = f(w),

n—oo n—oo

ou seja, w € um ponto fixo.

Definicdo 1.4. Seja =, € C um ponto periédico de periodo n. O multiplicador de f em
2o € dado por
o { (/") (z0), 20 # oo,
(gn),(0)> Zp = O0.
1

onde g(z) = /%)

2o € classificado da seguinte forma:

(i) zo € atrator, se 0 < || < 1;
(i) zo € superatrator, se |\| =0,
(iii) zo € repulsor, se |\| > 1;
(iv) zo € racionalmente neutro ou parabdlico, se |\| =1 e \" =1 para algumn € Z,

(v) z, € irracionalmente neutro, se |\| =1 e \* # 1, para todon € Z.

Exemplo 1.2. Segja f(z) = 22 — 2z + 2. Vimos no Exemplo 1.1 que os pontos fixos de
f sd01,2 e co. Observe que f'(z) = 2z — 2, assim, temos, f (1) =0, f'(2) = 2. Além

disso,
1 1 22

U [T R E S AR )

z

Derivando essa funcéo, temos

,( ) 2z — 222
Z =
g (1— 2z + 2:2)2

e ¢ (0) = 0. Pela Definigdo 1.4, segue que os pontos 1 e co s40 superatratores e 2 é
um ponto repulsor.
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Estamos interessados em estabelecer uma caracteriza¢ao para as fungdes que
estdo definidas na esfera de Riemann, para isso, precisamos das seguintes defini¢des.

Definicao 1.5. Seja A ¢ C um aberto, g : A — C uma funcdo complexa. Dizemos que
g é holomorfa em A, se ¢'(») existe para todo z € A.

Definicdo 1.6. Sejah : C — C. Dizemos que h(z) é uma fungdo racional, se

P(2)

Q(2)

onde P(z), Q(z) sdo polinbmios tais que mdc(P(z),Q(z)) = 1. Denotamos por grau(P) (resp.
grau(Q)) o grau de P(resp. Q). O grau de h € dado por d = max(grau(P), grau(Q)).
Neste trabalho, sempre vamos considerarb > 2.

h(z) =

Quando f : C — C é uma aplicagdo holomorfa, temos o seguinte resultado,
devido a Georg Friedric Bernhard Riemann, que mostrou que toda funcao holomorfa
definida na esfera de Riemann é uma fungéo racional.

Teorema 1.1 ([29]). Seja f : C — C uma aplicagdo holomorfa. Entéo existem polinémios
P(z) e Q(z) tais que

commdc(P(z),Q(z)) =1, ou seja, f é uma aplicagcdo racional.

Outros conceitos importantes, sdo os que dizem respeito a convergéncia local-
mente uniforme e a normalidade de uma familia de aplica¢des. Tais conceitos serdo
abordados a seguir.

Definicao 1.7. Seja (f,) uma sequéncia de aplicagcbes tal que, para cada n € N,
f.: X =Y é uma aplicagao entre os espagcos métricos (X,d) e (Y,d). Dizemos que
(fn) converge localmente uniformemente em X para a aplicagdor : X — Y, se para
cada x € X existe uma vizinhangca V,, tal que

fao—1 (n— 00)

uniformemente em V.

Definicao 1.8 (Normalidade). Sejam (X, d) e (Y, d) espagos métricos. Uma familia de
aplicagbes § = {g: X — Y} é normal em X, se toda sequéncia infinita de aplicagbes
em § contém uma subsequéncia que converge localmente uniformemente em X.

Um resultado importante que expressa uma caracterizacao de familias normais,
é o Teorema de Montel. Antes de enuncia-lo e fazermos a prova, precisamos de alguns
resultados auxiliares, que se encontram a seguir, e podem ser vistos com mais detalhes
em [16].
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Definicdo 1.9. Dizemos que uma aplicacdo g : C — C é conforme ou univalente, se g
€ holomorfa e um-para-um (injetora).

Definicao 1.10. Uma aplicacdo p : R — S é chamada uma aplicacdo de recobri-
mento(ou apenas recobrimento) quando cada ponto x € S pertence a conjunto aberto
V C S tal que

pil(v> = U Ua
(0%
€ uma unido disjunta dois a dois de conjuntos abertos U,, tal que, para cada «, restricdo
plu., : Uy — V é um homeomorfismo. Em particular, quando p é holomorfa e R e S séo
superficies de Riemann, ou seja, sdo variedades complexas e conexas, de dimensao
complexa 1(veja [28]), a restrigdo p|y., € uma aplicagdo conforme.

Um subconjunto D ¢ C aberto e conexo é chamado de dominio. Em particular,
se D c C é um dominio tal que, qualquer curva fechada em D pode ser deformada em
um ponto de D, entao, dizemos que D € um dominio simplesmente conexo. De acordo
com a Definicao 1.10, se R € uma superficie de Riemann simplesmente conexa, entao
a aplicacédo p : R — S € denominada de recobrimento universal, e neste caso, R é
uma cobertura universal de S, que denotamos por S*°. Além disso, existe um teorema
que garante a existéncia de uma aplicagao conforme, entre um dominio simplesmente
conexo e o disco unitario, chamado de Teorema da Aplicagdo de Riemann, o qual
mencionamos a seguir.

Teorema 1.2 (Teorema da Aplicacdo de Riemann[20]). Seja D C C um dominio
simplesmente conexo. Entdo existe uma aplicacdo conforme entre D e o disco unitario
Dy ={zeC: |z <1}.

Teorema 1.3 ([16]). Seja D ¢ C um dominio e 5 = {f : D c C — C} uma familia de
fungbes holomorfas que é limitada por uma constante fixa M > 0, ou seja, para toda
fe€s, |fl <M. Entdo § é uma familia normal.

Com esses resultados, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 1.4 ([16]). Seja S = C\ {0,1} a esfera trés vezes perfurada. Entdo existe
uma aplicagcdo conforme entre o disco unitario D, e S.

Demonstragdo. Seja H = {z =z +iy € C : y > 0} o semi-plano superior. Como H
€ conexo, pelo Teorema da Aplicacdo de Riemann, existe uma aplicagdo conforme
v : H — D;. A partir disso, € suficiente encontramos uma aplicagao de recobrimento
v : H— S. Considere o disco unitario E = {z € C: 0 <z < 1;|z — 1/2| > 1/2}. Pelo
Teorema da Aplicagcao de Riemann, existe uma aplicagao conforme ¢ : E — H, que
fixa os pontos 0, 1, co. Seja F' a reflexdo de E através do circulo

C={zeC:|z—-1/2|=1/2}.
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Pelo Principio da reflexao de Schwarz(veja [20]), podemos estender ¢» de modo que
¥ EUF — C\{(—o00,0]U[1, +00)} seja uma aplicagcdo conforme. Aplicando novamente
o Principio da reflexdo de Schwarz, podemos estender ) ao conjunto

A={zeC:0<z<1;y >0},

de modo que ¥ assuma valores em C \ {0, 1}. Finalmente, fazendo a reflexao através
dareta z = n, para algum n € Z podemos estender ¢» ao semi-plano H. Por construgéo,
segue que ¢ : H — S é uma aplicacao de recobrimento. Como ¢ é uma aplicacéao
conforme, segue que ¢! : D; — H também é conforme. Além disso, a composicao
entre uma aplicagcdo de recobrimento e uma aplicacdo conforme resulta em uma
aplicacao conforme. Portanto, ) o ¢! : D; — S € uma aplicacdo conforme, o que
conclui a prova. ]

Definicao 1.11. Sejap : R — R um recobrimento universalde R e f : D — R uma
aplicacao entre superficies de Riemann, tal que D é simplesmente conexa. Dizemos
que f : D — R™ é um levantamento, se satisfaz

pof=/[.

Definicdo 1.12. Uma transformagdo de Mébius é uma aplicacéo racional r : C — C, tal

que
az+0b
r(z) = i d ad — bc # 0.

Teorema 1.5 (Teorema de Montel [16]). Seja D c C um dominio e § uma familia de
fungbes holomorfas f : D c C — C que omite trés valores distintos, isto é, assuma que
existem pontos distintos a, b, c € C tais que f(D) c C\ {a,b, ¢}, para toda f € §. Entdo
§ € uma familia normal.

Demonstracdo. Pelo Teorema da Aplicacdao de Riemann, podemos assumir que D é
um disco. Seja r : C — C uma transformacédo de Mébius, tal que, paratoda f € 3, a
composicdo r o f : D — C ndo assume os valores 0,1,00. Seja S = C\ {0,1}. Pelo
Teorema 1.4, existe uma aplicagao conforme v : D; — S. Dada um funcéo f € 3§, seja
hy : D — D; um levantamento de f, tal que ¢y o hy = f. Como h; é holomorfa e limitada,
segue do Teorema 1.3, que a familia & = {h; : f € §} é normal, pois, para toda h; € &,
|hs| < 1. Dada uma sequéncia de funcdes (hy,) em &, pela normalidade dessa familia,
resulta que
hy,, (x) = h(z) (k= o0),

para todo x € D. Por hipotese, ¢ é uma aplicagédo conforme, em particular, € uma
aplicagao continua. Isso implica que

by, () = b(h(z) (k= 0),
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paratodo z € D, ou seja, a subsequéncia (yohy, ) converge localmente uniformemente
em D. Como, f =1 ohy, paratoda f € §, segue que § € uma familia normal. O

Antes de prosseguirmos, vamos estabelecer algumas notacdes que serao utili-
zadas com frequéncia neste trabalho. Seja E ¢ C, entéo

(i) E é ofecho de E.
(iy Ec= (C\ E) é o complementar de E.
(iii) diam(E) = sup{da(x,y) : v,y € E}, onde d € a métrica cordal em C.

(ivyser >0ea € C, D.(a) = D(a,r) = {z € C: |z —a|] < r}. Em particular,
D, =D0,r)={z€C:|z| <r}.

1.2 Conjuntos de Fatou e Julia

Nesta secao, vamos definir os principais objetos de estudo em dindmica com-
plexa, os conjuntos de Fatou e Julia, bem como veremos algumas propriedades desses
conjuntos. As figuras inseridas nessa secao, foram geradas pelo software Fragtive
[30], que permite a visualizagdo dos conjuntos de Julia quando consideramos a familia
quadrética f.(z) = 22 +¢, c € C.

Definicdo 1.13. Seja f : C — C uma aplicagcdo holomorfa ndo constante. O conjunto
dos pontos = € C tais que a familia {f™} é normal, € chamado de conjunto de Fatou,
o qual denotamos por F;. O seu complementar é chamado de conjunto de Julia, que
denotamos por J;.

Por definicao, o conjunto de Fatou é aberto e o conjunto de Julia é fechado.
Como a esfera de Riemann é compacta, isso implica que o conjunto de Julia é compacto.
Uma aplicacao direta da Definicdo 1.13, pode ser vista no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3. Seja f : C — C dada por f(z) = 22. Observe que f"(z) = 22". Assim,
temos:

(i) se|z| < 1, entdo f"(z) — 0, quando n — oo. De fato, como |z| < 1, temos
|z| < (1—-9), para algum0 < § < 1. Logo, |2*"| = [z|*" < (1 —§)*". Dado ¢ > 0,

In(e)
In(1-9)

existe ny € N tal que ny > lm( ) / ln(2)]. Assim, para todo n > ny, resulta

que |(1 — 6)*"| < ¢, isso implica que |f"(z)| = |2*"| < e. Portanto, f*(z) — 0,
quando n — oc.
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(i) se|z| > 1, entdo f*(z) — oo, quando n — oo. Com efeito, como |z| > 1, temos
|z| > 1+ 6, para algum § > 0, isso implica que |z*"| = |z|*" > (1 + §)*". Dado

K > 0, existe ny € N tal que ny > n(1+9)

ln< In(K) > / ln(Q)]. Assim, para todo n > ny,
segue que (1 + 6)*" > K, ou seja, (1 + 4)*" — oo, quando n — oo. Portanto,
f™(z) — oo, quando n — oc.

(iii) se |z| = 1, para qualquer vizinhanga U de z, existem pontos y,w € U, para 0s
quais f"(y) — oo e f"(w) — 0, quando n — oo. Isso significa que em qualquer
vizinhanga U de z, f ndo converge localmente uniformemente.

Portanto, 7; = S*. Veja a Figura 2.

Figura 2 — Conjunto de Julia para f(z) = 2.

O Exemplo 1.3 é um caso particular do conjunto de Julia associado a familia
quadrdtica f.(z) = 2%+¢, ¢ € C. Quando ¢ = 0, 0 conjunto de Julia é um disco, mas essa
estrutura muda completamente, quando fazemos uma pequena variagao do parametro
c € C. Podemos ver algumas dessas variagdes, nas figuras a seguir.
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(b) ¢ = —0.139 + 0.7i.

(C) ¢ = —0.7 — 0.298i. (d) ¢ = 0.374 + 0.3344.

(€) ¢ = 0.41096 — 0.23i.

Ainda considerando a familia quadratica f.(z) = 2? + ¢, ¢ € C, podemos destacar
0 conjunto dos parametros ¢ € C, tais que a orbita (f(0)) é limitada, e consequen-
temente, o conjunto de Julia J; € conexo. A explicagéo para este fato, sera vista no
Capitulo 2. Esse conjunto é chamado conjunto de Mandelbrot, o qual denotamos por
M. Ele € um conjunto compacto e simplesmente conexo, que esta contido no disco
Dy ={z € C: |z] <2}, e asuaintersegdo com o eixo real, coincide com o intervalo
[—2, ). Veja a Figura 4.

Figura 4 — Conjunto de Mandelbrot para f.(z) = 2% + c.



Capitulo 1. Preliminares 18

A seguir, formalizamos a definicdo de invariancia de um subconjunto A C X,
para um sistema dinamico f : X — X. Esse propriedade é importante, pois permite
estimar pontos atratores e regides de atracdo para sistemas dindmicos periddicos nao
lineares. Também veremos a relacao existente entre a invariancia e os conjuntos de
Fatou e Julia no contexto classico.

Definicao 1.14. Seja f : X — X um sistema dindmico. Um subconjunto A C X é dito
ser:

(i) positivamente invariante se f(A) C A.
(i) negativamente invariante se f~1(A) C A.

(iii) completamente invariante se f(A) = A.

Lema 1.1 (Lema da Invariancia [16]). Seja f : C — C uma aplicacdo holomorfa de
grau maior ou igual a dois. O conjunto de Julia J; € completamente invariante sob f.

Demonstragdo. Devemos provar que f(Jy) = Jy , 0 que & equivalente a mostrar
que f(F;) = Fy, visto que J; € o complementar de F;. Seja z, € f~'(F;), entdo
wo = f(z9) € Fy. Por definicdo, {f"} € normal em alguma vizinhanga U de wy, ou seja,
existe uma subsequéncia (f"+) tal que f™ — g, localmente uniformemente em U, isto
é, dado € > 0 existe ny, (¢) € N, tal que para todo ny > ny,(€),

da(f™ (w), g(w)) <€,

para todo w € U. Pela continuidade de f, f~'(U) é uma vizinhanga de z,. Seja
z € f~YU),onde z = f~(w) para algum w € U. Assim, para todo ny + 1 > ny > ny,(¢),
temos

da(f™H(2), 9(f(2))) = da (S (F (), g(F(f(w)))) = da(f™ (w), g(w)) < e.

Assim, {f"*'} é normal na vizinhanga V = f~(U) de 2, € 29 € F;. Portanto, f~(F;) C
F;. Agora, seja z, € Fy, e suponha que (f™*! = f™ o f) converge localmente
uniformemente em alguma vizinhanga W de =z, para a aplicagéo » : C — C, isto &,
dado ¢ > 0 existe ny, (¢) € N, tal que para todo ny > ny, (e),

da(f™ (@), h(z) <e,

para todo x € W. Como f € holomorfa e grau(f) > 2, pelo Teorema da Aplicacao
Aberta(veja [20] p.233), resulta que f(W) é uma vizinhanca de f(z,). Sejay € f(W) e
z € f~}(y) c W. Observe que f(z) = y e pela normalidade de {f"*'} em W, segue
que para todo ny > ny, (¢),

da(f™ (), h(f 71 () = da(f™ (f(2), A(f 71 (£(2)))) = da(f™(2), h(2)) <€,
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ou seja, {f"} é normal na vizinhanca f(WW) de f(xo), logo, f(zo) € Fs e f(Fs) C Fy.
Como f~!(F;) C F, isso implica que F; C f(F;). Portanto, f(F;) = F;, € 0 conjunto
de Fatou é completamente invariante, como queriamos provar. O

Lema 1.2 (Lema da Iteracao[28]). Para qualquer N € N, o conjunto de Julia de f~
coincide com o conjunto de Julia de f, ou seja, Jiv = Jy.

Demonstragdo. Seja f : C — C uma aplicagdo holomorfa. Vamos mostrar que
Fin = Fy, VN € N. Isto resulta da afirmagao a seguir.

Afirmacao: {f"} € normal em um conjunto aberto U se, e somente se, { "V} é
normal em U.

(<) Seja N € N. Suponha que {f"V} é normal em U, entdo existe uma sub-
sequéncia (f™) c {f"V} que converge localmente uniformemente em U. Como
{f"N} c {f"}, segue que (f™") é uma subsequéncia de {f"}. Logo {f"} é normal
emU.

(=) Suponha que {f"} € normal em U, entdo, dado ¢ > 0, existe n;, (¢) € N tal
que para todo ny > ny,,

d2(f"(2).9(2) <.

para todo z € U, onde ¢ : C — C. Seja N = 2 e considere a familia {f*"}. Como fm é
continua para todo n;, € N, existe § = ¢ > 0, tal que para todo ny > ny,,

da(f"(2),9(2)) <0 = da(f™(f™(2)), ["*(9(2))) <e,

ou seja, dx(f*"*(z), f"(g(2))) < e. Logo, {f*"} € normal em U. Suponha que para
N = K, a familia {f**} é normal em U. Vamos provar para N = K + 1. Pela
normalidade de { "}, dado ¢ > 0, existe n;,(¢) € N tal que para todo n; > n,,,

A2 (/" (=), h2)) < e

para todo z € U, onde h : C — C. Observe que f%X = f%o ffio...0f%. Pela

K—vezes

continuidade de f" para todo n; € N, tomando § = ¢ > 0, para todo n; > n;,, temos

da(f"" (2), 1(2)) < & = da(f™ (f""(2)), 7 (M(2))) <,

isto &, d=(f" 5T (z), f7i(h(2))) < ¢, ou seja, { "V} é normal em U. Portanto, { ™V}
€ normal em U, paratodo N € N.
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Pela definicdo do conjunto de Fatou, segue que Fyv = Fy, VN € N, logo,
Jiv = Jy, paratodo N € N.

]

Teorema 1.6 ([16]). Seja f : C — C uma aplicacdo holomorfa de grau d > 2, entdo o
conjunto de Julia J; € ndo vazio.

Demonstragdo. Suponha que J; = @. Entdo, {f"} € uma familia normal em toda a
esfera C. Por definicdo, existe uma subsequéncia (f+) tal que f™ (z) — ¢(z) quando
k — 0o, e g : C — C é uma aplicacdo holomorfa, logo, pelo Teorema 1.1, segue que g é
uma aplicagao racional.

Afirmacao: Seja f : C — C holomorfa. Entdo f(C) = C.

De fato, como f € holomorfa, pelo Teorema 1.1, segue que f é uma aplicacéo
racional, ou seja, f(z) = 54, onde P(2) e Q(z) s&o polinémios que n&o tem fatores em
comum. E claro que f(C) c C. Vamos mostrar que C C f(C). Dado w € C considere o
polinémio R(z) = P(z) — wQ(z). Pelo Teorema Fundamental da Algebra, R tem raizes
em C. Seja z, € C uma raiz de R, isso implica R(zy) = 0, assim, 222 — 4. Logo, existe

R - N b 7 > Q(20)
2o € Ctal que f(zy) = w. Portanto, C C f(C) e f(C) =C.

I

Se g é constante, entdo a imagem de f™ esta contida em uma pequena vizi-
nhanca de um valor constante, mas pela afirmagédo acima isso nao é possivel, pois
f”(@) — C, para todo n € N. Se ¢ ndo é constante, segue pelo Principio do Argumento
(veja [20]), que f™ tem 0 mesmo numero de zeros que g, mas isso € impossivel, pois
f™ tem grau d", que diverge quando n — oo, pois d > 2. Portanto, J; # @. O

Antes de provarmos o proximo teorema, atentamos para a seguinte situacao.
Seja w € J; e V uma vizinhanga qualquer de w. Observe que { "} ndo é normal em
V, logo, {f™} omite um conjunto £ que contém no maximo dois pontos, pois, caso
contrario, { "} seria normal em V' pelo Teorema de Montel.

Definicao 1.15. O conjunto £ descrito acima, é chamado conjunto excepcional de f.

Teorema 1.7 ([16]). Seja £ o conjunto excepcional de f. Se £ contém um unico ponto,
podemos conjuga-lo com ~o, dessa forma, f(z) € um polinémio. Se £ contém dois
pontos, podemos conjuga-lo com 0 e oo, e entdo, f(z) = Cz? ou f(z) = Cz~% Em
ambos os casos, £ C Fy.

Demonstragdo. Observe que f~'(€) c £. Suponha que £ = {a}. Entdo f(a) = a.
Fazendo a = oo, segue que f~!(c0) = oo, € ndo existem outros polos, logo, f é um
polinémio. Se £ contém dois pontos, podemos assumir que £ = {0, o}, assim, temos
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f(0) =0, f(oco) =00 0u f(0) = o0, f(co) = 0. No primeiro caso, f € um polinbmio com
apenas uma raiz, isso implica, f(z) = C'2%. No segundo caso, a Unica raiz do polinémio
é oo, logo, f(z) = Cz~ O

Teorema 1.8 ([28]). Seja 2y € J; um ponto arbitrario e U uma vizinhanga qualquer
de zy. A unido W das imagens positivas de f™(U) contém o conjunto de Julia, isto é,
T CW =Unen f*(U), além disso, C\ & Cc W, onde £ é o conjunto excepcional de .

Demonstragdo. Seja zy € Jre W = U,en f*(U). Observe que f(W) C W. De fato,

sy = (U o)) < Y o) = w
neN neN
Além disso, o conjunto W¢ = C \ W pode conter no maximo dois pontos, senao, pelo
Teorema de Montel, {f"} seria normal em W, o que é uma contradi¢cdo, visto que
2 € WN J;, logo, C\ € ¢ W. Usando novamente o fato de f(17) c W, vemos que
se z € C\ W, entdo f!(z) € C\ W. Com efeito, suponha que f~'(z) € W, entéo,
z € f(W) c W, assim, z € W, uma contradigdo. Isso implica que f~'(£) c £&. Como
& C Fy, segue que EN Jr = @, por isso, Jr C W. Agora, tomando U é suficientemente
pequena de modo que U c C\ £(f), segue que W = C \ &(f). O

Teorema 1.9 ([16]). Seja = € J; um ponto qualquer. A orbita negativa

O (z) = {z,f71<2),f72(z), -}

e densa em Jy;.

Demonstragdo. Seja D ¢ C um dominio tal que D N Jr # @. Considere z € D N Jy.
Pelo Teorema 1.8, J; C V = U,en f™(D), @assim, para algum m € N, z € f(D), logo,
f7™(z2) € D,e DN O (z) # @. Como D é arbitrario, segue que O~ (z) é densa em
;. O

Teorema 1.10 ([28]). Seja z € J; um ponto qualquer. A orbita positiva

Of (2) = {z f(2), f*(2), .-}

e densa em Jy;.

Demonstracdo. Como o conjunto de Julia é compacto, para cada j; > 0, podemos
cobri-lo com uma quantidade finita de conjuntos abertos B;,, com diam(B;,) < % Para
cada B,,, seja W, = U,en f7"(Bj,). Do Teorema 1.9, segue que W;, N Jy = J, ou
seja, W;, N J; € um subconjunto denso de J;. Seja = € W, N J, entédo, para algum
m € N, z € f7™(B;,), isso implica que f™(z) € B;, e f"(z) € J;. Dessa forma,
O*(z)N B;, # @ para cada B,,. Pela arbitrariedade desses conjuntos, segue que O (z)
é densa em J;. O
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Teorema 1.11 ([16]). Se o conjunto de Julia J; contém ponto interior, entdo Jy = C.

Demonstraggo. Seja z, € int(Jy), entdo existe um aberto U C J; tal que 2z, € U.
Observe que f*(U) C f*(Js) = Js, para todo n € N, pois J; € completamente
invariante. Como, W = U,y f"(U) = C\ € é denso em C, segue que W = C. Por
outro lado, W C J, pois, se z € W, entdo z € f*(U), para algumn € N, e f*(U) C Jy,
para todo n € N, logo, z € J;, 0 que implica W C J; = J;, ja que J; é fechado. Assim,
C c J;. Portanto, J; = C. O

Definicao 1.16. Dizemos que um conjunto X, ndo vazio, é perfeito, se todos os seus
pontos s&o pontos de acumulagéo, ou seja, X ndo tem pontos isolados.

A partir dessa definicao, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.12 ([16]). Seja [ : C— C. Se ftem grau d > 2, entdo J; ndo tem pontos
isolados, isto é, J; é um conjunto perfeito.

Demonstragdo. Seja z, € J; e V uma vizinhanga aberta de z,. Suponha que z, néo é
periédico. Como f : C — C é continua, entdo f~!(V) c C é um conjunto aberto. Seja
w e f~Y(V), tal que f(w) = z,. Observe que ["(zy) # w, para todo n € N, pois caso
contrério, existiria k € N tal que f*(z9) = w e teriamos f*"(zy) = f(w) = 2, dali, z
seria periddico, o que € uma contradigdo. Note que w € J; e O (w) € densa em Jy,
assim, para todo dominio D c C, tal que D N J; # @, tem-se D N O; (w) # 2. Em
particular, V N O} (w) # @, logo, existe a € V N O; (w) e m € N tal que f~"(w) = a,
deste modo, w = f™(a). Portanto, a € Jy NV e a # z. Agora, suponha que z, &
perioddico e de periodo k, isto € f*(z9) = z9. Suponha que z, seja a Unica solugéo de
f*(2) = 2y, dessa forma, (f*) () = 0, e %, seria um ponto fixo superatrator de f*, o
que é uma contradigéo, pois z, € J;. Logo, deve existir yo € V, yo # 20 com f*(yo) = 2.
Além disso, f7(z) # yo, para todo 0 < j < k, caso contrdrio, teriamos

fj(ZO) = fk+j(20) = fk(fj(zo)) = fk(yo) = 20

contradizendo o fato de & ser o periodo de z,. Portanto, yo € NV, e J; € um conjunto
perfeito. O

A seguir, definimos outros objetos de estudo, a saber, a bacia de atracdo de um
ponto fixo atrator e o conjunto de Julia cheio.

Definicdo 1.17. Seja =, € C um ponto fixo atrator. Chamamos de bacia de atracdo de
29, O conjunto
A(z) ={z€C: lim f"(z) = 2}

n—oo



Capitulo 1. Preliminares 23

Existe uma relacédo entre o conjunto de Julia, e o0 bordo da bacia de atracao
de um ponto fixo atrator. Antes de provarmos essa relacao, precisamos do seguinte
resultado.

Teorema 1.13 ([16]). Seja £ C J; um conjunto completamente invariante. Entéo, E
€ denso em J;. Além disso, se D € uma unigo de componentes de F;, tal que D é
completamente invariante, seque que J; = 0D.

Teorema 1.14 ([16]). Seja w um ponto periddico atrator. A bacia de atragdo A(w) é
uma unido de componentes do conjunto de Fatou. Além disso, o conjunto de Julia é o
bordo de A(w), ou seja, J; = 0A(w).

Demonstragdo. Suponha que w € um ponto periédico atrator de periodo & e considere
o ciclo OF (w) = {w, f(w), ..., f*'(w)}. Seja U C F; uma vizinhanga aberta de OF (w).

Afirmacao: A(w) = U,en f(U).

De fato, seja z € A(w), por defini¢cdo, f"(z) — w, (n — o0). Como w € U,
existe m € N, tal que f™(z) € U, isto implica que z € f"(U) C Unen f™(U), logo,
A(w) C Upen f™(U). Agora, sejay € U,en f(U), entdo y € f~(U), para algum
n € N, resulta que f"(y) € U C F;. Como w € U € um ponto periddico atrator,
segue que f"(y) — w, (n — o0), logo, y € A(w) e U,en f"(U) C A(w). Portanto,
A(w) = Upert f(U).

Dessa afirmagéao resulta que A(w) € um conjunto aberto. Seja a € 0A(w) e
V' uma vizinhanga qualquer de a. Observe que f"(z) — w, (n — o) em V N A(w)
e f"(z) ¢ Alw) se z € V' \ A(w). Isso implica que {f™} ndo € normal em V, e
a € Jr. Como A(w) & completamente invariante, pelo Teorema 1.13, segue que
Jr = 0A(w). O

Quando f € um polinbmio de grau d > 2, por definicdo, co € um ponto fixo
superatrator e a bacia de atragao

A(o) ={z € C: lim f*(z) = oo}

n—o0

€ um dominio. Além disso, temos a seguinte definicdo.

Definicdo 1.18. Seja f : C — C uma aplicacdo holomorfa polinomial de grau d > 2.
Definimos
Ki={zeC: f"(z) » oo}

como o conjunto de Julia Cheio.

Segue diretamente da Definigdo 1.17, que K; = C \ A(x), e além disso,
Jr = 0K;. A demonstragéo da ultima igualdade pode ser vista em [28].
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Definicao 1.19. Seja O uma Odrbita periddica de periodo m. Definimos a bacia de
atracdo de ©, como o conjunto aberto A c C, tal que

A={zeC: Jim frm(z) = wh,

onde w € O. A bacia de atracdo imediata de O, a qual denotamos por A, é dada pela
unigo das componentes conexas de A, que contém um ponto de O.

Teorema 1.15 ([28]). Seja f : C — C uma aplicacdo holomorfa e =, € C um ponto
periddico de periodo n. A bacia de atracdo de cada orbita periodica atratora esta contida
no conjunto de Fatou, e cada orbita periodica repulsora esta contida no conjunto de
Julia.

Demonstragdo. Seja z, € C um ponto fixo de f, com multiplicador ), e = um ponto
suficientemente proximo de z,, tal que

f(2) =20l = 1£(2) = f(20)] = |f (20|12 = 20| = [Al-]z = 2.

Suponha que para n = k, a igualdade | f*(z) — z| = |\|*.|z — 20| seja verdadeira. Para
n =k + 1, temos

[ (2) = 2] = [ (2) = [ ()]
= | (20)1f*(2) — 2l
= |f,(zo)|'|/\|k'|2 — 2

= A"z —

Pelo Principio de Indugéo Finita, | f™(z) — zo| = |A\|".|z — 20|, para todo n € N. Se
|A| > 1 entdo nenhuma sequéncia de iteradas de f converge uniformemente proximo de
29, POIS |A|" — oo quando n — oo, € neste caso, z, € Jr. Se |A| < 1, entdo f"(z) — 2o,
em uma vizinhanga préxima de z,, pois neste caso, |A\|* — 0, quando n — oo. Logo,
se |A| < 1, por definigdo, A(zy) C Fr. Se z, € um ponto periddico de periodo m, basta
tomar g = f™ e aplicar o raciocinio acima para g. O

Por fim, mencionamos uma propriedade importante do conjunto de Julia, cha-
mada de autossimilaridade. Isso significa que uma parte do conjunto a ser estudado
possui as mesmas caracteriscas do conjunto todo, sendo uma propriedade tipica dos
fractais. Isso nos leva a seguinte definig&o.

Definicdo 1.20. Seja f : C — C uma fungdo holomorfa e E c C. Dizemos que E é
autossimilar se para todo dominio D c C, talque DN E +# @, existe N = N (D) € N, tal
que fN(DNE)=E.

Teorema 1.16 ([32]). Seja f : C — C uma fungdo holomorfa. O conjunto de Julia 7 é
autossimilar.
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1.3 Dinadmica Complexa Randémica

Nesta secao, falaremos sobre o conceito de dinamica complexa randémica ou
aleatéria, que foi iniciamente estudado por Fornaess e Sibony em [19]. Para isto, vamos
definir o que € uma iteracdo generalizada, bem como os conjuntos de Fatou e Julia
nesse contexto geral. Além disso, veremos as diferencas que surgem em relacédo aos
resultados da teoria classica. Tais resultados, podem ser vistos com mais detalhes em
[12].

Definicao 1.21. Seja (f.,) uma sequéncia de fungbes holomorfas, com ¢, € C, para
fodo n € N. A n-ésima iterada de (f.,) € dada por

fngcnofcn71o"'of017 (11)

onde w = (c,) é uma sequéncia em C". Quando n = 0, colocamos f° = Id e f,, = f.,.

Na pratica, cada funcdo f” definida acima, é uma composi¢céo de fungbes que
sdo distintas por um parametro. Por exemplo, considere a sequéncia (f.,), onde,
fe. (2) = 22 + ¢,, € w é uma sequéncia em CY. Observe que,

fi(z) = f62of61(2)
= (fu(2)) +c2
= (Z2+ca)+oe.

O que difere do caso classico, quando consideramos f.(z) = z? + ¢, onde ¢ € C
é um parametro fixo, e f%(z) = f o f(z) = (2% + ¢)® + c¢. Naturalmente, as nogdes dos
conjuntos de Fatou e Julia podem ser generalizadas para o caso randémico, como
veremos a seguir.

Definicao 1.22 (Conjuntos de Fatou e Julia). Seja (f.,) uma sequéncia de fungbes
holomorfas. Definimos o conjunto de Fatou F,,, como o conjunto dos pontos = € C tais
que a familia { f'} ,en € normal em alguma vizinhanga U de z. O complementar de F,,
é chamado de conjunto de Julia, e denotamos por 7.

Vimos no Teorema 1.6, que o conjunto de Julia de uma funcao holomorfa
f:C — Cdegrau d > 2 é ndo vazio. Esse resultado também é valido no caso
randémico, como segue.

Teorema 1.17 ([12]). Seja (f.,) uma sequéncia de fungbes holomorfas, onde f., tem
grau d > 2, para todo n € N. Entdo, conjunto de Julia J,, € ndo vazio.
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Muitos resultados da teoria cldssica ndo podem ser generalizados de forma
direta, e isto acontece porque, neste contexto, os conjuntos de Fatou e Julia ndo sao
completamente invariantes. Uma condi¢do que se aproxima da invariancia para o caso
randdémico, foi provada em [2], de acordo com o seguinte lema.

Lema 1.3 ([2]). Seja (f.,) uma sequéncia de fungbes holomorfas. Ent&o,

(f5) T f(F) = Fu e ()71 (f5(T) = oy
para todo k € N.

Além disso, outras situagdes podem ocorrer, como mostra o exemplo a seguir,

em que o conjunto de Julia contém um unico ponto.

22

mEoT Queremos

Exemplo 1.4 ([12]). Dado n € N, considere a sequéncia f. (z) :=
provar que, para R > 0 e |z| < R, temos
R*" 1 (R

2TL
lfo(2)] < e = n) , paratodon € N.

De fato, observe que
fo(2) = fe(2) = 22 < R?,

2)2 4 R*  1(R\*
i) = 1) = S = o < P = ().

Suponha que paran = k € N, a desigualdade

R*  1(R\*
160 < ez = 1 (1)
seja verdadeira. Vamos provar paran = k + 1. Assim, temos

UHC) P S

f£+1(z) = fk-l—l(falj(z)) = (]{] I 1)1+2k+1 = (k1+2k)2 (/{ N 1)1+2(2k+1).

1
Como m < 1, obtemos

R2k+1
(k + 1)@

o)l <

Portanto, ,
. R 1(R\”
|fw<z>|snl+2n:() ,

n\n
para todo n € N. Fazendo n — oo, segue que f — 0 localmente uniformemente em C.
Observe que 0 é um ponto fixo atrator de f'(z), pois f*(0) =0, e

() (0) = H £(f0) = 0.

para todon € N. Como f"(o0) = oo, para todon € N, e o raio R > 0 é arbitrario, pelo
Teorema 1.17 segue que J,, = {oo}.
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No caso classico, o conjunto de Julia é perfeito, de acordo com o Teorema 1.12,
mas no caso randdémico, essa propriedade nem sempre é satisfeita, conforme vimos
no exemplo anterior. Outra situacado que pode acontecer, é o conjunto de Julia conter
pontos interiores, mas 7, # C. Veja o préximo resultado.

Teorema 1.18 ([12]). Sejam A, B C C conjuntos abertos e limitados tais que C \Ae
C \ B sdo dominios simplesmente conexos, e AN B = @. Entdo existe uma sequéncia
(f.,) de polinémios, tais que A C F e B C J,.

1.4 Teoria da Medida e Integracao

Nesta secao, veremos alguns resultados da teoria de medida e integracao que
serao utilizados neste trabalho. Tais resultados podem ser vistos com mais detalhes
em [5].

Definicao 1.23. Seja X um conjunto néo vazio e P(X) o conjunto das partes de X.
Dizemos que A C P(X) é uma o-algebra de X se verifica:

(i) @, X € A;
(i) Ac A= A° € A;

(iii) A1, As, ..., Ay, .. € A= | A, € A
neN
Dizemos que (X,.A) € um espago mensuravel. Se A € A, dizemos que A é A-
mensuravel.

Exemplo 1.5. Seja X = Ne A = {2,{1,3,5,7,...},{2,4,6,8,...},N}. Segue direta-
mente da definicdo que A é uma o-algebra do conjunto dos numeros naturais.

Exemplo 1.6. Seja (X, ) um espacgo topoldgico. A o-algebra gerada pela topologia é
chamada de o-algebra de Borel, a qual denotamos por Borel (X ).

Exemplo 1.7. Seja X # & e {A,}ac Um conjunto de o-dlgebras de X. Entdo, () Aa
acl
€ uma o-algebra de X .

Demonstrag&o. De fato, observe que

(i) @,X € A,, paratodo a € L, logo, @, X € ) A..

acl

(i) Seja A € () Aa, entdo A € A,, paratodo a € L. Como A, é uma o-algebra de
a€l
X, paratodo o € L, A° € A,, logo, A° € [ Aa.

a€eL
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(iii) Seja A; € () Aa, paratodo o € L e todo i € N. Deste modo, A; € A,, para

a€el

todo o € L e todo i € N. Disso, resulta que U A; € A,, para todo « € L, logo,

i=1
UJ A€ N A
=1

acL

Portanto, (1) A, é uma o-algebra de X. O

a€el

Definicao 1.24. Seja (X, A) um espago mensuravel e f : X — R uma fungéo. Dizemos
que [ é uma fungcdo A-mensuravel se para todo o« € R o conjunto

{reX: f(z)>a}eA

Quando consideramos o conjunto dos numeros reais estendidos, isto €,
R=RU{—00,00},

dizemos que f : X — R é uma funcdo real estendida, e neste caso, f : X — R é
uma funcéo A-mensuravel se cumpre a Definicao 1.24. A partir desta observacéo,
enunciamos o lema a seguir, que desempenha um papel importante na definicado de
integral de uma funcao mensuravel.

Lema 1.4 ([5]). Seja f : X — R uma funcdo mensurdvel com f(z) > 0, para todo
x € X. Entdo, existe uma sequéncia ¢, : X — R mensuraveis, tal que

() 0 <, < pn41 < f, paratodon € N.
(ii) lim on(x) = f(x), paratodo x € X.
(iii) As fungbées p, sdo simples para todo n € N, isto significa que essas fungées
assumem um numero finito de valores.
Estamos interessados em estabelecer o conceito de medida, bem como as suas
propriedades, e isto é feito a seguir.
Definicao 1.25. Seja X um conjunto ndo vazio e A uma o-algebra de conjuntos de X .
Uma medida é uma funcéo u : A — R tal que
(i) 1(2) = 0.
(i) n(E) >0, paratodo E € A.

(iii) Seja E,, € A, para todo n € N disjuntos dois a dois, isto é, E; N E; = &,i1 # j,
entdo
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Dizemos que (X, A, 1) € um espaco de medida. Em particular, quando p(X) = 1,
dizemos que 1 € uma medida de probabilidade.

Exemplo 1.8. Sejap € X, definimos

1, sepe E
p(E) =
0, sep¢ E

1P é chamada de medida de Dirac de p.

Exemplo 1.9. Sgja X = R, A = Borel(R). Existe uma tnica medida p; definida
em Borel(R) que coincide com o comprimento dos intervalos abertos, ou seja, se
(a,b) = E € Borel(R) é um intervalo nédo vazio, entéo, ji.(E) = b — a. A medida i,
é chamada de medida de Lebesgue. Esse conceito pode ser estendido para o R",
0 que torna possivel o calculo da medida de subconjuntos mais gerais de espagcos
euclidianos n-dimensionais. Em particular, quando n = 2 ou 3, a medida de Lebesgue
coincide com as medidas padrées de area e volume. A definicdo formal da medida de
Lebesgue e a suas aplicagdes, podem ser vistas com detalhes em [5].

Exemplo 1.10. Seja X = N e A = P(X). Definimos u(E) = #£FE, isto é a cardinalidade
de E. Esta é uma medida de contagem.

Lema 1.5 ([5]). Seja 1 uma medida definida em uma o-algebrade X. Se E,F € A e
E Cc F, entao,

(i) W(E) < p(F).
(i) Se u(E) < oo, entdo u(F — E) = u(F) — p(E).
Demonstragéo. De fato, note que F' = EU (F — E), assim, temos
u(F) = p(EU(F = E) = W(E) + p(F = E) > p(E).

Agora, se u(F) < oo, segue diretamente que u(F — E) = u(F) — u(E). A hipbtese de
u(E) < oo € essencial, pois do contrario, teriamos u(F) = oo e como E C F, segue
que u(F) = oo, logo, u(F — E) = oo — o0, € esta operacdo ndo esta definida. O

Lema 1.6 ([5]). Seja u uma medida definida em uma o-algebra de X.
(i) Se (E,) é uma sequéncia crescente em A, entao
u( Dl En> = lim p(Ey).
(i) Se (F,) € uma sequéncia decrescente em A e u(F;) < oo, entdo

n=1
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Seja (X, A, 1) um espaco de medida. Vamos denotar o conjunto das fungdes
reais estendidas e mensuraveis por M4, ou seja, M4 = {f : X — R : f é mensuravel}.
Além disso, seja E € A. A funcao caracteristica de E é dada por

) 1L,sexeckE
v 0,sex ¢ FE

Como mencionamos anteriormente, uma funcdo s : X — R é simples, se
assume um numero finito de valores. Em particular, toda fungdo simples € uma
combinacéo linear finita de fungdes caracteristicas. Dito isso, podemos formalizar a
definicao de integral para uma funcao simples, conforme veremos a seguir. Além disso,
dados subconjunntos nao vazios e dois a dois disjuntos F; C X, i = 1,...,n, vamos

considerar X = | E..

=1
Definicao 1.26. Seja p € M = {f € My/f > 0} uma fungéo simples. Definimos a
integral de ¢ com relagdo ;. como

foodn= [ oty dut) =S an(E),

onde y é representada por zn: a;Xg,. Denotamos j(E) = /X X dp.
=1
A partir dessa definicdo, muitas propriedades podem ser provadas, e além disso,
pode-se generalizar a definicdo de integral para fungées mensuraveis que nao sao
simples. Esse processo pode ser visto com detalhes em [5]. Ndo iremos aprofundar na
teoria de integracao, pois nao € o objetivo deste trabalho. Queremos avancar para o
conceito de medida produto, sendo assim, precisamos da seguinte definigéo.

Definicao 1.27. Sejam (X, A) e (Y, B) espacos mensuraveis. O conjunto A x B com
A e AeB e B échamado de retangulo em Z = X x Y. Denotamos porC = A x B a
o-algebra de subconjuntos de Z = X x Y, gerada pelos retdngulos A x B.

Dados dois espacos de medida (X, A4, u) e (Y, B,v), sera que o produto 1 - v é
uma medidaem Z = X x Y? O préximo teorema responde essa pergunta.

Teorema 1.19 ([5]). Sejam (X, A, 1) e (Y, B,v) espagos de medida. Existe uma medida
m definidaem Z = X x Y tal que

7(A x B) = p(A) - v(B),

para todo A € A e todo B € B.
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2 Dinamica Polinomial Randdtmica

Abordaremos agora o caso de dinamica polinomial randémica. Neste capitulo,
vamos trabalhar com uma classe de sequéncias de polinbmios e apresentar alguns
resultados que se encontram em [12], [13], [14] e [18].

Definicao 2.1. Seja (f.,) uma sequéncia de polinémios de grau d,, > 2 e w a sequéncia
formada pelos parémetros c,, € C, ¥Yn € N. Definimos a bacia de atragcdo do infinito,
como o conjunto,

Ay(o0)={zeC: Jim fi(z) = oo}

Em [14], o autor considerou a classe S de polinbmios como a seguir.
Definicao 2.2. Dizemos que uma sequéncia de polinémios (f.,) pertence a classe S,
se (f.,) satisfaz as condigdes:

(i) existe R >0 e M = {z € C : |z| > R} um dominio invariante, tal que f., (M) C M,
para todon € Neoo € M.

(i) f — oo (n — oo) localmente uniformemente em M.

Definicao 2.3 (big O). Segjam X C R, f,¢g : X — R, fungbes reais. Dizemos que
f(z) = O(g(z)) (x — o0) se, e somente se, existe M € R, M > 0 e z, € R tal que

|f(2)] < M.|g(z)],

para todo x > .

A definicao de big O fornece uma caracterizagdo do comportamento das fungoes,
em relacao as suas taxas de crescimento. Tendo em vista as aplicagoes, esse conceito
é estudado tanto na ciéncia da computac¢ao quanto na teoria analitica dos niumeros e
em outras areas. O exemplo a seguir tras uma aplicacao direta dessa definicao.

Dada uma fungao f : R — R, determinamos o big O de f, da seguinte forma:

n
(i) se f(z) = > _a;z’ € uma fungdo polinomial, devemos manter o termo de maior

=0
grau da lei de formagéo de f .

(i) se o termo destacado em (i) € um produto de fatores, isto &, a;z%, i = 1,....n,
devemos omitir as constantes.
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Exemplo 2.1. Sgja f : R — R dada por f(x) = 72° + 423 — 2. Pelo item (i), devemos
considerar o termo de maior grau de f, ou seja, 7z°. Por (ii), a constante deve ser
omitida, o que resulta em z°. Seja g(x) = x°. Vamos vamos provar que f(x) = O(z")
(x — 00). Parazo=1ex > 1, temos

|f(x)] = |72° +42® = 2| < T7]a®| +4]2®] 42
< 70+ 4x® + 220

= 13g(z).
Logo, paratodox >1e M =13, |f(z)| < M|g(z)|. Portanto, f(x) = O(z°) (z — o).
A Definicao 2.3 serd utilizada no teorema a seguir.

Teorema 2.1 ([14]). Seja (f.,) uma sequéncia de polinbmios da forma,

dn
fer(2) = Z cnvkzk, (2.1)
k=0
comd, > 2, c,q, #0,Vn €N, tal que:

(i) inf{|c,q,] : n € N} > 0.

(i) maz{|c | : 0 <k < dp} = O(lcna,|)-
Entdo (f.) € S.

Demonstragcdo. Pela hipotese (i), existe uma constante b > 0 tal que |c,q4,| > b,
para todo n € N, além disso, por (ii), existe uma contante B > 0, de modo que
, para k = 0,1,...,d, — 1 e para todo n € N (Definicdo 2.3). A partir
dessas contantes, podemos escolher R € R, R > 1, tal que

c:bR(1—}il> > 1.
Assim, para todo = € C, com |z| > R, temos

~ |c
ol 2 lenal (It = 3 dod )
k=0 ’Cnydn|

|Cn,k| S B|Cn,d7L

dn—1
> b(\z|d”—B 3 |z]k>
k=0
dn—1
= b(|z|d"—B|Z| )
|z] =1
dn
(L.
2] =1
B
> b(1— ——)|z|™
= b( R—1)|Z|

= c|z|™ > cR > R.
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Isso mostra que M = {z € C : |z| > R} é um dominio invariante, e f — oo (n — o)
uniformemente em M. Portanto, (f.,) € S. O

No inicio da demonstracéo do Teorema 2.1, verificamos as condicoes:

(P1) existe uma constante b > 0 tal que |¢,, 4,| > b, paratodo n € N;

(P2) existe uma constante B > 0 tal que |c, x| < B|cya,|, parak =0,1,--- ,d, —1e
para todon € N,

que sao consequéncias imediatas da hipétese do teorema. Agora, vamos introduzir
uma terceira condicao:

(P3) existe uma constante C' € R tal que log|c, q4,| < C|d,|, para todo n € N.

Definicdo 2.4. Seja E c C, E + @. Definimos a drbita negativa de E com respeito a
sequéncia (fI') como sendo

o0

O~ (B) = U (D) (&)
n=0
Na abordagem de dinamica classica estudada no Capitulo 1, vimos que o
conjunto de Julia coincide com o bordo da bacia de atragdo no infinito. Quando
consideramos uma sequéncia de polindbmios em S, esse resultado também é valido no
caso randébmico, como veremos a seguir.

Lema 2.1 ([14]). Seja (f.,) € S e M o dominio invariante no infinito correspondente.
Entdo
Jo =00~ (M).

Além disso, fI' — oo quando n — oo localmente uniformente em O~ (M).

Demonstragéo. Seja z, € J,. Observe que f(zo) ¢ M, paratodon € Ne zy ¢ O~ (M).
De fato, se existisse algum m € N, tal que f"(z) € M, entdo z, € (f™)"'(M) C M C
A, (o), pois M € invariante, assim, z, € A, (co) C F, uma contradi¢cdo, pois z, € J,.

Seja V uma vizinhanga qualquer de z,, e W = | J f2(V). Suponhaque M NW = &,

n=0
dessa forma, f7(V') é limitada para todo n € N, e pelo Teorema de Montel, (f7) €
normal em V, logo, z, € F., 0 que € uma contradicdo. Deste modo, M N W # & para
toda vizinhanga V' de z,.

Afirmacao 1: V N O~ (M) # o para toda vizinhanga V de z.

De fato, seja V' uma vizinhanca qualquer de z,. Como M N W # &, temos,

GAMAW =AU f1v) = U £1(V) A,
n=0

n=0



Capitulo 2. Dindmica Polinomial Randémica 34

logo, existe n € N tal que
G# fLV)NM =2 # (f)7 (fZ(V)N M) =V n(f)) (M),

assim, . .
o JVaunTan=valJ M) =vno (M)

Da afirmagdo acima, resulta que qualquer vizinhanca V' de z, intersepta o
conjunto O~ (M) e zp ¢ O~ (M). Portanto, zp € 00~ (M) e J, C 00~ (M). Agora,
vamos provar a outra inclusdo. Seja z, € 00~ (M) e suponha que z, € F,. Considere
a componente U C F, tal que zp € U, e K C O~ (M) um conjunto compacto. Por
definicdo, M € um conjunto aberto, e O~ (M) é uma cobertura de K. Pela compacidade
de K, O~ (M) admite uma subcobertura finita, assim, K C ij(ffj)*l(M). Assim, temos

=1

k

FE(K) C f£< U(fi)%M)) = F(7 A0 U TR O) = M) U UM = M,

=1

pois M é invariante. Logo, existe k € N tal que f*(K) c M. Isso implica que,

fcnofcnilo-~-ofck+1—>oo (n—>oo)

localmente uniformemente em f*(K'). Pelo Teorema de Vitali(veja [6] p.56) a conver-
géncia obtida em f*(K) pode ser estendida, de modo que

fcnofcn—IO...ofckﬁ»l%OO (néoo)

localmente uniformemente em M. Dessa forma, f — oo (n — oo) uniformemente em
K, ecomo K C O~ (M), essa convergéncia também ocorre em O~ (M). Observe que
UNO- (M) #woelU C F,, logo, fi — oo (n — oo0) localmente uniformemente em
U, pelo Teorema de Vitali. Além disso, como co € M, segue que para todo conjunto
compacto B C U, existe N = N(B) € N, tal que fY(B) c M. Note que U C M, basta
verificar que se U ¢ M, entao f7(U) € f»(M), para todo n € N. Como B C U, segue
que f(B) ¢ f»(M), para todo n € N, o que é uma contradigdo. Logo, dado n € N,
temos
UcM= fi(U)C fi(M)cC M,

pois M é invariante, assim, U C (f")"(M) c O~ (M), mas isso é uma contradigao,
pois zp € UN OO~ (M) e O (M) é um conjunto aberto. Portanto, z, € J, e

00~ (M) C J..



Capitulo 2. Dindmica Polinomial Randémica 35

Teorema 2.2 ([14]). Seja (f.,) € S. Entdo A, (o) € um dominio estavel de (f.,) e
satisfaz

Au(o0) =0~ () = U (%)

k=1
para algum R > 0. Além disso, temos J,, = 0.A,(o0). Em particular, o conjunto de Julia

ndo tem pontos interiores.

Demonstragdo. Vamos mostrar que A, (co) = O~ (M). Seja w € O~ (M), entdo existe
m € Ntalque y = f"(w) € M. Logo,

fcn © an—l ©---0 fcm+1(y) — 0 (n - OO)

localmente uniformemente em f7*(M) Cc M. Assim, fl'(w) - o0 (n — ) e w €
A, (), ou seja, O~ (M) C A,(o0). Agora, seja z € A, (o). Por definigéo,

f5(2) = 00 (n = 00),

sendo assim, existe n € N tal que f7(z) € M, pois co € M. Por isso,

e (f3) (M) c O (M).
Portanto, A, (c0) C O~ (M), e pelo Lema 2.1, 7, = 0.A,(o0), 0 que conclui a prova. [

Vimos no Capitulo 1, Teorema 1.16, que em dindmica classica o conjunto
de Julia é autossimilar. Agora, estamos interessados em provar uma condi¢cao de
autossimilaridade do conjunto de Julia, para o contexto randémico. Nesse sentido,
dizemos que o conjunto de Julia .7, é autossimilar, se para todo dominio D c C, existe

N =N(D) €N,

tal que
IO T) = 1T & () DNTw) = T

Iniciamos essa investigagdo com o seguinte lema.

Lema 2.2 ([14]). Seja (f.,) € S e D c C um dominio tal que D N J,, # @. Entéo,
nenhuma subsequéncia de (") é normal em D.

Demonstragdo. Suponha que (f) possui uma subsequéncia ( f*) que converge local-
mente uniformemente em D. Por hipétese, D N 7, # &, entao existe zp € D N J,,. Pelo
Lema 2.1, DN O~ (M) # @. Logo, existe N € N, tal que D n (fV)~Y(M) # @, e entédo
fN(D)n M # @. Assim, para todo n, > N, f™ — oo localmente uniformemente em
fN(D). Pelo Teorema de Vitali, podemos estender essa convergéncia para o dominio
D. Assim, de acordo com a prova do Lema 2.1 devemos ter D C O~ (M) C F,,0que é
uma contradigao, pois D N J,, # @. Portanto, nenhuma subsequéncia de (f*) é normal
em D. ]
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Lema 2.3 ([14]). Seja (f.,) € S. Suponha que Vn € N, o conjunto fI(J.,) contém pelo
menos dois pontos. Entéo, existe uma sequéncia estritamente crescente (n;) C N, tal
que para todo z, € 7,

diam g, '(Gr(20)) = 0 (k — o0),

Onde g = ank (¢} fc"k_l O+--0 fc7Lk_1+1 e Gk =g, 00x—10---00;.

Teorema 2.3 ([14]). Para toda sequéncia (f.,) € S, o conjunto de Julia J,, € autossimi-
lar.

Demonstragdo. Seja D c C um dominio tal que DN 7, # @. Se diam f*(J) = 0, para
algum n € N, entdo f7(J,) = {vo}, pois, J., # @. Como

(DNJy) CJu= fo(DNTy) C f3(Tw)
Suponha {yo} = f3(J.) € f3(D N J.,), entao,
Yo gé flb(ijw) = (ij)_l(yO) ¢ ijw = Yo ?é f:;l(jw)a

0 que é uma contradi¢do. Logo, (D N J,) = {yo}, € isso mostra que

fo(D N Tu) = {yo} = [2(Tw),

ou seja, J,, € autossimilar. Agora, suponha que f'(J) contém pelo menos dois pontos.
Vamos considerar a sequéncia (n;) C N e os polinbmios g, de acordo com o Lema 2.3.

Afirmacao 1: 7, = J,,), para todo k € N.

De fato, seja z € J, e suponha que z ¢ J,,), entédo, z € F,,), € por definigéo,
(gx) € normal em alguma vizinhanga V' de z. Como g, = fen, © Jen,—10220 fer 41,
segue que (gx)ren € uma subsequéncia de (f), logo, z € F,, 0 que & uma contradi¢ao.
Portanto, z € J,,) € J., C Jy,)- A outra inclusdo segue diretamente do Lema 2.2, pois
nenhuma subsequéncia de (f*) € normal em D.

Queremos mostrar que J(,,) € autossimilar, e pela igualdade provada na Afirma-
cao 1, resulta que 7, é autossimilar. Para isto, é suficiente mostrar que

W= U G (Gi(20))

keN

€ um subconjunto denso de 7, para todo z, € J,, € com isso, provar que

Jo = G (Ge(DN T)).

keN
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Suponha que exista w € 7, \ W, e seja U uma vizinhanca de w, talque UNW = &.
Logo, para todo = € U

v ¢ G, (Gi(20)) = Gi(x) ¢ Gi(2).
Como Gi(z0) = i1 (Grt1(20))(veja [2], Lema 1.1), implica,
91 (Grar(20)) NGL(U) = @.

Pelo Lema 2.3, existe uma sequéncia (k;) C N e numeros complexos &, 0, € g,;lil(leH(zO))
tais que llim inf | — 0, > 0. Além disso, as sequéncias (&), (6;) sao limitadas pois
&,0, ¢ M, paratodo [ € N. De fato, se existisse j € N tal que ; € M, entdo

Ir1(&§5) = 00 (I = 00).

Por outro lado, ¢; g,;lil(leH(zo)), ou seja, gi,+1(&) € Gr,+1(20), logo,

Ir+1(85) = Gry1(20)-

Isso mostra que G, +1(z0) — oo, (I = ), logo, z, € A, (c0) C F, 0 que é uma contra-
dicao, pois 2z, € J,. O mesmo vale para #,. Considere o conjunto de transformacdes
lineares T; : C — C dadas por

1 &

Tilz) = §z—912+§z—91

tais que H, =T, o Gy,, paratodo [ € N.

Afirmacao 2: 0,1 ¢ H,(U), paratodo [ € N.

Com efeito, suponha que existe [ € N tal que 0 € H,;(U), entdo existe = € U tal
que

1 &
& —0 -0,
assim, Gy, (z) = =& € g;}1(Gr+1(20), 0 que é uma contradigéo, pois UNW = @. O
mesmo raciocinio pode ser aplicado para o numero 1.

Hi(z) =0= T)(Gg(z) =0 =

le (ZE) +

0,

Observe que, pelo Teorema de Montel, (H;) € normal em U. Além disso, os
coeficientes de 7; sé@o limitados, pois |, — 6| > inf |§, — 6| =a > 0 e |§| < C, para todo
[ € N, dai,

Dessa forma,
Gr, +&

& —0

H, =T/(Gy) = = Gy, = (& —0)H, — &,
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isso implica que (G%,) € normal em U. Pelo Lema 2.2, U C F,,) = F.,, 0 que € uma
contradicao, pois w € U N J,,. Portanto, 7, = W e W é denso em 7. Resta mostrar

que J, = |J Gy (Ge(D N J)) = X. Suponha que exista z, € J, \ X. Como W é
keN
denso em 7, existe y € DN J,em € Ntal que y € G..'(G,.(2)). Assim, temos

20 € G YG,(y)) C X, 0que é uma contradi¢do. Logo, J,, C X. Por outro lado, como
DnJ, C J., segue que
X = GHGDNT) C | G (Gr(20)), V20 € T C T
keN keN

Portanto, 7, = X, e o resultado esta provado. O

Além disso, vimos no Teorema 1.12 que o conjunto de Julia J; € um conjunto
perfeito, isso significa que todos os seus pontos sao pontos de acumulacéo, ou seja,
Jr ndo tem pontos isolados. Quando consideramos uma sequéncia (f.,) € S, essa
propriedade também é satisfeita, de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 2.4 ([14]). Seja (f.,) € S . Entdo o conjunto de Julia 7, é perfeito ou finito.
No caso finito, existe n € N tal que f(7,) contém um unico ponto.

Demonstragdo. Suponha que para todo n € N, o conjunto f7(7,) contém pelo menos
dois pontos. Vamos provar que o conjunto de Julia € perfeito. Pelo Lema 2.3, sabemos
que

diam (fe,) ™" (f5(20)) = 0 (n — o0),

para todo z, € J,. Observe que (f.,) ' (f"(z0) C f*1(J.), para todo z, € J,. De fato,
seja wy € (f.,) 1 (f™(20)), entdo, f., (wo) € f(20), isso implica,

Jeo(wo) = £ (20) € f(T),
jaque z € 7, dai, wo € £ (f2(T)) = f27 ' (T.). Por definigao,

diam f7(J.) = sup{da(fI(2), f5()) : 2.y € T}
sup{d(f5 ' (x), [ () : 2,y € T}
> diam f;l(fﬁ(zo)),v,zo € Jus

v

assim, diam f(J,) - 0, (n — o0). Como 7, é autossimilar (Teorema 2.3) dado um
dominio D c C, tal que DN J, # @, existe k € N, tal que f*(D N J7,) = f*(7.). Logo,
paran > k, temos

diam fJ(DNJ,) =diam f(J,) - 0, (n— o0). (2.2)

Suponha que z, € J seja um ponto isolado. Entdo existe um dominio D c C,
tal que DN J, = {z}. Assim, diam f*(D N J,) = 0, para todo n € N, mas isso
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contradiz (2.2). Portanto, neste caso, 7, ndo possui pontos isolados, ou seja, é
um conjunto perfeito. Observe que se 7, é finito, entdo deve existir n € N tal que
f"(J.,) consista de um Unico ponto, pois do contrério, ele teria pelo menos dois pontos,
e consequentemente seria um conjunto perfeito, de acordo com a demonstracao
acima. O

2.1 A familia quadratica

Nesta secdo, vamos apresentar alguns resultados de dindmica polinomial randé-
mica para a sequéncia (f., ) de polinémios quadraticos, da forma f,, (2) = 2% + ¢, tal
que w = (c,) € uma sequéncia em C". Esses resultados podem ser vistos com mais
detalhes em [12], [13], [10], [11], e [15].

Seja (f.,) uma sequéncia da forma f,, (z) = 2? + ¢,, com w = (¢,) € CY uma
sequéncia limitada. Além disso, seja 6 > 0 tal que ¢,, € D;, para todo n € N. Para esse
0 > 0, definimos o raio de escape,

|
Ry = 2<1+\/1+45>

de modo que, para todo R > Rs, 0 conjunto M = {z € C : |z| > R} est4 contido em
A, (0), e € um dominio invariante. Além disso, J, = 0.A,,(c0) = 9K,,, onde

K, ={ze€C: f*(z) » oo, quando n — oo},

€ 0 conjunto de Julia cheio. Dado um subconjunto aberto e limitado V' c C, o conjunto
Q = VY é chamado de espaco de parametros. Também, vamos considerar a aplicagéo
shift a esquerda, a qual denotamos por o, definida por,

w=(c1,¢9,...) EQ, o(w)=(co,c3,...).

2.2 Classificacao topoldgica do conjunto de Julia

O objetivo principal deste trabalho € estudar as propriedades topoldgicas do
conjunto de Julia, relacionadas a conexidade. Mais precisamente, estamos interessados
em verificar sob quais condi¢gdes o conjunto de Julia pode ser conexo, desconexo,
ter finitas ou infinitas componentes conexas ou ser totalmente desconexo. Em [19],
Fornaess e Sibony provaram uma condi¢ao necessaria e suficiente, para que o conjunto
de Julia de uma familia de polinbmios com coeficientes limitados seja conexo. Em
particular, Bruck provou em [13], essa condigédo para a familia quadratica f. (2) = 2%+c,
com ¢, € Ds, paratodon € N e § > 0. Uma ferramenta utilizada nessa prova é a fungao
de Green em A, (c0), a qual veremos a seguir.
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Definicdo 2.5. Seja D c C' um dominio. A funcdo de Green em D é uma aplicacdo
gp : D x D — (—o0, x|, tal que, para cadad € D:
(i) gp(-,d) € harmbnica em D \ {d} e limitada fora de cada vizinhanga de d;

log |z| + O(1), w = 00

ii d,d) = oo, e quando z — oo, temos gp(z,d) = ;
(i) gp(d. d) q 9p(2,d) { —log|z —d| +0(1),w #
(iii) gp(z,d) — 0 quando =z — y, para caday € 0D.

Teorema 2.5 (Existéncia da funcao de Green [23]). SgjaV ¢ C um subconjunto de
Borel e ) = VN, Seja ;i a medida de probabilidade de Borel em V' e P a medida produto
gerada por 1. Para cada sequéncia w € 2, o limite a seguir existe

gw Au(c0) — R
S R
2 o lim o log |f(2)]-

A fungéo g, € a fungdo de Green em A, (c0), com polo no infinito. Se g,,(z) = 0,
para todo z € K, esta fungcgo se estende continuamente sobre todo o plano.

Demonstracédo. Seja R > 0 suficientemente grande tal que V' C Dy e paratodo c € V,
temos

|fe(2)] > |2] € |z] > R. (2.3)
Podemos supor R > 2, e com isso, temos
2
z
e, (2.4)
pois,
1 1 1 1 || c|
SRe|z>RPe —< - —o>——&1l-—o>1— —
|Z‘ ’Z‘ |Z|2 RQ ’Z|2 RQ |Z|2 R2
e
2 > ]2 _ _ 2(1_ ﬂ
2 zlef =l = P |1-




Capitulo 2. Dindmica Polinomial Randémica 41

Agora, seja U, = (f*)71(C\ Dg).
Afirmacao 1: U, C U1 C A,(o0), paratodo k € Ne A,( U Uy,.

Com efeito, seja = € Uy, entdo f*(z) € C\ Dg, ou seja, |f(z)| > R. De (2.3),
obtemos
S ) = o (F5) > If5()] > R,
logo, z € Uiy,. Mais ainda, como R ; 1, resulta que f*(z) — oo (k — o), logo,

Ur+1 C Ay(00), € consequentemente, U U, C A,(o0). Por outro lado, se y € A, (o0),
k=1
entdo, f*(y) — oo (k — o0), e isso significa que |f*(y)| > R, para algum k € N, visto

que a érbita (f*(y)) ndo é limitada, assim,

Fiy) € C\ Dr= y € (f)(C\ D) = Ui ¢ | Us.

k=1
Portanto, A, ( U Uy.
. 1 n
SejazeU,,neNeg,(z) = 2—nlog |f“]gz)’. Observe que
1o [fozx)] _ 1 fo T (2)]
fo)] _ 1 ()]
1 = < =1
-~ og R 9 og ——— R
/o (2)] |[fo (=)
2log ——+— <1
=1 0g R og R

=

et < log |(f5(2))* + el (2.5)
Como |f(z)| > R, segue de (2.4) que a desigualdade em (2.5) € verdadeira, para todo
z € U,. Assim, (g,(z)) € uma sequéncia crescente e limitada de fungdes harmoémicas.
Logo, (g.(2)) converge para uma funcao harmémica G(z), que pode ser definida em
A, (o). Note que

G(z) = lim — log

n—oo QN

/22 >\‘
R

= lim Q—n(log]f (2)| — log R)

n—o0

= nll_glolo 2710g |0 (2)] = gu(2),

isso mostra que g, estd bem definida e € uma fungdao harménica em A, (). Resta
provar que g, é de fato a funcéo de Green para A, (c0). Como V ¢ limitado, para cada
e > 0, existe R, > 0 tal que, para todo |z| > R. e ¢, € V, temos

(L= o)z < [fe ()] < (L + )2



Capitulo 2. Dindmica Polinomial Randémica 42

Assumindo que R, é suficientemente grande de modo que |f., (z)| > R., para todo
¢, € V, vamos provar a seguinte afirmacao:

Afirmacao 2: Sejaw € Q = V. Entéo,
(1= 2 <|f(2)] < (14 €)*"H2|*", paratodon € N. (2.6)

De fato, quando n = 1, ja vimos acima. Para n = 2, temos

L=olfaF < 1o <A +elfa(2) =

L= —elzl" < [f2() <A+ +e)?* =

(1= o' < 1£2(2)] < (142
Suponha que para n = k, a desigualdade
(L= 2" < 5] < 0+

seja verdadeira. Paran = k + 1, temos

L=l < IS Q+olf5=)) =
(1= )@= D < [fE)] < (L4 (1 + e D =
(1 o E)2k+1_1|z|2k+1 < ’ff+1(2)| S (1 +€)2k+1_1|2|2k+1'

O que prova afirmagéo.

Tomando o logaritmo em (2.6), resulta que

(2" —1)log(1 — ) + 2"log|z] < log|fi(:)] < (2" — Dlog(1+€) + 2"log s =

2"log(l —€) —log(l —€) +2"log|z| < log|fl(z)] < 2"log(1l+¢€) —log(1l+¢€)+ 2" log |z|.
Como —log(1 —¢) > 0e —log(l+¢) <0, temos

1
log(1 — €) +1log 2] < 5-log| f2(2)| < log(1 +¢) +log 2|
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Fazendo n — oo,
log(1 — €) +log |z| < g.,(2) < log(1 + €) +log|z|.
Por fim, se = — oo, concluimos que ¢, (z) = log |z| + O(1). Agora, considere

c"(w)=0000---00(w) = (Cm,Crms1,-)-

m—uvezes

Note que

9u(2) = lim —log | f2(2)] = o lim o= log |70 (2 (2))] (2.7)
Seja R > 0 suficientemente grande, de modo que {z € C: |z| > R} C A, (c0). Observe
que, dado um polinémio quadratico p(z) = 22 + ¢, existe uma constante M > 0, tal que
para todo |z| < R, temos

p"(2)] < M.

Podemos considerar a mesma condi¢do no caso randdémico, isto é, dada uma sequéncia
w € Q= VN existe uma constante ¢ > 0, tal que

[fo ()] <&

A partir disso, podemos encontrar uma constante £z independente de n, m e w, que
satisfaz

oan—m 1Og| :’;(Z) (Z)| < fR (28)
quando |z| < R. Dai, resulta de (2.7) que
T 1 n—m gR
gw(z) - 277711111*)120 oan—m log’ Um(w)(z)| < 27771’

emW,, ={z¢€ C:|f™z)| < R}. Além disso, (W,,) € uma sequéncia decrescente
de conjuntos, pois se z € W,,.1 = |f™"(z)] < R. Suponha que > ¢ W,,, entdo
[/5(z)| > Re

[N ] = [ feman (f2(2))] > R

de acordo com (2.3), o que é uma contradi¢cdo. Logo, W,,.1 € W,,, paratodo m € N, e

a sequéncia (W,,,) contém o conjunto de Julia 7. Portanto, (%ijn( )gw(z) = 0.
z— w(oo

O

Além da definicao da funcao de Green, também é valida a seguinte equacgao
funcional,

1 n
90(2) = lim —-g.,(f5((2)), (2.9)
a qual serd utilizada na demonstragdo do Teorema 2.6 adiante. Mais ainda, necessita-
mos da seguinte defini¢ao.
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Definicao 2.6. Seja (f.,) uma sequéncia de polinbmios quadraticos, onde
fo (2) = 2° + cn,

para todo n € N. O conjunto critico de (f7(z)) € dado por

00
Cum = U (£2)71(0).
n=0

A definicdo de conjunto critico de uma sequéncia de polindbmios (f.,) é mais
geral. No entanto, para polindmios quadraticos da forma f. (z) = 22 + ¢,, para todo
n € N, consideramos apenas a uniao de pré-imagens do zero, pois esse é 0 Unico
ponto critico para esta familia de polindmios. O préximo resultado, devido a Fornaess e
Sibony, nos fornece uma condi¢do necessaria e suficiente de conexidade do conjunto
de Julia.

Teorema 2.6 (conexidade do conjunto de Julia [13]). O conjunto de Julia 7., é conexo
se, e somente se, Cyny C K,,.

Demonstragdo. De fato, pelas propriedades topolégicas da esfera de Riemann C,
resulta que o conjunto de Julia 7, € conexo se, e somente se, cada componente do
conjunto de Fatou F, é simplesmente conexa ([6], Teorema 5.1.6, p. 81). Isso implica
que A, (oo) é simplesmente conexa.

Afirmacdo: Seja D c C um dominio. A funcdo de Green ndo tem ponto critico
em D se, e somente se, D ndo é simplesmente conexo (veja [27]).

Por esse resultado, A, (o) é simplesmente conexa se, e somente se

99,
0z

Sendo assim, derivando a equacéo (2.9), temos,

2 (2) #0, paratodo z € A= A, (c0) \ {o0}.

% = lim 1 99,
0z noo02n 9z

S (fEEN(fE()

Dado z € A, segue que (f”(z)) # 0, para n suficientemente grande. Logo, 7.,

€ conexo se, € somente se (f(z))" # 0, em qualquer subconjunto de A, para n
suficientemente grande. Note que

(f2( _2”Hfﬂ ), n€N.
Logo, (f"(z)) = 0 para algum z, € C se, e somente se f/(z) = 0, para algum

je{0,1,...k—1},ousejaz €C, ez ¢ .A. Porisso, z € C\ A= K,U{oc}. Portanto,
z0 € K, e C(fg) C K. O
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Quando § < § e |¢,| < 1, para todo n € N, a conexidade do conjunto de Julia é
garantida, pelo corolario a seguir.

Corolario 2.6.1. Sejaw = (¢,) € C", tal que |c,| < 1, para todon € N. Entéo, J, é
conexo.

Demonstragdo. De fato, seja = € D, », assim, temos,

1

1 1
ou seja, f.,(z) € D1/, paratodo n € N. Isso mostra que D;,, € um conjunto invariante,

pois para todo n € N,

2@ =107 @) + el < )P+ el < i + i _ ;

Seja w € C(;). Por defini¢do, existe k € N tal que f%(w) = 0. Além disso,

75 )] = () + ] < [P +lewnl < 7 < 5.

Isso implica que, f**'(w) € D, ,, e como D; s, é invariante, segue que a érbita (/" (w))
é limitada. Logo, w € K, e C, C K. Portanto, 7, é conexo. O

. . —=N —N
Agora, seja 6 > 0 e considere o espago produto D;. Podemos estudar Dy tanto
como um espago métrico, como um espaco topoldgico, uma vez que este € metrizavel.
N . —N . . .
Dada uma sequéncia w = (¢,) € Dy, definimos os conjuntos a seguir.

D = {weD; :J,édesconexo},
Dy = {we ﬁ? : J. tem mais do que N componentes},
Dy = {we ﬁ(;N : J., tem infinitas componentes},

T = {we E? : J., € totalmente desconexo}.

Segue imediatamente da definicdo que 7 € D,, C Dy C D. Se § < 1, pelo
Teorema 2.6, resulta que D = @. Além disso, destacamos que E(;N € um espacgo metrico
completo(veja [25]), e essa propriedade sera utilizada na prova dos Teoremas 2.7 e 2.8.
Em [13] e [10], Bruck provou os resultados a seguir.

Teorema 2.7 ([10]). Sed > 1, entdo o conjunto T é denso em E?.

Demonstragdo. Vamos mostrar que 7 = ﬁ(;N. Como T C ﬁs, isso implica que

T c Dy =D,
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pois D, ¢ fechado, logo, basta mostrar que D C 7. Seja wy = (°) € D, . Considere a
sequéncia w,, = (c) € D, dada por

0 ., —
_Jayn=1..m.
Wy = ,

C, n>m.

onde ¢ € D; \ M, e M é o conjunto de Mandelbrot. Note que, fazendo m — oo,
segue que w,, — wy, além disso, o conjunto de Julia J; € totalmente desconexo, onde
f(2) = 2% + ¢, pois c ¢ M, e por definicdo, M é o conjunto dos parametros c € C em
que J; é conexo. Observe que de acordo com ([2] Lema 1.1)

T = (feg, 0+ 0 f0)"'(Jy), paratodom € N. (2.10)

Afirmacao: Seja g : X — Y uma funcéo continua entre espacos topoldgicos.
Se T' C Y é um conjunto totalmente desconexo, entdo ¢~'(T) é totalmente desconexa.

De fato, seja C' C ¢~ '(T") uma componente conexa, e suponha que ¢ !(7') nao é
totalmente desconexo. Assim, deve existir pelo menos dois pontos distintos =,y € C.
Como a imagem de um conjunto conexo por funcédo continua é um conjunto conexo,
segue que ¢g(C) € uma componente conexa de T, com g(z), g(y) € g(C), 0 que € uma
contradigdo, pois 7" é totalmente desconexo. Portanto, g—*(7') é totalmente desconexa.

Note que (fo o---o fccl)) € continua para todo m € N, e pela afirmacao acima,
resulta que 7, € totalmente desconexo, logo w,, € T e wy € T. Portanto, E(;N cTeT
é denso em D .

]

Teorema 2.8 ([10]). O conjunto D, tem interior vazio.

Demonstragado. Seja w, = (?) € D,.. Considere a sequéncia w,, = () € ﬁ; dada

por
cg, n=1,..,m.
Wy = ,

c, n>m.
onde ¢ € Ds N M. Assim, w,, = wy (m — co0) e J; é conexo, pois ¢ € M. De (2.10),
sabemos que J.,, = (fw, oo fo) '(J;), para todo m € N, e isso implica que, o
conjunto de Julia 7, tem finitas componentes, logo, w,, ¢ D, para todo m € N. Pela
convergéncia de w,,, dado ¢ > 0, existe my € N tal que para todo m > mg, temos
B(wo, €) € Do Como wy € arbitraria, segue que int(Dy,) = @.

]

Teorema 2.9 ([10]). Sed > i entao o conjunto D é aberto e denso em ﬁs.
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Demonstragéo. Seja wo = (c;) € D. Pelo Teorema 2.6 existe z € C(s ) tal que

wo(20) = (feg, 00 fcg)(zo) =0,

para algum m € N e fJ (z) — oo (n — 00). Isso implica que para todo n > m

fio(z0) = (feg 0 ---0fuo ofa o ofu)(z)="(fo00fo )0),
logo,
(fg0rofo )(0) =00 (n—o0)

Dessa forma, podemos escolher N € N, N > m, de modo que

|(feg, 00 feo )(0)| > R > Rs.

Pela continuidade de (fcgv 0---0 fcgn+1), (composicao de fungdes continuas) existe uma
vizinhanga U = Uyyiy % -+ x Uy C Dy " de (D 1y ), tal que

|(fex 0+ 0 fe,i)(0)] > R, paratoda (¢pi1,...,cn) € U.

Definimos o conjunto
W =D} x U x Dj.

Note que W € uma vizinhanca de w, em relagédo a topologia produto de E(SN.

Afirmacao: W C D.
De fato, seja (¢,,) € W ey, € Ctal que (f., oo fo;)(y0) = 0. Como (¢in1,-..,cn) € U,
resulta que |(fcy -0 fe,..,)(0)] > R. Isso implica que

|(ch ©---0 fcl>(yo)| > R.

Logo, (foy © -0 fo)(yo) € M = {z € C : |z| > R}, o qual € uma dominio invariante.
Pela definigdo de M, (f., o---o f.,)(y) — oo (n — o0). Portanto, (c,) € D.

Pela afirmacao acima, concluimos que D é um subconjunto aberto de E(;N. Resta
mostrar a densidade. Por hipétese, § > ; e por definicdo 7 C D, logo, T C D. Vimos
no Teorema 2.7 que 7 € denso em ﬁ;, por esse motivo, ﬁ; =T c D. Dessa forma,
D =D, ou seja, D é denso em D .

O

Além de ﬁ; ser um espacgo métrico completo, também podemos estuda-lo como
um espago de medida. Para ser mais preciso, seja ., a medida de Lebesgue em Dy,
normalizada por i, (Ds) = 1. Os espagos D; e D, carregam as respectivas medidas
produto

P, :®/LL5 e P= ®/LL5.
k=1 k=1
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Decorre dessas definicées que se § > 1, entdo P(D) = 1, conforme provou Bruck em
[13]. Antes de apresentarmos uma prova desse resultado, precisamos de provar um
lema e um teorema auxiliar, como veremos a seguir.

Lema 2.4 ([13]). Seja R > 0 e K c C um conjunto conexo tal que K N (C\ M) # @.
Entdo, para todo z € C, existen e N e ci, ..., ¢, € K tal que |f(z)| > R.

Demonstragdo. Sejac e KN (C\M). Como M é o conjunto dos parametros « € C, tais
que (f7(0)), é limitada para todo n € N, segue que f(0) — oo (n — o), pois ¢ € C\ M.
Isso implica que o conjunto de Julia J; é totalmente desconexo, e o conjunto de Fatou
F; coincide com a bacia no infinito, ou seja, F; = A(co). Seja z, € C. Se z, € A(co), por
definicdo f7(zy) — oo (n — 00), logo, existe n € N e parametros ¢y =---=¢, =c€ K
tais que |f"(z)| > R. Agora, se z, € J;, vamos considerar a aplicacdo g : K — C
dada por g(k) = fi(z) = 22 + k. Como f,(z) é continua para todo k € K e todo z € C,
segue que g é continua. Dado ¢; € K, temos, g(c¢1) = f.,(20) € g(K). Por hipétese, K é
conexo, e pela continuidade de g, resulta que g(K') é conexo. Como J; € totalmente

desconexo, segue que f.,(z0) € Fr = As(oc0). Definindo ¢, = ¢35 =--- =¢, =c € K,
para n suficiente grande, obtemos |f"(z0)| = [(f., © - © fe)(20)] > R. Como z, é
arbitrario, o resultado segue. O]

Teorema 2.10 ([13]). Sejad > i e R > 0. Entdo para todo = € C existe um conjunto
aberto U, C ﬁ; com as seguintes propriedades:

(i) P(U,) = 1.

(i) Para toda sequénciaw = (c,) € U,, a condigdo |f*(z)| > R é valida para todo k
suficientemente grande.

Demonstracdo. Vamos assumir que R € suficientemente grande, de modo que
Je.(C\ D) C C\ Dp,
para todo ¢, € Ds. Dado z € C e k € N definimos
EX(2) = {(e1, ) € D : |f5(2)] > R},

como o k-ésimo conjunto de escape. Por hipbtese, § > 1, logo E’g N(C\ M) # 2.
Assim, pelo Lema 2.4, existe k., = k(z) € N tal que E*:(z) # @, em particular, temos
|fk=(2)| > R. Pela continuidade de f*- existe §. = 6(z) > 0 tal que |f*(w)| > R,
para todo w € D;.. Consequentemente, E*:(w) # @, para todo w € D;,. Além disso,
aplicando novamente o Lema 2.4, temos

@cGH@.

i=1
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[e.@]

Como a esfera de Riemann é compacta, a cobertura | J E*(z) admite uma subcobertura
=1

finita, ou seja,

@COH@.

i=1
Logo, existe N € N, tal que EN(z) # @, para todo = € C. Também definimos os
conjuntos
S§*(z) = {(er, vcx) € Dy : |f5(2)| < R}

S¥(z) = {(c1, ...,cx) € Dy |f5(2)| < R}.

E claro que EF(z) = Elg \ S*(2). Note que 9Dy tem area zero, para todo R > 0, logo,
fixando a sequéncia (cy, ..., cx_1) € ﬁ'gfl, segue que o conjunto

{ev € Dy = |fe, (f571(2))| = R}
tem medida nula. Isso implica que, P (S*(z)) = P,(S§(z)). Como
Pu(E*(2)) = 1 — Pi(S5(2))

e essas fungdes sdo semicontinuas inferiormente, concluimos que P, (E*(z)) é continua.
Vimos que EV(z) # @, para todo z € C, mais ainda, £V (z) & um conjunto aberto, pois

E¥(2) = ()71 (R, 00)),
logo, se y € EV(z), existe r > 0 tal que B(y,r) C EV(z), isso implica
0 < Pn(B(y,r)) < Pn(EN(2)).
Pela continuidade de Py, existe ¢, = d(z) > 0, tal que
Py (EY (w)) >0, paratodow € Dy, .

Note que, C C | Ds.. Pela compacidade de C, a cobertura U Ds. admite uma
zeC zeC
subcobertura finita {D;, , ..., D5, }. Definindo

0 < =minPy(EY(w)), paratodow € Ds,, i=1,..n,
segue que, existe uma constante 3 > 0 tal que

Py (EN(z)) > B, paratodo z e C. (2.11)

Afirmacao: (F*(z) x D;) C E**1(z), paratodo z € C e todo k € N,
De fato, seja (ci, ..., ¢, crr1) € E¥(2) x Ds, assim, temos |f*(z)| > R. Por hipétese,

fe, (C\ Dg) C C\ Dg,
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para todo ¢, € Ds, isso implica

57 )] = e (S| > R,

IOgO, (cla ooy Chy Ck+1> € Ek+1 (Z)

Como
Pii1(E"(2) x Ds) = Pi(E*(2)) - s (Ds) = Pr(E*(2))

pois uz,(Ds) = 1, decorre da afirmagédo que Pi.(E*(z)) < Pryi(E*1(2)), para todo
z e C etodo k € N. Agora, observe que

Pon(5°(2)) = [ Ba(SM(FA)MB) < (1= SRS (2)).

Basta notar que Py (EY (2)) = 1 — Pn(SY(2)). Por (2.11), temos 5 < 1 — Py (SN (2)), e
isso implica que P (SV(z)) < 1 — 43, para todo z € C. Além disso, para todo z € C e
todo k € N, temos,

Pu(E*(2)) < Pea(E"'(2)) =
—PL(E"(2)) > —Pra(E"(2)) =
1—Pu(E"(2)) > 1—Pu i (EFY(2)) =
P(S*(2)) > Py (SH(2)),

ou seja, a sequéncia (IP,(S*(z)) é decrescente. Note que
Pan(S*V(2)) < (1= B)PN(S™(2)) < (1 - B)%.
Prosseguindo indutivamente, resulta que
Pun(S™(2)) < (1= B)",

para todo n € N. Logo, a sequéncia (P(S*(z)) € um decaimento exponencial com
passo fixo N. Podemos interpolar os termos dessa sequéncia, para estimar os valores
k € N, que ndo sdo multiplos de N. Assim, pela recorréncia da desigualdade do
decaimento exponencial, segue que existe uma constante 0 < a < 1, tal que

2=

Py(S*(z)) <a-(1-p)¥,

para todo z € C e todo k¥ € N. Resulta que limy . Px(S*(z)) = 0, e por isso,
Py(E*(2)) = 1 (k — o0) uniformemente em C. Definindo

U, = | E*(z) x D,
k=1
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temos
P(U,) = IP’( U E*(2) x D?) = 1@( U Ek@)) .P(D) = IP’( U Ek@)).
k=1 k=1 k=1
Como E*(z) ¢ E*'(z), para todo z € C e todo k € N, pelo Lema 1.6, segue que
IP’( U Ek(z)> = klim P.(E*(2)) =1,
el —00

0 que conclui a prova.

]

Teorema 2.11 ([13]). Sgjad > ; eD ={w € ﬁs . J., € desconexo}. Entdo P(D) = 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.6, sabemos que o conjunto de Julia 7 € conexo se,
e somente se, C(;») C K. Sendo assim, é suficiente contruir um conjunto € C Dj, tal
que P(¢) = 1, e para cada sequéncia w = (¢,) € €, tem-se

f5(z2) = (fe, 0 0 fey)(2) = 00 (k — 00),
com z € Csx). Como 0 € C+y, para toda sequéncia w € ¢, podemos definir
¢ =U, = |J E"0) x Dj.
k=1
Pelo Teorema anterior, segue que P(¢) = P(U,) = 1. Por construgéo, ¢ C D, assim,
1=P) <P(D)<1.
Portanto, P(D) = 1. O

Agora, estamos interessados em estudar o conjunto 7. Mais especificamente,
buscamos condi¢des para que o conjunto de Julia 7, seja totalmente desconexo. Em
[13], Bruck provou uma condicao suficiente para tal situagdo, como veremos a seguir.

Lema 2.5 ([13]). Sgjaw € F(;N. Entéo diam f(J.,,) > 1, para todon € N.
Demonstracdo. Com efeito, de acordo com ([2] Lema 1.1), dado n € N, temos
To = ()" (Tomw))-
Além disso, a fungédo de Green g, do conjunto de Julia J,~ (. satisfaz a condigéo
Jim (gonw)(2) — log|2]) = 0.

Portanto, a capacidade do conjunto de Julia J,~(. € 1, 0 que conclui a prova. O
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Teorema 2.12 ([13]). Sgjad > 1/4 e w € ﬁ?. Suponha que existe um dominio
simplesmente conexo e limitado D c C tal que | J f2(J.,) C D e (f., o0 fe;.,)(0) & D,

n=0
paratodo j € {0,1,...,n — 1} e todon € N. Entdo, J,, é totalmente desconexo.

Demonstragdo. Seja M = {z € C : |z| > R} e D ¢ C um dominio simplesmente
conexo e limitado, tal que M N D = @. Observe que W = (C\ D) é um subconjunto
fechado da bacia no infinito A, (o), tal que

fr— 00 (n— o0)
uniformemente em 1. Com efeito, como
MND=g9=DCM"=MCW.
Seja z € W e suponha que z ¢ A, (). Dessa forma, segue que z € K., e isso implica
McWcCK,,

0 que é uma contradi¢do, pois M C A,(oc). Resulta que, dado R > 0 e w € W,
existe ny € N tal que |f"(w)| > R, logo, f*(W) C M, para todo n > nq, pois M é
invariante. Note que a aplicagao f(z) é um polinémio de grau 2", e C(s») € D, pois,
(fe, 00 fe;;1)(0) ¢ D, paratodo j € {0,1,...,n — 1} e todo n € N, isso implica que
f é uma aplicagédo de recobrimento (veja [26]). Por isso, existem 2" fun¢des inversas
locais de [}, que vamos denotar por f}', para (j = 1,,...2"). Além disso, definimos
Dj. = fi'(D). Pela definigdo de uma aplicagao de recobrimento, temos

D70 = U 70) = U Dy

e D1, ..., Don ,, S0 dominios simplesmente conexos e dois a dois disjuntos.

Afirmacédo 1: 7, C U7, D,
217,
De fato, seja z € J, e suponha que z ¢ |J D;,, entdo z ¢ D;, = f(D) para
j=1
j=1,..,2" Logo, f(z) ¢ D, e consequentemente f(z) € W C A,(c0), 0 que é uma

contradigéo.

Afirmacao 2: D;,, C D, se n > ny.
Seja z € D;, = f}(D). Como f}(D), j = 1,...,2" s@o as pré-imagens de D, temos
fr(z) € D. Agorase z ¢ D, entdo = € W, e isso implica que f(z) € f(W) C M.
Assim, M N D # &, 0 que é uma contradicao.

Afirmacao 3: Afamilia & = {f}': j =1,...,2"} € normal em D.
Como D é limitado e ff com j = 1,...,2" s&o as inversas locais de f”, segue que a



Capitulo 2. Dindmica Polinomial Randémica 53

familia & é limitada, logo, pelo Teorema de Montel, segue que & é normal.

Seja £ C J, uma componente conexa. Vamos mostrar que E consiste de
um Unico ponto. Pela Afirmagédo 1, para todo n € N existe j, € {1,...,2"} tal que
E C E, = Dy, ,. Como f7 € &, temos f} (D) = E, D E. Vimos na Afirmagéo 3 que &
é normal em D, logo, a sequéncia (fj! ) tem uma subsequéncia (f}fjl) tal que

fin = (1= 00)

localmente uniformemente em D.

Afirmacao: ¢ € constante.
De fato, suponha que v nao é constante, entao, pelo Teorema de Hurwitz([20]), v é
univalente. Note que, se z € E,,, entdo, para todo [ € N, existe m(l) € N tal que

(f7t o f20)(2) = =
Nessas condi¢des, dado 2z, € F C 7, podemos assumir que
f3O(z0) = d (1= o0),
com d € D. De fato, basta observar que
f2(z0) = (f1)"'(20) € D, paratodol € N,

logo, (™) restrita ao conjunto £ é uma sequéncia limitada, a qual possui uma

n

subsequéncia convergente em D. Pela continuidade de cada fungéao fj.,» temos
SO (0)) = f11 (d) = (d) (1 — o).
Por outro lado, f; (fmD(2)) = 2, assim, pela unicidade do limite, segue que
P(d) = z0 € To-

Pelo Lema 2.4, existe 0 < ¢ < 1, de modo que D = D.(d) ¢ D e f(J,) ¢ D,
para todo n € N. Como (ffn’l) converge uniformemente em D, podemos restringir
essa convergéncia ao circulo 0D, /»(d). Pelo Principio do Argumento([20]), existe
uma vizinhanca V de (d) tal que f}jjl(ﬁ) D V, para todo n; > n, onde n > ngy €
suficientemente grande. Do Teorema 2.3, segue que (f™)~'(f*(V)) > J., para todo
n >n' > n. Tomando [ € N tal que m(l) > n’, temos

Jo € (ST OW) € (FrO) (s (D)) = (7)1 (D).

Portanto, /™" (J,) ¢ D c D, o que é uma contradic&o.
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Agora, seja C = | J f(J.) € D. Como C é fechado e D é limitado, segue

que C é compacto. Pogér%os restringir a sequéncia (f}) ao conjunto C' de modo
que fi(C) D FE, para todo k € N. Dessa forma, a subsequéncia (f}jjl) converge
uniformemente em C para a fungéo 1, a qual é constante. Note que, dados x,y € C e
e > 0, existem [y, [, € N, tais que, para todo [ > [,

d(fj. (x),¢) <
e paratodo [ > I,

A(f () ) < 5

Tome Iy = max{ly,l,}. Dessa forma, para todo [ > [y, temos
n, n n n € €
Af @), £t () < d(f (@), 0) + W, f1 () < 5 +5 =«
Por definigéo, diam f;jjl () = sup{d(f;:l (x), £ (y)) : x,y € C}. Isto implica que

Jmy
diam f7! (C) — 0 (I — o0).

Como f} (C) D E, segue que diam 2 — 0 (I — oc). Portanto, £ contém um Unico
ponto, 0 que conclui a prova. O

Podemos observar que a condi¢cdo (f; o---o f;+1)(0) ¢ D, para todo j €
{0,1,....,k — 1} e todo k € N presente nas hipéteses do Teorema 2.12, implica que o
conjunto critico C(;») esta contido na bacia de atrag&o do infinito A, (cc), pois, para
todo j € {0,1,...,k — 1} etodo k € N, aiterada (f, o - - o f;+1)(0) ndo é limitada, logo
nao pertence ao conjunto de Julia cheio K. Além disso, destacamos que é suficiente
analisar essa condi¢cdo somente no zero, pois este € o Unico ponto critico para a familia
quadratica, tanto no caso classico, como no randémico. O fato de C(;») C A, (c0) néo
garante que o conjunto de Julia é totalmente desconexo, como podemos ver no exemplo
a seguir.

Exemplo 2.2. Considere a familia quadrética f,,(z) = 2* + ¢,. Vamos construir uma
sequéncia w = (c,) C C, tal que C;»y C A, (c0), mas o conjunto de Julia J,, ndo é
totalmente desconexo. Seja ¢, = —1; e ¢, = 0, para todo n > 2. Note que f.,(0) = —15
e

f2(0) = 00 (n — 00).

Pelo Teorema 2.6, segue que J,, é desconexo. Agora, considere o intervalo

13
(2,4> C (0,1).
Observe que

13 1119 11 17 43
c a’ A =\7 532" 7~ — an’'  on _1717
f1<<2 4)) <4 10° 16 10) ( 20 80) c (=11
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() (- 5-80) (-8 (-5 o

. . . 13
Prosseguindo de maneira indutiva, resulta que f! ( (2, 4>> C (—1,1), para todon € N.

. 1 , . ,
Isso implica que (2, i) C K. Sabemos que 0K, = J.(veja [19]), e K. é um conjunto

compacto, logo,
]Cw == E — ICw U jw-

Note que, se <;, i) c J., entdo J, ndo pode ser totalmente desconexo. Agora, se

13

2'1
nente limitada do conjunto de Fatou. Logo, F,, tem pelo menos duas componentes
conexas, uma componente limitada, e outra que contéem o infinito. Pela Proposigcéo 2.1
(veja [3]), resulta que um conjunto E c C é totalmente desconexo, se o seu comple-
mentar C\ E é conexo. Como, F,, = (C\ 7.,) e F., ndo é conexo, segue que, o conjunto
de Julia J,, ndo é totalmente desconexo.

¢ J., segue que existem pontos neste intervalo, que pertence a uma compo-

Mais uma vez, podemos notar a diferenga que surge quando trabalhamos no
contexto de dindmica complexa randémica, pois € possivel encontrarmos um conjunto
de Julia desconexo, que nao é totalmente desconexo, de acordo com o Exemplo 2.2.
Essa situacdo ndo acontece na teoria classica. De fato, o seguinte Teorema, que pode
ser visto em [16], estabelece uma dicotomia sobre o conjunto de Julia.

Teorema 2.13 ([16]). Se para cada ponto critico q do polinbmio P a drbita escapa
para o infinito, ou seja, P"(q) — oo (n — o0), entdo o conjunto de Julia é totalmente
desconexo.

Quando § > 1 e V C C é um conjunto aberto e limitado, Lech e Zdunik provaram
em [24] os seguintes resultados para a familia quadratica f.,(z) = 2? + c,.

Teorema 2.14 ([24]). Seja é > ;. Considere o espago Q2 = D§ com a medida produto
P=®p i, Se

T ={w e Q:J, é totalmente desconexo},
entdoP(T) = 1.

Teorema 2.15 ([24]). Seja V um conjunto aberto e limitado tal que D(0,1) C V, e
V # D(0, i). Considere o espaco 2 = VY, equipado com a medida produto P de
distribuicdo uniforme em V. Ent4o, para P-quase toda sequéncia w € (2, o conjunto de
Julia 7, é totalmente desconexo.

O nosso objetivo, é apresentar a prova de um resultado similar ao Teorema 2.15,
para uma familia randémica de polinbmios cubicos. Isso sera feito no proximo capitulo.
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3 Conjuntos de Julia Totalmente Desco-
nexos, Para Uma Familia Cubica de
Polindbmios.

Neste capitulo, vamos estudar uma familia cubica de polinémios. O nosso
objetivo é classificar o conjunto de Julia de acordo com suas propriedades topologicas,
e estabelecer uma condic&o para que esse conjunto seja totalmente desconexo. As
referéncias para esta etapa do trabalho encontram-se em, [3] e [17]. Iniciamos este
ultimo capitulo, definindo uma sequéncia de polindémios, denominados Polindmios de
Chebychev, como veremos a seguir. A motivacéo para estudarmos esses polindmios
decorre de suas aplicagcdes, como podemos ver em [1], onde os autores criaram um
modelo que oferece maior resisténcia a ataques de redes veiculares, habilitadas para o
5@, utilizando os Polinbmios de Chebyshev.

3.1 Polinbmios de Chebychev

Os Polinbmios de Chebychey sao definidos como uma sequéncia de polinbmios
ortogonais, que estao associados a formula de Moivre

2" = (r(cos(f) +isin(f))" = r"(cos(nb) + isin(nb)),

para todo 6 € R e todo n € Z (veja [17]). Existem diferentes formas de descrever esses
polinbmios, e um caminho mais simples, é utilizando as propriedades elementares do
cosseno, através da seguinte relacao,

Ty (cosf) = cos(kf), ke NefeR.
Parak =1, 2 e 3, temos
(i) Ti(cosf) =cosb = Ti(z) = z.
(ii) To(cosf) = cos20 = 2cos?(0) — 1 = Ty(z) = 22 — 1.
(iii) Ts(cos ) = cos(30) = 4 cos®(0) — 3cos(0) = Ts(z) = 42% — 3z.

Dois sistemas dindmicos f : X — X e g : Y — Y sdo conjugados, se existe um
homeomorfismo » : X — Y que satisfaz

hof=goh.
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Sendo assim, por meio de conjugagdes, podemos escrever 0s polindmios T5(z)
e T5(z) como a seguir,
Ty(z)=2*%c

Ts(2) = 2° £ dz,

com ¢,d € C, unicamente determinados. Como estamos trabalhando no contexto
randémico, vamos considerar a familia cubica

feu(2) = 2% + ¢z (3.1)

onde ¢, € V C C, paratodon € N e V é um subconjunto aberto e limitado de C, ou
seja, € um subconjunto de Borel.

3.2 Classificacao Topoldgica do Conjunto de Julia para a
Familia f. (z) = 2% + c,z.

Seja V c C um conjunto aberto e limitado e 2 = V¥ o espaco produto. Sob
esse espaco, definimos os seguintes subconjuntos

D = {weQ:J,eédesconexo},
Dy = {weQ:J,tem mais do que N componentes},
Dy = {we€ Q:J, teminfinitas componentes},
T = {weQ:J,etotalmente desconexo}. (3.2)

Quando N > 1, temos as inclusées 7 C D, C Dy C D.

Assim como definimos o conjunto critico no caso quadratico, também definimos
0 conjunto critico no caso cubico.

7

Definicao 3.1. Sejaw = (c,) € Q e f., (z) = z* + ¢,z. O conjunto critico de (f"(z)) é
dado por
Ciym =12 €C:(f™ (2) =0, paraalgum m € N}.

O objetivo dessa definicao é estabelecer uma caracterizacao de conexidade do
conjunto de Julia para f., (z) = 2® + ¢,z, a qual é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.1 ([12]). O conjunto de Julia J., € conexo se, e somente se, Csny C K.
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Vimos no caso quadratico que, quando |c,| < le para todo n € N, entdo o
conjunto de Julia 7, € conexo. Estamos interessados em determinar uma condicao
similar para o caso cubico, ou seja, até que valor § > 0 o conjunto de Julia 7, é
conexo? Essa pergunta foi respondida por Alves e Salarinoghabi em [4]. Esses autores
obtiveram o seguinte valor para w € Q = DY,

5 3 (1+V2)M3 -1
09 (14 v/2)1/3

~ 0.89.

e provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.2 ([4]). Sgjad < fpew € Q= 5?. Se zy € Cpny, entdo f(z) — 0 (n — o00).
Em patrticular, o conjunto de Julia J,, é conexo.

E quando § > §y, 0 que acontece? O nosso objetivo € responder essa pergunta,
provando o seguinte resultado.

Teorema 3.3. SejaVV ¢ C um conjunto aberto e limitado e 115 a medida de probabilidade
de Borel em V, tal que Ds, C V C Ds. Considere o espago Q2 = VY, com a medida

produto P = @:° , s gerada por 5. Entao, para P-quase toda sequéncia w € 2, o
conjunto de Julia 7, é totalmente desconexo.

A prova desse teorema foi dividida em trés partes. Inicialmente, provou-se uma
condigao para que o conjunto de Julia 7, seja totalmente desconexo, considerando
uma sequéncia w € Q = DY. Em seguida, tal condigéo foi verificada para um conjunto
aberto e limitado V c C, onde w € Q = V. Resta agora provarmos o caso em que
weQ=VNe Ds CV C Ds. Observe que, de acordo com o Teorema 3.2, Ds, contém
0s parametros para 0s quais o conjunto de Julia .7, € conexo. As duas primeiras partes
mencionadas acima correspondem respectivamente aos Teoremas 3.5 e 3.6, que se
encontram a seguir, e podem ser vistos com mais detalhes em [3]. Aqui, iremos apenas
citar tais resultados, pois 0 nosso foco € provar a ultima parte. Antes de fazermos
isso, precisamos de algumas definicoes, lemas e teoremas auxiliares, que também
podem ser vistos com mais detalhes em [3] e [4]. Tais ferramentas, irdo nos ajudar na
demonstracdo do Teorema 3.3, conforme veremos a seguir.

Seja § > 0. Definimos R; = /1 + 6. Este nUmero tem um papel importante em
nosso estudo, e isso ficara evidente no seguinte lema.

Lema 3.1 ([4]). Seja z € C. Quando || > Rs, entdo existe uma constante 3 > 1, tal
que |f2(z)| > |z|p", para todon € N.

Rs € chamado raio de escape, e isso significa que, paratodo z ¢ Dg,, fI(z) — o
(n — 00).
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Assim como fizemos para a familia quadratica, também é possivel definir a
fungéo de Green na bacia de atrag¢éo do infinito .A,,(cc), como segue.

Teorema 3.4 (Existéncia da funcao de Green [3]). Sgja V' ¢ C um subconjunto de
Borel e ) = VN. Seja u a medida de probabilidade de Borel em V e P a medida produto
gerada por .. Para cada sequéncia w € 2, o limite a seguir existe

o Au(0) — R
1
z: = lim —log|fl(2)].

n—oo 3n

A funcgéo g, € a fungdo de Green definida sobre A, (o), com polo no infinito. Se
g.(2) =0, para todo =z € K,,, entdo, esta fungdo se estende continuamente em todo o
plano.

Agora, seja R > 0 tal que R > R;. E possivel escolher um valor R > 0
suficientemente grande, de maneira que, para toda sequéncia w € (2,

J(DR) € Dyg (33)

e D C A, (c0). A partir dessa condicéo, iremos provar os seguintes lemas.
Lema 3.2 ([3]). Seja R > R;s. Entdo, dado ¢ > 0, temos ‘gw(z) — log \z]’ < €, para todo
S EZ.

_ 1 .
Demonstragéo. Seja = € (Dgr), ag(z) = log |z| € a,(z) = 3 log ‘f:}(z)’. Assim, temos

_ 1 1 n+1 ’
an+1(2) - 3n+1 og fw (Z)

- 3nl+1 log |(f1(2))® + Cn+1(f£(2))’

S R PPNy A e

o 11 n 3 n+1
= 3n.3<log‘fw(z)’ + log |1 + (F2(2))? )
1 n 1 Cn+1
- 3—nlog‘fw(2)’ + g log |1+ GOk
1 Cn+1
= a, ——log |l + ———|.
R R I TTE)E
n—1 .
Afirmacao: a,(z) = ag(z) + > i log [1 + (ffZ(J;I))Q , para todo n € N.
=0 w

De fato, pela relagdo acima, temos
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(i) n=0= a1(2) = ap(z) + ; log

C1
1+§

) 7= 1= 0:) =) g5 log L+ 7 | = a(e)+ 3 g o1+ 7t
Suponha que paran = k — 1, a igualdade
= 1 Cit+1

ar(z) = ao(z) + ;) Ty log |1+ i) (3.4)
seja verdadeira. Para n = k, temos

apy1(2) = ar(z) + ETEm log |1+ ( 2’&1))2
De (3.4), obtemos

oe) = aole)+ 5 grton + |+ a1+ 7
| Ci+1
= b g s ()

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, a afirmacao segue.

Note que lim a,(z) = g.(z), por isso, resulta que

gu(2) —loglz| = lim a,(z) — lim ao(2)
= lim (a,(2) — ao(2))
= 1 Cn+1
= log |1+ —F—|.
2 o8|

Dado ¢ > 0 e R > R; suficientemente grande, visto que » € D, segue que existe
ng € N, de modo que para todo n > ny,

Cn—l—l

(f2(2))?

pois, f(z) — oo (n — o) e w = (¢,) € limitada. Por esse motivo, para todo n > ny,
temos

log |1+ < €,

- 1 Cn+1 > 1 €
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Lema 3.3 ([3]). Para cada R > Rj, seja R € (R, R* — 6R) um valor fixado. Entdo, para
cadaw € Q, temos f;'(Dy) C Dg. Além disso, para cada = € Dy,

Gs = sup (gu(2)) < oo.
R<|2|<R

Demonstragdo. Seja z € f;'(Dy), ent&o f,(z) € Dz. Observe que
|2 = dlz] < |2* = Jerllz] < |2° = crz| = | ful2)] < R,

isso implica que |z|®> — d]z| — R < 0. Resolvendo esta desigualdade, obtemos |z| < Ry,

onde
N .\ 2/3
<108R + 12/ —1263 + 81R2> + 126
N EENSVERE
(108]?, 4+ 12¢ —126% + 81R2>

Como R < R® — §R, substituindo em (3.5), resulta que R, < R, logo, =z € Dy. Agora,
seja z € (Dy)¢, tal que R < |z| < R, isso implica log R < log |z| < log R. Pelo Lema 3.2,
‘gw(z) — log \z|‘ < ¢, para todo ¢ > 0 e todo z € DY. Por isso, temos

Ry =

(3.5)

| =

lg.(2)] < log|z| + € < logf%—l— €,

logo, |g.(2)] < log R < oo, para todo z € DY, tal que |z| € [R, R], ou seja, a funcédo de
Green é limitada superiormente. Portanto, o supremo existe, o qual denotamos por
Gs = sup (gu(2)) < oo.
R<|2|<R

]

Com os valores R; e G5 estabelecidos, podemos formalizar as seguintes defini-
coes.

Definicao 3.2. Sejak € N fixo e V C C um subconjunto de Borel limitado, com V' C Ds,
para algum § > 0. Além disso, seja us a medida de probabilidade de Borel em V e
P = ®:°, us a distribuicdo produto em Q) = VN gerada por ;. Dada uma sequéncia
w e Q ez e C, dizemos que z escapa rapidamente se existe uma constante v > 0 tal
que

onde

Definicao 3.3. Seja R > Rs, 2 € D ew € ). O tempo de escape de = do disco Dy é
dado por
{ min{j : [f(2)| > R}, 2 € Au(o0).
t(z,w) =
00, z € C,.
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Lema 3.4 ([3]). Paratodo z € A,(c0) N Dr ew € (2, temos

logR—1

log R+ 1
3t(z,w) S gaJ(Z) <

— 3tlzw)-1 "
Seja R > Ry e R € (R,R* — 6R). Escolhendo um raio arbitrario » € [R, R] e
k € N, definimos,

Quando consideramos f% : C\ C;x — C, onde Cy € 0 conjunto critico de f¥,
segue que f* é uma aplicagdo de recobrimento. Pela definicdo de uma aplicagdo de
recobrimento, concluimos que

B = By,
J
onde By, N By, = &, s€ i # j.
Os dois teoremas a seguir, correspondem respectivamente a primeira e a se-

gunda parte da demonstragao do Teorema 3.3, conforme mencionamos anteriormente.

Teorema 3.5 ([3]). Sejad > 0 ew € DY. Se existe um nimero natural N tal que para
finitos k. € N e para cada componente By, ; de By, o grau da aplicagdo f* : By ; — D e
no maximo N, entao, o conjunto de Julia 7, é totalmente desconexo.

Teorema 3.6 ([3]). SejamV, us e P dados na Definigdo 3.2. Se todo ponto critico de f
escapa rapidamente, entao as hipoteses do Teorema 3.5 sdo satisfeitas para P-quase
toda w € V. Portanto, para P-quase toda w € VY, o conjunto de Julia J,, é totalmente
desconexo.

Além desses resultados, iremos utilizar uma propriedade elementar dos numeros
complexos, descrita pelo seguinte lema.

Lema 3.5 ([22]). Sejam z,w € C. Se o argumento de = coincide com o argumento de
w, isto é arg(z) = arg(w), entdo vale a igualdade

|2+ w| = [2] + [w].

Demonstragdo. De fato, seja § = arg(z) = arg(w). Escrevendo z e w na forma polar,
temos z = |z|(cosf + isinf) e w = |w|(cosf + isinf). Assim,
lz4+w| = ||z| + |w|(cos O + isinb)]
= ||z| + |w]|| - | cos @ + isin 0|

= |z| + |w| - \/cos? 0 + sin? §

=zl + |wl.
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3.3 Resultado Principal.

Nesta secao, vamos finalizar a prova do Teorema 3.3. Para concluirmos essa
demonstragao, precisamos das definigdes e resultados vistos anteriormente neste
capitulo, bem como os teoremas a seguir.

Teorema 3.7. Sejak € N fixo e V C C um conjunto aberto e limitado, tal que

D§0 CV C Ds.

=

Considere o espaco 2 = VY com o produto de distribuicdo uniforme P em V. Entdo
existe uma constante v > 0 tal que, para todo = € C\ {0}

P({w e Q:t(z,w) > k}) < e,
onde t(z,w) € o tempo de escape de z do disco Dr, = D(0, Ry), € Ry > Rs.
Demonstragdo. Seja c € V tal que |c| > dy + ¢, para algum ¢ > 0. Observe que, para
aplicagdo f(z) = 2® + doz, temos
f(z) =0 (n— o0), (3.6)

para todo € R que satisfaz, || < v/1 — ;. Com efeito, primeiro notemos que, os
pontos fixos de f sao
fx)=2 & P*+ow=2
& P+ (0—1)r=0
& z=0o0U 22+ (5—1)=0
& =0 ou x=44/1—19.

Agora, seja x € (—+/1 — d0,0), pelo que vimos acima, temos —y/1 — &y < f™(x) < 0,
para todo n € N, ou seja, a orbita (f"(z)) € limitada, além disso,

f(z) =2 + dox = x(2® + &) > x((—/1 — 00)? + o) = ,

assim, f(x) > x. Prosseguindo esse processo de maneira indutiva, resulta que
(@) > (@),

para todo n € N. Logo, (f™(z)) € mondtona e limitada, portanto, ela converge para
um ponto fixo, que neste caso é o zero, de acordo com as condi¢des acima. Quando
x € (0,41 — 0p), 0 raciocinio é analogo.

Seja ¢ € D(0,/1 — &,) satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) arg(c) = argQ(C); e arg(z) € [0,2r), para todo z € C\ {0};
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(i) |¢'| = /T =0y — e > 0, para algum ¢ > 0 pequeno;

Caso 1: |z| < /1 — .

Afirmacao 1: Seja » € C\ {0} tal que |z| < v/1 —do. Entdo existe N € N e
parametros ¢y, cs, ..., cn € Dy, = D(0, d) tal que

fex 0o ful(z)=c.

De fato, note que, se para cada m € N os pardmetros ¢, ..., ¢, € (0,6y) e y € C\ {0},
tal que |y| < /1 — do, entéo,

0< fz, 0o fo(yl) < /" (yl). (3.7)

Basta observar que, se ¢, € (0, dy), temos

LUyl =yl +élyl < |yl* + dolyl = f(ly])-

O restante segue de maneira indutiva. Considere a aplicagédo s : C — C dada por
s(¢) = 2 + ¢z, onde z € C\ {0} esta fixo e |z| < v/1—d. Sejaa € D(0,d), assim,
temos

|s(a)| = |2° + az] < |z> + |a| - |2| = |2](|z]* + |a]) < |2|(1 — 6o + &) < /1 — do.

Podemos escolher ¢; € D(0,0) € z € C\ {0} com |z| < /1 — o, tal que

€] < |s(c1)] < /1 = do.

Vamos denotar por w = s(c;) = f.,(z). Além disso, ajustamos o argumento de w, de tal
forma que

[BN_l arg(w) = 3V targ(f., (z))} = arg(c). (3.8)

Defina w = (¢3, ¢3,...), com ¢; € (0,d,), para todo j > 1. Decorre de (3.6) e (3.7) que

mod2mw

f2(jw]) =0 n— oo.
Como |w| > |¢'|, segue que existem N € N e parametros &,, ¢, ..., &y € (0, ;) tais que
fax 0o Sy lwl) = e, (3.9)
Agora, dado n € N, podemos escolher ¢,,,; € C, tal que |c,11| = ¢,01 € (0,600) €

arg (g1 - (fon 0+ 0 fer(2))) = arg (fe, 0+ ++ 0 [ (2))%). (3.10)

Afirmacao 2: |f, . o -0 f,(2)] = T
w=2*+cz=f,(2)€cu € C, satisfazendo (3.10).

o f;,(lw]), paratodo n € N, onde
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De fato, se n = 1, temos

[fes 0 fer ()] = [(fer(2))” + ca.fer (2)]
= |fa ()P + leal | fer (2)]

= |w| + &.|w|
= fa(lwl).
Suponha que para n = k, a igualdade

’kaHO---OfCl(Z)‘: o 07000 Zg(lea (311)

seja verdadeira. Paran = k + 1, temos

[forr © -0 fer ()] = [(feran 0+ 0 for (2))° + Chya-(foppy © - 0 fer (2))]

= |(ferss 0 0 fer () + |chral | (fepas 0+ - 0 fer (2))]
[(Fepr © -0 fer (DI + gz (foryy © -+ © fer (2))]

= fo,U(fop o ofa())  (3.11)

= fons, 0o f5(lw])

= fr,0 o fy(lw)).

Logo, pelo Principio de Inducéo Finita, a afirmagéo 2 esta provada.

Em particular, quando n = N — 1, resulta que

oy 00 ful2) = fry 00 fr,(lw]) = |¢.

Mais ainda, de (3.8) e (3.10), concluimos que

’

arg(fey © -+ 0 fe,(2)) = arg(c).

Quando dois numeros complexos possuem o mesmo médulo e 0 mesmo argumento,
isso implica que tais numeros devem ser iguais, logo,

ch O"'Ofc1(z) :C"

E isso, finaliza a prova da Afirmacao 1.

Por hipétese,

arg(c) = argQ(c) & 2arg(c
(

w
&
—
oS!
~ O
I
&
—
oS!
o
N—
+
&
—
o3
—~
o
N~—
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Colocando ¢y, 1 = c e aplicando a observagao acima, temos

[fexsr 00 fer () = |(fey 070 fer(2)) +enprfey 000 fer (2)]
= |fey 0 0 fer (D) + lewsal | foy 0+ 0 fer (2)]
= [P+ el
= [P+ (8p +€).|c |
> (6 +€).lc]

> 16

Note que se x € Re z > /1 — 0y, entdo f"(x) — oo (n — o0), POis
f(x) = 2% + dox = (2 + 0o) > x(1 — &g + &) = x > /1 — by,
F2 (@) = (f(2))° + dof () = f(2)(f(2)* + 00) > f(x)(1 = o+ do) = f(z) > /1~ .

Prosseguindo de maneira indutiva, resulta que

fr@) < [ (@),

para todo n € N. Logo, se (f"(z)) fosse limitada, essa érbita deveria convergir para um
ponto fixo, 0 que ndo € possivel, ja que os pontos fixos fixos de f sdo 0, £+v/1 —dy €
f™(x) > /1 — 0g, para todo n € N. Portanto,

f"(z) > 0 (n— o00).

Sabemos que |f., , o -0 f.(2)| > V1 —dy € por hipbtese, |c| > d, + ¢, para algum
e > 0. Colocando cy .2 = ¢, € ajustando o0 argumento de acordo com (3.10), temos

[fengn© 0 fer(2)] = |(feyyn 0 0 fer (2))° + enpa - fenyy 000 fe (2)]
= |fewir 00 e (2)P + lental - [feyiy 0 0 fer (2))]
= |fenrr © 0 fer (DN (|fenn 0 - 0 fer (2) P + 1)
> J1=80- (1= 8+ +¢)
= (1+e)m.

Seja cyi3 € C, tal que |en3| = do — 0,01. Resulta que

|fCN+3O"'of61(Z)| = |fCN+20"'Of01(Z)| +|CN+3| |fCN+2 : -Ofcl(Z)|
= |fCN+2 . Ofcl(z)|(|f01v+2 Ofc1( )|2+|CN+3|)
> (1+ey1—d-((1+ 1—50+50—001)
= (14+e)y1 =38 (14 (2—28)e+ (1 —6)e*—0,01).
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Podemos escrever
(1+€)y/1 =60 (14 (2—26)e+ (1 —dp)e* —0,01) = (1 +€)y/1 — 6 + o,
com «; > 0, assim,

|ch+30“'Ofcl(Z)‘ > (1+€)\/1—(5o+0¢1.

Definimos uma subsequéncia cy.; € C, de modo que |cy k| = |enik-1] — 0,01, para
todo £ > 3. Aplicando (3.10) em cada etapa, segue que existe N; € N e parametros
CN13, - Oty € D(0,0p) tal que

’fCNJ,-Nl ©---0 fq(z)‘ > Ro+ 1.

Caso 2: |z| > /1 — dp.

Se |z| > v/1 — 4y, obtemos uma condic¢éo similar, basta observar que, colocando
d, = c e aplicando (3.10), temos

[fa(2)] = [2° + di2]
= |2l* +ldi] - |2|
= |2l(J2* + |e])

> \/1—50(1—50+50+€>
= (1—}-6)\/1—(50.

Definindo d, € C tal que |dy| = dy — 0,01 e dy € C com |dy| = |d—1| — 0,01, para
todo k£ > 2, de maneira anéloga ao que foi feito anteriormente, segue que existe N, € N
e parametros ds, ...,dy, € D(0,d,) tais que

|fan, © -0 fa, (2)] > Ro+ 1.

Caso 3: |z| = V1 — &.
Se |z| = /1 — &, podemos escolher um parametro ¢, € D(0, &) tal que
2% + coz| < |2 + leol - |2l = [2l(121? + leol) < 211 = G + 8o) = /1 = b,
e aplicar o raciocinio descrito na primeira parte da demonstragao.

As condigbes provadas até entdo, significam que para cada z € C\ {0} existe
M = M(z) e Neumasequénciac; € V,i=1,..., M tal que

[ferg 000 fe (2)] > Ro + 1.

O mesmo acontece quando fazemos uma pequena pertubacéo de ¢; € V. Entao,
tomando r > 0 suficientemente pequeno, definimos

B, = D(c1,7) x D(cg,7) x --- x D(ep, 1) x D(0, )",
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Como pu1,(D(0,6)) = 1, resulta que P(D(0,)Y) = 1 e consequentemente P(B,) > 0.
Isso implica que, para toda sequéncia w € B.,

1
()] > Ro+ .

Além disso, a familia

F=1{fY\ps, - weQ=V"},
€ equicontinua quando M esta fixado, e isso equivale a dizer que § é normal, logo,
para cada z € C\ {0} existe uma vizinhanga aberta U, tal que, para todo v € U, e toda
w € B., temos |} (v)| > Ry. De (3.3), sabemos que f.,(Dy,) C D;p,, paratodaw € 9,
sendo assim, segue que para todo N > M,

|/ (0)] > Ro.

De fato, basta observar que dada uma sequéncia w = (b, by, ...) € €2, temos

w w w

5 0) = forn (f51(0) € Digy = |f5" (0)] > 3Ro > Ro.

Em particular, podemos considerar vizinhangas abertas U, com z € Dy,, de modo que
{UZ}ZEERO seja uma cobertura de Dg,. Como Dy, é compacto, resulta que {UZ}ZEERO
admite uma subcobertura finita {U.,, '"7Uzk}ziem0’ para todo i = 1,...,k. Tomando
B = min,,P(B,,) € M = max,,M,,, temos

{we B.:|f)(2)] > Ro} C {w € Q: |fJ(2)] > Ro},
logo, existe M € N e 5 > 0, tal que para todo z € C\ {0},
P({w € Q: [f(2)] > Ro}) > B.

Definindo S*(z) = {w € Q: |f*(2)] < Ry} e E*(2) = {w € Q : | fk(2)| > Ry}, segue que
paratodo z € C\ {0}, temos P(S*(z)) < 1— 3. Basta observar que S (z) C (Q\ EM(z)),
logo,

P(SY(2)) <P(Q\ EM(2)) =1-P(EM(2)) <1 - 8.
Podemos estimar a medida do conjunto S*(z) como foi feito no Teorema 2.10, usando
o fato de que P é a medida produto. Assim, temos

P(S*M(2)) = /Sk( )P(SM<f£(Z))>le’(w) < (1-B8)-P(S*(2)).
Isso implica que existe uma constante 0 < a < 1 tal que

k

P(S*(2)) < a(1 = B)™,

. —In(1 —
para todo £ € N. Definindo 0 < v < H<Mﬁ) temos,
In(1— k

In(1 — 6)% < —ky=(1- B)wr < eh.
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Logo, existe uma constante v > 0, tal que

Note que
Te(2) ={w € Q:t(z,w) >k} = {w e Q: |f5(2)] < R} = WF(2).

De fato, seja w € T*(z), entéo, t(z,w) > k, para algum k € N. Por definigdo, o tempo
de escape do disco D(0, R,) é o menor nimero natural que satisfaz | /=) (z)| > Ry,
logo, |f*(2)| < Ry, € w € W¥(2), ou seja, Ti(z) C W¥(z). A outra inclusdo é anéaloga.
Como S*(z) ¢ W*(z) e o bordo do disco D(0, R,) tem area igual a zero, segue que
P(S*(z)) = P(W*(2)). Isso implica que

P({w € Q:t(z,w) > k}) <e k.
]

De acordo com o Teorema 3.6, para que o conjunto de Julia seja totalmente
desconexo, € suficiente mostrarmos que, para toda sequéncia w € Q = VY, onde
V' < C é um conjunto aberto e limitado, tal que Ds;, C V' C Dy, todo ponto critico escapa

=

rapidamente, conforme a Definicdo 3.2. Mostramos exatamente isso, no teorema a
sequir.
Teorema 3.8. Sejak € N fixo e V C C um conjunto aberto e limitado, tal que

D50 CV C Ds.

=

Considere o espaco 2 = VY com o produto de distribuicdo uniforme P em V. Entdo
existe uma constante v > 0 tal que, para todo ponto critico ndo nulo z, € Cn,

G
P(A(z0) = P({w €0 gule) < 3‘5}) <ok,
onde G5 é dado pelo Lema 3.3.

Demonstraggo. Seja z, € C(s») um ponto critico ndo nulo. Definimos
Ti(z0) = {w € Q : t(z0,w) > k}.

Queremos provar que Ay (zy) C Tx(20). Seja w € Ax(zo) € suponha que w ¢ Ty(z). Por
simplicidade, vamos denotar t(zy,w) por t. Entdo, devemos ter ¢t < k. Logo, existem
g, € Nytaisque k =qt +r,com0 <r < t.



Capitulo 3. Conjuntos de Julia Totalmente Desconexos, Para Uma Familia Cubica de Polinémios. 70

Afirmacao 1: r = 1.
De fato, suponha que r # 1. Como w € Ax(z), temos

5
gw(ZO) < ? = 3qt+7“ = 3qtgw(2,’0) < ?
Pelo Lema 3.4, temos
log Ry — 1 3(log Ry + 1)
B < gu(20) < 3t

log Ry — 1 < 3'g,(20) < 3(log Ry +1) =
log Ry — 1 < gyt (ff)(zo)) < 3(log Ro + 1).

Como |f!(z0)| > Ro, pelo Lema 3.3, resulta que g,t,(f!(20)) < Gs < 3(log Ry + 1). Além

disso,
G 3(log Ry + 1
3tgw(Z0) < 3qtgw(20) < 37;5 < (Oggro—'—)'
Isso implica que
3(log Ry + 1)
3t '
Por outro lado, temos

3"(log Ry — 1)
3t

3(log Ry + 1) N 3"(log Ry — 1) < 3(log Ry + 1)

S 3Tgw(ZO) S 3t 3t 3t

Como r # 1, resulta que
3141

311"

log Ry < (3.12)

31"71 + 1
3t —1 >1
escolher um valor Ry apropriado, de modo que a desigualdade (3.12) ndo seja satisfeita,
e assim, temos uma contradi¢do. Se r = 0, aplicando o0 mesmo raciocinio, segue que

A sequéncia ( ) € decrescente, e 0 seu valor maximo é igual a 2. Podemos
T

1
Lyl
log Ry < 3 : = -2,

Q=

logo, Ry < 1, 0 que também é uma contradi¢ao, pois Ry > Rs = v/1 + ¢ > 1. Portanto,

r=1.

Agora, como k = gt + 1, temos

£EGo)l = [fee (£571(20)) ] = Ifer (£2'(20))]
= 1(£2(0))” + ex (£ (20) )

[(£2(20)) P = lexll (£2(0))
> RS — 5R0 > Ro.

v
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Como w € Ai(2), entao g.«,(f*(z0)) = 3*g.(20) < G5, 0 que é uma contradigdo, pois
|f£(2’0)| > Ro e Gs = Sup{gw(z) rweNeR < |Z| < fio} Portanto, Ak(Zo) C Tk(Z[)), e
pelo Teorema 3.7, segue que

P({w € Q:gu(z) < gj}) <e

3.4 Qutros Resultados.

Em [8] Brolin estudou a familia ctbica f.(z) = 2* + ¢z, com ¢ € R. Ele provou
que, se |c| < 3, entdo o conjunto de Julia J; é conexo, e isso implica que o intervalo
[—3, 3] esta contido no conjunto de Mandelbrot. Para |c| > 3, o autor verificou que neste
caso, o conjunto de Julia é totalmente desconexo. Por esse motivo, para o proximo
resultado, vamos considerar o disco fechado D(3, §), com ¢ > 0, visto que esse conjunto
contém parametros que estdao no complementar do conjunto de Mandelbrot. Além
disso, normalizamos a medida de Lebesgue 11, nesse disco, da seguinte forma,

pr;(D(3,8)) = 1.
Sendo assim, temos o seguinte lema.

Lema 3.6. Seja R > 0 e W C C um conjunto conexo tal que W N (C\ M) # @, onde M
é o conjunto de Mandelbrot. Entdo, para cada = € C \ {0}, existen e Nec,....c, € W,
tal que |f(2)| > R.

Demonstragdo. Seja c € W N (C\ M). Note que, o conjunto de Julia J; é totalmente
desconexo, e o conjunto de Fatou coincide com a bacia no infinito, isto &, F; = A(c0).
Se z € F; = A(o0), entéo, pela definicdo de A(c), podemos escolherc¢; = --- =¢, = ¢
e n € N suficientemente grande, tal que |f!(z)| > R. Agora, se z € J;, podemos
encontrar ¢;, € W, de modo que f.,(z) € A(x), pois a aplicacédo g : C — C dada
por g(c) = f.(z) = 2z* + cz é continua e W é conexo, logo, ¢g(W) é conexo. Por
esse motivo, g(c1) = f.,(2) ¢ Js, pois, J; é totalmente desconexo. Sendo assim,
g(c1) € A(oo) = F;. Tomando n suficientemente grande e definindo c; = --- = ¢, = ¢,
segue que | f7(f.,(2))] > R. O

Teorema 3.9. Sejad > 0 e R > R;. Entdo, para cada = € C \ {0}, existe um conjunto
aberto U, C D(3,0)N, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) P(U.) = 1;

(i) Paratodaw = (c,) € U,, a condi¢ao |f*(z)| > R é vadlida, para todo k suficiente-
mente grande.
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Demonstracdo. Assuma que R € suficientemente grande, de modo que
Je.(C\ D;) C C\ D,
para todo ¢, € D(3,0). Dado z € C\ {0} e k € N, definimos o conjunto
E*(2) = {(c1,....,ck) € D(3,6)" : |f¥(2)| > R}.

Como D(3,6)* N (C\ M) # @ e D(3,0)" é conexo, pelo Lema 3.6, existe k = k(z) € N
tal que E*(z) # @, isto significa que existe uma sequéncia (ci, ..., cx) € D(3,6)*, tal que
|f5(2)| = |fo, 0o fo(2)| > R. Pela continuidade de f*, existe § = §(z) > 0, tal que
|fk(w)| > R, para todo w € D(z,§), logo,

Ef(w) # 2,

para todo w € D(z, ). Como C é compacta, existe N € N tal que EV(z) # @, para todo
z e C\ {0}(anélogo ao Teorema 2.10). Também definimos

S*(2) = {(c1,....,cx) € D(3,8) : |f¥(2)| < R}

SE(z) ={(c1,....,cx) € D(3,8)" : |f¥(2)| < R}.

Observe que P.(S*(z)) = Py(Sk(z)). De fato, como 9Dy tem &rea zero, fixando a
sequéncia (ci,...,cx1) € D(3,6)"1, segue que o conjunto

{cx € D(3,0) : | fo, (f57(2))| = R}
tem medida nula. Além disso, o conjunto £V (z) é aberto, pois,
E¥(2) = (IR, +00).
Logo, para cada sequéncia (ci, ...,cx) € EV(z), existe r > 0 tal que
B((c1,...,en),m) C EN(2),

isso implica que
0 < Py(B((c1,...,cn), 7)) < Pyn(EN(2)).

Assim, existe uma constante 5 > 0 tal que
Py (EY(2) > 8, (3.13)
para todo z € C \ {0}. Mais ainda, note que

E*(2) D (E*(2) x D(3,0)), (3.14)
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para todo z € C \ {0} e todo k € N. De fato, seja (c1, ..., ¢k, co1) € (EF(2) x D(3,6)),
entdo, | f*(2)| > Re cx.1 € D(3,6). Por hipétese, sabemos que

Je.(C\ D;) € C\ D,
para todo ¢, € D(3,46), isso implica que
5 ) = o (F5())] > R,
ou seja, (cy, ..., cx, cri1) € EFFL(2). Além disso,

P (E*(2) x D(3,0)) = Pu(E*(2))-P(D(3

pois uz,(D(3,0)) = 1. Resulta de (3.14) que

P(E*(2)) < Pt (EF(2)),
para todo z € C \ {0} e todo k € N. Agora, observe que

Pryn (S (2)) = Pron(8*(2) x 8%(2)) = Pu(S*(2)) - Pn (8™ (2)) < (1 = 8).Pu(S*(2))-
Isso segue de (3.13), pois
B <Py(EN(2) = 1-Bx(SV(2) = Py(SV(2)) <1- 5.
Logo, existe uma constante « tal que
P(5*(2)) < a.(1 — BN, (veja Teorema 2.10),
para todo z € C \ {0} e todo k € N. Isso implica klggo P(S*(2)) = 0, e por isso,
Py(E*(2)) = 1 (k = o),

uniformemente em C. Definindo

U_UEk ) x D(3,6)",
k=1

temos

P(U,) = UEk ) x D(3,6)™)
= U E*(2)) - P(D(3,)")
= IP’(kL_J B (2))
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Como E*(z) ¢ E*1(z), paratodo z € C\ {0} e todo k € N, segue que

IF’(kEj E*(2)) = lim Pi(E*(2)) =1,

k—o0

0 que conclui a prova.

Com esses resultados, podemos provar o teorema a seguir.

Teorema 3.10. Sgjad > 0e D = {w € D(3,0)" : J, é desconexo}. Entdo, P(D) = 1.

Demonstragcdo. De acordo com o Teorema 3.1, o conjunto de Julia € conexo se, e
somente se, C;») C K. Entéo, para provar o Teorema 3.10, € suficiente construir um
conjunto € C D(3,4)Y, tal que, para toda sequéncia w € ¢, a condigao

f5(z) = 00 (k — o0),

w

é satisfeita para algum z € C;n. Seja z € Cy»y. Podemos definir

¢=U, = |J E"(z) x D(3,6)",

k=1

e pelo Teorema 3.9, segue que, para toda sequéncia w € €,
(=) = 00 (k= o0),
além disso, P(¢) = 1. Por construgéo, € C D. Assim, temos
1=P) <P(D) <1
Portanto, P(D) = 1. O

Teorema 3.11. Sgjad > 0e T = {w € D(3,0)" : 7, é totalmente desconexo}. Entao
T é denso em D(3,6)".

Demonstragao. De fato, observe que

T CcDB,0)N=T c D(3,6)N=D(3,6)",
pois D(3,0)N é fechado. Resta mostrar que D(3,5)N C T. Sejaw, = (%) € D(3,6)N e
considere
=1,...
c, n>m,

onde ceR,3<c<3+4,5>0.Note que ce D(3,6)n(C\ M), onde M é o conjunto
de Mandelbrot para a familia cibica f.(z) = z3 + cz. Pelo resultado provado por Brolin
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em [8], sabemos que o conjunto de Julia J; é totalmente desconexo. Além disso, por
construcao, temos

Wm — wy (M — 00).

Como J.,, = (fe 0---0 cg)—l(jf) (veja [2]), e a pré-imagem de um conjunto totalmente
desconexo por uma aplicacdo continua € um conjunto totalmente desconexo, segue
que J., € totalmente desconexo. Logo, w,, € T e wy € T. Como w, € arbitraria, resulta
que D(3,6)N C T. Portanto, T = D(3,6)N e T é denso em D(3,4)". O
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