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Resumo

PAULA, Marcos Barros de, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, abril de 2010. In-
variantes de frentes de ondas planas. Orientadora: Simone Maria de Moraes. Co-
orientadores: Catarina Mendes de Jesus e Francisco Dutenhefner.

Esta dissertacao é dedicada ao estudo dos invariantes de frentes de ondas planas
seguindo o trabalho desenvolvido por F. Aicardi em [Ail]. Ela encontra estes invarian-
tes fazendo uma generalizacao dos invariantes de curvas planas introduzidos por Arnold
utilizando a Teoria de Vassiliev. Neste trabalho estudamos e descrevemos os invariantes
de Aicardi, assim como suas propriedades. Além disso, utilizando as nogoes de pontes e
canais de curvas dado em [MJ-REF] apresentamos um algoritmo alternativo para o calculo
de tais invariantes.



Abstract

PAULA, Marcos Barros de, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April of 2010. Invari-
ants of wave fronts. Advisor: Simone Maria de Moraes. Co-advisers: Catarina Mendes
de Jesus and Francisco Dutenhefner.

This dissertation is devoted to the study of wave planar fronts following the work
developed by Aicardi in [Ail]. She finds these invariants as a generalization of those
introduced by Arnold for plane curves by using the Vassiliev Theory. In this work, we
study and describe Aicardi’s invariants as well as their properties. Moreover, by using the
notions of bridges and channels given in [MJ-RE| we obtain an alternative algorithm for
the calculation of such invariants.
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Introducao

A Teoria de Curvas Planas Fechadas, que sao imersoes do circulo no plano, pode ser
considerada como um paralelo a Teoria de Nos. Nas tultimas duas décadas o estudo destas
curvas atraiu a atencao de varios matematicos, apés Vladimir Igorevich Arnold, motivado
por problemas de Topologia de Contato (|Gel| e [Ge2]), introduzir, no inicio dos anos 90,
trés invariantes associados a elas.

E sabido que C*°(S*, R?), o conjunto das curvas diferenciaveis fechadas orientadas imer-
sas no plano, tem diferentes componentes conexas, representadas pelas distintas classes
de isotopia das curvas planas fechadas imersas.

Em 1937 Whitney introduziu em [Whi] um invariante completo para estas classes de
isotopia, a saber o indice de uma curva, dado pelo nimero de rotagoes da curva, mais
precisamente o nimero de voltas completas que o vetor tangente faz ao percorrer a curva
considerando sua orientacao.

No inicio da década de 90 do século XX, Vassiliev desenvolveu uma teoria ([V1] e
[V2]), denominada Teoria de Vassiliev, cuja técnica consiste em caracterizar o subespago
de interesse como o complemento de um certo subconjunto estratificado chamado discri-
minante do conjunto.

Com a introducao desta teoria houve um crescente interesse no estudo de invariantes
topologicos de aplicacoes, tanto do ponto de vista local como global, tendo sido aplicada
a aplicacoes estaveis de:

(i) Mergulhos de S* em R?, os conhecidos nos, pelo proprio Vassiliev [V1].
(ii

) Imersdes de S' em R?, como ja comentado, por Arnold [AT] e [A2].
(iii) Superficies imersas em R3, por Goryunov [Gor2].
)

(iv) Superficies no plano, por Ohmoto e Aicardi [O-A] e Mendes de Jesus e Romero-
Fuster [HMR1].

(v) 3-variedades no R?, por R. O. Sinha [S].

No caso de curvas planas fechadas Arnold estratificou o discriminante levando em
conta os fenémenos locais que ocorrem nas curvas imersas. Ele introduziu trés inva-
riantes topologicos numéricos (inteiros) relacionados com o subconjunto £%°(S' R?) de
C>(S1,R?), conjunto das aplicagoes estéveis de S* no plano, a imagem destas aplicagoes
sao curvas que tem como singularidades pontos duplos transversais.



2 Introducao

As curvas legendreanas formam uma classe de curvas fechadas, neste caso sao imersoes
do circulo S* em M, a 3-variedade de contato construida a partir dos elementos de contato
do plano R?%, no caso de mergulhos sdo chamadas nos legendreanos.

Para curvas legendreanas podemos definir uma classe de homotopia, estabelecendo
o tipo de curva. Assim C*®(S', M), espago das imersoes diferenciaveis orientadas e co-
orientadas de S' em M, tem diferentes componentes conexas que também siao represen-
tadas pelas diferentes classes de homotopia.

No caso de curvas legendreanas teremos dois indices associados a curva, o primeiro é
analogo ao indice de Whitney ¢ e o segundo é o chamado indice de Maslov pu.

Veremos com mais detalhes que uma (2n — 1)-variedade de contato é construida con-
siderando em R™ os elementos de contato que sao hiperplanos satisfazendo uma determi-
nada equagdo. (Veja Definicao [21]). Nesta variedade consideramos a orientacao de R" e
uma co-orientacao. Além disso, introduzimos nela uma estrutura de contato &, que é o
niucleo de uma 1-forma diferenciavel, denotando M por (M, ¢).

Considerando n = 2, temos (M, &) uma 3-variedade de contato e uma curva nesta 3-
variedade é legendreana se é uma imersao do circulo S' em M que é tangente aos planos
da estrutura de contato.

Como toda curva legendreana tem associada uma frente de onda plana, obtida pela
projecao da curva em um plano determinado. E reciprocamente, através de uma frente de
onda plana, definida como sendo uma imersao exceto em pontos isolados onde ocorrem
as cuspides, pode-se recuperar a curva legendreana, entao faz sentido passar ao estudo de
equivaléncias entre frentes de ondas planas.

Em frentes de ondas planas podemos também definir os indices i e p que coincidem
com os indices das curvas legendreanas correspondentes. Assim, dadas frentes de ondas
com indices ¢ e p é natural perguntar se é possivel estabelecer uma equivaléncia mais
refinada no conjunto das frentes de ondas planas com estes indices.

No trabalho de Arnold [AI] encontramos um estudo preliminar na busca de uma
resposta para esta questdo. No entanto, foi Francesca Aicardi em [Ail] quem deu uma
resposta definitiva ao fazer uma descricao completa dos invariantes de frentes de ondas
planas.

O trabalho de Aicardi é desenvolvido de maneira anéloga ao de Arnold, ou seja, uti-
lizando a Teoria de Vassiliev se estratifica o conjunto C(S*', M) através de seu discrimi-
nante.

Esta teoria resulta ser muito 1til, pois além de determinar os invariantes, possibilita
obter uma base do espago dos invariantes associados a £(S*, M), conjunto das frentes de
ondas planas estéveis, que tem como singularidades os pontos duplos transversais e as
cuspides semi-ctbicas.

Mais precisamente neste caso, ao aplicar a Teoria de Vassiliev em C*°(S', M) para
determinar a hipersuperficie discriminante, formada pelas frentes de ondas nao genéricas,
sao obtidos quatro estratos independentes pela agao do grupo RO dos movimentos rigidos
do plano que preservam orientacao, a saber, o de frentes de ondas com auto-tangéncia, o de
frentes de ondas com pontos triplos, o de frentes de ondas com tangéncia com cispide e o
de frente de ondas com nascimento de cispide, a reuniao destes quatro estratos formando
o conjunto discriminante.



3 Introdugao

Nesta dissertagao, partindo do artigo Discriminants and local invariants of planar
fronts |Ail] de Aicardi, explicamos os invariantes basicos de frentes de ondas estudando
suas propriedades e apresentando algoritmos para calcula-los. Além disso, apresentamos
um algoritmo alternativo para o calculo destes invariantes utilizando os conceitos de pontes
e canais, que foram introduzidos por Mendes de Jesus e Romero-Fuster em [MJ-RF]. Este
algoritmo permitira calcular os invariantes para um conjunto de frentes de ondas.

Assim dispomos o trabalho em quatro capitulos:

O objetivo do primeiro capitulo é introduzir um vocabulario minimo necessario para
o desenvolvimento e entendimento dos temas tratados nos capitulos subsequentes. As-
sim apresentamos neste capitulo alguns conceitos e resultados de Topologia Diferencial e
Teoria de Singularidades.

Dedicamos o Capitulo 2 ao estudo das curvas legendreanas e também das frentes de
ondas planas. Para isto introduzimos a teoria de variedade de contato, os conceitos e
resultados importantes para entao estabelecer uma relacao entre curvas legendreanas e
frentes de ondas planas.

O Capitulo 3 é o capitulo central da dissertacao, nele estabelecemos as equivaléncias
entre frentes de ondas planas ao determinar seus invariantes. Para isto consideramos
frentes de ondas genéricas que sao aquelas em que as tnicas singularidades sao os pontos
duplos transversais e as cuspides semi-ciibicas.

Utilizando o Teorema de Whitney pode-se verificar que o espaco das curvas legen-
dreanas com frentes de ondas genéricas é aberto e denso no espaco de todas as curvas
legendreanas com a topologia de Whitney induzida de C*=(S?, M).

Assim, Aicardi em [Ail] considerou o discriminante A de C*(S*, M) como sendo exa-
tamente o conjunto das curvas legendreanas com frentes de ondas nao genéricas. Veremos
que os invariantes associados as frentes de ondas estao relacionadas aos seguintes eventos:
auto-tangéncias, pontos triplos, tangéncia com cuspide e nascimento de cispide.

Neste capitulo, classificamos os diferentes estratos de codimensao 1 de A, em seguida
impomos uma condicao de co-orientabilidade sobre os estratos de codimensao 2 obtendo
um sistema de equagoes lineares, chamado sistema coerente. Finalmente escolhemos um
conjunto simples de geradores linearmente independentes do conjunto solucao do sistema
coerente e através de combinacoes lineares destas solucoes determinamos os invariantes
das frentes de ondas planas. Também mostramos algumas propriedades destes invariantes,
por exemplo que sao aditivos pela soma conexa.

Finalmente no Capitulo 4, baseando-nos no trabalho [MJ-RE], descrevemos um método
para calcular os invariantes de frentes de ondas de Aicardi. Este método consiste em de-
compor uma frente de onda em frentes de ondas basicas através de pontes e canais. A
formula que estabelecemos aqui nos permite obter os invariantes da frente de onda inicial
em termos dos invariantes das frentes de ondas bésicas, reduzindo consideravelmente os
calculos. Além disso, este método também permite estender o calculo dos invariantes para
colecoes de frentes de ondas planas.

Em resumo os principais resultados discutidos nesta dissertacao sao os seguintes tipos
de equivaléncia:

- equivaléncia como noés legendreanos através dos indices de “Whitney” e de Maslov,
no capitulo 2;
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- equivaléncia como frentes de ondas planas através dos invariantes de Aicardi RO-
independentes;

- equivaléncia como frentes de ondas planas através dos invariantes de Aicardi RO-
dependentes;

sendo que os indices de Whitney e Maslov sao invariantes completos e os demais invariantes
nao sao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo veremos alguns resultados e defini¢oes basicas de Topologia Diferencial
e algumas técnicas da Teoria de Singularidades que podem ser encontrados em varios
livros da bibliografia como [Gib|, [Go-Gu| e [NB-RF]. Fundamentalmente os resultados
de jatos, topologias de Whitney, transversalidade e estabilidade podem ser encontrados
nos capitulos II e I1I de [Go-Gul.

1.1 Algumas defini¢coes e notacoes

Todas as variedades e aplicacoes que vamos considerar serao C* a menos que se diga o
contrario.
Dadas duas variedades diferenciaveis X e Y denotamos por:

i) C"(X,Y) := espaco de todas as aplicagoes de X em Y de classe C". Se X =Y

escreveremos simplesmente C"(X).

ii) C*(X,Y) := espaco de todas as aplicagbes de X em Y de classe C* de X em Y.
Se X =Y escreveremos simplesmente C*(X).

Observagao 1.1 Sejam X e Y wvariedades diferencidveis e f : X — Y uma aplicagao
diferencidvel. Se f tem posto mdrimo, entao:

i) f € uma imersao se, e somente se, dimX < dimY.
it) f € uma submersdo se, e somente se, dimX > dimY.

iit) f € um mergulho se, e somente se, f € uma imersao injetiva.

) 2
Definicao 1.2 Sejam f I — R (s) parametrizacoes de curvas planas. Dize-

s — afs),B(s
mos que o e 3 sao homotdpicas se, e somente se, existe uma aplicacao continua

o IxI — R?
(s,t) — @(s,t)

5



6 1.2. JATOS

tal que { ZE;’?% z ggi; para todo s € I.

A aplicacao ¢ € chamada homotopia entre o e 3.

Dizemos que as curvas « e 3 sao isotdpicas se, e somente se, o e 3 sao homotodpicas
e para cada ¢t € I a aplicagdo ¢; = @|;xqy € uma imersao, ou seja, a e 3 sao isotopicas
se, e somente se, existe
o IxI — R?
(s,t) > (s,t)

p(s,0) = a(s)
p(s,1) = B(s)

é imersao para todo t € I.

aplicacao continua tal que { para todo s € I e

o+ I — R?
s+ pu(s) = @(s,1)

1.2 Jatos

Definicao 1.3 Sejam X e Y wvariedades diferencidveis de dimensoes m e n, respectiva-
mente, e seja v € X. Dadas duas aplicagoes f,qg: (X, z) — (Y,y), com f(x) =y = g(x).

i) Diremos que f e g tem contato de primeira ordem em x se (df), = (dg), como
aplicagoes de T, X — T,Y, e denotamos por f ~ g.

it) Diremos que f e g tem contato de ordem k em x se (df) : TX — TY tem contato
de ordem k — 1 com (dg) em todo ponto em T, X, e denotamos por f ~y g.

Observacao 1.4 FEquivalentemente, seja U um subconjunto aberto de R™ e p um ponto
de U. Sejam f,g: U — R"™ aplicacoes diferencidaveis, entao f ~y g em x se, e somente
se

dlf; dlg;
x) = x),
Ox™ ox® (z)
Yoo multi-indice tal que || < k, onde f; e g; sao as fungdes coordenadas de f e g com
1<i<nexy,.., T, as coordenadas de p em U. Isto quer dizer que f ~y g se, e somente
se, f e g possuem o mesmo desenvolvimento de Taylor de ordem k.

A relacao “contato de ordem k” definida acima é uma relacao de equivaléncia sobre o
conjunto Cg’y(X, Y') das aplicagoes r vezes diferenciaveis de X em Y, cuja imagem de z é
y. Denotaremos por Jf:;(X, Y)=C;,/ ~k Quando r = oo, fazemos J!Zy(X, Y). Sejam
JEN(XY) = U(x,y)eXXY) J:fj:yr(X, Y)e JHX,Y) = U(x,y)EXXY) Jf,y(Xa Y).

Definig¢ao 1.5 Os clementos de J*(X,Y) sao chamados k-jatos de aplicagoes de X em
Y.
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Definigao 1.6 Seja 0 = j*f(z) € J*(X,Y) um k-jato, onde f é um representante da
classe de equivaléncia de o em Jif(m)(X, Y). Chamaremos v € X de fonte de o e
y = f(z) a meta de 0. Consequentemente temos a aplicagdo fonte o : J*(X,Y) — X e
a aplicacdo meta 3: J*(X,Y) — Y, dadas respectivamente por a(c) = x e 3(c) = f(x).

Se denotamos por A* o espago dos polinomios de grau menor ou igual a k em m va-
ridveis, com coeficientes em R e que se anulam na origem teremos o seguinte isomorfismo

Ak~ RM onde N = d(mk) + dmk — 1) + ... + d(m,1) e
d(m, k) = % Consequentemente podemos considerar A¥ uma variedade C*.
De forma analoga, B, = @/ AF é também uma C>-variedade, cuja dimensao é

dimBf, ,, =n - dimAF, =n - N.

Teorema 1.7 ([Go-Gu] p.40.) Sejam X e Y C™-variedades tais que dimX = m e
dimY = n. Entao J*(X,Y) € uma C*®-variedade de dimensio m + n + dimB}, , e as
aplicagoes o e 3 sao submersoes C™.

Sejam X e Y variedades C*°. Denotamos por X* = X x X x ... x X e definimos:
s Vé,ZGS

X)) = {(xl,...,xn) € X% x, #x; para 1 <1< j< s}

Seja a : J¥(X,Y) — X a aplicacdo fonte, definimos a aplica¢ao

o (JHX,Y))S — X

(01,...,05) — a*(oq,...,0%)
da seguinte forma o(oy, ..., 05) = (a(o1), ..., a(0s)) = (1, ..., Ts).

Definigao 1.8 Seja J*(X,Y) a variedade dos k-jatos de X em Y, definimos o espago
de multi-jatos de ordem k em s wvaridveis, denotado por ,J*(X,Y), como sendo o
sequinte subconjunto de J¥(X,Y)s:

SJHXY) = () 7HXE), ou seja
SJHXY) = {(01, o 0s) € JNX, Y al0y) # alo;), para todoi # j}.

Observacgao 1.9 Como X ¢ aberto em X° seque que ;J*(X,Y) = (a®)"H(X®) é um
aberto em (J*(X,Y))*, e portanto uma subvariedade diferencidvel.

Definicao 1.10 Seja f : X — Y uma aplicacao C", o s-multi k-jato de f ¢ a aplicagao
R XS — JNX,Y) dada por:

it f @, e ws) = (5 f(21), s 7 F (35)).
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1.3 A C*-topologia de Whitney

Sejam X e Y variedades diferenciaveis. Consideremos £ um nimero inteiro nao negativo
e U um subconjunto de J*(X,Y). Denotamos por M*(U) o seguinte subconjunto de
C>(X,Y):
MEU) = {f € C*(X,Y) : " f(X) C U}
E facil ver que M*(U) O\ M*(V) = M*UN V).

Lema 1.11 A familia de subconjuntos { M*(U)}, ondeU é um aberto de J*(X,Y), forma
uma base para uma topologia em C*(X,Y).

Definicao 1.12 A topologia introduzida no lemall. 11 é chamada C*-topologia de Whit-
ney em C*(X,Y), denotada por W.

Defini¢ao 1.13 A C*-topologia de Whitney em C>*(X,Y) € aquela cuja base é dada
por W = U Wi

k=0

Observacao 1.14 A definicao dada acima utiliza a no¢ao de k-jatos e estd contextuali-
zada com a Se¢ao anterior e com 0 que VETremos a Sequir.
No entanto, para o nosso caso podemos também utilizar a defini¢ao de C*-topologia

de Whitney dada por Hirsch [HJ.

Sejam M e N variedades de dimensdes m e n, respectivamente. Dado f € C"(M, N),
consideremos o seguinte aberto

U(f) ={g € C"(M,N); [[D* (s f6:)(x) — D*(1hsggi) ()| < Eil)},

onde
® = {¢;,U;}ica € um atlas para a m-variedade M,
U = {4y, Vi}ica € um atlas para a n-variedade N,
K = {K,;}iea € uma familia de compactos emM,

E M — R
r — &(x
A topologia em C"(M, N) que tem por base os abertos como os descritos acima é
chamada C’-topologia forte (strong) ou C*-topologia de Whitney denotada por
CI(M,N).
A C*-topologia de Whitney é a uniao das topologias induzidas por C*°(M, N) —
CI(M,N).
Uma vez dada uma topologia sobre C*°(X,Y"), podemos falar de conjuntos densos e
residuais em C>*(X,Y).

com K; CU;, z € ¢)(K;), g(K;) CV;e ) para todo 1.
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Definicao 1.15 Seja X um espaco topoldgico, dizemos que

i) U C X ¢ residual se, e somente se é possivel escrevé-lo como uma intersegdo

enumerdvel de conjuntos abertos densos, ou seja, U C X € residual < U = ﬂ X,
o ieN
onde cada X; € aberto em X e X; = X, Vi.

it) X € um espago de Baire se todo subconjunto residual de X € denso em X.
Proposigao 1.16 ([Go-Gu| p.44.) Sejam X e Y wvariedades diferencidveis.  Entao
C*(X,Y) € um espago de Baire com a C*°-topologia de Whitney.

1.4 Transversalidade

Definigao 1.17 Sejam X e Y wariedades diferencidveis e f : X — Y wuma aplicagcao
diferencidvel. Sejam W uma subvariedade de Y e x um ponto em X, dizemos que f
intersecta W transversalmente em x e denotamos por fAW em x se, e somente se,:

i) ou f(x) ¢ W;
i) ou f(x) €W eTyo)Y = TyyW +do f(T, X).

Exemplo: Sejam X =R =W,Y =R?e¢ f(z) = (z,2?). Entao f MW em todo x # 0.
A figura [Tl ilustra este exemplo e ligeiras perturbacoes que f pode sofrer de modo que

continue transversal a W.
R K/

.7
RN

Figura 1.1: Transversalidade

Definicao 1.18 Sejam X e Y wariedades diferencidveis, A um subconjunto de X e W
um subconjunto de Y, dizemos que:

i) [ intersecta W transversalmente em A, e denotamos por fMW em A se, e
somente se, fMW em x, para cada x € A.
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ii) f intersecta W tramsversalmente se fMX em X.

Proposicao 1.19 (|[Go-Gu| p.51.) Sejam X e Y wariedades diferencidveis e W uma
subvariedade de Y. Suponha dimW + dimX < dimY, dada f : X — Y wuma aplica¢ao
diferencidvel, se f MW entao f(X)NW = (.

Definicao 1.20 Sejam M uma m-variedade e K uma subvariedade de M de dimensao
k, a codimensao de K em M, denotada por codimK, é o sequinte numero:

codimK =m — k.
No caso em que codimK =1 dizemos que K € uma hipersuperficie de M.

Proposicao 1.21 (|[Go-Gu| p.52.) Sejam X e Y wvariedades diferencidveis, W uma sub-
variedade de'Y e f: X — Y wma aplicacao diferencidvel tal que f MW, entio f~*(W) é
uma  subvariedade de X de mesma codimensao que W, Em  particular, se
dimX = codimW, f~Y(W) consiste somente de pontos isolados.

Teorema 1.22 (Teorema de Transversalidade de Thom, [Go-Gu] p.54.) Sejam
X e Y wariedades diferencidveis e W uma subvariedade de J¥(X,Y). Seja
Tw = {f € C®(X,Y)/j*f M W}, entao Ty €é um subconjunto residual em C®(X,Y)
com a C*®-topologia de Whitney. Além disso, se W € fechado, entao Ty é aberto.

Teorema 1.23 (Teorema de Transversalidade para Multi-jatos, [Go-Gu] p.57.)
Sejam

X e Y wariedades diferencidveis ¢ W uma subvariedade de J¥(X)Y). Seja
Tw = {f € C*(X,Y)/s*f MW}, entdo Ty € um subconjunto residual em C*(X,Y)
com a C*-topologia de Whitney. Além disso, se W é compacta, entao Ty € aberto.

1.5 Aplicagoes Estaveis

Definigao 1.24 Sejam f,g € C*(X,Y), com X e Y wvariedades diferencidveis. Dizemos
que f € A-equivalente a g, f ~4 g, se existem ¢ : X — X e : Y — Y difeomorfismos
tais que o sequinte diagrama € comutativo:

Loy
¢ P
X—g>Y

Definigao 1.25 Dizemos que f € C*(X,Y) é A-estdvel se existe W wvizinhanga de f
em C*(X,Y) com a C*®-topologia de Whitney tal que f ~4 f'Vf' € W.
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Notagao: Vamos denotar por £(X,Y') o subconjunto de C*(X,Y') das aplicagoes estaveis
de X em Y.

No livro de Topologia Diferencial de Golubitsky e Guillemin (veja [Go-Gul) encon-
tramos exemplos de aplicacoes estaveis dos quais destacamos os seguintes: Exemplos:

1) Todas as submersoes sao estaveis.
2) feC®(X,Y) e X compacto entdo os mergulhos sao aplica¢oes estaveis.

3) feC>®(X,Y), X compacto, e dim Y > 2 dim X + 1
f € estavel & f é um mergulho.

3') Nos sdo mergulhos de S* em R3, portanto sao exemplos de aplicagoes estaveis.
De fato, S' é compacto e dimS! = 1 além disso dimR® = 3 = 2.1+ 1. Na figura
estio representados alguns nos em R3.

0OHBE

Unknot 3,

)\ 7= 2

SO G

’;

Figura 1.2: Os nos sao aplicacoes estaveis em R3

A figura ilustra nos em R3 com até 7 “cruzamentos”. A notacdo indicada
na figura se deve a J. W. Alexander e G. Briggs em um artigo de 1927 onde o
nimero indica o nimero de “cruzamentos” que o n6 possui e o indice denota
todos os nés com essa quantidade de cruzamentos.

Observacgao 1.26 O subconjunto das aplicacoes estdveis em um determinado conjunto de
aplicagoes nem sempre € denso (no conjunto das aplicagoes). Em [Go-Gul encontramos
condigoes para assequrar quando o conjunto E(X,Y) é denso em C®(X,Y) das quais
destacamos o sequinte caso:

Sejam X uma m-variedade e Y uma n-variedade, se g =n—m € tal que 0 < g <3 e
n <T7q+9, entio E(X,Y) é denso em C*(X,Y).
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As aplicacoes estaveis consideradas neste trabalho sao aplicagOes estaveis, imersoes,
de S' em uma 3-variedade M. Portanto, pela observacao acima, o subconjunto formado
por tais imersoes ¢ denso no conjunto das imersoes de S em M.

1.6 Discriminante

Neste trabalho vamos utilizar a Teoria de Vassiliev para estudar as frentes de ondas planas,
nesta teoria a ferramenta principal para o estudo de invariantes topolégicos é a estrutura
do discriminante, a grosso modo o discriminante de uma variedade M é uma subvariedade
N de M que satisfaz uma determinada propriedade.

Defini¢ao 1.27 O discriminante da variedade C*°(X,Y’), denotado por A, é o subcon-
junto das aplicagoes em C(X,Y) nao estdveis.

Para entendermos um pouco como pode ser definido um discriminante consideremos
0 seguinte caso:

O discriminante de H?(2), o espago dos polindmios homogéneos de grau dois em duas
variaveis, ou seja,

H?(2) = {f(z,y) = az® + 2bxy + cy*;a,b € R},

é o conjunto:
A = {f(z,y) € H*(2); f admite raizes miltiplas}.

Note que f admite raizes multiplas se, e somente se, b> = ac. Se identificamos cada
polinémio com o ponto (a,b, c) dos seus coeficientes em R3 teremos que o discriminante
A ¢é o cone representado na figura [LL3]

Figura 1.3: Cone b* = ac

Na parte interna limitada pelo cone estao os polindémios que possuem duas raizes
complexas conjugadas enquanto que na parte externa estao aqueles que possuem duas
raizes reais distintas. Do ponto de vista de formas quadraticas com 2 variaveis, dentro do
cone, do lado direito, se encontram as definidas positivas, do lado esquerdo, as definidas
negativas e do lado de fora as semi-definidas. Os pontos regulares do cone sao os da forma
de posto 1 e o vértice a forma nula de posto zero.
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Observacao 1.28 Jd comentamos que as curvas tratadas neste trabalho sao aplicagoes
estdveis de S em uma S-variedade M, as aplicagoes nao estdveis de S* em M sao aque-
las que possuem apenas um dos eventos: auto-tangéncia, pontos triplos, tangéncia com
cuspide ou nascimento de cuspides.

Exemplos:
1) Em C*>(S', M) o discriminante ¢ dado por:

A = {f € C™(S', M); f possui algum dos eventos citados na observacao [L28}

2) Em C*>(S',R?), a subvariedade N' = {f € C*°(S',R?); fé um n6 emR3} é o com-
plementar do discriminante, isto ¢, N" = C>(S, R?)\ A.

Observacoes:

1) O discriminante pode ser visto como o complementar das aplicacoes estaveis em
cada caso.

2) Existem critérios para determinar as aplicagoes estaveis a priori.

Observacao 1.29 Ao se estratificar um espag¢o obtemos estratos de diferentes codimen-
s0€es.

Como observamos nos exemplos anteriores o discriminante deve incluir todos aqueles
elementos do espaco com um certo grau de degeneracao, dessa forma faz sentido estra-
tificar o discriminante segundo o grau de degeneracao (no caso das formas quadraticas
o grau de degeneracao é o coposto da forma, enquanto no caso que estudamos serd a
codimensao e a classe da singularidade). Para obtermos informagoes topologicas a respeito
do complementar do discriminante é importante saber como estao dispostos os estratos
do discriminante entre si. Usaremos a linguagem de jatos introduzida na se¢ao para
identificar quais elementos estarao no discriminante e em estratos de quais codimensoes.

Como estamos estudando as aplicages estaveis f de C*(X,Y), consideramos sua
extensao em multijatos:

gFf X — SJHX,Y)

olol £, olel f,
(1) v (o0 o). G ), G L ).

Precisamos saber se as singularidades sao da forma genérica e para tanto devemos ter
em mente:

O tipo de singularidade que estamos estudando é traduzido por equagoes sobre as
componentes (ap, by, ..., as, b, ...) de (J¥(X,Y). Notemos que dependendo do niimero
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de equagoes, definimos uma subvariedade algébrica S em ,J*(X,Y), onde estamos tra-
balhando com uma singularidade multilocal, de codimensao igual ao niimero de equacoes
linearmente independentes.

Uma aplicacao [ terd singularidades do tipo exigido se, e somente se,
SJFF(XE)Y NS #£ . Por outro lado, é facil verificar que dimX®) < cod_ sk (x,y)(S). Assim
aplicando a Proposicao asj"f: X —_ JNX,Y) e a subvariedade S temos que

§*f M S se, e somente se, ,j*f(X)N S = .

Pelo Teorema de Transversalidade para multijatos, Ts = {f € C>®(X,Y);,j*f M S}
¢ denso em C®(X,Y) e além disso Ts = {f € C®(X,Y); J*f(X©)N S = 0}. Sendo
assim, tais aplicagoes nao terao esse tipo de singularidade, ou em linguagem de jatos, uma
f genérica satisfaz ,j* f(X®)) NS = (. Isto quer dizer que as aplicacdes com esse tipo de
singularidade estao no discriminante.

Para as aplicagoes que estao no discriminante cujas singularidades nao sao determi-
nadas de forma genérica, podemos estratifica-las ou subdividi-las dependendo do grau de
degeneracao ou da codimensao. A seguir explicaremos como é feito este procedimento:

Primeiro, construimos uma familia de aplicagoes com parametros suficientes tais que
dimX®) + dimU = cod_ sk (x,y)(S), onde U & o espaco dos parametros, entao obtemos que
JFF(X®) x U)N S # 0 onde F define uma familia genérica a dimU-parametros:

GEEXE) x U — JHX,Y)
ol F, ol F,
(a:l,...,xs,u) [ (xlaFu($1)>W($l)a'-'>IS>Fu(xs)> al’a 1(1'3))

isto é, Ju € U tal que F, possui a singularidade exigida. Deste modo determinamos o
nimero minimo de parametros necessarios para que em uma familia genérica com esse
nimero de parametros contenha ao menos uma aplicagao com esse tipo de singularidade.
Este ntmero é o que chamaremos codimensao da singularidade (quer dizer que essa
singularidade s6 produz familias a esse niimero de parametros) e o que nos daré o grau de
degeneracao do elemento do discriminante. A nomenclatura acima se deve ao fato de que
este nimero também é a codimensao do subconjunto ou estrato de todas as aplicacoes
que possuem essa singularidade no espago C>*(X,Y).

Vamos exemplificar a descri¢ao acima analisando tipos de singularidades de curvas
planas, antes porém vamos definir tais singularidades:

Definicao 1.30 Uma curva plana o : I — R? possui uma auto-tangéncia se, e so-
mente se, existem to,t; € I, com ty # t1 tais que a(ty) = a(ty) e o' (ty) = cd/(t1), ou
seja, se pontos distintos do dominio possuem a mesma imagem e além disso os vetores
tangentes possuem a mesma dire¢ao neste ponto.

Definicao 1.31 Uma curva plana o : I — R? possui um ponto triplo se, e somente
se, existem ty,ta,t3 € I, dois a dois distintos tais que a(ty) = a(ta) = a(ts).

Definicao 1.32 Uma curva plana o : I — R? possui uma tangéncia com cispide
se, e somente se, existem to,t1 € I, com to # t1 tais que a(ty) = a(ty) e nao existe algum
dos vetores tangentes neste ponto.
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Exemplos: Sejam C>(S', M) e M como no exemplo Vamos denotar o discriminante

por

A=AgrUAgUAgUA,,

onde Ay é o conjunto de imersoes com somente um tipo de singularidade. Se X = K
entao a singularidade que a imersao possui é a auto-tangéncias, St denota as imersoes cujas
singularidades sao os pontos triplos, II as imersoes com singularidades do tipo tangéncias
com cuspides e A denota as imersoes cujas singularidades sao os nascimentos de ctspides.

1)

Consideremos v € A, segue dai que a extensao 1-jato de sua projecao yg:

ojlyp s St xSt — LJH (S R?) ~ ST x ST x R? x R? x R? x R?
(S’t) L (S>ta7F(5)77F(t)a7,/{7‘(5)>72“(t))

verifica: existe (s,t) € ST x S! tal que

{ e(s) = e(t)
T (7R, (1) = Vi (D7, (5),
onde (Y, ,Vg,) sdo as fungdes coordenadas de 7.

Se as coordenadas em »J1 (S, R?) sao (z,y, a1, as, by, ba, 1, Ca, dy, do), estas equagoes
definem um subespago W de codimensao 3 em »J(S1, R?), formado por todos os
pontos tais que a; = by, ay = by e c1dy = cod;.

Se tomamos uma fungao genérica § € C>(S', M), pelo Teorema de Transversalidade
de Thom e usando a Proposicao [LT9] temos

2j15F W <= gjl(SF(Sl X Sl) NnNw = 0.

Como g € Ak se, e somente se, 270x(ST x S1) N W # 0, segue que pertencer
a Ag nao é uma propriedade genérica. Por isso, tomamos uma familia genérica a
1-parametro

2GS xSt x ST — LJN(SY,R?)
(s,t,u)  —— (8,1,Guls), Gult), G (s), G (1))

de modo que 5j'G cortara W em pontos isolados, isto ¢, existird v € IR tal que
G, € Ag. Portanto, codim A = 1.

Consideremos v € Ag;, segue dai que a extensao 0O-jato de sua projegao frontal vp:

sityp s STx ST xSt — LJN(SYR?) ~ ST x ST x ST x R? x R? x R?
(S,t,U)) — (87t7w77F(S>77F(t>77F(w))

verifica: existe (s,t,w) € St x S! x S* tal que

Vr(s) = Yr(t) = r(w)
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Observagao 1.33 Nas defini¢oes[1.30 al1.32 apresentamos singularidades de forma analitica,

Se as coordenadas em 3J1(S1, R?) sdo (x,v, 2, a1, as, by, by, ¢1, ), estas equagoes de-
finem um subespago W de codimensdo 4 em »J'(S',R?), formado por todos os
pontos tais que a; = by = 1 e ay = by = cs.

Se tomamos uma fungao genérica § € C>(S', M), pelo Teorema de Transversalidade
de Thom e usando a Proposicao [[.I9] temos

3j15F AW 3j15F(Sl X Sl) Nnw =1(.

Como g € Ak se, e somente se, 35 0p(St x SY) N W # (), segue que pertencer
a Ag; nao é uma propriedade genérica. Por isso, tomamos uma familia genérica a
1-parametro

37°H : St x St x Stx St — 3J9St IR?)
(s,t,w,u) — (st w, Hy(s), Hu(t), Hu(w)) ’

de modo que 3j°F cortara S em pontos isolados, isto &, existira u € IR tal que
F, € Ag;. Portanto, codim Ag; = 1.

no entanto para o caso que vamos estudar aqui nem sempre serd possivel tal procedimento.

As curvas planas que vamos estudar sao projecoes de imersoes de S' em uma 3-

variedade, aqui ocorre um tipo de singularidade que so podemos indicar geometricamente,
a saber, o nascimento de duas cuspides como mostra a figura abaizo:

Figura 1.4: Nascimento de duas cispides



Capitulo 2

O Espaco das Curvas Legendreanas

O presente capitulo tem como objetivo principal apresentar as curvas legendreanas
que serao responsaveis pelo desenvolvimento do principal assunto desta dissertacao que
sao os invariantes das frentes de ondas planas. Para tanto, necessitamos de nogoes de
elementos de contato.

Os resultados aqui apresentados nao serao demonstrados pois fogem do objetivo prin-
cipal da dissertacdo. Para tais demonstracoes veja [Gell e [Ge2].

Além disso veremos neste capitulo a definicao de frentes de ondas planas, antes porém,
vejamos uma nocao geométrica de tais curvas planas:

As frentes de ondas planas formam uma classe de curvas fechadas no plano que possuem
certos tipos de singularidades. Vamos pensar no seguinte exemplo: Suponhamos que a
propagacgao de ondas em uma lagoa (ou ainda a propagagao de luz ou do som) se dé com
velocidade constante e que em um determinado instante, se pensarmos na lagoa como um
plano, as ondas configurem elipses que se encaminham de fora para dentro, ou seja, na
dire¢ao dos vetores normais internos da elipse inicial. (veja figura 21]).

Figura 2.1: Propagacao de onda

A partir de um determinado instante ¢ 0 que veremos nao serao mais as elipses e sim
algumas curvas com pares de cuspides, como mostra a figura abaixo.

17
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Figura 2.2: Frente de onda no instante ¢

Estas cuspides serao estaveis: se nos mexemos suavemente a frente de onda original (a
elipse), as singularidades nao irao desaparecer mas vao apenas se deslocar ligeiramente.

A frente de onda genérica na vizinhanca do ponto de cuspide deve, por uma mudanca
de coordenadas, ser reduzida a “forma canonica normal” 22 = 33, Esta frente nao possuira
nenhuma singularidade no plano além das cispides e dos pontos duplos transversais obti-
dos por dois ramos. Qualquer outra singularidade mais complicada se reduz nestes dois
tipos de singularidade quando a frente de onda inicial é transformada por uma pequena
pertubacao global.

2.1 O espaco dos elementos de contato

Defini¢ao 2.1 Um elemento de contato em R"™ é um hiperplano passando por um
ponto (x1,xs,...,Tn_1,2) definido pela equagao:

n—1
dz — Z pidz; = 0
=1

onde p; sao numeros reais. O congunto dos elementos de contato pode ser identificado
com R™ x R"~! = R*~1 ytilizando as coordenadas (x1, ..., Ty 1,2, D1, s Pn_1)-

Observacao 2.2 O elemento de contato divide o espagco R™ em dois semi-espacos. A
escolha de um destes dois semi-espacos € o que chamamos co-orientacao do elemento
de contato. Ou seja, escolhendo um dos dois semi-espacos podemos dizer que os elementos
de contato estao co-orientados.

Exemplo: Um elemento de contato do plano orientado R? em algum ponto p, € R? é
simplesmente uma reta orientada passando pelo ponto py. Esta reta é unicamente deter-
minada por pg € por um angulo 6y. Podemos pensar neste angulo 6, como um elemento
do circulo S*, e assim o espaco dos elementos de contato de R? pode ser identificado com
o produto R? x St

Notemos que para este caso particular, a reta divide o plano R? em dois semi-planos.
Um destes contem o angulo que ¢ a inclinagao da reta e o outro contem o suplementar
deste angulo. Desta forma, a co-orientacao do elemento de contato serd definida pela
escolha de um destes angulos.
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Sejam J, e 0, vetores unitarios nas diregoes coordenadas de R? em um dado ponto
(20, Y0, 0p) € R? x S*. Tais vetores podem ser vistos como vetores tangentes das curvas

x — (zo + 2, Yo, 00),

y — (0, yo + Y, 60).

De maneira anéloga, podemos falar do vetor tangente 0y da curva
0 — (an Yo, 90 + 9)

Podemos ver na figura2.3] onde 6 é medido ao longo de um eixo real, que isto é apenas
o vetor unitario na direcao da coordenada 6.

(B, 6)

g(Fa ,6,)
elemento de contato

/ Xo X i

Figura 2.3: Espaco dos elementos de contato do plano

Um plano de contato, denotado por &, .4,), em um ponto (po,6y) € R? x S* serd o
plano gerado pelos vetores
(Og , cosby0, + sinby0,).

Note que para cada ponto (pg, fy) € R? x S temos um “pedago” de plano em R?, que
pode ser um disco ou um retangulo.

Definigdo 2.3 Seja M uma variedade C* de dimensdo n e T,M a notagdo para o plano
tangente a um ponto p de M. Assim, o fibrado tangente da variedade M € a uniao de
todos os espacos tangentes em cada ponto da variedade M, ou seja,

T™ = | T,M.

peEM

Definicao 2.4 Seja M wma variedade diferenciavel. Um campo de planos & em M é
um subconjunto do fibrado tangente T'M tal que §, = T,M N € um subespago bidimen-
sional de T,M para cada p € M.

Exemplos:
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1) Considere a 3-variedade M = X x S, onde ¥ é uma superficie. Entdo para cada
p=(z,0) € ¥ x S'seja &, = T,,¥. C T,M. Segue que &, ¢ um campo de planos em
M.

2) Seja o uma 1-forma diferenciavel em N, onde N é uma 3-variedade dada. Para cada
ponto p € N temos uma aplicagao linear

ap : T,N — R.

Assim, ker o é ou um plano ou todo T, N. Se supomos que a aplicagao nunca tem
como nucleo todo T}, N, segue que £ = ker o € um campo de planos.

Na verdade, localmente, sempre é possivel representar um campo de planos como o
nucleo de uma 1-forma diferenciavel.

Definicao 2.5 Seja & um campo de planos definido como o nicleo de uma 1-forma dife-
rencidvel o, & € chamado uma estrutura de contato se, e somente se, a N\ da # 0.
Diremos que a estrutura de contato € positiva se, e somente se, a Ada > 0. E negativa,
caso contrdrio.

Notemos que o exemplo 1 nao se trata de uma estrutura de contato. De fato, o campo
de planos é definido pela 1-forma o = df e assim do = d(df) = 0.

Exemplo: Notemos do exemplo 2.1] que se tomamos todos os elementos de contato
no plano teremos um campo de planos em R?, que denotaremos simplesmente por &, e
definiremos como o nicleo da 1-forma diferenciavel

w = cos Bdx + sin Ody.

Além disso, este campo de planos é uma estrutura de contato. De fato,
dw = —sin0df N dx + cos 0df N dy e assim,

wAdw = —sin?6df Adx A dy+ cos?0dO A dy A dx
= sin?0d0 A dy A dx + cos® 0df A dy A dx
= dONdyNdx #0.

Dessa forma, se fazemos M = R? x S, segue que (M, &) é uma variedade de contato
do plano R? onde os elementos de contato co-orientados (z,y,0(mod2r)) € M estao
identificados com a reta de R? passando por (x,y) com vetor normal 7 = (cos#, sin6).

Existem diversas estrtuturas de contato que podem ser definidas em uma variedade
de dimensao 3, estas estruturas sao divididas nas chamadas estrtuturas de contato super-
torcidas e as estruturas de contato tensas. Sabemos que as estrtuturas de contato tensas
fornecem informacoes inetressantes quando estudadas juntamente com os noés.

Observacao 2.6 1) Quando a estrutura de contato € positiva dizemos que 0s elemen-
tos de contato estao co-orientados positivamente.
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2) Uma variedade diferencidvel M munida de uma estrutura de contato é chamada
uma vartedade de contato.

Como podemos definir diversas estruturas de contato em uma mesma variedade e
podemos também definir a mesma estrutura de contato em variedades diferentes, vejamos
a seguinte definicao:

Definigao 2.7 Duas variedades de contato (My,&1) e (M, &) sao ditas contactomorfas
se existe um difeomorfismo f : My — My com T f(&§1) = & onde Tf : TMy — T M,
denota a aplicacao derivada de f. Neste caso f é chamado um contactomorfismo.

Teorema 2.8 (Darboux) Seja o uma forma de contato em uma variedade M de di-
mensao (2n + 1) e p um ponto em M. Entao existem coordenadas Ty, ...,Tp, Y1, .., Yn, 2
em uma vizinhanca U C M de p tal que

Oé|U =dz + Z flfjdyj.

Jj=1

Este teorema nos diz que todo ponto em uma variedade tem uma vizinhanca contac-
tomorfa a estrutura de contato definida inicialmente nesta secao. A demonstracao deste
teorema pode ser encontrada em [Ge3].

2.2 O Espaco das Curvas Legendreanas

Uma estrutura de contato em uma variedade de dimensao 3, determina duas classes de
curvas, as legendreanas e as transversais. Nesta dissertacao estaremos interessados apenas
nas curvas legendreanas.

Ao longo de toda esta se¢ao, vamos usar a variedade de contato (M,§) com £ =
dz — ydx, pelo que observamos no final da secao anterior.

Definicao 2.9 Seja v : St — M uma imersao. Dizemos que v é uma curva legen-
dreana se ela é tangente aos planos da estrutura de contato (M,§), isto €,

Ty M C &) para todo s € St
Usaremos a letra grega () para designar o espaco das curvas legendreanas, ou seja,
Q={y:8" — M | T,»M C &) para todo s € S'}. Diremos que Q ¢ o espago das

L-imersoes.

Definicao 2.10 Uma curva legendreana fechada € dita orientada se o circulo de sua
pré-imagem € orientado.

Definicao 2.11 Uma curva legendreana € dita co-ortentada se os elementos de contato
ao longo da mesma sao co-orientados.
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Consideramos ao longo deste trabalho as curvas legendreanas orientadas e co-orientadas
salvo mencao contraria.

Definicao 2.12 Sejam v e 7 curvas legendreanas em €2. Dizemos que v €75 sao legendre-
homotopicas se existe uma familia diferencidvel a 1-pardmetro

¢ : [0,1] xSt — (R3¢€)
(tv S) — (I)(tv 8) :7t(8) ’

onde vy €Qeyy=7vey =7.

Definicao 2.13 Se uma curva legendreana é um mergulho, entao ela é chamada no le-
gendreano.

Definicao 2.14 Dados v, e 2 nos legendreanos, dizemos que v, e Yo sao isotopica-
mente equivalentes se v, e vy podem ser conectados por um caminho diferencidvel de
nos legendreanos.

A classe de isotopia legendreana de um no legendreano é chamada tipo de no legen-
dreano.

Observemos que o espaco €2 é um espago demasiado abstrato, portanto verificar que um
caminho existe parece um trabalho muito dificil. Dessa forma, buscaremos uma maneira
alternativa de determinar estas equivaléncias. Dada uma curva legendreana podemos
definir dois nimeros inteiros que nos ajudarao na classificacao de tais imersoes (ou mer-
gulhos).

Definigao 2.15 Sejam v : S* — M wma imersao legendreana e m : R? x St — Sl ¢
projecio da variedade M na sequnda coordenada S*. Consideremos a sequinte aplicacao

g1 =m0y St — St
t — q(t) =mo(yxu)(l)

Y

onde u € o campo de vetores tangentes orientando o circulo de tal modo que v * u €
unitdrio, o indice da curva legendreana v, denotado por i(7y), € definido como sendo
o grau da aplicacao g, onde g, € vista como uma aplicacao de Gauss e o grau € visto
como o nimero de voltas de g, (S') em S*.

Defini¢ao 2.16 Sejam v : S' — M wuma curva legendreana e 7, : R? x St — St ¢
projecio da variedade M na sequnda coordenada S*. Consideremos a sequinte aplicacao

gg=moy : St — St
t = ga(t) =m0 (y*v)(t)

Y

onde v € o campo de vetores normais co-orientando os elementos de contato de tal modo
que y*xv € unitdrio, o indice de Maslov da curva legendreana v, denotado por pu(vy),
¢ definido como sendo duas vezes o grau da aplicacao gs, onde gy € vista como uma
aplicacio de Gauss e o grau € visto como o nimero de voltas de go(S') em S*.
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Teorema 2.17 (Gromov-[L]) Duas curvas legendreanas sao homotopicamente equiva-
lentes se, e somente se, elas possuem o mesmo indice © e o mesmo indice de Maslov p.

Ou seja, dadas v e 5 em €, R 5 se, e somente se, i(y) = i() e u(y) = u7).

A proxima definicao é imprescindivel para que possamos posteriormente definir os
invariantes de frentes de ondas planas.

Definicao 2.18 Seja v : St — M uma curva legendreana, dado um ponto t, € S*,
tomaremos um elemento de contato (xg, yo, 6o) € M tal que y(ty) = (x0, Yo, o) estamos
“marcando” a curva legendreana a partir deste ponto. Assim, chamaremos uma imersao
do circulo S* em M com a imagem de um ponto escolhido sendo um elemento de contato
também escolhido de L-imersao marcada. Usaremos a notacgao Q?,u para denotar o espaco
das L-imersoes marcadas com indices i e [i.

Observacao 2.19 Consideremos
G3 = {0 : R* — R?; ¢ é um movimento no plano Euclideano}, ou seja, Gz € o conjunto
das isometrias planas que sao dadas por composi¢oes de até trés reflexoes.

O grupo G3 age sem pontos fixos no espaco das L-imersoes de modo que dada uma
L-tmersao marcada no espaco Q?,u e fazendo o grupo G3 agir sobre esta imersao teremos

todas as imersoes do espago € ,,. Ou seja, o espago ), € homeomorfo ao produto direto
0
Qi,ll X G3.

2.3 Frentes de Ondas Planas

Na secao anterior vimos que os nés legendreanos sao uma classe de nos topologicos em
R x S' que sdo tangentes a uma estrutura de contato.

Quais serao entao as propriedades desta classe de nos?

Faremos um estudo dos nos legendreanos assim como o que é feito tradicionalmente
para o estudo de nods topologicos, ou seja, em termos de suas projecoes em um plano,
isto serd feito em termos das projecoes frontais. Veremos que com essa projecao seremos
capazes de dizer se a mesma representa ou nao um noé legendreano e além disso recuperar
o no a partir desta projecao.

Definicao 2.20 Uma frente de onda plana, ou simplesmente uma frente de onda,
¢ uma aplicacao o : St — R? de um circulo no plano, tal que a diferencial é injetiva
exceto em pontos isolados onde estao definidas retas tangentes. A imagem de uma frente
de onda é chamada trago.

Defini¢ao 2.21 Sejam v : S* — M um nd legendreano e m : M = R? x S1 — R? ¢
projecio no fator R? de M. A aplicacio composta m o~y : S* — R?, denotada por g, €
chamada proge¢do frontal do nd legendreano . (Veja figura[2.7)
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Curvas Legendreanas

OOO

Projecoes Frontais

y4

Figura 2.4: Curvas legendreanas e suas projecoes frontais.

Observacgao 2.22 Uma frente de onda plana pode ser vista como a projecao frontal de
um no legendreano. Isto significa que dado um nd legendreano temos uma frente de onda
associada a ele e vice versa, dada uma frente de onda existe um no legendreano cuja
projecao frontal € a frente de onda dada.

Observacao 2.23 Consideremos a estrutura de contato obtida como o nicleo da 1- forma
diferencidvel w = dz — xdy. Mostremos como € possivel recuperar um nd legendreano a
partir de uma frente de onda dada. Consideremos

a: St — R?
s > a(s) = (x(s),y(s)) ’
uma frente de onda plana. Podemos encontrar uma curva legendreana v a partir da frente

de onda «, basta sequirmos 0s sequintes passos:

1) Considere um ponto sy € S*;

2) Encontre a reta tangente a a(so) , isto é, a reta ry(\) = a(sg) + Ao/ (80) Esta
reta € o elemento de contato do ponto a(so), cuja inclinagio € dada por 5 (so) =

,(so) e teremos um ponto no espac¢o dos elementos de contato com coordenadas
’d
(32 (50); (s0),y(s0))-

3) Fazendo o mesmo para todos os pontos s € S' obtemos a curva legendreana procu-
rada definida por
78— (B, )

s — q(s)= (%(S)ax(3)>y(5)) '
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E claro que isto s6 faz sentido para 2'(s) # 0. Genericamente, os zeros da fun¢ao
2'(s) sao isolados, correspondendo a pontos de cispide isolados onde yp ainda tem uma
wnclinagao bem definida.

Exemplo: Considere a curva fechada plana

a : [0,27] — R?

s afs) = (cos’(s),sin’(s)) ’

cujo traco é mostrado a seguir.

-1

Trago da curva (X

Tome sy € [0, 27], a reta tangente a a(sg) ¢ dada por:
r+(\) = (cos®(sg),sin®(sg)) + A(—3sin(sp) cos®(sp), 3sin*(sg) cos(sp)),

onde o’ (sy) = (—3sin(sg) cos?(sp), 3sin?(sg) cos(sp)) e assim, a inclinacio da reta em a/(sg)
¢ dada por 2 (sy) = — tan(so).
Considere entao o ponto (— tan(sg), cos?(sg), sin’(sg)) no espaco dos elementos de con-

tato. Fazendo esse procedimento para todo s € [0, 27|, a curva definida por

v : [0,27] — (R?,€)
s+ afs) = (—tan(s), cos?(s),sin*(s)) ’

é a curva legendriana cuja projecao no plano yz é a frente de onda plana a.

Se escrevemos uma curva legendreana v em termos de suas fungoes coordenadas como
v(s) = (z(s),y(s), 2(s)), da defini¢ao segue que:

7/(5) S 57(8)7
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ou como & = ker(dz — zdy) entao

2'(s) — x(s)y'(s) = 0. (2.1)

Notemos que enquanto v é um mergulho, v pode nem ser sequer uma imersao. De
fato, veja que a equacgao 2.1l implica que

2(s) = x(s)y'(s)

onde y/(s) = 0 implica z'(s) = 0. Dai se vp, que é a proje¢ao no plano yz, é uma imersao
segue que y/'(s) nunca deve se anular. O que implica que yr nao possui tangéncias verticais,
mas é claro que as imersoes de S* em R? podem conter tangéncias verticais. Isto nos leva
ao primeiro fato importante a respeito das projecoes frontais.

Propriedades de Projecoes Frontais

PPF 1. Projecoes frontais vr nao possuem tangéncias verticais.

Se vr nao for uma imersao? Pela discussao acima notamos que 2’(s) se anula pelo menos
quando y'(s) se anula. Assim podemos sempre encontrar a coordenada = de v pela vp
através da equacao

__2(s)
z(s) = 75 (2.2)

se ¥'(s) € nao nulo. E se y é zero para algum sy temos

(2.3)

Existem nos legendreanos nos quais y'(s) = 0 em intervalos abertos, veja a parte
superior da figura 2.5l no entanto este nao é um fenémeno estavel. Podemos facilmente
“suavizar” o ponto de cispide na projecao, veja a parte inferior da figura Isto nos
leva a uma isotopia legendreana no arco onde y/(s) = 0 somente em um ponto. Feito isto
podemos dizer que para um né legendreano em M, y'(s) s6 se anula em pontos isolados.
Além disso, nestes pontos isolados ainda esta bem definida uma reta tangente.

PPF 2. Projecoes frontais podem ser parametrizadas por aplicagoes que sao imer-
soes exceto para um ndimero finito de pontos, nos quais ainda estd bem definida
uma reta tangente. Tais pontos sao chamados ctispides generalizadas.
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X z
I'-.\ \|
7 o
’/f,
X 4
7y y
A /

Figura 2.5: Suavizacao de um ponto de cuspide.

Na verdade, esta condicao garante que a coordenada z definida pela equacao é
uma funcgio de classe C°. Precisamos de mais condigoes sobre as segundas derivadas das
funcoes x e y para obter uma coordenada z de classe C!. Dessa forma, vamos sempre supor
que as funcoes coordenadas sao de classe C* o que nos implica dizer que as cuspides sao
cuspides semi-cubicas, ou seja, com uma mudanca de coordenada, teremos

o = 3

Observacao 2.24 A partir de agora falaremos de frentes de ondas planas no lugar de
projecoes frontais e diremos que a frente de onda plana é uma aplicacio o : St — R2?
que deiza de ser uma imersao para um numero finito de pontos isolados onde ocorrem as
ciuspides e nestes pontos ainda estao definidas as retas tangentes.

Estamos considerando curvas legendreanas orientadas e co-orientadas, assim vamos
considerar também frentes de ondas planas orientadas e co-orientadas.

Definicao 2.25 Dizemos que a frente de onda estd orientada se o circulo S' de sua
pré-imagem estd orientado. Veja figura [2.0.

Figura 2.6: Frentes de ondas planas orientadas
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Ao longo de uma frente de onda plana vz cujo n6 legendreano é v(s) = (z(s), y(s), 0(s)),
temos um campo normal diferenciavel dado por 7 (t) = (cos 6(s),sinf(s)). A este campo
de planos chamamos co-orientagao da frente de onda plana.

Observacgao 2.26 Notemos que a orientacao da frente de onda plana é definida pela
direcao do campo tangente ao longo de seu trago. Este campo tangente define dois campos
normais ao longo desta frente de onda de modo que a co-orienta¢ao mencionada acima
nada mais € do que a escolha de um destes campos normais.

Y DGt

Figura 2.7: Frentes de ondas planas orientadas e co-orientadas

Definigao 2.27 Um arco sem pontos de cispide ou pontos duplos transversais do traco
de uma frente de onda plana € chamado ramo da frente de onda plana.

Definicao 2.28 Sejam v(s) = (z(s),y(s),0(s)) um nd legendreano. O campo vetorial
T (5) = (cos(6(s)),sin(6(s))) € um campo normal a frente de onda plana vp = (x(s), (y(s))
associada ao no . Dizemos que o ramo de uma frente de onda plana vrp € positivo
(negativo) se

—2'sinf 4+ y'cos >0 (< 0)

naquele ramo.

Observagao 2.29 Consideremos o par ordenado (vetor tangente, vetor normal) ao longo
de um ramo da frente de onda plana, seque da defini¢ao que se o par define uma
orientagdo positiva (negativa) para o plano, entdo o ramo é positivo (negativo).

Seguindo a orientacao de uma frente de onda plana ao longo de seus ramos percebemos
que ao passarmos por um ponto de cispide o ramo que era positivo se torna negativo e
vice-versa. Além disso, o angulo normal (s), considerado sobre S*, gira no sentido horario
ou anti-horario quando passamos pelo ponto de cuspide.

Definicao 2.30 O sinal de um ponto de cispide é definido da sequinte forma:

sinal do ramo | dngulo normal | sinal da cuspide

- — + anti-hordrio +
- — + hordrio —
+ — — anti-hordrio —

+ — — hordrio +
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Observacao 2.31 Uma cispide de uma frente orientada e co-orientada é dita positiva
se o vetor normal co-orientado no ponto de cuspide pertence ao semi-plano limitado pela
reta tangente ao ponto de cuspide que contem o ramo saindo do ponto de cuspide. Caso
contrdrio, dizemos que a cuspide € negativa. Veja figura [2.8.

Definicao 2.32 Um ponto de cuspide de uma frente de onda plana orientada e co-
orientada € do tipo ascendente ou descendente se ao olharmos o segmento contendo tal
ponto da esquerda para a direita, a cispide aponta para cima ou para bairo. Aqui estamos
supondo o plano orientado pelo referencial (para a direita, para cima). Veja figura 28,

ascendente e negativa descendente e positiva

ascendente e positiva descendente e negativa

Figura 2.8: As cuspides e suas caracteristicas

Observacao 2.33 Notemos que, podemos ainda caracterizar um ponto de cuspide posi-
tivo de uma frente de onda plana orientada e co-orientada da sequinte maneira:

1) ou o ponto de cispide é do tipo ascendente e o ramo saindo do ponto é positivo;
2) ou o ponto de cuspide é do tipo descendente e o ramo saindo do ponto é negativo;

Dizemos que um ponto de cuspide é negativo caso contrario.

Ocorréncia de cispides em uma frente de onda

Notemos que o numero de cispides de uma frente de onda plana, por esta estar co-
orientada, deve ser sempre par. De fato, podemos deixar isto claro fazendo o exemplo
para uma unica cuspide em uma frente de onda co-orientada.
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Figura 2.9: Frente de onda plana com apenas um ponto de cispide.

Escolhemos um ponto marcado na frente de onda plana e escolhemos como vetor co-
orientacao o vetor interno, note que ao passarmos pelo ponto de cuspide, a co-orientacao
é invertida e assim, ao voltarmos ao ponto inicial temos uma incompatibilidade de co-
orientacoes.

Este problema é facilmente resolvido desde que exista outra cuspide com o mesmo
sinal da anterior, que vai manter a co-orientagao inicial jA que a segunda cispide vai
inverter a co-orientacao novamente ou outra ciispide com sinal contrario que permitiré o
cancelamento das duas e assim a co-orientacao vai estar bem definida. Veja figura abaixo.

Figura 2.10: Frentes de ondas com dois pontos de cuspide.

Em busca da classificacao dos nés com respeito aos seus diferentes tipos, e tendo em
vista a relagao existente entre um noé legendreano e sua frente de onda plana (veja obser-
vacao 2:22)) queremos saber se dois nos legendreanos sdo nos isotopicamente legendreanos
se, e somente se, eles sao isotopicos como nds ordinarios nas projecoes frontais e possuem
os mesmos indices ¢ e indices de Maslov pu.

Pelo menos para nos triviais, como pode ser visto nos trabalhos de [E] e [F], sabemos
que o objetivo acima foi alcangado.

Dadas duas frentes de ondas planas queremos poder responder se estas frentes de ondas
sao as “mesmas”’ em termos de nos legendreanos.

Defini¢ao 2.34 Duas frentes de ondas o, 3 : S' — R? sao equivalentes como nds
legendreanos se, e somente se, existe uma aplica¢do continua
P o [0,1] x ST — R2
(t,s) — (L, s)
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Uy =YPlpgxsr + ST — R? .
’ s — P(s) =Y(t, s) ¢ dife-

rencidvel, U, € uma frente de onda plana e Yy = a e P = (.

tal que para todo t € [0,1] a aplicagao

Notacao: a ~ (3

Usaremos a palavra caminho como sendo a familia a 1-parametro de frentes de ondas
planas.

As figuras 2. 1T] e 2. 12| ilustram os tracos de duas frentes de ondas planas e um caminho
entre estas frentes de ondas, respectivamente.

Figura 2.11: Tragos de duas frentes de ondas planas equivalentes
o l
6

Figura 2.12: Caminho entre as frentes de onda o e (3

Existe um caminho ligando as frentes de ondas planas da figura 2137

<)

Figura 2.13: As duas frentes de ondas planas sao equivalentes?

A figura 2.14 mostra um caminho entre as frente a e .
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B

Figura 2.14: Uma tentativa de encontrar um caminho entre as frentes de ondas a e 3.

Notemos que a terceira imagem na figura 2.14] nao se trata de uma frente de onda
plana, pois como vimos na péagina 29, as cispides aparecem em frentes de ondas planas
co-orientadas aos pares. Dessa forma a figura 2.14] ndao representa um caminho valido
entre as frentes a e 3. Este fato nos leva a acreditar que « e § nao sao equivalentes. Isto
nos leva a seguinte pergunta:

Quando poderemos afirmar que nao existe um caminho ¥, entre duas frentes de ondas
quaisquer?

Os conceitos que nos auxiliarao a responder esta pergunta sao os indices ¢ e p de curvas
legendreanas que podem ser calculados também para frentes de ondas planas:

Teorema 2.35 Sejam v uma curva legendreana e vr sua frente de onda plana associada,
o indice da curva vy, denotado por i(7y), é o nimero de voltas do vetor normal 7 (t) que
co-orienta a frente de onda plana vp.

Teorema 2.36 Sejam v uma curva legendreana e yp sua frente de onda plana associ-
ada, denotamos por p* o mimero de cuspides positivas e por = o nimero de cispides
negativas de uma frente de onda plana. O indice de Maslov da curva v, denotado
por u(7y), € a diferenga entre o numero de cuspides positivas e negativas de g, isto €,

p(y) = pt(yr) — p (vp).

Observacao 2.37 O sinal do indice © nao depende da co-orientagao da frente de onda
plana e troca quando as orientacoes do plano ou da frente de onda sao trocadas. O indice
de Maslov i muda seu sinal quando a orientag¢ao ou a co-orientacao da frente € trocada
e € independente da orientagcao do plano.

O espaco das frentes de ondas planas com um dado indice 7 e um dado indice de
Maslov 1 serd denotado por €; ,.

Teorema 2.38 ([A4]) O espago das frentes de ondas planas com um dado indice e um
dado indice de Maslov forma uma componente conexa no espago de todas as frentes de
ondas planas.
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)

Figura 2.15: Frentes de ondas planas béasicas com indices ¢ e p dados.

Consequéncias do Teorema

1) As frentes de ondas a e (§ da figura 2. 13ndo sdo equivalentes como nos legendreanos.
De fato, embora pu(a) = p(8) = 0, o indice ¢ das frentes de ondas planas sao
diferentes, enquanto i(«) = 1, i(3) = 0. Isto significa que as duas frentes de ondas
planas estao em componentes conexas distintas e portanto nao existe um caminho
de frentes de ondas planas ligando as duas.

2) As frentes de ondas planas da figura 2-TT] sdo equivalentes como nos legendreanos,
mas nao precisamos mais do caminho mostrado na figura 2.12] para garantir isto.
Basta usar o teorema.

3) Podemos estabelecer classes de equivaléncia de frentes de ondas baseados nos indices
i e pu. Para cada classe ¢ atribuida um trago standard, que denotaremos por w; ,,
onde ¢ e u sao respectivamente o indice e o indice de Maslov.

Notagao: w;, denota a frente de onda de indice i e indice de Maslov p.

Curvas Planas Basicas

Definicao 2.39 Uma curva fechada plana ¢€é wma aplicagao diferencidvel
¢ : St — IR? de um circulo no plano cuja diferencial é injetiva, isto €, uma imersao do
circulo no plano.
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Definicao 2.40 Dada um curva plana fechada o, o indice de Whitney de o € o nimero
de rotacoes do vetor tangente quando um ponto percorre a curva no sentido positivo.

Teorema 2.41 ([Whi] Teorema de Whitney) O espago de imersoes do circulo no
plano com os mesmos indices formam uma componente conexa no espago de imersoes do
circulo no plano.

Definicao 2.42 Uma curva plana fechada o € chamada genérica se, e somente se, a
tem como singularidades pontos duplos transversais e nao possui pontos de auto-tangéncia,
nem pontos triplos.

Através do indice de Whitney podemos estratificar o conjunto das imersoes do circulo
no plano considerando as classes das curvas que tém o mesmo indice, a menos de sinal.
Cada classe é chamada representacao candnica da curva, denotada por K;, com i € IN.

Assim, uma representacao canoénica K; é o conjunto de todas as curvas planas fechadas
com indice de Whitney [, = =+i.

Arnold em [AT] estabeleceu representantes para cada representagao canoénica K; de-
nominando-as curvas basicas. Estas curvas formam o que chamamos de familia de
curvas basicas ilustrada na figura abaixo:

0 Dw-

Figura 2.16: Familia de curvas planas basicas de Arnold.

Observacgao 2.43 As curvas bdsicas de Arnold estao incluidas nas frentes de ondas
planas. Tais curvas que sao representadas por K; sempre possuem indice i igual ao indice
de Whitney e indice de Maslov i = 0. Logo, na figura estas curvas sao equivalentes
como nos legendreanos as curvas da primeira coluna.

Com estas consideragoes podemos dizer que duas curvas legendreanas sao legendre-
homotoépicas ou que dois nos legendreanos sao legendre-isotopicos conhecendo suas frentes
de ondas planas e calculando nestas os indices i e p, através do Teorema 217



Capitulo 3

Os Invariantes de Aicardi de Frentes de
Ondas Planas

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar os invariantes de frentes de ondas planas que
foram introduzido por F. Aicardi em [Ail], os conceitos, resultados e propriedades apre-
sentados aqui estao baseados neste texto. Para isto vamos introduzir a no¢ao de invariante
topologico e descrever como sao obtidos os invariantes tipo Vassiliev de frentes de ondas
planas que estao relacionados com diferentes estratos do conjunto discriminante formado
pelas frentes de ondas planas nao genéricas.

3.1 Invariantes Topolbgicos

Um dos problemas centrais da Topologia é determinar quando dois espagos topologicos
sdo equivalentes (homeomorfos), ou seja, existe um homeomorfismo entre eles. De modo
geral, nao é trivial determinar se dois espagos sao ou nao sao equivalentes, pois dados dois
espacos quaisquer nao é tarefa facil exibir o homeomorfismo entre eles ou provar que nao
existe um tal homeomorfismo.

Na busca de ferramentas auxiliares para determinar a equivaléncia de espacos topologi-
cos surgem os nvariantes topologicos que a cada espaco topoldgico associa um elemento
em um determinado conjunto e se dois espacos sao homeomorfos, entao os elementos
associados devem ser os mesmos.

Logo, um invariante topologico é uma aplicacao

T :7T — X
X — T(X),

onde 7 é o conjunto dos espacos topologicos e X é um conjunto tal que se X,Y € T
e X e Y sao homeomorfos, entdo Y(X) = T(Y). Um invariante topolédgico é dito um
invariante completo se sempre que Y(X) = T(Y) tivermos X e Y homeomorfos.

35
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3.2 Invariantes tipo Vassiliev

Os invariantes utilizados neste trabalho sao os invariantes tipo Vassiliev, desenvolvidos por
volta do ano de 1989 pelo proprio Vassiliev para estudar complementos de discriminantes
em espacos de aplicagoes. Estes invariantes proporcionaram uma nova perspectiva no
estudo de invariantes de nos em R3.

Posteriormente, por volta de 1995 V. Arnold utilizou esta teoria de Vassiliev para
introduzir invariantes ao conjunto das imersoes de S! em R?, ou seja, das curvas planas
fechadas. Baseando-se no estudo desenvolvido por Arnold para curvas planas F. Aicardi
determinou os invariantes tipo Vassiliev das frentes de ondas planas seguindo os seguintes
passos:

1°) Considerou o conjunto discriminante A(S', M) de C*>(S*, M).

2°) Classificou os estratos de codimensao 1, que neste caso sdo os subconjuntos do
discriminante que possuem apenas um dos seguintes eventos: auto-tangéncia, pontos
triplos, tangéncia com cdspide ou nascimento de cuspides.

3°) Muniu cada estrato de codimensao 1 com uma co-orientacao.

4°) Definiu o valor do salto elementar de uma funcao local correspondente, que é nao
nula somente no cruzamento deste estrato.

5°) Impos uma condi¢ao de co-orientabilidade em cada estrato de codimensao 2, ob-
servando que o incremento dos invariantes locais ao longo de um pequeno caminho
fechado em torno deste estrato deve ser nulo.

6°) Obteve um sistema de equagdes lineares, sistemna coerente, para os saltos definindo
os 1-cociclos.

7°) Resolveu o sistema coerente e escolheu um conjunto simples de geradores linearmente
independentes do espago solucao. As correspondentes combinacoes lineares de saltos
elementares definiem os 1-cociclos basicos.

8°) Verificou que as classes de cohomologia dos 1-cociclos basicos definidos no passo 7 se
anulam. Assim, o salto de cada 1-cociclo basico é portanto o salto de um invariante
béasico.

9°) Definiu os valores dos invariantes basicos nas curvas bésicas €2; ,, para cada i e cada
(L, tais que os invariantes sejam aditivos pela soma conexa de duas frentes.

Aicardi provou ainda que os invariantes obtidos no esquema acima sao inequivocamente
definidos pela condigao de aditividade (aditivos pela soma conexa).
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3.3 Equivaléncia de Frentes de Ondas Planas

Definicao 3.1 Uma frente de onda plana genérica é uma curva o : S — R? cujas
unicas singularidades sao os pontos duplos transversais e as cuspides semi-cubicas.

Observacgao 3.2 Dizer que uma frente de onda plana € genérica significa que ao se fazer
uma pequena pertubacao na frente de onda os fendmenos que ocorrem sobre elas nao se
alteram. Notamos que se uma curva tem pontos de auto-tangéncia, pontos triplos, tangén-
citas com cuspide ou nascimento de um rabo de andorinha qualquer pequena pertubacgao
0s desfaz, como tlustra a figura [311

A figura B.Il mostra duas frentes genéricas, as duas primeiras a esquerda. As demais
frentes de ondas da figura sao nao genéricas pois além de pontos duplos transversais e as
cuspides semi-cubicas a frente de onda « possui pontos triplos, a frente de onda 3 possui
auto-tangéncia e a frente de onda v possui tangéncia com cuspide.

S i’%ﬁ

Figura 3.1: Frentes de ondas genéricas e nao genéricas.

Observacao 3.3 Uma frente de onda plana o é classificada como genérica se satisfaz
as sequintes condigoes:

1) os dnicos pontos singulares que podem ocorrer sao 0s pontos duplos transversais e/ou
os de forma de cuspide, ou seja, nao existem auto-tangéncias ao longo do seu traco;

2) o0s ramos nao fazem pontos triplos;
3) o0s pontos de cuspide nao intersectam os ramos.

4) os pontos de cispide sao todos diferentes, ou seja, nao surgem rabos de andorinha
ao longo do seu trago.

Definicao 3.4 Um caminho ¢, : S* — R? ¢ um caminho genérico, se para cada t,
ou Yy € genérica ou contém no mdximo um dos sequintes eventos:

1. Auto-tangéncia;
2. Pontos triplos;

3. Tangéncia com cuspide;
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4. “Nascimento (morte)” de cispide.

~ ¥ HL

Figura 3.2: Eventos localmente nao genéricos.

A figura nao mostra as orientacoes e co-orientacoes das frentes de ondas planas
e nem mesmo a orientacao do plano de modo que os eventos acima mencionados ainda
podem ser subdivididos em eventos distintos, dependendo das orientacoes do plano e da
frente de onda e da co-orientacao da frente.

3.3.1 Classes de Frentes de Ondas e Classes de Simetria

Definicao 3.5 Uma classe de frente de onda ¢ uma classe de L-imersoes contendo
frentes genéricas a menos de difeomorfismos preservando as orientag¢oes do plano e do
circulo de sua pré-imagem.

Definicao 3.6 Seja G um grupo agindo no espaco das L-imersoes. Uma classe de frentes
de ondas planas [y] é chamada G-invariante se |G| = [7].

Seja €);, o espaco das imersoes do circulo orientado no conjunto dos elementos de
contato co-orientados do plano orientado com indices fixos i e p.

Vamos representar um elemento de §2; , como o grafico da aplicacao do circulo em M,
isto é, como uma curva morando no espaco S' x M com coordenadas

t(mod2m), x(t), y(t), ¢(t)(mod2r).

Definicao 3.7 Uma involucdo no plano é uma aplicacio T : R?> — R? que satisfaz
ToT =1d

Consideremos entao as seguintes involucoes agindo no espago das curvas legendreanas
e consequentemente no espaco das frentes de ondas planas:

a) a involucao a que inverte a orientagao do plano (z,y);
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b) a involugdo b que inverte a orientagao do circulo S* e consequentemente inverte a
orientacao da frente de onda;

¢) a involug@o ¢ que inverte a co-orientacdo dos elementos de contato e assim inverte
a co-orientacao da frente de onda.

As involucoes acima agindo nas classes de frentes podem ser representadas pelas
seguintes matrizes agindo nas imersoes:

a) involucao a:

o O O
o |
—_
SO = O O
o O O

b) involugao b:

o O O

o O = O
o = O O
_— o O O

¢) involugao e

o O O
o |
—_
=
—
_ o O O

Definicao 3.8 O grupo gerado por estas involugoes, chamado RO (do inglés Reversing
Orientations-invertendo orientagdes), € um grupo comutativo de ordem 8. Assim,

RO ={I,a,b,c,ab,ac,bc,abc}.

Dado um evento nao genérico ocorrendo em uma frente de onda plana, a acao de RO
sobre este evento o transforma em outros eventos. O nimero de eventos distintos gerados
por esta acao dependera do tipo de simetria do evento original. Vamos identificar e clas-
sificar estes eventos em duas classes: um evento estara na primeira classe se ele independe
das orientacoes e co-orientacao e chamaremos esta classe de classe independente. Aos
elementos desta classe damos o nome de eventos RO-independentes.

Por outro lado, um evento estara na segunda classe se a orientacao e a co-orientagao
sao levadas em conta, chamaremos esta classe de classe dependente e os elementos que
a compoem de eventos RO-dependentes.

Observacao 3.9 1) O subgrupo R ;) de RO indica o tipo de simetria de cada evento,
1sto €, € o subgrupo gerado pelas involucoes x e y em relagao as quais o evento €
mvariante.
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2) E facil ver que nao existe evento singular considerando as orientagoes e co-orientagoes
que seja invariante para todo o grupo RO.

Descrigao dos Estratos de Codimensao 1

Estrato K: Representa as auto-tangéncias entre os ramos de uma frente de onda
plana. Os simbolos de cima + e — significam respectivamente o paralelismo e o anti-
paralelismo no ponto de tangéncia dos vetores normais co-orientados dos dois ramos. Os
simbolos de baixo C' ou D significam que os vetores tangentes orientados no ponto de
tangéncia sao paralelos (concordantes) ou anti-paralelos (discordantes). O sinal + ou —
que acompanha as letras em baixo é o sinal de ambos os ramos tangentes, quando eles
coincidem. Chamaremos as auto-tangéncias que possuem o sinal + (—) na parte de cima
de auto-tangéncias arriscadas (seguras). Ja as auto-tangéncias com a letra C' (D) serdo
as auto-tangéncias diretas (inversas).

Para entender os outros simbolos presentes no evento K considere a area limitada
formada pelos dois ramos apos o evento de tangéncia. O simbolo de baixo ¢ (interno) ou
e (externo) significa que os vetores co-orientados em ambos os ramos estao dentro ou fora
dessa area. Quando a letra i (e) vem acompanhada de um sinal + ou — quer dizer que
o unico vetor normal dentro da area pertence ao ramo positivo (negativo) ou negativo
(positivo).

As involucoes a e b invertem os indices (+,—) do estrato K. A involucdo c inverte
0s mesmos sinais e troca 7 com e, deixando entao inalterados T e i~. Dessa forma os
caracteres C' e D e os sinais superiores sao RO-independentes.

m
KE ga b > R(ab)(bc)
Kcs Ke-
f) C CO
KD ﬁ Rebyo
Kp,i+ K™
Kc @Q Reaw
KC i b a’ KC e
a,b
K, @ @ Reab)
KD+e , KD+|

Figura 3.3: Eventos do tipo K RO-independentes, RO-dependentes e suas simetrias

Estrato T: Representa os pontos triplos entre os ramos de uma frente de onda plana.
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Considere os trés ramos que se encontram no ponto triplo como as diagonais de um
hexagono regular. Dizemos que o ponto triplo é do tipo B ou do tipo A se a uniao dos
trés ramos orientados tem ou nao tem a simetria de ordem trés do hexagono. Isto significa
que aplicando uma rotacao de 120° nestas diagonais, a disposi¢ao das setas nao se altera.
Deve ficar claro aqui que nao fixamos os nimeros que indicam a visita do ramo neste
momento.

O simbolo superior I designa que os sinais dos trés ramos coincidem, I'1 e 11 signifi-
cam que os sinais nao coincidem, e no caso em que o ponto triplo é do tipo A os sinais
podem se alternar (I11) ou nao (I1).

As setas para a direita ou para a esquerda indicam o seguinte: considere as trés
direcoes saindo do ponto triplo como trés pontos no circulo centrado no ponto triplo.
A ordem ciclica das trés visitas dos ramos correspondentes definem uma orientacao do
circulo. Usamos a seta para a direita se essa orientacao é positiva e a seta para a esquerda
se é negativa.

Os trés sinais sao os sinais dos trés ramos, comecando sempre com o ramo mais a
esquerda e dai seguindo o sentido horario para os outros ramos. Aqui consideramos o
plano sendo orientado pelo referencial (para a direita, para cima).

A involucao a inverte as setas, troca os sinais dos ramos e as ordens dos mesmos;
a involucao b inverte as setas e os sinais dos ramos; a involuc¢ao ¢ inverte somente os
sinais dos ramos. Os caracteres A e B, bem como a coincidéncia dos trés sinais e suas
alternancias (no caso A), sao RO-independentes.

| I ) I ) @ @ @
I
TA R(ab) TB INL 733 11 33 1 R(ab)
-—= _— +++ - -
RS N N v e KBS T T

—

2 2 2 2 2 P 5 )
1 33 11 33 1
11
= Jraresl T-++ T_.H. 1 - 33 L 11 __+3 3 1 1
| - Tae A— A— . T To T Ty
assimétricq
T 2 2 2 2
A
1 33 11 33 1

A— A
2 2 2
1 33 11 33 1
I
T, Reo
A
L/ VS NI PO

Figura 3.4: Eventos do tipo T RO-independentes, RO-dependentes e suas simetrias

Estrato Il: Representa o evento de tangéncia com cispide. O simbolo C' ou D
indicam que as orientacoes do ramo contendo o ponto de cuspide e do outro ramo sem
singularidades sao concordantes ou discordantes.
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A seta para cima ou para baixo indica que a cuspide é do tipo ascendente ou descen-
dente, o plano orientado pelo referencial (para direita e para cima).

O primeiro dos dois sinais ¢ o sinal do ramo deixando o ponto de cuspide, e o segundo
é o sinal do outro ramo sem singularidades que cruza a cuspide.

A involugao a inverte a seta e todos os sinais; a involugao b inverte a seta e o segundo
sinal; a involucao ¢ inverte somente os sinais. Somente os caracteres C' e D sao RO-

independentes.
;" @

HC-T : H ;;-T+ H cl assimétricol

11

HD-T+ D-T- H S- F- H;? assimétricol

Figura 3.5: Eventos do tipo II RO-independentes, RO-dependentes e suas simetrias

Estrato A: Representa o evento de “nascimento” de cuspide. A seta para cima ou
para baixo significa que as duas cuspides recém nascidas sao ambas do tipo ascendente
ou do tipo descendente. O sinal é aquele do ramo antes do nascimento das cuspides. As
involugoes a e b invertem a seta e o sinal; a involugao ¢ inverte somente o sinal.

[BERR

A A A A

Figura 3.6: Eventos do tipo A RO-independentes, RO-dependentes e suas simetrias

Conforme vimos na descri¢ao acima, cada tipo de evento nao genérico (auto-tangéncia

’ ’

ontos triplos, cruzamento por cuspide e “nascimento” de cuspide) engloba diversos tipos
’
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de eventos dependentes das orientacoes e co-orientacao. Assim, temos o seguinte resul-

tado.

Proposigao 3.10 1) O conjunto formado pelas L-imersoes com frentes nao genéricas

2)

3)

4)

com wuma auto-tangéncia, denotado por Ak, contem 10 eventos diferentes
(KéCJr,...,KB_,i) dependente das orientacoes, correspondendo a 4 eventos

RO-independentes (K, ..., Kp,), como mostra a tabela [F.3;

O conjunto formado pelas L-imersoes com frentes nao genéricas com um ponto
triplo, denotado por Ar, contem 24 eventos diferentes (T54%, .., Tz_") depen-
dentes das orientagoes, correspondendo a 5 eventos RO-independentes (T4, ..., TL),

mostrado na tabela [34);

O conjunto formado pelas L-imersoes com frentes nao genéricas com um cruzamento
por cuspide, denotado por Ay, contem 16 eventos diferentes (Ha—, ...,HBI) depen-
dentes das orientagoes, correspondendo a 2 eventos RO-independentes (Ilg, Ilp),
como mostra a tabela [3.3;

O conjunto formado pelas L-imersoes com frentes nao genéricas com nascimento
de cuspides, denotado por Ay, contem 4 eventos diferentes (AL, ...,Al_) dependente
das orientagoes, correspondendo a 1 evento RO-independente (A), como podemos
ver na tabela [F0.

A figura 3.7 mostra o mesmo caminho genérico da figura 2.121 mas agora indicando
cada evento obtido das tabelas acima.

o AI‘ K I;+,i K I;+,i l
056Dl - T

Figura 3.7: Exemplo de um caminho genérico.

Na figura acima os distintos eventos que ocorrem no caminho estao indicados com a
notacao usada na Proposicao [3.10]

Se duas frentes de ondas planas podem ser conectadas por um caminho entao existe
um caminho genérico ligando as duas frentes de ondas. Veja por exemplo a figura 3.8
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CAMINHO NAO GENERICO

)@@

CAMINHO GENERICO

QHEGD@

B—
Figura 3.8: Os dois caminhos conectam as mesmas frentes de ondas.

A figura acima representa dois caminhos conectando as mesmas frentes de ondas porém
o primeiro é nao genérico e o segundo é genérico.

Estes caminhos conectam o mesmo par de frentes de ondas planas. O primeiro caminho
¢ nao genérico por causa das segunda e da quarta frente de onda que aparecem, vamos
nos referir a elas como v, e ¥, respectivamente. Note que 1), contém os eventos de auto-
tangéncia e pontos triplos ao mesmo tempo (cada um obedecendo as suas orientagoes) e
1 contem cruzamento por cuspide e pontos triplos ao mesmo tempo. Podemos criar um
caminho genérico a partir de um caminho nao genérico fazendo uma “decomposi¢ao” de
Y, € 1. Note que em ambas as frentes o problema esta na multiplicidade de eventos nao
genéricos ocorrendo simultaneamente. No entanto, podemos resolver o problema da frente
de onda 1, passando primeiro pelo ponto triplo e quanto a frente 1, podemos passar pelos
cruzamentos por cuspides um de cada vez.

Segue que se permitimos que ocorram quaisquer eventos apresentados na
Proposicao B.10 ao longo de um caminho genérico ligando duas frentes de ondas planas,
teremos a equivaléncia como noés legendreanos apresentada no Capitulo 2.

Por outro lado, se nao permitimos nenhum dos eventos citados na Proposi¢ao em
um caminho genérico entre duas frentes de ondas, a nocao de equivaléncia resultante nao
¢ nada interessante, como se pode ver na figura

Figura 3.9: Caminho genérico.

Portanto, vamos ser mais seletivos ao restringir os eventos nao genéricos que serao
permitidos em tal caminho. Examinando as consequéncias de retirar algum evento nao
genérico do caminho genérico, chegaremos as novas equivaléncias que estamos procurando.
Podemos refinar ainda mais a equivaléncia entre as frentes de ondas planas se passamos
a considerar suas orientacoes e co-orientagoes.
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A seguir definiremos as equivaléncias que levam em conta as orientacoes e co-orientacoes
das frentes de ondas planas.

Definicao 3.11 (a) Duas frentes de ondas planas g,¢1 : S' — R? sao
JT-equivalentes se existe um caminho genérico 1, entre elas tal que, para todo
t, o caminho nao contem nenhuma frente de onda plana com auto-tangéncias ar-
riscadas entre seus ramos.

TP
S @D SEI9

Figura 3.10: Duas frentes de ondas planas JT-equivalentes.

(b) Duas frentes de ondas planas 1y, : S — R? sao J~ -equivalentes se existe um
caminho genérico 1, entre elas tal que, para todo t, o caminho nao contem nenhuma
frente de onda plana com auto-tangéncias sequras entre seus ramaos.

Oras
OO

Figura 3.11: Duas frentes de ondas planas J~-equivalentes.

(¢) Duas frentes de ondas planas 1,1 : S* — R? sao Sp-equivalentes se existe um
caminho genérico Y, entre elas tal que, para todo t, o caminho nao contem nenhuma
frente de onda plana com pontos triplos nem tangéncias com cuspides.

Figura 3.12: Duas frentes de ondas planas Sp-equivalentes.
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(d) Duas frentes de ondas planas 1y, ¢ : St — R? sdo h-equivalentes se existe um
caminho genérico Y, entre elas tal que, para todo t, o caminho nao contem nenhuma
frente de onda plana com auto-tangéncias de qualquer natureza e com cruzamento
por cuspides.

(e) Duas frentes de ondas planas 1o, : S* — R? sio \-equivalentes se existe um
caminho genérico Y, entre elas tal que, para todo t, o caminho nao contem nenhuma
frente de onda plana com “nascimento (morte)” de cispides.

o 1G5

Figura 3.13: Duas frentes de ondas planas A-equivalentes.

Observagao 3.12 (a) Dizer que duas frentes de ondas planas sio JT-equivalentes € o
mesmo que dizer que nao devem ocorrer os eventos KZ e K}, ao longo do caminho
conectando estas frentes de ondas.

(b) Dizer que duas frentes de ondas planas sao J~-equivalentes € o mesmo que dizer
que nao devem ocorrer os eventos K. e K, ao longo do caminho conectando estas
frentes de ondas.

(c) Dizer que duas frentes de ondas planas sao h-equivalentes é o mesmo que dizer
que nao devem ocorrer os eventos do tipo T (pontos triplos) e Il (tangéncia com
cispide) mostrados nas figuras e ao longo do caminho conectando estas
frentes de ondas.

(d) Dizer que duas frentes de ondas planas sao Sp-equivalentes é o mesmo que dizer
que nao devem ocorrer os eventos do tipo K (auto-tangéncia) e I1 mostrados nas
figuras e ao longo do caminho conectando estas frentes de ondas.

(e) Dizer que duas frentes de ondas sao A-equivalentes é o mesmo que dizer que nao
devem ocorrer os eventos do tipo A (nascimento de cispide) mostrados na figural3.6
ao longo do caminho conectando estas frentes de ondas.

Observacao 3.13 Note que as 5 equivaléncias acima apresentadas implicam na equiva-
léncia como nds legendreanos, ou seja, se duas frentes de ondas sao equivalentes relati-
vamente a alguma das equivaléncias definidas em [F11] entao elas sao equivalentes como
nos legendreanos.
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Exemplo: Suponhamos que « e § sdao duas curvas legendreanas A-equivalentes. Isto
quer dizer que existe um caminho entre as frentes de ondas de « e 3 que nao contem uma
curva legendreana o cuja frente de onda plana possua um nascimento de cuspide, mas
este mesmo caminho pode conter qualquer outro tipo de evento, como auto-tangéncias,
pontos triplos e cruzamentos por ctspides. Sendo assim, as curvas legendreanas « e (3 sao
equivalentes como noés legendreanos.

A partir de agora quando perguntamos se duas frentes de ondas sao equivalentes nao
estaremos mais interessados em saber se as frentes sao equivalentes como noés legendreanos
e sim se elas sdo equivalentes relativamente as equivaléncias definidas na defini¢ao B.111
Para tanto, devemos estar mais atentos aos eventos que ocorrem em caminhos ligando
duas frentes de ondas planas.

3.4 Os Invariantes RO-independentes

Nesta secao apresentaremos os invariantes de frentes de ondas planas que sao responsaveis
pela classificacao de frentes de ondas planas relativamente as equivaléncias definidas ao
final da secao anterior. Veremos que se duas frentes de ondas planas possuem os mesmos
valores para um dado invariante isto nao quer dizer necessariamente que as mesmas sao
equivalentes em relacao a este invariante especifico, mas se os valores do invariante nestas
duas frentes forem diferentes ja podemos garantir a nao equivaléncias das mesmas.

3.4.1 O discriminante

Consideremos o espaco formado pelas frentes de ondas planas das imersoes legendreanas.
Vimos na secao anterior que podemos classificar as frentes de ondas planas a partir de
algumas relagoes de equivaléncia. O espaco Qg u» das curvas legendreanas marcadas, € ho-
motopicamente equivalente a um circulo, a saber o circulo de todas as direcoes possiveis
da curva legendreana marcada no plano de contato no ponto escolhido. Sendo o discrimi-
nante e suas co-orientagoes (Gz-invariantes podemos construir os invariantes de frentes de

ondas planas considerando somente as projecoes frontais de L-imersoes marcadas.

Definicao 3.14 Uma frente de onda plana degenerada, de codimensao 1, é uma
frente de onda que possui apenas um dos 54 eventos exibidos na Proposicao 3. 10

O conjunto formado pelas frentes de ondas degeneradas formam uma hipersuperficie
discriminante de codimensao 1. Sendo assim, podemos definir o discriminante como segue.

Definigao 3.15 As frentes de ondas degeneradas formam um subconjunto de C*°(S1, M),
chamada hipersupericie discriminante de codimensao 1, denotada por A.

Vamos denotar também:
Ak = {f € C®(S', M); sua projecdo frontal possui auto-tangéncias}

Ar = {f € C™(S*, M); sua projecio frontal possui pontos triplos}
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A = {f € C>®(S', M); sua projecdo frontal possui tangéncias entre ramos e ciispides}
Ay = {f € C™(S*, M); sua projecio frontal possui “nascimento (morte)” de ctispides}.

segue dai que:
A=AgxUArUARgUAQ

Observacao 3.16 Dados um indice i e um indice de Maslov i temos que o discriminante
divide o espago €);, em componentes conexas. Cada componente do complementar do
discriminante consiste em frentes de ondas planas nao degeneradas do mesmo tipo.

Exemplo: A hipersuperficie discriminante para a equivaléncia II, que chamaremos sim-
plesmente de discriminante 11, € composto por todas as frentes de ondas planas contendo
tangéncias com cuspides. Se duas frentes de ondas planas 1,1 estao em uma mesma
componente conexa do complementar do discriminante II, podemos criar um caminho
genérico ¢, de uma para outra que nao contem nenhuma tangéncia com cuspide, isto é,
1, estd inteiramente contida nesta componente e nao contem nenhuma frente de onda
degenerada. Assim, 1y ~1 ¥1.

Podemos fazer a mesma analise para os outros invariantes. A figura B.14] ilustra o
discriminante para o espaco € .

/K

N

g
T /T [=ta=0

Figura 3.14: Ilustracao para o discriminante no espago €2 .

3.4.2 Co-orientacoes dos estratos de codimensao 1 do discrimi-
nante

Aicardi definiu 5 invariantes de frentes de ondas planas que sao independentes das orien-
tacoes do plano e da frente de onda plana bem como da co-orientacao da frente de onda



49 3.4. OS INVARIANTES RO-INDEPENDENTES

plana. Estes invariantes sao responsaveis por dizer quando duas frentes de ondas planas
nao sao J*-/ J=-/ Sp-/ h-/A-equivalentes.

No que segue apresentaremos invariantes independentes que estao relacionados com
as equivaléncias da definicao B.IIl Mais tarde daremos as defini¢oes axiométicas:

e JT é o invariante basico associado aos cruzamentos do discriminante K (auto-
tangéncias), mais especificamente aos eventos K/, e K}, (auto-tangéncias arriscadas).

e J~ ¢é o invariante basico associado aos cruzamentos do discriminante K, mais es-
pecificamente aos eventos K e K, (auto-tangéncias seguras).

Sp é o invariante basico associado aos cruzamentos dos discriminantes II (tangéncia
com cuspide) e T' (pontos triplos).

e K é o invariante bésico associado aos cruzamentos dos discriminantes K e II.

e )\ ¢ o invariante bésico associado aos cruzamentos do discriminante A (nascimento
de cuspide).

Os invariantes contam (com sinais) a quantidade de vezes que um caminho entre frentes
de ondas planas cruzam um determinado estrato do discriminante. Mas contar somente
o nimero de vezes nao parece o bastante. Consideremos entao a figura B.15]

— —>
Figura 3.15: Um caminho entre a frente de onda w; o para ela mesma.

A figura mostra um caminho da frente de onda w; o em si mesma no qual fazemos
“nascer” um rabo de andorinha (duas cuspides) e depois estas cuspides “morrem”. Como
comecamos e terminamos com a mesma frente de onda esperamos ter os mesmos valores
para os invariantes. Se simplesmente contamos o nimero de vezes que o caminho passou
pelo discriminante A, o valor do mesmo na curva a direita deve ser diferente do da curva
a esquerda. Precisamos calcular estes cruzamentos pelos discriminantes, de modo que o
segundo cruzamento cancele o primeiro.

Para resolver este problema, vamos associar a cada cruzamento transversal por um
ponto nao genérico um sinal. Este sinal é chamado co-orientagao do estrato. Observe-
mos que embora receba a mesma nomenclatura as co-orientagoes de frentes de onda e do
estrato sao coisas diferentes.

A co-orientacao do estrato existe para que possamos verificar se uma certa frente de
onda no caminho entre duas outras cruza o discriminante no sentido positivo ou negativo,
isto é, nos permite verificar se o evento em questao sofrerd um aumento ou uma diminuicao
no valor do seu salto.
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Vamos atribuir um sinal a cada estrato do discriminante de acordo com orientacao e
co-orientacao e vamos também estipular o valor deste salto.

Definicao 3.17 Um salto elementar, em um estrato local, é o indice de Vassiliev pré-
determinado para aquele estrato especifico.

Sinal do cruzamento do estrato de Auto-tangéncias

e O cruzamento transversal por uma auto-tangéncia direta (segura ou arriscada) é
positivo se o nimero de pontos duplos aumenta e negativo se o nimero de pontos
duplos diminui.

e O cruzamento transversal por uma auto-tangéncia inversa (segura ou arriscada) é
positivo se o nimero de pontos duplos diminui; negativo se o nimero de pontos
duplos aumenta.

Observacao 3.18 E importante ressaltar aqui que os eventos nao genéricos associados as
auto-tangéncias que sao dependentes das orientagoes também terao a mesma co-orienta¢ao
dada acima quando algum caminho cruzar o discriminante neste ponto.

Sinal do cruzamento do estrato de Pontos Triplos

e Este caso é um pouco mais complicado do que os anteriores e o método para deter-
minar o sinal para este discriminante se deve a Arnold [A2].

No passo abaixo faremos a descri¢ao de como é atribuido um sinal a um cruzamento
deste tipo:

— Quando ocorre o cruzamento por um ponto triplo temos o que chamamos de
triangulos desaparecendo. Exatamente antes deste cruzamento temos um trian-
gulo, que chamaremos de triangulo “morto” e exatamente ap6s o cruzamento
temos um outro triangulo, que serda chamado triangulo “recém-nascido”. A cada
um deste triangulos seréa atribuido um sinal. (Veja figura B.16]).

A-H

Figura 3.16: Cruzamento pelo estrato de pontos triplos.

— Para determinar o sinal destes triangulos devemos considerar a orientagao do
circulo da pré-imagem da frente de onda plana, ou seja, a propria orientagao
da frente de onda plana, como na figura abaixo:
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-5

Figura 3.17: Exemplo de frente de onda orientada passando por um ponto triplo.

A orientacao da frente de onda plana produz uma ordem ciclica nos lados do
triangulo desaparecendo, a saber a ordem em que a frente de onda passa por
esses lados. Isto define uma orientagao para o triangulo (veja figura B.I8]).

ok

Figura 3.18: Ordem ciclica dos lados dos triangulos desaparecendos.

Além disso, cada lado do triangulo possui uma orientacao dada pela orientagao
da propria frente de onda (veja figura [3.19).

&Y

Figura 3.19: Cada lado do triangulo desaparecendo tem sua propria orientacao.

A orientacao de cada um dos lados do triangulo pode coincidir ou nao com
a orientagao do triangulo. Para cada triangulo vamos considerar o nimero ¢
como sendo o numero de lados cuja orientag¢ao coincide com a orienta¢ao do
triangulo. Note que ¢ pode tomar os seguintes valores: 0, 1, 2 ou 3. Vamos
definir o sinal do triangulo desaparecendo como sendo (—1)9.
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1
2 3 3 2
1 i
triangulo morto triangulo que nasce
q=0 g=3
(-1)q =1 (-1? =1
positivo negativo

Figura 3.20: Triangulos que nascem e morrem e seus sinais.

— O sinal do cruzamento pelo ponto triplo é o sinal do triangulo recém-
nascido.

Observacao 3.19 1) O sinal do triagngulo morto é sempre oposto ao sinal do tridngulo
que nasce, dessa forma podemos definir o sinal do cruzamento como sendo o oposto
do sinal do triangulo morto.

2) O sinal do tridngulo que nasce na figura ¢ negativo, sendo assim o cruza-
mento descrito nas figuras [ 1H3.20 é um cruzamento negativo. Podemos concluir
a mesma coisa olhando para o sinal do triangulo morto, que € positivo.

Sinal do cruzamento do estrato de tangéncia com ctispide

e O cruzamento transversal pelo estrato de tangéncia com cispide concordante (I1:)
é: positivo se o numero de pontos duplos aumenta; negativo se o nimero de pontos
duplos diminui.

e O cruzamento transversal pelo estrato de cruzamento por cuspide discordante
(Ilp) é: positivo se o nimero de pontos duplos diminui; negativo se o niimero de
pontos duplos aumenta.

Sinal do cruzamento pelo estrato de nascimento de cispides

e O cruzamento é positivo se o nimero de ctispides aumenta apds o cruzamento pelo
estrato e é negativo se o nimero de cuspides diminui.

A tabela abaixo resume o que estbelecemos até aqui a respeito da co-orientacao de cada
estrato. Vamos também apresentar o valor para cada salto elementar pelo cruzamento
especifico denotado por Af.
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K | o ke
K3 .>J< i_ X | Adi=-dn
K % | <X | adimd
Ko >< i_ >X | Ad=-dn
II. /—\: :7% Am.=4n
II, /—\b :_ —A | Am=dn
4 /M 4: X AX=24n
1| X S aso

Figura 3.21: As co-orientagoes locais do estrato de codimensao 1

Observacao 3.20 1) As co-orientagoes representadas na tabelal3 21 sao independentes
da orientacao do plano, da orientacao da frente e da co-orientacao da frente de onda.

2) Os saltos elementares para os estratos K, St e A sao sempre escolhidos em termos
da variacao An de nimero de pontos duplos.

3) O salto elementar para o estrato T seque a regra dos triangulos que “nascem” e
“morrem” adotada por Arnold, embora aqui ele tenha valor diferente do atribuido
por Arnold.

4) Estes valores sao atribuidos aos estratos dessa forma pois assim os invariantes que
sao combinacoes destes estratos serao aditivos sob a soma coneza.

5) Nas figuras a co-orientagao local de um estrato € indicada pelos vetores normais ao
estrato apontando na direcao positiva.
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3.4.3 Os 5 invariantes basicos RO-independentes

Agora mostraremos como sao definidos os 5 invariantes locais basicos RO-independentes e
mostraremos no ultimo teorema desta secao que eles realmente existem e que sao tnicos a
menos da escolha da constante no salto elementar dos estratos de codimensao 1 definidos
acima.

Lembrando que até agora, seguindo os passos de Vassiliev para a determinacao de
invariantes fizemos a classificacao dos estratos de codimensao 1 do discriminante. Vamos
impor uma condicao sobre os estratos de codimensao 2 com a finalidade de encontrar os
invariantes.

Os estratos de codimensao 2 podem ser vistos como:

(a) dois eventos ocorrendo simultaneamente em pontos distintos da frente de onda plana;

(b) dois eventos ocorrendo simultaneamente em um mesmo ponto da frente de onda
plana.

Notagao: Dado £ um evento RO-independente em uma frente de onda plana, denotare-
mos por V& o coeficiente do salto elementar associado a €.

Consideremos o conjunto V de 12 ntmeros
(VJE, VIS5, VI, VI, Ve, Vrp, VSth, VSt VSt VSt VSt , V).
V é o vetor dos coeficientes do salto RO-independente
C=VJIATL + ...+ VIA),

onde A representa o valor do salto (com seu respectivo sinal) e V¢ representa o nimero
de vezes que o caminho ligando duas frentes de ondas planas atravessou o estrato .

Definicao 3.21 Dizemos que o salto ¢ define um 1-cociclo se, e somente se, o vetor V
verifica um sistema de equagoes lineares

MYV =0 (3.1)
chamado o sistema de coeréncia.

Observacao 3.22 Impor a condi¢cao sobre o0s estratos de codimensao 2 é simplesmente
pedir que o conjunto de nimeros V satisfaca o sistema de coeréncia.

Lema 3.23 O operador linear M é definido pela sequinte matriz
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1 -1ro 0 -11.0 0 O O 0 O
o 01 -1-11 0 0 0 0 0 O
o 0o o0 o0 oo0©o0 1 -1 0 00
o 0o o0 o0 oo01 0o 0 -1 0 O
o 0o o0 o0 oo0o0 1 0 0 -120
M=]10 000 O0OOO O 1 0 =10
o 0o o0 o0 oo01 0o 0 0 =10
o 0o o0 o0 oo0o0 0o 1 -1 0 0
o 0o o0 o0 oo01 -1 0 0 0 O
o 0o 60 o0 1 1-1 0 0 0 0 O
o 0o 60 o0 1 10 -1 0 0 0 O

Demonstragao: Sabemos que os estratos de codimensao 2 do tipo (a) nao influenciam
na obtencdo das linhas da matriz M, passamos assim a andlise de cada caso do tipo (b)
com os estratos de codimensao 1 que possuimos.

Os eventos de codimensao 2 que nos interessam sao os 8 seguintes:

KK : ponto de auto-tangéncia ctibica da frente de onda plana;
TT : ponto quadruplo;
ITII : superposicao de dois pontos de cuispides;

AA : ponto singular de ordem 5/4;

KII : ponto de auto-tangéncia coincidindo com um ponto de cuspide;
KT : ponto de auto-tangéncia coincidindo com um ponto triplo;

TII : superposicao de um ponto duplo e um ponto de cuspide;

ITA : ponto duplo coincidindo com um ponto singular de ordem 4/3.

Estes eventos de codimensao 2 foram obtidos fazendo as possiveis combinagoes com
os eventos de codimensao 1 que possuiamos.

Notemos que os estratos de codimensao 2 que nos interessa nada mais sao que reunioes
de estratos de codimensao 1 e portanto em torno deste estrato de codimensao 2 surgem
alguns eventos de codimensao 1.

Dado um caminho fechado, em torno do estrato de codimensao 2, passaremos por
estratos de codimensdo 1. Exigimos que a frente de onda inicial e final (que sdo as
mesmas) nao sofram qualquer altera¢ao nos valores dos seus invariantes, ja que o caminho
contem eventos de codimensao 1. Ao passarmos por este caminho, vamos obter uma
equacao envolvendo os saltos elementares dos estratos de codimensao 1. Os coeficientes
destes saltos elementares é que fornecerao as linhas da matriz M. Devemos analisar cada
caso separadamente.

Mostremos, primeiramente, que os estratos KK, TT, IIII e AA sao automaticamente
satisfeitos e nao influenciam em nada na obtengao da matriz M.

Estrato KK. Existem 4 tipos de estrato K K porque os dois ramos do estrato K
que se encontram devem ser do mesmo tipo (ambos do tipo K7, K}, K; ou Kp). De
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fato, escolhido a orientagao e a co-orientacao da frente de onda plana as situacoes em dois
pontos genéricos a e b sao as mesmas (veja figura B.22). Dessa forma, as co-orientagoes
do estrato também coincidem em K K e assim a condi¢ao de coeréncia no estrato KK é
automaticamente satisfeita, uma vez que a equacao obtida ao contornarmos o estrato de
codimensao 2 dando uma volta completa obteremos a equagao:

VJZ.j — VJZ.j =0, ondei € {C,D}eje{—,+}.

K
a
KK
b
K
K K¢ K5 Ko KcKe Ko Kp

a a a a
b b b b

Figura 3.22: Coeréncia local no estrato KK

Estrato TT. Nao é necessario analisar todos os casos possiveis: a seguinte obser-
vacao € suficiente para concluir que para este estrato a condicao de co-orientabilidade
¢ automaticamente satisfeita. Considere dois pontos genéricos (a) e (b) pertencendo ao
estrato 1" simetricamente com respeito do estrato 77" (veja figura B.23). O que acontece
no ponto triplo nos casos (a) e (b) é completamente independente da posi¢ao do quarto
segmento, dai que as co-orientagoes de T em (a) e em (b) coincidem, isto é, os triangulos
desaparecendo na parte de baixo do eixo representando o estrato 7' nos pontos (a) e (b)
tem ambos sinais positivos ou negativos. Isto vale para qualquer estrato 1" e dai que o
estrato T'T" satisfaz a condicao de coeréncia.
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Figura 3.23: Coeréncia local no estrato 7T

Estrato IIII. Os distintos casos de estratos de cruzamentos por cuspides se devem
as orientacoes do ramo sem singularidades e do ramo saindo do ponto de cuspide, isto
é, deve-se olhar se eles sao concordantes ou discordantes, Il ou IIp. Logo existem 2
casos distintos (veja figura B.24) para o cruzamento de duas cuspides dados pelas duas
possibilidades: (a) ambas as ctspides sao do mesmo tipo (ascendente ou descendente) e
(b) as cuspides sao de tipos diferentes. Ambos os casos fornecem a mesma equagao trivial

Vrc —Vap+Vap — Vre = 0.

Portanto, a condicao de co-orientabilidade é automaticamente satisfeita.

Figura 3.24: Coeréncia local no estrato IIII

Estrato AA. A figura mostra que os dois estratos A se encontrando no estrato
AA estao coerentemente co-orientados. Os dois estratos Il sao sempre do tipo Ilg, e
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também estao coerentemente co-orientados. Novamente a equagao de co-orientabilidade,
V)\+V7T0—V7TC—V>\:0

é trivialmente satisfeita.

Figura 3.25: Coeréncia local no estrato AA

Agora parece claro como devemos analisar os eventos de codimensao 2, fagcamos para
0s remanescentes.

Estrato KII. Aqui ocorre o encontro de dois estratos locais do tipo K e dois estratos
locais do tipo II. Os K-estratos sao ou ambos do tipo K™ ou ambos do tipo K~. No
entanto um deles ¢ do tipo C' e o outro é do tipo D. Na verdade (ver figura 3.26) o
segmento cruzando o ponto de cuspide e sucessivamente tangente a um dos seus ramos
inverte suas orientagoes se locomovendo da esquerda para a direita nas figuras (sendo
vertical no centro, no estrato K1I).

Portanto, as se¢oes formadas pelos estratos K e Il no ponto KTI com angulos agudos
- o lado K e o lado II - sao ambos do tipo C' ou ambos do tipo D. Ja que o ntmero de
pontos duplos é maior nestas secoes, os vetores do estrato de tipo C' apontam em direcao
ao interior dessas secoes enquanto aquele do tipo D apontam em direcao ao exterior das
mesmas. Os dois casos quando o estrato K sdo do tipo KT (a) e do tipo K~ (b) sao
responsaveis pelas linhas (1) e (2) da matriz M, ja que as equagdes obtidas nestes casos
sao as seguintes:

a) Vng_ —Vﬂ'o —VJB—FVTFD = 0;
b) VJ — Ve —VJ, + Vrp = 0.



29 3.4. OS INVARIANTES RO-INDEPENDENTES

Kp

(b)

Figura 3.26: Coeréncia local no estrato K1I

Estrato KT. Os dois estratos locais do tipo K sao do mesmo tipo e suas co-
orientagoes sao claramente coerentes (o tipo de auto-tangéncia nao depende da posigao do
terceiro segmento). Portanto as equagoes resultantes envolvem somente os dois estratos
T. As co-orientacoes dos dois estratos do tipo T sao compativeis e podem ser arbitréarias
ja que a ordem ciclica das visitas do ponto triplo nao é fixada. Os casos distintos sao
dados somente pelos diferentes tipos do estrato 7. Tais casos sao mostrados na figura
Em (a) e (b) os tipos sdo os mesmos, dai que a compatibilidade ¢ automaticamente

satisfeita. Nos outros casos (c), (d), (e), e (f) obtemos as linhas (3), (4), (5) e (6) da
matriz M, através das seguintes equagoes:

a) VSt — VSt =0;
b) VSt — VSt = 0;
¢) VSt — VST = 0;
d) VSt — VSth = 0;
e) VSt — VSt = 0;
)

f) VSt — VSt =o.
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Figura 3.27: Coeréncia local no estrato KT’

Estrato TII. As duas retas do tipo II na figura podem ser do tipo Ilg e IIp e
independentes uma da outra. Seus tipos, bem como suas orientacoes coincidem nos dois
ramos opostos. Na verdade em dois pontos opostos (por exemplo nos pontos (a) e (b) na
figura B.28)) os tipos de cruzamentos por cispides sdo os mesmos. Portanto estes estratos
nos dao novamente equacoes somente para os saltos do tipo ASt.

Os dois ramos do estrato T estao coerentemente co-orientados, como mostra a figura
Nos quatro pequenos tridngulos desaparecendo nos dois pontos triplos em (¢) e (d)
da figura B.28 as ordens ciclicas das visitas dos lados sdo as mesmas. As orienta¢oes dos
dois lados sao as mesmas. A orientacao do terceiro lado, sendo um ramo da cuspide, é
oposto em (c) e (d) (figura B.29). Portanto a esquerda e a direita do estrato 7' perto de
(c) e de (d) os triangulos desaparecendo tem sinais opostos. Similarmente os triangulos
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desaparecendo a direita do estrato T' em (c) e em (d) tem sinais opostos. Dessa forma as
co-orientagoes em (c) e (d) sao simétricas, isto é, elas sao compativeis no estrato T'II.
Os distintos casos para o estrato TTI sao mostrados na figuraB.300 Nos casos (a) e (b)
os estratos RO-independentes sao os mesmos. Os casos (¢), (d), (e) e (f) nos fornecem as
linhas (5), (7), (8) e (9) de M. As distintas equagdes para este caso sao mostradas abaixo:

a) VStiT — v St = 0;
b) VSt — VSt = 0;
¢) VSt — VSt = 0;

)
)
)
d) VSt — VSt = 0;
e) VSt — VSt =0;
)

f) VSt — VSt = 0.

Figura 3.28: Coeréncia local do estrato Il no estrato 711

BB @K

Figura 3.29: Co-orientacao do estrato 1" perto do estrato TTI
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o
(@) (b)
o o
(c) (d)
oo o

(e) (f)

Figura 3.30: Coeréncia local no estrato 711

Estrato ITA. A co-orientacao do estrato A nao se altera no estrato IIA. Os dois
estratos do tipo II sao sempre um do tipo II¢ e um do tipo IIp. Eles sao co-orientados
em dire¢oes opostas (ja que o niimero de pontos duplos acima do estrato IT na figura B.31]
¢ maior que abaixo dele).

O estrato de pontos triplos, neste caso, nao pode ser do tipo T e T4!, pois duas das
visitas no ponto triplo sao obtidas de um mesmo ramo. A ordem ciclica das visitas do
ponto triplo é fixado pela orientacao da frente de onda plana. Portanto a co-orientagao do
estrato T é sempre como mostrado na figura B.31] isto é, compativel com as orientagoes
de Il e IIp. Os quatro casos distintos sao mostrados na figura B31] onde (a) e (b) sao
responsaveis pelas linhas (10) e (11) de M, como mostram as equagoes:

a) Vrg — VSt + Vrp = 0;
b) Ve — VSt + Vrp = 0
¢) Vre — VSt +Vrp =0;
d) Vre — VSt + Vrp =0.
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Figura 3.31: Coeréncia local no estrato IIA

—

Assim o lema esta provado. O

Proposicao 3.24 O espago de solugoes do sistema de coeréncia tem dimensao 5. Além
disso, as 5 R-solucoes podem ser escolhidas, por exemplo, como 0s cinco sequintes vetores:
AT =AJL + AT

AJ-=AJ; +AJ,

ASp = Anc + Anp + 2A(Sth + Stil + StiT + StL + Sti])

Ah = A(JE + Iz +7e) — AT, + Jp + 7p)

AN

Demonstracao: A prova desta proposicao consiste em resolver o sistema homogéneo
que possui como matriz dos coeficientes a matriz M. Esta solucao pode ser facilmente
encontrada com o auxilio de softwares matematicos, como o MAPLE.

O espaco solucao do sistema tem dimensao 5. Escolhemos esta solucao especifica pois
restrita ao caso de frentes de ondas planas sem cuspides os estratos J*, J~ e Sp sdo na
verdade os estratos J*, J~ e St para curvas planas introduzidos por Arnold.

Vamos fazer a verificagao analisando os invariantes correspondentes.

(i) J* restrito a frentes de onda sem cuspide é o estrato J* para curvas
planas definido por Arnold.
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De fato, para frentes de ondas planas sem cuspides uma auto-tangéncia direta é sem-
pre arriscada. Na figura estao dois ramos de uma frente de onda sem cuspide
representando uma auto-tangéncia direta e segura. Perceba que ao tentarmos ligar
estes dois ramos por uma frente de onda sem cuspides a co-orientagao fica incom-
pativel. E esta co-orientacao sé sera compativel com a presenca de uma cuspide, o
(ue nao ocorre.

///—-—-\\
/ \ N
\_‘/ ! \
- | |
\
\ |
/-‘\ \ /‘\\ l

Figura 3.32: Os ramos nao sao conectados por uma frente de onda sem cuspide.

(ii) J~ restrito a frentes de onda sem cuspide é o estrato J~ para curvas

planas definido por Arnold.

Para frentes de ondas planas sem cuspides uma auto-tangéncia inversa é sempre
segura. Na figura .33 estao dois ramos de uma frente de onda sem cuspide repre-
sentando uma auto-tangéncia inversa e arriscada. Quando tentamos ligar estes dois
ramos por uma frente de onda plana sem cuspide a co-orientacao fica incompativel.
Esta co-orientacao serd compativel com a presenca de um ramo com cuspide ligando

estes ramos, o que nao acontece.
-~
\
-~ \
/ I
— ' /
| /
\ Pt
N -

Figura 3.33: Os ramos nao sao conectados por uma frente de onda sem cuspide.

(iii) Sp restrito a frentes de onda sem ciuspide é o estrato St para curvas planas

definido por Arnold.

Ora, frentes de ondas planas que nao possuem cuspides nao possuem cruzamento
por cuspide e dessa forma todos os estratos do tipo Il desaparecem do estrato Sp
restando somente os cruzamentos por pontos triplos.



65 3.4. OS INVARIANTES RO-INDEPENDENTES

(iv) h restrito a frentes de onda sem cuspide é o nimero de pontos duplos.

Novamente os estratos do tipo II sao descartados e o estrato h fica
Ah=A(JE +J5) — AL + Jp).

Mas, como vimos acima também nao existem cruzamentos por auto-tangéncias dire-
tas e seguras, nem por auto-tangéncias inversas e arriscadas. Sendo assim, o estrato

h se restringe a
Ah=AJ} — AJ,

que é o numero de pontos duplos para frentes de ondas sem cuspides.

(v) A restrito a frentes de ondas planas sem cuspide é zero.

De fato, se estamos considerando curvas planas sem ciispide e também nao vamos
admitir nascimento de cuspides teremos que A\ = 0.

Definicao 3.25 Os estratos bdsicos co-orientados RO-independentes:

Kt =K} + K},

K- =Kg+K;,

Sp=Tc+1p+2(Th + T + T+ TL + T
H=K};+K;+1c—K}—K,—1Ip

A

sao as hipersuperficies co-orientadas, definidas pelos geradores das solugoes do sistema de
coeréncia como combinagoes lineares dos estratos locais RO-independentes.

Observagao 3.26 Toda solu¢ao do sistema [3.1] define um salto de um 1-cociclo. FEste
salto pode ser escrito em termos dos saltos dados pelos geradores definidos na Proposi¢ao
[3.24. Todo gerador representa um 1-cociclo (chamado cociclo bdsico), cujo valor em
uma curva fechada genérica € a soma dos correspondentes saltos ao longo desta curva.

Vamos verificar agora que estes 1-cociclos sao triviais.

Observacao 3.27 No Lema que seque vamos usar frentes de ondas planas marcadas que
sao projecoes frontais de curvas legendreanas marcadas.

Definicao 3.28 Os eventos de auto-tangéncia direta, auto-tangéncia inversa, pontos tri-
plos, tangéncia com cispides e nascimento de cuspides experimentados por uma frente de
onda plana quando a mesma cruza um caminho genérico sao chamados de perestroikas.

O nome perestroika foi dado primeiramente por Arnold quando este estudava as curvas
planas fechadas.

Lema 3.29 Os 1-cociclos bdsicos RO-independentes, cujos saltos sao definidos na
Proposicao sao cohomologos a zero no espago §2; ,.
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Demonstragao: Devemos provar que o valor de qualquer dos 5 cociclos basicos em um
caminho fechado genérico no espaco das L-imersoes marcadas se anula. Na verdade toda
componente conexa €; , ¢ homotopicamente equivalente a um circulo, dai devemos fazer
tal verificacao para caminhos nao contracteis.

Esta prova é apenas uma generalizagao para os 5 1-cociclos basicos da prova de Arnold
do mesmo lema provado em [A5] para o estrato K.

Devemos distinguir dois casos:

Caso 1. O indice de Maslov é diferente de zero.

Neste caso, dada uma frente de onda genérica em qu (1 # 0), considere a familia de
frentes de ondas marcadas obtidas desta marcando sucessivamente todos os seus pontos
na ordem dada pela sua orientacao. Isto significa que devemos simplesmente mover a
frente de onda no plano tal que o ponto marcado e o vetor normal co-orientado a este
ponto permanecem fixados (veja figura B.34]).

CTETOTTD
oreinle

Figura 3.34: Um caminho nao contratil em 2, -

Quando a volta da frente de onda estd completa, isto é, quando a frente de onda estéa
novamente na posicao inicial, o vetor tangente as frentes de ondas no ponto marcado
fez um nimero k = p/2 de voltas completas no plano de contato, dai que esta familia
de L-imersoes marcadas ¢ um caminho nao contractil em qu. Este caminho nao inter-
secta qualquer estrato do discriminante. Portanto os valores neste caminho dos 1-cociclos
basicos RO-independentes sao trivialmente nulos.

Caso 2. O indice de Maslov ¢ igual a zero.

Neste caso, caminhos genéricos nao contracteis em ng nao sao tao triviais. Verificamos
que a soma dos saltos dos geradores definidos pela Proposicao B.24] em termos dos saltos
elementares ao longo de um caminho genérico nao contractil no espago €); o para cada
valor 7 do indice é nula.

Um caminho genérico ndo contractil em Q5 € mostrado na figura
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Figura 3.35: Um caminho nao contractil em €2, o

Todos os cruzamentos genéricos do discriminante ao longo deste caminho estao enu-
merados (1-14), e os correspondentes saltos elementares com seus respectivos valores estao
indicados na seguinte tabela:

1 2 3 1 5 6 7
Alp==2|MA==—2]Amp==2[AJ;=2 | Arp==2 [ AJ =2 Ax=-2
8 9 10 11 12 13 14

AX=2 [Amg=2[AJf=—2]Arc=2] AJg=2 | Ax=2 [AJ =2

A nao contractilidade é visivel na ultima parte do caminho, onde nao ocorrem cruza-
mentos do discriminante mas os pontos marcados experimentam as mesmas perestroikas
como no caso p # 0. Denotemos por (x) o valor do salto elementar no cruzamento enu-
merado por x. Os incrementos ¢ dos geradores ao longo do caminho sdao dados pelas
seguintes formulas:

§(JT)=(6)+(10) =0

d(J )= +4)+(12)+(14) =0

5(Sp)=3)+(5)+(9)+(11)=0

6(h) =—(1)=(3) = (4) = (5) = (6) + (9) + (10) + (11) + (12) — (14) =0
A =2)+(7T)+(8)+(13)=0

Em um caso mais geral, como no espaco §2,,_1, considere o caminho mostrado na

figura [3.36
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LI

Figura 3.36: Um caminho nao contractil em ,_; o.

De (a) para (b) as perestroikas sao similares as perestroikas 1-14 mostradas na figura
A tnica diferenca consiste na presenca dos n lacos perto do ponto marcado, que
permanecem fixos e nao estao envolvidos nessas perestroikas. Vamos de (b) para (c),
transportando os n lagos além dos dois pontos de cispide. A figura 3.37] mostra que na
operacao de passar um laco por um par de cispides de mesmo sinal, o indice de intersecao
com o discriminante nao sofre nenhuma alteragao.

Figura 3.37: A passagem de um lago por um par de cuspides

Os cruzamentos dos discriminantes estao numerados e os valores dos saltos elementares
indicados na tabela abaixo:

1 2 3 4
Arp=-2|Anmp =2 | Anc =2 | Anc = —2

Usando a mesma notacao de antes, calculamos somente os possiveis incrementos nao
nulos nos cruzamentos do estrato Sp e h respectivamente:

0(Sp) = () +(2)+B)+(4) =0
o(h) =—=(1) - (2)+ ) +(4) =0

Os outros estratos do discriminante ndo sdo cruzados no caminho de (b) para (c).

De (c) para (d) (veja novamente a figura 3.35]) a frente é levada no plano a posigao
original, dai nao existem outros cruzamentos do discriminante no caminho fechado nao
contractil.

O lema esta provado. n
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O lema anterior garante que as funcoes J*, J~, Sp, h e A definem, a menos de
constantes aditivas dependendo somente dos valores absolutos do indice e do indice de
Maslov, os invariantes basicos locais das frentes de ondas planas independentes das ori-
entacoes. Isto significa que suas variagoes ao longo de um caminho genérico conectando
duas L-imersoes nao depende do caminho, mas sim das L-imersoes inicial e final.

Exemplo: Desejamos descobrir o valor dos invariantes Jt,J~,Sp,h e A da frente de
onda « da figura B.38 a seguir.

Figura 3.38: Qual o valor dos invariantes em a7

Sabendo que a frente de onda « é obtida da frente de onda (3 por meio de algumas
perestroikas (como mostra a figura [3.39) e sabendo ainda que os valores dos invariantes
da frente de onda [ sao dados pela tabela abaixo,
JT|J | Sp| h|A
gl -4]-3|8|-1|4

B +
Ke T, Iy
- - 3 2
5lK;
o
il & L &
II, 11, Ko D

Figura 3.39: Perestroika de (3 para «.

através da equacao:
X(Final) — X (Inicial) = AX, onde X = J*,J~,Sp,he A
e dos valores das variagoes dos invariantes no caminho exibido, que sao:
AJT =2 AJ =0, ASp=—4, Ah=2 ¢ AN=0,

obtemos os valores dos invariantes da frente de onda o que estao dispostos na seguinte
tabela:

JT1J | Splh| A
al-21]-314 1|4
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Propriedades dos invariantes basicos RO-independentes

Definicao 3.30 Dizemos que duas frentes de ondas planas estao separadas em semi-
planos disjuntos se podemos tracar uma reta no plano e cada uma destas frentes de

ondas estd inteiramente contida em um dos dois semi-planos abertos determinados por
esta reta.

Soma Conexa disjunta de Frentes de Ondas

Definicao 3.31 Dadas duas frentes de ondas planas orientadas e co-orientadas o e (3
com seus respectivos indices i e pu que podem ser iguais, a soma conexa disjunta de
a e 3 € uma nova frente de onda obtida ao se conectar as duas curvas originais através
de dois arcos paralelos (chamados pontes), da sequinte maneira: retiramos um intervalo
pequeno de cada frente de onda e unimos as curvas pela ponte de tal modo que a frente de
onda resultante estd conectada e terd orientagao e co-orientacao globais que concordam
com as orientagoes e co-orientacoes das frentes de ondas iniciais.

Notagao: a#(. Um exemplo pode ser visto na figura [3.40

o8- (g0

Figura 3.40: Exemplo de soma conexa de duas frentes de ondas planas.

Observamos que a soma conexa nao é uma operacao na classe de frentes de ondas
planas. Alguns pares de frentes de ondas planas nao podem ser somadas, como é o caso
de dois circulos com co-orientagoes opostas (veja figura B.4T]), neste caso nao existe uma
ponte capaz de conecti-los, nem pela orientacao e nem pela co-orientacao. Dessa forma,
onde a soma conexa esta definida, a classe resultante depende da escolha do local onde a
ponte sera conectada (veja figura B:42).

OO

Figura 3.41: Circulos com co-orientacoes opostas.
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2

Figura 3.42: Pontes em posi¢oes diferentes .

ek
£y

Definicao 3.32 Dizemos que um invariante local RO-independente X é aditivo sob a
soma conexa de frentes de ondas se, e somente se, satisfaz as sequintes condi¢coes:

i) X(0) = 0, onde 6 € a classe do circulo com todas as possiveis orientagoes e co-
orientacoes.

it) X(a#p) = X(a) + X(B) para toda escolha genérica de pontos nos tragos das duas
frentes a e 3 onde a colagem da ponte € feita (quando a orientagao e a co-orientagao
permitem esta colagem).

Teorema 3.33 Todos os invariantes RO-independentes de frentes de ondas planas sao
aditivos sob a soma conexa.

Demonstracao: Sabemos que todos os invariantes valem zero na classe do circulo com
qualquer orientagao e co-orienta¢do. Da parte i) da defini¢do de soma conexa temos que
wo,o tem todos os invariantes basicos iguais a zero, com excecao de J~ = —1le h = 1.

= GO -0X

Figura 3.43: Caminho entre 0 e w .

Como para chegar na frente de onda plana w; ¢ a partir da curva ¢ passamos por uma
auto-tangéncia inversa segura na direcao negativa os unicos invariantes que vao sofrer
por essa passagem sdo os invariantes J~ e h (veja definicdo dos respectivos estratos na
Proposic¢ao B.24).

Sabendo que

X (Final) — X (Inicial) = AX, (3.2)

onde X denota os invariantes J*, J~, Sp, h e A\, podemos calcular o valor dos invariantes
na frente de onda w; ¢ pois ela foi obtida da frente de onda ¢, cujos valores dos invariantes
ja sao conhecidos. Estes valores estao indicados na figura [3.44]
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Por outro lado, podemos obter a frente de onda w;y como a soma conexa de duas
frentes de ondas iguais do tipo wpo. Dessa forma, a partir da parte ii) da defini¢ao de
soma conexa temos que os invariantes basicos para a frente de onda wy o sao todos iguais

a zero, exceto J~ = —1 e h =1 (veja figura [3.44]).
i+1
8:8 8

f = W, = oo # W B W
Jt o 0 0 0

J o 2 1 (i +1)
Sp 0 0 0 0

h o 2 1 (i+1)
A0 0 0 0

Figura 3.44: Frentes de ondas bésicas w; .

Obtemos as frentes de ondas w; o como a soma conexa de (i + 1)-copias de wyp.

Quando aplicamos as involugoes a e b no circulo 0, seu indice i() = —1. Neste caso, a
frente de onda obtida dele por um caminho como o que foi feito na figura [3.43) é a frente
de onda w_; o, repetindo o procedimento feito para a frente de onda w; , chegamos que a
frente de onda w_; o é obtida como (—i + 1)-copias da frente de onda wyo dai segue que
0s invariantes neste caso sao:

J+(w_,~70) = 0, J_(w_ip) = —(—i+1), Sp(w_i,o) = 0, h(w_LQ) = —i+1, )\(w_i70) =0.

Ou seja, basta substituir ¢ por —i na tabela [3.44

Para definir os valores dos invariantes basicos nas curvas w;, vamos proceder da
seguinte maneira. Comecamos novamente com a frente de onda 6, transformando-a na
curva « e verificamos quais foram os estratos que foram cruzados e consequentemente
quais invariantes sofrerao alguma alteragao por estes cruzamentos (veja figura B.45).
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O-S-o-e-3-&»

2 !

A - a0~ & B
)

Figura 3.45: Caminho entre 6 e .

Os eventos estao enumerados e a tabela abaixo exibe qual evento ocorreu no respectivo
numero e o valor do salto pelo cruzamento através deste estrato.

1 2 3 4 5 6
Kp=-2|K,=-2|T{=2|K,=-2|A=4]|K,=4

Notemos que para os numeros 5 e 6 da tabela o valor do cruzamento pelo estrato esta
multiplicado por 2, isto se deve ao fato de ocorrerem dois eventos iguais.

Podemos afirmar que os valores de todos os invariantes, com excecao de J~, na frente
de onda 7 vao sofrer alguma modificacao em relacao aos valores na frente 6 bastando para
isso usar a equacao B.2l A figura mostra quais sao estes valores.

Por outro lado, a frente de onda v pode ser obtida como uma soma conexa de duas
frentes de ondas do tipo w ».

Ol M AN,

06 - Y =W, # 0, Wy u
J+ 0 -2 -1 -k
J o 0 0 0
Sp 0 4 2 2k
h O 2 1 K
30 4 2 2k

Figura 3.46: Os valores dos invariantes das curvas wy
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Novamente pela parte (ii) da definicao de soma conexa é possivel encontrar os valores
dos invariantes para a curva w;o e também para as frentes de ondas w; , obtidas como
soma conexa de k = /2 copias de wy 5. Os valores dos invariantes para as frentes de ondas
bésicas w; ,, sao finalmente obtidos como somas dos valores dos invariantes das frentes de
onda w;o e de wy ,, ja que w;, = w;oFwi .

Para concluir a demonstragao, devemos mostrar que a condi¢ao (ii) da defini¢ao de
soma conexa se verifica para as frentes de ondas basicas. Isto implica que a condigao (ii)
é valida para toda soma conexa de todas as frentes de onda a e (5.

Suponhamos que p e ¢ sao pontos nos tracos de a e de [3, respectivamente, onde ocorre
a colagem da ponte. Podemos escolher um ponto p arbitrario que fique sobre o trago de
a e longe dos pontos envolvidos nas perestroikas.

Sempre ¢ possivel transformar a frente de onda a em outra frente de onda com os
mesmos indices (em particular nas frentes de ondas bésicas), pois elas sdo equivalentes
como noés legendreanos.

Portanto, podemos transformar duas frentes de onda a e 5 em frentes de ondas bésicas
deixando p e ¢ nos seus tracos usando algumas perestroikas. Em seguida, efetuamos a
soma conexa das frentes de ondas basicas obtidas de « e 3 nestes pontos e dai obtemos uma
frente de onda que pode ser recuperada de a#( exatamente pelas mesmas perestroikas

(veja figura B.47]).

EFh S
(5mctd - 1

Figura 3.47: A soma conexa durante as perestroikas

Assim a validade da parte (ii) para frentes de ondas arbitrarias o e 3 depende da
validade de (ii) para frentes de ondas basicas.

Para transformar a soma conexa de duas frentes de ondas bésicas do tipo w;, e w;,
em uma frente de onda bésica, do tipo witjt1,4r, devemos passar por uma série de
perestroikas.

Vamos verificar que o incremento nos valores dos invariantes basicos, nessas pere-
stroikas, estao de acordo com as regras da soma conexa.

O conjunto de todas as perestroikas é formado pelas seguintes perestroikas elementares
e pelas perestroikas obtidas destas pela acao das involucoes do grupo RO:
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Perestroikas Elementares

Pll

Passagem de um la¢o por um ponto de cispide (dois casos veja figura B48)). Em
ambos os casos obtem-se a perestroika inversa por uma RO-involucao. Portanto, os
valores antes e depois da perestroika de um invariante RO-independente nao podem
ser diferentes.

AL I ID -5 A R QR R G -9,
QGG G

Figura 3.48: Perestroika elementar P;

As tabelas abaixo relacionam o evento que ocorreu durante a perestroika com o
seu valor pela passagem por este evento. Notemos que nenhum invariante sofre
qualquer alteragao pois os eventos ocorrem na direcao positiva e em seguida ocorrem
na direcao negativa dos seus estratos.

la 2a 3a 43,
IIo =2 K(J/C:—Q K(J/C:2 IIo = -2
1b 2b 3b 4b
Ko=-21llc=-2|1llc=2|Il,=2

: Passagem de um ponto duplo por um par de cuspides de mesmo sinal (veja figura

Esta perestroika possui dois cruzamentos opostos pelo estrato I1o (se o ramo sem a

cuspide aponta para baixo) ou por IIp (se o ramo sem a cispide aponta para cima),
dai os valores dos invariantes permanecem inalterados.

Rt/ e S A O

Figura 3.49: Perestroika elementar P,

: Passagem de um ponto duplo por um lago (figura B.50]).

Nesta perestroika, como podemos ver pela figura e pela tabela abaixo o valor dos
saltos elementares em cada evento, temos o seguinte incremento dos invariantes:
6(J7)] =25

0(J7) =2 16(Sp)| =4
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LIRS SN 2 3

Figura 3.50: Perestroika elementar P;

1 2 3
K,=—2|Ti=2 K} =2

P,: Eliminacao de dois pontos de cuspide de sinais opostos pela criacao de um laco
(figura B.51).

Os incrementos nao nulos sdo:

como podemos ver na figura e na tabela na sequéncia.

S s e

Figura 3.51: Perestroika elementar P

K,=-2|A=—2

P5: Aniquila¢ao de um par de lagos interno-externo (figura B.52]).

Analisando a figura e os valores na tabela, podemos ver que para esta perestroika
temos:

§(JT)=2; §(J7)=4; 6(Sp)=—4; 6(h)=-2; 6(\) =0.

e N

Figura 3.52: Perestroika elementar P

1 2 3 4
KL=2|Ty=-2|K,=2|Kp=2
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Feitas estas consideracoes, estamos prontos para utilizar estas perestroikas para efeti-
var qualquer soma conexa de frentes de ondas bésicas.

Observemos que existem 4 possibilidades para as posi¢oes dos pontos p nos tragos das
frentes de ondas basicas (veja na figura B.53):

1) entre um laco e uma cuspide;

2) em um laco;

3) entre dois pontos de cuspide;

(1)
(2)
(3)
(4) entre dois lagos.

2 2 2

Figura 3.53: Os pontos marcados indicam a posi¢ao da possivel colagem.

Notemos que nos casos (3) e (4) se deixamos o ponto p fixo, fazendo uso de perestroikas
do tipo Py, é possivel transportar todas as cuspides para um lado e todos os lagos para
o outro lado com respeito ao ponto p e assim voltamos ao caso (1). Como os invariantes
nao se alteram para a perestroika P; ndo precisamos nos preocupar com os casos (3) e (4)
para o ponto de colagem.

Sendo assim, a escolha dos pontos p e g pertencendo, respectivamente, as frentes
bésicas w; ,, e w;,, pode ser feita entre as seguintes possibilidades:

(i) Ambos os pontos estao na posigao (1) e a colagem sera do tipo (1)-(1);
(ii) Ambos os pontos estao na posi¢ao (2) e a colagem sera (2)-(2);

(iii) Um dos pontos esta na posi¢ao (1) e o outro na posi¢ao (2); e a colagem sera do
tipo (1)-(2).

Vamos agora analisar cada um dos casos separadamente.

Caso (1)-(1). Vamos supor os indices ¢ e j das duas frentes de onda nao negativos
(note que eles devem possuir os mesmos sinais para a colagem estar bem definida).
Apos a colagem, existem duas possibilidades (veja figura B.54).
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Figura 3.54: Soma conexa do tipo (1)-(1) de duas frentes de ondas béasicas

No caso (a) os indices de Maslov das duas frentes de ondas possuem o mesmo sinal, e
dai obtemos exatamente a curva bésica w;j1 4, Cujos invariantes sao exatamente
a soma dos invariantes das frentes de ondas coladas.

Ja no caso (b) os indices de Maslov tem sinais opostos. Sejam p = 2m > 0 e
v=—2k <0 (k,m > 0) os valores dos indices de Maslov e suponhamos sem perda
de generalidade que k£ < m. Dessa forma, proximo aos pontos de colagem p e ¢ apos a
mesma existem duas cuspides de sinais opostos. Fazendo uma perestroika elementar
Py, obtemos um lago, interno ou externo. Por meio de perestroikas elementares do
tipo P, podemos transportar este lago proximo aos outros lagos (se houver), isto
é, para longe do conjunto das ctispides. Novamente temos duas cispides de sinais
opostos. Fazendo uso da perestroika P, mais uma vez obtemos um laco, sendo
este de outro tipo relativamente ao primeiro laco que fizemos surgir (isto é, externo
ou interno). Repetiremos este processo 2k vezes obtendo k pares de lagos interno-
externo. Para obter a frente de onda bésica witj+1 2m—2r fazemos uso da perestroika
elementar P5 k vezes. Ao final deste processo de passar por 2k perestroikas Py e k
perestroikas P5 os incrementos dos valores dos invariantes sao:

§(JF) =2k; 6(J7) =0; §(Sp) = —4k; 5(h) = 2k; §(\) = —4k.

Para estas variagoes 0(X) (X = J*, J=, Sp, h, A) verificamos que:
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X(wigm) + X(wjor) + 6(X) = X(Wirjriom—2t)
J* -m —k 2k —(m — k)
J-  —(+1) —(+1) 0 —(i+75+2)
Sp 2m 2k —4k 2(m — k)
h i+l-m j4+1—k 2k i+j+2—(m—k)
A 2m 2k —4k 2m — 2k

Caso (2)-(2). Aqui os sinais dos indices ainda devem ser iguais para que seja
possivel a soma conexa (veja figura [3.55]). Este caso se reduz ao anterior por meio
de uma perestroika cujos incrementos sao:

Figura 3.55: Soma conexa do tipo (2)-(2) de duas frentes de ondas basicas

As curvas basicas obtidas tem indice igual a ¢ + j — 1. Calculando agora com as
novas variacoes chegamos na seguinte tabela:

Xwigm) + X(wjor) +  0(X) = X(Wirj12m2k)
J* —m —k 2k —(m — k)
J- —(i+1) —-(j+1) 2 —(i+7)
Sp 2m 2k —4k 2(m — k)
h i+1-—m j+1—k 2(k—1) i+j—(m—k)
A 2m 2k —4k 2m — 2k

Caso (1)-(2). Neste caso os sinais dos indices sdo opostos. Sejam os valores dos
indices das frentes de onda basica iguais a ¢ e —j, com —j sendo o indice da frente
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de onda do ponto de tipo (2). Além disso, vamos considerar i > j. Suponhamos
que o indice de Maslov das frentes de ondas sejam positivos (veja figura B.56]).

Figura 3.56: Soma conexa do tipo (1)-(2) de duas frentes basicas

Transportamos os j lagos e as 2k cuspides como mostra a figura B.56] fazendo exata-
mente j vezes a perestroika P3 e k vezes a perestroika 5. Obtemos uma frente de
onda com p+ v cuspides de mesmo sinal, 7+ 1 lagos externos e j lacos internos. Por
meio de perestroikas do tipo PP, reunimos as cispides de um lado e os lagos de outro.
Dai eliminamos os j lacos internos com j lagos externos por meio de j perestroikas
do tipo Ps. Como os indices de Maslov possuem o mesmo sinal, obtemos uma frente
de onda basica com indice ¢ — j + 1, que possui na verdade i — j + 2 pontos duplos.
As variagoes nos valores dos invariantes sao

8(J*) = 0; 6(J7) = 2j; 8(Sp) = 0; d(h) = —27; 6(A) = 0.

Estes incrementos coincidem com as diferencas entre os valores da soma dos inva-
riantes das frentes de ondas somadas e os valores dos invariantes da curva basica
Wi—j+1,u4v» COMO mostra a seguinte tabela:

X(wigm) + X(w_jor) + 0(X) = X(wijt12mi2k)
Jt -m —k 0 —(m+ k)
Jo —(i+1) —(j+1) 25 —(i—j+2)
Sp 2m 2k 0 2(m+k)
h i+l—m ir1—k _9j P— 42— (m+k)

A 2m 2k 0 2m + 2k
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O caso ¢ < j é similar. Se os indices de Maslov nao possuem os mesmos sinais, entao
voltamos a situacao do caso (1)-(1).
Assim, o teorema esta provado. 0

Podemos resumir o que foi visto no teorema anterior na seguinte tabela que exibe o
valor dos invariantes basicos para as frentes de ondas bésicas.

curvassasicas | JY [ JT |Sp | h| A
0] 0] 0|0]O0
0
— —
n=i+1" Wi
K
=
K| ol 2| «|2k
=2k Wy,
K
—
-k |-G+1)| 2K |i+1=k| 2k
n
n=i+1 .
w=2k "

Figura 3.57: Os valores dos invariantes bésicos nas frentes de ondas bésicas

Antes de enunciar o teorema principal desta secao precisamos de mais um lema.

Lema 3.34 Um invariante aditivo de frentes de ondas orientadas e co-orientadas em
um plano orientado € evidentemente definido por seus saltos elementares, desde que seja
inwvariante sob o processo de inversao da co-orientagao da frente de onda. Se nao for
pedido que ele seja invariante sob o processo de inversao da co-orientacao da frente de
onda, ele € definido pelos saltos elementares a menos da adi¢ao de um mailtiplo do indice
de Maslov.

Demonstracao: A diferenca entre dois invariantes com os mesmos valores dos saltos
elementares ¢ uma funcao localmente constante. Dai podemos considerar tal funcao como
uma fun¢ao no conjunto das componentes €2; , do espago das imersoes legendreanas.

A soma conexa define duas operacoes neste conjunto. Na verdade, existem quatro
possiveis tipos de pontes conectando duas frentes de ondas orientadas e co-orientadas,
uma no semi-plano a esquerda e a outra no semi-plano a direita (figura B.58)).
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1 2 3 4
Figura 3.58: Os quatro tipos de pontes conectando duas frentes

Podemos preparar dois ramos envolvidos em uma soma conexa de modo a usar quais-
quer das quatro pontes usando perestroikas elementares. Veja na figura [3.59 como isto

funciona.
U{_
] PORY

e Yl -
Ly e
oo = Yl

Figura 3.59: Preparando o ramo para a colagem usando as quatro pontes

Portanto podemos somar duas frentes de ondas planas de quaisquer duas classes €2;, ,,,
e (), 4, usando alguma das quatro pontes.

O indice de Maslov é aditivo sob qualquer dos quatro tipos de soma conexa. O indice
da soma é i1 +1iy+ 1 para as duas primeiras pontes (diferindo somente pela co-orientacao) e
i1 +1i2— 1 para o outro par de pontes (obtidas do primeiro par pela inversao da orienta¢ao).

Portanto, a soma conexa define duas operacoes no conjunto de componentes conexas

72 = {i.k = 1/2}:
Ay iy, k), (B2, k) m (i1 +d2 + 1, k1 + k)

A_ (il, k’l), (ig, ]{32) — (21 + ig - 1, k’l + k‘g)

Ambas as operacoes sao comutativas como operacoes em Z2.
A aditividade da diferenca de dois invariantes aditivos com saltos elementares iguais
para a soma conexa A, significa que esta funcio é linear em Z2 com respeito a estrutura
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de grupo abeliano em Z2, cujo elemento nulo ¢ (—1,0). Todas estas fung¢oes sao da forma
f(i,k) = a(i+ 1) + bk. De maneira analoga, a aditividade com respeito ao segundo tipo
de soma conexa implica que f(i,k) = c(i — 1) + dk.

Portanto, f(i,k) = ek, o que prova o lema. O

Corolario 3.35 Os tunicos invariantes aditivos locais RO-independentes sao combinagoes
lineares de J*, J=, Sp, h, \.

Demonstragao: Pela Proposicao B.24] as unicas possibilidades para os saltos
RO-independentes sao as combinacoes lineares de J*, J~, Sp, h e A. Assim, pelo lema
anterior, os saltos definem de forma clara os invariantes. O

Teorema 3.36 Todo invariante local de frentes de ondas independentes das orientacoes
e aditivo sob a soma conexa é uma combinacgao linear dos 5 sequintes invariantes basicos:

Jt, J°, Sp, h, A\

Além disso, os saltos estao definidos no Lema[3.24] e seus valores nas curvas bdasicas estao
descritos na tabela [F57

Demonstragao: A existéncia dos invariantes estd provada no Teorema [3.33]e a unicidade
¢ garantida pelo Lema B.34] e seu Corolario. O

Exemplo: O ntmero n de pontos duplos é um invariante local independente das orien-
tacoes, e mais é uma combinacao linear dos invariantes basicos h e A\, como segue:

1
=h+ =X
n +2

Um resultado interessante que segue do teorema acima é o seguinte corolario que
garante a diminui¢ao no nimero de diferentes eventos nao genéricos, em um caminho
conectando duas curvas do tipo w; o e K; .

Corolario 3.37 Qualquer caminho genérico em €); o conectando duas L-imersoes, cujas
frentes de ondas planas pertencem as classes w;o e K, o, contem pelo menos i — 1 eventos
do tipo “auto-tangéncia com co-orientagoes paralelas” e pelo menos 1 — 2 eventos do tipo
“auto-tangéncia com co-orientacoes anti-paralelas”. Se quisermos evitar a ocorréncia de
pontos triplos, entao teremos pelo menos 21 — 2 cruzamentos por cuspide. Se queremos
evitar a ocorréncia de cruzamentos por cuspide, entao teremos pelo menos 1 — 1 pontos
triplos.

Demonstracao: A primeira coisa a fazer é observar a seguinte tabela:
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J* J- Sp h 2
W : .
— 0 -(i+1) 0 i+1 0
n=i+1
@K,O -2(-1) | -3(-1) [4G-1) | -1 | O
n=i-

Figura 3.60: Invariantes basicos para as frentes de ondas planas w; o e K

A primeira linha da tabela apresenta os valores dos invariantes basicos nas frentes de
ondas planas do tipo w;o e a segunda apresenta os valores dos invariantes basicos nas
frentes de ondas planas do tipo K, . Mas como as frentes do segundo tipo sao as curvas
planas de Arnold e vimos que J*, J~, Sp e h restritos a estas curvas sao os invariantes
Jt, J=, St e n (o niumero de pontos duplos), respectivamente. O invariante A ndo tem
um invariante relacionado a ele nas curvas planas pois nesta classe de curvas o nascimento
de cuspide nao é um evento nao estavel.

Agora, notemos que,

J+(wi,0) — J+(KZ'70) = 2(Z - 1), eJ” (u)i’o) - J_(Ki’o) =21 — 4.

Além diSSO, Sp(wi,o) - Sp(Ku(]) =41 — 4.

Mas, Sp(wio) — Sp(Kio) = >_;(Ajm + 2A;5t) pela Proposigao 324l Se vamos evitar
os pontos triplos segue que A;St = 0 o que implica Zj A;m = 41 — 4. Sabemos que
cada cruzamento por cuspide contribui com 42 para Zj Aj;m. Portanto o nimero de
cruzamentos por cuspide ¢ pelo menos 27 — 2.

De forma analoga, se evitamos os cruzamentos por cispide, teremos A;m = 0. o que
implica 2 Zj A;St = 4i — 4. Como cada cruzamento por ponto triplo também contribui
com =£2, isto significa dizer que teremos pelo menos ¢ — 1 pontos triplos, no caminho
ligando as frentes de onda w; o e K. 0

Exemplo: As frentes de onda plana na figura [3.61] sdo dos tipos wa g € K. O caminho
entre elas evitando os cruzamentos por cuspide possui 1 ponto triplo, enquanto que o
caminho evitando os pontos triplo existem 2 cruzamentos por cuspide.
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Ao - AN
o OOQ@\@

38 &>
I oo

Figura 3.61: Exemplo para as frentes de ondas bésicas wag e Ko .

3.5 Os invariantes de frentes de ondas planas depen-
dentes das orientacoes

Nesta secao repetiremos o procedimento seguido na procura dos invariantes bésicos RO-
independentes. O discriminante considerado aqui serd o mesmo da parte anterior pois os
eventos aqui considerados nao genéricos sao parte dos estratos considerados anteriormente.

3.5.1 Os 6 invariantes basicos RO-dependentes

Aicardi definiu 6 invariantes de frentes de ondas planas que sao dependentes das orien-
tacoes do plano e da frente de onda plana bem como da co-orientagao da frente de onda

plana.
Os invariantes RO-dependentes sao os seguintes:

1) fT e f~ sao os invariantes basicos associados aos cruzamentos dos discriminantes de
auto-tangéncia (K), de cruzamento por cispide (II) e nascimento de cuspide (A).
Mais especificamente:

fT esta associado aos eventos K¢, Ky, Te, 5, TILT, 57 T, Al e AL;
f~ estd associado aos eventos K¢, K, e, 5, 57, T, TG, Al e AL

2) p! e p! sdo os invariantes bésicos associados aos cruzamentos do discriminante de
cruzamento por cuspide (II). Mais especificamente:

p! estd associado aos eventos TIE, IS, TIET, TG, TG, T, gy e LT,

pt esta associado aos eventos I, IS5, TIET, TIST, TG, T, TG e II5T.
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3) AT e A\l sdo os invariantes bésicos associados ao cruzamento do discriminante de
nascimento de caspides (A). Mais especificamente:

Al esté associado aos eventos AL, e Al;

A esta associado aos eventos AL, e AL

Os saltos elementares vao obedecer as regras definidas na se¢ao anterior bem como as
co-orientacoes dos estratos. Os saltos elementares dependendo das orientacoes, definidos
no Lema somam 54. Notemos que a classificagao dos estratos de codimensao 1 ja
esta concluida. Agora vamos impor condi¢oes sobre os estratos de codimensao 2, assim
como fizemos anteriormente.

Como temos varios estratos de codimensao 1 nao é conveniente escrever todo sistema
de equacoes de coeréncia. Vamos, entao fazer uso de um outro sistema.

Definicao 3.38 Um sistema parcial de coeréncia é um conjunto de equacoes obtidas
a partir do sistema de coeréncia inteiro envolvendo somente os saltos nos estratos de um
tipo (K, T, II ou A). As solugdes desses sistemas sao chamadas saltos elementares
reduzidos.

Primeiramente encontramos um conjunto de saltos elementares reduzidos, dai para
essas novas variaveis escrevemos as outras equacoes de coeréncia local nos estratos de
codimensao 2 envolvendo diferentes tipos de saltos.

Lema 3.39 Os seguintes saltos elementares reduzidos formam o sistema fundamental das
solucoes da uniao dos sistemas de coeréncia parcial para os estratos K, T e Il.

1) AJE,

2) AJG

3) AJY = ANJS +ATh
4) Adg = AJg,; +AJdg,

5) AJ5+ = AJB-F,@ + AJB-I—,i

6) AJp_=AJ, 4+ ATy

)

7) ASt= Y AStYT+ > AStEY

371 a.Bn
8) Anyt = Angl + Apy
9) A = Amgr + ALT
10) Anit = Andd + AfT

11) A?T?__ = AWJCFT_ +AJD“J{
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12) Ant = Angl + AL
18) Am;~ = Amg + ALT
14) A = Andl + AL
15) Anf~ = Anfy + ALT

16) Ame = Z Aﬂ'gﬁn,
a,8,m
onde os indices «, (3, v percorrem o conjunto de sinais (+,—) e n percorre o con-
Junto de setas.

Demonstragao: Primeiro devemos escrever os sistemas de coeréncia parciais para os
saltos reduzidos do tipo AJ, ASt, Aw. Para a obtencao destes sistemas, devemos seguir
a mesma idéia da demonstracao do Lema B.23] analisando cada caso separadamente. A
diferenca é que aqui faremos a analise por tipos de saltos.

A seguir, analisaremos o caso do estrato K K. A demonstracao no caso dos outros
estratos segue de maneira analoga

Estrato KK. Para os saltos reduzidos neste estrato de auto-tangéncias, o sistema
de coeréncia é

MgxyVJ =0 (3.3)
onde AJ é o vetor dos coeficientes dos saltos béasicos RO-dependentes definindo o
salto
(= VJ5+.AJ5L+ + ..+ VI AJp
a saber

VJ = (ng—i-v v’]g—v ng,i+7 ng,i—7 VJ(;,iv VJE,@ v’]l;—i-,e’ v’]l;-hi’ ng—ﬁ’ VJ5—72>

(&

001 -10 00 0 0 0
Ve _|000 0 1 -100 0 0
K= o000 0 0 0 1 —10 0
000 0 0 0 0 0 1 —1

Existem 6 casos diferentes envolvendo os 10 estratos locais RO-dependentes fornecendo
as condigoes no estrato K K de codimensao 2. Eles estao mostrados na figura Em
(a) e (b) a condicao de co-orientabilidade é automaticamente satisfeita, (c), (d), (e) e (f)
fornecem respectivamente as linhas 1-4 de Mgg). Os geradores da solucao do sistema
B.3] consistem nos saltos reduzidos denotados de 1)-6) no enunciado do lema.
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+
Ke+

+
Ke+

(d)

Figura 3.62: O estrato K K RO-dependente

O

As seguintes notagoes serao uteis para facilitar as notacoes dos invariantes RO-dependentes.
Considerando os saltos reduzidos obtidos no Lema B.39 vamos considerar as seguintes
combinagoes lineares:

Amp =Y Arf =Y Are? — Are

a,B,m a,B3,m

_ B
A?TTH_ = Z ATF;’_
B8
- _ -8
A?TT = Z A?TT
B8
_ B
AﬂJr = Z ATI‘I_
B8
- _ -8
A?Tl = Z A?Tl
B8

At = Ame =) Ano”

an
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Am™ = Ame — Y AneT,
an

onde « e [ percorrem o conjunto de sinais (+, —) e n percorre o conjunto das setas (T, |).

Observacao 3.40 Jd sabemos da Porposi¢ao que Armc e Amp sao os saltos ele-
mentares RO-independentes definidos no estrato de cruzamento por cuspides.

AW%JF € 0 salto no estrato de cruzamento por cispide que € nao nulo somente se a
cuspide € do tipo para cima e o ramo saindo do ponto de cuspide € positivo. Analogamente
para A?TTl_, A?Ti—’— € Aﬂ'i_, o0 salto € nao nulo somente nos casos (para cima, negativo),
(para baizo, positivo) e (para baizo, negativo), respectivamente.

A7?t (A7?7) € o salto no estrato de cruzamento por cuspide ndo nulo somente se
o segmento sem cispide cruzando o ponto de cispide € positivo (negativo). O salto
AT?t (A7) tem o valor oposto nos cruzamentos positivos dos estratos Ilg e Ilp.

Observacao 3.41 Nao existem sistemas de coeréncia parciais para os saltos do tipo AN,
com isto devemos adicionar ao conjunto de 16 saltos elementares reduzidos independentes
todos os /4 saltos elementares do tipo AN. As 5/ incégnitas no sistema de equacoes de
coeréncia se reduzem a 20 novas incognitas.

Defini¢ao 3.42 Para todo salto reduzido (e para toda combinagao linear descrita nas
paginas 86 e 87) os estratos locats reduzidos sio as combinagoes lineares dos estratos
locais correspondendo aos saltos elementares que compoem este salto reduzido ou combi-
nacao linear.

Para escrever a matriz do sistema de coeréncia denotamos o salto incognita ¢ (definindo
o 1-cociclo) por
(= VIL AT, + ..+ VAL AN

e denotamos por V") o vetor dos coeficientes:
v = (VJIL,, VI V5 VG, VI, VI, VSt
VAR VA S V0 S V0 S V0 SR V0 S V0 i V0 i VPO
VAL VAL WAL VAL

Lema 3.43 O vetor A" define um 1-cociclo se, e somente se, ele verifica o sistema de
coeréncia

Mrv®) =0 (3.4)

sendo o operador linear M°" definido pela sequinte matriz
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-1 0 1 0 00 0O O O 1 -1 0 0 0 O 1 0 0 0 0
o 0 0 -1 10 0 0 O 1 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0o -1 1. 0 00 0 -1 1T 0 O O O O O 1 0 0 0 0
o 0 0 -101 0 -1 1 0 0O 0O 0 0O O 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 00 0O 1 -1 0 0 O O O O 1 0 0 0 0
o 0o 0 -1 10 0 1 -1 0 O O O O O 1 0 0 0 0
0o -1 1.0 00 0 0O O -1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
o 0o 0 -101 0 0 O -1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 1. 0 00 0O O O O O O O 1 —-1 1 0 0 0 0
o 0 0 -1 10 0 0 O O O 0 0 1 —-11 0 0 0 0
0o -1 1.0 00 0 0O O O O -1 1 0 0 1 0 0 0 0
o 0o 0 -101 0 0 O 0O O -1 1 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 00O O O O O O 1 -1 0 0 1 0 0 0 0
o 0 0 -1 10 0 0 0O O O 1 -1 0 0 1 0 0 0 0
0o -1 1. 0 00 0 O O O O 0 0O -1 1 1 0 0 0 0
o 0 0 -101 0 0 0O 0O O 0O 0 -1 1 1 0 0 0 0
o 0o 0 0 0O O O O 1 -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0
o 0o 0 0 00O -1 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 1 -1 0 0
o 0o 0 0 00O 0O O O O O 0 0 1 —-120 0 0 -1 1
o 0 0 0 00O 0O O O O O -1 1 0 0 0 0 0 1 -1
o 0o 0 0 00O -1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
o o 0 o0 0O -1 0 1 1 0 0 0O O O 1 0 0 0 0
o 0 0 0 00O -1 0 0 0 O 1 0 0 1 1 0 0 0 0
o 0o 0 o0 0O -1 0 0 0O O O 1 1 0 1 0 0 0 0

O sistema fundamental de 1-cociclos derivado das solugoes da equagao ¢ formado

pelos sequintes saltos basicos:
AJT = AJE + AT+ AT
AJ" =AJs +AJp, +AJ,

ASp =2ASt + Ane + Armp
AfT=2A0%, —2A05, + A7+ AN+ AN
AfT=2A0% —2AT5 + AP+ AN+ AN

T — 1 -
Ap' = Am™ — A

(- 1 -
Apt = Am|" — Am,
AN =AML+ ANT
AN =AM+ AN

Demonstragao: No Lema [3.39 consideramos apenas os estratos que envolviam somente
um tipo de evento, neste vamos considerar os estratos de codimensao 2 que envolvem mais
de um estrato como KII, AA e IIA.

Estrato KII. As co-orientagoes dos estratos locais de auto-tangéncias e de cruza-
mento por cuspides se encontrando neste estrato e seus caracteres C' e D foram
discutidas no caso RO-independente. No caso RO-dependente, existem 16 situagoes
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distintas. Consideremos os casos (a) e (b) da figura B.63] eles sao distinguiveis tam-
bém no caso RO-independente. Notamos que nas duas ocorréncias do cruzamento
por cuspide ao longo do caminho fechado em torno de estrato K1I de codimensao
2, os tipos para cima ou para baixo das cispides sao os mesmos como 0s sinais de
todos os segmentos. Portanto, os dois saltos elementares do tipo An coincidem nos
sinais de cima e nas setas. Em termos dos coeficientes, os saltos elementares do tipo
A, nos casos mostrados em (a) e (b), fornecem:

Vgt = Vg, = Vayt +VJ5 =0
Vrel = Vg = Vi + Vi, =0.

L — T T

\
Ke (b)
T
HDT@
Kc

Figura 3.63: Quatro exemplos de KII estrato RO-dependente

Dai obtemos as linhas 1 e 2 da matriz M°", ja que em termos dos saltos reduzidos,
linearmente independentes temos:

ngﬁ — Vﬂ'%? = Vw?ﬁ — Vw?_ﬁ + Vre.

Encontramos as outras equagoes aplicando as RO-involugoes a esses dois casos.
Notamos que tais involug¢oes nao mudam os sinais de cima dos saltos do tipo AJ, e
os caracteres C' e D do estrato nao se alteram.

Por exemplo, os casos (c¢) e (d) na figura fornecem as linhas 3 e 4 da martiz M°",
sao obtidos aplicando a involucao ¢ aos dois casos anteriores. O resultado dessa
involugao invertendo todos os sinais dos segmentos é o seguinte: para os saltos do
tipo AJ os sinais de baixo sao invertidos, enquanto para os saltos do tipo Am os
sinais de cima sao invertidos.

Se aplicamos a involucao b, novamente os sinais de baixo dos saltos do tipo AJ
sao invertidos, enquanto somente o segundo sinal de cima (o sinal do segmento sem
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singularidades que cruza a ctuspide) é invertido em Aﬂg‘ﬁ. Além disso o caracter
para cima se torna para baizo:

AW%? — A?T%Iﬁ. (Z=0C,D)

A involugao a inverte os sinais de baixo dos saltos do tipo AJ e todos os sinais de
cima e as setas de Aw. No entanto a involu¢ao ab nao altera os saltos do tipo AJ e
as setas dos saltos Am, e inverte somente o primeiro dos sinais de cima de A

Aﬂ%? — Aﬂ';?ﬁ, (Z=0C,D)
isto é, para os altos reduzidos

Aﬂ?ﬁ — AWT_O‘B.

Dessa maneira obtemos as linhas 5-8 de M°" das primeiras 4 linhas.

Além disso, segue que a involugao ac inverte somente as setas dos saltos reduzidos
nos cruzamentos por cuspide. Obtemos as linhas 9-16 da matriz M°" aplicando esta
involucao as linhas 1-8.

Notemos que aqui escolhemos sempre o caminho fechado em torno do estrato KII
de codimensao 2 de modo que o cruzamento pelo estrato IIo seja sempre positivo
(veja figura B.63)). Dessa forma, o coeficiente de Vre é igual a 1 em toda equacao.

O

Observagao 3.44 Segue do Teoremal3.38 que AJT, AJ~ e ASp sao os saltos dos inva-
riantes bdsicos RO-independentes, assim no que seque vamos analizar somente 0s outros
S€e1s novos possivels invariantes.

Lema 3.45 Os saltos RO-dependentes definidos no Lema satisfazem as segquintes
RO-simetrias:

(i) AfT e Af~ sao R(ap)(ve) -invariante, as involugoes a, b e c trocam os valores destes
saltos.

(i) Ap' e Ap' sao invariantes com respeito a Rapey, a involugao b troca os wvalores
destes saltos, enquanto a involugao ¢ inverte os sinais dos valores destes saltos e a
wmvolugao a age como a involugao be.

(1i1) AN e AN sao Rap)(e)-tnvariante, as mvolugoes a e b trocam os valores destes saltos.

Demonstracao: Para demonstrar este lema devemos estudar a agao do grupo RO nos
saltos reduzidos, dos quais os saltos basicos sao combinacoes lineares.

Os saltos reduzidos AJZ,, AJp, e Ar** sdo transformados em AJS_, AJ;_ e Ar?™
pela acao das involucoes a, b e c. Na verdade estas involucoes invertem os sinais de todos
os segmentos da frente de onda.
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O salto reduzido A?T%—i_ se torna Awl“r sob a acao da involugao b. Neste caso o caracter
para cima é trocado por para baizo e vice-versa enquanto que o sinal do ramo deixando
o ponto de cispide nao sofre alteracao alguma soba a acao desta involucao. A involugao
¢, invertendo este sinal, transforma A7!™ em Azn!~. A involuc¢do a age em A7m como a
involucao be.

O salto reduzido A)\L é transformado em A\" pelas involucoes a e b, cada uma dessas
involugoes inverte a orientacao local. A involucao ¢, invertendo somente a co-orientacao,
transforma AM T em AN .

As simetrias dos saltos basicos seguem das simetrias dos saltos reduzidos que os con-
stituem. O

Definicao 3.46 As hipersuperficies, definidas pelas solugoes do sistemal[3.4) do Lema[3.43
como combinacoes lineares dos estratos locais reduzidos, sao chamadas estratos bdsicos
co-orientados RO-dependentes:

Ft=2K}, —2K,, + 1127 + AL + AL

F~=2K{ —2K5; +11% + Al + AL

Pl =1I% — 11}~
Pl =11 — 11}~
Al =AL 4 AT
Ab=AL 4 Ab

Lema 3.47 Os 1-cociclos bdsicos definidos pelos saltos AfT, Af=, Ap', Apt, AN e AN
sao cohomologos a zero no espago das L-imersoes.

Demonstracao: Devemos verificar que os valores de todos os 1-cociclos basicos em todo
caminho fechado em €; , sao zero. Procedemos exatamente como na demonstracao do
lema correspondente no caso RO-independente, fazendo esta verificacdo para um repre-
sentante de uma tunica classe de homotopia de caminhos nao contrateis no espaco das
L-imersoes marcadas para todos valores dos indices i e pu.

No caso p # 0, existem caminhos fechados nao contrateis em Qg ., tais que nao existem
cruzamentos do discriminante (veja figura [3.34)).

No caso (i = 0, i = 1) considere o caminho mostrado na figura 335 onde to-
dos 0s 14 cruzamentos do discriminante sao enumerados e os correspondentes saltos el-
ementares RO-dependentes sao apresentados. A soma 0 dos valores dos saltos basicos
RO-dependentes ao longo deste caminho pode ser facilmente calculado (o valor do salto
em um evento = sendo denotado por (z)):

0(f7) = =(5) + (1) + (8) + (9) + 2(10) = 0;
S(f7) = —2(1) + (2) — (3) — 2(4) + (11) + (13) — 2(14) = 0;
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No caso €2, com 7 # 0, considere novamente o caminho mostrado na figura Os
valores das 1-cocorrentes basicas nesses caminhos fechados sao ainda nulos se o sao na
parte do caminho consistindo da passagem do laco por um par de cuspides de mesmo
sinal. Os cruzamentos pelo discriminante e seus correspondentes saltos elementares RO-
dependentes sao mostrados e numerados na figura Podemos assim calcular (com a
mesma notagao de antes) os valores dos 1-cociclos nos caminhos fechados

Para os caminhos em (2; 1, obtemos os mesmos resultados fazendo agir nos caminhos
mostrados na figura [3.36] as involucoes b e ¢ e aplicando o lema [3.45 0

Propriedades dos invariantes RO-dependentes

Definigao 3.48 Um invariante local RO-dependente X € aditivo sob a soma conexa de
frentes de ondas se, e somente se, satisfaz as sequintes condigoes:

i) X(0) =0 nas quatro classes de frentes de onda, 0, af, cf, ach, do circulo que sao
R(ap)-tnvariantes;

it) X(a#p) = X(a) + X(B) para toda escolha genérica de pontos nos tragos das duas
frentes a e 8 onde a colagem da ponte € feita (quando a orientagao e a co-orientagao
permitem esta colagem).

iii) se X(v) = (f, f=, p', p', A1, AY) sdo os valores dos 6 invariantes em uma frente
genérica vy, entao as sequintes condi¢oes de simetria devem ser vdlidas (pelo lema

B.£3):
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X(y) | X(ay) | X(by) | X(ey)
fr [~ [~ f-
I fr f* f*

p! p! pt p!
p! —p! p! —pt
Al Al AL Al
Al Al Al AL

Teorema 3.49 Todos os invariantes RO-dependentes de frentes de ondas planas sao adi-
tivos sob a soma conexa.

Segue dos resultados anteriores o seguinte teorema:

Teorema 3.50 (Teorema de Existéncia e Unicidade) Todo invariante local de frentes
de ondas aditivos sob a soma conexra € uma combinacao linear dos invariantes RO-
independentes, do indice de Maslov e dos 6 sequintes invariantes basicos:

f+7 f_7 pT7 pl7 >\T7 Al’

cujos saltos estao definidos no Lema[3.43, e cujos valores nas frentes bdsicas estao apre-

sentados na tabela [3.64)
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frentes de ondas basicas ft £~ |pl pl A A
k
%‘f@ 2(+1) 0 |k | k| k| k
n=i+1 Wiy
u=2k
%‘f@ 0 |2(i+1)| k Kk k k
n=i+1 Wi,
u=2k
2(i+1) 0 k Kk k k
n=i+1 W,
u=2k
0 [2(i+1)|-k |-k k| k
neitd O
u=2k

Figura 3.64: Invariantes RO-dependentes para frentes de ondas bésicas.

A demonstragao deste teorema foi feita detalhadamente em [Ail], trata-se de uma

demonstracao longa e que repete os procedimentos das demonstracoes dos lemas acima, o
ponto essencial tanto na existéncia quanto na unicidade destes invariantes, que sao aditivos
pela soma conexa, é a atribuicao dos valores dos invariantes basicos RO-dependentes,
conforme tabela [3.641

Corolario 3.51 Ezistem exatamente 10 (incluindo o indice de Maslov) invariantes bdsi-

cos locais de frentes de ondas planas aditivos pela soma coneza.

Demonstragao:

Os 10 invariantes sao os indices de Maslov, os 6 invariantes RO-

dependentes do Teorema [B.50] e os invariantes J*, J~ e Sp, pelo Lema B.43] Os outros
invariantes basicos RO-independentes do Teorema B.36] podem ser escritos como segue:

h=fr+f"—J +J =

A=\ 2h
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O

Corolario 3.52 Para inverter a co-orientacao de uma frente de onda plana bdsica com
indice de Maslov igual a p, devemos passar por pelo menos |u| cruzamentos por ciuspides.

Demonstracao: A diferenca dos valores do invariante p = p! + p! em duas frentes de
ondas planas com co-orientagoes opostas é 2u. Em toda cuspide, o cruzamento pelo
discriminante p muda por +2 ou -2. n

Foérmulas Explicitas para alguns Invariantes Béasicos

Em [Ch-Dul, [P-V] e [Sh] encontramos formulas explicitas para invariantes locais de imer-
soes de um circulo no plano e para invariantes RO-independentes de frentes de ondas.

Existem duas férmulas simples para os invariantes f*, f=, AT e A! de uma frente de
onda plana genérica 7y, como mostramos na continuagao:

Proposicao 3.53 Sejam n' e n!', respectivamente, os nimeros de pontos de cispide de
v do tipo para cima e do tipo para bairo, entao:

nl=Xent=\

Demonstracao: Se vy ¢ uma frente de onda bésica w; ,, (1 = 2k) com k pontos de ctspide
do tipo para cima e k pontos de cuspide do tipo para baizo, e onde AT = A\ =k, o
resultado ¢ verdadeiro. Ja em um nascimento de dois pontos de cuspide, eles sao ambos
do tipo para cima ou ambos do tipo para baizo e correspondem a um incremento por 2
de AT ou de Al. O caracter 7 ou | de uma cuspide ¢ fixo ao longo de qualquer caminho
em €); ;. n

Proposigao 3.54 Sejam n't e (n™), respectivamente, o nimero de pontos duplos de 7 tal
que ambos 0s ramos se intersectando sao positivos e negativos, entao:

fr=2nte f-=2n"

Demonstracao: Em uma frente de onda basica v = w; , (veja tabela B.64)), o ntmero de
tais pontos duplos é nt =i + 1 enquanto fT =2(i+ 1) e f~ = 0. O namero de pontos
duplos de ay, by e ¢y sao iguais a n~ =i+ 1 enquanto ft =0, f~ =2(i + 1).

O namero nt aumenta por 2 em um cruzamento positivo do estrato local KF. e
em um cruzamento negativo do estrato local K, e nao se altera em cruzamentos por
outros estratos locais de auto-tangéncias. Em um estrato de cruzamento por cuspide, n*
aumenta por 1 quando 72t = 2 e nao se altera em outros casos. Na verdade, em um
cruzamento por ctspide onde o ramo que cruza o ponto de ctispide é positivo, Am?t =2 e
Ant =1 (ja que um dos ramos nos quais o ponto de cuspide se divide é sempre positivo).
Se 0 segmento que cruza o ponto de cispide é negativo, A7t = Ant = 0. Além disso, n*
aumenta por 1 enqaunto f* aumenta por 2 em um cruzamento positivo do estrato local
AL e Ai. Portanto f* = 2n™ para qualquer frente de onda plana. Argumentos similares
valem para o invariante n~. 0
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Observagao 3.55 Das observagoes anteriores seque que os valores dos invariantes f,
f=, Al e A\ nao podem ser negativos.

Observacao 3.56 Das igualdades

h=ft+f —J +J =)

1
=h+=A
n + 5
seque que:
A
f++f‘+J++J‘—§:h,
e desta igualdade obtemos a formula de Polyak:
J+ —J = ny —n_
ondeny =..,n_=..eft4+f"=..

Vimos que os invariantes basicos locais aditivos sao funcoes constantes pela acao do
grupo de difeomorfismos preservando a orientacao do circulo e do plano em classes de
frentes de ondas.

Alguns destes invariantes também sao invariantes pela acdo de grupos maiores de
difeomorfismos do plano e do circulo que nao preservam necessariamente todas as orien-
tacoes.



Capitulo 4

Invariantes de Frentes de Ondas Planas

Nesta secao vamos descrever um método para calcular os invariantes de Aicardi,
baseado na decomposicao de uma frente de onda plana dada em frentes de ondas planas
basicas unidas por pontes (veja [MJ-REF]). Obtemos uma formula que nos permitira
calcular os invariantes da frente de onda inicial em termos dos invariantes de frentes
de ondas basicas que aparecerem em sua decomposicao. Em alguns exemplos vere-
mos que este método reduz consideravelmente a quantidade de célculo em relacao ao
método apresentado no Capitulo 3. Além disso, o método aqui apresentado pode ser
estendido ao de colecoes de frentes de ondas planas determinando em particular invarian-
tes TT(I'y,Ty), T~ (I'y,Ty), TP(I'y,Ty), THT,Ty) e TA(I'y, T'y) para pares de frentes de
ondas planas.

Os calculos dos invariantes J*, J~, Sp, h e X neste capitulo serao sempre normaliza-
dos de acordo com os valores associados por Aicardi, dados no capitulo anterior para a
familia de frentes de ondas w; ,. Quando nos referimos a uma frente de onda plana, esta
serd sempre uma projecao de um curva legendreana com auto-intersecoes transversas e
cuspides semi-cibicas, podendo ter uma ou mais componentes conexas.

4.1 Invariantes de conjuntos de frentes de ondas planas

4.1.1 Os invariantes T+, T, T", T* e T°?

Dado um par de frentes de ondas planas (I';,T's) que se interceptam no plano, podemos
separar 'y e I's em semi-planos disjuntos, como na defini¢ao [3.30, fazendo um movimento
rigido, através de translagoes e rotacoes de ['s e deixando I'y fixa no plano. Ao longo deste
processo de separacao, esta claro que nao surge auto-tangeéncia, pontos triplos, cruzamen-
tos por ctspide ou nascimento de ctspides nem para I'y nem para I'y separadamente.

Em outras palavras, seja (I'1,I's) um outro par de frentes de ondas no plano respecti-
vamente congruentes a (I'1,['y) tal que fl e fg estao em semi-planos disjuntos e seja ¢y,
t €0,1], ¢:(I'1) e ¢¢(I'y) congruentes a I'y e I'y, respectivamente.

Ao longo deste processo de separacao das frentes de ondas planas podem ocorrer varias
tangéncias de uma com a outra, podem aparecer pontos triplos formados por pontos
duplos de uma das frentes de onda com algum ponto da outra e ainda cruzamento por

99
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cuspide de um ramo de uma frente de onda com uma cuspide da outra. Observamos
que este movimento pode sempre ser feito escolhendo um caminho que evita tangéncias
degeneradas entre as frentes de ondas, no sentido de que as duas frentes de ondas tém um
contato de primeira ordem num ponto comum.

As tangéncias que aparecem entre as frentes de ondas planas podem ser de um dos
seguintes tipos relativamente aos ramos envolvidos na tangéncia:

a) ambos possuem mesma orientacao e co-orientacao (tangéncia direta arriscada);

b) possuem a mesma orientacdo porém co-orientagoes diferentes (tangéncia direta se-
gura);

c) possuem a mesma co-orientagdo mas orientagoes diferentes (tangéncia inversa ar-
riscada);

d) possuem orientacoes e co-orientacoes diferentes (tangéncia inversa segura).

Associamos um valor positivo para cada tangéncia direta arriscada ou segura, desde
que o nimero de pontos duplos comuns de I'y e ['; aumente ao passar pela tangén-
cia. Caso contrario, atribuimos um valor negativo para esta transi¢ao. Por outro lado,
atribuimos um valor positivo para as tangéncias inversas arriscadas ou seguras quando
este nimero diminui e um negativo quando ele aumenta.

Notacgao: O naimero total de tangéncias diretas arriscadas, contando seus sinais,
serd denotado por T, (', I'y).

O nimero total de tangéncias diretas seguras, contando seus sinais, sera deno-
tado por T (I'1, I'2).

O ntmero total de tangéncias inversas arriscadas, contando seus sinais, sera

+

denotado por T (I'y, I'y).

O namero total de tangéncias inversas seguras, contando seus sinais, sera deno-
tado por T, (I'y, I's).

Vamos considerar os seguintes nimeros que sao combinacoes lineares dos definidos

acima:
TH(T,Ty) =T (0, Ty) + T (I, )

T7([1,Ty) =To (', T2) + T, (', T2)
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—

Figura 4.1: Separacao de duas frentes de ondas planas

Os cruzamentos por cuspide que ocorrem no processo de separacao de frentes de ondas
planas I'y e I'y podem se dar da seguinte maneira:

(a) o ramo saindo do ponto de cuspide e o ramo sem ponto de cispide tem mesma
orientacdo (cruzamento concordante);

(b) o ramo saindo do ponto de cuspide e o ramo sem ponto de ciispide tem orientagoes
diferentes (cruzamento discordante).

Associamos um valor positivo para cada cruzamento por cuspide do tipo (a) desde
que o numero de pontos duplos comuns de I'; e I'; aumente quando passamos por este
evento. Caso contrario atribuimos um valor negativo para esta transi¢ao. Por outro lado,
se o cruzamento ¢ do tipo (b) entdo atribuimos um valor positivo quando este nimero
diminui e negativo quando o nimero de pontos duplos aumenta.

Notacao: O ntimero total de cruzamentos por cispide concordantes, contando
seus sinais, serd denotado por TH(I'y, T'y).

O namero total de cruzamentos por ctspide discordantes, contando seus sinais,
sera denotado por ThH(T'y, ).

Consideremos outro nimero que é combinagao linear dos ntimeros denotados acima:

Th(I,, Ty) = (Tg LTS+ Tg) (T, Ty) — (Tg Y TS+ TB) (T, D)
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TAe)
—

| Th=3 RS

Figura 4.2: Separacao de frentes de ondas contando os cruzamentos por cispide.

Defini¢ao 4.1 Seja ' = (I'y,...,I';,) um conjunto de frentes de ondas planas. Um ponto
base de uma frente de onda I';, que compoe I', é um ponto fizado em I'; distinto de
qualquer ponto multiplo de T'.

Suponhamos que I' tem apenas duas componentes conexas ['; e I'y orientadas e co-
orientadas com ponto base. Consideramos o processo de separacao destas frentes de ondas
em semi-planos disjuntos, como acima.

Seja P um ponto triplo formado ao longo da separagao destas frentes de ondas. De-
notamos por &, ,(P) o valor correspondente ao ponto triplo P que pode tomar valores +1
ou —1 de acordo com o seguinte critério: percorrendo estas frentes de ondas a partir dos
pontos base respeitando a ordem e orientacao das mesmas, isto determina uma ordem
ciclica nos trés arcos que formam um dado ponto triplo, assim, o sinal desta transicao é
determinado pela regra do triAngulo dada na secao B.4.3

Notagdo: Vamos indicar T79(I'1,T'y) = > 5 &, 4(P), onde esta soma tem contribuigdes de
todos os pontos triplos P que sao formados pelo par de frentes de ondas planas, ao longo
do processo de separar as frentes de ondas em semi-planos disjuntos.
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e
R

L& (P)=1

Figura 4.3: Separagao de duas frentes de ondas planas com ponto base

Proposicao 4.2 Os nimeros TH(T'1,Ty), T~ (I'1,Ty) e TMT'1,Ty) dependem somente do
tipo de isotopia do par de frentes de ondas planas I'y e 'y e nao do caminho escolhido
para separar estas frentes de ondas.

Além disso, o nimero T°P(I'1,T'y) nao depende do caminho escolhido para separar as
componentes no plano, mas depende dos pontos base de I'1 e T's.

Demonstragao: Se temos um par de frentes de ondas planas I'y e I's em semi-planos
disjuntos, com I'; a esquerda de 'y, e em outro momento temos as mesmas frentes de ondas
mas agora com I's a esquerda de I'y, sabemos que os valores dos nimeros do enunciado da
proposicao devem ser os mesmos, tanto no primeiro quadro quanto no segundo, pois temos
um conjunto formado pelas mesmas frentes de ondas. Como sabemos que um caminho
possivel, para levar um quadro no outro, é o caminho onde as frentes de ondas nao se
cruzam, em nenhum momento, e neste caminho nao existe nenhum incremento para os
nimeros do enunciado, segue que qualquer outro caminho também nao pode influenciar
nestes valores, pois os invariantes no primeiro quadro e no segundo sao 0os mesmos.
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A demonstracao desta proposicao segue de forma analoga ao comentario acima, basta
entao conhecer um caminho que nao influencia nos valores dos ntmeros para mostrarmos
esta proposicao.

Sejam f, g : S' — R? duas frentes de ondas planas, onde o par (I',T”) é a imagem de
(f,g) no plano. Suponhamos que I" e TV se inteceptam. Consideremos também as frentes
de ondas planas f g : St — R? cujas imagens no plano por (f g) estao representadas
pelo par (F r ). Suponhamos ainda que as frentes T e I” estdo em semi- planos diferentes
e que I' e I sao respectivamente congruentes a Cel

Seja ¢ : [0,1] — C>=(S' x S, R?) um caminho genérico que leva o par (I',T’) no
par (I,I"), através de movimentos rigidos (translacdes e rotacoes) com ¢(0) = (f,g) e
o(1) = (J?, g). E claro que as frentes de ondas que sdo imagens por ¢(t) no plano sio
sempre congruentes as respectivas frentes de ondas I" e I, para todo t € [0, 1].

Observemos que em torno de qualquer estrato de codimensao 2, se consideramos para
os dois arcos envolvidos nas transicoes de AT, AT~ e AT" como se fossem de uma
sO frente de onda, temos exatamente as respectivas transicoes de J, J~ e h. Sabemos
que estas transicoes se anulam em torno de qualquer caminho fechado, numa pequena
vizinhanga, em torno dos estratos de codimensao 2 em D = C*®(S* x S, M) — £(S* x
St M). Logo as tramsi¢oes de AT+, AT~ e AT" também se anulam neste caminho.
Portanto T+, T~ e T" ndo dependem do caminho escolhido entre vz e Y.

Analogamente se verifica que 7°? depende do ponto base e ndo do caminho que separa
as duas frentes de ondas planas. Isto se deve ao fato de 7! depender do ponto base (veja
figura [L3) e ndo do caminho que separa as frentes de onda, se comparamos com St na
vizinhanca dos estratos de codimensao 2 para uma tnica componente. O

Observacao 4.3 Notemos que nao faz sentido falar de wm nimero associado ao nasci-
mento de ciuspides neste processo de separacao de duas frentes de ondas planas, ja que o
mesmo nao ocorre.

4.1.2 Invariantes de Aicardi de Conjuntos de Frentes de Ondas

Seja I' = (I'y,...,I'},) uma cole¢ao de frentes de ondas planas com m componentes I';,
onde cada uma destas tem um ponto base. Denotemos por I'* = (I'{,...,I'? ) o conjunto
de m componentes de frentes de ondas no plano, onde cada I'} é uma frente de onda
separada em semi-planos disjuntos das outras do conjunto I' e cada componente I'; de I'®
¢ isotopica a componente I'; de I,

Notacao: Dado um conjunto de frentes de ondas planas com ponto base
L= (Ty,...,T), denotemos os invariantes deste conjunto de frentes separadas, (I'f, ..., % ),

como X (I') ZX %), onde X = J*, J=, h, Sp, \.

j=1

Defini¢ao 4.4 Seja I' = (T'y,...,[',) um conjunto de frentes de ondas planas com ponto



105 4.1. INVARIANTES DE CONJUNTOS DE FRENTES DE ONDAS PLANAS

base. Os invariantes de I' sao dados por:

JHD) = JH(r*) - ZT (T, ),

J<1
JI)=J(I%) = > T-(I;,Ty),
Sp(T) = Sp(I'?) ZTS (I'y,Ty),

J<l

W) = h(I*) — iTh(Tj, I),

j<1

A(T) = A(I¥).

Proposicao 4.5 Dados dois conjuntos de frentes de ondas T" e €2 contidas em semi-planos
disjuntos, se verificam

JHIIIQ) = JH(T) + JH(Q),
JT(IIQ) =J (D) +J(Q),
A(IILQ) = h(T') + h(S2),
Sp(T' Q) = Sp(I') + Sp(Q),
AIIEQ) = A(D) + A(),

onde p e q determinam que os conjuntos tém fizado um ponto base em cada frente de onda
e [[ denota a uniao disjunta.

Demonstracgao: Consideremos I' = (I'y, ..., [';,) e Q = (24, ..., Q,), por defini¢ao

JHCLIQ) = JH(CUQ)P) — [ S THT,T) + Y THI;, )
= =
+ZT+(QJ791>
i<l
= JHI) + Q) — | YT T) + Y T, )
1=1 1=1
<1 i<l

= JH() + (),

onde a segunda igualdade segue do fato que 7+ (I';, ) =0, paraj =1,..,nel=1,...m.

A igualdade para J—, h, Sp e A se verifica analogamente. 0
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4.2 Pontes e canais

Definicao 4.6 Sejam I' € R? uma frente de onda plana e C uma componente conexa de
R2\TI'. Considere x € C' um ponto qualquer nesta componente. O indice da componente
coneza C, denotado por indr(C'), é o nidmero de voltas completas (no sentido anti-hordrio)
feitas pelo raio-vetor de x a wm ponto qualquer ao longo da frente de onda I' na diregao
definida pela sua orientacao.

Observacao 4.7  a) Observe que o indice indr(C) nao depende da escolha do ponto x
em C' mas depende da orienta¢ao da frente de onda plana.

b) O indice da componente conexa exterior € zero.

5\

ind(Cy)=2

Figura 4.4: Indices de componentes conexas de uma frente de onda plana

Sejam [' um conjunto de frentes de ondas planas e v uma outra frente de onda plana
contida no seu complemento, conectando dois arcos A e B em I', entre os respectivos
pares de pontos de intersecao (p1,q1) € (p2, g2), da seguinte forma:

substituimos os arcos x1y; C A e x3ys C B, pelos arcos z1ys (ou z123) e x2y; (ou
y2y1) da frente de onda -, de tal forma que os arcos p;x1y2q2 (ou p1x1Taps) € Paxay1qr (ou
Poa1py) Tespeitem as respectivas orientacoes e co-orientacoes das frentes de ondas em
I.

A conexao de v no conjunto de frentes de ondas I', denotado por v *x I', é compativel
se os arcos A e B com orientacao e co-orientacao de I' definem uma orientacdo e uma
co-orientacao em -y, como mostra a figura
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Figura 4.5: Cirurgia nos arcos de I'

Um frente de onda do tipo “0” é um circulo e uma frente de onda do tipo “o0” é assim
chamada por causa de seu formato, esta frente de onda é também conhecida como curva
“oito". J& uma frente de onda do tipo “0” com cuspide é um circulo que possui apenas
duas cuspides de mesmo sinal e uma frente de onda do tipo “co” com cuspide é uma figura
“0ito” que possui apenas duas cuspides, também de mesmo sinal e estas ctuspides devem
ocorrer sempre do mesmo lado relativamente ao ponto duplo presente na curva “oito”.

Definicao 4.8 Dizemos que v € uma cirurgia em ' se v € uma frente de onda do tipo
“07, “c0”, “0” com cispide ou “c0” com cispide que conecta componentes de I'. (Veja

figura [{-3).

Defini¢ao 4.9 Sejam I' um conjunto de frentes de ondas e vy wma cirurgia simples (de
um dos tipos definidos acima) em I'. Dizemos que v é uma ponte, denotada por +P, se
conecta arcos de duas frentes de ondas distintas de I' e v € um canal, denotado por ~¢,
se conecta arcos de uwma mesma frente de onda do conjunto I,

Sejam [' um conjunto de frentes de ondas planas e v uma cirurgia, ao introduzir uma
ponte v* em I' dizemos que fizemos uma soma de frentes de ondas I' e quando efetuamos
um canal 7¢ em I' dizemos que fizemos uma decomposicao do conjunto I'. B

Dizemos também que 7“ e 77 sao correspondentes se, e somente se, 7“*[' =T e
V' =T.

Sejam [' um conjunto de frentes de ondas e v uma cirurgia, associamos a -y um nimero
inteiro 1 como segue:

| 1, se v éum canal
= { 0, se 7 é uma ponte

Definicao 4.10 Sejam I' um conjunto de frentes de ondas planas e v uma cirurgia, defin-
imos o indice de uma cirurgia vy, denotado por i, em relagao a uma frente de onda
' como sendo o indice de C., (componente do complemento R*\I" que contem ~y) dado na

defini¢ao [{.6, ou seja, i, = indp(C,).
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Dada uma frente de onda plana I' orientada e co-orientada, seja A C I' um arco
conectado por 7y, associamos a v um nimero inteiro ¥4(7y) que depende da orientacao do
arco A como segue: U4(7) = +1 se a componente do complemento de I' no plano contendo
v esta do lado esquerdo quando caminhamos sobre o arco A, seguindo a orientacao de T,
caso contrario J4(y) = —1.

Se ~ conecta arcos A e B de I' entao denotamos por

Uy = Va(y) +98(7).

A figura ilustra um diagrama com todas as possibilidades de pontes possives para
os arcos de uma frente de onda plana desde que nao levemos em conta a co-orientacao da
frente de onda, nela também podemos ver os valores ¥, para cada caso.

r
_ A _
9,72 9,70
>
9,70 9,=-2

Figura 4.6: Possiveis pontes conectando arcos de uma frente de onda plana.

Além do nimero 9., associado a orientacao do arco conectado por 7, vamos associar
também um ntmero inteiro a co-orientacao do arco conectado por «. Assim teremos um
par de nimeros caracterizando os arcos conectados por 7.

Dada uma frente de onda plana I' orientada e co-orientada, seja A C I' um arco
conectado por 7, associamos a 7 um namero inteiro o, que depende da co-orientagao
de A da seguinte forma: sendo p4 0 vetor co-orientagao a I' no arco A, vamos associar
ca(y) = +1 se pa aponta para a componente do complemento da frente de onda que
contém a ponte v e o4(y) = —1 caso contréario.

Se A e B sao dois arcos conectados por 7, entao denotamos

oy =0oa(y) +0oB(7).

Agora temos o par de nameros (94(7),04(7)), associado a orientagao e co-orientagao
dos arcos conectados por 7.

Os quatro diagramas resumem quais tipos de cirurgias existem entre dois arcos de
frentes de ondas orientadas e co-orientadas:
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A A

% n%
J

LA

Figura 4.7: Possiveis pontes para frentes de ondas orientadas e co-orientadas.

Observacao 4.11 Se v¢ e 17 sdao correspondentes entao i+c = i+ F 1, pois 4* conecta
as componentes separadas por ¥¢ como mostra a figura [{.8

~ T

() iye

I Iy L
I/)/C=I/‘Yp+6 I/Yp+6
i,Yp =i,Yc+€

Figura 4.8: Pontes e canais correspondentes

Exemplo: A figura [4.9 ilustra um exemplo com I' = (I'1,I'y), onde
i(T1) =0, u(Ty) =2ei(ly) =1, u(I'y) =0.
Os indices desta componentes de I' conectadas pelas diferentes pontes sao:
i *T) =i *T) =1, i(yy *T) =2, i(y3 *T) = i(7f *T) = 0.
E os indices de Maslov de I' conectadas pelas diferentes pontes sao:

p( *T) = p(yy *0) = p(yd *T) = p(yg «T) = p(T5 *T) = 2.
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Figura 4.9: Soma de duas frentes de ondas com diferentes pontes

Observagao 4.12 Dada ' = (I'1,1'y), os indices i e p da conexao em I sao dados por
i(y*T) =i(T) +i(T2) —i(v),

p(y =) = p(T1) 4+ p(I'2).

Este nimero independe de i, e do par (9.,0,). Portanto, se v1 e 4 tém os mesmos
indices i e mesmo indice de Maslov p entao (1 * ') e (72 % [') encontram-se na mesma
componente de ) (veja exemplo [[.3).

Por outro lado, observamos que somas das mesmas frentes de ondas planas através de
pontes de mesmo indice nao precisam ser isotopicas como nos legendreanos, isto €, estar
na mesma componente conexa de € como mostra o exemplo na figura[{-9, onde (y3xI') e
(75 x ') sao conectadas por pontes de mesmo tipo e indices e nao sao isotdpicas. Porém,
veremos que 0s invariantes Jt, J= e h dependem do indice de v e nao da escolha dos
arcos que esta conecta.

4.2.1 Os invariantes J©, J, he A de vy T

Nesta se¢ao determinamos o efeito da cirurgia «y (cirurgias) sobre os invariantes de Aicardi.

Mostramos no capitulo B que os invariantes J*, J=, Sp, h, A sao aditivos sob a soma
conexa disjunta de duas frentes de ondas planas (soma de frentes de ondas em semi-planos
disjuntos), isto é, denotando X por J*, J~, Sp, h ou A, entdo:

X(y* (T, T2)) = X(I'h) + X(I'2) + X (7).

O proximo lema é consequéncia imediata desta igualdade e da Proposicao
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Lema 4.13 Sejam I' e Q dois conjuntos de frentes de ondas com pontos bases contidos
em semi-planos disjuntos e seja v uma ponte conectando um arco de I' e outro de ) entao

JH(yx (TIQ) = JH(D) + JT(Q) + T (7),
J (yx(LILQ) =J () +J7(Q) +J (7),
h(y* ([ ILQ)) = h(T) + h(Q2) + h(7),
Sp(y* (I' 1L Q)) = Sp(T') + Sp(Q),
Ay (I'ITQ)) = AMT) + A(Q).

Observagao 4.14 Sejam I' = (I'y,...,T',) e Q = (4, ..., Q,) dois conjuntos de frentes de
ondas planas contidos em semi-planos disjuntos e v uma ponte conectando componentes
destes dois conjuntos. Fizando T e fazendo movimentos rigidos (translagoes e rotagoes)
sobre Q podemos obter um novo conjunto Q' congruente a ) que intercepta I' de maneira
que a ponte ', agora conectando I' e £, seja isotdpica a 7y e esteja inteiramente contida
na regiao ilimitada do complemento de I' e Q' no plano.

Denotemos por I' o conjunto I' 11 Q. Do lema[{.13 seque que

JEY *T) = JHy % (P 1Q)
= JO) + Q)+ T ()

= JEI) +J5(Q) + J5(y iiTi (T, )
=1 j=1
= () ZZT* (I, T0) + J5(Q°) — ZZTi (5, ) + J*(7)
j<l 1=1 J<t 1=1
=) Ty )
I=1 j=1
= JEIIQ)) = YN TEC ) A0 THQ,
i<t =1 J<t =1
+3 N TEHT, Q)
=1 j=1
m—+n
= JED) =YY TETLL)
j<l 1=1

De forma andloga podemos fazer o cdlculo para o invariante h.

Lema 4.15 Dado uma cirurgia vy conectando dois arcos externos de I' (bordo da regido
ilimitada do complemento de T' no plano), se v nao intercepta em nenhum momento as
regioes do plano limitada por I', entao

JE(y«T) = J5() + J=(v) + 21,



112 4.2. PONTES E CANAIS

Demonstragao: Quando v conecta duas componentes distintas de I'; ou seja, v ¢ uma
ponte, a igualdade acima segue direto da Observacgao [£.14] onde consideramos n, = 0.

Suponhamos que 7 conecta arcos de uma mesma componente conexa de I'. Pela
observagao 7?7, v x [ tem sempre uma componente a mais que I'. Além disso, se v é do
tipo 7 o complemento de v * I no plano tem uma componente a mais e de indice zero
(veja figura [L10), com o bordo desta componente de orientagao oposta ao arco externo,
provocando assim um aumento de AT+ = —1.

Logo,

JE(y* D) = J5D) + JE5 () + 2.

%

Figura 4.10: Conexao de arcos externos

(v".0")=(2,2)

(,YC’O_C)z(_Z’_z)

Agora, se a ponte é do tipo (0,0) entao podemos considerar (0,0) como uma compo-
nente de frente de onda que estd num semi-plano disjunto de I' e vamos conectar a [' um
dos arcos de (0,0) por uma ponte do tipo (42, +2) obtendo assim uma nova frente de
onda f, entao B

JE(T) = JE(T) + J=((0,0)).

Conectando novamente a mesma componente de I' o outro arco de (0,0), por outra
ponte do tipo (£2,+2), podemos aplicar o caso anterior (de conectar (+2,£2) numa
mesma componente), assim

JEy*T) = JHI) +2
= JHI) + J=((0,0)) + 2.
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Logo podemos escrever
JE(y*T) = JH(T) + J5(7) + 20,
O

Exemplo: Em (a) da figura @I ilustramos o canal I' = 7¢ % I, onde I' = (I'y,T).

Notemos que: JT(I') = —1e Jt(y°) =0

Do Lema B8] segue que J*(I) = J&(I) + J*(7¢) +2.1=1

Para conferir este valor podemos calcular JT(I') wusando a relagao
JHT) = JH(Ty) + Jt(Ty) — T1(I'1,I'2), sabendo que JH(I'y) = 0, JT(Iy) = —1 e
T+(F1,F2> - —2

De modo analogo mostramos que J~(I') — 1, pois J~(I') = 0 e J~(7°) = —3 ou usando
o fato J_(Fl) = 0, J_(FQ) =—-3e T_(Fl,rg) = —2.

,YC
fi I3 .E
(a)

a

Figura 4.11: T" e 7 % f, Qe AP % Q)

Ja em (b) da figura Il ilustramos a ponte Q= P, onde Q0 = (€2, (2y). Neste caso

temos que 7, = 0, logo J(2) = JT(2)+JT(9?). Sabendo que J*(;) = =2, JT(Qy) =0,
T+, Q) =0 e JH(?) = 0 segue que JT(Q) = —2.

Sabendo ainda que J~ (1) = =1, J () = =1, T7(21,Qy) = —4 e J~(7?) = 0 segue
que J=(Q) = 2.

Uma maneira de verificar estas igualdades é tomando a frente de onda Q e encontrando
um caminho até uma frente de onda basica que ja sabemos o valor dos seus invariantes.

O lema anterior nos permite calcular os invariantes J© e J~ para um conjunto de
frentes de ondas I' quando colocamos a ponte ou o canal na parte nao limitada pelas
componentes de [', mas e se essa ponte ou canal nao estao nessa regiao?

No préximo exemplo vamos considerar um caso mais geral que nos darda uma prévia
de como funcionara o proximo teorema.

Exemplo:



114

4.2. PONTES E CANAIS

Figura 4.12: Ponte na regiao limitada pelas frentes de onda plana de I

Queremos calcular o valor dos invariantes J*, J=, h, Sp e A da frente de onda I =
v+ I', da figura 412 onde I' = (I', I'y).

O lema anterior nao se aplica a este caso pois a ponte ¥, que conecta os arcos x,y; de
I'y e x5y, de 'y, se encontra na regiao limitada pelas frentes de ondas planas do conjunto
I'. Na tentativa de solucionar este problema podemos fazer o que segue:

a)

b)

Selecionamos os arcos conectados pela ponte ! T1Y1 € T2Y2 de Fl € Fg respectiva-
’ ’
mente.

Deslocamos estes arcos selecionados no item (a) para a parte ndo limitada pelas
frentes de ondas planas de modo que aparegcam somente tangéncias entre os arcos.
Temos entao os arcos T17; e T2y de frentes de ondas planas I'y e I'y que sdo isotopicas
as frentes de ondas iniciais.

Conectamos os arcos T1y; € Tays de I'; e 'y, respectivamente por um mesmo tipo
de ponte " inicial.
Com as frentes de ondas conectadas, formando apenas uma que estamos chamando

de T" podemos retroceder o processo do item (b) sem desconectar os arcos, sofrendo
novamente mais algumas tangéncias.

Finalmente obtemos a frente de onda I' e podemos calcular seus invariantes mas
devemos descontar as tangéncias que ocorreram ao longo deste processo.

Para os proximos resultados vamos considerar pontes nas vizinhancas de pontos duplos
dos de cruzamentos quando:
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a) dois arcos do cruzamento possuem mesma orienta¢ao,
b) os arcos possuem orientagoes opostas e mesma co-orientagao.

) os arcos possuem orientacoes e co-orientagoes opostas e o par (vetor tangente, vetor
normal) formam um referencial positivo para o plano.

Teorema 4.16 Sejam I um conjunto de frentes de ondas planas e v uma cirurgia conectando
arcos de duas componentes de I', entao

JHT,y) =T T) + T (7) = (0 — 20,)is,
JT(Ly) = J (L) + I (7) = (04 = 20,1y,
(L', 7) = h(I) + h(7),

AL, ) = M) + (7).

Demonstragao: Seguindo o mesmo raciocinio do exemplo [£2.1] puxando os arcos pela
ponte até a regiao ilimitada do complemento das frentes de onda no plano, obtendo uma
nova frente de onda I', conectando a ponte 7~ isotopica a v, depois levando a frente de
onda 7 * I" sobre v * I por um caminho genérico e obtendo assim os incrementos AX (I")

e AX(ﬁ*f), para X = J, J~, h, X temos
X(y#T) =a(T) + X(7) + [AX(T) + AX (7 T)]. (4.1)

Sao verdadeiras as seguintes igualdades:

AJETD) + AJEF *T) = —(0 — 20,)i, (4.2)
ART) + Ah(F «T) =0, (4.3)
AXNT) + AXF*T) =0 (4.4)

Substituindo as igualdades [4.2] 1.3 e [4.4] devidamente para cada X = J*, J~, h, A
em [4.1] o teorema esta demonstrado, logo vamos verificar a veracidade de [£.2] 4.3 e 4.4
Observemos que quando puxamos os arcos Ay, s = 1, 2, para a regiao ilimitada do comple-
mento de I' no plano, temos varios tipos de tangéncias. Vamos denotar por /¥ o nimero
de arcos tangenciados por A,, neste movimento, onde i corresponde a orientacao do arco
se positiva (i = +) se negativa (i = —) e j corresponde a co-orientagao do arco se positiva
(j = +4) se negativa (j = —). Quando puxamos os arcos estes podem ser de quatro tipos
diferentes dependendo da orientacao e da co-orientacao de cada um como podemos ver

na figura E.131
Ay—/ > — Ay

Figura 4.13: Possiveis arcos de conexao.
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Arcos Al Ag Ag A4
I3 207" 207~ 20+ 20—
I3 20— 2 207 —2I7T
- 20 20+ 20— 21—+
s oI F —21— —2IF —2IF-
JY 2t = 2t — 2t 2 =2t 20 — 21t
Joo| 20t =20 20Tt =200 | 200 =20t | 200 =20

Tabela 4.1: Os incrementos AX no processo de puxar os arcos A

Os incrementos AX neste processo de “puxar” o arco (veja figura ??) sdo dados na
tabela .3t

Notemos que algumas pontes possuem cispide de modo que surgem incrementos do
tlpo Alls e Allp no processo de levar os arcos A A (denotados por Ars) conectados por
~ sobre os arcos A, As conectados por . Os valores dos incrementos AJY e All,, onde
x € {C,D} ey € {+, —}, neste processo estao relacionados com os arcos Ay, Az, Az e Ay
da seguinte forma, onde X = J¥:

B>
>

>

B> b
~

>
¢

SRS IS

[\o} [\ = =
>~ N w =

— N N N

w
=~

= —[AX(A) + AX(43)], AX(Ap) = —[AX(A43) + AX (A)],
= —[AX(A) + AX(43)], AX(A) = —[AX(A) + AX (A)],
= —[AX(A) + AX(Ay)],  AX(Ay) = —[AX(A) + AX (Ay)],
= —[AX(Ag) + AX(A))],  AX(Ag) = —[AX(A) + AX (43)],
= —[AX(A) + AX(Ay)],  AX(Au) = —[AX(A) + AX (Ay)].

Somando os incrementos de A, e A, com os de ﬁm parar,s = 1,2,3,4, e denotando

temos

AX(Ay) = AX(A,) + AX(A4,) + AX(A,)

AX(An) = AX(A) — AX(Ay) = ~AX (Ags) = —A(Az),

AX (A1) = AX(A;) + AX (Ay) — AX(As) — AX(A;) = ~AX (Ag),
AX(Aj) = 0 = AX (As),

AX(Au) = AX(As) — AX(As) = —AX (As) = A(Auy).

Além disso, podemos ver que All,, onde = € {C, D} (veja tabela[d2]) de Ay,
A13, AQQ, A24, A33 e A44 sao nulos e

AHQU<A12) — _AH.CB(A14) - —AHI(Agg) - —AHm<A34)

Sendo assim podemos montar as seguintes tabelas:
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Arco | Ponte
A (2,2)
A12 (2, 0
A13 (07 0)
Ay (0,2)
A22 (27 _2)
Ass | (0,2)
Agy (0,0)
Az || (=2, -2)
Aszy | (=2,0)
Ay || (=2,2)
Tabela 4.2: Os pares ordenado associados as pontes ligando os arcos A,
[ Arcos || A1q | Aqo | A1z | A1a |
Jg 20 — 1) 2t it — 1t — 1) 0 21—~ —1t7)
J5 20—~ +1t ) [ 2(—l—— -1t it 4t | o 2(—1 +1_5)
J; 207 —1—) | 20«17 T —1———1"7) | 0 20~ F —1FT)
Jn 21—t i1ty | 2(—l"FT -1~ 1Tt 4t ) |0 2=t~ +177)
o 0 2T T =+ 1= T +17) 0 20FF + 1T = — 1T —1—7)
19 0 A—FF P T+ ) | 0 |20FF+1F —IF—1)

Tabela 4.3: Valor dos estratos quando o primeiro arco da cirurgia é do tipo A,

Pela tabela [4.3] temos as seguintes igualdades:

(AJE + ATH)(An) = (AJg + AJp)(An) = 2i,,
(ATE + ATE)(Arz) = (AJG + AJp)(Arz) = 4,
(AJE + ATS)(Arz) = (AJZ + AJdp)(Az) =0,
(AJE 4+ ATS)(Ar) = (AJg + AJp)(Ar) = —2i,.
Pela tabela 4.4 segue o seguinte:

(AJE 4+ ATH)(Azs) = (AJg + AJp)(Azs) = —2iy,
(AJE + ATS)(Asr) = (AJg + AJp)(Az) = 0.

Da tabela [ segue:

(ATE + ATS)(Ass) = (AT 4+ AJp)(Ass) = —2iy,
(AJE + ATE)(Asa) = (AJg + AJp)(Ase) = —4is,
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Arcos A22 A23 A24
T 20 —1) 2—TF + 1) 0
T 2=+ 1) 20— — 1) 0

S e =1 21T +1 ) 0
2 26T — %) 0
I 0 QT+ I — 1T —1)] 0
Ip 0 QT+ —1 T —1)] 0

Tabela 4.4: Valor dos estratos quando o primeiro arco da cirurgia é do tipo As

Arcos A33 A34
JEo 2=+ ) | 2(= 1t = )
J5 20— =17) | 241" =1t =1
Jo | 2(="+ )| 2= =Pl
Jp 200~ —=1T) | 2T+ 1 =1t —=1T)
Ie 0 2007 1 — 1+ — )
p 0 20+ 1T =17t —=177)

Tabela 4.5: Valor dos estratos quando o primeiro arco da cirurgia é do tipo As

Arcos Ay
J& o 2(=1T+17)
J5 2017+ — 1)
Jo || 2(=1TT+17T)
J5 20— —=1T7)
I 0
IIp 0

Tabela 4.6: Valor dos estratos quando o primeiro arco da cirurgia é do tipo Ay

Notemos que todas as igualdades acima satisfazem
AJFT) + AJ*F +T) = (0 — 20,)i,

enquanto que para os casos Agy e Ayy observemos que os arcos possuem orientagoes e co-
orientagoes opostas e o par (vetor tangente, vetor normal) formam um referencial negativo
para o plano. Entao

(AJE + AT)(Au) = (Adg + AJp)(Asr) = =2y = —(=0y — 20, )iy,
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sendo esta tltima obtida da tabela
Além disso,

AW(D) + Ah(F*T) = (AJE + AJ; +1e — AJ} — AJy, —Tp)(An) = 0,

para r,s = 1,2, 3,4, de onde segue a igualdade desejada.
Temos ainda que como nao nascem cuspides no processo de puxar os arcos € nem
mesmo nascem cuspides nas pontes que sao ligadas nos arcos segue também que

AXT) + AXF*T) =0

4.2.2 O invariante Sp de v« I

O calculo do invariante Sp para v % [' nao pode ser feito como fizemos para os demais
invariantes ji que o invariante Sp(I',) depende do ponto base em cada componente de
I', na verdade a parcela St do invariante Sp depende do ponto base de cada componente
de I', e se conectamos, por exemplo, uma ponte v entre duas componentes de I' temos
que escolher um novo ponto base para esta nova frente de onda, ou mesmo decidir qual
dos dois pontos base das componentes conectadas serd o ponto base para a nova frente
de onda em v % I'. O que vamos fazer aqui é calcular St somente para pontes entre duas
componentes. Em vez de considerar as componentes com o ponto base, vamos conectar a
ponte v obtendo assim uma Unica frente de onda e podemos dispensar o ponto base.
Dado (v* * (I'1,I'y), denotemos

T, Ts) = Xk

onde esta soma tem contribui¢oes de todos os pontos triplos P por I'y e I's ao longo do
processo de separa-las em semi-planos disjuntos, onde £(P) é o mesmo numero definido em
I I para TS, substituindo a ponte pelo ponto base. Assim como T depende dos pontos
base, o numero T,ft(Fl, I'y) depende de onde esta conectado a ponte -y, que determina os
sinais na regra do triangulo.

Observacao 4.17 De maneira andloga a Proposi¢ao [{.d podemos verificar que o nimero
Tft(Fl,Fg) nao depende do movimento escolhido para separar I'y e I'y em semi-planos
disjuntos.

Teorema 4.18 Sejam I'y e I'y duas componentes de frentes de ondas conectadas por uma

ponte v entao
St(y # ([1,T2)) = S(T'1) + St(Ta) — T7'(T'1, T).

Demonstragao: Sejam Ty e I'y duas frentes de ondas congruentes as respectivas frentes
de ondas I'; e I'y, que estao em semi-planos disjuntos. Seja ¢ um caminho genérico que
leva o par de curvas (I'1,['y), conectados pela ponte v, no par (I'y,['s) de maneira que se
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v conecta os arcos x1y; € I'y e xoys € T’y entao ¢(7y) deve conectar os arcos ¢(x1y;) € fl
e ¢(rays) € I'y. Assim

St(F % (T1,T2)) = St(y * (T'1, Ta) + ASt(y * (I, Ts)), (4.5)

onde
ASt(’}/ * (Fl,FQ)) - Tf;gt(FMFZ)a

é o incremento de separacao das frentes de ondas.

Arnold mostrou em || que St é aditivo sob esta soma “estranha” (se v tem pontos
duplos estes devem estar fora da regiao do complemento do plano limitado pelas frentes
de ondas), entao

St(F = (T1,T5)) = St(I1) + St(Ty)

Como fj é congruente a I';, 7 = 1,2, substituindo as tltimas igualdades em [L.5] segue
que
St(y * (1, T2)) = St(T'1) + St(Ty) — £5'(T'1, Ta)

O

No Teorema .16 foi estabelecido os valores dos invariantes J*, J~, h e X dos conjuntos
de frentes de ondas planas I com uma cirurgia ~. assim nos falta determinar o invariante
Sp de (I',7) para termos todos os invariantes independentes. Isto sera feito na proxima
proposi¢ao, antes porém observemos que na demonstragao do Teorema obtivemos a
seguinte igualdade

(Alle + Allp)(Ays) = 2(oy — Uy)iy

entao para cada par de frentes de ondas temos:

Proposicao 4.19 Dadas duas frentes de ondas planas I'y e I's e uma ponte v conectando
as duas entao

Sp(T'1, T2, 7) = Sp(T'1) + Sp(T2) — 27501, Ty) — 2(0y — 9, )iy



Conclusao

Neste trabalho, baseando-nos no artigo de F. Aicardi [Ail] e nas técnicas da Teoria
de Vassiliev, estudamos invariantes do tipo “Arnold” (JAl] e [A2]) de frentes de ondas
planas, fornecendo equivaléncias entre curvas legendreanas.

O estudo aqui feito além de ser descrito e analisado detalhadamente, envolve temas
de diversas areas. De um lado, é dada uma introdugao a noc¢ao de variedade de contato,
definindo curvas legendreanas em M a 3-variedade de contato e explicando como se d4 a
associacao de uma tal curva com uma frente de onda plana. Por outro lado, utilizando
as técnicas da Teoria de Vassiliev, estudamos o conjunto discriminante de C*®(S?*, M), o
espaco das imersoes de S' em M, a 3-variedade de contato, seguindo todos os passos desta
teoria para a determinagao de invariantes.

No desenvolvimento do trabalho nos deparamos com diversos conceitos e resultados
relativos a Geometria Diferencial, Teoria de Singularidades e Topologia. Sendo assim,
este trabalho além de fornecer um material para aqueles que queiram ter um primeiro
contato com estudos de invariantes do tipo Vassielev, também permite uma ampliacao
substancial no conhecimento matemético de temas avancados da Matematica.

Como ja foi dito na introdugao desta dissertacao apos os trabalhos de Arnold, de
invariantes de curvas planas, houve um incremento significativo no niimero de mateméaticos
dedicados ao estudo de invariantes via Teoria de Vassiliev. O artigo de Aicardi também
foi de grande importancia, a partir dele surgiram outros trabalhos sobre invariantes de
frentes de ondas em diferentes contextos.

Para se ter uma idéia da efervecéncia que se deu podemos citar algumas linhas de
pesquisa que tiveram um impulso apds os trabalhos de Arnold e Aicardi:

1. Técnicas para desenvolver algoritmos alternativos para o célculo de invariantes de
curvas planas (por exemplo: Polyak, Shmakovic, Viro e Mendes de Jesus e Romero-
Fuster - veja [P], [Sh], [V], [MJ-RE], e [SR]) e de frentes de ondas (por exemplo:
Goryunov e Polyak - veja [Gorl], e [P]).

2. Estudo de um invariante especifico de curvas planas e/ou de frentes de ondas (por

exemplo: Ferrand, Goryunov, Nowik , Polyak e Viro e Tabachnikov - veja [Fer],
[Gor2], [N], [P-V] e [Ta]).

3. Extensao dos invariantes a curvas fechadas e frentes de ondas imersas em superficies
(por exemplo: Tchernov - veja [Tchl] e [Tch2]).
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4. Estudo de invariantes de outras aplicagoes estaveis (por exemplo: Goryunov e Ha-
con, Mendes de Jesus e Romero-Fuster e Yamamoto- veja [Gor3|, [HMRI] e [Yal)

5. Aplica¢ao dos invariantes a nos Legendreanos (por exemplo: Lin, Hass e Nowik,

Poliak e Viro - veja L], [H-N] e [P-V]).

Pela descri¢ao acima é possivel ter uma idéia da importancia da Teoria de Invariantes,
via Vassiliev, na atuagao de pesquisadores mateméticos.
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