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Resumo

MATA, Angélica Sousa da, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2011.
Transicoes de fases em um processo de reacao-difusio em metapopulacoes heterogéneas.
Orientador: Silvio da Costa Ferreira Junior. Co-Orientadores: Marcelo Lobato Martins e
Sidiney Geraldo Alves.

Uma area de interesse destacado da Fisica Estatistica é o estudo de sistemas que apresen-
tam transicOes de fases para estados absorventes [1, 2]. Estes modelos tém sido estudados
em redes que apresentam topologias complexas e heterogéneas [3, 4, 5]. Nesta dissertagao,
um modelo para caracterizar a transicdo de fases em um processo de reacdo-difusdo (RD) em
metapopulacdes heterogéneas € investigado. O modelo € composto por um conjunto de reticu-
lados regulares denominado metapopulacdo. Estes reticulados estdo conectados por uma rede
aleatéria com distribui¢cdo de conectividade dada por uma lei de poténcia. O processo RD
inclui aniquilagdo espontanea, criagdo auto-catalitica e difusdo por meio do intercambio de
particulas entre as populacdes diferentes. Uma teoria de campo médio heterogénea foi desen-
volvida e comparada com simulacdes numéricas realizadas com o método quase-estaciondrio
(QE) [6]. Os resultados mostram que a densidade QE apresenta um periodo de relaxacdo curto.
As distribuicdes QE mudam de um decaimento exponencial no regime subcritico para uma dis-
tribuicdo Gaussiana no regime supercritico, em acordo com 0s comportamentos previstos pela
andlise de campo médio. A taxa de migracdo e a heterogeneidade da rede contribuem para
manter o estado estaciondrio ativo, ou seja, reduzir a taxa critica. A taxa critica foi estimada
com boa precisdo. Porém, as incertezas nas estimativas dos expoentes criticos nao permitem
conclusdes definitivas sobre a criticalidade do modelo. Os expoentes observados sdo coerentes
com a teoria de campo médio heterogénea. Eles sdo independentes das taxas de migracdo e
do grau de heterogeneidade da rede e os valores obtidos sao de 5 a 10% maiores que o valor
tedrico. Essa possivel concordancia entre simulagdes e a teoria de campo médio €, a principio,
algo surprendente ja que a estrutura congelada da rede provoca o surgimento de correlacdes
dindmicas no sistema, mas tais correlagcdes ndo seriam suficientemente fortes para alterar os

expoentes criticos.
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Abstract

MATA, Angélica Sousa da, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, february, 2011. Phase
transitions in a reaction-diffusion process in heterogeneous metapopulations. Adviser: Sil-
vio da Costa Ferreira Junior. Co-Advisers: Marcelo Lobato Martins and Sidiney Geraldo Alves.

A field of outstanding interest in Statistical Physics is the investigation of systems exhibiting
phase transitions to absorbing states [1, 2]. These models have been investigated in networks
with complex and heterogeneous topologies [3, 4, 5]. This dissertation is devoted to investigate
the phase transition in a reaction-diffusion (RD) process in heterogeneous metapopulations.
The model consists of a set of regular lattices called metapopulation. These regular lattices
are connected by a random network with a power law degree distribution. The RD process
includes spontaneous annihilation, self-catalytic creation and diffusion through the interchange
of particles between distinct populations. A heterogeneous mean field theory was developed
and compared with numerical simulations performed using the quasi-stationary (QS) method
[6]. The results show that the QS density presents a short relaxation time. The QS distributions
change from an exponential decay in the subcritical regime to a Gaussian distribution in the
supercritical regime, in agreement with the behaviors predicted by the mean field analysis.
The migration rate and the network heterogeneity contribute to sustain the active stationary
state, 1. e., to reduce the critical rate. The critical rate was estimated with a good precision.
However, the uncertainties in critical exponents do not allow a final conclusion about the model
criticality. The observed exponents are consistent with the heterogeneous mean field theory.
They are independent of both the migration rate and network heterogeneity and the obtained
values are between 5 and 10% greater than the theoretical ones. This supposed agreement
between simulation and mean field theory is, at a first glance, surprising since the quenched
structure of the network promotes the emergence of dynamical correlations in the system, but

these correlations seem to not be strong enough to change the critical exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Redes complexas surgem no contexto de uma grande variedade de sistemas naturais e ar-
tificiais. O cérebro consiste de inimeros neurdnios interconectados; ecossistemas consistem
de espécies cuja interdependéncia poder ser mapeada por cadeias alimentares; células possuem
redes complexas de interacdo entre genes, proteinas e outras moléculas; sistemas sociais podem
ser descritos por grafos que descrevem a interacdo entre os individuos, entre outros exemplos [2,
3]. Tendo em vista a grande frequéncia de redes complexas na natureza, é¢ de grande interesse
estudar suas caracteristicas e propriedades fundamentais. Com o intuito de entender a dindmica
nessas redes, muitos modelos de Fisica Estatistica foram estudados em topologias complexas.
Problemas cldssicos como modelos de spin [7], caminhadas aleatdrias [8], modelo do votante
[9] e o processo de contato [3] sdo exemplos recentes.

Ultimamente, parte da comunidade de Fisica Estatistica tem focado seus estudos em pro-
cessos dindmicos em redes complexas. Muitas propriedades sdo necessdrias para caracterizar a
topologia dessas redes, dentre as quais podemos destacar duas que sdo fundamentais no estudo
de processos dindmicos: a distribui¢do de conectividade P(k) que estd relacionada com a he-
terogeneidade e propriedades sem escala da rede' e o menor caminho médio entre dois vértices
que estd relacionado com a propriedade de mundo pequeno 2. Uma questdo de grande interesse
¢ investigar como as propriedades topoldgicas destas redes influenciam processos de reagado-
difusdo. Nestes processos, 0 que ocorre basicamente €: uma particula do tipo B se torna uma
particula do tipo A, espontaneamente, e a reagao de uma particula B com uma particula A gera
duas particulas B. Esse processo pode ser interpretado como uma rea¢ao quimica com transicao
de fases para um estado absorvente. Esse mesmo processo de reagdo, no entanto, também tem
sido usado em dinamica populacional e € o andlogo cldssico do modelo suscestivel-infectado-

suscestivel (SIS) para descrever o espalhamento de epidemias [10]. Note que as particulas B sdo

'Redes sem escala sdo caracterizadas por uma distribui¢do de conectividade P(k) ~ k=7, com 2 < v < 3.
2A propriedade de mundo pequeno refere-se a uma distAncia média entre dois nds que cresce logaritmicamente
com o nimero de nds na rede.
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as Unicas responsaveis pela dindmica do sistema, que sdo chamadas de particulas ativas, porque
A ndo gera B espontaneamente. Assim, quando sé existem particulas A no sistema, dizemos
que a dinamica do processo fica congelada, ou seja, o sistema estd no estado absorvente. O
limite entre a sobrevivéncia e a extin¢do das particulas B é marcado por um ponto critico que
caracteriza a transicdo de fases para o estado absorvente. Esse estado é uma caracteristica im-
portante em sistemas de tamanho finito porque o unico estado realmente estaciondrio é o estado
absorvente. Efeitos de tamanho finito sdo fundamentais no estudo de processos dinamicos em
redes sem escala. A finitude do sistema e o estado absorvente devem ser estudados de maneira
adequada. Um procedimento muito utilizado € o método quase-estaciondrio em que a configu-
racdo absorvente ¢ adequadamente retirada da dindmica [1, 2].

Os estudos de processos epidémicos descritos pela dindmica do modelo SIS (suscestivel-
infectado-suscestivel) em redes sem escala mostram que, nestas redes, o ponto critico é nulo no
limite termodinamico, o que significa que a epidemia persiste indefinidamente, independente do
valor da taxa de infec¢do, evidenciando a fragilidade de tais redes. Quando se faz uma aproxi-
macao de campo médio, ou seja, despreza-se as correlagdes entre os vértices da rede, chega-se
a uma expressao para o ponto critico que € inversamente proporcional ao segundo momento
(k?) da distribui¢do de conectividade P (k). Com isso, conclui-se que as flutuagdes topoldgicas
afetam diretamente a dinamica de modelos de reacdo-difusdo em redes sem escala, ja que estas
possuem um segundo momento que diverge no limite termodinamico [4, 5, 11, 12].

Podemos dizer entdo, que a estrutura e a heterogeneidade das redes sdo elementos chaves
no estudo de processos dinamicos. Trabalhos recentes [10, 13] preocupam-se em analisar pro-
cessos de reacao-difusdo em redes de metapopulagcdes. Esses modelos sdo caracterizados, ba-
sicamente, pela heterogeneidade da conectividade dos nds e uma caracteristica local de contato
entre as particulas, dentro de cada populagdo. Os modelos de metapopulagdes sdo formados
por um conjunto de populagdes interconectadas. Dentro de cada populacao, existem particulas
nos estados A, B, C, etc. que podem representar, por exemplo, individuos suscetiveis, infec-
tados, imunizados, etc, dentro de um contexto epidemioldgico. As particulas que pertencem
a mesma metapopulacdo interagem umas com as outras € podem mudar seu estado de acordo
com a dinamica do processo. A interacdo entre as populagdes ocorre através do movimento das
particulas de uma comunidade para outra, representando a migracdo. Essa troca ocorre com a
mesma probabilidade para todas as particulas sem memoria da sua origem [14, 15, 16]. Entre-
tanto, estes modelos ndo assumem nenhuma estrutura dentro das populacdes.

Para o nosso trabalho, propusemos um modelo de metapopulacdes estruturadas, em que cada
n6 de uma rede representa uma populacdo formada por uma cadeia unidimensional. Ferreira e
Martins [17] estudaram um modelo andlogo ao processo de reacdo-difusdo em metapopulacoes,
apresentado nesta dissertacdo. No trabalho destes autores, as populacdes sdo conectadas através
de uma rede de Barabdsi-Albert [17]. Um aspecto interessante desses modelos é que, diferente-
mente do modelo SIS em uma rede complexa pura, o ponto critico encontrado € diferente de

zero, 0 que mostra que a interacdo local entre as particulas em cada populagdo desempenha um
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papel importante [17, 18].

O nosso objetivo, nesta dissertag@o, € estudar processos de reacdo-difusdo em metapopu-
lacdes estruturadas com a finalidade de caracterizar a transicao de fases para o estado absorvente
nestes sistemas. Esse trabalho foi organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos
uma revisdo de literatura sobre redes complexas, conceitos, definicdes e suas principais pro-
priedades. Mostramos também alguns modelos de redes que sdo muito utilizados no estudo
de processos dinamicos, enfatizando o modelo de configuracdes nao correlacionado (UCM -
Uncorrelated Configuration Model)[19]. O algoritmo deste modelo € detalhado na se¢do 2.3.4,
uma vez que ele faz parte da metodologia do nosso trabalho pois esta rede foi usada para conec-
tar as metapopulacdes. No capitulo 3 explicamos o modelo SIS como um exemplo de um
processo de reacdo-difusdo simples com transicdo de fases para um estado absorvente. Nesta
parte, definiremos o conceito de classe de universalidade, reproduzindo alguns cdlculos que
permitem definir os expoentes criticos que caracterizam a transicdo de fases para esse modelo
em uma cadeia unidimensional. Também apresentaremos o método que utilizamos para simular
o estado quase-estaciondrio. Esta metodologia serd apresentada juntamente com a reprodugdo
de alguns resultados da literatura para valida-la. No capitulo 4 faremos a unido dos dois assun-
tos abordados nos capitulos anteriores apresentando um processo de reacdo-difusdo em redes
complexas. Neste capitulo, alguns resultados importantes da literatura serdo abordados. No
capitulo 5, detalharemos o modelo proposto para estudar a transicdo de fases em metapopu-
lacdes estruturadas, explicaremos os parametros utilizados nas simulagdes e mostraremos os
resultados computacionais e uma teoria de campo médio. Por fim, no capitulo 6 discutiremos
as conclusdes e perspectivas deste trabalho. No final da dissertagdo, um conjunto de apéndices
¢ usado para detalhar algumas passagens ou discussdes com a finalidade de enriquecer o texto,

mas que sio opcionais para a compreensdo do texto principal.



Capitulo 2

Redes Complexas

Neste capitulo, vamos introduzir algumas defini¢des bésicas sobre redes e teoria de grafos.
Definiremos algumas medidas importantes na caracterizacdo de redes como coeficiente de
aglomeracdo, menor caminho médio e correlacdo entre os vértices. Também falaremos de algu-
mas propriedades de redes complexas sem escala. E, por tltimo, faremos uma pequena revisao
sobre alguns modelos de redes que sdo uteis no estudo de processos dinAmicos, cOmo processos

de reagao-difusao.

2.1 Conceitos basicos e defini¢coes

O matemdtico Leonard Euler (1707-1783) foi o primeiro cientista a introduzir a no¢ao de
grafos [20]. O seguinte enigma acabou resultando na criacdo de um novo ramo da matematica.
Euler queria responder a uma questao popular do seu tempo: se estamos no centro da antiga
cidade de Konigsberg (Russia) como podemos atravessar as sete pontes (veja figura 2.1) pas-
sando apenas uma vez por cada uma delas?

A solucgdo desse problema requer uma abstragdo matematica. Um passo crucial foi colocar
todas as informacdes relevantes em um mapa simplificado, como mostrado na figura 2.2. Neste
mapa, Euler representou as diferentes partes da cidade por vértices, ndo importando a distancia
entre eles. As pontes, por sua vez, sdo representadas por linhas, que s@o as ligagdes que unem
cada parte da cidade. Desta maneira, o mapa da cidade se torna o que € chamado de grafo.
Através desse formalismo o problema original se torna mais abstrato: € possivel encontrar um
caminho que passa através de todas as ligacdes apenas uma vez?

Se a solucdo existe, ela deve estar relacionada com as propriedades intrinsecas do grafo.

Uma propriedade imediata € a quantidade de ligacOes (pontes) que cada vértice possui. Por e-
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xemplo, se um vértice possui exatamente duas ligagcdes, pode-se entrar por uma ponte e sair por
outra. Se o nimero de ligagdes do vértice for maior que dois, porém par, 0 argumento continua
0 mesmo, ou seja, sempre poderemos entrar e sair de um vértice usando ligacdes diferentes.
Por outro lado, vértices com ndmero de ligacdes impar podem apenas comecar ou terminar o
caminho, caso contrdrio passariamos mais de uma vez por uma mesma ligacdo. Aqui estd a
solucdo do problema. Se voltarmos a figura 2.2 veremos que todos os vértices tem um nimero
impar de ligacdes. Logo, Euler provou que nio existe um caminho que passa apenas uma vez

por cada uma das pontes [21].

Figura 2.1: As pontes da antiga cidade de Konigsberg na Riissia.

Tendo como ponto de partida problemas como esse, a teoria de grafos torna-se cada vez
mais elaborada. Nosso objetivo € explicar alguns conceitos bésicos de teoria de grafos que

serdo Uteis para caracterizar redes complexas.

Figura 2.2: Na esquerda, um mapa esquemadtico do centro da cidade de Konigsberg no século XVIIL
Na direita a sua representacdo em forma de grafo, na qual os vértices representam as varias partes da
cidade e as ligagdes entre eles simbolizam as sete pontes.?

Em termos gerais, uma rede € qualquer sistema que admite uma representacdo abstrata
matemadtica por um grafo, cujos nds (vértices) identificam os elementos do sistema e o con-
junto de conexdes (ligacdes) representa a relacio ou interagdo entre esses elementos. As redes

fornecem um quadro tedrico que permite uma representacao conveniente de relagdes entre os

'Figura retirada de <http://www.mat.uc.pt/ alma/escolas/pontes/>.
“Figuras retiradas de <http://users.prof2000.pt/agnelo/grafos/pontesh.htm>.
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elementos em sistemas complexos nos quais a caracterizacao do sistema implica em um mapea-
mento das interacdes de um grande nimero de individuos [11].

O estudo de redes tem uma longa tradi¢cao em teoria de grafos, matemadtica discreta, soci-
ologia e tem infiltrado cada vez mais nos campos da Fisica e Biologia. A linguagem rigorosa
para a descri¢do de redes € encontrada na teoria de grafos. A seguir, vamos mostrar algumas
defini¢Oes usadas em teoria de grafos que serdo uteis no estudo de redes.

Um grafo ndo direcionado é definido como um par de conjuntos G(V, E), em que V' é um
conjunto de elementos contdveis, chamados vértices ou nés e &/ é um conjunto de pares ndo
ordenados de diferentes vértices, chamados ligacdes. O ndmero total de vértices em um grafo é
denotado por N e define a ordem do grafo. Vale observar que em muitos contextos biolégicos
e fisicos, N define o tamanho da rede uma vez que identifica o nimero de elementos distintos
que compdem o sistema. No entanto, em teoria de grafos, o tamanho do grafo € identificado
como o numero de ligacdes . A menos que seja especificado a seguir, iremos nos referir a N
como o tamanho do sistema [11, 21].

Se dois vértices diferentes sdao conectados, dizemos que eles sdo adjacentes ou vizinhos.
Para um grafo de tamanho N o nimero méaximo de liga¢cdes é N(N — 1)/2. Quando todas as
possiveis ligacdes estdo presentes, o grafo € denominado completo. Um grafo indicado como
G(V, E) pode ser desenhado como um conjunto de pontos representando os vértices unidos por
linhas (ligacdes).

Uma questao central na estrutura de grafos € a acessibilidade dos vértices, isto é, a possibi-
lidade de ir de um vértice a outro por meio das ligacdes da rede. Para analisar as propriedades

de conectividade vamos definir um caminho P, ;, em um grafo G(V, E') como um conjunto or-

0,in
denado de n—+ 1 vértices Vp = {ig, i1, ..., in} € n ligagdes Ep = {(ig, 1), (i1,92), -y (in_1,7n)}-
é

O caminho P, ; conecta os vértice i € i, (veja figura 2.3). O tamanho do caminho F;

Ozin Oyin
n. Um ciclo, também chamado de loop, € um caminho fechado (¢y = i,,) em que todos os
vértices e ligacoes sdo disitintos. Um grafo € dito conectado se existe um caminho que conecta

quaisquer dois vértices no grafo [11].

Figura 2.3: Um grafo que mostra, em destaque, um dos caminhos que conecta os nés A e B.

O conceito de caminho nos leva a definicdo de distancia entre dois vértices. A distincia na-
tural medida entre dois vértices 7 e j é definida como o nimero de ligagdes que existe no menor
caminho que os conecta (/;;). Quando dois vértices sdo desconectados, define-se que [;; = oo.

Um defini¢do caracteristica de distdncia em uma rede é o menor caminho médio definido
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como o valor médio de [;; sobre todos os possiveis pares de vértices na rede.
p— > 2.1)
SNV -1 e '

Na maioria dos grafos aleatérios, o menor caminho médio cresce logaritmicamente com o
tamanho do sistema N ( {I) ~ log N). O fato de que qualquer par de nés estar conectado por
um caminho pequeno constitui o entdo chamado efeito de mundo pequeno [20, 22], que € fun-

damental no estudo de processos dindmicos, como discutiremos adiante.

2.2 Propriedades topolégicas

Quando se trata de descrever grafos, com muitos vértices e ligacdes (até 10°) desde redes
de interacdo de proteinas a www, uma descri¢do conveniente pode ser obtida por meio de dis-
tribui¢des estatisticas como a distribui¢do de conectividade P(k). A distribui¢do P (k) fornece
a probabilidade de que um nd, selecionado aleatoriamente, tenha k ligagdes, ou seja, grau k.
Essa distribuicdo é obtida construindo-se um histograma de frequéncias normalizado dos graus
dos nés da rede. O grau médio de um grafo nao direcionado é definido como o valor médio de

k sobre todos os vértices da rede,
1 2F
(k) = ~ Z ki = g kP(k) = ~ (2.2)

desde que cada ligacdo contribua para o grau de um vértice. Analogamente, ¢ possivel definir o

n-ésimo momento da distribuicao,
(k") =Y k" P(k). (2.3)
k

As propriedades da distribuigdo P (k) sdo cruciais para classificar os diferentes tipos de rede,
algo de extrema importancia no estudo de processos dinamicos [11].

Podemos separar as redes em duas classes de acordo com a sua distribui¢do P(k). A
primeira sdo as redes homogéneas. Neste caso, a distribui¢do dos graus P(k) tem uma forma
funcional que decai rapidamente, o que é chamado na literatura de “cauda leve ”, tais como as
distribui¢des Gaussiana ou de Poisson. A segunda classe consiste de redes com conectividade
estatisticamente heterogénea o que corresponde a distribuicdo de “cauda pesada”. Muitas redes
possuem um alto nivel de heterogeneidade na conectividade, isso vem do fato de que os hubs

existem em um ndmero suficientemente grande para que ndo possam ser desprezados. Esta ca-
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racteristica é observada em redes de transporte aéreo, entre muitos outros exemplos.

As caudas pesadas possuem, em geral, um decaimento assintdtico em lei de poténcia P(k) ~
k=7 [23]. Neste caso, vértices com grau muito maior que o grau médio (k) sdo encontrados com
uma probabilidade ndo-desprezivel [11]. O contraste entre estes tipos de distribuicdo € mostrado
na figura 2.4, na qual comparamos uma distribui¢do de Poisson com uma distribui¢do em lei de

poténcia para 0 mesmo grau médio.

10°F z
N T ] r
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° [ ]
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Figura 2.4: Comparacdo da distribuicdo de Poisson (discos) e da lei de poténcia (quadrados) em

escala linear (esquerda) e na escala logaritmica (direita). As duas distribui¢des t€ém o mesmo grau médio
(k) = 10.

O significado da heterogeneidade contido na distribuicdo em lei de poténcia pode ser enten-
dido olhando para os dois primeiros momentos da distribui¢do. Podemos calcular o valor médio
dos graus fazendo:

(k) = / " Pk k. 2.4)

m
em que m > 1 € o menor grau possivel da rede e k. € o maior grau que um né pode ter. Por
simplicidade k foi considerada uma varidvel continua em que a soma discreta foi substituida

por uma integral. Calculando o valor desta integral,

k
ke A2 © (7 1)
— - = ~ —= .
(k) /m kAET"dk 5 5 (7 2>m (2 5)

m

quando k. — coey > 2,em que A = (v — 1)m?~! € a constante de normalizagdo. Vemos
que, neste caso, o grau médio € bem definido e finito. A variancia normalizada da distribui¢do
02 /{k)? expressa as flutuagdes aleatdrias presentes no sistema. A variancia 02 = (k?) — (k)? é

dominada pelo segundo momento da distribuicao

ke

2 2 — —

(k%) :/ k*AE™"dk ~ k:f 7. (2.6)
m

No limite assintético de redes infinitas, temos que (k2> — 00 , ou seja, as flutuagdes divergem

quando v < 3. A auséncia de qualquer escala intrinseca para essas flutuacdes, no intervalo

definido entre 2 < v < 3, implica que o valor médio ndo € uma escala caracteristica para o
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sistema. Em outras palavaras, observa-se uma rede sem escala.
O nivel de heterogeneidade da rede pode ser definido pelo parametro :
K= @ 2.7)
(k)
As redes sem escala sdo caracterizadas por k — 00, enquanto as redes homogénas possuem
k ~ (k) nesse limite. Por esta razao, podemos generalizar e nos referir a rede sem escala como
todas as redes que tém o pardmetro x > (k) pois as redes reais sao finitas [21].

Sabemos que € possivel definir a distancia entre quaisquer pares de vértices como o nimero
de ligagcdes presentes no menor caminho que os conecta. O efeito de mundo pequeno sig-
nifica que podemos ir de um vértice a outro passando por uma quantidade muito pequena de
ligacdes. Essa propriedade foi popularizada no contexto sociolégico por Milgram em 1967 [11]
que mostrou que em média seis ligacdes, ou seja, seis pessoas, sdo suficientes para conectar
duas pessoas quaisquer escolhidas aleatoriamente nos Estados Unidos. Desde entdo, o efeito
de mundo pequeno tem sido identificado como uma caracteristica de redes complexas, em par-
ticular, redes de infraestrutura nas quais a distancia média pequena € muito importante para a
rapidez da comunicacdo [20, 22]. Como vimos, a propriedade de mundo pequeno se refere a
redes em que (/) [equacdo (2.1)] escala logaritmicamente, ou mais lentamente, com o tamanho
do sistema.

Quando estudamos redes, uma das ideias principais € estabelecer a importancia dos seus e-
lementos basicos. A importancia de um n6 é comumente definida pela sua centralidade. Somos
levados a pensar que os nds com maior grau, ou seja, maior nimero de conexdes, S0 0s mais
importantes, porém, alguns casos especias, mostram que isso nao é, necessariamente, verdade.

Podemos ter casos em que se retirarmos um vértice pouco conectado o grafo se torna des-
conectado, como mostra a figura 2.5. Por essa razao, diferentes medidas da centralidade de um
vértice foram propostas. Esses conceitos serdao descritos aqui porque podem desempenhar um
papel importante em redes sem escala, como, por exemplo, no uso de diferentes estratégias de

imunizagdo no espalhamento de doencgas em redes complexas.

Figura 2.5: Um grafo particular que pode ser desconectado retirando apenas o vértice em destaque que
tem grau 2. Por outro lado, o n6 destacado em vermelho € muito conectado mas sua remog¢do ndo leva a
ruptura do grafo.

A maneira mais simples de identificar o vértice mais central é olhar para o vértice cuja
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distdncia média de todos os outros é minima. Isto corresponde a dizer que a centralidade ¢(7)
(i) = =—— (2.8)

¢ méaxima.

Juntamente com as medidas de centralidade, os vértices também sdo caracterizados pela
estrutura da sua vizinhanga local. Uma propriedade comum de redes sociais € a formacao de
grupos, representando circulos de amigos ou conhecidos em que cada membro conhece um ao
outro. Essa propriedade ¢ chamada de agrupamento (clustering) e implica que, se o vértice ¢
estd conectado ao n6 j que também estd conectado a k, existe uma alta probabilidade de ¢ e k
também estarem conectados [22]. O clustering de um grafo nao direcionado pode ser medido
através da média do coeficiente de clustering de todos os nés. O clustering C(i) de um nd i
¢ definido pela razdo do nimero de ligacdes entres os vizinhos de 7 € 0 ndimero maximo de
ligacdes possiveis entre esses vizinhos. Se o grau do né ¢ € k; e se os seus vizinhos t€m e¢;

ligacOes entre eles, entdo:
€

cCil)= ——+ 2.9
0= rtm=1/2 29)
O coeficiente de agrupamento médio do grafo € dado por:
1 :
€)=+ Z C(i). (2.10)

Outra relacdo que podemos obter entre dois vértices conectados € quao similares eles sdo.
Uma vez que a propriedade mais estudada de um vértice € o seu grau, a alternativa mais sim-
ples € verificar a presenca de correlacOes entre os vértices com grau semelhante. Em algu-
mas situagdes, existe uma tendéncia dos vértices se conectarem com outros nés que possuem
propriedades semelhantes as suas, por exemplo, vértices com alto grau de conectividade se
conectarem, preferencialmente, com nés que também tenham um grande nimero de ligacoes.
Neste caso, a rede € chamada de associativa. Se ocorre o contrario, ou seja, 0os ndés com alto
grau se conectam a outros com baixa conectividade, temos uma rede disassociativa [24].

Uma maneira de quantificar tal medida ¢ através da probabilidade condicional P(k;|ks) de
ter um vértice com grau k; de um lado da ligag¢do, dado que do outro lado, tem-se um né com
grau k. No apéndice A mostramos mais detalhes sobre essa probabilidade condicional.

Como P(ky|ks) pode ser algo dificil de medir para redes grandes, uma abordagem menos
rigorosa, porém mais intuitiva e simples nao s6 € possivel como, na verdade, muito mais usada.

Dado um vértice ¢« com grau k;, calcula-se o grau médio dos seus vizinhos mais préximos,

1
Krms = - Z( kj, (2.11)

' jev(i)
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em que a soma € sobre todos os vizinhos do vértice 7. Desta quantidade, podemos obter uma

medida para investigar o comportamento da correlacdo entre os graus, dada por [25]:

1
b (K) = 5= D Fn (2.12)
ki =k

em que Ni € o nimero de nés de grau k£ e o somatdrio € sobre todos os vértices ¢ com grau
k; = k. Esta tltima quantidade esta relacionada com a correlac@o entre os graus dos vértices

conectados pois essa média pode ser expressa, alternativamente como:
ko (k) = K P(K|k). (2.13)
k/

Se os graus dos vizinhos ndo sao correlacionados (detalhes no apéndice A),

K P(K)
(k)

ou seja, P(k’|k) é apenas uma fun¢do de £’ e k,,,(k) é uma constante. Se k,,, cresce com k entdo

P(k|K) = (2.14)

arede € associativa. Por outro lado, se k,,,, decresce com k dizemos que o grafo € disassociativo
[11, 19, 25] (veja figura 2.6).

N s AN

[e]
=) i N

M // \\\
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Figura 2.6: Os trés possiveis comportamentos do grau médio dos vizinhos (k) versus o grau k do
vértice de origem.

2.3 Modelos Fundamentais

A fisica tedrica € baseada na ideia de que os fendmenos podem ser descritos quantitativa-
mente por representacdes simplificadas chamadas modelos. Um ponto positivo de grafos é que
eles ja sdo uma simplificacao util para representacao de vérios tipos de redes.

Alguns modelos de redes sao introduzidos nesta se¢ao com o objetivo de mostrar a evolucao
histdrica de redes complexas em geral. Por tltimo, daremos maior €nfase no modelo de confi-

guracoes pois este serd usado durante todo o nosso trabalho.
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2.3.1 Grafo Aleatorio

O modelo de grafo aleatdrio proposto por Erdds e Rényi em 1959 [11] é o modelo de rede
mais simples que inclui a estocasticidade como elemento essencial. No modelo original de
um grafo aleatério G(NN, E') tem-se um conjunto de N diferentes vértices conectados aleato-
riamente por F ligagdes. Uma variacdo desse modelo € um grafo construido com N diferentes
vértices em que cada uma das N (N — 1)/2 possiveis ligagdes estd presente com uma probabi-
lidade p e ausente com uma probabilidade 1 — p. Consequentemente, o nimero total de ligacdes
¢ uma varidvel aleatdria, descrita por uma distribui¢do binomial, com o valor esperado dado por
[21]:

M} . (2.15)

E) =

(E)=p [ 5
Como cada ligagdo contribui para o grau de dois vértices, temos que o grau médio (k) do grafo
é [22]:

(k) = &]\ﬁf) = (N = 1)p= Np. (2.16)

Para obter a distribui¢do de grau P(k) notamos que, a probabilidade de criar um vértice
com grau k € igual a probabilidade de conectd-lo a k vértices e ndo conectd-loa N — 1 — k vér-
tices. Contabilizando todas as possibilidades de permutagdo, essa regra gera uma distribui¢ao
binomial:

P(k) = (N L 1)p’f<1 —p)N Tt (2.17)

Quando N € muito grande e p muito pequeno, mas com o produto p/N finito, a distribui¢ao

binomial pode ser aproximada por uma distribui¢do de Poisson [26]:
k k
P(k) = e*<k>g (2.18)

Ou seja, P(k) decai muito rapidamente para valores grandes de k, o que significa flutuacdes
finitas em torno do valor médio. Este modelo é o exemplo tipico de um grafo aleatorio es-
tatisticamente homogéneo, em que o grau de diferentes vértices pode ser considerado apro-
ximadamente igual ao grau médio k£ < (k) [11].

Se voltarmos as equacdes (2.9) e (2.10) podemos calcular o coeficiente de aglomeracao de
um grafo aleatério. Relembrando, o clustering C (i) de um né i € definido pela razao do nimero
de ligacdes entres os vizinhos de ¢ € o nimero miximo de ligacdes possiveis entre esses Vi-
zinhos. No grafo de Erd6s-Rényi, para qualquer vértice, a probabilidade de que quaisquer dois
dos seus vizinhos estejam conectados ¢ dada por p. Logo, o nimero de ligagcdes médio entre os

vizinhos de i, e;, é dado por: e; = pk;(k; — 1)/2. Assim, o coeficiente de aglomera¢do médio
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da rede sera: . )
€; _\R)
<C>=N;m— v (2.19)

Como (k) é finito, é facil concluir que o coeficiente de clustering de um grafo aleatdrio se
aproxima de zero no limite de redes infinitamente grandes.

Para uma rede conectada de grau médio (k), o nimero médio de primeiros vizinhos (d = 1)
é (k). Se a posigdo das ligagdes é completamente aleatéria e desprezando ciclos, o nimero de
vizinhos a uma distancia d de qualquer né pode ser aproximada por (k). Vamos definir 7 tal que
(k)" ~ N, ou seja, o nimero de nds a uma distancia r do vértice i deve ser aproximadamente
igual ao tamanho N do grafo. Entdo, podemos aproximar o menor caminho médio (/) [equac@o

(2.1)] por r e obter [11]:
_ logN

= log (k)

Este comportamento € uma assinatura de efeito de mundo pequeno observado em muitas redes

(2.20)

complexas e nos informa que, mesmo para redes grandes, a maioria dos vértices € conectada por
uma distancia pequena, pois 0 menor caminho médio cresce logaritmicamente com o tamanho

do sistema.

2.3.2 O modelo de Watts-Strogatz

O modelo de mundo pequeno (small world), elaborado por Watts e Strogatz em 1998 [27],
foi inspirado no fato de que muitas redes sociais sdo altamentes agloremadas e, a0 mesmo
tempo, exibem uma distancia média pequena entre os vértices. O modelo de Watts e Strogatz
(WS) € um modelo que interpola entre um reticulado ordenado e uma rede puramente aleatdria
[21, 22].

O modelo WS original comeca com um anel de N vértices em que cada vértice € sime-
tricamente conectado a seus 2m vizinhos mais préximos como mostrado na figura 2.7a. Entao,
para cada vértice, cada ligacdo € redirecionada com probabilidade p e preservada com pro-
babilidade 1 — p. Essas religacdes sdo feitas aleatoriamente evitando auto-conexdes e acabam
criando atalhos entre as partes distantes no anel. O pardmetro p mede o nivel de aleatoriedade
no grafo, mantendo o nimero de ligacdes constante resultando em um grafo com (k) = 2m
[27]. No limite de p — 1, o fato de que cada vértice mantém um nimero minimo m de ligacdes
induz uma memoria no grafo de tal modo que esta rede ndo € localmente equivalente a um grafo
de Erd6s-Rényi.

Qualquer valor diferente de zero para p introduz uma desordem na rede na forma de uma
conectividade ndo uniforme. No limite de p — 1 a expressao para a distribuicdo de conectivi-

dade € [11]:
= —m)! exp(—m), (2.21)
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Regular Mundo-pequeno Aleatorio

a b C

Aumentando a aleatoriedade

Figura 2.7: (a) Construgdo do modelo de Watts-Strogatz. Comecamos com N = 20 vértices cada um
deles conectado aos 4 vizinhos mais proximos (k = 4). (b) Quando se aumenta a aleatoriedade aumenta-
se o nimero de ligacdes redirecionadas. (c) Em p = 1 temos um grafo completamente aleatério onde
todas as ligagdes foram redirecionadas. Figura adaptada da referéncia [27].

ou seja, uma distribui¢do de Poisson para a varidvel &' = k — m, com valor médio (k') = m.

Na figura 2.8, mostramos a distribui¢do de probabilidade para m = 3 e varios valores de p.

P(k)

10"

Figura 2.8: Distribui¢io de probabilidade da conectividade k para m = 3 e vérios valores de p. Figura
adaptada da referéncia [28].

Barrat e Weigt [28] deduziram a seguinte dependéncia do coeficiente de aglomeragdo com

a probabilidade de redirecionamento das ligacdes p:

3(m —1)

3
Sm =y TP (2:22)

(C(p)) ~

Este modelo representa um grande desenvolvimento no estudo de redes sociais € muitos

outros sistemas [29] uma vez que nos permite associar o coeficiente de agrupamento com a
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aleatoriedade do grafo. Além de explicar que o valor alto desse coeficiente, observado em
muitas redes reais, pode estar relacionado com a memdria da estrutura inicial que € remodelada

por alguns elementos estocasticos.

2.3.3 O modelo de conexao preferencial

Em muitas redes reais, novos nds nao sao conectados aleatoriamente mas eles tendem a se
conectar aos vértices que ja tem um grande ndmero de conexdes. Por exemplo, uma pessoa que
tem uma boa relacdo social, um grande nimero de amigos, tem mais facilidade de fazer novas
amizades do que uma pessoa que tem um pequeno circulo de amigos. Esta classe de sistemas
pode entdo, ser descrita por um modelo baseado no mecanismo de conexdo preferencial. O
modelo de Barabasi-Albert € o mais famoso desta classe [11].

O modelo Barabdési-Albert [30, 31] € adequado para reproduzir o crescimento de algumas
redes reais. Para repoduzir esta caracteristica, o grafo é construido em passos de tempo su-
cessivos em que novos vértices sdo adicionados ao sistema. Os vértices de destino (aqueles
Ja presentes na rede) sdo escolhidos para receber a nova ligagdo de acordo com o seu grau de

conectividade naquele momento.

Figura 2.9: Rede de Barabdsi-Albert de tamanho N = 200 e conectividade média (k) = 6. Os hubs
estdo no centro do grafo. Figura retirada de [11].

Esquematicamente, podemos dizer que os dois ingredientes desse modelo sdo: crescimento
e ligacdo preferencial. Crescimento implica que novos vértices entram na rede a cada passo

de tempo. Ligacgdo preferencial significa que esses vértices recém-chegados estabelecem sua
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conexdo preferencialmente com os vértices que ja sao bem conectados [21]. Os passos para o

algoritmo que gera esse grafo sdo [11, 22]:

1. Comeca-se com um grafo completo com my vértices e mg(mo — 1)/2 conexdes.
2. Um novo vértice € adicionado a cada passo de tempo com m > 1 ligagdes.

3. Os vértices recém-chegados se conectam aos nds ja presentes na rede, com uma proba-

bilidade [[(k;) proporcional ao seu grau, isto é:

- (2.23)

j=1,N j

[l =5

em que ijl ~ k;j € a soma do grau de todos os nés da rede e k; € o grau do né i. Note que,
como a cada passo de tempo apenas um novo vértice entra na rede, temos uma rede de tamanho

N = my +t. A figura 2.9 mostra um exemplo de uma rede Barabdsi-Albert.

10 T T T

—- v=30

Figura 2.10: Distribui¢io do modelo de Barabasi-Albert, com N = 10, mg = 10 e m = 2.

Esse algoritmo produz, naturalmente, redes sem escala, gerando uma distribui¢do do grau
de conectividade em forma de lei de poténcia, isto é, P(k) k=2 quando N — oco. Neste
modelo, em que novas ligacdes aparecem apenas por causa dos vértices recém chegados, a

distribui¢do de conectividade pode ser escrita como [11]:

_ 2m2t + (mo/Qm)<k:>0

P(k, 1 —

k3 (2.24)
no limite de ¢ — oo a solugdo é: P(k) = 2m?k—3 (veja figura 2.10).
Para esse modelo o coeficiente de aglomerag¢do e o menor caminho médio s@o [11]:

log(N)
loglog(N)’

(C) = o=(nN)? e (1)~

= 3IN (2.25)



CAPITULO 2. REDES COMPLEXAS 17

respectivamente. Essas equagdes mostram que o agrupamento local aumenta a medida que
aumentamos o tamanho do sistema e que o menor caminho médio escala com o tamanho do
sistema mais lentamente do que uma lei logaritmica simples, o que significa um efeito forte de
mundo pequeno. Esse modelo baseado no crescimento do nimero de nds e na ligacio prefe-
rencial nos mostra que através de uma dindmica simples, pode-se obter redes sem escala e com

propriedade de mundo pequeno.

2.3.4 Modelo de Configuracoes

Enquanto a maioria das redes reais demonstra a presenca de correlacdes, redes aleatorias
nao correlacionadas sdo importantes do ponto de vista tedrico, especialmente como modelos de
redes para testar o comportamento de sistemas dindmicos cuja soluc¢io analitica estd disponivel
apenas na auséncia de correlacdes. Nesta secdo, vamos focar em um modelo de rede aleatdria
nao correlacionada chamado Uncorrelated Configuration Model (UCM) [19] pois esta rede sem
escala serd utilizada nesta dissertacdo para estudar a dinimica de um processo de reacdo-difusao
em redes complexas como serd visto nos préximos capitulos.

O algoritmo cléssico para construir redes aleatérias com qualquer distribui¢do de grau P(k)
€ chamado modelo de configuracdes (Configuration Model - CM). Para construir uma rede com
a definicdo original deste algoritmo, comecamos atribuindo para cada vértice ¢, em um conjunto
de N vértices, um ndmero aleatério k; de ligagdes de acordo com a distribuicao de probabili-
dade P(k), com m < k < N (nenhum vértice pode ter o grau maior que N — 1 e menor que
m) e impondo a restricdo de que a soma dos graus de todos os vértices » . k; seja par, para
garantir que todas as conexdes que saem de um vértice cheguem a outro vértice distinto. A rede
se forma conectando esses pares de ligacdes de maneira uniformemente aleatdria respeitando
a sequéncia k; previamente estabelecida. O resultado dessa constru¢do é uma rede aleatdria
cujos graus sdo, por defini¢do, distribuidos de acordo com P(k) e na qual, a principio, ndo ha
correlagdo de grau, dada a natureza aleatdria das ligacoes [19].

Essa prescri¢do funciona muito bem quando se tem uma ditribuicdo P (k) que possui um
segundo momento bem definido, ou seja (k?) finito. No entanto, quando se trata de redes
sem escala [P(k) ~ k77, para 2 < 7 < 3] o segundo momento diverge, como foi discu-
tido na secdo 2.2, as ligagdes atribuidas de maneira completamente aleatéria geram uma rede
ndo correlacionada somente se incluirmos auto-conexdo (um vértice conectado a ele mesmo)
e multiplas conexdes (dois vértices conectados mais de uma vez) [32]. Enquanto a presenca
de auto-conexdes e conexdes multiplas é natural na matematica de teoria de grafos, elas s@o
artificiais em redes reais, principalmente as que estamos interessados aqui: redes sociais e de
transporte. Essa situac@o pode ser evitada impondo uma restri¢do adicional proibindo multiplas

e auto-conexdes. Essa restri¢do, no entanto, tem o efeito de introduzir correlacdes na rede [33].
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A origem desta correlagdo pode ser associada a cota superior k.(/N), em uma rede de
tamanho N. Na verdade, € possivel mostrar que para evitarmos correlacdes no modelo de con-
figuracdes excluindo miiltiplas e auto-conexdes, deve-se ter uma cota que escala com k.(N) ~
N'/2, chamada cota estrutural. No apéndice B os efeitos de cotas superiores sdo discutidos.

Como € o valor maximo permitido dos graus na rede que determina a presenga ou a auséncia
de correlacdes, Catanzaro et. al. [19] propuseram uma versao sem correlacdes do modelo CM,

o UCM (Uncorrelated Configuration Model). Os passos do algoritmo sao:

(i) Em um conjunto de N vértices inicialmente desconectados, atribui-se para cada vértice i,
um nimero k; de ligagdes de acordo com a distribui¢do P(k) ~ k=7 e sujeito as restri¢oes
m < k; < NY2e " k; par.

(i) Constrdi-se a rede escolhendo aleatoriamente dois vértices e os conectando, respeitando

o grau ja estabelecido k; e evitando multiplas e auto-conexdes.

Esse algoritmo pode ser implementado da seguinte maneira [19, 34]: Uma vez que o grau k;
¢ atribuido, uma lista de ) _. k; elementos € criada, com k; copias do i-ésimo elemento. Um par
de elementos desta lista € escolhido aleatoriamente para criar uma ligacdo. Se os elementos sdao
iguais ou correspondem a uma ligacdo j existente, eles ndo sao utilizados porém permanecem
na lista € um novo par de vértices € sorteado. Caso contrério, a conexao € aceita e a lista atu-
alizada, eliminando os elementos correspondentes a nova ligacio criada. Este procedimento €
repetido até todos os elementos da lista estarem conectados com o nimero de ligagcdes previa-
mente estabelecido.

Na figura 2.11 mostramos a distribui¢ao de conectividade do modelo UCM para diferentes
valores de 7 e na figura 2.12 mostramos a auséncia de correlagdes para uma UCM sem escala
onde calculamos o grau médio dos vizinhos de um vértice com grau k utilizando as equagdes
(2.12) e (2.13) mostradas na se¢do 2.2. Apesar de se tratar de um modelo no qual ndo h4 cor-
relac@o entre os graus, ¢ importante ressaltar que esse algoritmo ¢é interessante no sentido de

checar a precisdo de muitas solu¢des analiticas de processos dindmicos em redes complexas.
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Figura 2.11: Distribui¢do de grau P(k) de uma rede sem escala gerada pelo modelo UCM, com
N = 10* e mgy = 2, para diferentes valores de 1.
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Figura 2.12: Grau médio dos vizinhos mais préximos dos vértices com grau k, k., (k) para o algoritmo
UCM com diferentes expoentes .



Capitulo 3

Transicoes de fases para estados

absorventes

Nesse capitulo faremos uma pequena introdugao aos processos dindmicos governados por
equagdes mestras. Vamos introduzir um modelo de reacao-difusdo (RD) como um exemplo
simples de um processo dindmico com transicdo de fases para um estado absorvente, o0 mo-
delo SIS, que representa a propagacdo de uma epidemia. Por fim, apresentaremos o método
quase-estaciondrio [6] que utilizamos ao longo do nosso trabalho e sua aplicagdo no modelo
SIS para validar nossa metodologia. Embora a classe de universalidade desse modelo seja bem
conhecida [2, 3, 6], essas simulacdes também sdo resultados originais dessa dissertagao.

Um conceito importante no estudo de transi¢cdes de fases € o de classe de universalidade
que estd relacionado com o fato de que o comportamento critico de sistemas com propriedades
especificas sejam caracterizados pelo mesmo conjunto de leis de escala, ou seja, expoentes
criticos. Isso significa que, mesmo modelos com dindmicas microscépicas diferentes podem
pertencer 2 mesma classe de universalidade se compartilharem certas propriedades e simetrias
[35].

3.1 Introducao aos processos dinamicos

Para modelar processos dinamicos em redes ou reticulados € util fazer algumas defini¢des.
Identificamos cada né ou sitio ¢ como um elemento do sistema e introduzimos uma varidvel
correspondente o; que caracteriza seu estado. Por exemplo, na propagac¢do de epidemias a va-
ridvel o; indica se o individuo estd sauddvel ou infectado. Podemos enumerar todos os possiveis

estados 0; = 1,2, ... para cada n6 e o conjunto das varidveis de estado de todos os nés da rede



CAPITULO 3. TRANSICOES DE FASES PARA ESTADOS ABSORVENTES 21

define um estado do sistema. Isso significa que podemos denotar uma configuracio particular
no tempo ¢ por o(t) = {o1(t),02(t),...,on(t)}, em que o indice i = 1,2, ..., N percorre todos
os nds de uma rede de tamanho N [11].

Um processo dindmico com aleatoriedade ¢ um processo estocdstico. Quando a dindmica
nao depende da histéria da evolu¢do do sistema mas somente do estado atual dizemos que o
processo ¢ Markoviano. O método mais geral para estudar um processo Markoviano em tempo
continuo consiste em analisar a equac¢do mestra que fornece a probabilidade P(o, t) de encontrar
o sistema no estado ¢ no instante ¢. Esta probabilidade é normalizada, ou seja, > P(o0,t) = 1.
Para um processo dindmico, com taxas de transi¢do do estado o para o estado ¢’ dadas por

W(o — o), a equagdo mestra é [36]:

dP(o,t)

20 SR W (o' — 0) = Plo, V(0 — o) 3.1

0./

em que a soma € sobre todas as possiveis configuragdes o’

Uma condic¢do que leva ao estado estaciondrio é:
P(o', t)W(o' = o) = P(o,t)W (o — o) (3.2)

para quaisquer estados o e o’. Essa é a equagdo do balanceamento detalhado que, como o
proprio nome diz, tem um significado muito claro: na situacdo estaciondria, devemos ter o
mesmo nimero de transicdo em uma direcdo e na dire¢do contraria [37].

A equacido do balanceamento detalhado aplica-se a sistemas termodinamicos no equilibrio,
como por exemplo transicdo de fase em um material magnético [36]. Porém, nesta dissertacao,
vamos estudar transicoes de fases em sistemas com estados absorventes, que violam fortemente
a condi¢do de balanceamento detalhado pois sdo intrinsicamente irreversiveis. Um estado ab-
sorvente € aquele tal que a transicdo dele para qualquer estado € proibida, embora a transi¢ao
de outros estados para ele seja permitida. Portanto, o simples fato de um modelo possuir um

estado absorvente mostra que ele nao pode obedecer a condicao de balango detalhado [38].

3.2 Processos de reacao-difusiao com estados absorventes

O modelo de reacao-difusao pode ser estudado para representar processos quimicos, dindmica
de populacdo ou a propagacdo de uma epidemia simples. Vamos considerar um processo RD
que segue a dindmica do modelo SIS definido em uma rede em que cada sitio pode estar em um

dos dois estados: ocupado representado por 0 = 1 ou vazio representado por ¢ = 0. O pro-
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cesso de criagdo acontece através do contato entre os vizinhos. Um sitio ocupado pode infectar
todos os seus vizinhos que estiverem vazios a uma taxa A, enquanto sitios ocupados podem
ficar vazios espontaneamente a uma taxa unitaria e ficam imediatamente suscetiveis a uma nova
infecgdo [2]. As taxas para o modelo SIS em uma dimensdo sdo mostradas na figura 3.1. Como
se vé é um processo dindmico no qual os sitios ficam ocupados e vazios continuamente. Entre-
tanto, o sistema pode atingir um estado no qual todos os sitios ficam vazios. Nesse caso, ndo
ha mais reac@o das particulas e esse estado serd um estado estaciondrio absorvente. O sistema
também pode evoluir para um estado estaciondrio ativo em que o nimero de particulas nunca
cessa completamente. No limite termodindmico, o modelo apresenta um estado ativo estdvel
além do estado absorvente. Esse fato é de grande importancia dado que, para sistemas finitos,
0s quais conseguimos estudar em simulacdes numéricas, o estado absorvente € o tnico estado
estdvel, uma vez que ele é sempre atingido para tempos suficientemente longos. Note que, o
modelo ndo possui simetria no processo de criagdo e aniquilagido, uma vez que a aniquilacdo é
espontinea e a criacdo € autocatalitica, ou seja, € necessario que se tenha uma particula na rede

para que outra particula seja criada.

100 101 1

D) 12X 11
110 111 0

Figura 3.1: Taxas do processo dindmico do modelo SIS em uma dimensio.

Este modelo pertence a mesma classe de universalidade de um outro processo RD denomi-
nado processo de contato, porém € importante que fique claro a diferenca entre eles. Em ambos
os modelos, o processo de aniquilacdo € o mesmo, ou seja, os sitio ocupados ficam vazios
espontaneamente. Porém no processo de contato, a criacdo ocorre apenas em um dos vizinhos
vazios de um sitio ocupado, escolhido de maneira aleatéria, enquanto no modelo SIS, a criagao
ocorre em todos os vizinhos vazios.

As regras de implementacdo computacional do modelo sdo: o modelo SIS consiste em um
sistema de particulas interagentes residindo em sitios de uma rede e evoluindo de acordo com
regras locais e markovianas. Cada sitio da rede pode estar em dois estados: vazio (0 = 0) ou
ocupado (o = 1). A cada passo de tempo, escolhe-se um sitio 7 da rede ao acaso. Se o sitio
estiver vazio e tiver um ou mais vizinhos ocupados, ele passa a ser ocupado com uma probabi-
lidade proporcional a taxa de criacdo A. Se ndo houver vizinhos ocupados, esse sitio permanece
vazio. Se o sitio escolhido estiver ocupado, ele se torna vazio com uma probabilidade propor-
cional a uma taxa unitdria. No primeiro caso, temos um processo de criacdo autocatalitica de
particulas e no segundo, temos um processo de aniquilacdo espontanea [37]. O tempo € incre-
mentado por At depois de cada passo. Geralmente, At = 1/N onde N € o nimero de sitios na

rede e corresponde a uma tentativa por sitio em média, a cada unidade de tempo. A eficiéncia
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deste algoritmo é melhorada através do uso de uma lista que contém somente os sitios ocupa-
dos. Assim, um sitio escolhido aleatoriamente pode, com uma probabilidade p = 1/(1 + \) se
tornar vazio, ou com uma probabilidade ¢ = 1 — p = A\/(1 4+ \) ocupar todos os seus vizinhos
se estes ainda ndo estiverem ocupados. Neste caso, o At € incrementado por 1/N,., onde N, é
o nimero de particulas no sistema [2].

Vamos considerar o caso em que a rede € uma cadeia unidimensional em que cada sitio tem
dois vizinhos. A equacgdo que descreve a evolugdo temporal da probabilidade de um sitio estar
ocupado é:

dQ(1)

= = —Q(1) +22Q(101) + AQ(100) + AQ(001) 3-3)

em que o primeiro termo do lado direito se refere a probabilidade do sitio ficar vazio, a uma
taxa unitdria. Os demais termos, se referem a probabilidade dele se tornar ocupado por um dos

seus vizinhos da direita ou da esquerda. Considerando o sistema homogéneo, isto é, Q(001) =
((100), temos que:

dQ(1)
dt

= —Q(1) 4 2A\[Q(101) + Q(100)] = —Q(1) + 2AQ(10). (3.4)

A equagdo (3.4) ndo é auto-consistente devido ao termo ((10). Para encontrar uma solugéo
aproximada, podemos aplicar uma aproximacao de campo médio que, na sua forma mais sim-
ples, consiste em desprezar as correlagdes entre sitios [2]. Para um par de sitios o; € 0; 1ss0
significa (0,0;) = (0;)(0;). Portanto, a equagdo (3.4) torna-se

dQ(1)

= Q) +22Q(1)Q00). (3.5)

Definindo p = Q(1) e 1 — p = Q(0), em que p representa a densidade de particulas, podemos
reescrever a equagio acima como:
dp

=P +2X(1 = p)p. (3.6)

As solugdes estaciondrias para esta equacao que caracterizam os estados estaciondrios para

esse modelo sdo: p = 0, a solugdo trivial, que se refere ao estado absorvente, e

CA—1/2
p=— (3.7)

que esté relacionada com o estado estaciondrio ativo (densidade de particulas ndo nula). Essa
solugdo € estdvel para A > 1/2. O sistema exibe uma transi¢do de fases entre um estado
estaciondrio absorvente e um estado ativo. Essa transi¢do € descrita pelo pardmetro de ordem,

a densidade p, cujo comportamento em torno do ponto critico é:

p~ (A=A, (3.8)
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em que A\. = 1/2 € a taxa critica, acima da qual o nimero de particulas no sistema ¢é diferente
de zero.

A equacdo (3.6) pode ser resolvida exatamente com a solucao

A— A

p= (3.9)

para o caso de A # 1/2, em que ¢ é uma consante que deve ser determinada pelas condi¢des
iniciais. Quando ¢ — oo, a solucdo estacionaria p = 0, correspondente ao estado absorvente,
é obtida se A < A.. A solugdo correspondente ao estado ativo p = (A — A.)/A € atingida se
A > A

Na fase absorvente, a densidade p decai a zero exponencialmente

p o~ e PN (3.10)

Da maneira andloga, a densidade relaxa exponecialmente para a solu¢do nao nula na fase ativa:

A=A

P~ — Be~ (At (3.11)
Em ambos os casos, o tempo caracteristico de relaxag¢do 7 € dado por:

T~ A —A7! (3.12)

No ponto critico, A = A, o tempo 7 diverge e a relaxacdo deixa de ser exponencial. A

evolucdo temporal da densidade passa a ser dada por:

dp 2
—_— = 3.13
cuja solugdo é:
1
= —. 3.14
P=t+C G-19

Para tempos longos, o decaimento torna-se uma lei de poténcia p ~ t~! [37].

E importante ressaltar que, todos os resultados acima foram obtidos considerando uma
aproximacgdo de campo médio simples. Entretanto, todos esses conceitos podem ser gene-
ralizados, pois esse modelo exibe transicdes de fases continuas em que o parametro de ordem,

na fase supercritica (A > \.) e perto do ponto critico, segue uma lei de poténcia:
poc(A=X)’. (3.15)

A teoria de campo médio fornece = 1. O tempo de relaxacdo diverge quando A — A, e seu
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comportamento critico € caracterizado pelo expoente v, definido por:

7o A= A7 (3.16)

Podemos ainda definir o comprimento de correlacdo espacial £, que também diverge quando
A — A,
ot | A=A (3.17)

O comprimento de correlagdo espacial mede, basicamente, o alcance da influéncia que um sitio
ocupado tem em relacdo a outro sitio na rede. No ponto critico temos p oc ¢~ e a teoria de

campo médio fornece § = 1.

Classe de universalidade: Percolacio Direcionada

Considere o modelo SIS em uma dimensdao em que cada sitio € representado pela coor-
denada x. Esse sistema pode ser representado por um reticulado bidimensional (z,t), cujas
camadas registram as configuragdes nos instantes ¢ = 0, 1, 2... [2, 37]. Na figura 3.3 mostramos
um padrao espaco-temporal para a dindmica do modelo SIS. O eixo horizontal representa a
posicdo dos sitios e o vertical o tempo. Em ¢ = 0, apenas o sitio central do reticulado esta
ocupado. A evolugdo temporal produz padrdes espago-temporais com ramificagdes, ou seja,
caminhos direcionados no eixo .

Nos modelos com transi¢cdes para estados absorventes, existe uma classe de universalidade
denominada classe de percolagdo direcionada (PD) que tem se mostrado bastante robusta com
relacdo as regras microscopicas. Grassberger e Janssen [39] elaboraram a conjectura de que um

sistema que possui as propriedades enumeradas abaixo, pertence a classe de universalidade PD:

I. O modelo apresenta uma transicdo de fase continua de uma fase ativa para um unico

estado absorvente.
II. A transicdo € caracterizada por um parametro de ordem escalar e positivo.
III. As regras dindmicas envolvem somente interacdes de curto alcance.

IV. O sistema ndo possui simetrias adicionais ou desordem congelada.

Como o modelo SIS apresenta todas as propriedades citadas acima, esperamos que ele
pertenca a classe PD, juntamente com outros modelos que apresentam transicdo de fases para
um Unico estado absorvente, como o processo de contato. Isso significa que esses modelos po-

dem ser caracterizados pelos mesmos expoentes criticos.
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Figura 3.2: Evolugdo temporal tipica do modelo SIS a partir de uma tnica particula para valores
subcritico (esquerda), critico (centro) e supercritico (direita) da taxa de ocupagdo .

Apesar dessa conjectura nao ter sido provada rigorosamente ela vem sendo refor¢ada por e-
vidéncias numéricas em diversos modelos. Contudo, foram encontrados sistemas com infinitos
estados absorventes que também apresentam os mesmos expoentes da classe PD. Logo, deve-
mos considerar que a conjectura de Grassberger e Janssen fornece as condi¢des suficientes para
um sistema pertencer a classe de percolacao direcionada, porém a determinacao das condi¢des

necessdrias ainda € uma questao em aberto [39].

3.3 Estado quase-estacionario

Na vizinhanga do ponto critico, propriedades extensivas dependem fortemente do tamanho
do sistema. Além disso, em sistemas de tamanhos finitos, o estado absorvente € um ponto fixo
que pode ser visitado mesmo na fase supercritica devido as flutuacdes estocasticas. Em par-
ticular, simulagdes sdo extremamente sensiveis a efeitos de tamanho finito e requerem estraté-
gias adequadas, juntamente com uma andlise de escala de tamanho finito [40]. Para contornar
essa situacao, estudamos o estado quase-estaciondrio, que descreve as propriedades estatisticas
das amostras que sobreviveram depois de um transiente inicial, ou seja, das amostras que ndo
ficaram aprisionadas no estado absorvente.

As propriedades quase-estaciondrias sao determinadas a partir da média das amostras que
sobreviveram de um grande nimero de tentativas independentes. Depois de um transiente que
depende do tamanho do sistema L e da distancia ao ponto critico (A = A — \.), a média sobre
as amostras que sobreviveram converge para valores estaciondrios, no limite termodinamico.

Pr6ximo ao ponto critico e para valores grandes de L, a densidade de particulas no estado

quase-estaciondrio, p(A, L) tem o seguinte comportamento [2, 39]:

B(A, L) = L7P/" f(ALY). (3.18)
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A fungio de escala f(z) é proporcional a x” para z > 1, que corresponde a L muito maior
que o comprimento de correlacio &, para satisfazer p o« A®. A forma de escala revela que,
se fizermos um grifico de L?/¥*p em funcdo de L'/** A, as curvas para tamanhos diferentes
devem colapsar na curva f(x) [39].

A andlise de escala de tamanho finito, também permite estimar o valor do ponto critico com

precis@o pela dependéncia em L de p(\, L). No ponto critico, A = )., a equagdo 3.18 fornece,
pr~ L7 (3.19)

No regime subcritico, A < )., p decai com L™}, enquanto que no regime supercritico A > A,
p se aproxima de uma valor diferente de zero quando L — oo, pois p ~ AP. A classe de
universalidade do modelo SIS pode ser caracterizada por trés expoentes criticos independentes:
B, 1)), v.. Os outros podem ser obtidos por relagdes de escala [2].

Neste trabalho, utilizamos uma maneira eficiente de simular o estado quase-estaciondrio
(QE), proposta por Oliveira e Dickman [6]. Eles mostram que esse método reproduz os resulta-
dos para o processo de contato, que pertence a mesma classe de universalidade do modelo SIS.

Nessa dissertacdo, esse método serd usado para estudar a transi¢do para o estado absorvente
em um modelo de reacdo-difusdo em metapopulacdes. Por isso, adaptaremos alguns trechos da
referéncia [6] para introdu¢do do método.

A defini¢do formal da distribuicao quase-estaciondria €: considere um processo markoviano
de tempo continuo X; que assume os valores n = 0,1,2,...N, com n = 0 representando o
estado absorvente e N o tamanho da rede. Seja ¢, (t) a probabilidade que X; = n, dada alguma
condigdo inicial X,. A probabilidade de sobreviver Ps(t) = > -, ¢.(t) € a probabilidade do
processo nao ficar preso no estado absorvente até o instante ¢. Suponha que quando ¢ — oo,
¢n(t), normalizada pela probabilidade de sobreviver P;(t), atinja um valor independente do
tempo (condi¢do de quase-estacionariedade). Desta maneira, a distribuicdo quase-estaciondria

¢é definida como:
Gn = lim qn(t)
" t—s00 Ps<t)

(n>1), (3.20)

com ¢y = 0. A distribui¢do QE é normalizada: ) -, g, = 1.
Para entender melhor o método de simulagdo quase-estaciondria, considere a seguinte equacao

mestra:
A

i > lawW(n' = n) — W (n—n) (3:21)

n/

em que ¢, ¢ a probabilidade do sistema estar no estado n e a taxa W(n' — n) [W(n — n')]
representa a transi¢ao para dentro [fora] do estado n. Na simulagdo de Monte Carlo, € gerado
um conjunto de amostras do processo estocastico. A simulacdo original do processo X;, que
possui um estado absorvente, € solucdo da equagdo acima. Porém, podemos reescrever esta
equacdo de tal maneira que ela possa representar um esquema de simulagdo quase estaciondria,

isto €, podemos introduzir um termo na equagdo (3.21) que redireciona a probabilidade do
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sistema ficar aprisionada no estado absorvente para o sub-espaco nao-absorvente. Neste caso,
cada estado nao absorvente recebe uma parte proporcional a sua probabilidade. Desta maneira,

a equacgao (3.21) torna-se:

dqn

o Z[qan(n’ —n) —gW(n—n)]+ ¢ Whn' —0), (3.22)

n/#0

em que o termo final representa a redistribui¢cdo da probabilidade, transferida do estado ab-
sorvente na equagao mestra original para o sub-espaco nao-absorvente [6]. Assim, podemos
definir um processo X, cuja a distribui¢do de probabilidade estaciondria € igual a distribui¢cdo
quase-estaciondria de X;. A distribuicdo de probabilidade de X € governada pela equagdo
acima, o que implica que para n > 0 a evolugdo de X; € idéntica a de X;. Quando X, visita o
estado absorvente, no entanto, X;" assume um estado ativo e entdo retoma sua evolu¢ao normal,
até que ocorra outra visita ao estado absorvente (veja figura 3.3).

Um aspecto sutil da equagdo 3.22 € que a distribuicio ¢,, € usada para determinar o valor de
X[ quando X, visita o estado absorvente. Embora ndo se tenha um conhecimento a priori de
¢n, uma possibilidade, na simulag@o, é usar a histéria X*(0 < n < t) no tempo ¢, para estimar
qn.- Isto € feito, salvando, em atualiza¢des periodicas, amostras dos estados ja visitados. X ird
visitar estados de acordo com a distribui¢do QE. Deve-se atualizar as amostras periodicamente
substituindo aleatoriamente uma dessas configuragdes pela configuracdo atual. Desta maneira,
a distribui¢do para o processo X, ird convergir para a distribuicio QE para tempos longos.

Resumindo, o processo de simula¢do de X, tem a mesma dinamica de X, exceto quando a

Figura 3.3: Processo original, X; com o estado 0 absorvente e seu processo relacionado X;*. Figura
retirada da referéncia [39].

transi¢cdo para o estado absorvente € iminente. Nesta situacdo, X;* € substituido por um estado
ndo absorvente, selecionado aleatoriamente do histérico da simulagdo. O termo final ndo linear
da equacdo (3.22) representa a memoria na simulagdo.
Uma informacdo importante que podemos obter desta simulacdo € o tempo de meia vida de
um estado estaciondrio, dado por:
=1/A, (3.23)



CAPITULO 3. TRANSICOES DE FASES PARA ESTADOS ABSORVENTES 29

em que A, € a probabilidade total do sistema ficar aprisionado no estado absorvente, ou seja,
Ag =", W(n — 0)g,. Em sistemas de tamanho finito, o destino final do processo é sempre o
estado absorvente, logo o tempo de meia vida de um estado quase-estaciondrio pode ser longo
em um sistema grande, mas € sempre finito.

Este método foi utilizado durante todo o nosso trabalho. Na préxima sessao, serdo mostra-
dos alguns resultados computacionais que comprovam a eficidcia deste método. No ponto
critico, as simulacdes quase-estaciondrias do modelo SIS em uma dimensao, requerem cerca
de uma ordem de grandeza menos tempo de processamento comparado com as simulacdes
convencionais. Quando A > \. os dois métodos se equivalem pois as visitas ao estado ab-
sorvente se tornam muito raras, e para A < )., a eficiéncia € ainda maior pois as simulagdes
convencionais estdo sujeitas a incertezas muito grandes ja que quase todas as amostras ficam

aprisionadas no estado absorvente antes que o regime quase-estaciondrio seja atingido [39].

3.4 Simulac¢oes Computacionais

Nesta secdo pretendemos mostrar os resultados' do método quase-estaciondrio explicado
acima para o modelo SIS unidimensional em um anel de L sitios. Veremos que essa abordagem
€ vélida mesmo se tratando de um processo com um numero grande de configuracdes, muito

maior que o tamanho da lista M de amostras dos estados ativos ja visitados pelo sistema.

1007 T T T T T T T T T T \\HHi
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Figura 3.4: Densidade quase-estaciondria no modelo SIS unidimensional em fun¢do do tempo. Si-
mulacgdes quase-estaciondria: L = 20, 50, 100, 200, 500, 1000 de cima para baixo. A inclinacdo da reta
pontilhada é —0.16.

Apenas para um teste, nas simulagdes quase-estaciondria utilizamos uma lista de tamanho
M = 102, o processo foi simulado por 2 x 10° passos de Monte Carlo. Relembramos que os

eventos de aniquilagdo espontinea sdo escolhidos com probabilidade 1/(1 4+ \) e os eventos

'E importante ressaltar que todas as simulagdes apresentadas neste capitulo sdo resultados originais. Entretanto,
ndo fazem parte dos resultados principais da dissertacdo pois a classe de universalidade do modelo ja é bem
estabelecida.
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de criagdo com uma probabilidade \/(1 + \). Para otimizar, escolhemos um sitio a partir de
uma lista dos sitios ocupados naquele momento. O sitio escolhido se torna vazio, no caso da
aniquilacdo, ou seus primeiros vizinhos, se estiverem vazios, se tornam ocupados, no caso da
criagdo. O incremento de tempo é dado por At = 1/L,., em que L,. é o niimero de sitios
ocupados. Os resultados dos primeiros 5 x 10° passos de tempo sdo descartados no célculo
das médias devido a relaxagdo do sistema. Na figura 3.4, mostramos a relaxa¢cdo da densidade
quase-estaciondria. Podemos ver que para ¢t > 10° a densidade atinge um valor aproximada-

mente constante para todos os tamanhos.

1 I I
ee]. =20
0,81 =], =200 4
aal, =400
0,6 -
Q.
0,4+ _
02+ _
0

Figura 3.5: Densidade QE no modelo SIS 1-D de tamanho: L = 20 (O), L = 200 (O) e L = 400 (A).
A insercdo mostra a densidade estaciondria para este modelo.
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Figura 3.6: Tempo de meia vida do estado QE em fun¢io do tamanho do sistema no modelo SIS em
uma dimensdo, 7 o< L™VI/Y no ponto critico. O expoente obtido por uma regressdo em lei de poténcia
é I/H/VJ_ = 158(3)

No inicio, a lista de configuracdes é preenchida sempre que o tempo ¢ aumenta de uma

unidade, até que uma lista de M configuragdes seja acumulada. Depois disso, atualizamos a
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Figura 3.7: Densidade quase-estaciondria no modelo SIS unidimensional em fung¢do do tamanho do
sistema no ponto critico. O expoente obtido por uma regressdo em lei de poténcia é 5/v; = 0.256(2).

lista, substituindo uma configuracao escolhida aleatoriamente pela configuragao atual, com uma
probabilidade p,., = 0.02, sempre que ¢ aumenta por uma unidade.

Na figura 3.5 mostramos as simulagdes quase-estaciondrias para diferentes tamanhos da
cadeia unidimensional. Esse comportamento estd de acordo com as simulagdes QE obtidas
pelo método usual. Note que a medida que o tamanho do sistema cresce, a densidade aproxima-
se de zero para A < ..

Também estudamos o modelo no ponto critico em cadeias com tamanhos de 20 a 1000 sitios.
Fizemos 500 amostras e mantivemos A/ = 100 e p,., = 0.02. Encontramos \. = 1.742(2),
em que a incerteza do dltimo digito é mostrada entre parénteses. Este valor é coerente com os
resultados encontrados na literatura A\. = 1.74173 [41].

Fizemos uma estimativa para o tempo de meia vida do estado quase-estaciondrio como
citado na se¢do anterior e encontramos que 7 segue uma lei de poténcia 7(\., L) ~ LMYt com
boa precisdo. Um ajuste em lei de poténcia do grafico da figura 3.6 nos fornece v /v, = 1.56(3)
que estd de acordo com o encontrado na literatura [2].

Para finalizar, verificamos também que os dados da simulagdao QE para o parametro de or-
dem p seguem uma lei de poténcia do tipo p ~ L~/V1 (veja figura 3.7). Um ajuste através de
uma lei de poténcia simples para os dados de L = 20 a 1000 fornece 3/v; = 0.256(2) que

concorda com os resultados da literatura para essa classe de universalidade [2].



Capitulo 4

Processos de reacao-difusao em redes

heterogéneas

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos gerais de modelos de reacdo-difusdao em
redes complexas enfatizando o papel da heterogeneidade das redes no processo de espalhamento
de particulas. Para estudarmos as caracteristicas de um processo de reagdo-difusdo em uma rede,
um parametro fundamental, como vimos no capitulo 3 € a taxa critica. Vamos ver que, em redes
sem escala o modelo SIS apresenta taxa critica nula, o que significa que a epidemia se espalha

indefinidamente, independente do valor da taxa de infecc¢ao.

4.1 Modelo SIS em redes heterogéneas

Nosso objetivo neste capitulo é exemplificar o estudo de processos de reagao-difusdo em
redes heterogénas, utilizando o modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscestivel), que € o modelo
mais utilizado no estudo de propagacio de epidemias. E ttil que facamos, primeiramente, uma
andlise desse modelo em uma rede homogénea nao correlacionada de tamanho N. Relem-
brando, no modelo SIS, os nds se tornam vazios a uma taxa unitaria e os nds vazios, se tiverem
pelo menos um vizinho ocupado, ficam ocupados a uma taxa .

A equagdo de campo médio que descreve a evolugao temporal da densidade de particulas p

¢ dada por:

W0 o) + AR~ (0] 1)

O primeiro termo da equacgdo se refere a aniquilagio espontanea e o segundo termo a probabi-

lidade de ocupar um novo vértice, usando a hipétese de campo médio discutida na secao 3.2.
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Nessa equacgdo € assumida a hipdtese de mistura homogénea na qual cada vértice tem, aproxi-
madamente, o mesmo nimero de ligagdes k ~ (k) [42]. Essa equagdo ja foi estudada na secio
3.2 em que fizemos uma abordagem de campo médio para o modelo SIS em uma cadeia uni-
dimensional. A taxa critica A = 1/(k) é obtida imediatamente. Portanto, todos os expoentes
encontrados anteriormente valem para essa equacao.

Esse resultado se refere a redes homogéneas. No entanto, a maioria das redes usada para
descrever processos dinamicos possui uma topologia heterogénea, com distribui¢do de conec-
tividade P (k) do tipo “cauda pesada”, descrita por uma lei de poténcia P(k) ~ k7. Neste caso,
é necessdrio reescrever a equagdo (4.1) usando uma densidade p(t) de nés com conectividade

k que estdo ocupados. Assim, a equacdo para py(t) pode ser escrita como [4, 5]:

dpi(t)
dt

= —pi(t) + Ak[L — pi()]On(2). (4.2)

Agora, o termo de criagdo € proporcional a taxa de criacdo A, a densidade de vértices vazios
1 — p(t), ao grau k e a quantidade O (t) que representa a probabilidade de uma ligagcdo de um
vértice com grau k apontar para um né ocupado. Em uma hipétese de redes homogéneas, © é
simplesmente a densidade global de sitios ocupados, como na equacgdo (4.1)

No capitulo 1, vimos que as correlagdoes entre os graus de uma rede sdo definidas pela

probabilidade condicional P(k|k’). Assim, podemos reescrever O como:
k/

ou seja, a probabilidade de que uma ligagdo de um vértice de grau k esteja apontando para um
vértice ocupado € dada pela probabilidade de que um vértice aponte para qualquer vértice com
grau k' vezes a probabilidade de que este vértice esteja ocupado. As equacdes (4.2) e (4.3)

definem juntas, uma equagdo de campo médio para o modelo SIS em redes complexas [42]:

dp(t)
dt

= —pi(t) + Me[1 — py(t ZP kK pio (t (4.4)

Essa equacdo € vélida apenas para redes em que a posicao dos nds ndo € relevante, isto €, a
Unica varidvel relevante € o grau k. Isso implica que todos os vértices com grau k sao estatisti-
camente equivalentes. Ndo € o caso, por exemplo, de reticulados, nos quais a estrutura espacial
restringe a conectividade dos vértices. Também foram descartadas correlacdes dinamicas pois
assumimos que a densidade p, nao depende de py. Isso € uma aproximacao, pois se um né esta
conectado a um infectado, isto altera a probabilidade dele também estar infectado.

Para redes ndo correlacionadas, vimos que P(k'|k) = k'P(k")/(k). Entdo, ©y é indepen-

dente de k e é dado por:
Z K P(K) pr (t (4.5)
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No estado estaciondrio, a equagdo (4.2) fornece:

kEXO

PE= 1O (4.6)

Essa equacdo mostra que, quanto maior o grau de um vértice, maior € a probabilidade dele estar
ocupado. Substituindo essa equagdo na equagao (4.5), obtemos uma equagio auto-consistente
em O [43]:

1 AEO

Usando argumentos geométricos,a solu¢ao da equagao (4.7) segue da interse¢ao das curvas
1(0) =0ey(0) = (1/(k)) >, kP(k)A\kO/(1+ AkO). Esta dltima ¢ uma fungdo monotoni-
camente crescente de O entre os limites y2(0) = 0 e y2(1) = (1/(k)) >, kP(k)Ak/(1+ k) <
1. Para obtermos uma solugdo de ©* # 0, a inclinagio de y»(©) no ponto © = 0 deve ser maior

ouigual a 1 (veja figura 4.1). Essa condi¢do pode ser escrita como [44]:

d 1 PYSAC)
s (zroniis) |2 -

O valor de A que satisfaz a equagdo (4.8), define a taxa critica \., que para uma rede aleatdria,
nao correlacionada, € dado por:
k
Ae = _< ) 4.9)

No limite termodindmico, redes sem escala possuem (k*) — oo, 0 que corresponde a

#Inclinacdo < 1

b __ 4

Y PSR I

©

@Y
Q

Figura 4.1: Solugdo gréfica da equagdo 4.7. A) Se a inclinagio da fungio y2(0) em © = 0 for menor
do que 1, a tnica solu¢@o da equagdo é © = 0. B) Quando a inclinag¢@o é maior do que 1, a solu¢do ndo
trivial ©* pode ser encontrada. Figura adaptada da referéncia [11].

Ae = 0 e evidencia a fragilidade de tais redes. Pensando no aspecto de uma epidemia se propa-

gando com a dindmica do modelo SIS, por exemplo, qualquer taxa de infec¢do A\ > 0 fara com
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que a epidemia persista [11].

A equacido (4.9) € um exemplo em que as flutuagdes topoldgicas alteram o valor da taxa
critica. Além disso, € possivel calcular explicitamente o valor da densidade estaciondria de
particulas como uma func¢do dos parametros da infec¢cdo em uma rede sem escala ndo correla-
cionada [5]. Considere uma rede com distribui¢do de conectividade P(k) = (y — 1)m" k™
e fazendo uma aproximagdo continua para k, obtemos o valor para o primeiro momento desta

distribui¢ao de conectivade:

k
c -1
(k) = / kPl ~ =DM (4.10)
em que m € o grau minimo dos vértices e k. > m o grau maximo. E o segundo momento é
dado por:
k 2
¢ -1
(k?) = / k2 P(k)dk ~ % (4.11)
m Y=

De acordo com o resultado da equacgdo (4.9), a taxa critica para redes infinitas é dada por:

A ={ ™62 7 (4.12)
0 se v<3,

pois (k?) é infinito para v < 3 e finito para v > 3.

1 \

0,8
0,6
Q.

0.4

0,2

Figura 4.2: Comportamento da densidade estaciondria do modelo SIS em fung¢do da taxa de infecg¢do
para diferentes valores do expoente +.

Se substituirmos a expressdo de P(k) na equagdo (4.5) e levarmos a (4.6), vamos obter
expressoes para O e p; . Essas equagdes podem ser resolvidas no limite em que A — A. e

obtém-se os seguinte resultados [5, 11]:
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a)

b)

d)

2<y<3
Poo ~ A/B=Y) = )P (4.13)

Essa relagdo mostra a auséncia de uma taxa critica, pois a densidade de particulas serd
sempre diferente de zero para qualquer valor de A > 0. O expoente 5 = 1/(3 — ) é sem-
pre maior que 1, o que implica que para pequenos valores de A a densidade de particulas

€ muito pequena, po, <K 1.

=3
Poo ~ exp(—m/N) (4.14)

Neste caso, também observamos a auséncia de taxa critica e a densidade de particulas é

exponencialmente pequena, para A ~ (.

3<y<4
1/v-3
v—3 8
~ A= — =(A=A 4.15
Neste caso, o comportamento em lei de poténcia é observado e agora a taxa critica € finita
Ae = m(%—%’ porém ndo apresenta um comportamento singular.
v >4
v—=3 1
Poo =A— ——— =\ — — (4.16)
m(y—2) (k)

que recupera o valor de ). obtido para redes homogénas.

Resumindo, para todos as redes sem escala, com 2 < v < 3, ndo existe taxa critica, isto é,

p = 0 apenas se A = (0. No intervalos 3 < v < 4, a taxa critica reaparece, mas sem compor-

tamento singular (3 > 1). Para v > 4 o comportamento critico descrito pela andlise de campo

médio € retomado e a rede tem as mesmas propriedades de redes homogéneas. A figura 4.2

mostra esses comportamentos.

4.2

Imunizacao em redes heterogéneas

Como mencionamos anteriormente, a fragilidade de redes sem escala contra ataques epidémi-

cos representa algo extremamente importante no controle e erradicacdo de doencas e virus de



CAPITULO 4. PROCESSOS DE REACAO-DIFUSAO EM REDES
HETEROGENEAS 37

computadores. Por isso, diferentes estratégias de imunizacao foram estudadas [44].

A estratégia mais simples de imunizagdo € a chamada imuniza¢do uniforme que consiste
na introducdo aleatoria de individuos imunizados na populagdo. Neste procedimento, os nds
imunes niao podem ser infectados e logo ndo transmitem a infeccdo para seus vizinhos. Neste
caso, para uma taxa fixa de infec¢do A\, o parametro relevante de controle é a imunidade h,
definida como a fracdo de nés imunes presentes na rede. Dentro de uma hipdtese de campo mé-
dio, a presenga dessa imunidade uniforme ird reduzir efetivamente a taxa A por um fator (1—h),
isto €, a probabilidade de encontrar e infectar um individuo sauddvel e ndao-imune. Para uma

rede homogénea, com imunizacio uniforme, a equagado (4.1), no estado estaciondrios fornece:

p=0, h > h,

4.17
prhe—h, h<h, 17

Em que h. é o valor critico de imunizac¢do acima do qual a densidade de individuos infectados

no estado estaciondrio € nulo e depende de A da seguinte maneira:

he = (4.18)

que € valida para A > A..

A imunizacdo aleatdria € util para reduzir a infec¢do localmente, mas € ineficiente para
encontrar qualquer fracdo critica de individuos imunizados que garanta a erradicacdo da in-
feccdo. Um argumento intuitivo que mostra que essa estratégia € inadequada é que nela os nés
da rede muito conectados e consequentemente, com mais potencial para infectar outros nds,
tem a mesma importancia que os nés com pouca conectividade [11].

Sabemos que a propagacao de uma epidemia que segue a dindmica do modelo SIS em uma
rede sem escala apresenta uma taxa de infeccdo critica A\. nula no limite termodinamico [4].
Isso implica que a reescala de A — A\(1 — h), quando A\ > \., ndo erradica a infec¢do exceto
quando h = 1, ou seja, apenas uma imuniza¢ao completa da rede garante o estado estacionario
livre de doencas.

Um procedimento mais eficiente seria adotar uma estratégia que levasse em conta o grau de
conectividade dos nés. Chamada de imunizagdo direcionada essa estratégia consiste em imu-
nizar uma percentagem de h nds mais conectados da rede, que sdo, em muitos casos, 0S mais
propicios a espalhar a doenga. Isso é uma solucdo simples para otimizar o problema de imu-
nizacdo e € mais eficiente que a imunizagdo uniforme em redes com conectividade finita.

Para avaliar a eficiéncia da imunizagdo direcionada, vamos analisar um cdlculo explicito
para uma rede ndo correlacionada P(k|k") = kP(k)/(k) com expoente v = 3 [11, 44]. Neste
estudo, foi considerado que uma fracdo h de individuos com alta conectividade sao imunizados
com sucesso. Isso corresponde, no limite de redes muito grandes, a introducdo de um lim-

iar superior k;, em que todos os nds com conectividade £ > k; s@o imunizados. A fracdo de
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individuos imunizados € dada por:

h=> P(k) (4.19)

k>k;

uma relacdo que torna k; uma fung@o implicita de h . A presenga de um limiar k;(h) define
novos momentos (k);, e (k?);, que podem ser calculados em fungio da densidade de individuos

imunizados. O valor da nova taxa critica é:

k
Ae = <</<;2>>h,f . (4.20)

O valor da imunizagdo critica h.(\) depende da distribui¢do de conectividade da rede. Um
célculo para testar a eficiéncia de tal estratégia, foi feito utilizando uma rede que possui P (k) ~
k=3 [44] e foi obtido

he ~ exp(—2m/\) (4.21)

que indica que a imunizagdo direcionada € conveniente em redes sem escala, pois a taxa de
imunizagdo critica é exponencialmente menor que a taxa de infec¢do A. O gréfico da figura
4.3, mostra a diferenca da estratégia de imunizacdo direcionada comparado com a imunizagao

uniforme.

1.0 @ " T . . ;
G—o© Imunizagaoc Uniforme

0.8 &—=a Imunizagao Direcionada |

0.6 .
=04t :

021 .

0-0 1 1 i L i 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.3: Modelo SIS em uma rede Barabdsi-Albert com imunizagio uniforme e direcionada, com
taxa de infeccdo fixa A = 0.25. Uma extrapolacdo linear dos maiores valores de h, para a imunizagdo
direcionada, leva a uma estimativa da imunizacio critica h, = 0.16. Adaptada da referéncia [44].



Capitulo 5

Um processo de reacao-difusao em

metapopulacoes heterogéneas

Neste capitulo apresentaremos um processo de reacdo-difusdo (RD) com um estado ab-
sorvente em metapopulacdes. O nosso objetivo € entender o papel da estrutura interna nas pop-
ulacdes bem como o efeito do intercAmbio (migracao) entre diferentes populacdes conectadas
por uma estrutura heterogénea. O foco do nosso trabalho € a transi¢do de fases para o estado
absorvente que tem se mostrado extremamente fértil em redes complexas [3, 4, 5, 12, 42]. As
andlises anteriores feitas em metapopulacdes sdo, quase que totalmente, em sistemas bosdnicos,
em que um numero ilimitado de particulas podem ocupar um mesmo no e a interagdo ocorre de
maneira uniforme [10, 13, 14, 15, 16]. No processo RD que estudaremos, cada sitio pode ser

ocupado por uma Unica particula e cada n6é (populagdo) tem um ndmero finito de ocupacao.

5.1 Modelo

De uma maneira geral, nosso modelo para estudar a transicdo de fases em um processo de
reacdo-difusdo consiste em N populagdes conectadas através de uma rede ndo-direcionada car-
acterizada por uma distribui¢ao de conectividade P(k) com correlagdo entre os graus dada por
P(k|Kk"). Cada populagdo é definida por uma rede regular d-dimensional, com L sitios, com
condi¢des de contorno periddicas em que as interagdes ocorrem entre os z vizinhos. Cada né
da rede representa uma populacdo e cada uma delas é um reticulado regular contendo sitios
vazios e ocupados. Esse conjunto de populagdes € chamado metapopulacido. Os nds vao sem-
pre se referir as metapopulagdes e os sitios as particulas. A dinamica das particulas dentro das
metapopulacdes segue o seguinte processo de reacao-difusao. Os sitios ocupados e vazios sdao

representados por ¢ = 1 e 0 = 0, respectivamente. Um sitio ocupado pode ocupar todos os
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seus vizinhos vazios a uma taxa A e pode se tornar vazio espontaneamente a uma taxa unitaria.
Além disso, as particulas podem ser trocadas a uma taxa « entre duas metapopulacdes que estao
conectadas. A suposicdo de que as taxas sdo constantes e independentes do grau de conectivi-
dade e do niimero de particulas de cada n6, bem como o tamanho fixo das metapopulacdes sdao

simplificagdes que podem ser reformuladas em trabalhos futuros.

0 o ©®

Metapopulacao

/ Trocas entre as metapopulacdes

Processo
de
Reacdo-Difuséo

Figura 5.1: Representacgéo esquemdtica do processo RD em uma metapopulagéo estruturada. Os nés
da rede representam as diferentes populacdes. Cada n6 € uma cadeia undimensional em que os sitios
podem estar ocupados ou vazios. As particulas podem se mover de uma populagdo para outra de acordo
com a conectividade da rede.

A versdo discretizada do modelo, que foi utilizada nas simulagdes, € a seguinte: a cada
passo de tempo um sitio ocupado i € escolhido aleatoriamente e o tempo € incrementado por
At = 1/N,., em que N, é o niimero de sitios ocupados em todos os vértices. O sitio sele-

cionado ird realizar uma das trés acoes:

1. se tornar vazio com uma probabilidade p = 1/(1 + X + a);

2. ocupar todos os seus sitios vizinhos, que ainda ndo estdo ocupados, com uma probabili-
dade ¢ = \/(1 + X+ «);

3. ser trocado por outro sitio em um né vizinho com uma probabilidade r =1 — p — q.
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Na troca, um n6 de destino € escolhido aleatoriamente entre todos os vizinhos do vértice onde
estd o sitio 7. Entdo, um sitio que pertenca ao vizinho escolhido também € sorteado aleato-
riamente para ser trocado com o sitio . Note que uma tentativa de infectar todos os vizinhos
que ja estdo ocupados, bem como trocar dois sitios ocupados entre duas populacdes nao provoca
nenhuma mudanga no sistema, mas a dinamica segue para o préximo passo. A figura 5.1 resume

as regras do modelo.

5.2 Analise de Campo Médio

Na anélise de campo médio que descreveremos estamos assumindo que a rede de metapo-
pulacdes é completamente definida pela distribui¢ao de conectivade P(k) e a correlagdo entre
os graus dos vértices P(k|k’), o que significa que nés com 0 mesmo grau possuem as mesmas
propriedades, ou seja, sdo estatisticamente equivalentes. Vamos definir Q)(o; k) como a pro-
babilidade de um sitio que estd localizado em um né com grau k estar no estado o. Da mesma
maneira, podemos definir a probabilidade ()(co’; k) de um par de sitios vizinhos dentro de
um né com grau k estar nos estados oo’ e assim por diante. Em outras palavras, Q(co’; k)
representa a fracdo de sitios em um né de grau k£ que estd no estado o e seu vizinho da direita
estd no estado o’. Considerando a homogeneidade espacial dentro das populagdes, temos que

Q(oo’; k) = Q(o'o; k). A equagdo que descreve a dindmica de (1; k) pode ser escrita como:

dQ(1;k) _ _ _ QL K |k)P(K'|k)
T QR RQOLE kO W
—aQ(1;k) > Q(0; K'[k) P(k|K) (5.1)
k/

A probabilidade condicional Q(c; k|k’) nos fornece a probabilidade de um sitio dentro de um
n6 com grau &’ estar no estado o dado que ele esteja conectado a um né com grau k. O primeiro
termo da equacgdo (5.1) representa a aniquilagdo espontinea, a uma taxa unitdria, o segundo
termo se refere a ocupagdo devido aos z sitios vizinhos a uma taxa A, e o terceiro e o quarto
termos estdo relacionados as entradas e saidas de particula de um né com grau k, referente
ao intercambio entre as metapopulagdes. Note que para o caso de uma cadeia unidimensional
temos z = 2. O fator 1/k’ no terceiro termo leva em consideracdo que um sitio em um né
com grau k' pode migrar para qualquer um dos seus vizinhos com igual chance. O fator 1/k no
ultimo termo é cancelado porque existem exatamente k possibilidades de troca.

Essa equacdo do movimento nao tem solug@o analitica. Vamos assumir que o sistema a-
presenta correlacdes dindmicas fracas tal que a densidade de sitios ocupados em uma populagao
¢ independente do estado dos nds vizinhos, isto implica que Q(o’; k'|k) ~ Q(o’; k). Intro-

duzindo a notagdo Q(1; k) = px, Q(0; k) = 1 — pr. e Q(01; k) = ¢, a equagio de campo médio



CAPITULO 5. UM PROCESSO DE REACAO-DIFUSAO EM METAPOPULACOES

HETEROGENEAS 42
se torna:

dpy; pr P(k[E)

o= Pt 2\ + ak(1 — p) %: @ %:(1 — pi ) P(k|K). (5.2)

Definindo a densidade total de particulas como:

p= o) = P(k)oe (5.3)

k

e a densidade de pares vazios-ocupados como:

¢ =(or) = > _ P(k)ox (5.4)

k

e usando a condi¢@o de balanceamento detalhado para redes conectadas [32] &' P(k|k")P(k') =
kP(K'|k)P(k), podemos mostrar que os termos de entrada e saida se cancelam e a equagdo (5.2)
se torna:

dp

— =Pt (5.5)

A equacdo (5.5) tem a mesma forma que a equacdo de movimento para o modelo SIS em reti-
culados regulares, quando fazemos o = 0 na equacao (5.2). Porém, é importante ressaltar que
elas ndo sdo equivalentes porque ¢y, €, em geral, uma funcdo de £k se o # 0.

Uma aproximac¢do de campo médio simples, também chamada de aproximagdo de um si-
tio, desconsidera também a correlagdo entre os sitios, o que significa aproximar Q(co’; k) ~
Q(o; k)Q(0'; k) e, consequentemente, ¢, ~ prp(l — pi). Desta maneira, a equagdo (5.5) se
torna:

dp

-F_ _ 2
o p+2Ap = (pi), (5.6)

que ndo € auto-consistente por causa do termo (p?).

A solucdo da equagdo (5.2) pode ser dificil de ser encontrada, dependendo da forma de
P(K'|k) mas, podemos obter a taxa critica . analisando a estabilidade das solugdes esta-
ciondrias. Um ponto fixo dessa equacdo € p, = 0 que corresponde ao estado absorvente. A

linearizacdo da equagdo (5.2) em torno desse ponto fixo resulta em:

dpy, . pr P(k|K')
=0 z)\+a)+ak%: o 0@ (5.7)

em que O(2) representa as contribui¢cdes de segunda ordem em py. Introduzindo uma notagio

mais compacta, temos:
dpr(t)
dt

= Lwpw(t) + O(2) (5.8)
m
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em que os elementos da matriz Jacobiana Ly sdo dados por:
Liw = —(1 — 2\ + @) + akP(k|K") /K (5.9)

e Orp € a funcdo delta de Kronecker.
O estado estaciondrio ativo existe apenas se o estado absorvente € instdvel. Um resultado
elementar de algebra linear diz que um ponto fixo € instdvel se o maior autovalor da matriz
Jacobiana é positivo [45]. Se definirmos a matriz de conectividade Cyry = kP(k|K')/K', o
maior autovalor de Ly é ¢, = —(1 — 2\ + «) + ac,,, em que ¢, é o maior autovalor de
Cir. Podemos mostrar que existe um autovetor unico vy = k com autovalor ¢ = 1. Essa
demonstracdo encontra-se na ultima secao deste capitulo. Desde que o estado absorvente é
instdvel para /,,, > 0, o ponto critico é A, = 1/z. Observe que o ponto critico que encontramos
nessa aproximacdo de campo médio € independente da taxa de viagem « e da conectividade
da rede. A taxa critica encontrada € a mesma do modelo SIS em uma aproximacdo de campo
médio homogénea com conectivade média (k) = z [5].
No caso de redes ndo correlacionadas temos P(k'|k) = k'P(k")/(k) e a equacdo (5.2) se
torna:
dp

Q@ ©
E:ZApk_pi"‘__p(l_Pk)_pka <1——), (5.10)

emque A=X—\.eO=>" kp.P(k).
No estado estaciondrio e perto do ponto critico, temos:

B kp/(k)
Pk = 1—zA/a+(kp—@)/<k>+O(2)‘ (5.11)

Desprezando as contribui¢des de segunda ordem, podemos usar a equacao (5.11) para obter

uma expressao para O:

k)p/{k)
©= Zl—zA/a+<kp 6)/ ()’ 612

Essa aproximacdo é vdlida somente quando A/a < 1, ou seja, ndo se aplica ao limite de
a— 0.
Para uma distribui¢do de conectivdade arbitrdria P(k) = (y — 1)m?'k™", k = m-- - k.,

k. > m e~y > 2 e substituindo a soma por uma integral, temos

. ke k,27'y
— (= D)ym dk 5.13
O=(nr-1m @/mlﬂ)k, (5.13)
em que
A O
P w1 e e=241 2 «1. (5.14)

T —o a (k)
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Note que o e € sdo muito menores que a unidade porque estamos perto do ponto critico. A

solucdo € dada por:

o
(k)

em que F'(a, b, c, z) é a fungdo hipergeométrica de Gauss [46]. O comportamento dessa fungio

y—2
:F(177_2>7_17_1/Qm)_ (%) F(177_277_1a_1/Qk0)7 (515)

¢ bem conhecido no estudo de transi¢des de fases para estados absorventes em redes complexas
e as propriedades assintdticas dependem de comportamento de ok, no limite termodindmico
[47, 48, 49]. Para ok. > 1, ou seja, no limite de sistemas infinitos, o segundo termo da equacao

(5.15) pode ser desprezado e usando o limite assintético de ', encontramos:

o { (DG = NI = me)™  2<y<3 516

(k*)o , v >3

em que ['(x) é a fungdo Gamma [46] € (k?) = (v — 1)/(y — 3)m para v > 3. Os detalhes
de todos esses procedimentos estdo apresentados no final deste capitulo, porém a sua leitura é
opcional para a compreensao do texto principal.

A aproximagd@o de um sitio da equagdo (5.6) envolve o termo (p?) que pode ser obtido
multiplicando a equagdo (5.10) por p, e mantendo os termos até segunda ordem. Assim, o

resultado para o estado estaciondrio é:

2 PO
~ 5.17
que, substituindo na equagdo (5.6), fornece a seguinte expressio para O:
O~ (k)A/\. (5.18)

Usando o comportamento assintético de © dado pela equagio (5.16), encontramos p ~ A”,

com o expoente critico

[ = max [1, ﬁ} . (5.19)

Na criticalidade, a densidade escala com dp/dt = —{p?) ~ —p©/(k). Usando o comporta-
mento assintético de ©, podemos mostrar que a densidade critica escala com p ~ t~%, em que
o expoente critico 0 = (. Também podemos mostrar que perto do ponto critico, a densidade
se aproxima do valor assintético com p(t) = ps + const. X exp(—t/7) em que o tempo ca-
racterisitco diverge 7 = (2bA)~' ~ A™"I com um expoente v = 1. Esses expoentes criticos
coincidem com a aproximac¢do de campo médio heterogénea para o processo de contato em
redes ndo correlacionadas [47, 48, 49]. Os detalhes dos célculos estao feitos na sec¢do 5.4.
Uma teoria de campo médio para tamanhos finitos pode ser obtida usando a estratégia pro-

posta por Castellano e Pastor-Satorras [47] e aprimorada por Ferreira et. al [40], em que a
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equacgao de movimento € mapeada em um processo de um passo. Um processo de um passo €
um processo Markoviano definido por uma variavel estocéstica X (¢) que pode assumir valores
inteiros e apenas transi¢des do tipo X (¢ + At) — X (¢) £ 1 sfo permitidas [5]. No limite de
baixas densidades, podemos substituir a equacgado (5.17) na equagdo (5.6) para obter a equagao
de campo médio macroscopica.

dp

o = PRl =00)/ (k). (5.20)

Como discutido anteriormente, o primeiro termo representa o processo de aniquilagdo n —
n — 1 e o segundo, o termo de criacdo n — n + 1. De acordo com a referéncia [47], o processo

de um passo correspondente a equagdo (5.20) € definido pelas taxas:

Wn-1,n) = n

(5.21)
W(n+1,n) = Alzn[l—0(n/N)/{k)],

em que W (n,m) representa a transicdo de um estado com m sitios ocupados para um estado
com n sitios ocupados. Note que as taxas (5.21) sd@o os termos de criagdo e aniquilacdo da
equacao (5.20) multiplicados por V. A equag@o mestra para um processo de um passo arbitrario

& [50] o
a

Substituindo as taxas (5.21), encontramos

dQn
dt

=N+ 1)Qni1 + Un-1Qn-1 — (n+ u,)Qy (5.23)

com u, = An(1 — ©/(k)) e © é dado pela equacio (5.12).
Podemos definir uma distribuicdo QE de acordo com a condigdo:

Qn(t) = Ps(t)CQn (5.24)

em que Q,, é independente do tempo e Qy = 0 é o estado absorvente e P, (t) é a probabilidade

de sobreviver, ou seja, a probabilidade do sistema nao ficar aprisionado no estado absorvente.
Como discutido na seciio 3.3, podemos entdo, substituir Q,,(t) = P,(t)Q,, na equagio mes-

tra (5.23) e usar dP;/dt = —Q: P, [51] para obter, no estado estaciondrio, a seguinte relacao de

recorréncia:

Qn - %[(un—l +n—1- Ql)@n—l - un—?@n—Q] (525)

emquen=2,---,NeQy=0.
Neste trabalho, estamos interessados na dedu¢@o dos expoentes de campo médio da andlise
QE, p ~ N7 e 1 ~ N% No ponto critico, a densidade QE ¢ suficientemente pequena para

garantir que pk. < 1 e, consequentemente pk < 1 para qualquer £ e a equagdo (5.12) se torna
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O =~ p(k?)/{k). Introduzindo essa aproximagdo em wu,, na equagdo (5.25) obtemos

n

) — 1 A1 A n—2\ -
nQnZ[(n—l) ()\ a9 +1>—Q1} Qn—1—)\(n—1)( Q )Qn_g, (5.26)

em que 2 = N/ge g = (k?)/(k)?. Recentemente, essa mesma equagdo foi obtida por Ferreira
et. al. [40] na andlise do processo de contato em uma rede annealed' sem escala. Na verdade,
essa equagdo também j4 tinha sido analisada por Dickman e Vidigal no estudo do processo de
contato em um grafo completo [51]. A tdnica diferenca estd no fator 2. Enquanto €2 é apenas o
tamanho do grafo para o processo de contato em um grafo completo, em redes sem escala este
fator possui uma dependéncia mais complicada com o tamanho devido ao fator g.

Como as solugdes da equacdo (5.26) ja foram muito estudadas, apenas reproduziremos os
principais resultados da referéncia [40], que foi submetido a Phys. Rev. E. A distribuicao QE

no ponto critico para sistemas grandes, tem a seguinte forma:

- 1 n
n = 9 5.27
2 N/gf< . /g) 52

em que f(x) apresenta as seguintes propriedades: f(x) ~ exp(—ax) para x < 1, em que a é

uma constante, e f(r) ~ exp(—x?/2), para x > 1. A densidade QE no ponto critico escala
com [V, tal que:
b~ (gN)~1/? (5.28)

Para sistemas assintoticamente grandes, sabemos que g ~ k277 paray < 3 € g ~ const. para

v > 3. O resultado é uma lei de poténcia p ~ N7, em que

1 3_
D= +max|>—20), (5.29)
2 2w

na qual uma dependéncia k, ~ N'/“ foi assumida para a cota superior do grau de conectivi-
dade.

De maneira andloga, o tempo caracteristico escala com

1/2
T ~ (g) (5.30)

que resulta, no limite de redes grandes, em uma lei de poténcia, 7 ~ N com o expoente:

L1 38—

Redes annealed sio redes em que as as ligacdes sio redirecionadas a uma taxa maior do que as taxas envolvidas
no processo dindmico o que implica na inexisténcia de correlacdo dinamica [48].
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5.3 Simulacoes e Discussoes

Nas simulagdes computacionais, usamos cadeias unidimensionais de tamanho L = 250 e
variamos o nimero de metapopulacdes no intervalo N = 1000 — 128000. Portanto, o nimero
total de sitios no sistema ultrapassa o valor de 3 x 107 para as simula¢des maiores. A rede
que conecta as metapopulagdes foi gerada pelo modelo de configuracdes com distribuicao de
conectividade P(k) ~ k= com cutoff k, = N'/? que garante a auséncia de correlacio en-
tre os graus dos vértices. Portanto, o expoente do limite superior do grau de conectividade é
w = 2. Variamos o valor do expoente v = 2.25,2.75 e 3.5 correspondendo a redes altamente
heterogénea, pouco heterogénea, e homogénea, respectivamente. O grau minimo da rede foi
mantido fixo em m = 2. Implementamos a simulagdo quase-estaciondria explicada no capitulo
3 utilizando uma lista de M = 100 configuragdes para substituir as visitas ao estado absorvente
€ Prep = 0.02A%, em que At € o passo de tempo discreto na defini¢do microscépica do modelo.
Depois de um tempo de relaxagio t, = 5 x 10°, construimos os histogramas QE durante um
intervalo t,, = 5 x 10° passos. E importante mencionar que o tempo de relaxagio caracteristico
de processos dindmicos em topologias com propriedade de mundo pequeno € muito menor que
o tempo de relaxacdo em reticulados regulares [40, 52]. Por essa razdo o tempo de relaxagao
pode ser tdo curto como 5 x 10 em contraste com 107 — 10° passos utilizados em simulagdes de
modelos com estados absorventes em redes regulares. No entanto, é necessario realizar médias
sobre configuracdes de rede. Para isso, usamos 100 configuragdes de rede para cada conjunto
de parametros.

O ponto de partida para investigar a criticalidade do modelo é determinar o ponto critico
com precisdo [2]. Em reticulados regulares isto pode ser feito por meio de simulacdes de es-
palhamento. Esta andlise consiste em perturbar o estado absorvente introduzindo apenas um
sitio ativo no sistema e seguir a evolucéo temporal do nimero médio de particulas (n) e/ou
da probabilidade de sobrevivéncia P;. Nestes ensaios, a média temporal € feita sobre todas
as amostras, incluindo as que ficaram aprisionadas no estado absorvente. No ponto critico,
estas quantidades escalam com o tempo da seguinte maneira: (n) ~ t"e P, ~ t7°, se 0 sis-
tema for suficientemente grande. Em topologias complexas, no entanto, os experimentos de
espalhamento rapidamente alcancam o regime estaciondrio devido a pequena distincia entre
os nds que cresce logaritmicamente com o tamanho da rede [11], como discutido na se¢@o
2.1. Este efeito ja foi observado por Ferreira e Martins [17] no estudo do processo de contato
em metapopulacdes conectadas por uma rede de Barabdsi-Albert. Na figura 5.2, mostramos
a andlise de espalhamento tipica para nosso modelo de reagcdo-difusdo perto do ponto critico
A = 1.1047(2). Este valor foi obtido através da andlise quase-estaciondria que serd discutida
adiante. Como podemos notar, mesmo na fase supercritica, a densidade de particulas tende a
zero devido a finitude do sistema. Na figura 2(b) podemos ver que a atividade é mais duradoura

a medida em que aumentamos o tamanho da rede. Portanto, os efeitos de tamanho finito acabam
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subestimando o valor do ponto critico e a andlise de tamanho finito também se torna necessaria
para os experimentos de espalhamento. Consequentemente, € mais apropriado determinar o

ponto critico através da analise QE, na qual os efeitos de tamanho finito aparecem naturalmente

na analise.

101E 10 E B
* N =8000 o 1
T = N =16000 S
“ + N =32000 e
100:F o sssus uoo“‘“ﬁfﬁﬁf::::n»..w,‘ ., ] ‘::_-“ --.
r *%e, ", ‘s 4] W EeL .
..o s ¢ 4 0 s acemsssmaneesesed ““‘ * "
A o e 1 10t oo S
v ® A=1.1010 ] u R [ .
= A=1.1045 L] = ‘ u
10 i - .
0 " " " L 10>1 el = mmz‘ ““\3‘ ““\4‘ P s
0’ 10' 10° 10° 10t 10° 10 10 10 ¢ 10 10 10
t
(a) (b)
Figura 5.2: Experimentos de espalhamento para uma taxa de troca o = 0.1, expoente v = 2.25,
e cadeias lineares de tamanho L = 250. (a) Nimero médio de particulas pr6ximo ao ponto critico

Ae = 1.1047(2) para uma rede de populagdes com N = 16000 nés. (b) A dependéncia com o tamanho
da rede para uma taxa supercritica A = 1.1070.

Iniciaremos nossa discussao com o tempo de relaxagdo para o estado estaciondrio. A figura
5.3 mostra a densidade QE para duas redes de tamanho N = 16000 e 128000 comegando com

2% dos sitios ocupados aleatoriamente. A densidade total de particulas na rede € dada por:

1 N

em que p; € a densidade de sitios ocupados na populacio ;. Também consideramos a densidade
média restrita aos [V, nds mais conectados, os hubs. Mais especificamente, classificamos os nés
em ordem crescente de conectivade e definimos um conjunto A incluindo apenas 10% dos nés

mais conectados. Desta maneira, a densidade nos hubs é definida como
1
Ph = Fh Z Pi-

Durante o periodo de tempo inicial, a densidade QE € equivalente a densidade usual enquanto
o estado absorvente nao tenha sido visitado. Inicialmente, a densidade total apresenta um valor
constante em um intervalo de tempo curto e decai rapidamente para o estado estaciondrio.
Porém, no inicio, a densidade nos hubs aumenta antes de atingir o estado estaciondrio. Este
resultado nos diz que a dindmica inicial do sistema € controlada pela difusdo em direcdo aos

vértices altamente conectados. A configuracdo inicial, com uma distribui¢do de particulas uni-
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forme nas metapopulagdes € instavel e o sistema evolui para o estado com p;, ~ pk/(k) para
p < 1 previsto pela andlise de campo médio [veja equacdo (5.11)]. A figura 5.3 também
confirma o perfodo curto de relaxagdo. Mesmo para sistemas grandes (N = 1.28 x 10°), a

densidade QE fica aproximadamente constante para t > 5 x 10%.

10—

> N=16000
==N=128000 = -
N=16000-hubs.

Q 10'3j 3
AT Tempo curto
10'4§
10-57 T T R R B Y
10° 100 100 100 10" 100 10°

t (MC passos)

Figura 5.3: Densidade QE versus tempo. Os parametros fixos do modelo sdo v = 2.25, L = 250
ea=0.1.

Na figura 5.4(a) mostramos os histogramas das distribui¢cdes QE para sistemas de tamanhos
fixos N e L, variando a taxa de criagdo A préximo ao ponto critico A = 1.1047(2). A dis-
tribui¢do muda de um decaimento exponencial no regime subcritico para uma distribuicao nor-
mal (Gaussiana) na fase supercritica, representada por uma pardbola no grafico semi-logaritmo.
A distribui¢do normal no regime supercritico pode ser explicada pelo Teorema do Limite Cen-
tral [36, 37, 53]. Para simplificar, vamos supor que o estado de um sitio qualquer € uma variavel
aleatdria que pode assumir os valores 0 = 1 com probabilidade p e 0 = 0 com probabilidade
1 — p, em que p € a densidade global do sistema. O Teorema do Limite Central afirma que a
soma de K varidveis aleatdrias independentes e com a mesma distribuicdo de probabilidade,
com variancia b e média a finitas converge para uma distribuicdo gaussiana com média Ka e
variancia K'b. Este argumento é vélido se Ka > 1 no limite em que X' — 00, 0 que ocorre
apenas na fase supercritica. Na fase subcritica, o decaimento exponencial significa que apenas
os estados com poucas particulas sdo observados [matematicamente da ordem de n ~ O(1)] e
a densidade decai com p ~ N~!. A distribuicdo QE no ponto critico ¢ investigada separada-
mente na figura 5.4(b). As distribuicdes decaem exponencialmente para um pequeno nimero
de particulas enquanto uma cauda Gaussiana € observada para densidades altas, como mostrado
na insercdo da figura 5.4(b). Estes comportamentos estdo de acordo com os limites assintoticos
da equacao (5.27).

Outro efeito de tamanho finito € mostrado na figura 5.5 na qual mostramos a distribui¢ao
QE supercritica para diferentes tamanhos da rede. As distribuicdes sdo reescaladas por um fator

V/N. As distribuicdes para tamanhos pequenos (N < 8000) colapsam em uma tnica curva o
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Figura 5.4: (a) Distribui¢do de probabilidade quase-estaciondria do nimero total de particulas para
diferentes taxas de criacdo, e taxa de troca a = 0.1. O expoente é v = 2.25. O tamanho da rede
é N = 32 x 10° e as cadeias unidimensionais tém L = 250 sitios. (b) Comportamento assintético
da distribuicdo QE na criticalidade. O grafico principal mostra o decaimento exponencial enquanto a
insercdo mostra a cauda Gaussiana.

que significa que elas possuem, aproximadamente, a forma @, ~ f(n/ VN )/ VN e, conse-
quentemente, p ~ N, Esse comportamento corresponde a abordagem de campo médio na
criticalidade em redes homogéneas, pois o fator g é constante. Isso ilustra como um pseudo
ponto critico pode ser encontrado nesse modelo mesmo com 8000 x 250 sitios. Quando aumen-
tamos o tamanho da rede, a distribuicdo muda para uma Gaussiana, como esperado no regime
supercritico.

A analise de campo médio fornece que o fator g = (k?)/(k)? é uma quantidade relevante
no comportamento critico. Esse fator varia de uma configuragdo de rede para outra por causa
da aleatoriedade do sistema. O desvio relativo o;/(9)> = ({g9°) — (9)*)/(g)* quantifica a
intensidade das flutuagdes em que (- --) representa a média sobre todas as configuragdes de
rede. Pode-se mostrar que para uma rede UCM com k. = N'/2 esta quantidade escala com
07/{(g)* ~ N7~ para2 < v < 3 e tende a zero para y > 3 (veja referéncia [48] para detalhes).
Portanto, as flutuacdes relativas aumentam com o tamanho do sistema para redes sem escala
(2 < v < 3), o que poderia afetar as distribuicdes QE. Na figura 5.6 mostramos a distribui¢ao
QE para uma rede com N = 64000 nos e expoente v = 2.25. Cada curva corresponde a uma
média sobre um grupo de 20 configuragdes de rede. A distribui¢do ndo varia significantemente
de um grupo para outro, logo uma média sobre 100 configura¢des, que utilizamos nas simu-
lagdes QE, € suficiente para as nossas andlises.

A figura 5.7 mostra a densidade QE para a taxa de troca o = 0.1. As curvas para os maiores
valores de A tendem a encurvar para cima enquanto para os valores menores de A, elas encur-
vam para baixo, como esperado na transicdo do regime super para o subcritico. No entanto,
as curvaturas sdo muito proximas em torno da transi¢do, dificultando a determinacdo do ponto

critico. Para determinar o ponto critico de uma maneira sistemdtica fizemos uma regressao com
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Figura 5.5: Distribui¢éo QE para diferentes tamanhos da rede na fase supercritica com taxas de criagdo
e troca A = 0.7890 e o = 0.5, respectivamente. O expoente da distribui¢do de conectividade é v = 2.25
O gréfico no interior mostra a densidade QE como uma fun¢ao do tamanho da rede (simbolos) e a linha
pontilhada € a regressdo em lei de poté€ncia com expoente v = —0.52.

um polindmio de segunda ordem e nos grafico de In p versus In /N analisamos o coeficiente do
termo quadratico, C', que tem o mesmo sinal que a curvatura. Associamos uma curvatura nula
ao ponto critico. Esse critério de curvatura nula permite que calculemos o ponto critico com
uma incerteza menor que 0.02%, como mostramos na tabela 5.1. A taxa critica diminui com o
aumento da migracdo « e aumenta com o expoente . A dependéncia com « implica que quanto
maior a migragdo, mais facilmente as particulas difundem na rede, e isso favorece a atividade
no sistema. A dependéncia com -y mostra que a heterogeneidade da rede contribui para manter

o estado estacionario ativo.

Tabela 5.1: Estimativa dos pontos criticos. Os niimeros entre parénteses representam a incerteza
no ultimo digito. O resultado de campo médio foi incluido para comparacao.

DANE! 0.05 0.10 0.50 MF
2.25 1.2352(3) 1.1047(3) 0.7880(3) 172
2.75 - 1.1075(2) - 172
3.50 - 1.1114(1) - 172

A pequena incerteza na taxa critica ainda causa uma grande incerteza na estimativa dos

expoentes. Mesmo para simulagdes com o dobro de passos de tempo essa incerteza na deter-
minacdo do expoentes criticos ainda permanece. As estimativas dos expoentes criticos e suas
respectivas incertezas foram feitas utilizando uma média ponderada das regressdes em lei de

poténcia obtidas das curvas que apresentaram as menores curvaturas sendo uma positiva e outra
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Figura 5.6: Distribui¢do QE para uma rede heterogénea com N = 64000 nés e expoente v = 2.25.
As taxas de criacdo e troca sdo A = 1.1045 e a = 0.1. Cada simbolo representa uma média sobre 20
configuragdes de rede.

negativa. Quanto menor a curvatura, mais proximo do ponto cfitico, entdo o peso utilizado foi
1/]|C|. Os expoentes da lei de poténcia p ~ N~7, determinados utilizando esse procedimento,
estdo na tabela 5.2. Considerando as incertezas, ndo € possivel determinar se os expoentes de-

pendem ou ndo da taxa de migracdo « e tampouco do expoente 7.

Tabela 5.2: Estimativa do expoente critico © definido por p ~ N~”. Os niimeros entre parénte-
ses representam as incertezas no ultimo digito. Os resultados de campo médio correspondentes
ao limite assintético (MF1) e aos expoentes efetivos com corre¢des de tamanho finito (MF2)
também estao incluidos.

DANE! 0.05 0.10 0.50 MF1 ME2
225 | 0.65(5) 0.64(3) 0.67(6)  0.6875 0.645
2.75 - 0.59(1) - 0.5625 0.590
3.50 - 0.58(4) - 172 0.528

A aproximagdo de campo médio fornece p ~ (gN)

e, no limite assintético, p ~ N7

em que v = max[(5 — v)/4,1/2]. Os expoentes obtidos através das simulacdes numéricas
concordam com esta expressdo somente se considerarmos os erros que, provavelmente, estao
superestimados. Esta concordancia pode melhorar se considerarmos as corre¢des para os efeitos

de tamanho finito relacionadas ao fator g. E possivel mostrar que p ~ (gN)~'/? se torna [40]

1 3—v y—2
Inp=const. —vIn N + _% =

- . 5.32
QNT ]\[AYTi2 ( )
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Figura 5.7: (a)-(c)A densidade quase-estaciondria em fun¢do do tamanho do sistema préximo
ao ponto critico para uma taxa de troca o = (.1. Os expoentes y estdo indicados em cada figura.
Simbolos representam as simulagdes e as linhas representam as regressdes polinomias usadas
para estimar a curvatura. Cada figura também contém a curvatura estimada C' e a inclinagéo
S da regressdao em lei de poténcia. Figura (d) mostra a densidade de particulas em fungdo de

(gN).

A equacdo (5.32) mostra que a corre¢do pode ser relevante, particularmente para v — 3 e
v — 2. Os efeitos de tamanho finito podem ser considerados na andlise de campo médio resol-
vendo a equagdo (5.25) numericamente. A receita numérica para fazé-lo é dada, com detalhes,
na referéncia [51]. Basicamente, essa receita para iterar a relacdo de recorréncia € a seguinte:
comegamos com um chute inicial para QY e usamos a equagio (5.25) para calcular os correspon-
dentes Q° e também o valor de S = Zivzl Q°. O procedimento € repetido, mas agora usando
Qi1 = Q7 /S como uma nova tentativa. Depois de poucos passos de tempo, S converge para
a unidade e cada ponto (), representa a distribui¢io QE. Solu¢des numéricas s3o mostradas na
figura 5.3 e os resultados dos expoentes encontrados com uma regressao em lei de poténcia sdo
apresentado na tabela 5.2. Uma boa concordéncia € obtida para v = 2.25 e v = 2.75 mas o re-
sultado para g = 3.5 ainda diverge. Uma andlise mais direta consiste em analisar as curvas In p

versus In(g/V), diretamente, como mostrado na figura 5.7(d). A teoria de campo médio prediz
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uma inclinagéo de —1/2 na criticalidade. Os resultados desta andlise sdo apresentados na tabela
5.3. Em todos os casos temos um cendrio consistente com a independéncia entre os expoentes
e a taxa de migracdo « e o expoente -y, em concordancia com a teoria de campo médio. No
entanto, os expoentes sdo ligeiramente maiores que 1/2 o que pode ser o indicio de duas coisas:
a teoria de campo médio ndo € exata e as simulagdes ndo sdo precisas o suficiente para obter os

expoentes corretos.

Tabela 5.3: Estimativa dos expoentes obtidos com uma regressao em lei de poténcia de p versus
gN. Os nimeros entre parénteses representam as incertezas no tltimo digito. Os resultados de
campo médio (MF) também foram incluidos.

~Na | 005 0.10 050 MF
225 | 053(6) 0525) 0534 12
2.75 - 0.51(1) - 12
3.50 - 0.52(5) - 12
4

a y=225,v=0.645
o Y=2.75,v=0.590
o y=3.50,v=0.528

| I
9
InN
Figura 5.8: Densidade QE em func¢éio do tamanho da rede obtida através da solu¢do numérica da
equacdo (5.25). Simbolos sdo as simulagdes numéricas e as linhas sdo as regressdes em lei de poténcia.

10 11 12

A figura 5.9 mostra o tempo carcteristico QE em funcdo do tamanho reescalado da rede
N/g. Essas curvas foram obtidas através de simulagdes e apresentam inclinagdo mais baixa
do que a prevista pela teoria de campo médio. A teoria de campo médio prevé 7 ~ (N/g)'/2.
A regressdo em lei de poténcia fornece 0.39, 0.40 e 0.34 para v = 2.25,2.75 e 3.50, respecti-
vamente. O tempo QE foi determinado usando a relagdo 7 = 1/Q; como discutido na se¢do
3.3. No entanto esta quantidade € relativamente sensivel porque o sistema tem que visitar o

estado absorvente um grande nimero de vezes para garantir uma boa estatistica, além de ser
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necessario uma boa estimativa para o ponto critico. Entdo, outra procedimente que adotamos
foi medir o tempo de vida entre duas visitas consecutivas ao estado absorvente porém, ainda
assim, obtivemos o mesmo resultado mostrado na figura 5.9, que nao concorda com a teoria de

campo médio.
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Figura 5.9: Tempo caracteristico da distribui¢do QE na criticalidade para a taxa de troca o = 0.1
As taxas de criagdo sdo A = 1.1047 (v = 2.25), A = 1.1075 (v = 2.75), e A = 1.1114 (v = 3.50).
Simbolos sao simulagdes e linhas, regressdes em lei de poténcia.

Devido a propriedade de mundo pequeno, ndo faz sentido falar em correlacdes espaciais em
redes complexas porque a vizinhan¢a de um dado sitio efetivamente abrange toda a rede. No en-
tanto, podemos pensar em correlagdes dinamicas. A possivel concordancia entre os expoentes
observados nas simulagdes e os expoentes obtidos via teoria de campo médio €, a principio,
algo surpreendente uma vez que a estrutura congelada de tais redes causa o aparecimento de
correlacdes. Para explicar melhor a ideia de correlagdes, suponha um processo RD em uma
rede arbritraria em que um dado né j € proibido de ficar vazio devido a uma regra adicional na
dindmica do sistema. Consequentemente, um noé ¢ conectado ao né j tem uma chance muito
maior de ser infectado do que outro né idéntico a ele, mas que nio esteja conectado a j. Se
a condi¢do congelada € substituida por um substrato annealed, em que todas as conexdes sao
redirecionadas a uma taxa maior do que as taxas envolvidas no processo RD, a memdria do
estado de um né j € rapidamente perdida e nenhuma correlacdo dindmica surge no processo.
A teoria de campo médio heterogénea assume que uma quantidade relevante é o grau do né
independentemente do n6 com o qual ele estd conectado. Em outras palavras, qualquer tipo de
correlagdo dindmica € irrelevante. No nosso processo de reagdao-difusdo, a estrutura interna das
metapopulacdes deveria implicar na existéncia de correlagdes dinamicas e espacias. Por exem-
plo, o processo de contato, um modelo muito simples de reagdo-difusdo, em redes heterogéneas
congeladas (quenched) e annealed, apresenta expoentes criticos distintos.

Note que o ponto critico depende tanto da heterogeneidade quanto da taxa de migracao
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enquanto a aproximagdo de campo médio fornece A. = 1/2. Isto é a prova de que as corre-
lagdes estdo presentes. Mas os expoentes criticos sugerem que as correlacdes ndo sio fortes o
suficiente para mudar os expoentes criticos. A migracdo das particulas €, possivelmente, um
mecanismo envolvido na atenuagdo das correlagdes dinamicas. De fato, as correlacdes devem
desaparecer para valores altos da taxa de migragcdo. A taxa critica que se aproxima do valor de

campo médio confirma essa conclusio.

5.4 Detalhes da teoria de campo médio

Esta secdo tem como objetivo mostrar alguns detalhes técnicos sobre os calculos de campo
médio. A sua leitura € opcional e ndo compromete o entendimento do texto principal. Na
primeira parte, demonstramos que a matriz Cy tem um autovalor tnico ¢ = 1 e autovetor
v, = k. Na proxima subse¢ao mostramos os limites assintéticos da fung¢ao hipergeométrica de
Gauss e 0s passos necessarios para chegar a expressao (5.16). E no final detalhamos algumas

passagens extras no calculo dos expoentes criticos.

5.4.1 Determinaciao do autovetor de Cj;/

Queremos provar que a matriz Cyry = kP(k|k')/k' tem um autovalor tnico ¢ = 1 que

corresponde ao autovetor vy = k. A equagao de autovalor é dada por:

kP(k|k'
Z Ckk/vk/ = CUp = Z ﬂvk/ = CUj. (533)

Multiplicando a equagdo acima por P(k) e somando em k, temos:

> wi kP (k|E) P(k)v /K

kP(k|k") P (k)vy
2 / > P(k)u

k

=c) P(kjop = c= (5.34)
k

kk’

Usando novamente a equag@o do balanceamento detalhado: k' P(k|k')P(k') = kP(K'|k)P(k),

obtemos:
t T PHRIDPEe 5[5, PHE)uPE)
> P(k)vy, >k P(k)uy

desde que ), P(k|k') = 1. Para checar que v;, = k satisfaz a equacdo de autovalor ¢ direto. A

(5.35)

unicidade da solugdo € garantida pelo teorema de Perron-Frobenius, que estabelece que o maior
autovalor de uma matriz ndo negativa e irredutivel é positivo e tinico [54]. A matriz C}; possui

essas duas propriedades [55].
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5.4.2 Limites assintdticos da funcao hipergeométrica

De acordo com [46]:

/OO e T p1— 2 1/8a) Re <1 (5.36)
———dr=——<F(1,1 —p,2 — p;—1/fa) Re< :
o (14 px) Blp—1)
em que F'(a,b,c; z) é a fungdo hipergeométrica de Gauss. No caso da equacdo (5.13), temos
quep—1l=~v—-2ecomopu<1l—=~v>2.

As expansoes assintiticas para essa fungdo sdo [46]:

F(a,b,c;2) =1+ %bz +0(2) |zlk1 (5.37)
F(a,b,c;z) = %(—z)_a + %bc)i(z;(—z)_b +... z—= 00 (5.38)

Podemos reescrever a integral (5.13) da seguinte maneira:

ke — k2 ~ k}2 ,y
-5/ 1+Bkdk o | - 5/ Tt 639
m2—'y 2—7
[:,y_QF(lﬁ—?ﬁ—l;—l/ﬁm)— " F(Ly =29~ L-1/Bk)  (5.40)

Note que fm < 1 pois p = 0, entdo o primeiro termo da expressdo acima pode ser expandido
usando (5.38). Nesta expansdo, o termo que predomina é min(a,b). No nosso caso, temos
a =1eb =y — 2. Isto significa que, para 7 < 3 o termo que predomina é b = v — 2 e para

~ > 3 o termo predominante é a = 1, de tal modo que:

F(l,y=2,7=1;=1/pm) =T@ —)(y = 1)(fm)"™?, ~ <3 (5.41)

F(l,y=2,v—1;—1/8m ):7—6771 N >3 (5.42)

em que as relagdes ['(1) = 1eI'(z) = (2 — 1)['(z — 1) foram usadas.

De maneira andloga, se fk. < 1, o segundo termo da integral  também pode ser expandido
usando a expressdo (5.38), mas se k. > 1, devemos usar a expansio (5.37) que fornece
F(l,v—2,v—1;-1/Bk.) = 1

No limite de redes infinitas k. — oo. Como o segundo termo da integral I decai com k=7
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e v > 2, esse termo pode ser desperezado, de tal modo que encontramos a soluacgao:

EYD(3 —y)I(y—1 172 2<y<3
o [ BIGB=TO-Dme= , 2<y<3 543
(K)o , v >3
Relembrando que para k. — oo temos
ke — 1
(kY = (v — 1)m71/ kk™7dk ~ o UL > 2 (5.44)
m Y=
e
ke i3y 2<~4 <3
(K2 = (y — 1)m?~ / Bhodk~d 0 e 0 T (5.45)
m ﬁm , V> 3

5.4.3 Expoentes criticos

Vamos mostrar que a densidade critica escala com p ~ A” em que 8 = max[1,1/y — 1] e
p~tCemqued = f.
Podemos obter o termo {p?) da equagdo (5.6) multiplicando a equagio (5.10) por pj € man-

tendo os termos até segunda ordem. No estado estacionério obtemos:

k
2Ap; + Oé<TP>Pk —ap; = 0. (5.46)

multiplicando a equag@o acima por P(k) e somando sobre todos os valores de &, encontramos

[0
2A(pR) + 2 pr) —alpf) = 0. (5.47)
(k) ~~~
e
que nos leva a
2 PO
~ 5.48
que, substituindo na equacgio (5.6) nos fornece a seguinte expressdo para ©
O ~ (k)A/\, (5.49)

na qual a aproximagdo zA /«a < 1 foi utilizada.

Usando o comportamento assintético de © dado pela equacgao (5.16), encontramos

—r— PP P AV 2 <y <3, (5.50)
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S} A
szzpﬁpNAl, v >3, (5.5D)

ou seja, p ~ AP, com o expoente critico

£ = max [1, %} . (5.52)

No ponto critico (A = A\, = 1/z), podemos escrever a equagio (5.6) como:

dp _@

-4 = —(p?) ~ . 5.53
Para v > 3, no limite assintdtico, © ~ (k?)p, entdo a equago acima se torna:
dp 2
L 5.54
7 gp (3.54)
em que g = (k?)/{k)2. Resolvendo esta equacdo diferencial, obtemos:
p~(gt)7", (5.55)

e, no intervalo de 2 < v < 3, também no limite assintdtico, © ~ cvpV_Q, em que ¢, € uma

constante que depende apenas de . Assim, a equacdo (5.53) se torna:
— = —c,p? (5.56)
e o resultado desta equacao diferencial é:

prttn? (5.57)

Desse modo, podemos concluir que § = = max/[1, 1/ — 2].

Vamos agora mostrar que perto do ponto critico, a densidade se aproxima do valor ass-
intético com p(t) = ps + const x exp(—t/7) em que o tempo caracterisitco diverge 7 =
(zbA)~! ~ A7l com um expoente ; = 1. Retornando a aproximagio de um sitio, con-
siderando p = p, + f(t), em que f < 1. E usando a expressdo geral para O:

) A
= 0=\ 5.58
em que A, é uma constante que depende apenas de y e b = min (1, — 2). A expressdo (5.6)
se torna:
df

pi 2A(ps+ f) — %(ps + A (ps + f)" (5.59)
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em que a relagdo (p2) ~ pO/(k) foi usada. Fazendo a aproximagdo (p, + f)*+1 ~ pi+i[1 +
(b+1)fp;'] e lembrando que O, = A, p% e ©,/(k) = A/), no ponto critico, obtemos:

Z—J;:szf L f() ~ exp(—zbAY) = f(t) ~ e (5.60)

e, da lei de escala 7 ~ |A|7"Il, tiramos que v = 1.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacdo estudamos a transi¢do de fases em sistemas com estados absorventes
dando énfase a um processo de reacdo-difusdo em metapopulacdes estruturadas. Primeiramente,
fizemos uma revisao sobre redes complexas e introduzimos o modelo de configura¢des nao cor-
relacionado (UCM) [19] que foi utilizado no nosso modelo para conectar as metapopulacoes.
Depois, estudamos a transicdo de fases para estados absorventes apresentando um processo
de reacao-difusdo em uma cadeia unidimensional [2, 37], juntamente com a apresentacao do
método quase-estaciondrio proposto por Oliveira e Dickman [6], ferramenta fundamental uti-
lizada nas simula¢des computacionais. Em seguida, mostramos um estudo sobre a criticalidade
em um processo de reacdo-difusdo em redes heterogéneas [3, 5, 4]. Finalmente, apresentamos
nosso modelo para o estudo de transicao de fases em um processo RD em metapopulagdes es-
truturadas. A anélise da criticalidade deste modelo foi feita através da teoria de campo médio e
de simula¢gdes numéricas.

Observamos que a densidade QE apresenta um periodo curto de relaxacdo que € muito
menor que o tempo de relaxacdo para o0 mesmo processo em reticulados regulares, devido ao
efeito de mundo pequeno. Constatamos que a distribuicdo QE muda de um decaimento expo-
nencial para uma distribuicao Gaussiana na transi¢ao da fase sub para a fase supercritica, o que
estd de acordo com os comportamentos assint6ticos da distribuicao QE prevista pela andlise de
campo médio. Também analisamos a influéncia da taxa de migracdo « e do expoente -y da dis-
tribui¢do de conectividade P (k) ~ k=7 da rede, na determinag@o do ponto critico. Observamos
que A, diminui com o aumento de « e aumenta com o aumento de . Isso significa que, tanto
a migracdo, quanto a heterogeneidade da rede contribuem para manter o estado estaciondrio
ativo.

Conseguimos estimar o ponto critico com boa precisio, cerca de 0.02% de incerteza, mas
mesmo as simulagdes com 2 x 10° passos de Monte Carlos nio foram suficientes para diminuir
a incerteza na estimativa dos expoentes criticos, que € cerca de 7%, o que nos impede de tirar

conclusdes definitivas sobre a criticalidade do modelo. Porém, ha indicios de que as simulag¢des
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estdo de acordo com a teoria de campo médio. Apesar de haver correlacdes espaciais e dinami-
cas nas metapopulagdes estruturadas, pois a taxa critica A\, varia com a taxa de migragdo e com
a heterogeneidade da rede, essas correlagdes ndo seriam fortes o suficiente para mudar os ex-
poentes criticos. Um fator que pode ser responsavel por isso € a aleatoriedade no processo de
migracdo que causaria o enfraquecimento das correlacdes dindmicas. Isso € plausivel porque a
medida em que se aumenta o valor de o, A, se aproxima do valor previsto pela teoria de campo
médio. No trabalho de Ferreira e Martins [17], eles também estudaram a criticalidade de um
modelo com estado absorvente em metapopulagdes com estrutura interna € mostraram que 0s
valores dos expoentes criticos obtidos via simulagdes sdo diferentes dos expoentes previstos
pela teoria de campo médio. Naqule trabalho, o processo de migracdo, ocorre preferencial-
mente para os nds mais conectados e, portanto, a nossa teoria de campo médio nao se aplica.
Como perspectivas deste trabalho, pretendemos analisar a dependéncia da taxa critica em
funcdo do tamanho L das cadeias unidimensionais bem como em fung¢do da estrutura espacial
das metapopulacdes. Também € do nosso interesse, verificar os resultados desse modelos em
redes annealed, na qual ndo hé correlagdo dindmica e, por isso, espera-se que as simulacdes
aproximem-se ainda mais da teoria de campo médio. Além disso, esse trabalho serd a base do
estudo de outros problemas interessantes como, por exemplo, modelos mais reais de propagacao

de epidemias e implementacdo de estratégias de imuniza¢do na fase endémica.
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Apéndice A
Correlacao entre graus

Para computar a probabilidade condicional P(A|B) de um evento A ocorrer dado o evento
B, é necessdrio antes recordar o conceito de probabilidade conjunta.

Define-se a probabilidade conjunta P(k;, ko) de se escolher uma ligagdo ao acaso e nas suas
extremidades encontrar vértices com graus k; e k». E importante deixar claro que probabilidade
conjunta € um conceito diferente de probabilidade condicional. Enquanto a primeira nos fornece
a probabilidade de em uma medida encontrarmos os graus k; e ko simultaneamente, na segunda,
assume-se que o grau de um vértice é conhecido, por exemplo k;, e queremos saber qual a
probabilidade de o outro vértice ter grau ko. Estas duas quantidades estdo relacionadas por um
axioma da teoria da probabilidade, isto €, a probabilidade de termos um evento A dado um

evento B € dada por [26]
P(A, B)

P(B) (A.1)

P(A|B) =

Seja Ny, = N P(k) o nimero de vértices com grau k, entdo a probabilidade de se escolher uma
ligacdo e chegar até um n6 com grau k é:
kN ENP(k)  kP(k)

- — A2
SNy S RNPR) (k) (A-2)

Se a probabilidade de, ao se escolher uma liga¢do ao acaso, encontrarmos um vértice com
grau k; for estatisticamente independente do grau %, do outro vértice, a probabilidade conjunta
P(ky, k2) pode ser escrita como:

k1 P(ky) ko P(k2) _ kikoP(k1)P (ko)

P(ky, ky) = CIE Gk . (A3)

Mas, se hd correlagdes, P(ky, ko) serd proporcional ao nimero Ey, , de ligacdes entre um

vértice cujo grau € k; e um vértice cujo grau € ko, e a constante de proporcionalidade € obtida
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através da normalizacdo [23]. Assim:

Ex, k
Pkr, ky) = ke (A4)
Zkl,kQ Ek17]f2
O denominador da equagdo (A.4) é a soma de todas as ligagdes da rede, ou seja, » | Ky ey Dk oy =

> x kN, = N(k), em que N é o niimero total de vértices. Entdo,

Ekl,kz
N (k)

P(k]l, kz) — (AS)

Usando a equacdo (A.1) podemos reescrever a probabilidade condicional da seguinte maneira:

Ekhkz - Ekl,kQ

PUk) = S0y PRy = Ny ()

(A.6)

na qual Ny, € o numero total de vértices com grau k.
A probabilidade condicional deve obedecer as duas restrigdes [26]. A primeira é dada pela

condi¢do de normalizacdo

> P(kilks) =1 (A7)
k1
e a segunda € a distribui¢do do balanc¢o detalhado,
ko P(ky|ka)P(ko) = k1 P(kalk1)P(k1), (A.8)

pois, em grafos ndo direcionados, o nimero de ligacdes que saem do vértice com grau k; e
chegam aos vértices com grau k, deve ser igual ao nimero de ligacdes que saem dos vértices

com grau ks e chegam aos nés com grau k; [12].



Apéndice B

Cutoffs em redes sem escala

A definicdo de cutoff mais interessante, no ambito da fisica, ¢ dada por Dorogovtsev et. al.

[60] que o define como o valor do grau k. acima do qual se espera encontrar no maximo um no,
N/koO P(k)dk = N/koo Ak™7dk ~ 1, (B.1)

em que A € a constante de normalizagdo. Neste caso, obtemos:
ko(N) ~ NV (B.2)

que € conhecido como o cutoff natural da rede.

E importante dizer que a forma do cutoff natural parte do pressuposto de que todos os graus
de conectividade s@o independentementes. No entanto, em redes reais, os graus dos vértices ndo
sdo simplesmente independentes pois devem satisfazer algumas restricdes topologicas devido a
estrutura da rede. Assim, devemos incluir também a estrutura de ligacdes quando se considera
a escala do cutoff.

Primeiramente, vamos caracterizar alguns aspectos estruturais de redes [56, 57]. Vamos
considerar uma rede nao direcionada com N vértices e limite termodinamico bem definido, ou,
equivalentemente, grau médio constante (k). Seja Nj o nimero de vértices com grau k que
satisfaz a relagdo ) , N, = N que, no limite termodindmico N > 1, permite-nos definir a
distribui¢do dos graus como P(k) = N;/N. Essa distribui¢do contém toda a informagao sobre
as propriedades locais dos vértices, ou seja, o nimero de ligagdes que cada vértice possui. Mas
também € interessante especificar como as diferentes classes dos graus estdo conectadas umas
com as outras. Para isso, podemos definir uma fun¢ao simétrica £}, 5/, que nos fornece o nimero

de ligacdes entre os vértices de grau k e &/, para k # k' e duas vezes o nimero de liga¢Ges entre
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os vértices da mesma classe, ou seja, k = k’. Essa matriz obedece as identidades:

> By = kN, (B.3)
k/
> Ew =) kN, = (k)N =2E (B.4)
kK’ k

em que £ € o nimero total de ligacdes na rede. Esta tltima identidade, permite-nos definir,

novamente no limite N > 1, uma distribui¢cao conjunta

Ekk’

P(k> k/) = (k)N’

(B.5)

onde a fungdo (2 — dxx ) P(k, k') é a probabilidade de escolher aleatoriamente uma ligacdo que
conecta dois vértices de grau k e k’. A distribuicdo P(k) pode ser deduzida da distribui¢do

conjunta P(k, k") como:

P(k) = <—:> > Pk K). (B.6)

A distribuicao conjunta transmite todas as informagdes a respeito do grau dos vértices. O caréter
associativo (disassociativo) de correlacdes na rede, isto é, a tendéncia de vértices se conectarem
a outros vértices da mesma (diferente) classe, pode ser quantificado pelo coeficiente de Pearson
r, definido como o coeficiente de correlagdo da distribui¢ao conjunta [24, 58].

Vamos definir 1, como a razio entre o nimero de ligacdes entre os vértices de grau k
e k', Ey, e o valor maximo possivel de ligacdes entre eles, my,. Assumindo que mdltiplas
ligacdes nao sdo permitidas na rede, o nimero maximo de liga¢gdes entre duas classes € my =
min{k Ny, k' Ny, Ny Ny, } e, consequentemente, a razao ry pode ser escrita como:

Epp (k)P (k, k")

T = e T minkP(k), kPR, NP P ®.7)

Uma questdo chave é que essa razao deve ser menor ou igual a um para qualquer valor de k e
K.

Podemos usar essa observacao para tirar algumas conclusdes sobre o valor do cufoff imposto
pela estrutura da rede. Vamos considerar que a curva 4, no espago k — k' separa as regides em
que os pares (k, k') tomam valores possiveis (ry < 1), daregido que ndo é possivel fisicamente,
re > 1 (veja figura B.1). Seja kg (cutoff estrutural) definido como o valor médio do grau que
delimita a maior regido quadrada de valores aceitaveis, entdo, ele deve ser a solu¢do da equagdo
implicita:

P, = 1 (B.8)



APENDICE B. CUTOFFS EM REDES SEM ESCALA 72

Vale ressaltar que £ > NP(k') e k¥ > NP(k) quando consideramos que ndo hd mdltiplas

conexdes. Entdo, a expressdo para ;s ja se reduz a:

(k)P(k, k')
R Sl i L B.9
TR N PR PR ®-9)
=1 s
r, >1
. o k=k
\ ;rk k—]
rel - :
P : k‘
/ e
k

Figura B.1: Construg¢do geométrica do cutoff estrutural k. Figura retirada da referéncia [32].

Para redes sem escala nao correlacionadas, como € o caso da UCM, a distribui¢do de pro-
babilidade conjunta se fatoriza da seguinte maneira [36]:

 kK'P(k)P(K)

que significa que 7y se torna [32, 57]
kk'
)= B.11
Tkk < k;> N ( )
Neste caso, o cutoff estrutural precisa preservar a condigao fisica rxr < 1 e entdo:
ks(N) ~ ((k)N)'/2 (B.12)

independente de P (k) e do valor de  para redes sem escala.

Para v > 3 o cutoff estrutural diverge mais rapido que o cut-off natural e, por isso, o dltimo
deve ser escolhido como o apropriado [59]. Para v < 3 no entanto, o expoente do cufoff natural
é maior que 1/2 e, como consequéncia, o cutoff previsto pela teoria do valor extremo estd
divergindo mais rdpido que o cutoff estrutural. Em outras palavras, isso significa que redes sem

escala ndo correlacionadas sem multiplas conexdes e com 7 < 3 deve possuir o cutoff estrutural.





