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RESUMO

MOURA, Antonio Ribeiro de, Universidade Federal de Vigosa, dezembro de 2011.
Estudo analitico de sistemas de Heisenberg bidimensionais dopados e com
acoplamentos anisotropico e biquadratico. Orientador: Afranio Rodrigues
Pereira Co-Orientadores: Winder Alexander de Moura-Melo e Daniel Heber Theodoro
Franco.

No trabalho desenvolvido estudamos alguns modelos magnéticos por meio de duas abor-
dagens diferentes. Nos dois primeiros foi usada a aproximacao continua para o antiferro-
magnetismo dada pelo modelo sigma nao-linear O(3) (MSNL). Tal modelo é semelhan-
te & teoria de Yang-Mills e possui como solucoes configuracoes de origem topologica,
os chamados skyrmions. Inicialmente estudamos como um termoanisotropico (seme-
lhante & uma anisotropia magnética) influencia nas solugoes. Notamos que devido a
perturbacoes quanticas surgem interagoes no campo de spin que nao existem no nivel
semi-classico. No outro trabalho verificamos que a inclusao de uma impureza nao mag-
nética cria um potencial do tipo harmonico entre o skyrmion e o defeito, que leva ao
aprisionamento da solucao topoldgica. Tal caracteristica tem se mostrado importante
para diversas aplicagoes em materiais magnéticos. Também estudamos outros dois
modelos por meio das transformagoes bosonicas de Schwinger. Mostramos que devido
ao termo de anisotropia para o modelo biquadratico na rede quadrada ocorre a sepa-
racao entre uma fase ordenada e outra desordenada. Por iltimo, aplicamos a teoria
bosonica para o modelo biquadratico na rede hexagonal de honeycomb e fazemos um

estudo tanto para 7' = 0 quanto baixas temperaturas.
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ABSTRACT

MOURA, Antonio Ribeiro de, Universidade Federal de Vigosa, Dezember, 2011.
Analytical study of bidimensional Heisenberg systems doped and with
anisotropic and biquadratic couplings. Advisor: Afranio Rodrigues Pereira Co-
Advisors: Winder Alexander de Moura-Melo and Daniel Heber Theodoro Franco.

In the work development we have studied magnetic models by two different approaches.
In the two first models was used the continuum approximation to anti-ferromagnetic
given by O(3) non-linear sigma model (NLSM). This model is similar to the Yang-Mills
theory and it is well known that it supports topological configurations as solutions, the
so-called skyrmions. Initially we have studied how an anisotropic term (similar to
magnetic anisotropy) influences in the solutions. We have noted that quantum pertur-
bations are responsible for spin field interactions that do not exist in a semi-classical
limit. In another work, we verified that the inclusion of a non-magnetic impurities
creates a harmonic potential interaction between the skyrmion and the defect. The
topological solution is restrained by defect and that capture is important to many ap-
plications in magnetic devices. We also have studied other two models by Schwinger
bosonic transformations. In one of them, it has shown a separation between an ordered
and disordered phases to biquadratic model due to an anisotropic term. Finally, we
have applied the bosonic theory to biquadratic model in a honeycomb hexagonal lattice

to T'= 0 and low temperatures.
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Introducao

Podemos dizer com bastante certeza que fisica da matéria condensada (FMC)
¢ uma das areas mais promissoras e atraentes da fisica atual. Intiimeros avancos tec-
nologicos e cientificos se devem ao estudo de novos materiais e suas propriedades. Como
exemplo, podemos citar o mais novo candidato a revolucionar a industria eletronica,
o grafeno. O grafeno é uma material bidimensional formado por &tomos de carbono
dispostos em uma rede hexagonal do tipo honeycomb (algo como a estrutura de uma
colmeia de abelhas). Embora os primeiros trabalhos sobre o grafeno datem do final
da década de 40 (Wallace [I] foi o primeiro a escrever sobre a estrutura de bandas e
a mostrar o comportamento semi-metalico incomum do grafeno) apenas recentemente
foi possivel a fabricacao de tal material. O grafeno tem se mostrado muito promissor,
nao s6 pelo seu potencial para ser o substituto do silicio na fabricacao de transistores
(modelos de 100 GHz ja foram construidos pela IBM [2]) mas também por ser um
6timo laboratorio para teorias ainda nao comprovadas. O paradoxo de Klein é uma
dessas teorias. Em 1929, Oscar Klein [3] obteve um resultado surpreendente ao estudar
o problema do tunelamento de particulas no limite de altas energias. Usando a equagao
de Dirac, Klein mostrou que quanto maior a diferenca entre o potencial e a energia de
repouso da particula (mc?) maior serd a taxa de transmissio através da barreira. No
limite no qual as particulas envolvidas nao tem massa, é possivel verificar o paradoxo
de Klein para um potencial finito (para particulas massivas, a taxa de transmissiao
méxima ocorre para um potencial infinito). No caso do grafeno, devido ao potencial
periodico da rede, os elétrons tém uma massa efetiva nula e portanto ele € um meio
ideal para se testar a hipotese de Klein. O grafeno também tem sido usado como

um meio para testar a teoria gravitacional em superficies curvas. Até pouco tempo



experimentos dessa espécie s6 eram imaginaveis de realizacao em escalas astrondomicas
mas em certas circunstancias eles podem ser reproduzidas dentro de um laboratoério. A
fisica de um cone formado através do corte de um setor circular de uma folha bidimen-
sional de grafeno é descrita pelas mesmas equagoes da teoria gravitacional de Einstein.
E realmente incrivel pensar na possibilidade de reproduzir eventos estrelares na ponta

do lapis.

Figura 1: Estrutura hexagonal dos atomos de carbono no grafeno. Essa estrutura

denominada honeycomb tem geometria semelhante a uma colmeia de abelha.

Mas nao é somente como laboratoério para outras teorias que a FMC sobrevive.
Muitas vezes, outras areas tomam emprestados conceitos desenvolvido em matéria con-
densada e os aplicam em teorias mais ’elementares’. Vejamos o caso do mecanismo de
Anderson-Higgs que explica porque fétons nao tem massa enquanto as particulas medi-
adoras da forca eletrofraca, Z°, W~ e W7 sao massivas. Segundo essa teoria, o boson
de Higgs, cuja comprovacao experimental pelo LHC é esperada para os proximos anos,
é o responsavel por essa diferenca. Embora a teoria de Anderson-Higgs descreva uma
questao fundamental e de extrema importancia, ela é baseada no efeito Meissner da
teoria BCS para a supercondutividade. Outro exemplo entre a conexao de fisica de
altas energia e matérias condensada é a semelhanca entre a teoria de Yang-Mills e o
modelo sigma nao-linear O(3). Enquanto a primeira descreve a interagao eletrofraca, a
segunda é usada para explicar sistemas ferro e antiferromagnéticos. Podemos esperar
portanto que mesmo modelos simples quando aplicados em fisica da matérias conden-
sada fornecam importantes ideias para a solucao de problemas mais complicados.

Em especial, sistemas magnéticos sao de grande interesse para a fisica da matéria



condensada. Ao contrario de outras areas de pesquisa, como supercondutividade, que
ainda estd longe de ser amplamente aplicada, dispositivos magnéticos sao encontrados
em praticamente todo tipo de aparelho eletronico. Com o crescente uso da midia digital,
a demanda por dispositivos de armazenamento magnético é crescente, o que tem con-
tribuido para enormes incentivos financeiros nessa pesquisa. Por outro lado, sistemas
magnéticos também tém se mostrado tteis na area médica. Recentemente, um grupo
de pesquisadores americanos desenvolveram um tratamento para um tipo especifico de
cancer que tem como base sistemas magnéticos [4]. Apods a inje¢do de microdiscos mag-
néticos nas células cancerigenas, os médicos aplicaram um campo magnético oscilante
que em poucos minutos foi capaz de matar quase a totalidade das células doentes.
Esse trabalho pioneiro é baseado na existéncia de vortices magnéticos nos microdiscos,
fato comumente estudado pelos fisicos da matéria condensada ha mais de uma década.
Do ponto de vista tedrico sistemas magnéticos também se mostram atraentes. Varios
fendbmenos em teoria quantica de campos sao facilmente observados e estudados sob o
olhar do magnetismo em matéria condensada. Podemos citar por exemplo a quebra
espontanea de simetria O(3) no ferromagneto que origina os magnons (famosos modos
de Goldstone) ou mesmo as transi¢oes entre fases com ordem de longo alcance e fases

desordenadas.

Nos proximos capitulos serao apresentados quatro trabalhos desenvolvidos em
sistemas magnéticos de interesse para a comunidade cientifica. Os dois primeiros foram
realizados por meio de uma aproximacao continua do antiferromagnetismo, o conhecido
modelo sigma nao-linear e tem como objetivo estudar as solugoes topologicas do modelo
assim como o efeito de impurezas magnéticas e termos de anisotropia. Nos outros dois
trabalhos é adotado o formalismo dos bosons de Schwinger para identificar as tran-
sicoes de fase quantica no modelo biquadrético anisotropico e os aspectos principais do
modelo biquadratico em uma rede nao convencional, no caso a honeycomb hexagonal.
A divisao dos capitulos é como segue. No primeiro capitulo é dada uma introducao
sobre sistemas ferro e antiferromagnéticos incluindo os métodos mais utilizados em seu
tratamento e as principais caracteristicas de tais sistemas. No capitulo[2]é apresentado

em mais detalhes o modelo sigma nao-linear, suas solugoes e aplicacoes em especial



nos sistemas antiferromagnéticos. O terceiro capitulo é dedicado ao estudo do modelo
sigma nao-linear acrescentado de um termo anisotrépico, que como veremos influencia
drasticamente no comportamento geral do sistema. No capitulo seguinte é estudado
como defeitos nao magnéticos interagem com as solugoes topologicas para antiferromag-
netos bidimensionais. No capitulo[lé feita uma revisao sobre representagoes bosonicas,
de Schwinger em especial, e os métodos utilizados juntamente com tais representacoes
para a solucao dos problemas apresentados nos dois capitulos seguintes. O modelo
biquadratico anisotrépico é tema do capitulo [6l enquanto o modelo biquadratico na
rede honeycomb é tratado no capitulo [[l Finalmente sao apresentadas as conclusoes e

perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Aspectos gerais

Nesse capitulo trataremos de alguns aspectos gerais a respeito dos sistemas ferro
e antiferromagnéticos, em especial o segundo caso. Vamos analisar alguns termos ex-
tras que podem ser adicionados a hamiltoniana e também o papel do tipo de rede
(quadrada, triangular, hexagonal, entre outras) sobre o sistema. Veremos as diferengas
entre as solucoes classicas e quanticas e como o spin influencia fortemente o caso quan-
tico, principalmente em baixas dimensoes. Sera apresentada uma rapida revisao sobre
os principais métodos para o tratamento do magnetismo em matéria condensada (os
métodos mais utilizados durante o trabalho sao tratados em mais detalhes nos capitulos

posteriores) bem como os teoremas de maior releviancia para nossa pesquisa.

1.1 A hamiltoniana de Heisenberg

Vamos comecar pelo ponto comum em todos trabalhos sobre magnetismo: a

hamiltoniana de Heisenberg, descrita pela equacao:
H=3"1,8"8, (1.1)
(i,4)

na qual a soma (i, j) é feita sobre vizinhos (geralmente sobre primeiros vizinhos, porém
casos com interagoes mais distantes também podem ser considerados) e J;; é a chamada
constante de troca (exchange) e mede a intensidade da interagio entre os spins. Jun-

tamente com a hamiltoniana de Heisenberg é imposto um vinculo nao-linear sobre os



6 Aspectos gerais

spins do tipo S% = (5%)% + (S¥)? + (S*%)? (quando consideramos as trés componentes
do spin, porém em alguns casos o vinculo é desprovido de uma das componentes, em
geral S%). Grande parte da diversidade dos fenomenos observados em sistemas mag-
néticos provém da nao-linearidade desse vinculo, assim como a complexidade que os
acompanha. Na maioria dos casos (inclusive nos trabalhos apresentados nos proxi-
mos capitulos) é costume adotar um valor constante de forma que J;; = J. Valores
negativos de J caracterizam sistemas ferromagnéticos que tem a energia minimizada
quando os spins (imaginados como vetores no caso classico) se alinham numa mesma

diregdo, como é mostrado na figura (I.T)).

HHHHHH

Figura 1.1: No alinhamento ferromagnético todos os spins apontam na mesma dire¢ao.

Ja para valores positivos de .J temos o antiferromagnetismo, para o qual a energia

alcanca o valor minimo quando os spins estdo alinhados antiparalelamente (no nivel

classico), figura (L2]).

R R

Figura 1.2: No caso antiferromagnético, o alinhamento entre sitios vizinhos é antipa-

ralelo.

No formalismo quéantico, interpretamos as quantidades S; como operadores de
spin atuando sobre funcoes de onda porém em uma aproximacgao semi-classica eles
podem ser identificados como vetores do tipo S = (senflcos¢, senfseng, cosf) com 6 e
¢ sendo os angulos polar e azimutal, respectivamente. A hamiltoniana (CI) podem
ser adicionados termos extras que desempenham papéis de correcao, novas interagoes

entre spins e/ou campos magnéticos e anisotropias. Abaixo listamos alguns deles:

e Campo magnético: > . B-S,.

Esse termo inclui a interacao dos spins com um campo magnético externo, B,
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geralmente uniforme para o caso ferromagnético e alternado (staggered) no caso
antiferromagnético. Como principal efeito, ele cria um alinhamento entre os spins

provocando uma magnetizacao resultante nao nula.

e Anisotropia: J ) , » AS7S7.
Dependendo do valor de A obtemos diversos modelos, cada um com caracteris-
ticas proprias. Para A = —1 e o vinculo S% = (S%)% + (S¥)? + (S,)? temos
o modelo XY (famoso por suas solugoes tipo vortice e a transi¢io de Berezin-
sky-Kosterlitz-Thouless [5,6]), e quando o vinculo é dado por S? = (5%)2 + (SY)?
temos o rotor planar cujo spin tem apenas duas componentes e nao apresenta
nenhuma dinadmica. Outros casos possiveis sao A < 0, o chamado eixo-facil com
tendéncia dos spins a se alinharem com o eixo z, e o plano-facil com um alin-

hamento no plano zy quando 0 < A < 1.

e Anisotropia de sitio inico: >, D(S7)?.
Termo importante por descrever uma transicao de fase quantica entre regides
com gap e sem gap. Geralmente considerado em sistemas com spin-1, pois para
spin 1/2 temos apenas dois auto-estados possiveis (up e down) que produzem o
mesmo desdobramento da energia. Sera visto em detalhes no capitulo [, o qual

¢ dedicado ao estudo de sistemas biquadraticos com anisotropia de sitio tnico.

e Dzyaloshinskii-Moriya: 3, » D - (S; x S;).
E um termo de correcio que tem origem na interagao spin-érbita cuja presenca
quebra a simetria de rotagdo do modelo de Heisenberg [7,[8]. Trabalhos ex-
perimentais tém mostrado que o termo de Dzyaloshinskii-Moriya é responsavel
pela observacao de skyrmions (solugbes de origem topologica) em filmes finos [9).
Também tem se mostrado importante na procura por estados de liquido de spin
(que nao apresentem ordenamento mesmo em temperatura nula) bidimensio-
nais [I01T]. Em geral a constante D é pequena quando comparada ao J, porém
existem casos no qual esse termo é mais importante que a propria interacao de
troca como por exemplo no composto RbCoCls - 2H,0 onde J = 0 e DS? = 59K.

Muitas vezes o termo de Dzyaloshinskii-Moriya é tratado através de represen-
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tagoes bosdnicas embora também existam trabalhos tedricos realizados por meio

de um modelo continuo.

e Termo biquadratico: Ju, -, 1 (Si - S;).
Termo responsavel por acrescentar diversas fases ao modelo de Heisenberg. A sua
influéncia é mais conhecida em sistemas unidimensionais [I2HI8] enquanto o caso
bidimensional ainda apresenta diversas lacunas [19-21]. E comum expressar as
interagoes bilinear (Heisenberg) e biquadratica respectivamente como J; = Jcost
e Jo = Jsenf. Para 6 = 0 temos o antiferromagneto de Heinseberg, ja para
0 = 7 recuperamos o ferromagneto. No caso em que tanf = 1/3 é possivel
resolver o sistema exatamente (em uma dimensao) e tal modelo é conhecido como

AKLT [22]. Uma analise mais detalhada desse termo sera dada no capitulo

O tipo de rede que conecta os spins vizinhos é outro topico importante no es-
tudo de sistemas magnéticos. Para modelos bidimensionais com acoplamento
ferromagnético, o tipo de rede é irrelevante uma vez que classicamente o estado
fundamental é dado pelo alinhamento conjunto de todos spins. Se o spin em
um sitio qualquer ¢ aponta na direcao +z, a energia serd minimizada quando to-
dos seus vizinhos apontarem na mesma direcao seja a rede quadrada, triangular,
hexagonal ou qualquer outra. No caso antiferromagnético a situacao ja nao é tao
simples. Na rede é quadrada, por exemplo, se o spin no sitio ¢ aponta na direcao
+z é possivel colocar todos quatro vizinhos na direcao —z e os vizinhos destes
na dire¢ao +z, de modo que no estado fundamental (lembrando novamente que
estamos tratando um caso semi-classico) temos duas sub-redes: uma composta
pelos spins que apontam na direcao +z e outra pelos spins que apontam na di-
recao oposta. Toda rede que torna possivel esse tipo de configuracao é chamada

bipartite e a configuracao de menor energia é denominada estado de Néel.

Porém, existem redes nas quais esse tipo de configuracao nao acontece. Na rede
triangular mostrada figura (IZ4) ndo é possivel que os trés spins se alinhem antiparalela-
mente. Nesse caso acontece uma, frustracao na rede que tende a desordenar o sistema, o

que poderia levar ao estado de liquido de spin (quando o sistema é desordenado mesmo
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Figura 1.3: O estado de Néel bidimensional (4 esquerda) e um liquido de spin (a direita).

O estado de liquido é caracteristico por ser desordenado mesmo em temperatura nula.

em temperatura zero). Note que nesse caso o estado fundamental é degenerado uma
vez que existem seis configuracoes diferentes com a mesma energia, como mostrado na
figura (IL4)). Na verdade, o antiferromagneto na rede triangular é ordenado em 7' = 0
embora nao possua uma configuracao de Néel, mas outras redes frustradas (por exem-
plo, a rede de kagomé) juntamente com interagoes além dos primeiros vizinhos tém sido

cotadas como candidatas a suportar um estado de liquido de spin bidimensional [23/24].

()

Figura 1.4: Exemplo de uma rede frustrada. Na esquerda, a impossibilidade dos trés
spins se alinhem antiparalelamente entre si e na direita os varios estados degenerados

da rede triangular.

Existem diversos métodos para se estudar magnetismo em fisica da matéria
condensada, dentre os quais podemos citar as representagoes fermionicas (transfor-
magao de Jordan-Wigner) e bosonicas (Holstein-Primakoff, Dyson-Maleev, Schwinger),

os métodos numéricos (DMRG), modelos continuos (estados coerentes, modelo sigma
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nao-linear), campo médio (aproximagao de ondas de spin, SCHA) e simulagbes com-
putacionais (Monte Carlo, Runge Kutta, Suzuki-Trotter) como exemplos. No trabalho
desenvolvido focaremos principalmente no formalismo continuo por meio do modelo
sigma nao-linear O(3) e na representacao bosonica de Schwinger. Métodos computa-

cionais também fizeram parte do trabalho, porém nao levaram a resultados conclusivos.

1.2 O ferromagneto unidimensional

O modelo mais simples para a hamiltoniana (1)) é o ferromagneto unidimen-
sional (J < 0). Classicamente, o estado de menor energia é aquele no qual todos os
spins estao alinhados na mesma dire¢ao, como mostrado na Figura (L.1]), o que fornece
E§' = JNS? como a energia do estado fundamental. O tratamento quantico ¢ feito

substituindo as componentes do vetor S; pelos operadores de spin correspondentes. Por

meio dos operadores ST =S¥ 4+ iSY e S~ = S* — ¢SY a hamiltoniana é escrita como:
1
— z Qz - qQ+ + Q-
H=7Y) {sisj+§(si SE+8F8)]. (1.2)
<iyj>

Esperamos que o estado classico (no qual todos spins estao alinhados) seja tam-
bém solucao para o estado fundamental no caso quantico. De fato, o estado definido
como |Wg) = | T1,Te,...,Tn) que corresponde a situagdo na qual cada spin possui o
valor maximo para o operador S* (a dire¢do para a qual os spins apontam pode ser es-
colhida aleatoriamente devido a invariancia sobre rotagoes apresentada pelo modelo) é
um autoestado para a hamiltoniana (I2)) com energia Ey = JN(sh)? (somente o termo
S7S7 contribui para a energia pois os operadores S[S;’ e S;FSJ-_ resultam em valores
nulos para qualquer estado). Pode se mostrar que essa é a menor energia alcancada
pelo sistema o que comprova que o estado |¥y) é realmente o estado fundamental do
ferromagneto unidimensional. Observe que raciocinio apresentado vale para sistemas
com qualquer valor de spin (S = 1/2, 1, 3/2,...) o que ndo sera verdade no caso do
antiferromagneto.

Uma vez encontrado o estado fundamental, o proximo passo é determinar quais

sao os estados excitados. Pode se imaginar que o estado de mais baixa energia, acima do
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Figura 1.5: A excitagdo de mais baixa energia no ferromagneto unidimensional (com

spin-1/2) é alcancada ao inverter um dos spins. O autoestado nesse caso é uma onda
de spin que se propaga com a inversao do spin, representada pelo spin em azul em trés

instantes de tempo diferentes.

estado fundamental, seja alcancado invertendo-se qualquer um dos spins, digamos o do
sitio 7, de up para down (no caso de S = 1/2) aumentando a energia por uma quantidade
igual a —Jh?/2. Vamos chamar esse estado de | |;). Porém esse novo estado nao é
mais um autoestado para a hamiltoniana visto que ao aplicar o operador S;" S nao
obtemos mais um valor nulo como resposta. O resultado de aplicar o operador S;" S5
ao ket | |;) é deslocar o spin down do sitio i para o sitio j, ou seja S;"S; | L) = | ;).
O primeiro autoestado excitado pode ser obtido entao como uma combinacao linear de
estados do tipo | |;) e é interpretado como uma onda de spin que se propaga através
da cadeia ferromagnética, como mostrado na figura (LHl). Apos alguns célculos (os
detalhes fogem do objetivo do trabalho e podem ser conferidos em [25]) encontramos

que a energia dos estados excitados é dada por:

E(k) = h(1 — cosk), (1.3)

com k = Q”Tm em = 0,1,...,N — 1. Podemos observar que a energia do estado
excitado nao possui um gap o que significa excitacoes sem massa. Tais excitagoes
sdo conhecidas como magnons (ondas de spin) e qualquer quantidade de energia é
suficiente para excita-las. Outra caracteristica dos mégnons diz respeito ao seu spin
inteiro que pode ser visto como a mudanca ocorrida na magnetizacao do sistema apos
sua excitacdo. Esse resultado ¢ consequéncia do famoso Teorema de Goldstone [26]
que afirma que qualquer simetria continua espontaneamente quebrada da origem a

excitagoes (modos ou bosons de Goldstone) ndo massivas que tendem a restaurar a
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simetria perdida. A hamiltoniana de Heisenberg possui uma simetria continua O(3)
que é quebrada quando os spins escolhem uma direcao preferencial para apontarem.
Essa quebra da origem aos magnons que tendem a desordenar o sistema de modo a
recuperar a invariancia a rotacao. O Teorema de Goldstone é geral e nao se aplica
somente a sistemas magnetismo, embora esse seja um dos casos mais simples onde ele

se aplica.

1.3 O antiferromagneto unidimensional

Vamos agora analisar o caso de um antiferromagneto unidimensional. No caso
classico nao temos nenhuma surpresa em relacao ao que ja foi visto no ferromagneto.
A tnica diferenca é que ao invés de todos spins apontarem no mesmo sentido, eles
assumem uma configuracao de Néel com spins vizinhos alinhados anti-paralelamente.
O caso quantico por outro lado se torna bastante complicado se comparado com o
respectivo modelo ferromagnético. Pra comegar, o estado fundamental nao é mais
representado pelo estado de Néel, além de ser desordenado mesmo em temperatura
nula devido a perturbagoes quanticas (esse é o primeiro exemplo de um liquido de spin
unidimensional). Como o estado fundamental ndo quebra a simetria O(3) as excitagoes
que surgem nao sao mais modos de Goldstone e podem inclusive ser massivas em alguns
casos. Outra caracteristica marcante é o papel do spin na cadeia antiferromagnética.
Ao contrario do caso anterior, no qual o resultados eram validos para qualquer valor
de S, a situacao agora é drasticamente diferente para spins inteiros (S =1,2,3,...) e
spins semi-inteiros (S = 1/2,3/2,...), como mostrado por Haldane [27]. O caso de spin
meio é o unico cuja solugao é conhecida exatamente, dada pelo Ansatz de Bethe [28]
(os outros casos podem ser aproximados pelo modelo sigma nao-linear como é visto
no capitulo seguinte). Partindo da solugao para S = 1/2, Cloizeaux e Pearson [29]
encontraram que as excitacoes também nao possuem gap, porém sao dadas no limite

termodinamico por:

E(k) = g|sen/<;\, (1.4)
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com —m < k < mw. Note que tais excitacoes nao sao ondas de spin pois nao tem
origem em flutuagoes de um estado ordenado e a relagio de dispersdo é linear (E k)
ao contrario das excitagoes no ferromagneto (E oc k?). No trabalho de Cloizeaux
e Pearson também é mostrado que tais modos tem spin-1 porém, um calculo mais
preciso feito por Faddeev e Takhtain mostrou que elas sao na verdade compostas de
duas excitacoes de spin 1/2, denominadas spinons. Tais spinons serdo importantes
no capitulo [ no qual é estudada a interacao entre eles em funcao de um parametro
anisotropico.

!
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Figura 1.6: A cadeia antiferromagnética quantica é desordenada mesmo em 7' = 0 e as

ondas excitacoes nesse caso nao sao ondas dadas por ondas de spin.

Jé4 a cadeia antiferromagnética de spin inteiro, embora seja também desordenada
em temperatura nula, apresenta uma gap de energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado. Tal lacuna se deve unicamente a presenca do spin inteiro
e é conhecido como gap de Haldane (visto em mais detalhes no préoximo capitulo).
Embora nenhum dos casos possuam ordem de longo alcance em T" = 0, a presencga do
gap torna o sistema de spin inteiro mais desordenado que modelos de spin semi-inteiro.
De fato, enquanto no caso semi-inteiro o comprimento de correlacao tem um decaimento
algébrico, para spin inteiro o comprimento de correlacao decai exponencialmente.

Até agora vimos basicamente o comportamento de sistemas magnéticos uni-
dimensionais em temperatura zero. Os casos bidimensionais serao tratados no capi-
tulo seguinte apods a apresentacao do modelo sigma nao-linear, porém alguns resulta-
dos em temperatura finita ja podem ser previstos com base no Teorema de Mermin-
Wagner [30]. Segundo esse teorema, simetrias continuas nao podem ser espontanea-
mente quebradas em temperaturas finitas para sistemas uni ou bidimensionais que
apresentem somente interagoes de curto alcance. O modelo de Heisenberg (uni ou bidi-
mensional) é um caso tipico que apresenta somente interagoes entre primeiros vizinhos,

0 que caracteriza curto alcance, e portanto ele nao pode ter sua simetria O(3) quebrada
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espontaneamente em temperaturas finitas. De modo equivalente, podemos dizer que
o teorema de Mermin-Wagner implica em comprimentos de correlacao finitos para sis-
temas magnéticos em uma ou duas dimensoes (geralmente com decaimento algébrico ou
exponencial) em temperaturas nao nulas. Observe que embora um campo magnético
seja capaz de ordenar o sistema magnético, quebrando sua simetria, em temperaturas
finitas tal fato nao ocorre espontaneamente. Novamente as excitagoes responsaveis pelo
desordenamento sao os bésons de Goldstone, que devido ao fato de serem nao massivos

surgem com qualquer aumento infinitesimal na temperatura.



Capitulo 2

O modelo sigma nao-linear O(3)

O modelo sigma nao-linear O(3) (MSNL) seré a base para o desenvolvimento dos
proximos dois capitulos, portanto esse capitulo é destinado a uma breve revisao sobre
ele. Embora tal modelo seja muito util em fisica da matéria condensada, ele também é
conhecido pelos tedricos de campo devido suas semelhancas com a teoria de Yang-Mills
em quatro dimensdes [31]. Veremos que ele aparece como uma aproximagao continua
semi-classica para sistemas ferro e antiferromagnéticos. Também é apresentada uma

revisao a respeito das solucoes topologicas suportadas pela teoria.

2.1 Introducao

Na forma mais geral, o modelo sigma nao-linear O(N) em (d + 1) dimensoes é

representado pela densidade lagrangeana :

N
1 " 1
L= )@ ") = 5(9,m) - (). 2.1)
p=1 a=1
Note que sao realizadas duas somas, a primeira sobre o indice espaco-temporal p que é
invariante de Lorentz e a segunda sobre o indice a que especifica o espaco interno. No

caso, o espago interno é N-dimensional e apresenta simetria quanto a rotagoes O(NV).

LA revisao sobre o MSNL ¢é em grande parte baseada no livro do Nagaosa [32].

15
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A nao-linearidade do modelo surge do vinculo:

an =n(r,t) -n(r,t) =1, (2.2)

que é imposto a campo n(r,t). Vamos tratar somente do caso N = 3 que, como
veremos, é associado a sistemas de spin onde cada componente contribui com um grau

de liberdade. No formalismo de integrais de caminho temos:

Z2 = /D[n] (n(r,t)> —1) e ™, (2.3)

na qual a medida de integracdo D[n] é realizada sobre o campo n em todo espago. O
funcional Z mede a probabilidade do sistema evolui do estado inicial em ¢; = 0 para
o estado final no tempo ¢; com o peso de cada caminho sendo dado pela acao A. A

trajetoria com maior probabilidade serd aquela que minimiza a acao, que no nosso caso

b 11 fon\? K /on om
A = /O dtL_z/O dr3; [?(E) +;(axi'axi)
, 1
= z/dxog(@n)(@“n), (2.4)

¢ dada por:

na qual foi introduzido o termo adimensional g que faz o papel de uma constante de
acoplamento e ¢ é a velocidade de propagacao das excitagoes sobre o estado fundamen-
tal. Na equacao acima usamos o formalismo de tempo imaginario no qual t = —irt.
Por meio dessa transformagao, trocamos a métrica de Minkowski (ds®> = —dt? + dx;dx?)
pela métrica euclidiana (ds? = dr*+dx;dx?) e, ao invés de tratar o modelo dinamico em
(d+ 1) dimensdes, trabalhamos com um caso estatico em (d + 1) dimensées espaciais.
Por meio do formalismo de tempo imaginario também podemos ver a correspondéncia
entre integrais de caminho e mecéanica estatistica. Ao adotar t = —it, a fungao (2.3))
assume a mesma forma mateméatica da funcao particio Z = Tre 7 (obviamente nao
levando em conta o vinculo e considerando o tra¢o sobre um espagco continuo). De fato,
muitas caracteristicas de sistemas termodinamicos sao obtidas por meio dessa ligacao
(e vice-versa), sendo comum chamar a equagao (2.3) também de fungao partigao.

O vinculo na equacao (23] é representado por meio de um multiplicador de
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Lagrange A(r) e dessa forma a fungdo particio é expressa como:

z_ / DA(r)Dln] exp{ / 4 1x [%(@n)(@”n) +A(r)(n(r)? — 1)] } (2.5)

Uma vez que a acao é quadréatica no campo n, ela pode ser integrada de modo

a fornecer:

Z = / dDA(r) exp U A \(r) — gTr In (%aﬁ + )\(r))} : (2.6)

A nao linearidade da equagao (devido ao trago) torna impossivel a integracdo sobre
A(r) e vamos entao aproxima-lo por um valor constante A(r) = A, que é encontrado

pelo método do ponto de sela. Minimizando a acao com respeito a A temos:

Tr [(%aﬁ + )\) _1] = % (2.7)

O trago é realizado no espaco de energia-momento e assim a equagao acima é reescrita

como:

2 dH1k 2
By :/ d+1 12 . ’ (2.8)
3 k| <A (271') k + 2g)\

onde foi introduzido um corte A na integral para evitar divergéncias no infra-vermelho
(esse corte esta associado & natureza discreta dos sistemas estudados). Definimos o
termo A? = 2g)\ como a massa das excitagoes sobre o estado fundamental (gap de
energia) e para o caso unidimensional a equagao (28] apresenta uma divergéncia loga-
ritmica no limite A — 0, de forma que A ~ Ae=?7/39 para g < 1. Pode ser mostrado
facilmente que as excitacoes sao modos de Goldstone com relacao de dispersao £ = kc.

Em duas dimensoes espaciais essa divergéncia nao ocorre e apds integrar a equagao

(Z8) obtemos:
2 AT
g = % {A — Aarctan (Z)] : (2.9)

e nesse caso é possivel termos A # 0 de modo que a relagao de dispersao é dada por
E = A? £ k22, A equacdo (23) ¢é dividida em duas fases separadas por valor critico
ge. Acima de g. o gap ¢é finito enquanto para valores abaixo de g. a tnica solugao
possivel ¢ A = 0. No ponto critico uma anéalise sobre as solucoes é complicada e esta

fora do nosso escopo. Veremos na proxima secao que g. é responsavel pela separacao
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entre fases com ordem de longo alcance e fases desordenadas em sistemas magnéticos.
O caso tridimensional pode ser tratado semelhantemente mas nao sera feito aqui uma

vez que nosso maior interesse sao os modelos bidimensionais.

2.2 A aproximacao continua para o magnetismo

Naturalmente, sistemas magnéticos assim como qualquer outro tipo nao sao sis-
temas continuos. Na propria hamiltoniana de Heisenberg é realizado um somatorio
sobre todos os sitios da rede, deixando clara a natureza discreta do modelo. Entre-
tanto, em muitas ocasioes é conveniente abandonar o conceito de um niimero finito de
constituintes e partir para a abordagem continua. Geralmente essa transicao é feita
ao considerar que a distancia entre sitios vizinhos (ou seja a menor distancia relevante
entre dois pontos) é muito pequena quando comparada com as dimensdes macroscopi-
cas do material estudado. Muitas vezes também ¢é necessario supor que as grandezas
fisicas mensuréveis nao sofrem variacoes bruscas de modo a obter uma teoria continua
e suave. Nesse caso os somatorios sao tomados como integrais assim como as diferencas
podem ser expressas em favor de derivadas, e as equacoes que descrevem os sistemas
fisicos sao representadas quase sempre como equacoes diferenciais.

Em uma aproximagao semi-classica (para S grande) na qual consideramos os
operadores de spin S como vetores é possivel encontrar uma teoria continua para o
ferromagneto bidimensional expandindo S; em torno de S; até termos de segunda

ordem no espagamento de rede. Tal procedimento leva a seguinte hamiltoniana (para

0 caso estatico):

2 2—d d
H:JST&/ddr (811 8“), (2.10)

i=1 0z; Oa
onde d é a dimensdo espacial e a é o espagamento de rede (a menor distancias entre
sitios vizinhos). O campo n possui trés componentes (correspondente as componentes
do spin S*, SY e S%) e sobre ele atua o vinculo n-n = 1. Dessa forma, o ferromagneto
é descrito pelo ja apresentado modelo sigma nao-linear O(3).
Porém o caso mais interessante ocorre na descricao continua para o antiferro-

magneto. Como vimos no capitulo passado, cadeias antiferromagnéticas nao apresen-
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tam ordenamento mesmo em temperatura nula, ou seja, a simetria O(3) é conservada.
Devido a esse fato, a aplicacdo direta de uma teoria de ondas de spin (como no caso
ferromagnético) nao é possivel e a aproximagao semi-classica deve ser realizada por
outros métodos. Tal problema foi solucionado por Haldane no limite de baixas tem-
peraturas e longos comprimentos de onda de spin [27,33,34]. O procedimento envolve
separar as excitagoes sobre o estado de Néel entre ondas de spin com curtos e longos
comprimentos de onda e depois integrar sobre as ondas curtas de modo a preservar a

simetria O(3). Comegamos pela fungao partigao:

z- /D[Si]e_“‘l, (2.11)

na qual a medida de integracao D[S;] indica a integragao sobre todos os sitios. A agao

por sua vez é dada por:

B
A:iSZw([Si])Jr/O ar J;sim-sj(f) | (2.12)

onde usamos a correspondéncia entre temperatura e tempo imaginario (7 = iT"). O
primeiro termo é a chamada fase de Berry [35] e tem um papel muito importante
principalmente nos casos unidimensionais (ela sera responsavel pela distingao entre os
sistemas de spin inteiro e semi-inteiro). Essa fase mede o angulo solido subtendido pelo
vetor n; = S;/S quando ele evolui de 7 = 0 até 7 = 5. O segundo termo na agao é
hamiltoniana de Heisenberg com J < 0. O passo seguinte é aplicar o mapeamento de
Haldane de modo a separar as flutuagoes entre longos e curtos comprimentos de onda.

Isso é feito escrevendo o campo S; como:
Si(r) = (=1)"Sn(r;, 7) + aL(r;, 7), (2.13)

no qual o campo staggered n é unitario (|n| = 1), a é o espacamento de rede e L é uma
perturbagao sobre n. Mantendo termos de até segunda ordem, a condigdo S;(7)* = S?

implica que n- L = 0 e ap6s expandir S; em torno de S; a hamiltoniana se torna:

|Vn(r, 7) > + Jda® L(r, 7)?| . (2.14)

2 2—d
H:—J52N+/ddr [‘]57“
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O termo da fase de Berry desempenha o papel de um termo cinético (a hamiltoniana

representa o termo de potencial) e nessa expansio é escrito como:

SZW([Si(r@-, 7)) = SZ(—l)iw([n(ri, 7)) +

Z A nir,, 7
Z/O draL(r;, 7) - % x n(r;, 7). (2.15)

T

Juntando os termos dois termos, cinético e potencial, a acao efetiva é dada por:

B 2,,2—d
Aeg = SB+/ dT/ddI' lJSTa|Vn(r,T)|2+
0

+Jda* | L(r, 7)|* +ia'L(r, 7) - (w X n(r,r))] . (2.16)

onde Sp =S ,(=1)w([n(r;, 7)]). Os campos n(r, 7) e L(r, 7) satisfazem uma relagao
de comutagao semelhante & relacao entre os operadores posicao e momento, e apos

integrar a agdo sobre L(r, 7) chegamos ao resultado:

p JS2%q% a (on(r,7)\>
— d e w 2
Aes = Sp +/O dr/ dr [ 5 |Vn(r, 7)|* + 17d ( 57 ) . (2.17)

Definindo as quantidades ¢ = v2dJSa e g = 2V2_ ¢omo a velocidade das ondas de

ad=18

spin e a constante de acoplamento, a acao ganha na forma mais conhecida:

cp
Aes = Sp + é/ de/ d“r(9,n) - (0"n), (2.18)
0

na qual 9; = 9/0x; e Jy = 1/¢(0/0t). A equagdo acima, a nao ser pela fase de Berry,

¢ novamente o modelo sigma nao-linear O(3).

2.3 A fase de Berry e o gap no espectro de energia

A fase de Berry (ou fase geométrica) tem um papel fundamental na distingao
entre sistemas antiferromagnéticos de spin inteiro e semi-inteiro. Comegamos com o
caso unidimensional e depois estendemos os resultados para dimensoes mais altas. Ao

impormos condig¢oes de contorno periddicas n(royi1) = n(ry) o termo Sp pode ser
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escrito da seguinte forma:

Sp = SZ(—l)iW([n(ia)D

= SZ{W (2na)]) — w([n((2n — 1)a)])} (2.19)

_ / dr / 5n o T>)])8ng;’ ™) (2.20)

= / dxo/ n(z xo x n(x,xg) - W, (2.21)

ou usando as propriedades de produto misto:

S [ g on _ 0On

O carécter topologico da teoria aparece na equacao acima. O ntmero inteiro definido

on On

¢ chamado de carga topologica (winding number ou indice de Pontryagin) e indica

por:

quantas vezes a esfera unitaria é mapeada pelo campo n(z, xy). Solu¢des com diferentes
cargas topologicas nao podem ser continuamente deformadas umas nas outras e dessa
forma existe uma forte estabilidade de origem topoldgica. As solugoes topologicas sao
tratadas com mais detalhes na proxima secao. A fase de Berry aparece na funcgao
particdo como um termo do tipo e ?™? entdo se o spin é inteiro o argumento da
exponencial serd um multiplo de 27 e a fase geométrica nao possui nenhuma influéncia.
Por outro lado, se o spin é semi-inteiro entao solugoes topoldgicas com cargas impares
contribuem de forma diferente daquelas com cargas pares.

Em duas dimensoes espaciais, se o campo n é continuo, o termo da fase de
Berry é sempre nulo, independente do spin [27,36,37]. Podemos imaginar que o plano
bidimensional é formado por cadeias unidimensionais interligadas pela constante de
troca J. Nesse caso, cada cadeia 7 apresenta uma carga topologica ); e um fator
(—1)%. Ao somar a contribuigdo de todas as cadeias para a fase de Berry, ocorre o

cancelamento entre cadeias vizinhas e no final obtemos S = 0. O mesmo vale para



22 O modelo sigma nao-linear O(3)

os casos tridimensionais. Logo, a fase de Berry s6 afeta as cadeias antiferromagnéticas

com spin inteiro e em todos os outros casos seus efeitos nao sao notados.

Dessa forma, é possivel mapear o antiferromagneto d-dimensional & temperatura
nula no ferromagneto em (d + 1) dimensoes a uma temperatura efetiva Ty < g (para
d = 1, somente o casos com spin inteiro). A andlise em 7' = 0 é feita da mesma forma
descrita no final da secao passada. Para o caso unidimensional, as excitagoes sao mas-
sivas e portanto cadeias antiferromagnéticas com spin inteiro possuem o chamado gap
de Haldane. Quando o spin é semi-inteiro, a fase de Berry nao é nula e a interferén-
cia na soma sobre todas as fases complexas provoca um estado sem gap. Tal fato ja
era conhecido para S = 1/2, porém agora podemos afirmar que 0 mesmo ocorre para

qualquer valor semi-inteiro de S.

Em duas dimensoes, devido a relacao entre g e S, temos duas fases separadas por
valor critico S. do spin (correspondente ao ponto g.). Para S > S, as excita¢oes (ondas
de spin) possuem massa nula, o que corresponde a um comprimento de correlagdo
infinito. Nesse caso o sistema apresenta OLA. Ja para S < S, a tinica solucao possivel
possui um gap de energia nao nulo e o estado é desordenado (comprimento de correlagao
finito). O valor do ponto critico ndo pode ser obtido pelas equagoes desenvolvidas na
secao passada, mas é possivel mostrar que S. < 0.5 de modo que antiferromagnetos
bidimensionais sao sempre ordenados em 7" = 0, independente do spin. Resultados
semelhantes sao encontrados por meio da teoria bosonica de Schwinger, descrita no

capitulo 5.

Para temperaturas finitas, a integral sobre ky = E na equagao (2.8) deve ser

substituida por um somatoério sobre E, = 2”7" (frequéncias de Matsubara). Entao:

2 1 Sk 2 2k 1 BE(K)
X orErere o e () e

onde F(k) = vk?+ A2, A equagdo acima, assim como no caso unidimensional, a-

presenta uma divergéncia logaritmica quando A tende & zero e portanto as solucgoes
para temperaturas finitas sdo massivas. No limite E(k) < T usamos a aproximagao

coth (FE/2) =~ 2/ (BE) e apos integrar sobre a regido k < A encontramos o comporta-
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mento do gap com a temperatura:

A(T) ~ Ae 57 (2.25)
O resultado esta de acordo com o previsto pelo teorema de Mermim-Wagner, ou seja,
desordem para temperaturas finitas. Os mesmos procedimentos quando aplicados para
o caso tridimensional mostram que o sistema apresenta ordenamento em temperaturas
finitas abaixo de um valor critico T, (acima desse valor, perturbagoes térmicas sao

capazes de destruir o ordenamento e a magnetizagao vai a zero).

2.4 Solucoes topologicas

Equacoes lineares sao bem conhecidas na fisica. Elas estao presentes na mecanica
classica, no electromagnetismo, na teoria quantica de campos e diversas outras areas,
sendo irrefutavel negar a sua importancia. Com certeza, o grande trunfo das teorias
lineares é a sua simplicidade matematica que torna possivel obter solucoes exatas para
um vasto nimero de problemas. Por outro lado, sistemas nao-lineares também surgem
com bastante frequéncia, mas encontrar solucoes exatas nesses casos é um trabalho
arduo, complicado e, nas maiorias das vezes impossivel, sendo necessirio o uso de
aproximacoes ou métodos numéricos. Embora a maior parte desses problemas estejam
fadados a permanecer sem respostas, para alguns modelos bem especificos é possivel
descobrir solugoes exatas. Os primeiros trabalhos sobre equacoes nao-lineares surgiram
no final da década de 60 e muitos deles se apoiam em conceitos de topologia. Uma
caracteristica fundamental nos modelos topoldgicos é o conceito de so6liton ou onda
solitaria, que embora seja comum usa-los como sin6nimos sao diferentes com respeito
a um ponto, descrito mais adiante.

Uma onda solitaria ¢ uma perturbacao localizada que se propaga sem distor¢ao
com velocidade constante e mantem seu formato mesmo apoés a colisao com outra onda
solitaria . Historicamente, o primeiro relato da observacao de uma onda solitéaria foi

feito por John Scott Russell (1808-1882). Ele presenciou a propagagao de uma onda

2Para maiores detalhes sobre solugoes topolégicas ver a referéncia [38].
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em grande um canal de dgua durante varias milhas (diz o relato que ele perseguiu a
onda até perdé-la de vista quando seu cavalo se cansou). O exemplo mais simples é

encontrado na equagao de onda relativistica:

1o

cuja solucdo é qualquer funcao do tipo f(z=%ct), que descreve um pacote de energia que
se propaga sem distorcao com velocidade ¢ e possui uma relagao de dispersao E = kc.
Como é conhecido, a equacao acima descreve uma particula sem massa enquanto o
caso massivo é dado pela equagao de Klein-Gordon (9,0" + m?c*)¢ = 0. Embora a
equacao ainda seja linear, o termo de massa destroi as duas caracteristicas de ondas
solitarias (nesse caso, perturbagoes com diferentes comprimentos de onda viajam com
velocidades diferentes e sdo dispersivas). A introducio de termos nao-lineares, ¢* por
exemplo, na maioria dos casos também impossibilita a existéncia de ondas solitarias,
porém a introducao de ambos termos, dispersivo e nao-linear, algumas vezes é capaz
de gerar solucoes topologicas e serao esses os modelos que nds interessam.

A diferenca entre solitons e ondas solitarias é que para o primeiro é imposta
também a condi¢ao que o campo (geralmente dado por uma densidade de energia) nos
limites assintoticos t — —oo e t — oo sejam idénticos, a nao ser por uma fase. Dessa
forma, solitons sao ondas solitarias cujas solucoes sao restauradas as condi¢oes inicias
(dadas no limite t — —o0) para tempos suficientemente longos. Vamos nos preocupar
principalmente com casos estaticos e portanto tal diferenciacao nao é de grande im-
portancia. Modelos que suportam soélitons como solugoes em sua maioria sao dados em
baixas dimensoes espaciais. Em (1+ 1) dimensdes, o sistema mais famoso a apresentar
solugoes topologicas é o modelo de Sine-Gordon (a combinagao da equagao de Klein-
Gordon com um termo do tipo senoide). Em (2+41) dimensoes, o principal representante
é nosso objeto de estudo dessa se¢do, o modelo sigma nao-linear O(3). Veremos que
os solitons que aparecem como solucoes topologicas para o MSNL apresentam algumas
caracteristicas especiais, sendo denominados por skyrmions, em homenagem a T. H. R.
Skyrme. Os skyrmions surgiram originalmente como solugao para o modelo de Skyrme
(uma aproximacao em baixas energias capaz de descrever os mésons e barions na cro-

modinamica quéantica [39]) e, mais tarde foi mostrado por Belavin e Polyakov [40-H42]
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que eles também eram solugoes para o modelo sigma nao-linear (¢ comum nesse caso
usar o nome soliton de Belavin-Polyakov no lugar de skyrmion). O nosso objetivo é
estudar essas configuracoes aplicadas ao magnetismo, porém skyrmions também estao
presentes em diversos outros sistemas, como condensados de Bose-Einstein e supercon-
dutores, o que nao apenas revela a abrangéncia dessas configuragoes mas também a
sua importancia na area tecnolbgica e cientifica.

Até agora conhecemos o estado fundamental (dado pelo campo de Néel) e as
excitacoes de mais baixa energia (ondas de spin) para o modelo sigma nao-linear.
Veremos agora que também existem solucoes com energia finita de origem topolégica.

Considerando a lagrangeana:

1
L=—(0,n)-(0"n), (2.27)
29
onde uma soma é realizada tanto no espago das coordenadas (u = 0,1,2) quanto no

espaco interno, temos que acao ¢ dada por:

A:/dr/dt B(aun)-(8“n)+)\(r,t)(n-n—1) | (2.28)

na qual o vinculo nao-linear foi implementado por meio de um multiplicador de La-

grange. A equacao de movimento obtida ao minimizar a acao é expressa por:
0,0'n+ A n = (O+ \)n =0, (2.29)
e para o caso estatico temos:
V?n — (n-V*n)n =0, (2.30)

onde o multiplicador de Lagrange foi eliminado utilizando o vinculo n-n = 1. Des-
considerando a dependéncia temporal, a energia para o modelo sigma nao-linear ¢ dada

por:
1

E=—
29

(Om) - (0'n) d’r, (2.31)

com ¢ = 1,2. O estado fundamental é encontrado impondo a condigdo d;n(r) = 0
a todo espago, ou seja, n(r) = nyg com ngy sendo um campo constante. As solugoes

com energia finita sao obtidas exigindo a condicao de contorno lim,_,,, n = ng. Dessa



26 O modelo sigma nao-linear O(3)

forma o campo n é livre para apontar em qualquer dire¢ao na regiao central enquanto
no infinito ele mantem uma posicao fixa. A direcao escolhida pelo espaco interno na
regiao do contorno ndo é importante uma vez que ele possui simetria O(3) e todas as
direcoes sao energeticamente idénticas. Devido & essa condi¢ao de contorno, é possivel
mapear todo o plano fisico na superficie de uma esfera unitéria, de forma que o polo
norte dessa esfera corresponda aos spins no infinito enquanto o polo sul representa o
campo na origem. Vamos denominar essa esfera por Séﬁs) e a esfera do espaco interno
(também unitaria devido ao vinculo n? = 1) por ng). Logo, as solucoes de energia
finita sao mapeamentos de Séﬁs) em Séim) e assim podem ser caracterizadas por setores
homotopicos. Representamos esse mapeamento por mo(S) = Z enquanto cada setor é
diferenciado por sua carga topologica:

1

1
Q= / n-(9pn x yn) d°r = — / eiyn - (O x 9;n) d’r, (2.32)

onde €;; ¢ um indice anti-simétrico. Como é conhecido da topologia, nao é possivel
deformar continuamente um setor topologico em outro. Um pires e uma colher per-
tencem ao mesmo setor topoldgico, e podem ser transformados um no outro apenas
com deformacoes suaves. Porém nao é possivel transformar continuamente um pires
numa xicara (seria necessario furar o pires para dar origem a asa da xicara) pois eles
sao de setores topologicos diferentes. Nesse caso, a xicara pode ser continuamente
deformada em uma rosquinha (que tem o formato de um toro), como mostrado na
figura (ZI). Para nosso sistema fisico isso implica que, para uma configuragao do
campo n ser transformada em outra com diferente carga topoldgica é necessario um
custo energético, geralmente bastante alto, e portanto o modelo apresenta uma grande
estabilidade de origem topologica.

O significado de ) é obtido analisando a relagao entre as areas Séﬁs) e Séim).
Comecamos com um elemento de area do espago interno dado como funcao de dois
angulos &; e & (semelhantes ao angulos polar e azimutal do espago fisico) ao invés das

variaveis cartesianas n,, sujeitas ao vinculo > n, = 1:

1 ony, 6nc)

(2.33)

(fis) — 72¢( = el
dSa d 6 (2€mn€abca§m agn

A carga topologica é definida em funcao das coordenadas do espaco fisico e escrita nas
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Figura 2.1: Uma xicara pertence ao mesmo setor topologico de uma rosquinha e assim

pode ser continuamente deformada no toro.

coordenadas internas como:

1 Ony One o
Q = S_W/fijfabcna%axj d*r

= i/ef et %%ancai".dzr
8t ) ¢, Oxt OE, O
1 ony On,

- -0 2 2.34
8W/6mn6abcnaagm 8§n d ga ( 3 )

onde usamos o jacobiano da transformagio entre (z1,x2) e (£1,&2) na defini¢do do

elemento de area d2¢. Ao substituir a equacio (2.32) para a carga dada por (2.34)

temos:

1 . 1 -
U= / AS{™ - mg = — / dst™, (2.35)

e assim a carga topoldgica mede quantas vezes o espaco interno é mapeado no espaco
fisico. No caso mais simples com () = 1, por exemplo, o espaco fisico é coberto apenas
uma vez pelo espaco interno.

A conexao entre () e a energia também pode ser vista facilmente por meio da

desigualdade:
/ [(Oin £ e;mn x Om) - (Gpn & eyn x In)] d*r > 0. (2.36)

A relacao acima é verdadeira pois é a integral sobre o produto interno de um vetor com

ele mesmo. Apoés alguns calculos, chegamos a desigualdade:

/(811’1) : (8]‘1’1) er > /eijn . (@n X 8]{1), (237)
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que fornece E' > 4w /g ou seja, um limite inferior para a energia em cada setor setor

topoldgico. O valor exato da energia é alcancado ao utilizar a igualdade:
81‘1’1 = :|:€in X (8]{1). (238)

Embora tais resultados emerjam como possiveis valores para a energia é necessario
verificar se eles fazem parte de alguma solucao do MSNL. Ao aplicarmos o operador
0; a igualdade acima, comprovamos facilmente que ela satisfaz a equacao de movi-
mento (Z30) e dessa forma as energias E = 47@Q)/g de fato sdo pertencentes a solugoes

aceitiveis.

Figura 2.2: Mapeamento feito pela projecao estereogréfica. O espago interno (esfera ao

centro) é projetado no plano w; —ws como mostrado pelo spin destacado em vermelho.

Uma vez conhecidas as energias, o proximo passo é determinar a forma das
solucoes topologicas. Um método simples consiste em utilizar a chamada projegao
estereografica, na qual o espaco interno é representado em um plano infinito (lembre-
se que o espaco interno é tridimensional e sujeito ao vinculo n,n, = 1, e portanto
apresenta dois graus de liberdade). A associagao é feita de modo que os eixos w;y e wsy
do plano coincidam com as direcoes de n; e ny, do espaco interno e que o polo sul de

Snt) esteja na origem, como mostrado na figura (2.2)). Dessa forma, temos que:

277,1 277/2
Wa

(2.39)

w1

:1—n3 :1—77/3'
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E comum adotar uma representacio complexa na qual w; faz o papel do eixo real

enquanto ws é eixo imaginario e assim definimos a quantidade:

2y + i 2
w = 1wy + iwy = <T +nm2> = nn . (2.40)
— 13 — I3

Por meio do campo complexo n = n; + ing, a equagao ([2.38]) fornece, apés um pouco

de algebra:
on ([ Ons on on . ( Ons on
o b R — =4 e 2.41
8371 T (n8x2 "3 8.1’2) ¢ 8372 ! (nal’l "3 8.1’1) ’ ( )
que em funcao de w é equivalente a:
Owy Owo Oowy Owy
81‘1 8902 ¢ 81‘2 + 8$1 ( )

Note que as equacoes acima sao as condicoes de Cauchy-Reimann para a analiticidade
da fungdo complexa w(z), com z = z1+izy. Portanto, as solugoes sdo quaisquer fungoes
analiticas em z (embora regides com cortes sejam proibidas polos sdo permitidos) e
podem ser escritas nas coordenadas originais por meio da transformacao (239). A

forma mais geral para w é dada por:

w(z) = ﬂ (Z ;%Zi) , (2.43)

i=1

onde z; e R sao parametros associados com as caracteristicas fisicas das solucoes. A
equagao para a carga topologica pode ser reescrita em termos de w como:

L[ ey Bw)0e) — (0) (020
T R 24

com 0, = (O, +10,,)/2. A energia é dada por E = 47(Q)/g e ao substituir a solugao
(243) na equacdo acima encontramos N = (. E importante notar que o modelo
apresenta duas invariancias, além da simetria O(3). Tanto a substitui¢io r — r — r
quanto r — ar nao alteram a energia e estao associadas a invariancia de translacao e
escala (no espaco fisico), respectivamente. Ao analisar a equacao para a energia é facil
notar que as solucoes também podem ser encontradas exigindo d-w = 0, ou seja, que
w seja uma funcao analitica de z mas nao do seu conjugado Z. Solugdes com carga

topologica positiva sao os chamados skyrmions enquanto as configuracoes com @) < 0
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sao denominadas anti-skyrmions. Observe que a existéncia de solucoes composta de
skyrmions e anti-skyrmions de mesma carga topologica (em modulo) é equivalente ao
estado fundamental, uma vez que a energia total é nula. O caso mais simples ocorre
quando @@ = 1 e a solugao correspondente é expressa como w = (z — z)/R. O ponto zy
especifica o centro do skyrmion enquanto R determina o tamanho da solugao topolégica.
Em z, temos w(zg) = 0 e pela equacdo ([239) obtemos n = (0,0, —1). J& no limite
z — 00, 0 campo n é dado por spins apontando na diregao (0,0, 1). Outras solugoes sao
obtidas ao impor condigoes de contorno apropriadas. Na figura (2.3) sdo mostradas as
configuragoes do campo de Néel para duas condi¢oes de contorno diferentes, ambas com
carga topologica unitaria. Note que dependendo da condicao de contorno adotada a
forma da solucao muda drasticamente, embora a energia permanece a mesma. No caso
em que }5&“ = (0,0, 1) o skyrmion apresenta um tnico centro e para rli_>r£>1o n = (1,0,0)
ele é formado por dois centros. No capitulo seguinte vamos estudar em mais detalhes

um modelo que apresenta a solucao de dois centros enquanto no capitulo 4 o foco seréa

solucao com centro tnico.

Figura 2.3: Duas configuracdes para solucdo tipo skyrmion com @ = 1. A esquerda
a solucao com condicao de contorno rli_>r£>1o n = (0,0,1) e do lado direito com condigao
rli_glon = (1,0,0)

Solugoes topologicas, como os skyrmions, sao resultado de uma teoria continua
e devem ser tratadas com cuidado quando considerados em sistemas discretos. A
estabilidade topologica, por exemplo, nao pode ser garantida em sistemas discretos
embora seja esperado que tal caracteristica seja mantida. Desde sua descoberta tebrica

por volta da década de setenta até recentemente, os skyrmions nao passavam de solugoes
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matemaéticas para um modelo aproximado de sistemas magnéticos. Porém, nos tltimos
anos varios trabalhos experimentais tém verificado a existéncia de solugoes topologicas
em modelos reais. Por meio de anélises em microscopia de transmissao eletronica, X.
Z. Yu et al [9] encontraram uma configuragao do tipo skyrmion para filmes finos de
Feo5Cog.551. O estado topologico citado pelos autores, mostrado na figura (2.4]), possui
escalas nanométricas e surge apds a aplicacao de um campo normal a superficie da

amostra.

Figura 2.4: Estruturas helicoidal (a) e de skyrmion (b)-(c) previstas por simulagiao
de Monte Carlo no trabalho de Yu. Nas figuras (d), (e) e (f) as mesmas estruturas

observadas experimentalmente.

O MnSi é outro material que tem mostrado ser capaz de suportar tais exci-
tagoes. Devido a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya presente nesse composto, o spins
tendem a assumir uma configuragao de skyrmion retorcida (twisted), confirmada ex-
perimentalmente por espalhamento de néutrons [I1I]. Como consequéncia dos ulti-
mos acontecimentos, a pesquisa de solucoes topologica em matéria condensada ganhou
mais notoriedade e modelos teodricos, assim como simulacoes computacionais ja foram
apresentados para explicar os resultados experimentais. E importante ressaltar que
as solugoes topologicas, tanto na teoria quanto aquelas encontradas no laboratorio
até agora, fazem parte dos estados excitados e nao aparecem naturalmente em tais

sistemas. Contudo, Rdssler propos que skyrmions também podem descrever estados
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fundamentais em filmes finos e pequenas estruturas magnéticas com interagoes quirais
(devido ao termo de Dzyaloshinskii-Moriya), o que leva a crer que solugoes topologicas

podem ser mais comuns do que se imaginava.



Capitulo 3

Interacao entre spinons via energia de

Casimir

Como ja foi comentado, sistemas antiferromagnéticos em uma dimensao nao
possuem ordem de longo alcance mesmo a temperatura nula, o que caracteriza os
chamados liquidos de spin. Em tal situacao, flutuagoes quanticas sao responsaveis por
quebrar o alinhamento entre sitios vizinhos, diferente do caso em temperatura finita
no qual as flutuacoes tem origem térmica. Em duas dimensoes os spins interagem
com mais vizinhos e flutuagoes quéanticas nao sao fortes o suficiente para desordenar
o sistema em 7 = 0. A inclusido de termos extras na hamiltoniana, como interagoes
de segunda ordem entre vizinhos, ou a escolha por redes frustradas sao algumas das
tentativas de se alcangar um estado liquido de spin bidimensional (o caso tridimensional
é ainda mais dificil de ser obtido). Nesse capitulo sugerimos um sistema capaz de
reproduzir estados desordenados & temperatura nula. Trata-se do modelo sigma nao-
linear O(3) anisotropico, que embora nao descreva exatamente um antiferromagneto
anisotropico guarda algumas semelhancas. Em uma aproximagao semi-classica, as
solucoes do MSNL sao excitagoes topologicas nao interagentes, porém a inclusao do
termo de anisotropia induz flutuagdes quanticas capazes de alterar esse cenario. A
anisotropica A separa o sistema entre uma fase ordenada e outra desordenada associadas
ao confinamento e deconfinamento dos spinons (excitagdes nao massivas de spin 1/2),

respectivamente.

33
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3.1 Modelo sigma nao-linear anisotréopico

Comecamos definindo a agao para o modelo sigma-nao linear anisotropico [43,
44): t
A=Apa+5 / Lt / da((Bm)? — (Bom)” + A(Dims)?], (3.1)
t
onde Ap, é a fase de Berry, n ¢ o campo de Néel, p; = JS?h & a constante de
acoplamento, i = 1,2, dy = (1/¢)0/0t com ¢ = 2v/2JSa/h a velocidade das ondas
de spin e A é o termo de anisotropia. A nao-linearidade do modelo surge do vinculo
>, n2 =1 que deve ser considerado juntamente com a acio acima. Como demonstrado
por Haldane [27,134], o antiferromagneto isotropico no limite de baixas temperaturas e
longos comprimentos das ondas de spin é mapeado no modelo sigma nao-linear O(3).
Podemos esperar entao que a acao (B.I) descreva um antiferromagneto anisotropico,
mas isso nao ocorre. De fato, sistemas magnéticos anisotropicos possuem simetria O(2)
(abelianos) e o modelo apresentado, mesmo com a presenga do termo A(9,n3)? possui
simetria O(3) (nao abeliano). A simetria pode ser corrigida com a introdugao de um
termo do tipo n2, mas tal termo é desconsiderado por introduzir complicagoes como
a quebra da invariancia de escala. Ainda sim esperamos que os resultados descrevam
com alguma precisao sistemas magnéticos anisotropicos. No limite A = 0 recuperamos
0 caso isotropico cujas solugdes sio os famosos solitons de Belavin-Polyakov [40L[4T] de
energia F = 4mp,h(Q) onde ) € Z é a chamada carga topologica. Ainda no modelo
isotropico, a fase de Berry s6 tem importancia na fase desordenada [45] uma vez que
uma variacao continua no campo n cria contribuicoes que se anulam para diferentes
sub-redes [27,36]. Com algumas modificagoes, essas caracteristicas serao mantidas na
regiao com A\ # 0.
Ao considerar solugoes estaticas para a acao (B.I) e utilizando o vinculo nao-

linear podemos eliminar o termo n3 e assim a densidade lagrangeana é dada por:

2 2
. | | > i je1 ViV (i) (O,v;)
L= 5 ;(aﬂ}z)(auvz) +(1+A) 1 2?21 v

Mesmo com a presenca do termo anisotrépico, solucoes topoldgicas ainda fazem parte

(3.2)

do modelo como demonstrado por Watanabe e Otsu [43]. Tais solu¢oes também pos-

suem energia finita e sao obtidas definindo-se uma direcao preferencial para os spins
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apontarem no infinito. E conveniente definir um novo campo v = (n1, na, v/1 + Ans) no
qual n, sdo as componentes de n. O vinculo > n? = 1 que representava a superficie
de uma esfera unitéaria passa a ser escrito como v? + v3 + v3/(1 + A) = 1 e portanto
representa agora a superficie de um elipsoide tridimensional. Em funcao dos angulos
polar e azimutal, escrevermos o campo n = (senfcosg, senfseng, cosfl) e a a¢ao é dada
por A= Ap,+ & fttf dt [ d*x[(9,v)? — (Gyv)?]. A fase de Berry em funcio de v tem
uma forma semelhante ao caso isotropico com a diferenca que agora ela mede a éarea
coberta pelo vetor v sobre a superficie de um elipsoide quando ele evolui de t; até t;.
Também nesse caso, a carga topologica serd nula em sistemas bidimensionais ao con-
siderarmos a continuidade de v. Vamos adotar a representacao por meio da projecao

estereografica definida por:

: U1 + 102
=w; + = , 3.3
w = wi + fws T+ o/ VIEN (3.3)
de forma que a equacdo (B.2]) é expressa como:
o Ps { Adywl* AN w(9,w) +w<8vw)]2} (3.4)
2 [(1+ |w]?)? (1+ [w]?)*
e a lagrangeana completa ¢ dada por:
Oow]* / |0zw|? { 27wl ] 2
L = 2p, d*x — 8ps 1+ d*r —
o e+ wpy ™ WPy [ @ fep?] ©
[w?(0,w)(0:w) + w*(D,w)(Ozw)]
—8\ps — QA(N)hps, 3.5
b | TEamo QAN)p (35)

onde 0, = 1/2(0, + i0,), 0; = 1/2(0, — i0,) e ) é a carga topologica para o caso
anisotropico definida como:

4 [ (0.w)(0:0) — (9-w)(0.w) 220w’ ] 2
A(A)/ (14 Jw]?)? {H(lelz)z} o

Q= (3.6)

sendo A(\) a area do elipsoide descrito por v.

Solugdes estaticas com energia finita sao obtidas impondo a condi¢ao d;w = 0.
O caso mais simples ocorre quando @ = 1 (solugbes para anti-skyrmions com @ = —1
sdo obtidas trocando z por Zz), para o qual temos wg = a(z — &1)/(z + &) onde «, &,
&5 sao parametros relacionados a caracteristicas fisicas do skyrmion, como tamanho e

orientacao. Se por exemplo adotarmos £ — oo e @ — 0 temos uma solucao do tipo
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1/(z—&2), que representa a configuragao na qual os spins no infinito estdo alinhados na
dire¢ao 4z enquanto na origem temos um spin apontando no sentido —z. Essa solucao é
caracterizada por apenas um centro na origem, assim como a solucao obtida pelo limite
nz — —1 quando r — oo. Por outro lado, solugoes cujo campo esta contido no plano zy
para pontos suficientemente afastados da origem sao formadas por uma configuracao
composta de dois centros. Para essas solugoes, o parametro « determina a direcao do
campo no infinito enquanto &; e & localizam os dois centros que compoem o skyrmion.
E importante observar que a energia I = 4mp,h|Q| das solucoes independe da condigio
de contorno adotada e devido a simetria O(3) os dois tipos sdo igualmente provaveis.
Vamos adotar wg = (z2—¢)/(2+&), que representa a situagdo na qual o campo n aponta
na dire¢ao z no infinito. No limite z — &, wy = 0 e pela equagao ([B.3) isso indica um
spin no sentido +z, j& para lim._,_¢ wy = 00 temos um spin apontando na dire¢ao —z
(a distancia R = 2|¢| mede o tamanho do skyrmion). Além disso, como podemos ver
na figura (3] a regido em torno do ponto (0, |£]) apresenta um configurac¢ao do tipo
vortice enquanto uma excita¢io do tipo anti-vortice esta centrada em (0, —|¢|) (para
@ = —1 ocorre o contrario). Essa situacdo se assemelha aos pares vortice anti-vortice
encontrados em magnetos do tipo XY, porém com uma grande diferenca em relacao a
energia do sistema (fora o fato que no modelo XY os spins estao confinados no plano).
Devido a invariancia de escala do modelo (fazer n — un, com u € R, ndo altera a
energia do sistema), os skyrmions podem ter tamanhos arbitrarios e assim a energia
nao depende da distancia R. J& no caso do par vortice anti-vortice é bem conhecido que
a energia é proporcional ao logaritmo da separacio entre as excitagoes (fato responsavel
pela transi¢do de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [5]). Portanto podemos esperar que

nenhuma transicao de fase do tipo BKT aconteca no nosso modelo.

A fase de Berry liquida é obtida somando a contribuicao de cada cadeia unidi-
mensional que forma a rede bidimensional. Para o caso no qual o nimero de cadeias
¢ par, a soma sobre todas as cadeias fornece um valor nulo. Para cada uma dessas
cadeias, a fase de Berry conta quantas vezes o campo n é mapeado na esfera unitaria,
apenas uma vez para () = 1. Porém, como mostrado por Baskaram [406], a situagao

é diferente para a cadeia que contém os centros do skyrmion, a chamada cadeia ano-
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Figura 3.1: Configuragao de um skyrmion com dois centros (esquerda) e um par vortice-

anti vortice (direita).

mala. Nesse caso, o mapeamento fornece um valor nulo (e ndo unitario como as outras
cadeias) sendo que metade da cadeia contribui com uma fase de 7 (metade superior) e
a outra metade com uma fase —m (metade inferior). Essas duas fases sao associadas ao
spin-1/2 das excitages topologicas que compdem o skyrmion. A essas excitacoes, que
além de terem spin-1/2 sdo ndo massivas, é dado o nome de spinons e devido ao fato
da energia nao depender da distancia R, dizemos que os spinons sao nao interagentes
(no nivel classico). Porém, como veremos na proxima se¢ado ao considerarmos pertur-
bagoes quanticas, os spinons deixam de ser nao interagente e passam a apresentar uma
interacao que depende da constante de anisotropia A, podendo ser tanto de atracao

(associado ao confinamento de spinons) quanto repulsiao (no deconfinamento).

3.2 Perturbacoes quanticas

Nessa secao vamos estudar como flutuacgoes sobre o estado classico w. afetam
o comportamento dos spinons. O método utilizado consiste em calcular as mudancas
na matriz de fase por meio da aproximacao de Born de segunda ordem (geralmente os
termos de primeira ordem sao nulos). Rodriguez propds que a energia do Skyrmion
diminui com o tamanho R [47] enquanto Walliser e Holzwarth encontraram um resul-
tado contrario [48]. As discrepancias ocorrem devido as diversas aproximagoes ado-

tadas por cada autor. Baskaram também estudou como flutuacoes quanticas alteram
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a energia do skyrmion para o modelo isotropico e encontrou que elas dao origem a
uma interacao de repulsao entre os spinons. No caso anisotroépico o método utilizado
fornece resultados mais precisos uma vez que na aproximacao de Born os termos de
primeira ordem sao dominantes. Consideramos pequenas perturbagoes 7(r,t) sobre o
fundo classico w, substituimos w = we + 1 na lagrangeana (B3) e minimizamos até
termos de segunda ordem em 7. As flutuagoes quanticas obedecem a uma equacao de

onda do tipo:

s 107 _
onde os potenciais U; e Uy sao dados por:
A 4)\|wc 1|2
U - 8621 1"— c 2 82— 82"‘ : 82
1 (L ) |9~ (o T TP
4)\wc,1<azu_}c,1):| 8)\wc,1<azwc,1> 8* i 8)\<azwc,1)<82wc,1>
(14 |weal?)? (1 |weal?)? (14 |weal?)?
8)\11}6 1(85’11_16 1) 2)\‘11)6 1|2 9
— : =05 — : \% 3.8
(T fwealP? 7 (W e PP 38)
e
16 w?
= — 5 In(1 10, 2 In(1 2
U, TEANEE [8Z n(1l+ |we1]7)0: + 0: In(1 + |we 1| )82]
_8>\wc71(8zwc,1) 3 2)\11)371 2

(14 |weal?)? . (1+ \wc71|2)2v ' (3.9)

Os potenciais tem alcance finito da ordem do raio R = 2§ do skyrmion uma vez
que para distancias superiores o campo assume uma configuracao aproximadamente de
Néel. No limite assintotico, r — oo, as solugoes para a equacao (B.7) sao ondas planas
e substituindo n(r,t) = ¢(r)e™* encontramos uma relagio de dispersdo relativistica
w(g) =1+ A)l/Qqc para as onda de spin. Observe que as excitacoes sao magnons com
energia que se anula no limite de longos comprimentos de onda (ndo massivas) como
previsto pelo teorema de Goldstone. Na regiao central, os potenciais U; e Uy atuam
como centros de espalhamento para as ondas de spin de modo que ao se afastarem o
tinico resultado é uma mudanga na matriz de fase d,,,. A correcao na energia devido
as flutuagoes quanticas é calculada por meio da energia de Casimir [38],47]:

ho Y 0w
E,=Eq4— ;/0 8—qTr5mn(q) dq (3.10)
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e devido ao trago na equacao acima somente os termos diagonais na matriz de fase
sao importantes. Em coordenadas cilindricas, os desvios em primeira ordem de 9,,, sao
obtidos através da aproximacao de Born:

o = _g/o rdr(Jny(qr)e™"?(Ur + Uz)e™ T (q7)) (3.11)

Na equagao acima todos os termos do tipo —m/2 [° drg(r)J, (qr) (dJjn(qr)/dr) sio

e}

nulos uma vez que » ~_ J|2n‘(qr) = 1. Apos alguns calculos chegamos ao resultado:

L/a
Trdn(q) = —2mA [1- Y %(Qn — 1)K, (?) I, (?) , (3.12)
n=1

onde K, e I, sao funcoes de Bessel modificadas, L é o tamanho do sistema e a é o
espacamento de rede. No limite A = 0 o traco é nulo e nenhuma correcao de primeira
ordem tem efeito na energia (nesse caso é necessario considerar termos de ordem supe-
rior). Os célculos sdo feitos numericamente e a dependéncia da energia em funcao do

tamanho do skyrmion R (a separac¢do dos spinons) para dois intervalos de A é mostrada
nos graficos (3.2) e (3.4).
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Figura 3.2: Energia do skyrmion em fun¢ao da separacao R para —1 < A < O e

diferentes tamanhos de rede L.

No intervalo —1 < A < 0 a energia do skyrmion aumenta com o seu tamanho

R (para R > 1,76a), e portanto é energeticamente favoravel para o sistema manter os
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spinons proximos, ou seja, existe uma interagao de atracao entre os constituintes do
skyrmion. Tal comportamento é semelhante ao confinamento de quarks na eletrodi-
namica quantica, inclusive a dependéncia quase linear (para R/a > 10). Uma vez que
os spinons nao tem liberdade para deslocarem, estando assim confinados, o sistema
possui ordem de longo alcance (somente a regiao proxima ao centro do skyrmion é
desordenada). Embora néo seja visivel no grafico, a energia possui um valor minimo
para R = 1,76a e assim para valores menores que esse temos uma repulsao entre
os spinons. Podemos notar que o tamanho da rede tem pouca influéncia sobre os
resultados. Os trés casos realizados (L = 200a, L = 500a e L = 1000a) fornecem
resultados semelhantes no intervalo analisado para R (uma das aproximagoes usadas
foi R << L). No grafico (83) é plotada a energia para A = —1/2 em funcao do
tamanho do sistema L para diferentes valores de R. Pelos graficos podemos comprovar

que no limite L >> R a energia tende a um valor constante independente do tamanho

da rede.
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Figura 3.3: Energia do skyrmion em fun¢ao do tamanho da rede L para R = a, R = 2a

e R = 3a.

Ja para A > 0 os resultados mostram que a energia diminui com o aumento do
raio do skyrmion. No gréfico (B.4]), plotamos a energia como func¢ao da distancia R
para trés valores positivos da constante de anisotropia. Nesse caso a interacao entre
0s spinons é sempre repulsiva, levando o sistema ao um estado de deconfinamento.

Como consequéncia, o ordenamento é reduzido drasticamente e podemos esperar uma
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fase sem OLA mesmo em temperaturas nulas. Portanto, o modelo sigma nao-linear

anisotropico fornece um candidato para o cargo de liquido de spin bidimensional.

—— =01

= ) Y Py

Figura 3.4: Energia do skyrmion em funcao da separacao R para uma rede com L =

100a e diferentes valores positivos de .

E importante ressaltar que tal modelo ndo descreve exatamente um antifer-
romagneto anisotropico, além do fato dele ser uma aproximacao continua. Embora
as propriedades topologicas garantam forte estabilidade aos skyrmions, a natureza
discreta de uma rede real pode alterar tal comportamento. Durante o trabalho, foi
desenvolvido modelos computacionais com a esperanca de comprovar a influéncia do
termo anisotropico em sistemas antiferromagnéticos porém, nenhum resultado conclu-
sivo foi alcancado devido a grande dificuldade de estabilizar as solucoes topoldgicas
numa rede discreta de tamanho finito (ndo foi possivel encontrar condi¢oes de con-
torno adequadas). Esperamos que num futuro proximo, solugdes para os problemas
encontrados durante as simulagoes computacionais sejam desenvolvidas e assim obter
resultados que possam ser comparados com os atuais. No capitulo seis outro modelo
anisotropico é estudado via o formalismo bosénico de Schwinger e encontramos duas

fases distintas (uma com OLA e outra desordenada).



Capitulo 4

Influéncia de defeitos nao magnéticos

nas solucoes topolbgicas

Até agora temos considerado sistemas magnéticos puros, ou seja, sem defeitos
ou impurezas na rede. Porém, por melhor que sejam as técnicas experimentais sistemas
livres de imperfeicoes nao sao reais e modelos que considerem tais caracteristicas sao
importantes. Além disso, sistemas dopados também sao importantes pois sao respon-
saveis por drasticas mudancas nas propriedades dos materias. Podemos citar, por
exemplo, os cuprados que normalmente sao isolantes entretanto tornam-se supercon-
dutores & baixas temperaturas quando dopados. Veremos nesse capitulo um sistema
magnético dopado com uma tunica impureza (vista como buraco ou um fon ndo mag-
nético na rede) embora o caso com mais defeitos possa ser facilmente estendido apenas
com algumas aproximacoes extras. O objetivo principal do trabalho é estudar o efeito
da impureza nao-magnética sobre as solugoes topologicas. Veremos que existe uma
interacao atrativa entre o defeito e o skyrmion, que & curtas distancias produz um
movimento de oscilagao do tipo harmoénico simples além de verificar a dependéncia de

tais oscilacoes com parametros fisicos do sistema.

42
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4.1 O MSNL dopado

O ponto inicial do trabalho é adotar a aproximacgao continua do modelo sigma
nao-linear para o antiferromagneto bidimensional, valida no limite de baixas temper-
aturas e longos comprimentos de onda [27,[33/[34]. Tal modelo é representado pela

acao:

7 — /D[n]e—%ris@[n]—% J(8,mn)(0#n) dd+1x’ (41)

na qual O[n] é a fase de Berry, ¢ = 2v/2da®"'/S a constante de acoplamento, j =
((1/¢)0/0x¢,0/0x1,0/0x4, ...,0/0x4) com ¢ = /2dJSa a velocidade das ondas de
spin (para longos comprimentos de onda) e n é o campo de Néel. Tal aproximagio
foi obtida por Haldane para um sistema semi-classico, i.e. com S grande, porém os
resultados obtidos através do MSNL sao coerentes com dados experimentais mesmo
para spins pequenos (S = 1/2,1,...). O limite para baixas temperaturas é outra
incognita no trabalho de Haldane. Embora seja adotado que o modelo s6 é valido
em baixas temperaturas nao é fornecido nenhum limite superior para a temperatura
a partir do qual a aproximacao se torna inadequada. Esses dois problemas foram
resolvidos por Dai e Zhang [49] aproximadamente duas décadas apds os primeiros
trabalhos na area. Os autores demonstraram que a concordancia entre resultados
obtidos pelo MSNL e dados experimentais para spins pequenos nao é mera coincidéncia
e, com algumas modificagoes na constante de acoplamento g e na velocidade das onda de
spin ¢, além da introducao de cortes nos limites de integracao para 7, é possivel adotar
o MSNL como modelo continuo para sistemas com qualquer valor de S. No mesmo
trabalho Dai e Zhang também obtém o limite superior para baixas temperaturas por
meio de um cutoff no espaco dos momentos devido a natureza discreta da rede.

No desenvolvimento realizado por Haldane, rapidas variagoes na integral de ca-
minho (associadas as flutuagoes quanticas de curta alcance) sao ignoradas e somente
o limite para longos comprimentos de onda é considerado. Essa aproximacao tem sido
largamente utilizada mesmo nao sendo claramente justificada. Na verdade, em teoria
quantica de campos ambos tipos de variagoes na integral de caminho (rapidas e lentas)

estao presentes e ao levar esse fato em conta, Dai e Zhang demostram que o modelo
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sigma nao-linear descrito pela equacdo (AI]) também representa o antiferromagneto

para spin arbitrario, sendo necessirio apenas substituir g e ¢ por:

2 Ta

= — d _
9s =35\ 357

/ T

respectivamente, além de introduzir um corte 74 = 1/7, na integral do tempo ima-

(4.2)

ginario. Observe que no limite S > 1 recuperamos os resultados encontrados por

Haldane. T} fornece o limite superior para baixas temperaturas, sendo dado por:

SL? 1672d

no qual A = L/a = 227 [[(d/2 + 1)]"% Ja é um corte no espaco dos momentos devido
a natureza discreta da rede. O termo da fase de Berry permanece inalterado e é dado
pelas mesmas expressoes encontradas no trabalho do Haldane [27,[33]. Para d = 2
temos que o modelo continuo ¢ valido dentro do limite 0 <7'/J < Ty/J < 1,945.

Adotamos como defeito um furo circular na rede de raio p localizado na posigao
r (a ideia é que ele atue como uma impureza nao-magnética). Representamos essa
impureza por um potencial V' (r — rg) que vale 1 se |r — ro| < p e 0 para |r — rg| > p.
Obviamente a remocao de alguns sitios no sistema altera a energia do sistema uma
vez que existem menos interacoes, além da contribuicao da energia magnetostéatica as-
sociada as bordas do buraco introduzido. Mas no nosso caso vamos considerar que o
tamanho do defeito é muito pequeno comparado com o tamanho da rede L, de modo
que a energia magnetostatica possa ser desprezada. Vamos também desconsiderar a
mudanca na fase de Berry devido a presenca do defeito. As cadeias que tém spins re-
movidos contribuem de forma diferente das cadeias inteiras no célculo de ©[n], porém
ao considerar que poucos sitios sao removidos a diferenca nao é significativa e contin-
uamos com a consideracao de que a fase total é nula [36L37].

Vamos utilizar a projegao estereografica [38] para escrever o campo n em termos

de um campo complexo w = w; + iwy. Uma vez que o campo de Néel é representado
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em funcdo dos angulos polar e azimutal como n = (cos ¢send, sengsend, cos ), a cor-
respondéncia entre w e n é dada por:
ny +in 0\ .
w="0T o (2 e, (4.5)
1 + ng 2

Em termo de w a lagrangiana para a agao (A1) é escrita como:
92 1 2 |2
g A1+ w2 (1 fw]?)?
(0,w)(0:w) — (Oz;w)(0,w)
(14 [wl]?)?
onde 0, = (1/2)(0, + i9,) e 0; = (1/2)(9, — i0,). Como ¢é conhecido, o estado funda-

-2

] V(r —ro), (4.6)

mental é composto por uma configuracao staggered (campo de Néel) e as excitagoes de
mais baixa energia sao onda de spin com relagao de dispersao relativistica. Existem

também solucoes de energia finita £ = 47|Q|/g [40] (skyrmions) onde:

[ Q)00 0:0)
(T+ TPy |

é a carga topologica expressa nas coordenadas estereograficas. Essas solugoes sao obti-

0!

4.7
: (147)
das impondo a condi¢do d;w = 0 e para o caso || = 1, com condigdo de contorno
n = (0,0,1) quando r — oo e (0,0, —1) na origem, temos que:

zZ— S

R )

w =

(4.8)

onde s e R sao parametros associados com a posicao e o tamanho do skyrmion, respec-
tivamente. Devido & invariancia sobre translacao, vamos assumir que a distancia s é
medida em relacao ao centro do defeito.

A dindmica do campo w é obtida ao permitir a dependéncia temporal para os
parametros s e R. Na verdade, somente a posicao do skyrmion é permitida evolucao
temporal. A cada um dos parametros é associado um termo cinético do tipo %mg,gb
porém, Nazario e Santiago [50] demonstraram que no caso de um sistema sem defeitos,
a dependéncia temporal de R provoca a divergéncia na energia pois mg — oco. A
mesma situacao ocorre no caso do sistema dopado e somente a posicao da solucao
topologica pode apresentar dinamica. Portanto, vamos considerar que o tamanho do

skyrmion permanece fixo enquanto ele se desloca pela superficie do material, ou seja,

w(t) = =,
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A presenca do defeito perturba o sistema através de uma interacao entre o
skyrmion e o buraco na rede. Isso ocorroe pois retirar spins no centro da solucao
topologica nao produz a mesma mudanca na energia que a remoc¢ao numa regiao afas-
tada da origem. Uma vez que a energia é dada por £ = 47|Q|/g podemos avaliar
a diferenca causada pelo defeito calculando a variacao na carga topologica. De fato,
ao retirarmos parte da rede o campo n nao é mais mapeamento completamente so-
bre a esfera unitaria e |Q] < 1. Partindo desse argumento, substituimos o campo
w = (z — s(t))/R na lagrangiana (4.0]) e integramos sobre todo o espago para obter-
mos assim uma lagrangiana efetiva que leva em consideracao a presenca do defeito. O

resultado exato é dado por:

. 4 §2
Lo ((0),3(0)) = {1 = J(s(0) . ) (2— _ 1) | (4.9)
onde
1 P (R +5%)
Hs).0-B) =5 I T e o = 252)] ' (4.10)

Associamos f(s, p, R) com a redugdo na carga topologica por meio de @ =
1 — f(s,p, R). No limite p — 0 (sem defeito) recuperamos o valor unitario da carga
topologica e para os casos em que p # 0 plotamos um grafico de (Q em fun¢ao da posigao
do skyrmion s para trés valores de R, dado pela Figura (4I]). Como pode ser visto,
na presenca do defeito, o valor de () é sempre menor que a unidade, mas no limite em
que a separacao entre o skyrmion e o buraco é muito maior que p recuperamos o valor
unitario para a carga topologica. Dessa forma a influéncia do defeito é menor na regiao
afastada da origem na qual o custo energético de retirar alguns spins é pequeno.

Definimos o termo de massa M = M(s) = (1 — f(s,p, R)) g‘i—:g de modo a rees-

crever a equagao (£9) como:

Legr (s(t), 5(t)) = M(s) (5 - cs) . (4.11)

A dinamica do skyrmion (representada pela variagao temporal da posigao s) provoca a
dependéncia espacial de M e uma andlise mais aprofundada mostra que essa caracteris-
tica estd relacionada a nao homogeneidade do espago, principalmente na regiao central.

A fisica aqui é semelhante aquela da relatividade geral no qual a presenca de matéria
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Figura 4.1: Carga topologica em funcao da posicao do skyrmion para R = 1, 5a, R = 2a

e R = 3a. Em todos os casos p = 2a.

(energia) distorce o espago-tempo e as trajetorias dos corpos sdo dadas pelas geodésicas
(curvas que minimizam a energia). No nosso caso, a presenca do defeito faz o papel
da matéria-energia curvando o espaco por meio da alteracao na carga topologica e o
skyrmion se move sobre a geodésica dada pela minimizagao da lagrangeana (4.I1]). No
final das contas, a dinamica dos modos coletivos de excitacao dos spins é governada
tanto por fatores topologicos quanto geométricos.

A evolugao temporal do skyrmion pode ser obtida resolvendo as equagoes de
Euler-Lagrange, % (%—2) — g—s = 0, para a lagrangena efetiva (LI1I]). Obtemos desse

modo a equacao diferencial:
M(s)§+=—— (22— 5%) =0 (4.12)

ou, substituindo a equacao para M:

VRSP + (7 + 2R = 2s(0)7) + 2B+ 5 — %) | 5(0) +
AR?p?s(t)(2¢ — 3(1)%)
(2 +s(t)%)* + p*(p* + 2% — 25(1)?)

Obviamente a equacao acima nao pode ser resolvida exatamente e vamos tratar somente

= 0. (4.13)

um caso aproximado. Consideramos a situagao na qual temos grandes skyrmions (R >
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Figura 4.2: A frequéncia de oscilagao do skyrmion em fungao de R.

p) e o deslocamento deles é pequeno comparado ao tamanho do defeito (s < p), ou seja,
vamos considerar somente os termos de mais baixa ordem em s e nas suas derivadas.

Dessa forma obtemos uma equacgao diferencial simplificada dada por:

2s5(t) = 0. (4.14)

Tal equagao é caracteristica de um movimento harmonico simples (MHS) e dessa forma
o skyrmion, dentro dos limites especificados, executa um movimento de oscilagao em
torno do defeito cuja frequéncia é dada por:

p
W 5,63?J5a. (4.15)

Vemos entao que a frequéncia de oscilagao aumenta linearmente como o tamanho
do defeito enquanto diminui com o inverso do quadrado do tamanho R do skyrmion.
Na referéncia [51] Mol et al. encontraram uma dependéncia de 1/R para a frequéncia
de oscilagdo, diferente no nosso caso de 1/R?, porém como nossos resultados carregam
diversas aproximagcoes, eles devem ser tratados somente de modo qualitativo.

Na figura sao plotados os graficos da frequéncia w, em fungao do tamanho
do defeito p e do tamanho do skyrmion R, obtidos numericamente da equagao (L.I3)).

Mesmo no caso numérico, no qual sao usadas menos aproximagoes, os resultados con-



4.1 O MSNL dopado 49

0.0045 -
0.0040 -
0.0035 —
0.0030 .

0.0025 i

a

wi/JSa

0.0020
0.0015 -

0.0010 *

8 10 12 14 16 18

Figura 4.3: A frequéncia de oscilagdo do skyrmion obtida numericamente em fungao
de p.

cordam com a equagao (£I4). A dependéncia de wy com p é claramente linear enquanto

uma analise de regressao para o segundo grafico fornece wy = 5,63 }‘{QS& (tomado p = 1).




Capitulo 5

Bosons de Schwinger

Sao intmeros os trabalhos desenvolvidos nos quais os operadores de spin sao
representados por meio de operadores bosonicos. Tais representacoes sao vantajosas
em relacao a outros métodos, como as aproximacoes continuas, pois permitem trabal-
har com praticamente todo tipo de termo extra inserido na hamiltoniana de Heisen-
berg. Existem também formalismos semelhantes utilizando-se operadores fermionicos
(ou seja, nos quais os operadores obedecem a relagoes de anti-comutacao) porém tais
métodos nao serao tratados aqui. Nos ocuparemos somente do formalismo dos bdsons
de Schwinger, sendo que os outros dois métodos mais usados, Dyson-Maleev [52153] e

Holstein-Primakoff [54], sdo comentados brevemente por questao de comparagao.

5.1 Representacoes bosodnicas

Vamos primeiro definir de modo geral os operadores de criacao e destruicao

e suas propriedades. Definido |0) como o estado de vacuo, ou seja, um estado que
o i nenh icul dor de criagio af do aplicad ;

nao possui nenhuma particula, o operador de criacao a;, quando aplicado ao vacuo,
cria uma particula, digamos do tipo a, na posicao i. Vamos definir esse novo estado
como |1;) = al|0). O operador destruicio a; quando aplicado no estado |1;) destroi
a particula a que existe na posi¢do ¢ (se nao existir nenhuma particula na posicao i
ele fornece como resultado o vetor nulo). Aplicagdes sucessivas do operador criagdo

(destrui¢ao) criam (destroem) sucessivas particulas. Vamos adotar que os operadores

50
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az e a; obedecam a uma relacao de comutacao [ai,a}] = 0;- E facil mostrar que o
operador nimero definido como n; = agai conta o nimero de particulas a na posicao
i e assim, se o sistema estd no estado [¢), o nimero total de particulas é dado por
> ajailw

No formalismo de Dyson-Maleev os operadores de spin sao definidos em ter-
mos de apenas um tipo de operador criacao/destruicao de modo que S; = aj, St =
(25 — dla;)a; e S7 = S — ala; (se as sub-redes sdo tratadas separadamente, sio
necessarios dois tipos de operadores). O principal problema dessa representacao é
que os operadores de spin sao compostos por termos com até trés operadores que pre-
cisam ser desacoplados (em hamiltonianas mais complexas a situagdo pode mais com-
plicado). Ja na representagido de Holstein-Primakoff os operadores de spin sdo dados
por S; = V2s (1 - zisni)l/2 a;, S;L = \/%ag (1 - 2—187%‘)1/2 e S7=s5— agal-, onde n; é o
operador niimero. O formalismo de Holstein-Primakoff também apresenta alguns prob-
lemas. O primeiro é a raiz quadrada que aparece nos operadores S; e S;” e segundo,
a restricao do nimero de particulas que é feita por meio de um vinculo nao-holénomo
n; < 2s (que nao pode ser introduzido na hamiltoniana). O primeiro problema pode
ser contornado expandindo as raizes em torno de azai /2s contudo, durante a aplica¢ao
desse método é necessario assumir uma direcao preferencial para os spins apontarem
e entao aplicar uma expansao em ondas de spin. Dessa forma nao é possivel utilizar
Holstein-Primakoff para estudar fases desordenadas, uma vez que ocorre a quebra da
simetria O(3).

Na teoria dos bosons de Schwinger [55-61] os problemas vistos no paragrafo
anterior nao existem. Cada operador de spin é representado pelo produto de dois
operadores criagao/destruigao, sem termos de terceira ordem ou raiz quadrada. O
vinculo que fixa o nimero de particulas é holénomo sendo facilmente introduzido na
hamiltoniana por meio de um multiplicador de Lagrange. Por tltimo, o formalismo de
Schwinger nao fixa nenhuma direcao preferencial para os spins e pode ser entao usado

tanto para estudar fases ordenadas quanto desordenadas.

De modo geral, cada sitio é representado por N tipos, ou sabores (flavors), de

bosons e dizemos que a teoria apresenta uma simetria interna SU(N). Em sistemas
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magnéticos tradicionais, a simetria obedecida pelos spins é do tipo O(3) (a simetria de
rotacdo do espago interno) que pode ser mapeada em uma simetria SU(2). Portanto,
sao necessarios, no minimo, dois tipos de bésons para representar um sistema magnético
(veremos que as vezes é conveniente a representagao por meio de uma teoria do tipo
SU(3)). Porém as aproximagbes de campo médio utilizadas na teoria de Schwinger
fornecem resultados exatos somente no limite N — oo e, para os casos de N finito
corregoes sao necessarias. Tais corre¢oes sdo feitas através de expansoes de ordem 1/N
calculadas através dos diagramas de Feynman. Para a simetria SU(2) o valor de N
nao é verdadeiramente grande, contudo os resultados obtidos pela teoria de campo
médio sao relativamente bons e, embora seja possivel, nao vamos nos preocupar em
realizar correcoes perturbativas. E importante ressaltar também que teorias bosonicas
nao sao capazes de tratar fases geométricas (de Berry) e assim nao predizem alguns
resultados conhecidos, como por exemplo, o gap de Haldane. Entretanto, como ja foi
comentado, as fases de Berry em sistemas bidimensionais geralmente sao irrelevantes
e nao introduzem nenhum efeito novo ao sistema e, uma vez que consideramos apenas
modelos em duas dimensoes espaciais no trabalhos realizados, nao vamos nos preocupar

com tais fases.

5.2 Representacao via bosons de Schwinger SU(2)

No formalismo SU(2) representamos os operadores de spin por meio de dois

bosons de Schwinger, a e b, definidos de forma que os operadores de spin sao dados

por:
St = Sf+4iSY =alb;, (5.1)
S; = ST —iSY =bla;, (5.2)
1
§; = Slala; —blby). (53)
As relagoes [S)7, S7] = 2576;;, [S7, S]] = +5;76;; permanecem vélidas, porém

para manter S? = S(S + 1) & necessario impor o vinculo ala; 4+ b/b; = 25 que fixa o

niumero de boésons em cada sitio. Os estados de spin sao relacionados aos operadores



5.2 Representacgao via bosons de Schwinger SU(2) 53

bosonicos pela equagao:
(aT)S+m (bT)S*
V(S +m)l/(S —m)

onde |0) é o vacuo no espago de Fock. No caso de spin-1/2 temos, por exemplo, que

os estados up e down sao [1/2,1/2) = | 1) = a'|0) e [1/2,—-1/2) = | |) = bT|0),

|5, m) = 10, (5.4)

respectivamente.
A hamiltoniana de Heisenberg para um ferromagneto pode ser escrita entao

comao.:

H = —JZSZ--S]»
- ——Z[ﬂf 25(5 +1)]

(i3)

- Z [ . —252} (5.5)

(Z]
com J >0e Fj; = al la; + b;rbj sendo o operador ligagao (bond operator) para o ferro-
magneto. No caso de um acoplamento antiferromagnético a situagao é semelhante e a
hamiltoniana é expressa como:

H = J) S-S,

(Z]
- - ‘s Al Ay - 257 (5.6)
(i)

com J > 0 e A;; = a;b; — bia; sendo o operador ligacao equivalente. E comum fazer
uma rotagao de 7 ao redor do eixo y em uma das sub-redes de forma que a; — —b; e
b; — a;. Desse modo A;; = a;a; + b;b; enquanto o vinculo permanece o mesmo.
Observe que mesmo na representacao de Schwinger, a hamiltoniana é composta
por termos de quarta ordem nos operadores a e b. Tal problema é contornado por meio
da transformacao de Hubbard-Stratonovich [62,[63] (demonstrada no apéndice [Al) que
reduz a ordem dos operadores para dois via uma operacao de campo médio. Embora
na maioria dos casos a hamiltoniana seja escrita apenas em fungao de A;; ou de Fj;
dependendo do tipo de acoplamento existente, é possivel trabalhar com os dois termos
ao mesmo tempo (o que é necessario quando o acoplamento pode alternar entre ferro

e antiferro).
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5.3 Representacao via bosons de Schwinger SU(3)

Na secao passada representamos a hamiltoniana de Heisenberg por meio de dois
bosons SU(2). Embora a representagao SU(2) se aplique a sistemas com qualquer valor
de spin, em alguns casos de spin-1 uma representa¢ao via bosons SU(3) [64] pode ser
mais ttil (como no caso no qual a hamiltoniana é composta pelo termo biquadratico
além do termo bilinear). Em tal representagao definimos um béson para cada um dos
trés auto-estados do operador S*. Por causa disso, nao apenas os termos operadores de
spin mas também os operadores de quadripolo (que serdo visto nos capitulos seguintes)
podem ser escritos como o produto de apenas dois bosons de Schwinger. Se utilizarmos
o formalismo SU(2) somente os operadores de spin podem ser escritos com um par

de bosons enquanto para os operadores de quadripolo sao necessario quatro deles.

Sejam |m; = —1), |m; = 0) e |m; = +1) os trés auto-estados de S? com autovalores
m = —1,0,+1 respectivamente, entao:

mi =~1) = af_,/0) (5.7)

[mi =0) = alol0) (5.8)

Im; =+1) = al,,|0) (5.9)

na qual |0) é o vacuo no espaco de Fock.

Como no caso SU(2), definimos os operadores Fj; = a;_1a;-1 + a;0a;0 +
a; 41041 para o caso ferromagnético e, apds a rotacao de uma das sub-redes, A;; =
a;_laj,_l + aloaj,o + aZHaj,H para o antiferromagneto. Da mesma forma, a hamil-
toniana possui termos de quarta ordem que sao desacoplados pela transformacao de
Hubbard-Stratonovich e um vinculo da forma aj7_1al-7,1 + azoai,o + a3,+1ai,+1 = § deve

ser imposto para fixar o nimero de bdsons em cada sitio.

5.4 Solucao para o antiferromagneto

Vamos resolver o modelo de Heisenberg antiferromagnético de spin-1/2 em duas
dimensdes via a teoria de bosons de Schwinger SU(2) de modo a apresentar alguns de-

talhes dos métodos utilizados para a solucao dos problemas apresentados nos capitulos
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seguinte. A hamiltoniana é dada por:
H= —% S ALA YN (ajai +bb; — 25) : (5.10)
(i,5) i
onde descartamos o termo constante S? e introduzimos o vinculo por meio de um multi-
plicador de Lagrange \;. O primeiro passo é desacoplar o termo AZTinj de forma a obter
uma acao quadratica nos operadores a que possa ser integrada pelos métodos conheci-

dos. Tal desacoplamento é realizado via a transformacao de Hubbard-Stratonovich:
Al Ay — — ((Am')AZTj + (AL Ay + (Agj>(v4z‘j>> - (5.11)

Adotamos que os valores médios (A4;;) = <A;-rj> = A e (\;) = )\ sdo reais e entdo a
hamiltoniana é escrita entao como:

2N A?

J

H= —2NAS+ 5> 4 (aja} +bb! + h.c.) +3°A (a;rai + b}bi) , (5.12)
(i,3) i

com z sendo o nimero de vizinhos e N o nimero total de sitios. Apods realizar a

transformacao de Fourier obtemos:

2N A? 1 1 t +
H = 5 —2NA(S+§)+§;[A<akak+bkbk+h.c)

+2J Ay (alT(aT_k +bib + h.c.)] : (5.13)

onde vy, = % S5 €578 (s sdo as posigoes dos vizinhos) é o chamado fator de estrutura.
Se a rede é quadrada o fator de estrutura é real porém isso nem sempre acontece.
Na rede hexagonal, por exemplo, v apresenta uma parte imaginaria que pode ser
eliminada por meio de uma transformacao linear nos operadores, como mostrado no
capitulo [7.

Ao diagonalizar a hamiltoniana devemos tomar o cuidado para que os novos ope-
radores mantenham a relacao de comutacao. Um meio de garantir que eles continuem
com suas propriedades bosonicas é diagonalizar a hamiltoniana via a transformacao de

Bogoliubov [65H67].

k] = cosh@kak—senhekaik (5.14)

I— cosh@kbk—senhﬁka_k (5.15)

!Para maiores detalhes ver a referéncia [55].
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ou inversamente:

ax = cosh@kozk1+senh9kaT_k1 (5.16)

by = cosh@kozk2+senh9kaT_k2 (5.17)

Quando substituidos na hamiltoniana resultam em:

N A? 1
H = % —2N)\(S+—)+
2 2
1 f
+§ Z [ (Acosh20y + zJ Aysenh26y ) <akmakm + o g km) +
+ (Asenh26y + zJ Aycosh26y) (ozkmozT om0 kmakmﬂ ) (5.18)
T T

O valor de 0 é escolhido de modo a anular os termos nao diagonais o, o', e

Q_xmOxm. Para tal, 6 deve satisfazer a relacao:

A
tanh26 = —— ;“. (5.19)
O resultado da hamiltoniana diagonalizada é:
2N A? 1 1 1
H= — 9N S) 45D Ee(of - 2
5 )\(S+2)+2km k(akmakm+2), (5 0)

sendo que a energia ¢ dada por Ey = \/ A2 — (zJ Ay)?. Ao expandirmos a energia em
torno do ponto de minimo, k = (7, 7) ou k = (0, 0), obtemos uma relagao de dispersao
relativistica para as excitagoes de spin:

2.2

2o

El = A*+ - K (5.21)

com A = /)2 — (2JA)% e ¢ = v/22A sendo o gap e a velocidade das ondas de spin,

como esperado para sistemas antiferromagnéticos.
Os parametros A e A devem ser determinados pela minimizagao da energia livre

de Helmholtz:

1 BH
F = ——In (Tre*T)
B

_ z]\;AZ _ON <S+ 1) Zln {2senh (Mk)] , (5.22)
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que leva as seguintes equacoes auto-consistentes:

1 1 A 1
S+- = — ne+ =), 5.23
2 NZ\/)\Q— zAJmﬁ( * 2) (5:23)
zAJE ( 1)
A = ng+—= |, 5.24
N Z VA2 GATpE LT 2 (5:24)
onde ny = (GBQ —1)7! é a funcao densidade de estados para bosons.

As equacoes acima podem ser resolvidas por métodos de interacao padrao para
qualquer temperatura finita. Em temperatura nula somente o caso unidimensional
apresenta solu¢ao. Segundo Takahashi [57,68|, a nao existéncia de solugoes estéa
relacionada com o ordenamento do estado fundamental. Dessa forma os bosons de
Schwinger produzem resultados coerentes com os ja conhecidos, desordem em tempera-
tura finita para os casos uni e bidimensionais assim como para uma dimensao espacial
em temperatura nula. Observe que embora tal formalismo preveja corretamente o es-
tado liquido de spin para sistemas unidimensionais, ele nao faz distincao entre spins
inteiro e semi-inteiro. Essa falha se deve, como ja foi comentado, a incapacidade da
teoria de tratar as fases geométricas (que sao responsaveis pelo gap de Haldane).

Em duas dimensoes a temperatura nula ocorre a condensacao dos bésons de
Schwinger para algum k* e nesse caso Ex- = 0 (excitacoes sem gap) o que causa
a divergéncia das equacoes de campo médio. Tal problema é resolvido separando o
termo divergente do somatoério em k e introduzindo um novo parametro p que mede
o nivel de condensacao dos bosons. O mesmo raciocinio é aplicado na condensagao de
Bose-Einstein para o tratamento do hélio liquido, por exemplo. Dessa forma é possivel
obter as solugoes para os parametros A e A e consequentemente os dados fisicos que
nos interessam. A funcao de correlagdo para os spins, por exemplo, ao utilizar os

operadores na base diagonal e expressa como:

S(q) = i<5+5: )

1 1 1
= — Z {COSh Hk + 9k+q+ﬂ—)] (nk -+ 5) (nk+q+7r —+ 5) —+ Z} s (525)

e entao a susceptibilidade magnética é dada por:

Xo = %S(O) = %an(nk +1). (5.26)
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O comprimento de correlacao também pode ser encontrado por meio da transformagao

de Fourier da equacao (5:25). No espaco a real, a fungao correlacdo é escrita como:

1
S(ry) = 1f(xy)* = lg(ry)* — 70 (5.27)
onde
1 + ik-l‘i]’
o) =+ > (e (5.28)
Kk
e (e + 1) e
1 N + 5) e

Pode ser mostrado que a funcao f(r;;) é nula se i e j pertencem a sub-redes diferente
enquanto g(r;;) = 0 se os dois sitios escolhidos pertencem a mesma sub-rede. Para

baixas temperaturas podemos aproximar as fun¢oes acima por:

- 1/2
f(ri) oc (14 e™r) (%) e T2 (5.30)
e
‘ ey | 1/2
g(r;) o< (1 — ™) (%) e Tt/ (5.31)

com A sendo o gap de energia. Dessa forma a funcao correlacdo no limite de baixas

energias é expressa como:

S(r;;) o< e™ri (i) e mii/¢ (5.32)

3]
e o comprimento de correlacao é £ = A~!, como esperado.
A interacdo com um campo magnético externo é introduzida no modelo pelo
termo —B Y., 87 = —BY..(ala; — bb;), com B sendo a intensidade do campo externo

(na dire¢do z). O campo magnético quebra a degenerescéncia da energia entre os

estados up e down, de forma que Ex, = /(A —sB)? — (zAy)? e a magnetizagao

espontanea é dada pelo valor médio de S* no limite do campo magnético indo a zero,

ou seja:
1
— i — T
my = él{ﬂ)o I g (sa; ,ais)
A—sB 1
= lim — Nks + —
50 N Z VO =B — (zAn)? [ - 2}

(5.33)
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onde foram usadas as equacoes para o estado de condensacao. Ao resolver a integral
encontramos que a magnetizagao espontanea é dada por mg = S — 0,1966 (para o
caso bidimensional) e portanto o sistema apresenta ordenamento em 7' = 0 para todos
valores de spin S fisicamente aceitaveis. O mesmo raciocinio para d = 1 fornece
mo = 0 e, mais uma vez, é encontrado um estado desordenado independente do valor
de spin, concordando com os resultados ja encontrados nos capitulos anteriores via a

aproximacao continua.



Capitulo 6

O modelo biquadratico anisotrépico

O modelo de Heisenberg biquadrético anisotropico em duas dimensoes sera o

tema desse capitulo. Tal modelo é representado pela hamiltoniana:

H=> [Ji(Si-S;) + Ja(S; - S;) +ZDSZ (6.1)
(ig)

na qual os termos Ji, Jy e D definem a intensidade dos termos bilinear, biquadratico
e anisotropico de sitio tinico, respectivamente. Tanto o termo biquadratico quanto o
anisotropico tem grande influéncia sobre o modelo puramente bilinear. Enquanto o
termo biquadratico é responsavel pelo surgimento de diversas fases [I12H21], o termo
anisotropico provoca a separacao entre dois regimes separados por um gap no espectro
de energia [69,70].

O termo biquadratico surge de perturbacoes de quarta ordem na interacao de
troca entre elétrons e em geral seu valor é pequeno quando comparado com o termo bi-
linear. Porém existem casos que as duas constantes tém intensidades da mesma ordem.
Uma situacao comum é escrever J; = Jcos e J, = Jsenf e para o caso unidimensional
as diversas fases para # sao bem conhecidas. Os pontos § = m e § = 0 correspon-
dem ao ferro e antiferromagneto puro, respectivamente. No intervalo 7/2 < 6 < 57/4
temos um regime ferromagnético estavel com OLA, em —37/4 < § < —7/4 uma fase
dimerizada, para —7/4 < 6 < 7/4 a fase antiferromagnética com gap de Haldane (para
spin-1) e uma fase trimerizada em 7/4 < 6 < 7/2. Alguns pontos possuem solugao

exata, como por exemplo os angulos # = +m/4 que sdo resolvidos pelo Ansatz de

60
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Bethe. Ja para caso bidimensional existem varias lacunas a serem preenchidas. Ivanov
et al. [20,21], por meio de um modelo continuo semelhante ao MSNL, mostraram que
a regiao 6 = 5mw/4 é governada por uma fase neméatica. Chubukov [12], por meio
de uma representacao bosonica do tipo Holstein-Primakoff também mostrou que para
0 < 5m/4 existe uma fase nematica desordenada. Outros estudos mostram uma fase
dimerizada que se estende sobre a fase ferromagnética no intervalo 57/4 < 6 < 7m /4.
No trabalho apresentado, vamos considerar somente o regime antiferromagnético para
pequenos valores do termo biquadréatico.

Ja o termo anisotropico, que aparece por exemplo no composto N;(CoHgNs) —
2NOy(C1O,) (NEMP) [71H74], s6 é importante em sistemas com spin maior ou igual
a um, uma vez que para spin-1/2 ambos autoestados, up e down, produzem a mesma
variacao na energia. Nos antiferromagnetos unidimensionais de spin-1, a anisotropia
de sitio tinico elimina a degenerescéncia na energia entre os autovalores de S* e dividi
o gap de Haldane em dois, um devido aos estados com S* = 0 e outro para S* = +£1.
Entretanto a principal caracteristica do termo anisotropico é separar o sistema entre
as chamadas fase de D pequeno e D grande [69,[70], divididas por um valor critico
D.. Na fase abaixo de D, o sistema é sem gap e ordenado enquanto na regiao de D
grande o sistema entra em um regime com gap no espectro de excitacao e sem OLA.
No trabalho apresentado estamos interessados em ambas as fases e cada uma delas é
estudada separadamente, uma vez que os métodos aplicados nao servem em ambos os
limites. No regime de D pequeno aplicamos o formalismo bosonico de Schwinger SU(2)

enquanto para D > D, utilizamos o chamado bond operator.

6.1 A fase de D pequeno

Vamos usar a representacao de bosons de Schwinger SU(2) [55H61] para va-
lores de D abaixo do valor critico D.. Como cada operador de spin é representado
por meio de dois operadores bosonicos, o termo biquadratico € composto por termos
de ordem oito, inviaveis de serem tratados. O primeiro passo para reduzir a ordem

desses operadores é desacoplar o termo biquadratico antes de aplicar a representacao



62 O modelo biquadratico anisotrépico

bosonica. Desconsiderando o termo anisotropico por enquanto, a fungio partigdo (no

caso estatico) é dada por:

z- / DIS et/ (6.2)

com:

H = ) [/(Si-S))+ h(Si-S;)]
(i.3)
1 J1P U2
= — (S -S)+—=| —— 7. 6.3
Z{JJ2< JHQ] 1) (6.3)
(,9)
Aplicamos a transformacao de Hubbard-Stratonovich [62,63] sobre o termo quadratico
de modo que:
H=> [2/5(S;-8;)(Si-S;) — Jo(S;i - S;)* + Ji(S; - S))] (6.4)
(i.3)
no qual (S; - S;) representa o valor médio. Note que no limite de J, = 0 recuperamos
o modelo de Heisenberg bilinear. Definimos dois operadores bosonicos a e b tais que

St =alb;, S =bla; e S = (ala; — blb;)/2 e assim o termo S; - S; é escrito como:

1
(Si-8j) = —5 AL Ay, + 5, (6.5)
onde o operador A;; = a;a; + b;b; (ap6s uma rotagdo de m em torno do eixo-y para
uma das sub-redes). Portanto:

1 1
= Z { [QJQ <_§<AZTJAU> + 52) + Jl] (-5.43]-.4@‘ + 52) —

(6,5)
1 2
—Js <—§<AI]AU> + Sz) } + Z )\i(a;rai + b;-rbi —29), (6.6)

na qual foi implementado o vinculo Zi(ajai + b;rbi) = 25 por meio de um multipli-
cador de Lagrange. Aplicamos a transformagao de Hubbard-Stratonovich novamente
ao operador AngZ-j e adotamos que (A;;) = (AL) = A e (\;) = \. Dessa maneira apos
algum calculo chegamos ao resultado:

Jp 3Js Nz
H = 24 ) AT - TEAY D 2NAS + E fa; +b1b;) —
[(JQS 2) 1 } 5 AS + A : (aja; + b)b;)

A A2
2.3 [Jl + 2,52 (1 — 2—52)] (AL + Ay). (6.7)
)

(ihj
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Ao adicionar o termo anisotropico a hamiltoniana, ele é escrito em funcao dos
operadores bosonicos da seguinte forma:

DY (S;) = %Z(a a; — bib;)? DZaTbTal ‘s (6.8)

(2

onde foi usado o vinculo agai + bgbl- = 25 e um termo constante é desprezado. Existem
outras maneiras de representar o termo biquadratico, porém essa forma resultou em
melhores resultados. Da mesma forma, o termo acima é desacoplado por meio da
transformacao:

alblab; — P(ab; + albl) — P2, (6.9)

sendo que (a!b!) = (a;b;) = P. Também é possivel desacoplar o termo acima separando
os operadores a dos operadores b contudo, o método utilizado aqui se mostrou mais

util. A hamiltoniana completa entao é dada por:

(4,5)

+ Z [Malai +blb) = PD(ab; + alt})] (6.10)
com o termo constante:
(e 202 32 2
Hy = A + JyS7A° — : .y 7—2NAS+NDP (6.11)
e
A=— (J1A+ JS%2A — ‘;QA ) : (6.12)

Apos a transformacao de Fourier, temos que a hamiltoniana no espago dos momentos

é representada por:
H=Hy,— N)\+ % ; B Hy B, (6.13)
sendo ] = (al. bl a_x b_y) e a matriz H:
A 0 Azye —PD
0 AN —PD Azvy

Azye —PD A 0
—PD  Azvy 0 A

=
I

(6.14)
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onde v = > ;€7 = L(cosk, + cosk,) é o fator de estrutura e z representa o nimero
de vizinhos em cada sitio (quatro para a rede quadrada). Ao diagonalizar a matriz
H, devemos ter o cuidado de manter as relagoes de comutacao sobre os operadores

bosonicos. Isso pode ser feito trabalhando com a matriz

. I, 0 .
nH=| i, (6.15)
0 _IZJ:Q
ao invés de H. A transformacio de Bogoliubov [65-67] em funcio de termos hiperboli-
cos produz o mesmo resultado, porém nesse caso ela é mais complicada de ser aplicada

uma vez que a energia é nao degenerada. Dessa forma, os autovalores obtidos para a

energia sao:

~ 2
By — i\/v _ (Azm( v PD) (6.16)

- 2
By — i\/v - (Amk - PD) . (6.17)
Temos assim que na base diagonal a hamiltoniana é representada de forma semelhante

a um sistema de osciladores harmonicos quanticos:

1
H = Hy+ kz (ef(mckm + 5) B, (6.18)
enquanto a energia livre de Helmholtz, F = —(1/8)Tr(Ine##/2), & expressa como:

F =Hy+ % kZ:: {m {senh (%)] } , (6.19)

no qual o somatorio sobre k é realizado sobre a primeira zona de Brillouin e m = 1, 2.
O proximo passo é determinar os parametros A, P e A\, dados pela minimizacao
da energia livre. Impondo 0F/0A = 0F /0P = 0F /O\ = 0 encontramos trés equagoes

auto-consistentes acopladas:

1 BE;\ Azv + PD BE,\ Azy — PD
A = —— th th
2N £ [CO ( 2 ) o s e
(6.20)
1 BE,\ Azv + PD BE,\ Azy — PD
P = — th — coth 6.21
4N k [CO ( 2 ) El ° 2 E2 ’ ( )

11 BEL\ A PEy\ A
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Como é notado, solucoes exatas sao impossiveis de serem obtidas devido a complexi-
dade das equacoes. Para temperaturas finitas, as equagoes podem ser resolvidas nu-
mericamente por métodos de interacao padrao mas no limite de 7' = 0 as equacoes
acima nao possuem solucao. Para temperatura nula, ocorre a condensacao do bosons
em um estado de energia nula para algum valor de k, provocando assim a divergéncia
das equagoes auto-consistentes e, segundo Takahashi [57,[68] isso carateriza um estado
ordenado. Nesse caso, devemos separar os termos divergentes antes de efetuar a inte-
gracao (no limite continuo) afim de determinar os parametros de campo médio. Na
rede quadrada, a energia F; atinge um minimo para k* = (7, ) enquanto a energia

E, é nula se k* = (0,0) e portanto:
A = (4Aye + PD)? = X\ = |4Ay- + PD| (6.23)

no estado condensado. Introduzimos uma quantidade p que mede o nivel de conden-

sacao dos bosons dada por:

pz(S#—%)—ﬁ/BZ&k(%jL%). (6.24)

Dessa forma as equacoes para A e P, apds a separacao dos termos divergentes, sao

escritas no limite continuo como:

4Ay + PD  4Ay — PD
A=2p— d’k 6.25
P 2(277)2 /BZ ( Ey i Ey Tk ( )
e ~ ~
1 4Ave + PD  4Av — PD
P=2 d’k — 6.26
Pt T /BZ ( E 2 : (6.26)

onde as integrais sao realizadas sobre a primeira zona de Brillouin (-7 < k,, k, < 7).

No gréfico (6.I) é mostrado o nivel de condensagdo dos bésons em func¢ao do
termo anisotropico D para diversos valores de J,. Note que p ~ 0.85 para D = 0 e
diminui para valores proximos de 60% quando D = 5. Uma vez que podemos relacionar
o nivel de condensagao com a magnetizagao [57/75], vemos que para pequenos valores da
constante anisotropica o sistema é mais ordenado. Poderiamos extrapolar os resultados

para encontrar o valor critico D. para o qual a condensacao cai a zero, ou seja, 0
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ponto no qual ocorre a transicao entre a fase com OLA e a desordenada. Porém, tal
método fornece valores da constante anisotrépica bem acima do esperado. O problema,
ocorre pois ao considerar a condensacao dos bosons, aproximamos a densidades de
todos outros estados energéticos como proximas de zero, o que de fato nem sempre
ocorre. Ao ajustar as densidades para valores mais realisticos podemos obter o valor
de D. com maior precisao, porém tal método é complicado e os pontos criticos podem
ser encontrados de outra forma. Na proxima secao aplicamos o formalismo de bond
operator no qual comegamos na fase desordenada (i.e. com excitagbes massivas) e
verificamos para qual valor de D o gap de energia se anula. Veremos que para todos
valores de J, dentro do limite estudado, o valor critico que separa as duas fases é

proximo de cinco (unidades de J;).

085 [
080 Jy=-02
0.75 s T N (PR J,=-01
070Ff

: - J,=00
065 |

R T U N I J,=01
060 f

F —  — J,=02
055 F

Figura 6.1: Nivel da condensacao em funcao da constante anisotrépica para diferentes

valores de Js.

No grafico ([6.2)) verificamos o nivel de condensagao para trés valores diferentes
da constante anisotropica em funcao do termo biquadratico. Para D = 1 a maior
parte dos bdsons se encontram no mesmo estado energético enquanto para D = 5 a
porcentagem desses bosons é bem inferior. Além disso, a condensacao apresenta uma
pequena queda em funcao de J, para todos valores de D, e uma anélise detalhada da
influéncia da constante biquadratica sobre o ordenamento do sistema é mais complicada
de ser realizada. Nosso modelo trata especificamente dos casos nos quais Jo < J; e

para verificar o comportamento fora dessa regiao, ele deve ser reformulado.
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Figura 6.2: Nivel da condensacao em funcao da constante biquadratico para diferentes

valores de D.

Ja na figura (6.3)) sao mostradas as energia E; e Es no espago dos momentos
para J, = 0.25 e D = 1. Como foi comentado, a energia F; se anula nas bordas da

primeira zona de Brillouin enquanto E, = 0 na origem.

Figura 6.3: Energia E; (esquerda) e E, (direita) para Jo = 0.25 ¢ D = 0.1 (unidades
de Jl)

6.2 A fase de D grande

Para valores acima de D, vamos utilizar um formalismo de bésons de Schwinger
SU(3) denominado bond operator [70,[76]. Acima do valor critico ¢ esperado que o

espectro de energia apresente um gap e tal resultado nao pode ser obtido pelos métodos
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desenvolvidos na secao anterior. O problema ocorre pois para resolver as solugoes foi
necessario impor a condensacao dos bésons em um estado com energia nula e assim
sempre teriamos um sistema sem gap. Porém na fase de D grande, por meio do bond
operator, é possivel obter solucao para as equacoes auto-consistentes sem a necessidade
de impor a condensacao em um nivel de energia zero. Veremos que o gap é diferente de
zero somente para valores acima de D, e portanto para valores pequenos da constante
anisotropica os resultados da secao sao validos. Comecamos definindo trés operadores

bosonicos que tais:

Im; = —1) = a;,1|o>, (6.27)
Im; =0) = a£0|0>, (6.28)
Im; = +1) = a_,|0), (6.29)

T

ou seja, operador a, . cria uma particula no sitio 7 com autovalor m para a componente

z do spin. Dessa forma, os operadores de spin sao escritos como:

S = V2(algai_1 +alyaip), (6.30)
S, = \/i(az,,lai,oJrai,oTai,l), (6.31)

SF = a;lai71—a;_1ai,_1. (632)

As relagoes de comutagao [S;, Sj’] = 2570;; e [S7, S]i] = iSiiéij sao mantidas nessa
representagio e para garantir que S? = S(S + 1) = 2 devemos impor o vinculo
Zﬂ azﬂai,ﬂ =S.
Como os estados com m = 0 sao menos energéticos que os estados com m = +1,
vamos considerar que os bosons a; o sofrem uma condensagao em temperatura nula (a
diferenca do caso passado é que agora nao estamos exigindo que a energia no estado
T

condensado seja nula). Sendo assim (a, ,) = (a;0) = ao e os operadores de spin passam

a ser escritos como S;” = v/2ag(a; +a371) e S; = v/2ag(a;, +a£71). Nesse formalismo,
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os trés termos da hamiltoniana (bilinear, biquadratico e anisotropico) sdo dados por:

1
_ +co- - g+
= ag (al -10a51 + g, _1CLT 1 + (1, laj 1+ (l T 1 + ;105 -1 +
“+a aT +a a +a aT>+<aTa~aTa~—
0,165 1 i,—1%7,—1 1,—1%51 1,144,105 15,1
—%T,ﬂi,la},—ﬂjsl - ag,—laiﬁla;r’,laj,l + az,—ﬂz’,fla},—ﬂjﬁl) )
(6.33)
Si-S;)? = ALA;+1
( ? J) igY +
= (1+ay) —a} <ajla 1+alla —|—a21a],1+az,1a],)—|—
+ aT a; aT- a; +a- a; aT- a; +aT aT- a; 14 1+
i,—1%5,—1%;5 15,1 i,1%8,1%5 _1%5,—1 i,—1%5,1%4,18%5,—1
no qual Aij = (ai7_1aj71 + ;105 -1 — ai70aj,0), e:
2 i i 2 2
(S7)” = (%1%1 — ai,—ﬂi,fl) =1-—ag. (6.35)

Novamente a hamiltoniana é composta por termos de quarta ordem que sao desacopla-

dos via a transformacao de Hubbard-Stratonovich e como resultado temos:

Nz s Nz
H = (1-a))ND+ (1 + ag)JQ— + NX(ag — S) + J1(1 —a})? -
_an (g, -y Xz Ly Z (al s +al i)
+ Z [ag <ai’1aj71 +al_qaj 1+ aal) + ai7,1a}7_1)
(i,5)
—a(%(JQ Jl) ( z 1a 1 + az 716L + a; 145 1 + a; —1a51 )
+2(J2 — Jl)A <a;r71aj7_1 + aiﬁlaj,l + ;105 -1 + (li7_10,j71>] s (636)

onde A = <a,i71(1,j’_1>

comao.:

= (a;rla;r _1)- No espago dos momentos, a hamiltoniana é escrita

1 -
H=Hy+ g g B H B, (6.37)
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sendo o termo constante dado por:

J: 3
Hy = N (1—a§)D+%(1+a§)+)\ <a§—§)
J
—22A%(Jy — Jy) + %(1 - a%)z] (6.38)
e a matriz:
A+ a2 Jy 2 0 0 J
. 0 A+ adJz J z 0
- 04127k Tk ’ (6.39)
0 J 2 A+ a2 J 2y 0
J 2 0 0 A+ a2 Jy 2

no qual J' = (J; — Jo)ad — 2A(J; — Jo). O fator de estrutura i é idéntico aquele
apresentado na se¢ao anterior. A hamiltoniana é diagonalizada seguindo os mesmos

métodos ja descritos e sao encontrados os seguintes autovalores para a energia:

Ey = \/()\ + J1za2w)? — (J'2%)?. (6.40)

Novamente, os parametros ag, A e A sao obtidos pela minimizagao da energia livre de

Helmholtz:

1 BEx
F=Hy+ - 1 h{— 41
o+6k§7mn[sen < 5 )], (6.41)
e as equagoes auto-consistentes obtidas ao impor OF/da2 = OF/OA = OF/OX = 0 sao
dadas por:
1 BEk A+ Jl,ZCLQ’Yk
2 _ o _ 1 0
ag = 2 I Ek coth ( i ) T , (6.42)
1 BEk (Jl - JQ)CL% — 2J1A<J1 — JQ) 9
A = —— E th A4
N £ ( 2 ) P e (6.43)
1 ﬁEk ()\ + Jl(l%Z’yk)Jl — (J,Z’)/k)(Jl — JQ)
= = coth
A N 4 cot ( 5 ) B 2V +
+D + 2Jy — zai(Jy + o). (6.44)

No limite de temperatura nula temos que coth (ﬁ%) — 1 ja que nao é necessario impor
que o gap de energia seja nulo (para valores acima de D,). Dessa forma as equagoes

acima podem ser resolvidas por métodos padroes de interagao sem a preocupagao com
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divergéncias e todos resultados fisicos de interesse sao determinados uma vez que os
parametros ag, A e A sao conhecidos. Porém, abaixo do valor critico D. o gap se
anula e as equagoes acima nao possuem solucao (essa fase foi tratada se¢ao anterior)
e portanto é importante conhecer o valor de D para o qual essa transicao ocorre. No
grafico ([6.4]) é plotado o valor do gap de energia em funcdo da constante anisotropica D

para alguns valores de J,. Como podemos ver, o gap se anula para todos os valores de J,

Figura 6.4: Gap de energia em funcao de D para diversas constantes biquadraticas Js.

aproximadamente no mesmo valor critico D, = 5,5 (unidades de J;). A dependéncia de
D, com J; pode ser obtida de modo simples lembrando que no estado de condensacao é
esperado que o valor de a2 seja proximo de 1 enquanto A & 0. Dessa forma as equagdes

auto-consistentes sao aproximadas por:

dk? 1
@ = 2-— / S — (6.45)

4r? JT-TZ

I 2 0] /dk2zJ17k_§+Z<J1_J2>+J227krk
g 77T ) e JI-12 ’

. No ponto de transicao ' = 0 e portanto ['x = +1 o que

(6.46)

z2(J1—J2) g7k

2
) —
onde g = vely= ey -

corresponde aos valores criticos g. = P 1 para Jy < 0.5J; € g. = i se Jy > 0.5J;.

2J1—J2)
D, é entao dado por:
dk? 2y — 2o — gt — (Jy — Jo) 2Lk

472 m

2
Dc:—+22J2+/

9e

(6.47)
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Figura 6.5: Valores criticos D, em funcao de Js.

O método descrito fornece facilmente o comportamento de D, em funcao de Js,
porém os resultados sao apenas aproximados. Um método mais confiavel é analisar os
pontos de D para os quais o gap se anula para alguns valores da constante biquadrética
Jy e entdo fazer uma extrapolagdo sobre os resultados obtidos. No grafico (6.5) é
mostrado a varia¢ao de D, em funcao de J; obtido dessa forma (a diferenga ao utilizar
o primeiro método varia dependendo do valor de J; sendo em torno de 10% dentro do
intervalo analisado). Nesse trabalho verificamos que a presenga do termo anisotrépico
é suficiente para separar o sistema em duas fases distintas. Para pequenos valores
de D temos ordem de longo alcance, enquanto para valores acima de D, o sistema é
desordenado. E importante resaltar que essa desordem esta associada a magnetizacio
do sistema e outros tipos de ordenamento podem estar presentes, como por exemplo um
estado do tipo walence bond. Embora tal desordem possa indicar um liquido de spin
bidimensional, a sua presenca é somente um argumento necessirio e nao suficiente.
Tal conclusao a respeito do liquido de spin s6 pode ser alcancada apdés uma analise

detalhada de todas possiveis fases do sistema.



Capitulo 7

O modelo biquadratico na rede

hexagonal de honeycomb

O foco desse capitulo serd o estudo do modelo biquadratico sobre uma rede
hexagonal do tipo honeycomb, que tem esse nome devido a sua estrutura semelhante a
uma colmeia de abelhas, como mostrado na figura (I]). Assim como a rede quadrada, a
rede honeycomb é bipartite e no limite classico aceita o campo de Néel como estado fun-
damental (obviamente para o caso antiferromagnético). Porém ela é mais susceptivel a
flutuagoes quanticas que a rede quadrada, ou qualquer outra rede em duas dimensoes.
Isso ocorre pois a rede honeycomb tem o menor nimero de vizinhos possiveis para um
modelo bidimensional, trés contra quatro no caso quadrado por exemplo. Dessa forma,
poderia ser esperado um estado de liquido de spin, ou seja, auséncia de ordem de longo
alance mesmo em temperatura nula. Estados de liquido de spin sao caracteristicos por
manterem a simetria O(3) do modelo de Heisenberg e sao conhecidos como solugoes
para sistemas unidimensionais ha muitos anos. Entretanto estados desordenados dev-
ido a flutuagoes quanticas em duas dimensoes ainda sao um mistério. Veremos que a
geometria da rede de honeycomb ainda sim nao é suficiente para alcancar um estado
liquido de spin e tal sistema é ordenado mesmo em temperatura nula. O termo bi-
quadrético, dentro dos limites estudados, também nao demonstrou ser apto a obter tal
estado. A rede hexagonal do tipo kagomé, ao contrario da honeycomb, apresenta uma

frustracao geométrica e nos tltimos anos tém sido cogitada como a melhor candidata ao

73
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posto de liquido de spin bidimensional [77,[78]. De fato, trabalhos recentes demostram
que a rede de kagomé nao apresenta nenhuma magnetizacao espontanea mesmo em
baixas temperaturas. E. Kermarrec et al [24] por meio de experimentos de ressonéncia
de spin obtiveram que o material MgCuz(OHg)Cly (composto tipico com a geometria
de kagomé) ndo apresenta nenhum ordenamento magnético mesmo em temperaturas

proximas do zero absoluto (em torno de 20 mK).

Figura 7.1: Na figura da esquerda, a semelhanca entre a estrutura da rede honeycomb

e a colmeia de abelhas. Na direita, uma rede hexagonal do tipo kagomé.

O fato da rede honeycomb nao ser uma rede de Bravais é outra caracteristica
que deve ser levada em consideragao no desenvolvimento do problema [79]. Sistemas
com redes de Bravais podem ser tratados diretamente ou com separacao das sub-redes
e os resultados alcancados em ambos os casos sao os mesmos. Contudo, quando a
rede nao é de Bravais o tinico tratamento possivel consiste em trabalhar com cada sub-
rede separadamente [80]. Quando isso é feito para a honeycomb, temos duas sub-redes
hexagonais centradas conectadas como mostrado na figura (C2]), sendo que cada uma
delas é uma rede de Bravais com vetores de rede v; = (32, @) e vy = (3, —@), com
a sendo o espacamento de rede.

O formalismo utilizado é novamente a representagio bosonica de Schwinger [55-
61]. Aparentemente o problema poderia ser tratado por meio de bosons em SU(2), da
mesma forma adotada na fase de D pequeno do capitulo anterior, porém os resultados
encontrados sdo melhores quando utilizados os bosons em SU(3) [64,[76]. Ao usar o

formalismo em SU(2) é preciso desacoplar o termo biquadratico antes mesmo de aplicar

os bosons de Schwinger. Tal desacoplamento é baseado em uma teoria de campo médio
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/X

Figura 7.2: A esquerda é mostrada as duas sub-redes hexagonais centradas que formam
a rede hexagonal enquanto do lado direito temos a primeira zona de Brillouin (hexagono

central) e os vetores geradores da rede reciproca, by e bs.

para as interagoes entre spins e os resultados sao melhores quanto maior o nimero de
vizinhos em cada sitio. Uma vez que na rede hexagonal estudada o niimero de vizinhos
¢ menor que no caso da rede quadrada, optamos por adotar a representacao em SU(3)
na qual o termo biquadratico é representado diretamente por meio de dois operadores

bosonicos sem a necessidade de um desacoplamento.

7.1 Descricao bosonica do modelo

A hamiltoniana para o modelo de Heisenberg biquadratico é dada por:

H=Y [11(Si8;)+2(Si-S;)]. (7.1)
(6,3)

Como o objetivo de eliminar o termo quadratico, definimos cinco operadores de quadripolo:

2(57)2 — (S7)2 — (9Y)?
QY = (S5’ = (8!,
Q=SS!+ SUST,

Fo= SUSE+ SIS,

e s
S Ot s W
N N N

Q7 = 5SS+ 85757,
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e assim o termo biquadratico pode ser escrito como uma combinacao linear dos opera-

dores de spin e quadripolo:

(Si-8,)°=-(Q;- Q) — % (S;-S;) + %. (7.7)

N | —

Com uma redefinicao da energia do estado fundamental podemos desprezar o fator
constante 4/3 na equagao acima. Os cinco operadores de quadripolo juntamente com
os trés operadores de spin formam a base para o modelo de Heisenberg SU(3) (quando
Ji = J3). Nos casos considerados durante o trabalho Jo # J; e a simetria para o
modelo é do tipo SU(2) (equivalente a simetria O(3) apresentada pelos spins).

T

Adotamos trés operadores bosonicos a; _, aij e a;l que quando aplicados ao
estado de vacuo do espaco de Fock , representado por |0), criam particulas com compo-
nente z de spin iguais a —1, 0 e 1, respectivamente. Todas relagoes de comutagao entre
os operadores de spin continuam validas mas devemos impor o vinculo ) i ajﬂaw =S
pra garantir que S? = S(S + 1). Tal vinculo fixa o nimero de bosons em cada sitio e
ao ser introduzido a hamiltoniana d& origem a um termo de massa para as excitagoes.
Ao invés de representar os operadores de spin e quadripolo em termos dos bésons a, é

mais conveniente definir uma nova base b na qual estes operadores sao simétricos. Essa

base é definida como:

1
bn = —&=(aj—1—a;1), 7.8
1 NG (@1 —ai1) (7.8)

—1i
bi = —\a; - _'_ai ) 79
2 7% (@i 1+ ain) (7.9)
bis = aio, (7.10)

e termos dela os operadores de spin sao representados como:

S <bi2Tbi3 . bjgbiz) (7.11)
S = =i (bl = by (7.12)
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J& os operadores de quadripolo sao reescritos da seguinte forma:

QY = % (bjlbﬂ 4 blbis — 2bj3bi3) : (7.14)
QY = (bﬂbzl 12> (7.15)
Q" = (bublz + b, Zl) (7.16)
QF = (bfg i + iy u) (7.17)
Q= = (bngﬂ#—bﬂb ) (7.18)

. t o . )
O vinculo permanece da mesma forma, Zﬂ bi,bip = S, e apos alguns calculos os ope-

radores bilinear e biquadratico sao descritos em termos de b por:

(Si-85) = 3 (Bhbub] biu — bbbl by (7.19)
[7%%
e
2= blbubl,bi + 1, (7.20)

com u,v = 1,2,3. Note que todos os termos sao de quarta ordem. Ao usar o for-
malismo em SU(2) isso ndo ocorre pois as componentes de quadripolo nao podem ser
descritas somente com dois operadores bosonicos e assim a hamiltoniana, nesse caso, é
composta também por termos de ordem oito. Como s6 podemos trabalhar com termos
quadraticos, o caso com apenas termos de ordem quatro é mais conveniente uma vez
que é necessario aplicar o desacoplamento de Hubbard-Stratonovich uma tnica vez.

Por meio dos bésons b, a hamiltoniana ([.I]) é expressa do seguinte modo:
H = Z |:(J2 - Jl)AI]AZ] + Jl : BIJBZJ Z] y (721)

onde os operadores A;; e B;; sao definidos como:

ij = Z billbjﬂ e Bij = Z b;ubjﬂ' (722)
H M

No limite J; = Jy temos o modelo ferromagnético SU(3) que apresenta OLA
em altas dimensoes assim como uma fase nematica, e o caso J; = 0 representa o
antiferromagneto SU(3), invariante sobre transformacoes conjugadas na rede de Néel.

A simetria SU(3) é quebrada para os valores restantes de J; e Jy e a simetria nesse
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caso é SU(2). No trabalho desenvolvido estaremos interessados somente no intervalo
J1 > |J2|. Os valores de J; e J sdo determinados pela forma com a qual a hamiltoniana
é desacoplada. Existem diversas maneiras para realizar o desacoplamento e a escolhida
para o trabalho fornece resultados somente no intervalo |J;| < J;. Como de costume,
os termos quadraticos sao desacoplados via a transformacao de Hubbard-Stratonovich

[62,63]:
ALy = A(AL+Ay) - A2, (7.23)
BB, — B(Bjj+3ij)—32, (7.24)

sendo A = (AZTJ-) = (A;;) e B = (ng) = (B,j). Apos implementar o vinculo por meio

de um multiplicador de Lagrange \; e separar os termos constantes temos que:

H = _% [(J2 = J)A? + 1B = NSA+ A Y bl by, +
i,
30| = A (AL + Ay) + 1B (B + By (7.25)
(4.4

onde também foi adotado um valor médio constante A para ;.

Devido ao fato da honeycomb nao ser uma rede de Bravais, a transformacao de
Fourier deve ser feita com mais cuidado que no caso da rede quadrada. Se i é um
sitio de sub-rede A e j um sitio de B entao a diferenca r; — r; nao é um miltiplo do
vetor de rede e a transformacao de Fourier nao é véilida. Resolvemos esse problema

transformando as sub-redes separadamente de tal forma que:

2 )
by = ’/N y et (7.26)
k

2 .
bip = 1 /N > ey, (7.27)
k

para as sub-redes A e B, respectivamente. A hamiltoniana no espago dos momentos é

expressa portanto como:
1 At Bt Bty At x
H = Hy+ zk: 1305 = J)A (B + 010 k)

+301B (WA e+ Wb ) + A (belbid, + b ) + b, (7.28)
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na qual H, sao todos os termos constantes e v = e'?k|y| é fator de estrutura para a

rede honeycomb dado por:

L ke V3R V3k,

ks
+ cosk, + 2isengcosT —dsenk, | . (7.29)

Diferente da rede quadrada, o fator de estrutura nao é real o que é um problema uma
vez que praticamente todos resultados fisicos que obtemos do formalismo bosonico de-
pendem dele. Observe também que as duas sub-redes estao acopladas na hamiltoniana
(C28) o que dificulta na diagonalizacao do modelo. A situagdo aqui é semelhante
ao caso de osciladores harmonicos acoplados e ambos problemas, o fator de estrutura
complexo e o acoplamento das sub-redes, sao resolvidos ao definir dois novos tipos de

operadores ¢y, e ¢y}, por meio da transformagao:

ok

e
b, = ﬁ@@+@% (7.30)
B ek 1

bkﬂ — (_chu + Ckﬂ) . (731)

V2

Nas equagoes acima, a fase complexa e’¥x é a mesma que aparece no fator de estrutura
e dessa forma ambas se anulam de modo a produzir resultados reais. E importante
ressaltar que a transformacao acima mantém a relacao comutativa entre os operadores
e portanto o caracter bosonico da teoria é conservado. Escrita na nova base, a hamil-

toniana é:

1 It 771 oI 1 I 7711 QIT
H=Ho+§§kjﬁkHﬁk+5§kjﬁk H R, (7.32)

onde BT = (¢, i, il ¢, o Coks), com a = I, 11 e as matrizes H' e H'! sio
dadas por:

- A—3JiB 3(J1 — Jr)A
HI: 1 |’Yk| ( 1 2) |7k| (733)
3A(Ja — J)|lw| A —=34B|n

- A+34B 3(J1— J)A
A 1Bl 3(J1 = J2) Al _ (7.3)
3A(J, — J)|| A+ 3Bl

A hamiltonianas (7.33) e (Z.34) sao diagonalizadas pela transformagao de Bogoliubov
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[65-67] (que garante uma nova base também bosonica) na qual definimos os operadores:

Oz{w = Coshﬁkckﬂ — senh@lfcM en (7.35)

Oz{(L = coshf! cﬂﬂ — senhf! CHII“ (7.36)
ou inversamente:

ck, = coshfiai, + senhfha’l (7.37)

cﬁt = cosh@”akﬂ + senhfa’ll (7.38)

Os angulos 6] e 6] sio definimos de modo a anular os coeficientes nao-diagonais das

matrizes H! e H'!. Isso é feito ao exigir que os angulos satisfacam as relacoes:

A— 3B
cosh20] = M, (7.39)
E;
—J1)A
senh26l = 3=y |7“|, (7.40)
Ep
B
cosh20! = w, (7.41)
EII
senh2glt — 32 = J)AMN (7.42)
EII
onde E; e Err sao as auto energias definidas como:
2 2
By = 4/ (0= 34 Blw)* = (BAC — 1)) (7.43)
e
Ery = 4/ (0 + 34 BIn)? = (BACL — J)lnel)*. (7.44)

A hamiltoniana na forma diagonal é expressa entao por:

H=Hy+Y Y (afja;; )Et (7.45)
k t=IIT
O passo seguinte é a determinacao dos valores médios A, B e A\. De modo a
levar em conta a influéncia da temperatura no sistema, os parametros da teoria de
campo médio sao determinados minimizando a energia livre de Helmholtz que no caso
¢ dada por:
1

F = —ET&« (Ine~?)

= Ho+ % ; {m {senh (%)] +1In [senh (55”)] } . (7.46)
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Ao exigir g—f = g—F = g—g = 0, encontramos as seguintes equagoes auto-consistentes:
3 3 BE[ )\—3J18|’)/k‘ BE[[ )\+3J18|’)/k‘
S+-=— E th th 7.47
+2 5N a {co ( 5 ) B, + co 5 Err ,( )

3 BEr\ 3A(Jy — Jh) BE\ 3A(Jy — Jp)
A= —ﬁ; {coth( i ) 5 +coth( 5 ) =" } IVie|? (7.48)

3 6E[[ )\+3J13|’yk| ﬁE[ A — 3le|/7k|
B=— th — coth 4
QNzk: [CO ( 2 ) Erp 0 2 By Il (749)

na qual as somas sao realizadas dentro da primeira zona de Brillouin. Como pode ser
notado, encontrar solucoes exatas para as equacoes acima é impossivel e os métodos
aplicados consistem em aproximagoes auto-consistentes. Vamos tratar separadamente
0s casos com temperatura nula daqueles em temperatura finita. Comecamos no limite
T = 0 no qual consideramos a condensacao dos bdsons no estado de menor energia e

na secao seguinte lidamos com o caso de baixas temperaturas.

7.2 Solucoes em temperatura nula

Em T = 0 as equacgoes auto-consistentes nao admitem solucao e como ja foi dito
isso estd associado a condensacao dos bdésons em um estado sem gap de energia. Se-
gundo Takahashi [57,68], uma vez que o sistema nao apresenta solugoes, é esperado um
ordenamento de longo alcance nos spins. Isso ocorre pois durante o desenvolvimento da
teoria nao é adotada nenhuma direcao preferencial mas, a partir do momento em que
ha a quebra da simetria O(3), os spins escolhem uma dire¢ao ideal e a hipdtese inicial
nao é mais valida. Para contornar o problema, os termos divergentes sao separados
na integracao e ¢ introduzida uma nova quantidade p que mede o nivel de conden-
sacao dos bosons. Como as sub-redes sao tratadas separadamente, vamos considerar
que a condensagao ocorre em torno do ponto k* = (0,0) e ndo em (0, 2—’;) (no caso
antiferromagnético) como ¢ habitual na rede honeycomb. Em torno de k* as energias

quando expandidas até termos de segunda ordem sao dadas pelas relagoes de dispersao

E[I \/A%+k20% e E[[ = \/A%I+k20%1, (750)

relativisticas:
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com
Ar=+/(A\=3J1B)% — (3(J; — J;)A)? (7.51)
e
A=/ (A +3J1B)? — (3(J, — J;)A)? (7.52)
sendo os gaps de energia, enquanto
1
cr = \/5 <3J18 — 9J1282 + 9<J1 - J2)2A2) (753)
e
1
crr = \/5 (=31B —9J2B2 + 9(J; — J5)2A?), (7.54)

sao as velocidades das onda de spin para os estados I e I, respectivamente.
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Figura 7.3: Os parametros A e B em funcao de J, (em unidades de .J;).

No caso |J5| < Ji, ocorre a condensagao no estado de energia E; e dessa forma
A; = 0 enquanto o gap Ay é finito. Portanto a equagio para A; fornece A = 3(J; B +
(J1 — J2)A) e apos a separagao dos termos divergentes, as equacoes ([T46), (T.47) e

((C48)) sao expressas na forma integral como:

. 3 3 2 )\—3J13"}/k‘ )\+3J13"}/k|_
- (s+ 2) 20/ d k[ p ey AT (7.55)

3 BA(J, — J)Ind® | 3A(Js — J1)|nd?]
A=p—— [ &’k 7.56
p 20'/ [ E] + E[[ ( )
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—3hLB B
B=—p+ i/ 42k _(>‘ 3J1 |7k‘)‘7k| + ()‘_'_ 31 |7k|)|7k‘ : (757)
20 E; Eqr

onde o = 38—\7/% é area da primeira zona de Brioullin. As equacoes sao resolvidas numeri-

camente escolhendo-se valores iniciais para A e B e aplicando o método de interacao
padrao. Os valores dos parametros A e B em funcdo de J, (em unidades de J;) sdo
mostrados no grafico (Z3]). Como pode ser notado, a variagdo dentro dos limites con-
siderados é pequena, principalmente para o valor de A.

Uma vez conhecidos os parametros A e B todas as quantidades fisicas podem
ser obtidas. No gréfico (Z4) temos o nivel de condensa¢ao p em fungao da constante
biquadratica J, (em fungao de J; = 1). Como foi mostrado no capitulo B, a mag-
netizacao esta diretamente relacionada ao nivel de condensacao e portanto o sistema
apresenta OLA em temperatura nula. Os valores obtidos estao entre sessenta e setenta
porcento, abaixo dos encontrados numa rede quadrada que sao proximos de 0,8. Como
esperado, devido ao menor niimero de interagoes entre vizinhos, as flutuacoes quanticas
tem uma influéncia maior no desordenamento do sistema.

’
0.68 :
0.66 :
0.64 :

0.62
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Figura 7.4: Nivel de condensacao p em funcao de Jo (em unidades de J;).

Na figura ([.5]) é mostrado a velocidade das ondas de spin para os dois modos I e
I1. As duas velocidades tém valores proximos e comportamentos semelhantes. Ambas
apresentam um decaimento quase linear com o aumento da constante biquadrética e

extrapolando tal resultado podemos encontrar o pontos elas se anulam. Porém, tal
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extrapolacao deve ser feita com cuidado pois esta além dos limites para os valores de
Jo vélidos. Na referéncia [79], Ann Mattson encontra um comportamento semelhante
da velocidades das ondas de spin em funcao da constante de interacao entre segundos

vizinhos.

-04 -02 0.0 0.2 04

Figura 7.5: Velocidade das ondas de spin ¢; e cs.

Para o modelo de Heisenberg na rede quadrada é conhecido que o valor minimo
do spin para o qual a magnetizagdo é ndo nula esta em torno de 0,19 [75] e portanto
o sistema é sempre ordenado para T = 0. A inclusao de termos extras & hamiltoniana
assim como mudancas na estrutura da rede afetam esse valor critico para o spin. No
grafico (6] é plotado o valor de spin que separa as fases com ordem de longo alcance e
desordenada em func¢ao da constante biquadratico J,. O maior valor de S, ocorre para
Jo = 0.5J; e esta proximo de 0,4. Dessa forma, o sistema apresenta ordenamento para
qualquer valor de spin fisicamente aceitavel. Uma extrapolagao sugere que para algum
valor de J; o ponto critico S, exceda 0.5 o que tornaria possivel um estado de liquido
de spin porém, deve se tomar cuidado com tal raciocinio uma vez que altos valores de
S, estao relacionados & pequenos niveis de condensagao. Para baixas condensagoes,
a teoria deve ser corrigida de modo a levar em conta a ocupacao de outros estados
energéticos (o que no caso nao foi feito). Além disso, o modelo desenvolvido se aplica
somente no intervalo |.J;| < J; e mesmo no limite J, = —J; o resultado encontrado nao

demostra uma possivel existéncia de estado desordenado em temperatura nula. Ann
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Mattsson e Per Frojdh [79] estudaram a estabilidade de Néel para a rede de honeycomb
com interacoes entre primeiros e segundos vizinhos. Os autores encontraram ordem de
longo alcance além do limite classico para grandes valores de S enquanto para spins

pequenos os resultados nao sao conclusivos.
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Figura 7.6: O valor critico para o spin S, que separa as regioes ordenada e desordenada

em funcao do termo biquadratico J;.

7.3 Resultados para baixas temperaturas

Resultados para temperaturas finitas podem ser obtidos resolvendo-se as equacoes
auto-consistentes (.46]), (C47) e (C48). Segundo o teorema de Mermim-Wagner, o sis-
tema é desordenado para T # 0 e portanto um gap nao nulo surge no espectro de
excitacao. Uma vez que as energias sao sempre positivas, nenhuma divergéncia ocorre
e os parametros A, B e A podem ser obtidos estipulando um valor inicial e integrando
as equacoes de campo médio consistentemente. Porém tal método nao é pratico se
os valores iniciais nao forem escolhidos apropriadamente e assim vamos adotar um se-
gundo método mais simples de ser aplicado. O procedimento utilizado [81,[82] é valido
somente no limite de baixas temperaturas no qual o gap de energia tem, no méximo, a
mesma ordem de grandeza da energia térmica T' (estamos adotando kg = 1) e devido

as simplificagoes adotadas sdo apenas qualitativos. Por meio das equagoes ((L.40) e
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(C55) o nivel de condensagao pode ser estipulado em temperaturas finitas como:

2 _

2 o E; 2 Err 2
3 d’k [N\ — 318 Mo — 3J1B

__/ [ 0 1 O|'Yk| i 0 1 0|"Yk|:|’ (7.58)
2 o Eo 1 Eo 11

onde os parametros com um subindice 0 sao referentes as solugoes obtidas em tem-
peratura nula via a condensagao dos bdésons de Schwinger. Veremos mais adiante
que a variacao de A, B e \ para temperaturas dentro do limite adotado é pequena e
serd tomada como desprezivel. O primeiro passo é dividir a integral acima em duas
regioes separadas pela energia cky; (a velocidade ¢ é da mesma ordem que ¢y e ¢j7). A
primeira regido é caracterizada por um disco circular em torno da origem (o ponto de
condensacao) de raio k < kj; enquanto a segunda regiao é a area restante da primeira
zona de Brillouin. k,; é o valor limite dentro do qual podemos usar a aproximacao
Er = /A% +k?? e Erp = /A%, + k2¢%,. Tal valor é subjetivo e depende da precisao
que desejamos obter sendo que para kjp; = 1 o erro maximo na energia F; estd em

torno de 10%. Uma vez que para T' = 0 ocorre a condensacao no estado E;, escrevemos

BEIr ~,
2

Eo; =keore Eorr = \/Ag ;1 +Kk2¢2 ;. Dentro da primeira regido temos que

BEr1

5 ) ~ 1 enquanto coth (5—51) ¢ mantido sem

%%1 > 1 e portanto vamos usar coth(
nenhuma aproximacao. J& na regiao externa, k > kj;, as energias nao sao pequenas o
suficiente para serem aproximadas pelas relagoes de dispersao relativisticas porém os
termos cotangentes podem ser tomados como unitarios. Dessa forma a equagao ((T.58)

¢ dada por:

kv 9rk dk A—3JB (1 — k—2> /A2 1 K22
2 Jo o VA? + K2 2T
A—3JlB( —k;) A0—3JIBO(1_1§) )\0+3JIBO< _kT?)

2 7 2 k
VA + K o1 \/Ag,u + k3¢

3/ de |:)\ - 3J18|’)/k| _ )\0 - 3J180"}/k| i )\—|— 3J18|’)/k|_
k>kys

+§ g Ey Eo,l Eqr
Aot 3J1Bo|7k|]

Eorr

(7.59)
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na qual a integral na regiao central foi escrita em coordenadas cilindricas. O segundo
e o quarto termo da primeira integral sao, dentro das aproximacoes, idénticos e se
cancelam mutualmente. O mesmo ocorre com os termos da segunda integral e assim a
tinicas contribuigoes a serem consideradas sao devido ao primeiro e ao terceiro termo da

integral sobre k < k,;. Considerando apenas termos de segunda ordem em k, obtemos:

/A2 2 2
In senh (M> — Insenh (AI)

6m(\ — 3J,B)T

2

p= 2T 2T

0Co,1

2
pocy

que ao adotar kyrc; > Ap, fornece Ap(T) = Te ™7 com k = 05

E importante ressaltar que o formalismo de Schwinger nao é o ideal para o trata-
mento em temperaturas finitas. Conforme mostrado por Fukomoto [83], alguns resul-
tados nao apresentam boa concordancia em baixas temperaturas com dados numéricos,
como por exemplo a susceptibilidade transversa (no caso, para o modelo XXZ ferro-
magneto). Contudo, no mesmo trabalho o autor também mostra que o calor especifico,
o comprimento de correlagao, e a energia interna, entre outros, quando calculados via
bosons de Schwinger para temperaturas finitas, fornecem resultados de acordo com os
previstos por simulacoes de Monte Carlo. O tratamento mais confiavel para T # 0
é feito por meio da chamada aproximagao harmonica auto-consistente (Self Consis-
tent Harmonic Approximation, SCHA), porém ele nao foi aplicado a esse trabalho. O
mesmo procedimento utilizado para se obter o gap A; pode ser usado para encontrar
a dependéncia térmica dos parametros A e B. Nesse caso o resultado é um comporta-
mento semelhante contudo as variagoes de A e B para baixas temperaturas sao uma
ordem menor.

Como é conhecido, o comprimento de correlacao £ é proporcional ao inverso do

gap e portanto:
eH/T

T

£ x (7.61)

Como esperado pelo teorema de Mermim-Wagner, o sistema é desordenado para tem-
peraturas finitas enquanto para 7' = 0 ele apresenta ordem de longo alcance. No grafico

(C1) é mostrado A; em funcao da temperatura para Jo = 0.25 (em unidades de Jy).
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Figura 7.7: Gap de energia A; em funcao da temperatura (em unidade de Jy).

Como A%, = A2 +12J, B, o comportamento de gap Ay é semelhante porém devido ao

fato de A; < 12J;B ~ 1 a variacao com a temperatura é menos perceptivel.



Conclusoes e perspectivas

Durante o trabalho realizado, estudamos alguns problemas em fisica da matéria
condensada relacionados a sistemas magnéticos nos quais foram considerados hamilto-
nianas dotadas de termos extras além do uso de redes nao convencionais. Tais sistemas
tém sido o centro das atencoes em diversas areas durante muito anos e ainda pos-
suem varias lacunas a serem preenchidas. Como exemplo, podemos citar a procura
por materiais magnéticos bidimensionais que nao apresentam nenhum tipo de orde-
namento mesmo em temperatura nula, os chamados liquidos de spin. Tais sistemas
j& sao preditos ha mais de duas décadas e apenas recentemente os primeiros experi-
mentos comegaram a confirmar a sua existéncia [24,[77,[78]. Vérios modelos teoricos
tém sido propostos a suportar tais fases do magnetismo e durante o nosso trabalho
apresentamos algumas caracteristicas que também podem levar a um estado desorde-
nado em temperatura nula em sistemas bidimensionais. Sistemas dopados também sao
constantemente citados pela comunidade cientifica. Obviamente, produzir amostras
com altos graus de pureza nao é uma trabalho simples e mesmo pequenas quantidades
de defeitos sao capazes de mudar drasticamente as propriedades dos materiais, como
ocorre em supercondutores. Dessa forma o conhecimento da dopagem de tais sistemas

¢ de extrema importancia.

Nos dois primeiros trabalhos estudamos alguns aspectos do modelo sigma nao-
linear O(3). Como ja é amplamente conhecido, tal modelo pode ser usado como apro-
ximagao continua para diversos sistemas magnéticos. Obtemos que a introducao de um
termo anisotropico ao MSNL cria uma separacao entre duas fases distintas. Embora tal
modelo anisotropico nao descreva exatamente um sistema magnético com anisotropia,

os resultados encontrados sao por si muito interessantes. Devido as flutuacoes quanti-

89
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cas, as solucoes topoldgicas suportadas passam a apresentar interagoes que nao existem
classicamente. Vimos que entre os spinons (isto é, os modos coletivos que compoem
o skyrmion) existe uma forga atrativa quando o termo anisotropico esta no intervalo
—1 < A < 0. Tal interacao leva ao confinamento das excitacoes de spin e o sistema
apresenta ordem de longo alcance. Por outro lado, quando A > 0 a interacao entre
0s spinons é repulsiva, temos um estado de deconfinamento e o sistema é portanto
desordenado. O deconfinamento é semelhante ao apresentado pelos quarks na cro-
modinamica quantica, inclusive no tipo de repulsao. Tais resultados sao analiticos e
simulagoes computacionais também foram realizadas para verificar a dependéncia com
o termo de anisotropia. Contudo, nenhum dado conclusivo pode ser obtido por meio
de tais simulacoes uma vez que nao foi possivel estabilizar as solucoes topologicas para

uma rede discreta e finita com acoplamento antiferromagnético.

No segundo problema abordado foi estudado como a presenca de um defeito
na rede afeta a solucao topologica. O defeito é considerado como um disco cilindrico
nao magnético de raio p cujas dimensoes sao pequenas comparadas ao tamanhos do
skyrmion e do sistema, R e L respectivamente. Encontramos que, dentro das aproxi-
macoes adotadas, o centro do skyrmion interage com o defeito por meio de um potencial
quadratico na separacao entre os dois e portanto a excitacao executa um movimento de
oscilacao harmonica simples. Encontramos que a frequéncia das oscilacoes dependem
diretamente do tamanho do defeito e do inverso de R? estando qualitativamente de

acordo com outros trabalhos sobre o assunto [51].

Para os outros dois trabalhos desenvolvidos foi adotado o formalismo bosonico
de Schwinger ao invés do tradicional MSNL. Devido aos termos extras considerados,
a representacao por meio de bosons se mostrou mais adequada que a aproximagao
continua. O primeiro desses trabalhos teve como foco o estudo do modelo de Heisenberg
biquadratico e anisotropico na rede quadrada em 7" = 0. O termo de anisotropia
novamente tem um papel importante e separa o sistema entre fases ordenadas e de-
sordenadas (semelhante ao primeiro trabalho). O termo biquadratico foi introduzido
como uma corre¢ao na hamiltoniana para sistemas de spin-1 (o caso anisotropico com

spin-1/2 nao apresenta nenhum interesse fisico). Encontramos que as duas fases sao
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separadas por um valor critico D, da constante anisotropica. Para D < D, temos a fase
de D pequeno para o qual as excitacoes sobre o estado fundamental sao nao massivas
e uma OLA é alcancada. Na chamada fase de D grande com D > D., as excitagoes
apresentam gap de energia e dessa forma o sistema apresenta um comprimento de
correlacao finito. Vimos também que nos limites considerados o termo biquadratico
nao tem um papel tao significativo quanto o termo anisotropico.

Por tltimo, estudamos o modelo biquadratico sobre uma rede hexagonal do tipo
honeycomb. Nesse caso, a geometria tem um papel importante uma vez que devido ao
menor nimero de vizinhos (ou seja, menos interagoes), os spins sdo mais sensiveis a
flutuagoes sobre o estado fundamental. Contudo, ao contrario da rede de kagomé (que
também é hexagonal), ndo existe nenhuma frustragio geométrica e assim encontramos
que o sistema apresenta magnetizacao em temperatura nula para qualquer valor de
spin. Para temperaturas finitas, os resultados encontrados estao de acordo com os
previstos pelo teorema de Mermim-Wagner, desordem e excitagoes com gap de energia.
O comportamento do gap de energia é semelhante ao encontrando para o modelo de
Heisenberg tradicional, porém é importante ressaltar que os bésons de Schwinger nao
sao o melhor tratamento para temperaturas finitas e os resultados devem ser tratados
qualitativamente.

Os dois primeiros trabalhos ja foram publicados em importantes periddicos
[84,185] enquanto os dois seguintes ainda estdo em processo de finalizagdo. Esperamos
num futuro préoximo retornar a alguns pontos que nao foram possiveis ser concluidos
durante o desenvolvimento da pesquisa, como por exemplo as simulacoes computa-
cionais, nao somente para o primeiro trabalho mas também para os dois tltimos mo-
delos apresentados. Também temos como perspectiva, a inclusao de novos termos a
hamiltoniana como a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya que se tem se mostrado a
grande responsavel pela observagao experimental de skyrmions em sistemas magnéti-
cos. Outro tépico de interesse é a influéncia da geometria nas propriedades do sistema.
A aplicacao de teorias bosonicas em sistemas frustrados ainda nao estd amplamente
estabelecida e, embora existam alguns trabalhos nessa 4rea, muitos problemas ainda

aguardam solucgoes.



Apéndice A

Transformacao de

Hubbard-Stratonovich

Diversos problemas, como os apresentados nos capitulos [ e [l possuem in-
teracoes de quarta ordem ou maior porém, somente acoes quadraticas podem ser in-
tegradas de modo a obter algum resultado de interesse. A reducao dos termos de ordem
maior é feita pela transformacao de Hubbard-Stratonovich. Tal método é baseado numa
teoria de campo médio e somente no limite de infinitas interagoes ele fornece resultados
exatos. Nos modelos estudados o nimero de interagoes é finito e portanto os resultados
obtidos sao aproximados de forma a obter os melhores valores possiveis.

O ponto inicial para o desacoplamento via Hubbard-Stratonovich é a identidade:

e’ = \/§ / emoe 20 gy (A1)
T —00

na qual T é o valor médio de . A demostracao pode ser feita facilmente completando
o quadrado no expoente do lado direito e integrando sobre o termo z — Z. O mesmo
procedimento pode ser aplicado aos casos N-dimensionais e também as integrais de

caminho, como por exemplo:

/ DA et (A.2)
A partir da igualdade:
(AL = (AL (A = (Ay) = AL A — (A AL — (ALY A + (AL (A), (A3)
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e adotando os valores médios (Azj) = (A;;) = A temos que:

/ DAe~ A FAG) / D Ae— AL =A (A —A)+ AL A

— NeAAu (A.4)

onde A é uma constante de normaliza¢ao. Por meio das equagoes (A.2)) e (A.4) fazemos
a substituicao:

.A;-rj.Aij — A <.A;r] + .AZ]) — A2 (A5)

na acao mediante a inclusao de uma integral sobre o termo constante A. O valor
de A pode ser determinado, por exemplo, através da minimizacao da energia livre de
Helmholtz F = — 3~ 'Tre ##/2. Nos trabalhos realizados, o termo A;; est4 relacionado
ao produtos de dois operadores bosonicos e dessa forma conseguimos reduzir as agoes

de ordem quatro para modelos quadraticos.



Apéndice B
Transformacao de Bogoliubov

Teorias bosonicas, como por exemplo os bosons de Schwinger apresentados no
capitulo B sao identificadas por obedecerem a relagoes de comutacao. Em geral as
hamiltonianas que descrevem sistemas bosdnicos nao sao diagonais e para obter o es-
pectro de energia é necessaria a aplicacao de transformacoes candnicas que mantenham
as relagoes de comutacao entre os operadores. Vamos considerar apenas o caso mais
simples no qual temos somente um tipo de operador bosonico a (os casos mais compli-

cados podem ser tratados exatamente da mesma forma). Definimos o vetor:
a= (B.1)

e seu conjugado af = (aT a), onde a' e a sdo os operadores de criacao e destruicio,
respectivamente. As posi¢oes dos operadores cria¢ao/destrui¢ao podem ser alternadas

por:
al

Yoo = e aoly= (a aT) , (B.2)
a

na qual a matriz v é definida como:

01
v = : (B.3)
10

As relagoes de comutacao sao entao representadas de forma simples:

a,al a,a 10
faal] = [ L] a1}

[aT, aq [aT, a} 0 —1 (B4)

Il
=
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Definimos a nova base (diagonal) pela transformagao linear:

b u -V a
bt -Y X al
A transformacao é canonica se, e somente se, a relagdo de comutacao é mantida, ou

seja 3, B1] = n. Portanto temos que:

n="T]|a, oﬁ] Ty = TyyT'y & ToT, = o, (B.6)
com o = 77. Vamos aplicar essa transformagao na hamiltoniana quadrética:
1
H = Z [Mijagai + 3 (Nijaga} + Ng}aiajﬂ , (B.7)
ij

com M;; e N;; matrizes constantes que fornecem os acoplamentos entre os operadores

a e a’. Se H é hermitiana entdo M = MT e N* = N e em termos do vetor « temos:
1 1

H= ioﬂﬁm = 5T, (B.8)
na qual
. M N
H= . (B.9)
N* M*

Na nova base a equacao (B.7) é escrita como:
1 _
H= 55TnTnHT’1B — H,, (B.10)

com Hy um termo constante (dado pelo traco de M). Na equagdo acima foi usada
a relacio TnT'n = I obtida a partir da equacao (B.6) ao exigir que b’ e b sejam
conjugados hermitianos. Note que a transformacgao canonica diagonaliza a matriz nﬁ]
e dessa forma os autovalores E da energia sao encontrados corretamente ao trabalhar

com a matriz nH ao invés de H. Finalmente temos:

1 .
H = 55”}% — Ho, (B.11)
na qual a matriz £ é dada por:
- E 0
E= : (B.12)
0 —F

O método descrito é conhecido como transformacao de Bogoliubov [67] e embora tenha
sido usado no tratamento do caso bosonico, com algumas mudancas ele também pode

ser aplicado a fermions.
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