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RESUMO
MOURA, Ant�nio Ribeiro de, Universidade Federal de Viçosa, dezembro de 2011.Estudo analíti
o de sistemas de Heisenberg bidimensionais dopados e 
oma
oplamentos anisotrópi
o e biquadráti
o. Orientador: Afrânio RodriguesPereira Co-Orientadores: Winder Alexander de Moura-Melo e Daniel Heber TheodoroFran
o.No trabalho desenvolvido estudamos alguns modelos magnéti
os por meio de duas abor-dagens diferentes. Nos dois primeiros foi usada a aproximação 
ontínua para o antiferro-magnetismo dada pelo modelo sigma não-linear O(3) (MSNL). Tal modelo é semelhan-te à teoria de Yang-Mills e possui 
omo soluções 
on�gurações de origem topológi
a,os 
hamados skyrmions. Ini
ialmente estudamos 
omo um termoanisotrópi
o (seme-lhante à uma anisotropia magnéti
a) in�uen
ia nas soluções. Notamos que devido àperturbações quânti
as surgem interações no 
ampo de spin que não existem no nívelsemi-
lássi
o. No outro trabalho veri�
amos que a in
lusão de uma impureza não mag-néti
a 
ria um poten
ial do tipo harm�ni
o entre o skyrmion e o defeito, que leva aoaprisionamento da solução topológi
a. Tal 
ara
terísti
a tem se mostrado importantepara diversas apli
ações em materiais magnéti
os. Também estudamos outros doismodelos por meio das transformações bos�ni
as de S
hwinger. Mostramos que devidoao termo de anisotropia para o modelo biquadráti
o na rede quadrada o
orre a sepa-ração entre uma fase ordenada e outra desordenada. Por último, apli
amos a teoriabos�ni
a para o modelo biquadráti
o na rede hexagonal de honey
omb e fazemos umestudo tanto para T = 0 quanto baixas temperaturas.vii



ABSTRACT
MOURA, Ant�nio Ribeiro de, Universidade Federal de Viçosa, Dezember, 2011.Analyti
al study of bidimensional Heisenberg systems doped and withanisotropi
 and biquadrati
 
ouplings. Advisor: Afrânio Rodrigues Pereira Co-Advisors: Winder Alexander de Moura-Melo and Daniel Heber Theodoro Fran
o.In the work development we have studied magneti
 models by two di�erent approa
hes.In the two �rst models was used the 
ontinuum approximation to anti-ferromagneti
given by O(3) non-linear sigma model (NLSM). This model is similar to the Yang-Millstheory and it is well known that it supports topologi
al 
on�gurations as solutions, theso-
alled skyrmions. Initially we have studied how an anisotropi
 term (similar tomagneti
 anisotropy) in�uen
es in the solutions. We have noted that quantum pertur-bations are responsible for spin �eld intera
tions that do not exist in a semi-
lassi
allimit. In another work, we veri�ed that the in
lusion of a non-magneti
 impurities
reates a harmoni
 potential intera
tion between the skyrmion and the defe
t. Thetopologi
al solution is restrained by defe
t and that 
apture is important to many ap-pli
ations in magneti
 devi
es. We also have studied other two models by S
hwingerbosoni
 transformations. In one of them, it has shown a separation between an orderedand disordered phases to biquadrati
 model due to an anisotropi
 term. Finally, wehave applied the bosoni
 theory to biquadrati
 model in a honey
omb hexagonal latti
eto T = 0 and low temperatures.

viii



Introdução
Podemos dizer 
om bastante 
erteza que físi
a da matéria 
ondensada (FMC)é uma das áreas mais promissoras e atraentes da físi
a atual. Inúmeros avanços te
-nológi
os e 
ientí�
os se devem ao estudo de novos materiais e suas propriedades. Comoexemplo, podemos 
itar o mais novo 
andidato a revolu
ionar a industria eletr�ni
a,o grafeno. O grafeno é uma material bidimensional formado por átomos de 
arbonodispostos em uma rede hexagonal do tipo honey
omb (algo 
omo a estrutura de uma
olmeia de abelhas). Embora os primeiros trabalhos sobre o grafeno datem do �nalda dé
ada de 40 (Walla
e [1℄ foi o primeiro a es
rever sobre a estrutura de bandas ea mostrar o 
omportamento semi-metáli
o in
omum do grafeno) apenas re
entementefoi possível a fabri
ação de tal material. O grafeno tem se mostrado muito promissor,não só pelo seu poten
ial para ser o substituto do silí
io na fabri
ação de transistores(modelos de 100 GHz já foram 
onstruídos pela IBM [2℄) mas também por ser umótimo laboratório para teorias ainda não 
omprovadas. O paradoxo de Klein é umadessas teorias. Em 1929, Os
ar Klein [3℄ obteve um resultado surpreendente ao estudaro problema do tunelamento de partí
ulas no limite de altas energias. Usando a equaçãode Dira
, Klein mostrou que quanto maior a diferença entre o poten
ial e a energia derepouso da partí
ula (mc2) maior será a taxa de transmissão através da barreira. Nolimite no qual as partí
ulas envolvidas não tem massa, é possível veri�
ar o paradoxode Klein para um poten
ial �nito (para partí
ulas massivas, a taxa de transmissãomáxima o
orre para um poten
ial in�nito). No 
aso do grafeno, devido ao poten
ialperiódi
o da rede, os elétrons têm uma massa efetiva nula e portanto ele é um meioideal para se testar a hipótese de Klein. O grafeno também tem sido usado 
omoum meio para testar a teoria gravita
ional em superfí
ies 
urvas. Até pou
o tempo1



2experimentos dessa espé
ie só eram imagináveis de realização em es
alas astron�mi
asmas em 
ertas 
ir
unstân
ias eles podem ser reproduzidas dentro de um laboratório. Afísi
a de um 
one formado através do 
orte de um setor 
ir
ular de uma folha bidimen-sional de grafeno é des
rita pelas mesmas equações da teoria gravita
ional de Einstein.É realmente in
rível pensar na possibilidade de reproduzir eventos estrelares na pontado lápis.

Figura 1: Estrutura hexagonal dos átomos de 
arbono no grafeno. Essa estruturadenominada honey
omb tem geometria semelhante a uma 
olmeia de abelha.Mas não é somente 
omo laboratório para outras teorias que a FMC sobrevive.Muitas vezes, outras áreas tomam emprestados 
on
eitos desenvolvido em matéria 
on-densada e os apli
am em teorias mais 'elementares'. Vejamos o 
aso do me
anismo deAnderson-Higgs que expli
a porque fótons não tem massa enquanto as partí
ulas medi-adoras da força eletrofra
a, Z0, W− e W+ são massivas. Segundo essa teoria, o bósonde Higgs, 
uja 
omprovação experimental pelo LHC é esperada para os próximos anos,é o responsável por essa diferença. Embora a teoria de Anderson-Higgs des
reva umaquestão fundamental e de extrema importân
ia, ela é baseada no efeito Meissner dateoria BCS para a super
ondutividade. Outro exemplo entre a 
onexão de físi
a dealtas energia e matérias 
ondensada é a semelhança entre a teoria de Yang-Mills e omodelo sigma não-linear O(3). Enquanto a primeira des
reve a interação eletrofra
a, asegunda é usada para expli
ar sistemas ferro e antiferromagnéti
os. Podemos esperarportanto que mesmo modelos simples quando apli
ados em físi
a da matérias 
onden-sada forneçam importantes ideias para a solução de problemas mais 
ompli
ados.Em espe
ial, sistemas magnéti
os são de grande interesse para a físi
a da matéria



3
ondensada. Ao 
ontrário de outras áreas de pesquisa, 
omo super
ondutividade, queainda está longe de ser amplamente apli
ada, dispositivos magnéti
os são en
ontradosem prati
amente todo tipo de aparelho eletr�ni
o. Com o 
res
ente uso da mídia digital,a demanda por dispositivos de armazenamento magnéti
o é 
res
ente, o que tem 
on-tribuído para enormes in
entivos �nan
eiros nessa pesquisa. Por outro lado, sistemasmagnéti
os também têm se mostrado úteis na área médi
a. Re
entemente, um grupode pesquisadores ameri
anos desenvolveram um tratamento para um tipo espe
í�
o de
ân
er que tem 
omo base sistemas magnéti
os [4℄. Após a injeção de mi
rodis
os mag-néti
os nas 
élulas 
an
erígenas, os médi
os apli
aram um 
ampo magnéti
o os
ilanteque em pou
os minutos foi 
apaz de matar quase a totalidade das 
élulas doentes.Esse trabalho pioneiro é baseado na existên
ia de vórti
es magnéti
os nos mi
rodis
os,fato 
omumente estudado pelos físi
os da matéria 
ondensada há mais de uma dé
ada.Do ponto de vista teóri
o sistemas magnéti
os também se mostram atraentes. Váriosfen�menos em teoria quânti
a de 
ampos são fa
ilmente observados e estudados sob oolhar do magnetismo em matéria 
ondensada. Podemos 
itar por exemplo a quebraespontânea de simetria O(3) no ferromagneto que origina os mágnons (famosos modosde Goldstone) ou mesmo as transições entre fases 
om ordem de longo al
an
e e fasesdesordenadas.Nos próximos 
apítulos serão apresentados quatro trabalhos desenvolvidos emsistemas magnéti
os de interesse para a 
omunidade 
ientí�
a. Os dois primeiros foramrealizados por meio de uma aproximação 
ontínua do antiferromagnetismo, o 
onhe
idomodelo sigma não-linear e tem 
omo objetivo estudar as soluções topológi
as do modeloassim 
omo o efeito de impurezas magnéti
as e termos de anisotropia. Nos outros doistrabalhos é adotado o formalismo dos bósons de S
hwinger para identi�
ar as tran-sições de fase quânti
a no modelo biquadráti
o anisotrópi
o e os aspe
tos prin
ipais domodelo biquadráti
o em uma rede não 
onven
ional, no 
aso a honey
omb hexagonal.A divisão dos 
apítulos é 
omo segue. No primeiro 
apítulo é dada uma introduçãosobre sistemas ferro e antiferromagnéti
os in
luindo os métodos mais utilizados em seutratamento e as prin
ipais 
ara
terísti
as de tais sistemas. No 
apítulo 2 é apresentadoem mais detalhes o modelo sigma não-linear, suas soluções e apli
ações em espe
ial



4nos sistemas antiferromagnéti
os. O ter
eiro 
apítulo é dedi
ado ao estudo do modelosigma não-linear a
res
entado de um termo anisotrópi
o, que 
omo veremos in�uen
iadrasti
amente no 
omportamento geral do sistema. No 
apítulo seguinte é estudado
omo defeitos não magnéti
os interagem 
om as soluções topológi
as para antiferromag-netos bidimensionais. No 
apítulo 5 é feita uma revisão sobre representações bos�ni
as,de S
hwinger em espe
ial, e os métodos utilizados juntamente 
om tais representaçõespara a solução dos problemas apresentados nos dois 
apítulos seguintes. O modelobiquadráti
o anisotrópi
o é tema do 
apítulo 6 enquanto o modelo biquadráti
o narede honey
omb é tratado no 
apítulo 7. Finalmente são apresentadas as 
on
lusões eperspe
tivas para trabalhos futuros.



Capítulo 1
Aspe
tos gerais

Nesse 
apítulo trataremos de alguns aspe
tos gerais a respeito dos sistemas ferroe antiferromagnéti
os, em espe
ial o segundo 
aso. Vamos analisar alguns termos ex-tras que podem ser adi
ionados à hamiltoniana e também o papel do tipo de rede(quadrada, triangular, hexagonal, entre outras) sobre o sistema. Veremos as diferençasentre as soluções 
lássi
as e quânti
as e 
omo o spin in�uen
ia fortemente o 
aso quân-ti
o, prin
ipalmente em baixas dimensões. Será apresentada uma rápida revisão sobreos prin
ipais métodos para o tratamento do magnetismo em matéria 
ondensada (osmétodos mais utilizados durante o trabalho são tratados em mais detalhes nos 
apítulosposteriores) bem 
omo os teoremas de maior relevân
ia para nossa pesquisa.1.1 A hamiltoniana de HeisenbergVamos 
omeçar pelo ponto 
omum em todos trabalhos sobre magnetismo: ahamiltoniana de Heisenberg, des
rita pela equação:
H =

∑

〈i,j〉
JijSi · Sj (1.1)na qual a soma 〈i, j〉 é feita sobre vizinhos (geralmente sobre primeiros vizinhos, porém
asos 
om interações mais distantes também podem ser 
onsiderados) e Jij é a 
hamada
onstante de tro
a (ex
hange) e mede a intensidade da interação entre os spins. Jun-tamente 
om a hamiltoniana de Heisenberg é imposto um vín
ulo não-linear sobre os5



6 Aspe
tos geraisspins do tipo S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2 (quando 
onsideramos as três 
omponentesdo spin, porém em alguns 
asos o vín
ulo é desprovido de uma das 
omponentes, emgeral Sz). Grande parte da diversidade dos fen�menos observados em sistemas mag-néti
os provêm da não-linearidade desse vín
ulo, assim 
omo a 
omplexidade que osa
ompanha. Na maioria dos 
asos (in
lusive nos trabalhos apresentados nos próxi-mos 
apítulos) é 
ostume adotar um valor 
onstante de forma que Jij = J . Valoresnegativos de J 
ara
terizam sistemas ferromagnéti
os que tem a energia minimizadaquando os spins (imaginados 
omo vetores no 
aso 
lássi
o) se alinham numa mesmadireção, 
omo é mostrado na �gura (1.1).
Figura 1.1: No alinhamento ferromagnéti
o todos os spins apontam na mesma direção.Já para valores positivos de J temos o antiferromagnetismo, para o qual a energiaal
ança o valor mínimo quando os spins estão alinhados antiparalelamente (no nível
lássi
o), �gura (1.2).
Figura 1.2: No 
aso antiferromagnéti
o, o alinhamento entre sítios vizinhos é antipa-ralelo. No formalismo quânti
o, interpretamos as quantidades Si 
omo operadores despin atuando sobre funções de onda porém em uma aproximação semi-
lássi
a elespodem ser identi�
ados 
omo vetores do tipo S = (senθ
osφ, senθsenφ, 
osθ) 
om θ e
φ sendo os ângulos polar e azimutal, respe
tivamente. À hamiltoniana (1.1) podemser adi
ionados termos extras que desempenham papéis de 
orreção, novas interaçõesentre spins e/ou 
ampos magnéti
os e anisotropias. Abaixo listamos alguns deles:

• Campo magnéti
o: ∑i B · Si.Esse termo in
lui a interação dos spins 
om um 
ampo magnéti
o externo, B,



1.1 A hamiltoniana de Heisenberg 7geralmente uniforme para o 
aso ferromagnéti
o e alternado (staggered) no 
asoantiferromagnéti
o. Como prin
ipal efeito, ele 
ria um alinhamento entre os spinsprovo
ando uma magnetização resultante não nula.
• Anisotropia: J∑〈i,j〉 λS

z
i S

z
j .Dependendo do valor de λ obtemos diversos modelos, 
ada um 
om 
ara
terís-ti
as próprias. Para λ = −1 e o vín
ulo S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)

2 temoso modelo XY (famoso por suas soluções tipo vórti
e e a transição de Berezin-sky�Kosterlitz�Thouless [5,6℄), e quando o vín
ulo é dado por S2 = (Sx)2+(Sy)2temos o rotor planar 
ujo spin tem apenas duas 
omponentes e não apresentanenhuma dinâmi
a. Outros 
asos possíveis são λ < 0, o 
hamado eixo-fá
il 
omtendên
ia dos spins a se alinharem 
om o eixo z, e o plano-fá
il 
om um alin-hamento no plano xy quando 0 < λ < 1.
• Anisotropia de sítio úni
o: ∑iD(Sz

i )
2.Termo importante por des
rever uma transição de fase quânti
a entre regiões
om gap e sem gap. Geralmente 
onsiderado em sistemas 
om spin-1, pois paraspin 1/2 temos apenas dois auto-estados possíveis (up e down) que produzem omesmo desdobramento da energia. Será visto em detalhes no 
apítulo 6, o qualé dedi
ado ao estudo de sistemas biquadráti
os 
om anisotropia de sítio úni
o.

• Dzyaloshinskii-Moriya: ∑〈i,j〉D · (Si × Sj).É um termo de 
orreção que tem origem na interação spin-órbita 
uja presençaquebra a simetria de rotação do modelo de Heisenberg [7, 8℄. Trabalhos ex-perimentais têm mostrado que o termo de Dzyaloshinskii-Moriya é responsávelpela observação de skyrmions (soluções de origem topológi
a) em �lmes �nos [9℄.Também tem se mostrado importante na pro
ura por estados de líquido de spin(que não apresentem ordenamento mesmo em temperatura nula) bidimensio-nais [10,11℄. Em geral a 
onstante D é pequena quando 
omparada ao J , porémexistem 
asos no qual esse termo é mais importante que a própria interação detro
a 
omo por exemplo no 
omposto RbCoCl3 ·2H2O onde J = 0 e DS2 = 59K.Muitas vezes o termo de Dzyaloshinskii-Moriya é tratado através de represen-
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tos geraistações bos�ni
as embora também existam trabalhos teóri
os realizados por meiode um modelo 
ontínuo.
• Termo biquadráti
o: Jbq∑〈i,j〉(Si · Sj)

2.Termo responsável por a
res
entar diversas fases ao modelo de Heisenberg. A suain�uên
ia é mais 
onhe
ida em sistemas unidimensionais [12�18℄ enquanto o 
asobidimensional ainda apresenta diversas la
unas [19�21℄. É 
omum expressar asinterações bilinear (Heisenberg) e biquadráti
a respe
tivamente 
omo J1 = J
osθe J2 = Jsenθ. Para θ = 0 temos o antiferromagneto de Heinseberg, já para
θ = π re
uperamos o ferromagneto. No 
aso em que tanθ = 1/3 é possívelresolver o sistema exatamente (em uma dimensão) e tal modelo é 
onhe
ido 
omoAKLT [22℄. Uma analise mais detalhada desse termo será dada no 
apítulo 6.O tipo de rede que 
one
ta os spins vizinhos é outro tópi
o importante no es-tudo de sistemas magnéti
os. Para modelos bidimensionais 
om a
oplamentoferromagnéti
o, o tipo de rede é irrelevante uma vez que 
lassi
amente o estadofundamental é dado pelo alinhamento 
onjunto de todos spins. Se o spin emum sítio qualquer i aponta na direção +z, a energia será minimizada quando to-dos seus vizinhos apontarem na mesma direção seja a rede quadrada, triangular,hexagonal ou qualquer outra. No 
aso antiferromagnéti
o a situação já não é tãosimples. Na rede é quadrada, por exemplo, se o spin no sítio i aponta na direção
+z é possível 
olo
ar todos quatro vizinhos na direção −z e os vizinhos destesna direção +z, de modo que no estado fundamental (lembrando novamente queestamos tratando um 
aso semi-
lássi
o) temos duas sub-redes: uma 
ompostapelos spins que apontam na direção +z e outra pelos spins que apontam na di-reção oposta. Toda rede que torna possível esse tipo de 
on�guração é 
hamadabipartite e a 
on�guração de menor energia é denominada estado de Néel.Porém, existem redes nas quais esse tipo de 
on�guração não a
onte
e. Na redetriangular mostrada �gura (1.4) não é possível que os três spins se alinhem antiparalela-mente. Nesse 
aso a
onte
e uma frustração na rede que tende a desordenar o sistema, oque poderia levar ao estado de líquido de spin (quando o sistema é desordenado mesmo
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Figura 1.3: O estado de Néel bidimensional (à esquerda) e um líquido de spin (à direita).O estado de líquido é 
ara
terísti
o por ser desordenado mesmo em temperatura nula.em temperatura zero). Note que nesse 
aso o estado fundamental é degenerado umavez que existem seis 
on�gurações diferentes 
om a mesma energia, 
omo mostrado na�gura (1.4). Na verdade, o antiferromagneto na rede triangular é ordenado em T = 0embora não possua uma 
on�guração de Néel, mas outras redes frustradas (por exem-plo, a rede de kagomé) juntamente 
om interações além dos primeiros vizinhos têm sido
otadas 
omo 
andidatas a suportar um estado de líquido de spin bidimensional [23,24℄.

Figura 1.4: Exemplo de uma rede frustrada. Na esquerda, a impossibilidade dos trêsspins se alinhem antiparalelamente entre si e na direita os vários estados degeneradosda rede triangular.Existem diversos métodos para se estudar magnetismo em físi
a da matéria
ondensada, dentre os quais podemos 
itar as representações fermi�ni
as (transfor-mação de Jordan-Wigner) e bos�ni
as (Holstein-Primako�, Dyson-Maleev, S
hwinger),os métodos numéri
os (DMRG), modelos 
ontínuos (estados 
oerentes, modelo sigma
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tos geraisnão-linear), 
ampo médio (aproximação de ondas de spin, SCHA) e simulações 
om-puta
ionais (Monte Carlo, Runge Kutta, Suzuki-Trotter) 
omo exemplos. No trabalhodesenvolvido fo
aremos prin
ipalmente no formalismo 
ontínuo por meio do modelosigma não-linear O(3) e na representação bos�ni
a de S
hwinger. Métodos 
omputa-
ionais também �zeram parte do trabalho, porém não levaram a resultados 
on
lusivos.1.2 O ferromagneto unidimensionalO modelo mais simples para a hamiltoniana (1.1) é o ferromagneto unidimen-sional (J < 0). Classi
amente, o estado de menor energia é aquele no qual todos osspins estão alinhados na mesma direção, 
omo mostrado na Figura (1.1), o que forne
e
E
l

0 = JNS2 
omo a energia do estado fundamental. O tratamento quânti
o é feitosubstituindo as 
omponentes do vetor Si pelos operadores de spin 
orrespondentes. Pormeio dos operadores S+ = Sx + iSy e S− = Sx − iSy a hamiltoniana é es
rita 
omo:
H = J

∑

<i,j>

[

Sz
i S

z
j +

1

2
(S−

i S
+
j + S+

i S
−
j )

]

. (1.2)Esperamos que o estado 
lássi
o (no qual todos spins estão alinhados) seja tam-bém solução para o estado fundamental no 
aso quânti
o. De fato, o estado de�nido
omo |Ψ0〉 = | ↑1, ↑2, . . . , ↑N〉 que 
orresponde a situação na qual 
ada spin possui ovalor máximo para o operador Sz (a direção para a qual os spins apontam pode ser es-
olhida aleatoriamente devido a invariân
ia sobre rotações apresentada pelo modelo) éum autoestado para a hamiltoniana (1.2) 
om energia E0 = JN(s~)2 (somente o termo
Sz
i S

z
j 
ontribui para a energia pois os operadores S−

i S
+
j e S+

i S
−
j resultam em valoresnulos para qualquer estado). Pode se mostrar que essa é a menor energia al
ançadapelo sistema o que 
omprova que o estado |Ψ0〉 é realmente o estado fundamental doferromagneto unidimensional. Observe que ra
io
ínio apresentado vale para sistemas
om qualquer valor de spin (S = 1/2, 1, 3/2,...) o que não será verdade no 
aso doantiferromagneto.Uma vez en
ontrado o estado fundamental, o próximo passo é determinar quaissão os estados ex
itados. Pode se imaginar que o estado de mais baixa energia, a
ima do
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Figura 1.5: A ex
itação de mais baixa energia no ferromagneto unidimensional (
omspin-1/2) é al
ançada ao inverter um dos spins. O autoestado nesse 
aso é uma ondade spin que se propaga 
om a inversão do spin, representada pelo spin em azul em trêsinstantes de tempo diferentes.estado fundamental, seja al
ançado invertendo-se qualquer um dos spins, digamos o dosítio i, de up para down (no 
aso de S = 1/2) aumentando a energia por uma quantidadeigual a −J~2/2. Vamos 
hamar esse estado de | ↓i〉. Porém esse novo estado não émais um autoestado para a hamiltoniana visto que ao apli
ar o operador S+
i S

−
j nãoobtemos mais um valor nulo 
omo resposta. O resultado de apli
ar o operador S+
i S

−
jao ket | ↓i〉 é deslo
ar o spin down do sítio i para o sítio j, ou seja S+

i S
−
j | ↓i〉 = | ↓j〉.O primeiro autoestado ex
itado pode ser obtido então 
omo uma 
ombinação linear deestados do tipo | ↓i〉 e é interpretado 
omo uma onda de spin que se propaga atravésda 
adeia ferromagnéti
a, 
omo mostrado na �gura (1.5). Após alguns 
ál
ulos (osdetalhes fogem do objetivo do trabalho e podem ser 
onferidos em [25℄) en
ontramosque a energia dos estados ex
itados é dada por:

E(k) = ~(1− 
osk), (1.3)
om k = 2πm
N

e m = 0, 1, . . . , N − 1. Podemos observar que a energia do estadoex
itado não possui um gap o que signi�
a ex
itações sem massa. Tais ex
itaçõessão 
onhe
idas 
omo mágnons (ondas de spin) e qualquer quantidade de energia ésu�
iente para ex
itá-las. Outra 
ara
terísti
a dos mágnons diz respeito ao seu spininteiro que pode ser visto 
omo a mudança o
orrida na magnetização do sistema apóssua ex
itação. Esse resultado é 
onsequên
ia do famoso Teorema de Goldstone [26℄que a�rma que qualquer simetria 
ontínua espontaneamente quebrada dá origem aex
itações (modos ou bósons de Goldstone) não massivas que tendem a restaurar a
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tos geraissimetria perdida. A hamiltoniana de Heisenberg possui uma simetria 
ontínua O(3)que é quebrada quando os spins es
olhem uma direção preferen
ial para apontarem.Essa quebra dá origem aos mágnons que tendem a desordenar o sistema de modo are
uperar a invariân
ia à rotação. O Teorema de Goldstone é geral e não se apli
asomente a sistemas magnetismo, embora esse seja um dos 
asos mais simples onde elese apli
a.
1.3 O antiferromagneto unidimensionalVamos agora analisar o 
aso de um antiferromagneto unidimensional. No 
aso
lássi
o não temos nenhuma surpresa em relação ao que já foi visto no ferromagneto.A úni
a diferença é que ao invés de todos spins apontarem no mesmo sentido, elesassumem uma 
on�guração de Néel 
om spins vizinhos alinhados anti-paralelamente.O 
aso quânti
o por outro lado se torna bastante 
ompli
ado se 
omparado 
om orespe
tivo modelo ferromagnéti
o. Pra 
omeçar, o estado fundamental não é maisrepresentado pelo estado de Néel, além de ser desordenado mesmo em temperaturanula devido a perturbações quânti
as (esse é o primeiro exemplo de um líquido de spinunidimensional). Como o estado fundamental não quebra a simetria O(3) as ex
itaçõesque surgem não são mais modos de Goldstone e podem in
lusive ser massivas em alguns
asos. Outra 
ara
terísti
a mar
ante é o papel do spin na 
adeia antiferromagnéti
a.Ao 
ontrário do 
aso anterior, no qual o resultados eram válidos para qualquer valorde S, a situação agora é drasti
amente diferente para spins inteiros (S = 1, 2, 3, . . .) espins semi-inteiros (S = 1/2, 3/2, . . .), 
omo mostrado por Haldane [27℄. O 
aso de spinmeio é o úni
o 
uja solução é 
onhe
ida exatamente, dada pelo Ansatz de Bethe [28℄(os outros 
asos podem ser aproximados pelo modelo sigma não-linear 
omo é vistono 
apítulo seguinte). Partindo da solução para S = 1/2, Cloizeaux e Pearson [29℄en
ontraram que as ex
itações também não possuem gap, porém são dadas no limitetermodinâmi
o por:

E(k) =
π

2
|senk|, (1.4)
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om −π ≤ k ≤ π. Note que tais ex
itações não são ondas de spin pois não temorigem em �utuações de um estado ordenado e a relação de dispersão é linear (E ∝ k)ao 
ontrário das ex
itações no ferromagneto (E ∝ k2). No trabalho de Cloizeauxe Pearson também é mostrado que tais modos tem spin-1 porém, um 
ál
ulo maispre
iso feito por Faddeev e Takhtain mostrou que elas são na verdade 
ompostas deduas ex
itações de spin 1/2, denominadas spinons. Tais spinons serão importantesno 
apítulo 3 no qual é estudada a interação entre eles em função de um parâmetroanisotrópi
o.
Figura 1.6: A 
adeia antiferromagnéti
a quânti
a é desordenada mesmo em T = 0 e asondas ex
itações nesse 
aso não são ondas dadas por ondas de spin.Já a 
adeia antiferromagnéti
a de spin inteiro, embora seja também desordenadaem temperatura nula, apresenta uma gap de energia entre o estado fundamental e oprimeiro estado ex
itado. Tal la
una se deve uni
amente a presença do spin inteiroe é 
onhe
ido 
omo gap de Haldane (visto em mais detalhes no próximo 
apítulo).Embora nenhum dos 
asos possuam ordem de longo al
an
e em T = 0, a presença dogap torna o sistema de spin inteiro mais desordenado que modelos de spin semi-inteiro.De fato, enquanto no 
aso semi-inteiro o 
omprimento de 
orrelação tem um de
aimentoalgébri
o, para spin inteiro o 
omprimento de 
orrelação de
ai exponen
ialmente.Até agora vimos basi
amente o 
omportamento de sistemas magnéti
os uni-dimensionais em temperatura zero. Os 
asos bidimensionais serão tratados no 
apí-tulo seguinte após a apresentação do modelo sigma não-linear, porém alguns resulta-dos em temperatura �nita já podem ser previstos 
om base no Teorema de Mermin-Wagner [30℄. Segundo esse teorema, simetrias 
ontínuas não podem ser espontanea-mente quebradas em temperaturas �nitas para sistemas uni ou bidimensionais queapresentem somente interações de 
urto al
an
e. O modelo de Heisenberg (uni ou bidi-mensional) é um 
aso típi
o que apresenta somente interações entre primeiros vizinhos,o que 
ara
teriza 
urto al
an
e, e portanto ele não pode ter sua simetria O(3) quebrada
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tos geraisespontaneamente em temperaturas �nitas. De modo equivalente, podemos dizer queo teorema de Mermin-Wagner impli
a em 
omprimentos de 
orrelação �nitos para sis-temas magnéti
os em uma ou duas dimensões (geralmente 
om de
aimento algébri
o ouexponen
ial) em temperaturas não nulas. Observe que embora um 
ampo magnéti
oseja 
apaz de ordenar o sistema magnéti
o, quebrando sua simetria, em temperaturas�nitas tal fato não o
orre espontaneamente. Novamente as ex
itações responsáveis pelodesordenamento são os bósons de Goldstone, que devido ao fato de serem não massivossurgem 
om qualquer aumento in�nitesimal na temperatura.



Capítulo 2
O modelo sigma não-linear O(3)

Omodelo sigma não-linearO(3) (MSNL) será a base para o desenvolvimento dospróximos dois 
apítulos, portanto esse 
apítulo é destinado a uma breve revisão sobreele. Embora tal modelo seja muito útil em físi
a da matéria 
ondensada, ele também é
onhe
ido pelos teóri
os de 
ampo devido suas semelhanças 
om a teoria de Yang-Millsem quatro dimensões [31℄. Veremos que ele apare
e 
omo uma aproximação 
ontínuasemi-
lássi
a para sistemas ferro e antiferromagnéti
os. Também é apresentada umarevisão a respeito das soluções topológi
as suportadas pela teoria.
2.1 IntroduçãoNa forma mais geral, o modelo sigma não-linear O(N) em (d + 1) dimensões érepresentado pela densidade lagrangeana 1:

L =
1

2

d
∑

µ=1

N
∑

a=1

(∂µna)(∂
µna) =

1

2
(∂µn) · (∂µn). (2.1)Note que são realizadas duas somas, a primeira sobre o índi
e espaço-temporal µ que éinvariante de Lorentz e a segunda sobre o índi
e a que espe
í�
a o espaço interno. No
aso, o espaço interno é N-dimensional e apresenta simetria quanto a rotações O(N).1A revisão sobre o MSNL é em grande parte baseada no livro do Nagaosa [32℄.15



16 O modelo sigma não-linear O(3)A não-linearidade do modelo surge do vín
ulo:
N
∑

a=1

n2
a = n(r, t) · n(r, t) = 1, (2.2)que é imposto a 
ampo n(r, t). Vamos tratar somente do 
aso N = 3 que, 
omoveremos, é asso
iado a sistemas de spin onde 
ada 
omponente 
ontribui 
om um graude liberdade. No formalismo de integrais de 
aminho temos:

Z =

∫

D[n]
(

n(r, t)2 − 1
)

e−iA, (2.3)na qual a medida de integração D[n] é realizada sobre o 
ampo n em todo espaço. Ofun
ional Z mede a probabilidade do sistema evolui do estado ini
ial em ti = 0 parao estado �nal no tempo tf 
om o peso de 
ada 
aminho sendo dado pela ação A. Atrajetória 
om maior probabilidade será aquela que minimiza a ação, que no nosso 
asoé dada por:
A =

∫ tf

0

dtL = i

∫ β

0

dτ
1

2g

[

1

c2

(

∂n

∂t

)2

+
d
∑

i=1

(

∂n

∂xi
· ∂n
∂xi

)

]

= i

∫

dx0
1

2g
(∂µn) · (∂µn), (2.4)na qual foi introduzido o termo adimensional g que faz o papel de uma 
onstante dea
oplamento e c é a velo
idade de propagação das ex
itações sobre o estado fundamen-tal. Na equação a
ima usamos o formalismo de tempo imaginário no qual t = −iτ .Por meio dessa transformação, tro
amos a métri
a de Minkowski (ds2 = −dt2+dxidxi)pela métri
a eu
lidiana (ds2 = dτ 2+dxidx

i) e, ao invés de tratar o modelo dinâmi
o em
(d+ 1) dimensões, trabalhamos 
om um 
aso estáti
o em (d+ 1) dimensões espa
iais.Por meio do formalismo de tempo imaginário também podemos ver a 
orrespondên
iaentre integrais de 
aminho e me
âni
a estatísti
a. Ao adotar t = −iτ , a função (2.3)assume a mesma forma matemáti
a da função partição Z = Tre−βH (obviamente nãolevando em 
onta o vín
ulo e 
onsiderando o traço sobre um espaço 
ontínuo). De fato,muitas 
ara
terísti
as de sistemas termodinâmi
os são obtidas por meio dessa ligação(e vi
e-versa), sendo 
omum 
hamar a equação (2.3) também de função partição.O vín
ulo na equação (2.3) é representado por meio de um multipli
ador de



2.1 Introdução 17Lagrange λ(r) e dessa forma a função partição é expressa 
omo:
Z =

∫

Dλ(r)D[n] exp

{
∫

dd+1x

[

1

2g
(∂µn)(∂

µn) + λ(r)(n(r)2 − 1)

]}

, (2.5)Uma vez que a ação é quadráti
a no 
ampo n, ela pode ser integrada de modoa forne
er:
Z =

∫

dDλ(r) exp
[
∫

dd+1rλ(r)− 3

2
Tr ln( 1

2g
∂2µ + λ(r)

)]

. (2.6)A não linearidade da equação (devido ao traço) torna impossível a integração sobre
λ(r) e vamos então aproximá-lo por um valor 
onstante λ(r) = λ, que é en
ontradopelo método do ponto de sela. Minimizando a ação 
om respeito a λ temos:Tr[( 1

2g
∂2µ + λ

)−1
]

=
2

3
. (2.7)O traço é realizado no espaço de energia-momento e assim a equação a
ima é rees
rita
omo:

2

3
=

∫

|k|<Λ

dd+1k

(2π)d+1

2g

k2 + 2gλ
, (2.8)onde foi introduzido um 
orte Λ na integral para evitar divergên
ias no infra-vermelho(esse 
orte esta asso
iado à natureza dis
reta dos sistemas estudados). De�nimos otermo ∆2 = 2gλ 
omo a massa das ex
itações sobre o estado fundamental (gap deenergia) e para o 
aso unidimensional a equação (2.8) apresenta uma divergên
ia loga-rítmi
a no limite ∆ → 0, de forma que ∆ ∼ Λe−2π/3g para g ≪ 1. Pode ser mostradofa
ilmente que as ex
itações são modos de Goldstone 
om relação de dispersão E = kc.Em duas dimensões espa
iais essa divergên
ia não o
orre e após integrar a equação(2.8) obtemos:

g =
2π2

3

[

Λ−∆ar
tan(Λ

∆

)]−1

, (2.9)e nesse 
aso é possível termos ∆ 6= 0 de modo que a relação de dispersão é dada por
E =

√
∆2 + k2c2. A equação (2.9) é dividida em duas fases separadas por valor 
ríti
o

gc. A
ima de gc o gap é �nito enquanto para valores abaixo de gc a úni
a soluçãopossível é ∆ = 0. No ponto 
ríti
o uma análise sobre as soluções é 
ompli
ada e estáfora do nosso es
opo. Veremos na próxima seção que gc é responsável pela separação
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om ordem de longo al
an
e e fases desordenadas em sistemas magnéti
os.O 
aso tridimensional pode ser tratado semelhantemente mas não será feito aqui umavez que nosso maior interesse são os modelos bidimensionais.2.2 A aproximação 
ontínua para o magnetismoNaturalmente, sistemas magnéti
os assim 
omo qualquer outro tipo não são sis-temas 
ontínuos. Na própria hamiltoniana de Heisenberg é realizado um somatóriosobre todos os sítios da rede, deixando 
lara a natureza dis
reta do modelo. Entre-tanto, em muitas o
asiões é 
onveniente abandonar o 
on
eito de um número �nito de
onstituintes e partir para a abordagem 
ontínua. Geralmente essa transição é feitaao 
onsiderar que a distân
ia entre sítios vizinhos (ou seja a menor distân
ia relevanteentre dois pontos) é muito pequena quando 
omparada 
om as dimensões ma
ros
ópi-
as do material estudado. Muitas vezes também é ne
essário supor que as grandezasfísi
as mensuráveis não sofrem variações brus
as de modo a obter uma teoria 
ontínuae suave. Nesse 
aso os somatórios são tomados 
omo integrais assim 
omo as diferençaspodem ser expressas em favor de derivadas, e as equações que des
revem os sistemasfísi
os são representadas quase sempre 
omo equações diferen
iais.Em uma aproximação semi-
lássi
a (para S grande) na qual 
onsideramos osoperadores de spin S 
omo vetores é possível en
ontrar uma teoria 
ontínua para oferromagneto bidimensional expandindo Sj em torno de Si até termos de segundaordem no espaçamento de rede. Tal pro
edimento leva à seguinte hamiltoniana (parao 
aso estáti
o):
H =

JS2a2−d

2

∫

ddr

d
∑

i=1

(

∂n

∂xi
· ∂n
∂xi

)

, (2.10)onde d é a dimensão espa
ial e a é o espaçamento de rede (a menor distân
ias entresítios vizinhos). O 
ampo n possui três 
omponentes (
orrespondente às 
omponentesdo spin Sx, Sy e Sz) e sobre ele atua o vín
ulo n ·n = 1. Dessa forma, o ferromagnetoé des
rito pelo já apresentado modelo sigma não-linear O(3).Porém o 
aso mais interessante o
orre na des
rição 
ontínua para o antiferro-magneto. Como vimos no 
apítulo passado, 
adeias antiferromagnéti
as não apresen-



2.2 A aproximação 
ontínua para o magnetismo 19tam ordenamento mesmo em temperatura nula, ou seja, a simetria O(3) é 
onservada.Devido à esse fato, a apli
ação direta de uma teoria de ondas de spin (
omo no 
asoferromagnéti
o) não é possível e a aproximação semi-
lássi
a deve ser realizada poroutros métodos. Tal problema foi solu
ionado por Haldane no limite de baixas tem-peraturas e longos 
omprimentos de onda de spin [27,33,34℄. O pro
edimento envolveseparar as ex
itações sobre o estado de Néel entre ondas de spin 
om 
urtos e longos
omprimentos de onda e depois integrar sobre as ondas 
urtas de modo a preservar asimetria O(3). Começamos pela função partição:
Z =

∫

D[Si]e
−A, (2.11)na qual a medida de integração D[Si] indi
a a integração sobre todos os sítios. A açãopor sua vez é dada por:

A = iS
∑

i

ω([Si]) +

∫ β

0

dτ



J
∑

〈i,j〉
Si(τ) · Sj(τ)



 , (2.12)onde usamos a 
orrespondên
ia entre temperatura e tempo imaginário (τ = iT ). Oprimeiro termo é a 
hamada fase de Berry [35℄ e tem um papel muito importanteprin
ipalmente nos 
asos unidimensionais (ela será responsável pela distinção entre ossistemas de spin inteiro e semi-inteiro). Essa fase mede o ângulo sólido subtendido pelovetor ni = Si/S quando ele evolui de τ = 0 até τ = β. O segundo termo na ação éhamiltoniana de Heisenberg 
om J < 0. O passo seguinte é apli
ar o mapeamento deHaldane de modo a separar as �utuações entre longos e 
urtos 
omprimentos de onda.Isso é feito es
revendo o 
ampo Si 
omo:
Si(τ) = (−1)iSn(ri, τ) + aL(ri, τ), (2.13)no qual o 
ampo staggered n é unitário (|n| = 1), a é o espaçamento de rede e L é umaperturbação sobre n. Mantendo termos de até segunda ordem, a 
ondição Si(τ)

2 = S2impli
a que n · L = 0 e após expandir Sj em torno de Si a hamiltoniana se torna:
H = −JS2N +

∫

ddr

[

JS2a2−d

2
|∇n(r, τ)|2 + Jda2−dL(r, τ)2

]

. (2.14)



20 O modelo sigma não-linear O(3)O termo da fase de Berry desempenha o papel de um termo 
inéti
o (a hamiltonianarepresenta o termo de poten
ial) e nessa expansão é es
rito 
omo:
S
∑

i

ω([Si(ri, τ)]) = S
∑

i

(−1)iω([n(ri, τ)]) +

∑

i

∫ β

0

dτaL(ri, τ) ·
∂n(ri, τ)

∂τ
× n(ri, τ). (2.15)Juntando os termos dois termos, 
inéti
o e poten
ial, a ação efetiva é dada por:

Aef = SB +

∫ β

0

dτ

∫

ddr

[

JS2a2−d

2
|∇n(r, τ)|2+

+Jda2−d|L(r, τ)|2 + ia1−dL(r, τ) ·
(

∂n(r, τ)

∂τ
× n(r, τ)

)]

, (2.16)onde SB = S
∑

i(−1)iω([n(ri, τ)]). Os 
ampos n(r, τ) e L(r, τ) satisfazem uma relaçãode 
omutação semelhante à relação entre os operadores posição e momento, e apósintegrar a ação sobre L(r, τ) 
hegamos ao resultado:
Aef = SB +

∫ β

0

dτ

∫

ddr

[

JS2a2−d

2
|∇n(r, τ)|2 + a−d

4Jd

(

∂n(r, τ)

∂τ

)2
]

. (2.17)De�nindo as quantidades c =
√
2dJSa e g = 2

√
2

ad−1S

omo a velo
idade das ondas despin e a 
onstante de a
oplamento, a ação ganha na forma mais 
onhe
ida:

Aef = SB +
1

g

∫ cβ

0

dx0

∫

ddr(∂µn) · (∂µn), (2.18)na qual ∂i = ∂/∂xi e ∂0 = 1/c(∂/∂t). A equação a
ima, a não ser pela fase de Berry,é novamente o modelo sigma não-linear O(3).2.3 A fase de Berry e o gap no espe
tro de energiaA fase de Berry (ou fase geométri
a) tem um papel fundamental na distinçãoentre sistemas antiferromagnéti
os de spin inteiro e semi-inteiro. Começamos 
om o
aso unidimensional e depois estendemos os resultados para dimensões mais altas. Aoimpormos 
ondições de 
ontorno periódi
as n(r2N+1) = n(r1) o termo SB pode ser
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rito da seguinte forma:
SB = S

2N
∑

i=1

(−1)iω([n(ia)])

= S

N
∑

n=1

{ω([n(2na)])− ω([n((2n− 1)a)])} (2.19)
=

S

2

∫ β

0

dτ

∫ L

0

dx
δω([n(x, τ)])

δn(x, τ)

∂n(x, τ)

∂x
(2.20)

=
S

2

∫ cβ

0

dx0

∫ L

0

dx
n(x, x0)

∂x0
× n(x, x0) ·

∂n(x, x0)

∂x
, (2.21)ou usando as propriedades de produto misto:

SB = −S
2

∫ cβ

0

dx0

∫ L

0

dx

(

∂n

∂x0
× ∂n

∂x

)

· n. (2.22)O 
ará
ter topológi
o da teoria apare
e na equação a
ima. O número inteiro de�nidopor:
Q =

1

4π

∫ cβ

0

dx0

∫ L

0

dx

(

∂n

∂x0
× ∂n

∂x

)

· n (2.23)é 
hamado de 
arga topológi
a (winding number ou índi
e de Pontryagin) e indi
aquantas vezes a esfera unitária é mapeada pelo 
ampo n(x, x0). Soluções 
om diferentes
argas topológi
as não podem ser 
ontinuamente deformadas umas nas outras e dessaforma existe uma forte estabilidade de origem topológi
a. As soluções topológi
as sãotratadas 
om mais detalhes na próxima seção. A fase de Berry apare
e na funçãopartição 
omo um termo do tipo e−2πSQ, então se o spin é inteiro o argumento daexponen
ial será um múltiplo de 2π e a fase geométri
a não possui nenhuma in�uên
ia.Por outro lado, se o spin é semi-inteiro então soluções topológi
as 
om 
argas ímpares
ontribuem de forma diferente daquelas 
om 
argas pares.Em duas dimensões espa
iais, se o 
ampo n é 
ontínuo, o termo da fase deBerry é sempre nulo, independente do spin [27,36,37℄. Podemos imaginar que o planobidimensional é formado por 
adeias unidimensionais interligadas pela 
onstante detro
a J . Nesse 
aso, 
ada 
adeia i apresenta uma 
arga topológi
a Qi e um fator
(−1)i. Ao somar a 
ontribuição de todas as 
adeias para a fase de Berry, o
orre o
an
elamento entre 
adeias vizinhas e no �nal obtemos SB = 0. O mesmo vale para
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asos tridimensionais. Logo, a fase de Berry só afeta as 
adeias antiferromagnéti
as
om spin inteiro e em todos os outros 
asos seus efeitos não são notados.Dessa forma, é possível mapear o antiferromagneto d-dimensional à temperaturanula no ferromagneto em (d + 1) dimensões à uma temperatura efetiva Tef ∝ g (para
d = 1, somente o 
asos 
om spin inteiro). A análise em T = 0 é feita da mesma formades
rita no �nal da seção passada. Para o 
aso unidimensional, as ex
itações são mas-sivas e portanto 
adeias antiferromagnéti
as 
om spin inteiro possuem o 
hamado gapde Haldane. Quando o spin é semi-inteiro, a fase de Berry não é nula e a interferên-
ia na soma sobre todas as fases 
omplexas provo
a um estado sem gap. Tal fato jáera 
onhe
ido para S = 1/2, porém agora podemos a�rmar que o mesmo o
orre paraqualquer valor semi-inteiro de S.Em duas dimensões, devido à relação entre g e S, temos duas fases separadas porvalor 
ríti
o Sc do spin (
orrespondente ao ponto gc). Para S > Sc as ex
itações (ondasde spin) possuem massa nula, o que 
orresponde a um 
omprimento de 
orrelaçãoin�nito. Nesse 
aso o sistema apresenta OLA. Já para S < Sc a úni
a solução possívelpossui um gap de energia não nulo e o estado é desordenado (
omprimento de 
orrelação�nito). O valor do ponto 
ríti
o não pode ser obtido pelas equações desenvolvidas naseção passada, mas é possível mostrar que Sc < 0.5 de modo que antiferromagnetosbidimensionais são sempre ordenados em T = 0, independente do spin. Resultadossemelhantes são en
ontrados por meio da teoria bos�ni
a de S
hwinger, des
rita no
apítulo 5.Para temperaturas �nitas, a integral sobre k0 = E na equação (2.8) deve sersubstituída por um somatório sobre En = 2πn

β
(frequên
ias de Matsubara). Então:

2

3
=

1

β

∑

En

∫

d2k

(2π)2
2g

En + k2 +∆2
= g

∫

d2k

(2π)2
1

E(k)

oth(βE(k)

2

)

, (2.24)onde E(k) =
√
k2 +∆2. A equação a
ima, assim 
omo no 
aso unidimensional, a-presenta uma divergên
ia logarítmi
a quando ∆ tende à zero e portanto as soluçõespara temperaturas �nitas são massivas. No limite E(k) ≪ T usamos a aproximação
oth (βE/2) ≈ 2/ (βE) e após integrar sobre a região k < Λ en
ontramos o 
omporta-
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as 23mento do gap 
om a temperatura:
∆(T ) ≃ Λe−

2π
3gT . (2.25)O resultado está de a
ordo 
om o previsto pelo teorema de Mermim-Wagner, ou seja,desordem para temperaturas �nitas. Os mesmos pro
edimentos quando apli
ados parao 
aso tridimensional mostram que o sistema apresenta ordenamento em temperaturas�nitas abaixo de um valor 
ríti
o Tc (a
ima desse valor, perturbações térmi
as são
apazes de destruir o ordenamento e a magnetização vai a zero).2.4 Soluções topológi
asEquações lineares são bem 
onhe
idas na físi
a. Elas estão presentes na me
âni
a
lássi
a, no ele
tromagnetismo, na teoria quânti
a de 
ampos e diversas outras áreas,sendo irrefutável negar a sua importân
ia. Com 
erteza, o grande trunfo das teoriaslineares é a sua simpli
idade matemáti
a que torna possível obter soluções exatas paraum vasto número de problemas. Por outro lado, sistemas não-lineares também surgem
om bastante frequên
ia, mas en
ontrar soluções exatas nesses 
asos é um trabalhoárduo, 
ompli
ado e, nas maiorias das vezes impossível, sendo ne
essário o uso deaproximações ou métodos numéri
os. Embora a maior parte desses problemas estejamfadados a permane
er sem respostas, para alguns modelos bem espe
í�
os é possíveldes
obrir soluções exatas. Os primeiros trabalhos sobre equações não-lineares surgiramno �nal da dé
ada de 60 e muitos deles se apoiam em 
on
eitos de topologia. Uma
ara
terísti
a fundamental nos modelos topológi
os é o 
on
eito de sóliton ou ondasolitária, que embora seja 
omum usá-los 
omo sin�nimos são diferentes 
om respeitoa um ponto, des
rito mais adiante.Uma onda solitária é uma perturbação lo
alizada que se propaga sem distorção
om velo
idade 
onstante e mantem seu formato mesmo após a 
olisão 
om outra ondasolitária 2. Histori
amente, o primeiro relato da observação de uma onda solitária foifeito por John S
ott Russell (1808�1882). Ele presen
iou a propagação de uma onda2Para maiores detalhes sobre soluções topológi
as ver a referên
ia [38℄.
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anal de água durante várias milhas (diz o relato que ele perseguiu aonda até perdê-la de vista quando seu 
avalo se 
ansou). O exemplo mais simples éen
ontrado na equação de onda relativísti
a:
∂µ∂

µφ =

(

1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)

= 0, (2.26)
uja solução é qualquer função do tipo f(x±ct), que des
reve um pa
ote de energia quese propaga sem distorção 
om velo
idade c e possui uma relação de dispersão E = kc.Como é 
onhe
ido, a equação a
ima des
reve uma partí
ula sem massa enquanto o
aso massivo é dado pela equação de Klein-Gordon (∂µ∂
µ + m2c2)φ = 0. Embora aequação ainda seja linear, o termo de massa destrói as duas 
ara
terísti
as de ondassolitárias (nesse 
aso, perturbações 
om diferentes 
omprimentos de onda viajam 
omvelo
idades diferentes e são dispersivas). A introdução de termos não-lineares, φ3 porexemplo, na maioria dos 
asos também impossibilita a existên
ia de ondas solitárias,porém a introdução de ambos termos, dispersivo e não-linear, algumas vezes é 
apazde gerar soluções topológi
as e serão esses os modelos que nós interessam.A diferença entre sólitons e ondas solitárias é que para o primeiro é impostatambém a 
ondição que o 
ampo (geralmente dado por uma densidade de energia) noslimites assintóti
os t → −∞ e t → ∞ sejam idênti
os, a não ser por uma fase. Dessaforma, sólitons são ondas solitárias 
ujas soluções são restauradas às 
ondições ini
ias(dadas no limite t→ −∞) para tempos su�
ientemente longos. Vamos nos preo
uparprin
ipalmente 
om 
asos estáti
os e portanto tal diferen
iação não é de grande im-portân
ia. Modelos que suportam sólitons 
omo soluções em sua maioria são dados embaixas dimensões espa
iais. Em (1+1) dimensões, o sistema mais famoso a apresentarsoluções topológi
as é o modelo de Sine-Gordon (a 
ombinação da equação de Klein-Gordon 
om um termo do tipo senoide). Em (2+1) dimensões, o prin
ipal representanteé nosso objeto de estudo dessa seção, o modelo sigma não-linear O(3). Veremos queos sólitons que apare
em 
omo soluções topológi
as para o MSNL apresentam algumas
ara
terísti
as espe
iais, sendo denominados por skyrmions, em homenagem a T. H. R.Skyrme. Os skyrmions surgiram originalmente 
omo solução para o modelo de Skyrme(uma aproximação em baixas energias 
apaz de des
rever os mésons e bárions na 
ro-modinâmi
a quânti
a [39℄) e, mais tarde foi mostrado por Belavin e Polyakov [40�42℄
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as 25que eles também eram soluções para o modelo sigma não-linear (é 
omum nesse 
asousar o nome sóliton de Belavin-Polyakov no lugar de skyrmion). O nosso objetivo éestudar essas 
on�gurações apli
adas ao magnetismo, porém skyrmions também estãopresentes em diversos outros sistemas, 
omo 
ondensados de Bose-Einstein e super
on-dutores, o que não apenas revela a abrangên
ia dessas 
on�gurações mas também asua importân
ia na área te
nológi
a e 
ientí�
a.Até agora 
onhe
emos o estado fundamental (dado pelo 
ampo de Néel) e asex
itações de mais baixa energia (ondas de spin) para o modelo sigma não-linear.Veremos agora que também existem soluções 
om energia �nita de origem topológi
a.Considerando a lagrangeana:
L =

1

2g
(∂µn) · (∂µn), (2.27)onde uma soma é realizada tanto no espaço das 
oordenadas (µ = 0, 1, 2) quanto noespaço interno, temos que ação é dada por:

A =

∫

dr

∫

dt

[

1

2
(∂µn) · (∂µn) + λ(r, t)(n · n− 1)

]

, (2.28)na qual o vín
ulo não-linear foi implementado por meio de um multipli
ador de La-grange. A equação de movimento obtida ao minimizar a ação é expressa por:
∂µ∂

µn+ λn = (�+ λ)n = 0, (2.29)e para o 
aso estáti
o temos:
∇2n− (n · ∇2n)n = 0, (2.30)onde o multipli
ador de Lagrange foi eliminado utilizando o vín
ulo n · n = 1. Des-
onsiderando a dependên
ia temporal, a energia para o modelo sigma não-linear é dadapor:

E =
1

2g

∫

(∂in) · (∂in) d2r, (2.31)
om i = 1, 2. O estado fundamental é en
ontrado impondo a 
ondição ∂in(r) = 0a todo espaço, ou seja, n(r) = n0 
om n0 sendo um 
ampo 
onstante. As soluções
om energia �nita são obtidas exigindo a 
ondição de 
ontorno limr→∞ n = n0. Dessa
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ampo n é livre para apontar em qualquer direção na região 
entral enquantono in�nito ele mantem uma posição �xa. A direção es
olhida pelo espaço interno naregião do 
ontorno não é importante uma vez que ele possui simetria O(3) e todas asdireções são energeti
amente idênti
as. Devido à essa 
ondição de 
ontorno, é possívelmapear todo o plano físi
o na superfí
ie de uma esfera unitária, de forma que o polonorte dessa esfera 
orresponda aos spins no in�nito enquanto o polo sul representa o
ampo na origem. Vamos denominar essa esfera por S(�s)
2 e a esfera do espaço interno(também unitária devido ao vín
ulo n2 = 1) por S(int)

2 . Logo, as soluções de energia�nita são mapeamentos de S(�s)
2 em S

(int)
2 e assim podem ser 
ara
terizadas por setoreshomotópi
os. Representamos esse mapeamento por π2(S2) = Z enquanto 
ada setor édiferen
iado por sua 
arga topológi
a:

Q =
1

4π

∫

n · (∂xn× ∂yn) d
2r =

1

8π

∫

ǫijn · (∂in× ∂jn) d
2r, (2.32)onde ǫij é um índi
e anti-simétri
o. Como é 
onhe
ido da topologia, não é possíveldeformar 
ontinuamente um setor topológi
o em outro. Um pires e uma 
olher per-ten
em ao mesmo setor topológi
o, e podem ser transformados um no outro apenas
om deformações suaves. Porém não é possível transformar 
ontinuamente um piresnuma xí
ara (seria ne
essário furar o pires para dar origem à asa da xí
ara) pois elessão de setores topológi
os diferentes. Nesse 
aso, a xí
ara pode ser 
ontinuamentedeformada em uma rosquinha (que tem o formato de um toro), 
omo mostrado na�gura (2.1). Para nosso sistema físi
o isso impli
a que, para uma 
on�guração do
ampo n ser transformada em outra 
om diferente 
arga topológi
a é ne
essário um
usto energéti
o, geralmente bastante alto, e portanto o modelo apresenta uma grandeestabilidade de origem topológi
a.O signi�
ado de Q é obtido analisando a relação entre as áreas S(�s)

2 e S(int)
2 .Começamos 
om um elemento de área do espaço interno dado 
omo função de doisângulos ξ1 e ξ2 (semelhantes ao ângulos polar e azimutal do espaço físi
o) ao invés dasvariáveis 
artesianas na, sujeitas ao vín
ulo ∑na = 1:

dS(�s)
a = d2ξ

(

1

2
ǫmnǫabc

∂nb

∂ξm

∂nc

∂ξn

)

. (2.33)A 
arga topológi
a é de�nida em função das 
oordenadas do espaço físi
o e es
rita nas
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Figura 2.1: Uma xí
ara perten
e ao mesmo setor topológi
o de uma rosquinha e assimpode ser 
ontinuamente deformada no toro.
oordenadas internas 
omo:
Q =

1

8π

∫

ǫijǫabcna
∂nb

∂xi
∂nc

∂xj
d2r

=
1

8π

∫

ǫijǫabcna
∂nb

∂ξm

∂ξm
∂xi

∂nc

∂ξn

∂ξn
∂xj

d2r

=
1

8π

∫

ǫmnǫabcna
∂nb

∂ξm

∂nc

∂ξn
d2ξ, (2.34)onde usamos o ja
obiano da transformação entre (x1, x2) e (ξ1, ξ2) na de�nição doelemento de área d2ξ. Ao substituir a equação (2.32) para a 
arga dada por (2.34)temos:

Q =
1

4π

∫

dS(int)
a · na =

1

4π

∫

dS(int), (2.35)e assim a 
arga topológi
a mede quantas vezes o espaço interno é mapeado no espaçofísi
o. No 
aso mais simples 
om Q = 1, por exemplo, o espaço físi
o é 
oberto apenasuma vez pelo espaço interno.A 
onexão entre Q e a energia também pode ser vista fa
ilmente por meio dadesigualdade:
∫

[(∂in± ǫijn× ∂jn) · (∂kn± ǫkln× ∂ln)] d
2r ≥ 0. (2.36)A relação a
ima é verdadeira pois é a integral sobre o produto interno de um vetor 
omele mesmo. Após alguns 
ál
ulos, 
hegamos a desigualdade:

∫

(∂in) · (∂jn) d2r ≥
∫

ǫijn · (∂in× ∂jn), (2.37)
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e E ≥ 4πQ/g ou seja, um limite inferior para a energia em 
ada setor setortopológi
o. O valor exato da energia é al
ançado ao utilizar a igualdade:
∂in = ±ǫijn× (∂jn). (2.38)Embora tais resultados emerjam 
omo possíveis valores para a energia é ne
essárioveri�
ar se eles fazem parte de alguma solução do MSNL. Ao apli
armos o operador

∂i à igualdade a
ima, 
omprovamos fa
ilmente que ela satisfaz a equação de movi-mento (2.30) e dessa forma as energias E = 4πQ/g de fato são perten
entes a soluçõesa
eitáveis.

Figura 2.2: Mapeamento feito pela projeção estereográ�
a. O espaço interno (esfera ao
entro) é projetado no plano w1−w2 
omo mostrado pelo spin desta
ado em vermelho.Uma vez 
onhe
idas as energias, o próximo passo é determinar a forma dassoluções topológi
as. Um método simples 
onsiste em utilizar a 
hamada projeçãoestereográ�
a, na qual o espaço interno é representado em um plano in�nito (lembre-se que o espaço interno é tridimensional e sujeito ao vín
ulo nana = 1, e portantoapresenta dois graus de liberdade). A asso
iação é feita de modo que os eixos w1 e w2do plano 
oin
idam 
om as direções de n1 e n2 do espaço interno e que o polo sul de
S(int) esteja na origem, 
omo mostrado na �gura (2.2). Dessa forma, temos que:

w1 =
2n1

1− n3
e w2 =

2n2

1− n3
. (2.39)
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as 29É 
omum adotar uma representação 
omplexa na qual w1 faz o papel do eixo realenquanto w2 é eixo imaginário e assim de�nimos a quantidade:
w = w1 + iw2 =

2(n1 + in2)

1− n3
=

2n

1− n3
. (2.40)Por meio do 
ampo 
omplexo n = n1 + in2, a equação (2.38) forne
e, após um pou
ode álgebra:

∂n

∂x1
= ∓i

(

n
∂n3

∂x2
− n3

∂n

∂x2

) e ∂n

∂x2
= ±i

(

n
∂n3

∂x1
− n3

∂n

∂x1

)

, (2.41)que em função de w é equivalente a:
∂w1

∂x1
= ±∂w2

∂x2
e ∂w1

∂x2
= ∓∂w2

∂x1
. (2.42)Note que as equações a
ima são as 
ondições de Cau
hy-Reimann para a analiti
idadeda função 
omplexa w(z), 
om z = x1+ix2. Portanto, as soluções são quaisquer funçõesanalíti
as em z (embora regiões 
om 
ortes sejam proibidas polos são permitidos) epodem ser es
ritas nas 
oordenadas originais por meio da transformação (2.39). Aforma mais geral para w é dada por:

w(z) =

N
∏

i=1

(

z − zi
R

)

, (2.43)onde zi e R são parâmetros asso
iados 
om as 
ara
terísti
as físi
as das soluções. Aequação para a 
arga topológi
a pode ser rees
rita em termos de w 
omo:
Q =

1

π

∫

d2r
(∂zw)(∂z̄w̄)− (∂z̄w)(∂zw̄)

(1 + |w|2)2 , (2.44)
om ∂z = (∂x1
+ i∂x2

)/2. A energia é dada por E = 4πQ/g e ao substituir a solução(2.43) na equação a
ima en
ontramos N = Q. É importante notar que o modeloapresenta duas invariân
ias, além da simetria O(3). Tanto a substituição r → r − r0quanto r → ar não alteram a energia e estão asso
iadas a invariân
ia de translação ees
ala (no espaço físi
o), respe
tivamente. Ao analisar a equação para a energia é fá
ilnotar que as soluções também podem ser en
ontradas exigindo ∂z̄w = 0, ou seja, que
w seja uma função analíti
a de z mas não do seu 
onjugado z̄. Soluções 
om 
argatopológi
a positiva são os 
hamados skyrmions enquanto as 
on�gurações 
om Q < 0



30 O modelo sigma não-linear O(3)são denominadas anti-skyrmions. Observe que a existên
ia de soluções 
omposta deskyrmions e anti-skyrmions de mesma 
arga topológi
a (em módulo) é equivalente aoestado fundamental, uma vez que a energia total é nula. O 
aso mais simples o
orrequando Q = 1 e a solução 
orrespondente é expressa 
omo w = (z− z0)/R. O ponto z0espe
i�
a o 
entro do skyrmion enquanto R determina o tamanho da solução topológi
a.Em z0 temos w(z0) = 0 e pela equação (2.39) obtemos n = (0, 0,−1). Já no limite
z → ∞, o 
ampo n é dado por spins apontando na direção (0, 0, 1). Outras soluções sãoobtidas ao impor 
ondições de 
ontorno apropriadas. Na �gura (2.3) são mostradas as
on�gurações do 
ampo de Néel para duas 
ondições de 
ontorno diferentes, ambas 
om
arga topológi
a unitária. Note que dependendo da 
ondição de 
ontorno adotada aforma da solução muda drasti
amente, embora a energia permane
e a mesma. No 
asoem que lim

r→∞
n = (0, 0, 1) o skyrmion apresenta um úni
o 
entro e para lim

r→∞
n = (1, 0, 0)ele é formado por dois 
entros. No 
apítulo seguinte vamos estudar em mais detalhesum modelo que apresenta a solução de dois 
entros enquanto no 
apítulo 4 o fo
o serásolução 
om 
entro úni
o.

Figura 2.3: Duas 
on�gurações para solução tipo skyrmion 
om Q = 1. À esquerdaa solução 
om 
ondição de 
ontorno lim
r→∞

n = (0, 0, 1) e do lado direito 
om 
ondição
lim
r→∞

n = (1, 0, 0)Soluções topológi
as, 
omo os skyrmions, são resultado de uma teoria 
ontínuae devem ser tratadas 
om 
uidado quando 
onsiderados em sistemas dis
retos. Aestabilidade topológi
a, por exemplo, não pode ser garantida em sistemas dis
retosembora seja esperado que tal 
ara
terísti
a seja mantida. Desde sua des
oberta teóri
apor volta da dé
ada de setenta até re
entemente, os skyrmions não passavam de soluções



2.4 Soluções topológi
as 31matemáti
as para um modelo aproximado de sistemas magnéti
os. Porém, nos últimosanos vários trabalhos experimentais têm veri�
ado a existên
ia de soluções topológi
asem modelos reais. Por meio de análises em mi
ros
opia de transmissão eletr�ni
a, X.Z. Yu et al [9℄ en
ontraram uma 
on�guração do tipo skyrmion para �lmes �nos deFe0.5Co0.5Si. O estado topológi
o 
itado pelos autores, mostrado na �gura (2.4), possuies
alas nanométri
as e surge após a apli
ação de um 
ampo normal à superfí
ie daamostra.

Figura 2.4: Estruturas heli
oidal (a) e de skyrmion (b)-(
) previstas por simulaçãode Monte Carlo no trabalho de Yu. Nas �guras (d), (e) e (f) as mesmas estruturasobservadas experimentalmente.O MnSi é outro material que tem mostrado ser 
apaz de suportar tais ex
i-tações. Devido à interação de Dzyaloshinskii-Moriya presente nesse 
omposto, o spinstendem a assumir uma 
on�guração de skyrmion retor
ida (twisted), 
on�rmada ex-perimentalmente por espalhamento de nêutrons [11℄. Como 
onsequên
ia dos últi-mos a
onte
imentos, a pesquisa de soluções topológi
a em matéria 
ondensada ganhoumais notoriedade e modelos teóri
os, assim 
omo simulações 
omputa
ionais já foramapresentados para expli
ar os resultados experimentais. É importante ressaltar queas soluções topológi
as, tanto na teoria quanto aquelas en
ontradas no laboratórioaté agora, fazem parte dos estados ex
itados e não apare
em naturalmente em taissistemas. Contudo, Rössler prop�s que skyrmions também podem des
rever estados



32 O modelo sigma não-linear O(3)fundamentais em �lmes �nos e pequenas estruturas magnéti
as 
om interações quirais(devido ao termo de Dzyaloshinskii-Moriya), o que leva a 
rer que soluções topológi
aspodem ser mais 
omuns do que se imaginava.



Capítulo 3
Interação entre spinons via energia deCasimir

Como já foi 
omentado, sistemas antiferromagnéti
os em uma dimensão nãopossuem ordem de longo al
an
e mesmo à temperatura nula, o que 
ara
teriza os
hamados líquidos de spin. Em tal situação, �utuações quânti
as são responsáveis porquebrar o alinhamento entre sítios vizinhos, diferente do 
aso em temperatura �nitano qual as �utuações tem origem térmi
a. Em duas dimensões os spins interagem
om mais vizinhos e �utuações quânti
as não são fortes o su�
iente para desordenaro sistema em T = 0. A in
lusão de termos extras na hamiltoniana, 
omo interaçõesde segunda ordem entre vizinhos, ou a es
olha por redes frustradas são algumas dastentativas de se al
ançar um estado líquido de spin bidimensional (o 
aso tridimensionalé ainda mais difí
il de ser obtido). Nesse 
apítulo sugerimos um sistema 
apaz dereproduzir estados desordenados à temperatura nula. Trata-se do modelo sigma não-linear O(3) anisotrópi
o, que embora não des
reva exatamente um antiferromagnetoanisotrópi
o guarda algumas semelhanças. Em uma aproximação semi-
lássi
a, assoluções do MSNL são ex
itações topológi
as não interagentes, porém a in
lusão dotermo de anisotropia induz �utuações quânti
as 
apazes de alterar esse 
enário. Aanisotrópi
a λ separa o sistema entre uma fase ordenada e outra desordenada asso
iadasao 
on�namento e de
on�namento dos spinons (ex
itações não massivas de spin 1/2),respe
tivamente. 33



34 Interação entre spinons via energia de Casimir3.1 Modelo sigma não-linear anisotrópi
oComeçamos de�nindo a ação para o modelo sigma-não linear anisotrópi
o [43,44℄:
A = AB,λ +

ρs
2

∫ tf

ti

dt

∫

d2x[(∂in)
2 − (∂0n)

2 + λ(∂in3)
2], (3.1)onde AB,λ é a fase de Berry, n é o 
ampo de Néel, ρs = JS2

~ é a 
onstante dea
oplamento, i = 1, 2, ∂0 = (1/c)∂/∂t 
om c = 2
√
2JSa/~ a velo
idade das ondasde spin e λ é o termo de anisotropia. A não-linearidade do modelo surge do vín
ulo

∑

a n
2
a = 1 que deve ser 
onsiderado juntamente 
om a ação a
ima. Como demonstradopor Haldane [27,34℄, o antiferromagneto isotrópi
o no limite de baixas temperaturas elongos 
omprimentos das ondas de spin é mapeado no modelo sigma não-linear O(3).Podemos esperar então que a ação (3.1) des
reva um antiferromagneto anisotrópi
o,mas isso não o
orre. De fato, sistemas magnéti
os anisotrópi
os possuem simetria O(2)(abelianos) e o modelo apresentado, mesmo 
om a presença do termo λ(∂µn3)

2 possuisimetria O(3) (não abeliano). A simetria pode ser 
orrigida 
om a introdução de umtermo do tipo n2
3, mas tal termo é des
onsiderado por introduzir 
ompli
ações 
omoa quebra da invariân
ia de es
ala. Ainda sim esperamos que os resultados des
revam
om alguma pre
isão sistemas magnéti
os anisotrópi
os. No limite λ = 0 re
uperamoso 
aso isotrópi
o 
ujas soluções são os famosos sólitons de Belavin-Polyakov [40,41℄ deenergia E = 4πρs~Q onde Q ∈ Z é a 
hamada 
arga topológi
a. Ainda no modeloisotrópi
o, a fase de Berry só tem importân
ia na fase desordenada [45℄ uma vez queuma variação 
ontínua no 
ampo n 
ria 
ontribuições que se anulam para diferentessub-redes [27, 36℄. Com algumas modi�
ações, essas 
ara
terísti
as serão mantidas naregião 
om λ 6= 0.Ao 
onsiderar soluções estáti
as para a ação (3.1) e utilizando o vín
ulo não-linear podemos eliminar o termo n3 e assim a densidade lagrangeana é dada por:

L =
ρ

2

[

2
∑

i=1

(∂µvi)(∂µvi) + (1 + λ)

∑2
i,j=1 vivj(∂µvi)(∂µvj)

1−∑2
i=1 vivi

]

. (3.2)Mesmo 
om a presença do termo anisotrópi
o, soluções topológi
as ainda fazem partedo modelo 
omo demonstrado por Watanabe e Otsu [43℄. Tais soluções também pos-suem energia �nita e são obtidas de�nindo-se uma direção preferen
ial para os spins



3.1 Modelo sigma não-linear anisotrópi
o 35apontarem no in�nito. É 
onveniente de�nir um novo 
ampo v = (n1, n2,
√
1 + λn3) noqual na são as 
omponentes de n. O vín
ulo ∑a n

2
a = 1 que representava a superfí
iede uma esfera unitária passa a ser es
rito 
omo v21 + v22 + v23/(1 + λ) = 1 e portantorepresenta agora a superfí
ie de um elipsoide tridimensional. Em função dos ângulospolar e azimutal, es
revermos o 
ampo n = (senθ
osφ, senθsenφ, 
osθ) e a ação é dadapor A = AB,λ +

ρs
2

∫ tf
ti

dt
∫

d2x[(∂µv)
2 − (∂0v)

2]. A fase de Berry em função de v temuma forma semelhante ao 
aso isotrópi
o 
om a diferença que agora ela mede a área
oberta pelo vetor v sobre a superfí
ie de um elipsoide quando ele evolui de ti até tf .Também nesse 
aso, a 
arga topológi
a será nula em sistemas bidimensionais ao 
on-siderarmos a 
ontinuidade de v. Vamos adotar a representação por meio da projeçãoestereográ�
a de�nida por:
w = w1 + iw2 =

v1 + iv2

1 + v3/
√
1 + λ

, (3.3)de forma que a equação (3.2) é expressa 
omo:
L =

ρs
2

[

4|∂vw|2
(1 + |w|2)2 +

4λ[w(∂vw̄) + w̄(∂vw)]
2

(1 + |w|2)4
] (3.4)e a lagrangeana 
ompleta é dada por:

L = 2ρs

∫ |∂0w|2
(1 + |w|2)2 d

2x− 8ρs

∫ |∂z̄w|2
(1 + |w|2)2

[

1 +
2λ|w|2

(1 + |w|2)2
]

d2x−

−8λρs

∫

[w2(∂zw̄)(∂z̄w̄) + w̄2(∂zw)(∂z̄w)]

(1 + |w|2)4 −QA(λ)~ρs, (3.5)onde ∂z = 1/2(∂x + i∂y), ∂z̄ = 1/2(∂x − i∂y) e Q é a 
arga topológi
a para o 
asoanisotrópi
o de�nida 
omo:
Q =

4

A(λ)

∫

(∂zw)(∂z̄w̄)− (∂z̄w)(∂zw̄)

(1 + |w|2)2
[

1 +
2λ|w|2

(1 + |w|2)2
]

d2x, (3.6)sendo A(λ) a área do elipsoide des
rito por v.Soluções estáti
as 
om energia �nita são obtidas impondo a 
ondição ∂z̄w = 0.O 
aso mais simples o
orre quando Q = 1 (soluções para anti-skyrmions 
om Q = −1são obtidas tro
ando z por z̄), para o qual temos w
l = α(z − ξ1)/(z + ξ2) onde α, ξ1,
ξ2 são parâmetros rela
ionados à 
ara
terísti
as físi
as do skyrmion, 
omo tamanho eorientação. Se por exemplo adotarmos ξ → ∞ e α → 0 temos uma solução do tipo
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1/(z−ξ2), que representa a 
on�guração na qual os spins no in�nito estão alinhados nadireção +z enquanto na origem temos um spin apontando no sentido−z. Essa solução é
ara
terizada por apenas um 
entro na origem, assim 
omo a solução obtida pelo limite
n3 → −1 quando r → ∞. Por outro lado, soluções 
ujo 
ampo está 
ontido no plano xypara pontos su�
ientemente afastados da origem são formadas por uma 
on�guração
omposta de dois 
entros. Para essas soluções, o parâmetro α determina a direção do
ampo no in�nito enquanto ξ1 e ξ2 lo
alizam os dois 
entros que 
ompõem o skyrmion.É importante observar que a energia E = 4πρs~|Q| das soluções independe da 
ondiçãode 
ontorno adotada e devido a simetria O(3) os dois tipos são igualmente prováveis.Vamos adotar w
l = (z−ξ)/(z+ξ), que representa a situação na qual o 
ampo n apontana direção x no in�nito. No limite z → ξ, w
l = 0 e pela equação (3.3) isso indi
a umspin no sentido +z, já para limz→−ξ w
l = ∞ temos um spin apontando na direção −z(a distân
ia R = 2|ξ| mede o tamanho do skyrmion). Além disso, 
omo podemos verna �gura (3.1) a região em torno do ponto (0, |ξ|) apresenta um 
on�guração do tipovórti
e enquanto uma ex
itação do tipo anti-vórti
e está 
entrada em (0,−|ξ|) (para
Q = −1 o
orre o 
ontrário). Essa situação se assemelha aos pares vórti
e anti-vórti
een
ontrados em magnetos do tipo XY , porém 
om uma grande diferença em relação àenergia do sistema (fora o fato que no modelo XY os spins estão 
on�nados no plano).Devido à invariân
ia de es
ala do modelo (fazer n → un, 
om u ∈ R, não altera aenergia do sistema), os skyrmions podem ter tamanhos arbitrários e assim a energianão depende da distân
ia R. Já no 
aso do par vórti
e anti-vórti
e é bem 
onhe
ido quea energia é propor
ional ao logaritmo da separação entre as ex
itações (fato responsávelpela transição de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [5℄). Portanto podemos esperar quenenhuma transição de fase do tipo BKT a
onteça no nosso modelo.A fase de Berry líquida é obtida somando a 
ontribuição de 
ada 
adeia unidi-mensional que forma a rede bidimensional. Para o 
aso no qual o número de 
adeiasé par, a soma sobre todas as 
adeias forne
e um valor nulo. Para 
ada uma dessas
adeias, a fase de Berry 
onta quantas vezes o 
ampo n é mapeado na esfera unitária,apenas uma vez para Q = 1. Porém, 
omo mostrado por Baskaram [46℄, a situaçãoé diferente para a 
adeia que 
ontém os 
entros do skyrmion, a 
hamada 
adeia an�-
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Figura 3.1: Con�guração de um skyrmion 
om dois 
entros (esquerda) e um par vórti
e-anti vórti
e (direita).mala. Nesse 
aso, o mapeamento forne
e um valor nulo (e não unitário 
omo as outras
adeias) sendo que metade da 
adeia 
ontribui 
om uma fase de π (metade superior) ea outra metade 
om uma fase −π (metade inferior). Essas duas fases são asso
iadas aospin-1/2 das ex
itações topológi
as que 
ompõem o skyrmion. À essas ex
itações, quealém de terem spin-1/2 são não massivas, é dado o nome de spinons e devido ao fatoda energia não depender da distân
ia R, dizemos que os spinons são não interagentes(no nível 
lássi
o). Porém, 
omo veremos na próxima seção ao 
onsiderarmos pertur-bações quânti
as, os spinons deixam de ser não interagente e passam a apresentar umainteração que depende da 
onstante de anisotropia λ, podendo ser tanto de atração(asso
iado ao 
on�namento de spinons) quanto repulsão (no de
on�namento).3.2 Perturbações quânti
asNessa seção vamos estudar 
omo �utuações sobre o estado 
lássi
o w
l afetamo 
omportamento dos spinons. O método utilizado 
onsiste em 
al
ular as mudançasna matriz de fase por meio da aproximação de Born de segunda ordem (geralmente ostermos de primeira ordem são nulos). Rodriguez prop�s que a energia do Skyrmiondiminui 
om o tamanho R [47℄ enquanto Walliser e Holzwarth en
ontraram um resul-tado 
ontrário [48℄. As dis
repân
ias o
orrem devido às diversas aproximações ado-tadas por 
ada autor. Baskaram também estudou 
omo �utuações quânti
as alteram



38 Interação entre spinons via energia de Casimira energia do skyrmion para o modelo isotrópi
o e en
ontrou que elas dão origem àuma interação de repulsão entre os spinons. No 
aso anisotrópi
o o método utilizadoforne
e resultados mais pre
isos uma vez que na aproximação de Born os termos deprimeira ordem são dominantes. Consideramos pequenas perturbações η(r, t) sobre ofundo 
lássi
o w
l, substituímos w = w
l + η na lagrangeana (3.5) e minimizamos atétermos de segunda ordem em η. As �utuações quânti
as obede
em a uma equação deonda do tipo:
∇2η − 1

c2
∂2

∂t2
η = U1η + U2η̄, (3.7)onde os poten
iais U1 e U2 são dados por:

U1 = 8∂z ln(1 + |wc,1|2)
[

∂z̄ −
λ

(1 + |wc,1|2)
∂z̄ +

4λ|wc,1|2
(1 + |wc,1|2)2

∂z̄

+
4λwc,1(∂z̄w̄c,1)

(1 + |wc,1|2)2
]

+
8λw̄c,1(∂zwc,1)

(1 + |wc,1|2)2
∂z̄ −

8λ(∂zwc,1)(∂z̄w̄c,1)

(1 + |wc,1|2)2

−8λwc,1(∂z̄w̄c,1)

(1 + |wc,1|2)2
∂z̄ −

2λ|wc,1|2
(1 + |wc,1|2)2

∇2 (3.8)e
U2 =

16λw2
c,1

(1 + |wc,1|2)2
[

∂z ln(1 + |wc,1|2)∂z̄ + ∂z̄ ln(1 + |wc,1|2)∂z
]

−8λwc,1(∂zwc,1)

(1 + |wc,1|2)2
∂z̄ −

2λw2
c,1

(1 + |wc,1|2)2
∇2. (3.9)Os poten
iais tem al
an
e �nito da ordem do raio R = 2ξ do skyrmion uma vezque para distân
ias superiores o 
ampo assume uma 
on�guração aproximadamente deNéel. No limite assintóti
o, r → ∞, as soluções para a equação (3.7) são ondas planase substituindo η(r, t) = ψ(r)eiωt en
ontramos uma relação de dispersão relativísti
a

ω(q) = (1+ λ)1/2qc para as onda de spin. Observe que as ex
itações são mágnons 
omenergia que se anula no limite de longos 
omprimentos de onda (não massivas) 
omoprevisto pelo teorema de Goldstone. Na região 
entral, os poten
iais U1 e U2 atuam
omo 
entros de espalhamento para as ondas de spin de modo que ao se afastarem oúni
o resultado é uma mudança na matriz de fase δmn. A 
orreção na energia devidoàs �utuações quânti
as é 
al
ulada por meio da energia de Casimir [38, 47℄:
Eq = E
l − ~

π

∫ 1/a

0

∂ω

∂q
Trδmn(q) dq (3.10)



3.2 Perturbações quânti
as 39e devido ao traço na equação a
ima somente os termos diagonais na matriz de fasesão importantes. Em 
oordenadas 
ilíndri
as, os desvios em primeira ordem de δnn sãoobtidos através da aproximação de Born:
δ(1)n = −π

2

∫ ∞

0

r dr〈J|n|(qr)e−inϕ(U1 + U2)e
inϕJ|n|(qr)〉ϕ (3.11)Na equação a
ima todos os termos do tipo −π/2

∫∞
0

drg(r)J|n|(qr)
(

dJ|n|(qr)/dr
) sãonulos uma vez que ∑∞

−∞ J2
|n|(qr) = 1. Após alguns 
ál
ulos 
hegamos ao resultado:Trδmn(q) = −2πλ



1−
L/a
∑

n=1

qR

2
(2n− 1)Kn−1

(

qR

2

)

In

(

qR

2

)



 , (3.12)onde Kn e In são funções de Bessel modi�
adas, L é o tamanho do sistema e a é oespaçamento de rede. No limite λ = 0 o traço é nulo e nenhuma 
orreção de primeiraordem tem efeito na energia (nesse 
aso é ne
essário 
onsiderar termos de ordem supe-rior). Os 
ál
ulos são feitos numeri
amente e a dependên
ia da energia em função dotamanho do skyrmion R (a separação dos spinons) para dois intervalos de λ é mostradanos grá�
os (3.2) e (3.4).

Figura 3.2: Energia do skyrmion em função da separação R para −1 < λ < 0 ediferentes tamanhos de rede L.No intervalo −1 < λ < 0 a energia do skyrmion aumenta 
om o seu tamanho
R (para R > 1, 76a), e portanto é energeti
amente favorável para o sistema manter os



40 Interação entre spinons via energia de Casimirspinons próximos, ou seja, existe uma interação de atração entre os 
onstituintes doskyrmion. Tal 
omportamento é semelhante ao 
on�namento de quarks na eletrodi-nâmi
a quânti
a, in
lusive a dependên
ia quase linear (para R/a > 10). Uma vez queos spinons não tem liberdade para deslo
arem, estando assim 
on�nados, o sistemapossui ordem de longo al
an
e (somente a região próxima ao 
entro do skyrmion édesordenada). Embora não seja visível no grá�
o, a energia possui um valor mínimopara R = 1, 76a e assim para valores menores que esse temos uma repulsão entreos spinons. Podemos notar que o tamanho da rede tem pou
a in�uên
ia sobre osresultados. Os três 
asos realizados (L = 200a, L = 500a e L = 1000a) forne
emresultados semelhantes no intervalo analisado para R (uma das aproximações usadasfoi R << L). No grá�
o (3.3) é plotada a energia para λ = −1/2 em função dotamanho do sistema L para diferentes valores de R. Pelos grá�
os podemos 
omprovarque no limite L >> R a energia tende a um valor 
onstante independente do tamanhoda rede.

Figura 3.3: Energia do skyrmion em função do tamanho da rede L para R = a, R = 2ae R = 3a.Já para λ > 0 os resultados mostram que a energia diminui 
om o aumento doraio do skyrmion. No grá�
o (3.4), plotamos a energia 
omo função da distân
ia Rpara três valores positivos da 
onstante de anisotropia. Nesse 
aso a interação entreos spinons é sempre repulsiva, levando o sistema ao um estado de de
on�namento.Como 
onsequên
ia, o ordenamento é reduzido drasti
amente e podemos esperar uma
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as 41fase sem OLA mesmo em temperaturas nulas. Portanto, o modelo sigma não-linearanisotrópi
o forne
e um 
andidato para o 
argo de líquido de spin bidimensional.

Figura 3.4: Energia do skyrmion em função da separação R para uma rede 
om L =

100a e diferentes valores positivos de λ.É importante ressaltar que tal modelo não des
reve exatamente um antifer-romagneto anisotrópi
o, além do fato dele ser uma aproximação 
ontínua. Emboraas propriedades topológi
as garantam forte estabilidade aos skyrmions, a naturezadis
reta de uma rede real pode alterar tal 
omportamento. Durante o trabalho, foidesenvolvido modelos 
omputa
ionais 
om a esperança de 
omprovar a in�uên
ia dotermo anisotrópi
o em sistemas antiferromagnéti
os porém, nenhum resultado 
on
lu-sivo foi al
ançado devido à grande di�
uldade de estabilizar as soluções topológi
asnuma rede dis
reta de tamanho �nito (não foi possível en
ontrar 
ondições de 
on-torno adequadas). Esperamos que num futuro próximo, soluções para os problemasen
ontrados durante as simulações 
omputa
ionais sejam desenvolvidas e assim obterresultados que possam ser 
omparados 
om os atuais. No 
apítulo seis outro modeloanisotrópi
o é estudado via o formalismo bos�ni
o de S
hwinger e en
ontramos duasfases distintas (uma 
om OLA e outra desordenada).



Capítulo 4
In�uên
ia de defeitos não magnéti
osnas soluções topológi
as

Até agora temos 
onsiderado sistemas magnéti
os puros, ou seja, sem defeitosou impurezas na rede. Porém, por melhor que sejam as té
ni
as experimentais sistemaslivres de imperfeições não são reais e modelos que 
onsiderem tais 
ara
terísti
as sãoimportantes. Além disso, sistemas dopados também são importantes pois são respon-sáveis por drásti
as mudanças nas propriedades dos materias. Podemos 
itar, porexemplo, os 
uprados que normalmente são isolantes entretanto tornam-se super
on-dutores à baixas temperaturas quando dopados. Veremos nesse 
apítulo um sistemamagnéti
o dopado 
om uma úni
a impureza (vista 
omo bura
o ou um íon não mag-néti
o na rede) embora o 
aso 
om mais defeitos possa ser fa
ilmente estendido apenas
om algumas aproximações extras. O objetivo prin
ipal do trabalho é estudar o efeitoda impureza não-magnéti
a sobre as soluções topológi
as. Veremos que existe umainteração atrativa entre o defeito e o skyrmion, que à 
urtas distân
ias produz ummovimento de os
ilação do tipo harm�ni
o simples além de veri�
ar a dependên
ia detais os
ilações 
om parâmetros físi
os do sistema.42



4.1 O MSNL dopado 434.1 O MSNL dopadoO ponto ini
ial do trabalho é adotar a aproximação 
ontínua do modelo sigmanão-linear para o antiferromagneto bidimensional, válida no limite de baixas temper-aturas e longos 
omprimentos de onda [27, 33, 34℄. Tal modelo é representado pelaação:
Z =

∫

D[n]e−2πiSΘ[n]− 1

g

∫
(∂µn)(∂µn) dd+1x, (4.1)na qual Θ[n] é a fase de Berry, g = 2

√
2dad−1/S a 
onstante de a
oplamento, µ =

((1/c)∂/∂x0, ∂/∂x1, ∂/∂x2, . . . , ∂/∂xd) 
om c =
√
2dJSa a velo
idade das ondas despin (para longos 
omprimentos de onda) e n é o 
ampo de Néel. Tal aproximaçãofoi obtida por Haldane para um sistema semi-
lássi
o, i.e. 
om S grande, porém osresultados obtidos através do MSNL são 
oerentes 
om dados experimentais mesmopara spins pequenos (S = 1/2, 1, . . .). O limite para baixas temperaturas é outrain
ógnita no trabalho de Haldane. Embora seja adotado que o modelo só é válidoem baixas temperaturas não é forne
ido nenhum limite superior para a temperaturaa partir do qual a aproximação se torna inadequada. Esses dois problemas foramresolvidos por Dai e Zhang [49℄ aproximadamente duas dé
adas após os primeirostrabalhos na área. Os autores demonstraram que a 
on
ordân
ia entre resultadosobtidos pelo MSNL e dados experimentais para spins pequenos não é mera 
oin
idên
iae, 
om algumas modi�
ações na 
onstante de a
oplamento g e na velo
idade das onda despin c, além da introdução de 
ortes nos limites de integração para τ , é possível adotaro MSNL 
omo modelo 
ontínuo para sistemas 
om qualquer valor de S. No mesmotrabalho Dai e Zhang também obtêm o limite superior para baixas temperaturas pormeio de um 
uto� no espaço dos momentos devido à natureza dis
reta da rede.No desenvolvimento realizado por Haldane, rápidas variações na integral de 
a-minho (asso
iadas às �utuações quânti
as de 
urta al
an
e) são ignoradas e somenteo limite para longos 
omprimentos de onda é 
onsiderado. Essa aproximação tem sidolargamente utilizada mesmo não sendo 
laramente justi�
ada. Na verdade, em teoriaquânti
a de 
ampos ambos tipos de variações na integral de 
aminho (rápidas e lentas)estão presentes e ao levar esse fato em 
onta, Dai e Zhang demostram que o modelo



44 In�uên
ia de defeitos não magnéti
os nas soluções topológi
assigma não-linear des
rito pela equação (4.1) também representa o antiferromagnetopara spin arbitrário, sendo ne
essário apenas substituir g e c por:
gs =

2

S

√

d+
TΛ
2SJ

(4.2)e
cs = 2JSa

√

d+
TΛ
2SJ

(4.3)respe
tivamente, além de introduzir um 
orte τΛ = 1/TΛ na integral do tempo ima-ginário. Observe que no limite S ≫ 1 re
uperamos os resultados en
ontrados porHaldane. TΛ forne
e o limite superior para baixas temperaturas, sendo dado por:
TΛ =

SL2

4π2

(

1 +

√

1 +
16π2d

L2

)

, (4.4)no qual Λ = L/a = 2
√
2π [Γ(d/2 + 1)]1/d /a é um 
orte no espaço dos momentos devidoà natureza dis
reta da rede. O termo da fase de Berry permane
e inalterado e é dadopelas mesmas expressões en
ontradas no trabalho do Haldane [27, 33℄. Para d = 2temos que o modelo 
ontínuo é válido dentro do limite 0 ≤ T/J < TΛ/J . 1, 94S.Adotamos 
omo defeito um furo 
ir
ular na rede de raio ρ lo
alizado na posição

r (a ideia é que ele atue 
omo uma impureza não-magnéti
a). Representamos essaimpureza por um poten
ial V (r − r0) que vale 1 se |r− r0| < ρ e 0 para |r− r0| > ρ.Obviamente a remoção de alguns sítios no sistema altera a energia do sistema umavez que existem menos interações, além da 
ontribuição da energia magnetostáti
a as-so
iada às bordas do bura
o introduzido. Mas no nosso 
aso vamos 
onsiderar que otamanho do defeito é muito pequeno 
omparado 
om o tamanho da rede L, de modoque a energia magnetostáti
a possa ser desprezada. Vamos também des
onsiderar amudança na fase de Berry devido à presença do defeito. As 
adeias que têm spins re-movidos 
ontribuem de forma diferente das 
adeias inteiras no 
ál
ulo de Θ[n], porémao 
onsiderar que pou
os sítios são removidos a diferença não é signi�
ativa e 
ontin-uamos 
om a 
onsideração de que a fase total é nula [36, 37℄.Vamos utilizar a projeção estereográ�
a [38℄ para es
rever o 
ampo n em termosde um 
ampo 
omplexo w = w1 + iw2. Uma vez que o 
ampo de Néel é representado



4.1 O MSNL dopado 45em função dos ângulos polar e azimutal 
omo n = (cosφsenθ, senφsenθ, cos θ), a 
or-respondên
ia entre w e n é dada por:
w =

n1 + in2

1 + n3
= 
oth(θ

2

)

eiφ. (4.5)Em termo de w a lagrangiana para a ação (4.1) é es
rita 
omo:
L =

2

g

∫

d2x

[

1

c2
|∂w/∂t|2
(1 + |w|2)2 − 4

|∂z̄w|2
(1 + |w|2)2−

−2
(∂zw)(∂z̄w̄)− (∂z̄w)(∂zw̄)

(1 + |w|2)2
]

V (r− r0), (4.6)onde ∂z = (1/2)(∂x + i∂y) e ∂z̄ = (1/2)(∂x − i∂y). Como é 
onhe
ido, o estado funda-mental é 
omposto por uma 
on�guração staggered (
ampo de Néel) e as ex
itações demais baixa energia são onda de spin 
om relação de dispersão relativísti
a. Existemtambém soluções de energia �nita E = 4π|Q|/g [40℄ (skyrmions) onde:
Q =

1

π

∫

(∂zw)(∂z̄w̄)− (∂z̄w)(∂zw̄)

(1 + |w|2)2 d2x. (4.7)é a 
arga topológi
a expressa nas 
oordenadas estereográ�
as. Essas soluções são obti-das impondo a 
ondição ∂z̄w = 0 e para o 
aso |Q| = 1, 
om 
ondição de 
ontorno
n = (0, 0, 1) quando r → ∞ e (0, 0,−1) na origem, temos que:

w =
z − s

R
, (4.8)onde s e R são parâmetros asso
iados 
om a posição e o tamanho do skyrmion, respe
-tivamente. Devido à invariân
ia sobre translação, vamos assumir que a distân
ia s émedida em relação ao 
entro do defeito.A dinâmi
a do 
ampo w é obtida ao permitir a dependên
ia temporal para osparâmetros s e R. Na verdade, somente a posição do skyrmion é permitida evoluçãotemporal. A 
ada um dos parâmetros é asso
iado um termo 
inéti
o do tipo 1

2
mϕϕ̇porém, Nazario e Santiago [50℄ demonstraram que no 
aso de um sistema sem defeitos,a dependên
ia temporal de R provo
a a divergên
ia na energia pois mR → ∞. Amesma situação o
orre no 
aso do sistema dopado e somente a posição da soluçãotopológi
a pode apresentar dinâmi
a. Portanto, vamos 
onsiderar que o tamanho doskyrmion permane
e �xo enquanto ele se deslo
a pela superfí
ie do material, ou seja,

w(t) = z−s(t)
R

.



46 In�uên
ia de defeitos não magnéti
os nas soluções topológi
asA presença do defeito perturba o sistema através de uma interação entre oskyrmion e o bura
o na rede. Isso o
orroe pois retirar spins no 
entro da soluçãotopológi
a não produz a mesma mudança na energia que a remoção numa região afas-tada da origem. Uma vez que a energia é dada por E = 4π|Q|/g podemos avaliara diferença 
ausada pelo defeito 
al
ulando a variação na 
arga topológi
a. De fato,ao retirarmos parte da rede o 
ampo n não é mais mapeamento 
ompletamente so-bre a esfera unitária e |Q| < 1. Partindo desse argumento, substituímos o 
ampo
w = (z − s(t))/R na lagrangiana (4.6) e integramos sobre todo o espaço para obter-mos assim uma lagrangiana efetiva que leva em 
onsideração a presença do defeito. Oresultado exato é dado por:

Le� (s(t), ṡ(t)) = 4π

g
[1− f(s(t), ρ, R)]

(

ṡ2

2c2
− 1

)

, (4.9)onde
f(s(t), ρ, R) =

1

2

[

1 +
ρ2 − (R2 + s2)

√

(R2 + s2)2 + ρ2(ρ2 + 2R2 − 2s2)

]

. (4.10)Asso
iamos f(s, ρ, R) 
om a redução na 
arga topológi
a por meio de Q =

1 − f(s, ρ, R). No limite ρ → 0 (sem defeito) re
uperamos o valor unitário da 
argatopológi
a e para os 
asos em que ρ 6= 0 plotamos um grá�
o de Q em função da posiçãodo skyrmion s para três valores de R, dado pela Figura (4.1). Como pode ser visto,na presença do defeito, o valor de Q é sempre menor que a unidade, mas no limite emque a separação entre o skyrmion e o bura
o é muito maior que ρ re
uperamos o valorunitário para a 
arga topológi
a. Dessa forma a in�uên
ia do defeito é menor na regiãoafastada da origem na qual o 
usto energéti
o de retirar alguns spins é pequeno.De�nimos o termo de massa M = M(s) = (1− f(s, ρ, R)) 4π
gsc2s

de modo a rees-
rever a equação (4.9) 
omo:
Le� (s(t), ṡ(t)) =M(s)

(

ṡ2

2
− c2s

)

. (4.11)A dinâmi
a do skyrmion (representada pela variação temporal da posição s) provo
a adependên
ia espa
ial deM e uma análise mais aprofundada mostra que essa 
ara
terís-ti
a está rela
ionada a não homogeneidade do espaço, prin
ipalmente na região 
entral.A físi
a aqui é semelhante àquela da relatividade geral no qual a presença de matéria
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1 2 3 4 5 6

s

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Q

R = 3 , 0 a

R = 2 , 0 a

R = 1 , 5 a

Figura 4.1: Carga topológi
a em função da posição do skyrmion para R = 1, 5a, R = 2ae R = 3a. Em todos os 
asos ρ = 2a.(energia) distor
e o espaço-tempo e as trajetórias dos 
orpos são dadas pelas geodési
as(
urvas que minimizam a energia). No nosso 
aso, a presença do defeito faz o papelda matéria-energia 
urvando o espaço por meio da alteração na 
arga topológi
a e oskyrmion se move sobre a geodési
a dada pela minimização da lagrangeana (4.11). No�nal das 
ontas, a dinâmi
a dos modos 
oletivos de ex
itação dos spins é governadatanto por fatores topológi
os quanto geométri
os.A evolução temporal do skyrmion pode ser obtida resolvendo as equações deEuler-Lagrange, d
dt

(

∂L
∂q̇

)

− ∂L
∂q

= 0, para a lagrangena efetiva (4.11). Obtemos dessemodo a equação diferen
ial:
M(s)s̈+

1

2

∂M

∂s

(

2c2s − ṡ2
)

= 0 (4.12)ou, substituindo a equação para M :
[

√

(R2 + s(t)2)2 + ρ2(ρ2 + 2R2 − 2s(t)2) + 2(R2 + s2 − ρ2)
]

s̈(t) +

+
4R2ρ2s(t)(2c2s − ṡ(t)2)

(R2 + s(t)2)2 + ρ2(ρ2 + 2R2 − 2s(t)2)
= 0. (4.13)Obviamente a equação a
ima não pode ser resolvida exatamente e vamos tratar somenteum 
aso aproximado. Consideramos a situação na qual temos grandes skyrmions (R ≫
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os nas soluções topológi
as

Figura 4.2: A frequên
ia de os
ilação do skyrmion em função de R.
ρ) e o deslo
amento deles é pequeno 
omparado ao tamanho do defeito (s≪ ρ), ou seja,vamos 
onsiderar somente os termos de mais baixa ordem em s e nas suas derivadas.Dessa forma obtemos uma equação diferen
ial simpli�
ada dada por:

s̈(t) +
8ρ2c2s
3R4

s(t) = 0. (4.14)Tal equação é 
ara
terísti
a de um movimento harm�ni
o simples (MHS) e dessa formao skyrmion, dentro dos limites espe
i�
ados, exe
uta um movimento de os
ilação emtorno do defeito 
uja frequên
ia é dada por:
ωs ≃ 5, 63

ρ

R2
JSa. (4.15)Vemos então que a frequên
ia de os
ilação aumenta linearmente 
omo o tamanhodo defeito enquanto diminui 
om o inverso do quadrado do tamanho R do skyrmion.Na referên
ia [51℄ Mól et al. en
ontraram uma dependên
ia de 1/R para a frequên
iade os
ilação, diferente no nosso 
aso de 1/R2, porém 
omo nossos resultados 
arregamdiversas aproximações, eles devem ser tratados somente de modo qualitativo.Na �gura 4.2 são plotados os grá�
os da frequên
ia ωs em função do tamanhodo defeito ρ e do tamanho do skyrmion R, obtidos numeri
amente da equação (4.13).Mesmo no 
aso numéri
o, no qual são usadas menos aproximações, os resultados 
on-
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Figura 4.3: A frequên
ia de os
ilação do skyrmion obtida numeri
amente em funçãode ρ.
ordam 
om a equação (4.14). A dependên
ia de ωs 
om ρ é 
laramente linear enquantouma análise de regressão para o segundo grá�
o forne
e ωs = 5, 63 JSa
R2,04 (tomado ρ = 1).



Capítulo 5
Bósons de S
hwinger

São inúmeros os trabalhos desenvolvidos nos quais os operadores de spin sãorepresentados por meio de operadores bos�ni
os. Tais representações são vantajosasem relação a outros métodos, 
omo as aproximações 
ontínuas, pois permitem trabal-har 
om prati
amente todo tipo de termo extra inserido na hamiltoniana de Heisen-berg. Existem também formalismos semelhantes utilizando-se operadores fermi�ni
os(ou seja, nos quais os operadores obede
em a relações de anti-
omutação) porém taismétodos não serão tratados aqui. Nos o
uparemos somente do formalismo dos bósonsde S
hwinger, sendo que os outros dois métodos mais usados, Dyson-Maleev [52, 53℄ eHolstein-Primako� [54℄, são 
omentados brevemente por questão de 
omparação.5.1 Representações bos�ni
asVamos primeiro de�nir de modo geral os operadores de 
riação e destruiçãoe suas propriedades. De�nido |0〉 
omo o estado de vá
uo, ou seja, um estado quenão possui nenhuma partí
ula, o operador de 
riação a†i quando apli
ado ao vá
uo,
ria uma partí
ula, digamos do tipo a, na posição i. Vamos de�nir esse novo estado
omo |1i〉 = a†i |0〉. O operador destruição ai quando apli
ado no estado |1i〉 destróia partí
ula a que existe na posição i (se não existir nenhuma partí
ula na posição iele forne
e 
omo resultado o vetor nulo). Apli
ações su
essivas do operador 
riação(destruição) 
riam (destroem) su
essivas partí
ulas. Vamos adotar que os operadores50
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a†i e ai obedeçam à uma relação de 
omutação [ai, a

†
j ] = δij . É fá
il mostrar que ooperador número de�nido 
omo ni = a†iai 
onta o número de partí
ulas a na posição

i e assim, se o sistema está no estado |ψ〉, o número total de partí
ulas é dado por
∑

i a
†
iai|ψ〉.No formalismo de Dyson-Maleev os operadores de spin são de�nidos em ter-mos de apenas um tipo de operador 
riação/destruição de modo que S−

i = a†i , S+
i =

(2S − a†iai)ai e Sz
i = S − a†iai (se as sub-redes são tratadas separadamente, sãone
essários dois tipos de operadores). O prin
ipal problema dessa representação éque os operadores de spin são 
ompostos por termos 
om até três operadores que pre-
isam ser desa
oplados (em hamiltonianas mais 
omplexas a situação pode mais 
om-pli
ado). Já na representação de Holstein-Primako� os operadores de spin são dadospor S−

i =
√
2s
(

1− 1
2s
ni

)1/2
ai, S+

i =
√
2sa†i

(

1− 1
2s
ni

)1/2 e Sz
i = s− a†iai, onde ni é ooperador número. O formalismo de Holstein-Primako� também apresenta alguns prob-lemas. O primeiro é a raiz quadrada que apare
e nos operadores S−

i e S+
i e segundo,a restrição do número de partí
ulas que é feita por meio de um vín
ulo não-hol�nomo

ni ≤ 2s (que não pode ser introduzido na hamiltoniana). O primeiro problema podeser 
ontornado expandindo as raízes em torno de a†iai/2s 
ontudo, durante a apli
açãodesse método é ne
essário assumir uma direção preferen
ial para os spins apontareme então apli
ar uma expansão em ondas de spin. Dessa forma não é possível utilizarHolstein-Primako� para estudar fases desordenadas, uma vez que o
orre a quebra dasimetria O(3).Na teoria dos bósons de S
hwinger [55�61℄ os problemas vistos no parágrafoanterior não existem. Cada operador de spin é representado pelo produto de doisoperadores 
riação/destruição, sem termos de ter
eira ordem ou raiz quadrada. Ovín
ulo que �xa o número de partí
ulas é hol�nomo sendo fa
ilmente introduzido nahamiltoniana por meio de um multipli
ador de Lagrange. Por último, o formalismo deS
hwinger não �xa nenhuma direção preferen
ial para os spins e pode ser então usadotanto para estudar fases ordenadas quanto desordenadas.De modo geral, 
ada sítio é representado por N tipos, ou sabores (�avors), debósons e dizemos que a teoria apresenta uma simetria interna SU(N). Em sistemas



52 Bósons de S
hwingermagnéti
os tradi
ionais, a simetria obede
ida pelos spins é do tipo O(3) (a simetria derotação do espaço interno) que pode ser mapeada em uma simetria SU(2). Portanto,são ne
essários, no mínimo, dois tipos de bósons para representar um sistema magnéti
o(veremos que as vezes é 
onveniente a representação por meio de uma teoria do tipo
SU(3)). Porém as aproximações de 
ampo médio utilizadas na teoria de S
hwingerforne
em resultados exatos somente no limite N → ∞ e, para os 
asos de N �nito
orreções são ne
essárias. Tais 
orreções são feitas através de expansões de ordem 1/N
al
uladas através dos diagramas de Feynman. Para a simetria SU(2) o valor de Nnão é verdadeiramente grande, 
ontudo os resultados obtidos pela teoria de 
ampomédio são relativamente bons e, embora seja possível, não vamos nos preo
upar emrealizar 
orreções perturbativas. É importante ressaltar também que teorias bos�ni
asnão são 
apazes de tratar fases geométri
as (de Berry) e assim não predizem algunsresultados 
onhe
idos, 
omo por exemplo, o gap de Haldane. Entretanto, 
omo já foi
omentado, as fases de Berry em sistemas bidimensionais geralmente são irrelevantese não introduzem nenhum efeito novo ao sistema e, uma vez que 
onsideramos apenasmodelos em duas dimensões espa
iais no trabalhos realizados, não vamos nos preo
upar
om tais fases.5.2 Representação via bósons de S
hwinger SU(2)No formalismo SU(2) representamos os operadores de spin por meio de doisbósons de S
hwinger, a e b, de�nidos de forma que os operadores de spin são dadospor:

S+
i = Sx

i + iSy
i = a†ibi, (5.1)

S−
i = Sx

i − iSy
i = b†iai, (5.2)

Sz
i =

1

2
(a†iai − b†ibi). (5.3)As relações [S+

i , S
−
j ] = 2Sz

i δij, [Sz
i , S

±
i ] = ±S±

i δij permane
em válidas, porémpara manter S2
i = S(S + 1) é ne
essário impor o vín
ulo a†iai + b†ibi = 2S que �xa onúmero de bósons em 
ada sítio. Os estados de spin são rela
ionados aos operadores
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hwinger SU(2) 53bos�ni
os pela equação:
|S,m〉 = (a†)S+m

√

(S +m)!

(b†)S−m

√

(S −m)!
|0〉, (5.4)onde |0〉 é o vá
uo no espaço de Fo
k. No 
aso de spin-1/2 temos, por exemplo, queos estados up e down são |1/2, 1/2〉 = | ↑〉 = a†|0〉 e |1/2,−1/2〉 = | ↓〉 = b†|0〉,respe
tivamente.A hamiltoniana de Heisenberg para um ferromagneto pode ser es
rita então
omo:

H = −J
∑

〈ij〉
Si · Sj

= −J
2

∑

〈ij〉

[

F †
ijFij − 2S(S + 1)

]

= −J
2

∑

〈ij〉

[

: F †
ijFij : −2S2

] (5.5)
om J > 0 e Fij ≡ a†iaj + b†ibj sendo o operador ligação (bond operator) para o ferro-magneto. No 
aso de um a
oplamento antiferromagnéti
o a situação é semelhante e ahamiltoniana é expressa 
omo:
H = J

∑

〈ij〉
Si · Sj

= −J
2

∑

〈ij〉

[

A†
ijAij − 2S2

] (5.6)
om J > 0 e Aij ≡ aibj − biaj sendo o operador ligação equivalente. É 
omum fazeruma rotação de π ao redor do eixo y em uma das sub-redes de forma que aj → −bj e
bj → aj . Desse modo Aij = aiaj + bibj enquanto o vín
ulo permane
e o mesmo.Observe que mesmo na representação de S
hwinger, a hamiltoniana é 
ompostapor termos de quarta ordem nos operadores a e b. Tal problema é 
ontornado por meioda transformação de Hubbard-Stratonovi
h [62, 63℄ (demonstrada no apêndi
e A) quereduz a ordem dos operadores para dois via uma operação de 
ampo médio. Emborana maioria dos 
asos a hamiltoniana seja es
rita apenas em função de Aij ou de Fijdependendo do tipo de a
oplamento existente, é possível trabalhar 
om os dois termosao mesmo tempo (o que é ne
essário quando o a
oplamento pode alternar entre ferroe antiferro).



54 Bósons de S
hwinger5.3 Representação via bósons de S
hwinger SU(3)Na seção passada representamos a hamiltoniana de Heisenberg por meio de doisbósons SU(2). Embora a representação SU(2) se aplique a sistemas 
om qualquer valorde spin, em alguns 
asos de spin-1 uma representação via bósons SU(3) [64℄ pode sermais útil (
omo no 
aso no qual a hamiltoniana é 
omposta pelo termo biquadráti
oalém do termo bilinear). Em tal representação de�nimos um bóson para 
ada um dostrês auto-estados do operador Sz. Por 
ausa disso, não apenas os termos operadores despin mas também os operadores de quadrúpolo (que serão visto nos 
apítulos seguintes)podem ser es
ritos 
omo o produto de apenas dois bósons de S
hwinger. Se utilizarmoso formalismo SU(2) somente os operadores de spin podem ser es
ritos 
om um parde bósons enquanto para os operadores de quadrúpolo são ne
essário quatro deles.Sejam |mi = −1〉, |mi = 0〉 e |mi = +1〉 os três auto-estados de Sz
i 
om autovalores

m = −1, 0,+1 respe
tivamente, então:
|mi = −1〉 = a†i,−1|0〉 (5.7)
|mi = 0〉 = a†i,0|0〉 (5.8)

|mi = +1〉 = a†i,+1|0〉 (5.9)na qual |0〉 é o vá
uo no espaço de Fo
k.Como no 
aso SU(2), de�nimos os operadores Fij ≡ ai,−1aj,−1 + ai,0aj,0 +

ai,+1aj,+1 para o 
aso ferromagnéti
o e, após a rotação de uma das sub-redes, Aij ≡
a†i,−1aj,−1 + a†i,0aj,0 + a†i,+1aj,+1 para o antiferromagneto. Da mesma forma, a hamil-toniana possui termos de quarta ordem que são desa
oplados pela transformação deHubbard-Stratonovi
h e um vín
ulo da forma a†i,−1ai,−1 + a†i,0ai,0 + a†i,+1ai,+1 = S deveser imposto para �xar o número de bósons em 
ada sítio.5.4 Solução para o antiferromagnetoVamos resolver o modelo de Heisenberg antiferromagnéti
o de spin-1/2 em duasdimensões via a teoria de bósons de S
hwinger SU(2) de modo a apresentar alguns de-talhes dos métodos utilizados para a solução dos problemas apresentados nos 
apítulos



5.4 Solução para o antiferromagneto 55seguintes1. A hamiltoniana é dada por:
H = −J

2

∑

〈i,j〉
A†

ijAij +
∑

i

λi

(

a†iai + b†ibi − 2S
)

, (5.10)onde des
artamos o termo 
onstante S2 e introduzimos o vín
ulo por meio de um multi-pli
ador de Lagrange λi. O primeiro passo é desa
oplar o termoA†
ijAij de forma a obteruma ação quadráti
a nos operadores a que possa ser integrada pelos métodos 
onhe
i-dos. Tal desa
oplamento é realizado via a transformação de Hubbard-Stratonovi
h:

A†
ijAij → −

(

〈Aij〉A†
ij + 〈A†

ij〉Aij + 〈A†
ij〉〈Aij〉

)

. (5.11)Adotamos que os valores médios 〈Aij〉 = 〈A†
ij〉 = A e 〈λi〉 = λ são reais e então ahamiltoniana é es
rita então 
omo:

H =
zNA2

2
− 2NλS +

J

2

∑

〈i,j〉
A
(

a†ia
†
j + b†ib

†
j + h.c.

)

+
∑

i

λ
(

a†iai + b†ibi

)

, (5.12)
om z sendo o número de vizinhos e N o número total de sítios. Após realizar atransformação de Fourier obtemos:
H =

zNA2

2
− 2Nλ

(

S +
1

2

)

+
1

2

∑

k

[

λ
(

a†kak + b†kbk + h.c
)

+zJAγk

(

a†ka
†
−k + b†kb

†
−k + h.c.

)]

, (5.13)onde γk = 1
z

∑

δ e
ik·rδ (rδ são as posições dos vizinhos) é o 
hamado fator de estrutura.Se a rede é quadrada o fator de estrutura é real porém isso nem sempre a
onte
e.Na rede hexagonal, por exemplo, γk apresenta uma parte imaginária que pode sereliminada por meio de uma transformação linear nos operadores, 
omo mostrado no
apítulo 7.Ao diagonalizar a hamiltoniana devemos tomar o 
uidado para que os novos ope-radores mantenham a relação de 
omutação. Um meio de garantir que eles 
ontinuem
om suas propriedades bos�ni
as é diagonalizar a hamiltoniana via a transformação deBogoliubov [65�67℄.

αk1 = 
oshθkak − senhθka†−k (5.14)
αk2 = 
oshθkbk − senhθkb†−k (5.15)1Para maiores detalhes ver a referên
ia [55℄.
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hwingerou inversamente:
ak = 
oshθkαk1 + senhθkα†

−k1 (5.16)
bk = 
oshθkαk2 + senhθkα†

−k2 (5.17)Quando substituídos na hamiltoniana resultam em:
H =

zNA2

2
− 2Nλ

(

S +
1

2

)

+

+
1

2

∑

k,m

[

(λ
osh2θk + zJAγksenh2θk)(α†
kmαkm + α−kmα

†
−km

)

+

+ (λsenh2θk + zJAγk
osh2θk)(α†
kmα

†
−km + α−kmαkm

)]

. (5.18)O valor de θk é es
olhido de modo a anular os termos não diagonais α†
kmα

†
−km e

α−kmαkm. Para tal, θk deve satisfazer a relação:tanh2θk = −zAγk
λ

. (5.19)O resultado da hamiltoniana diagonalizada é:
H =

zNA2

2
− 2Nλ

(

S +
1

2

)

+
1

2

∑

k,m

Ek

(

α†
kmαkm +

1

2

)

, (5.20)sendo que a energia é dada por Ek =
√

λ2 − (zJAγk)2. Ao expandirmos a energia emtorno do ponto de mínimo, k = (π, π) ou k = (0, 0), obtemos uma relação de dispersãorelativísti
a para as ex
itações de spin:
E2

k = ∆2 +
c2z2

4
k2, (5.21)
om ∆ =

√

λ2 − (zJA)2 e c =
√
2zA sendo o gap e a velo
idade das ondas de spin,
omo esperado para sistemas antiferromagnéti
os.Os parâmetros λ e A devem ser determinados pela minimização da energia livrede Helmholtz:

F = − 1

β
ln
(Tre−βH

2

)

=
zNA2

2
− 2N

(

S +
1

2

)

+
1

β

∑

k

ln

[

2senh(βEk

2

)]

, (5.22)
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onsistentes:
S +

1

2
=

1

N

∑

k

λ
√

λ2 − (zAJγk)2

(

nk +
1

2

)

, (5.23)
A =

1

N

∑

k

zAJγ2k
√

λ2 − (zAJγk)2

(

nk +
1

2

)

, (5.24)onde nk = (e
βEk

2 − 1)−1 é a função densidade de estados para bósons.As equações a
ima podem ser resolvidas por métodos de interação padrão paraqualquer temperatura �nita. Em temperatura nula somente o 
aso unidimensionalapresenta solução. Segundo Takahashi [57, 68℄, a não existên
ia de soluções estárela
ionada 
om o ordenamento do estado fundamental. Dessa forma os bósons deS
hwinger produzem resultados 
oerentes 
om os já 
onhe
idos, desordem em tempera-tura �nita para os 
asos uni e bidimensionais assim 
omo para uma dimensão espa
ialem temperatura nula. Observe que embora tal formalismo preveja 
orretamente o es-tado líquido de spin para sistemas unidimensionais, ele não faz distinção entre spinsinteiro e semi-inteiro. Essa falha se deve, 
omo já foi 
omentado, a in
apa
idade dateoria de tratar as fases geométri
as (que são responsáveis pelo gap de Haldane).Em duas dimensões à temperatura nula o
orre a 
ondensação dos bósons deS
hwinger para algum k∗ e nesse 
aso Ek∗ = 0 (ex
itações sem gap) o que 
ausaa divergên
ia das equações de 
ampo médio. Tal problema é resolvido separando otermo divergente do somatório em k e introduzindo um novo parâmetro ρ que medeo nível de 
ondensação dos bósons. O mesmo ra
io
ínio é apli
ado na 
ondensação deBose-Einstein para o tratamento do hélio líquido, por exemplo. Dessa forma é possívelobter as soluções para os parâmetros A e λ e 
onsequentemente os dados físi
os quenós interessam. A função de 
orrelação para os spins, por exemplo, ao utilizar osoperadores na base diagonal e expressa 
omo:
S(q) =

1

N
〈S+

q S
−
−q〉

=
1

N

∑

k

{
osh [2 (θk + θk+q+π)]

(

nk +
1

2

)(

nk+q+π +
1

2

)

+
1

4

}

, (5.25)e então a sus
eptibilidade magnéti
a é dada por:
χ0 =

1

2T
S(0) =

1

T

∑

k

nk(nk + 1). (5.26)
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hwingerO 
omprimento de 
orrelação também pode ser en
ontrado por meio da transformaçãode Fourier da equação (5.25). No espaço a real, a função 
orrelação é es
rita 
omo:
S(rij) = |f(rij)|2 − |g(rij)|2 −

1

4
δij, (5.27)onde

f(rij) =
1

N

∑

k

(

nk +
1
2

)

eik·rij

Ek

(5.28)e
g(rij) =

1

N

∑

k

γk

(

nk +
1
2

)

eik·rij

Ek

. (5.29)Pode ser mostrado que a função f(rij) é nula se i e j perten
em à sub-redes diferenteenquanto g(rij) = 0 se os dois sítios es
olhidos perten
em a mesma sub-rede. Parabaixas temperaturas podemos aproximar as funções a
ima por:
f(rij) ∝ (1 + eiπ·rij )

( |rij|
ξ

)1/2

e−rij∆/2 (5.30)e
g(rij) ∝ (1− eiπ·rij)

( |rij|
ξ

)1/2

e−rij∆/2 (5.31)
om ∆ sendo o gap de energia. Dessa forma a função 
orrelação no limite de baixasenergias é expressa 
omo:
S(rij) ∝ eπ·rij

(

ξ

|rij|

)

e−rij/ξ, (5.32)e o 
omprimento de 
orrelação é ξ = ∆−1, 
omo esperado.A interação 
om um 
ampo magnéti
o externo é introduzida no modelo pelotermo −B∑i S
z
i = −B∑i(a

†
iai − b†ibi), 
om B sendo a intensidade do 
ampo externo(na direção z). O 
ampo magnéti
o quebra a degeneres
ên
ia da energia entre osestados up e down, de forma que Ek,s =

√

(λ− sB)2 − (zAγk)2 e a magnetizaçãoespontânea é dada pelo valor médio de Sz no limite do 
ampo magnéti
o indo à zero,ou seja:
m0 = lim

B→0

1

N

∑

i,s

〈sa†i,sai,s〉

= lim
B→0

1

N

∑

k,s

λ− sB
√

(λ− sB)2 − (zAγk)2

[

nk,s +
1

2

]

= S +
1

2
− 1

2

∫

d2k

4π2

1
√

1− γ2k
= ρ. (5.33)



5.4 Solução para o antiferromagneto 59onde foram usadas as equações para o estado de 
ondensação. Ao resolver a integralen
ontramos que a magnetização espontânea é dada por m0 = S − 0, 1966 (para o
aso bidimensional) e portanto o sistema apresenta ordenamento em T = 0 para todosvalores de spin S �si
amente a
eitáveis. O mesmo ra
io
ínio para d = 1 forne
e
m0 = 0 e, mais uma vez, é en
ontrado um estado desordenado independente do valorde spin, 
on
ordando 
om os resultados já en
ontrados nos 
apítulos anteriores via aaproximação 
ontínua.



Capítulo 6
O modelo biquadráti
o anisotrópi
o

O modelo de Heisenberg biquadráti
o anisotrópi
o em duas dimensões será otema desse 
apítulo. Tal modelo é representado pela hamiltoniana:
H =

∑

〈ij〉

[

J1(Si · Sj) + J2(Si · Sj)
2
]

+
∑

i

D(Sz
i )

2, (6.1)na qual os termos J1, J2 e D de�nem a intensidade dos termos bilinear, biquadráti
oe anisotrópi
o de sítio úni
o, respe
tivamente. Tanto o termo biquadráti
o quanto oanisotrópi
o tem grande in�uên
ia sobre o modelo puramente bilinear. Enquanto otermo biquadráti
o é responsável pelo surgimento de diversas fases [12�21℄, o termoanisotrópi
o provo
a a separação entre dois regimes separados por um gap no espe
trode energia [69, 70℄.O termo biquadráti
o surge de perturbações de quarta ordem na interação detro
a entre elétrons e em geral seu valor é pequeno quando 
omparado 
om o termo bi-linear. Porém existem 
asos que as duas 
onstantes têm intensidades da mesma ordem.Uma situação 
omum é es
rever J1 = J
osθ e J2 = Jsenθ e para o 
aso unidimensionalas diversas fases para θ são bem 
onhe
idas. Os pontos θ = π e θ = 0 
orrespon-dem ao ferro e antiferromagneto puro, respe
tivamente. No intervalo π/2 < θ < 5π/4temos um regime ferromagnéti
o estável 
om OLA, em −3π/4 < θ < −π/4 uma fasedimerizada, para −π/4 < θ < π/4 a fase antiferromagnéti
a 
om gap de Haldane (paraspin-1) e uma fase trimerizada em π/4 < θ < π/2. Alguns pontos possuem soluçãoexata, 
omo por exemplo os ângulos θ = ±π/4 que são resolvidos pelo Ansatz de60



6.1 A fase de D pequeno 61Bethe. Já para 
aso bidimensional existem várias la
unas a serem preen
hidas. Ivanovet al. [20, 21℄, por meio de um modelo 
ontínuo semelhante ao MSNL, mostraram quea região θ & 5π/4 é governada por uma fase nemáti
a. Chubukov [12℄, por meiode uma representação bos�ni
a do tipo Holstein-Primako� também mostrou que para
θ . 5π/4 existe uma fase nemáti
a desordenada. Outros estudos mostram uma fasedimerizada que se estende sobre a fase ferromagnéti
a no intervalo 5π/4 < θ < 7π/4.No trabalho apresentado, vamos 
onsiderar somente o regime antiferromagnéti
o parapequenos valores do termo biquadráti
o.Já o termo anisotrópi
o, que apare
e por exemplo no 
omposto Ni(C2H8N2)−
2NO2(ClO4) (NEMP) [71�74℄, só é importante em sistemas 
om spin maior ou iguala um, uma vez que para spin-1/2 ambos autoestados, up e down, produzem a mesmavariação na energia. Nos antiferromagnetos unidimensionais de spin-1, a anisotropiade sítio úni
o elimina a degeneres
ên
ia na energia entre os autovalores de Sz e dividio gap de Haldane em dois, um devido aos estados 
om Sz = 0 e outro para Sz = ±1.Entretanto a prin
ipal 
ara
terísti
a do termo anisotrópi
o é separar o sistema entreas 
hamadas fase de D pequeno e D grande [69, 70℄, divididas por um valor 
ríti
o
Dc. Na fase abaixo de Dc o sistema é sem gap e ordenado enquanto na região de Dgrande o sistema entra em um regime 
om gap no espe
tro de ex
itação e sem OLA.No trabalho apresentado estamos interessados em ambas as fases e 
ada uma delas éestudada separadamente, uma vez que os métodos apli
ados não servem em ambos oslimites. No regime de D pequeno apli
amos o formalismo bos�ni
o de S
hwinger SU(2)enquanto para D > Dc utilizamos o 
hamado bond operator.
6.1 A fase de D pequenoVamos usar a representação de bósons de S
hwinger SU(2) [55�61℄ para va-lores de D abaixo do valor 
ríti
o Dc. Como 
ada operador de spin é representadopor meio de dois operadores bos�ni
os, o termo biquadráti
o é 
omposto por termosde ordem oito, inviáveis de serem tratados. O primeiro passo para reduzir a ordemdesses operadores é desa
oplar o termo biquadráti
o antes de apli
ar a representação



62 O modelo biquadráti
o anisotrópi
obos�ni
a. Des
onsiderando o termo anisotrópi
o por enquanto, a função partição (no
aso estáti
o) é dada por:
Z =

∫

D[Si]e
−i

∫
dtH , (6.2)
om:

H =
∑

〈i,j〉

[

J1(Si · Sj) + J2(Si · Sj)
2
]

=
∑

〈i,j〉

{

1

J2

[

J2(Si · Sj) +
J1
2

]2

− J2
1

4J2

}

. (6.3)Apli
amos a transformação de Hubbard-Stratonovi
h [62,63℄ sobre o termo quadráti
ode modo que:
H =

∑

〈i,j〉

[

2J2〈Si · Sj〉(Si · Sj)− J2〈Si · Sj〉2 + J1(Si · Sj)
]

, (6.4)no qual 〈Si · Sj〉 representa o valor médio. Note que no limite de J2 = 0 re
uperamoso modelo de Heisenberg bilinear. De�nimos dois operadores bos�ni
os a e b tais que
S+
i = a†ibi, S−

i = b†iai e Sz
i = (a†iai − b†ibi)/2 e assim o termo Si · Sj é es
rito 
omo:

(Si · Sj) = −1

2
A†

ijAij + S2, (6.5)onde o operador Aij = aiaj + bibj (após uma rotação de π em torno do eixo-y parauma das sub-redes). Portanto:
H =

∑

〈i,j〉

{[

2J2

(

−1

2
〈A†

ijAij〉+ S2

)

+ J1

](

−1

2
A†

ijAij + S2

)

−

−J2
(

−1

2
〈A†

ijAij〉+ S2

)2
}

+
∑

i

λi(a
†
iai + b†ibi − 2S), (6.6)na qual foi implementado o vín
ulo ∑i(a

†
iai + b†ibi) = 2S por meio de um multipli-
ador de Lagrange. Apli
amos a transformação de Hubbard-Stratonovi
h novamenteao operador A†

ijAij e adotamos que 〈Aij〉 = 〈A†
ij〉 = A e 〈λi〉 = λ. Dessa maneira apósalgum 
ál
ulo 
hegamos ao resultado:

H =

[(

J2S
2 +

J1
2

)

A2 − 3J2
4
A4

]

Nz

2
− 2NλS + λ

∑

i

(a†iai + b†ibi)−

−
∑

〈i,j〉

A

2

[

J1 + 2J2S
2

(

1− A2

2S2

)]

(A†
ij +Aij). (6.7)



6.1 A fase de D pequeno 63Ao adi
ionar o termo anisotrópi
o à hamiltoniana, ele é es
rito em função dosoperadores bos�ni
os da seguinte forma:
D
∑

i

(Sz
i )

2 =
D

4

∑

i

(a†iai − b†ibi)
2 = −D

∑

i

a†ib
†
iaibi, (6.8)onde foi usado o vín
ulo a†iai + b†ibi = 2S e um termo 
onstante é desprezado. Existemoutras maneiras de representar o termo biquadráti
o, porém essa forma resultou emmelhores resultados. Da mesma forma, o termo a
ima é desa
oplado por meio datransformação:

a†ib
†
iaibi → P (aibi + a†ib

†
i )− P 2, (6.9)sendo que 〈a†ib†i 〉 = 〈aibi〉 = P . Também é possível desa
oplar o termo a
ima separandoos operadores a dos operadores b 
ontudo, o método utilizado aqui se mostrou maisútil. A hamiltoniana 
ompleta então é dada por:

H = H0 + Ã
∑

〈i,j〉
(aiaj + bibj + a†ia

†
j + b†ib

†
j) +

+
∑

i

[

λ(a†iai + b†ibi)− PD(aibi + a†ib
†
i )
]

, (6.10)
om o termo 
onstante:
H0 =

(

J1
2
A2 + J2S

2A2 − 3J2
4
A4

)

Nz

2
− 2NλS +NDP 2 (6.11)e

Ã = −
(

J1
2
A+ J2S

2A− J2
2
A3

)

. (6.12)Após a transformação de Fourier, temos que a hamiltoniana no espaço dos momentosé representada por:
H = H0 −Nλ +

1

2

∑

k

β†
kHkβk, (6.13)sendo β†

k = (a†k b†k a−k b−k) e a matriz H̃:
H̃ =

















λ 0 Ãzγk −PD
0 λ −PD Ãzγk

Ãzγk −PD λ 0

−PD Ãzγk 0 λ

















, (6.14)
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oonde γk =
∑

δ e
ik·rδ = 1

2
(
oskx + 
osky) é o fator de estrutura e z representa o númerode vizinhos em 
ada sítio (quatro para a rede quadrada). Ao diagonalizar a matriz

H̃ , devemos ter o 
uidado de manter as relações de 
omutação sobre os operadoresbos�ni
os. Isso pode ser feito trabalhando 
om a matriz
ηH̃ =





I2x2 0

0 −I2x2



 H̃, (6.15)ao invés de H̃ . A transformação de Bogoliubov [65�67℄ em função de termos hiperbóli-
os produz o mesmo resultado, porém nesse 
aso ela é mais 
ompli
ada de ser apli
adauma vez que a energia é não degenerada. Dessa forma, os autovalores obtidos para aenergia são:
E1 = ±

√

λ2 −
(

Ãzγk + PD
)2 (6.16)e

E2 = ±
√

λ2 −
(

Ãzγk − PD
)2

. (6.17)Temos assim que na base diagonal a hamiltoniana é representada de forma semelhantea um sistema de os
iladores harm�ni
os quânti
os:
H = H0 +

∑

k,m

(

c†kmckm +
1

2

)

Em, (6.18)enquanto a energia livre de Helmholtz, F = −(1/β)Tr(ln e−βH/2), é expressa 
omo:
F = H0 +

1

β

∑

k,m

{

ln

[senh(βEm

2

)]}

, (6.19)no qual o somatório sobre k é realizado sobre a primeira zona de Brillouin e m = 1, 2.O próximo passo é determinar os parâmetros A, P e λ, dados pela minimizaçãoda energia livre. Impondo ∂F/∂A = ∂F/∂P = ∂F/∂λ = 0 en
ontramos três equaçõesauto-
onsistentes a
opladas:
A = − 1

2N

∑

k

[
oth(βE1

2

)

Ãzγk + PD

E1

+ 
oth(βE2

2

)

Ãzγk − PD

E2

]

γk,(6.20)
P =

1

4N

∑

k

[
oth(βE1

2

)

Ãzγk + PD

E1

− 
oth(βE2

2

)

Ãzγk − PD

E2

]

, (6.21)
S +

1

2
=

1

4N

∑

k

[
oth(βE1

2

)

λ

E1

+ 
oth(βE2

2

)

λ

E2

]

. (6.22)
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Como é notado, soluções exatas são impossíveis de serem obtidas devido a 
omplexi-dade das equações. Para temperaturas �nitas, as equações podem ser resolvidas nu-meri
amente por métodos de interação padrão mas no limite de T = 0 as equaçõesa
ima não possuem solução. Para temperatura nula, o
orre a 
ondensação do bósonsem um estado de energia nula para algum valor de k, provo
ando assim a divergên
iadas equações auto-
onsistentes e, segundo Takahashi [57,68℄ isso 
arateriza um estadoordenado. Nesse 
aso, devemos separar os termos divergentes antes de efetuar a inte-gração (no limite 
ontínuo) a�m de determinar os parâmetros de 
ampo médio. Narede quadrada, a energia E1 atinge um mínimo para k∗ = (π, π) enquanto a energia
E2 é nula se k∗ = (0, 0) e portanto:

λ2 = (4Ãγk∗ + PD)2 ⇒ λ = |4Ãγk∗ + PD| (6.23)no estado 
ondensado. Introduzimos uma quantidade ρ que mede o nível de 
onden-sação dos bósons dada por:
ρ =

(

S +
1

2

)

− 1

4(2π)2

∫

BZ

d2k

(

λ

E1
+

λ

E2

)

. (6.24)Dessa forma as equações para A e P , após a separação dos termos divergentes, sãoes
ritas no limite 
ontínuo 
omo:
A = 2ρ− 1

2(2π)2

∫

BZ

d2k

(

4Ãγk + PD

E1

+
4Ãγk − PD

E2

)

γk (6.25)e
P = 2ρ+

1

4(2π)2

∫

BZ

d2k

(

4Ãγk + PD

E1
− 4Ãγk − PD

E2

)

, (6.26)onde as integrais são realizadas sobre a primeira zona de Brillouin (−π < kx, ky < π).No grá�
o (6.1) é mostrado o nível de 
ondensação dos bósons em função dotermo anisotrópi
o D para diversos valores de J2. Note que ρ ≈ 0.85 para D = 0 ediminui para valores próximos de 60% quando D = 5. Uma vez que podemos rela
ionaro nível de 
ondensação 
om a magnetização [57,75℄, vemos que para pequenos valores da
onstante anisotrópi
a o sistema é mais ordenado. Poderíamos extrapolar os resultadospara en
ontrar o valor 
ríti
o Dc para o qual a 
ondensação 
ai a zero, ou seja, o
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o anisotrópi
oponto no qual o
orre a transição entre a fase 
om OLA e a desordenada. Porém, talmétodo forne
e valores da 
onstante anisotrópi
a bem a
ima do esperado. O problemao
orre pois ao 
onsiderar a 
ondensação dos bósons, aproximamos a densidades detodos outros estados energéti
os 
omo próximas de zero, o que de fato nem sempreo
orre. Ao ajustar as densidades para valores mais realísti
os podemos obter o valorde Dc 
om maior pre
isão, porém tal método é 
ompli
ado e os pontos 
ríti
os podemser en
ontrados de outra forma. Na próxima seção apli
amos o formalismo de bondoperator no qual 
omeçamos na fase desordenada (i.e. 
om ex
itações massivas) everi�
amos para qual valor de D o gap de energia se anula. Veremos que para todosvalores de J2 dentro do limite estudado, o valor 
ríti
o que separa as duas fases épróximo de 
in
o (unidades de J1).

1 2 3 4 5
D

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

0.85

Ρ

J2 = 0.2

J2 = 0.1

J2 = 0.0

J2 =- 0.1

J2 =- 0.2

Figura 6.1: Nível da 
ondensação em função da 
onstante anisotrópi
a para diferentesvalores de J2.No grá�
o (6.2) veri�
amos o nível de 
ondensação para três valores diferentesda 
onstante anisotrópi
a em função do termo biquadráti
o. Para D = 1 a maiorparte dos bósons se en
ontram no mesmo estado energéti
o enquanto para D = 5 apor
entagem desses bósons é bem inferior. Além disso, a 
ondensação apresenta umapequena queda em função de J2 para todos valores de D, e uma análise detalhada dain�uên
ia da 
onstante biquadráti
a sobre o ordenamento do sistema é mais 
ompli
adade ser realizada. Nosso modelo trata espe
i�
amente dos 
asos nos quais J2 < J1 epara veri�
ar o 
omportamento fora dessa região, ele deve ser reformulado.



6.2 A fase de D grande 67

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
J2

0.5

0.6

0.7

0.8

Ρ

D = 5

D = 3

D = 1

Figura 6.2: Nível da 
ondensação em função da 
onstante biquadráti
o para diferentesvalores de D.Já na �gura (6.3) são mostradas as energia E1 e E2 no espaço dos momentospara J2 = 0.25 e D = 1. Como foi 
omentado, a energia E1 se anula nas bordas daprimeira zona de Brillouin enquanto E2 = 0 na origem.

Figura 6.3: Energia E1 (esquerda) e E2 (direita) para J2 = 0.25 e D = 0.1 (unidadesde J1).
6.2 A fase de D grandePara valores a
ima de Dc vamos utilizar um formalismo de bósons de S
hwinger
SU(3) denominado bond operator [70, 76℄. A
ima do valor 
ríti
o é esperado que oespe
tro de energia apresente um gap e tal resultado não pode ser obtido pelos métodos
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o anisotrópi
odesenvolvidos na seção anterior. O problema o
orre pois para resolver as soluções foine
essário impor a 
ondensação dos bósons em um estado 
om energia nula e assimsempre teríamos um sistema sem gap. Porém na fase de D grande, por meio do bondoperator, é possível obter solução para as equações auto-
onsistentes sem a ne
essidadede impor a 
ondensação em um nível de energia zero. Veremos que o gap é diferente dezero somente para valores a
ima de Dc e portanto para valores pequenos da 
onstanteanisotrópi
a os resultados da seção são válidos. Começamos de�nindo três operadoresbos�ni
os que tais:
|mi = −1〉 = a†i,−1|0〉, (6.27)
|mi = 0〉 = a†i,0|0〉, (6.28)

|mi = +1〉 = a†i,+1|0〉, (6.29)ou seja, operador a†i,m 
ria uma partí
ula no sítio i 
om autovalorm para a 
omponente
z do spin. Dessa forma, os operadores de spin são es
ritos 
omo:

S+
i =

√
2(a†i,0ai,−1 + a†i,1ai,0), (6.30)

S−
i =

√
2(a†i,−1ai,0 + ai,0†ai,1), (6.31)

Sz
i = a†i,1ai,1 − a†i,−1ai,−1. (6.32)As relações de 
omutação [S+
i , S

−
j ] = 2Sz

i δij e [Sz
i , S

±
j ] = ±S±

i δij são mantidas nessarepresentação e para garantir que S2
i = S(S + 1) = 2 devemos impor o vín
ulo

∑

µ a
†
i,µai,µ = S.Como os estados 
om m = 0 são menos energéti
os que os estados 
om m = ±1,vamos 
onsiderar que os bósons ai,0 sofrem uma 
ondensação em temperatura nula (adiferença do 
aso passado é que agora não estamos exigindo que a energia no estado
ondensado seja nula). Sendo assim 〈a†i,0〉 = 〈ai,0〉 = a0 e os operadores de spin passama ser es
ritos 
omo S+

i =
√
2a0(ai,−1+a

†
i,1) e S−

i =
√
2a0(ai,1+a

†
i,−1). Nesse formalismo,
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o e anisotrópi
o) são dados por:
(Si · Sj) = Sz

i S
z
j +

1

2

(

S+
i S

−
j + S−

i S
+
j

)

= a20

(

ai,−1aj,1 + ai,−1a
†
j,−1 + a†i,1aj,1 + a†i,1a

†
j,−1 + ai,1aj,−1 +

+ai,1a
†
j,−1 + a†i,−1aj,−1 + a†i,−1a

†
j,1

)

+
(

a†i,1ai,1a
†
j,1aj,1−

−a†i,1ai,1a†j,−1aj,−1 − a†i,−1ai,−1a
†
j,1aj,1 + a†i,−1ai,−1a

†
j,−1aj,−1

)

, (6.33)
(Si · Sj)

2 = A†
ijAij + 1

= (1 + a40)− a20

(

a†i,1a
†
j,−1 + a†i,1a

†
j,1 + ai,1aj,−1 + ai,−1aj,1

)

+

+
(

a†i,−1ai,−1a
†
j,1aj,1 + a†i,1ai,1a

†
j,−1aj,−1 + a†i,−1a

†
j,1ai,1aj,−1+

a†i,1a
†
j,−1ai,−1aj,1

)

, (6.34)no qual Aij = (ai,−1aj,1 + ai,1aj,−1 − ai,0aj,0), e:
(Sz

i )
2 =

(

a†i,1ai,1 − a†i,−1ai,−1

)2

= 1− a20. (6.35)Novamente a hamiltoniana é 
omposta por termos de quarta ordem que são desa
opla-dos via a transformação de Hubbard-Stratonovi
h e 
omo resultado temos:
H = (1− a20)ND + (1 + a40)J2

Nz

2
+Nλ(a20 − S) + J1(1− a20)

2Nz

2
−

−4∆2 (J2 − J1)
Nz

2
+ λ

∑

i

(

a†i,1ai,1 + a†i,−1ai,−1

)

+
∑

〈i,j〉

[

a20

(

a†i,1aj,1 + a†i,−1aj,−1 + ai,1a
†
j,1 + ai,−1a

†
j,−1

)

−a20(J2 − J1)
(

a†i,1a
†
j,−1 + a†i,−1a

†
j,1 + ai,1aj,−1 + ai,−1aj,1

)

+2(J2 − J1)∆
(

a†i,1aj,−1 + a†i,−1aj,1 + ai,1aj,−1 + ai,−1aj,1

)]

, (6.36)onde ∆ = 〈ai,1aj,−1〉 = 〈a†i,1a†j,−1〉. No espaço dos momentos, a hamiltoniana é es
rita
omo:
H = H0 +

1

2

∑

k

β†
kH̃βk, (6.37)
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osendo o termo 
onstante dado por:
H0 = N

[

(1− a20)D +
zJ2
2

(1 + a40) + λ

(

a20 −
3

2

)

−2z∆2(J2 − J1) +
zJ1
2

(1− a20)
2

] (6.38)e a matriz:
H̃ =

















λ+ a20J1zγk 0 0 J ′γk

0 λ+ a20J1zγk J ′zγk 0

0 J ′zγk λ+ a20J1zγk 0

J ′zγk 0 0 λ+ a20J1zγk

















, (6.39)
no qual J ′ = (J1 − J2)a

2
0 − 2∆(J1 − J2). O fator de estrutura γk é idênti
o àqueleapresentado na seção anterior. A hamiltoniana é diagonalizada seguindo os mesmosmétodos já des
ritos e são en
ontrados os seguintes autovalores para a energia:
Ek =

√

(λ+ J1za20γk)
2 − (J ′zγk)2. (6.40)Novamente, os parâmetros a0, ∆ e λ são obtidos pela minimização da energia livre deHelmholtz:

F = H0 +
1

β

∑

k,m

ln

[senh(βEk

2

)]

, (6.41)e as equações auto-
onsistentes obtidas ao impor ∂F/∂a20 = ∂F/∂∆ = ∂F/∂λ = 0 sãodadas por:
a20 = 2− 1

N

∑

k


oth(βEk

2

)

λ+ J1za
2
0γk

Ek

, (6.42)
∆ = − 1

2N

∑

k


oth(βEk

2

)

(J1 − J2)a
2
0 − 2J1∆(J1 − J2)

Ek

zγ2k, (6.43)
λ = − 1

N

∑

k


oth(βEk

2

)

(λ+ J1a
2
0zγk)J1 − (J ′zγk)(J1 − J2)

Ek

zγk +

+D + zJ1 − za20(J1 + J2). (6.44)No limite de temperatura nula temos que 
oth (βEk

2

)

→ 1 já que não é ne
essário imporque o gap de energia seja nulo (para valores a
ima de Dc). Dessa forma as equaçõesa
ima podem ser resolvidas por métodos padrões de interação sem a preo
upação 
om
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ias e todos resultados físi
os de interesse são determinados uma vez que osparâmetros a0, ∆ e λ são 
onhe
idos. Porém, abaixo do valor 
ríti
o Dc o gap seanula e as equações a
ima não possuem solução (essa fase foi tratada seção anterior)e portanto é importante 
onhe
er o valor de D para o qual essa transição o
orre. Nográ�
o (6.4) é plotado o valor do gap de energia em função da 
onstante anisotrópi
a Dpara alguns valores de J2. Como podemos ver, o gap se anula para todos os valores de J2

6 7 8 9 10
D

1

2

3

4

5

Gap

J2 = 0.3

J2 = 0.2

J2 = 0.1

J2 = 0.0

Figura 6.4: Gap de energia em função de D para diversas 
onstantes biquadráti
as J2.aproximadamente no mesmo valor 
ríti
oDc = 5, 5 (unidades de J1). A dependên
ia de
Dc 
om J2 pode ser obtida de modo simples lembrando que no estado de 
ondensação éesperado que o valor de a20 seja próximo de 1 enquanto ∆ ≈ 0. Dessa forma as equaçõesauto-
onsistentes são aproximadas por:

a20 = 2−
∫

dk2

4π2

1
√

1− Γ2
k

, (6.45)
D − 2

g
− 2zJ2 =

∫

dk2

4π2

zJ1γk − 1
g
+ z(J1 − J2) + J2zγkΓk
√

1− Γ2
k

, (6.46)onde g = a2
0

λ
e Γk = z(J1−J2)gγk

1+zgJ1γk
. No ponto de transição E = 0 e portanto Γk = ±1 o que
orresponde aos valores 
ríti
os gc = 1

z(2J1−J2)
para J2 < 0.5J1 e gc = 1

zJ2
se J2 > 0.5J1.

Dc é então dado por:
Dc =

2

gc
+ 2zJ2 +

∫

dk2

4π2

zJ1γk − zJ2 − g−1
c − (J1 − J2)zγkΓk

√

1− Γ2
k

. (6.47)
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Figura 6.5: Valores 
ríti
os Dc em função de J2.O método des
rito forne
e fa
ilmente o 
omportamento de Dc em função de J2,porém os resultados são apenas aproximados. Um método mais 
on�ável é analisar ospontos de D para os quais o gap se anula para alguns valores da 
onstante biquadráti
a
J2 e então fazer uma extrapolação sobre os resultados obtidos. No grá�
o (6.5) émostrado a variação de Dc em função de J2 obtido dessa forma (a diferença ao utilizaro primeiro método varia dependendo do valor de J2 sendo em torno de 10% dentro dointervalo analisado). Nesse trabalho veri�
amos que a presença do termo anisotrópi
oé su�
iente para separar o sistema em duas fases distintas. Para pequenos valoresde D temos ordem de longo al
an
e, enquanto para valores a
ima de Dc o sistema édesordenado. É importante resaltar que essa desordem está asso
iada a magnetizaçãodo sistema e outros tipos de ordenamento podem estar presentes, 
omo por exemplo umestado do tipo valen
e bond. Embora tal desordem possa indi
ar um líquido de spinbidimensional, a sua presença é somente um argumento ne
essário e não su�
iente.Tal 
on
lusão a respeito do líquido de spin só pode ser al
ançada após uma analísedetalhada de todas possíveis fases do sistema.



Capítulo 7
O modelo biquadráti
o na redehexagonal de honey
omb

O fo
o desse 
apítulo será o estudo do modelo biquadráti
o sobre uma redehexagonal do tipo honey
omb, que tem esse nome devido à sua estrutura semelhante àuma 
olmeia de abelhas, 
omo mostrado na �gura (7.1). Assim 
omo a rede quadrada, arede honey
omb é bipartite e no limite 
lássi
o a
eita o 
ampo de Néel 
omo estado fun-damental (obviamente para o 
aso antiferromagnéti
o). Porém ela é mais sus
eptível à�utuações quânti
as que a rede quadrada, ou qualquer outra rede em duas dimensões.Isso o
orre pois a rede honey
omb tem o menor número de vizinhos possíveis para ummodelo bidimensional, três 
ontra quatro no 
aso quadrado por exemplo. Dessa forma,poderia ser esperado um estado de líquido de spin, ou seja, ausên
ia de ordem de longoalan
e mesmo em temperatura nula. Estados de líquido de spin são 
ara
terísti
os pormanterem a simetria O(3) do modelo de Heisenberg e são 
onhe
idos 
omo soluçõespara sistemas unidimensionais há muitos anos. Entretanto estados desordenados dev-ido à �utuações quânti
as em duas dimensões ainda são um mistério. Veremos que ageometria da rede de honey
omb ainda sim não é su�
iente para al
ançar um estadolíquido de spin e tal sistema é ordenado mesmo em temperatura nula. O termo bi-quadráti
o, dentro dos limites estudados, também não demonstrou ser apto a obter talestado. A rede hexagonal do tipo kagomé, ao 
ontrário da honey
omb, apresenta umafrustração geométri
a e nos últimos anos têm sido 
ogitada 
omo a melhor 
andidata ao73
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o na rede hexagonal de honey
ombposto de líquido de spin bidimensional [77,78℄. De fato, trabalhos re
entes demostramque a rede de kagomé não apresenta nenhuma magnetização espontânea mesmo embaixas temperaturas. E. Kermarre
 et al [24℄ por meio de experimentos de ressonân
iade spin obtiveram que o material MgCu3(OH6)Cl2 (
omposto típi
o 
om a geometriade kagomé) não apresenta nenhum ordenamento magnéti
o mesmo em temperaturaspróximas do zero absoluto (em torno de 20 mK).

Figura 7.1: Na �gura da esquerda, a semelhança entre a estrutura da rede honey
ombe a 
olmeia de abelhas. Na direita, uma rede hexagonal do tipo kagomé.O fato da rede honey
omb não ser uma rede de Bravais é outra 
ara
terísti
aque deve ser levada em 
onsideração no desenvolvimento do problema [79℄. Sistemas
om redes de Bravais podem ser tratados diretamente ou 
om separação das sub-redese os resultados al
ançados em ambos os 
asos são os mesmos. Contudo, quando arede não é de Bravais o úni
o tratamento possível 
onsiste em trabalhar 
om 
ada sub-rede separadamente [80℄. Quando isso é feito para a honey
omb, temos duas sub-redeshexagonais 
entradas 
one
tadas 
omo mostrado na �gura (7.2), sendo que 
ada umadelas é uma rede de Bravais 
om vetores de rede v1 = (3a
2
,
√
3a
2
) e v2 = (3a

2
,−

√
3a
2
), 
om

a sendo o espaçamento de rede.O formalismo utilizado é novamente a representação bos�ni
a de S
hwinger [55�61℄. Aparentemente o problema poderia ser tratado por meio de bósons em SU(2), damesma forma adotada na fase de D pequeno do 
apítulo anterior, porém os resultadosen
ontrados são melhores quando utilizados os bósons em SU(3) [64, 76℄. Ao usar oformalismo em SU(2) é pre
iso desa
oplar o termo biquadráti
o antes mesmo de apli
aros bósons de S
hwinger. Tal desa
oplamento é baseado em uma teoria de 
ampo médio



7.1 Des
rição bos�ni
a do modelo 75
v1

v 2

b1

b2Figura 7.2: À esquerda é mostrada as duas sub-redes hexagonais 
entradas que formama rede hexagonal enquanto do lado direito temos a primeira zona de Brillouin (hexágono
entral) e os vetores geradores da rede re
ípro
a, b1 e b2.para as interações entre spins e os resultados são melhores quanto maior o número devizinhos em 
ada sítio. Uma vez que na rede hexagonal estudada o número de vizinhosé menor que no 
aso da rede quadrada, optamos por adotar a representação em SU(3)na qual o termo biquadráti
o é representado diretamente por meio de dois operadoresbos�ni
os sem a ne
essidade de um desa
oplamento.
7.1 Des
rição bos�ni
a do modeloA hamiltoniana para o modelo de Heisenberg biquadráti
o é dada por:

H =
∑

〈i,j〉

[

J1 (Si · Sj) + J2 (Si · Sj)
2] . (7.1)Como o objetivo de eliminar o termo quadráti
o, de�nimos 
in
o operadores de quadrúpolo:

Q
(0)
i =

2(Sz
i )

2 − (Sx
i )

2 − (Sy
i )

2

√
3

, (7.2)
Q

(2)
i = (Sx

i )
2 − (Sy

i )
2, (7.3)

Qxy
i = Sx

i S
y
i + Sy

i S
x
i , (7.4)

Qyz
i = Sy

i S
z
i + Sy

i S
z
i , (7.5)

Qzx
i = Sz

i S
x
i + Sx

i S
z
i , (7.6)
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ombe assim o termo biquadráti
o pode ser es
rito 
omo uma 
ombinação linear dos opera-dores de spin e quadrúpolo:
(Si · Sj)

2 =
1

2
(Qi ·Qj)−

1

2
(Si · Sj) +

4

3
. (7.7)Com uma rede�nição da energia do estado fundamental podemos desprezar o fator
onstante 4/3 na equação a
ima. Os 
in
o operadores de quadrúpolo juntamente 
omos três operadores de spin formam a base para o modelo de Heisenberg SU(3) (quando

J1 = J2). Nos 
asos 
onsiderados durante o trabalho J2 6= J1 e a simetria para omodelo é do tipo SU(2) (equivalente à simetria O(3) apresentada pelos spins).Adotamos três operadores bos�ni
os a†i,−1, a†i,0 e a†i,1 que quando apli
ados aoestado de vá
uo do espaço de Fo
k , representado por |0〉, 
riam partí
ulas 
om 
ompo-nente z de spin iguais a −1, 0 e 1, respe
tivamente. Todas relações de 
omutação entreos operadores de spin 
ontinuam válidas mas devemos impor o vín
ulo ∑µ a
†
iµaiµ = Spra garantir que S2

i = S(S + 1). Tal vín
ulo �xa o número de bósons em 
ada sítio eao ser introduzido à hamiltoniana dá origem a um termo de massa para as ex
itações.Ao invés de representar os operadores de spin e quadrúpolo em termos dos bósons a, émais 
onveniente de�nir uma nova base b na qual estes operadores são simétri
os. Essabase é de�nida 
omo:
bi1 =

1√
2
(ai,−1 − ai,1) , (7.8)

bi2 =
−i√
2
(ai,−1 + ai,1) , (7.9)

bi3 = ai,0, (7.10)e termos dela os operadores de spin são representados 
omo:
Sx
i = −i

(

bi2
†bi3 − b†i3bi2

)

, (7.11)
Sy
i = −i

(

bi3
†bi1 − b†i1bi3

)

, (7.12)
Sz
i = −i

(

bi1
†bi2 − b†i2bi1

)

. (7.13)



7.1 Des
rição bos�ni
a do modelo 77Já os operadores de quadrúpolo são rees
ritos da seguinte forma:
Q

(0)
i =

1√
3

(

b†i1bi1 + b†i2bi2 − 2b†i3bi3

)

, (7.14)
Q

(2)
i = −

(

b†i1bi1 − b†i2bi2

)

, (7.15)
Qxy

i = −
(

b†i1bi2 + b†i2bi1

)

, (7.16)
Qyz

i = −
(

b†i2bi3 + b†i3bi2

)

, (7.17)
Qzx

i = −
(

b†i3bi1 + b†i1bi3

)

. (7.18)O vín
ulo permane
e da mesma forma, ∑µ b
†
iµbiµ = S, e após alguns 
ál
ulos os ope-radores bilinear e biquadráti
o são des
ritos em termos de b por:

(Si · Sj) =
∑

µ,ν

(

b†iµbiνb
†
jνbjµ − b†iµbiνb

†
jµbjν

) (7.19)e
(Si · Sj)

2 =
∑

µ,ν

b†iµbiνb
†
jµbjν + 1, (7.20)
om µ, ν = 1, 2, 3. Note que todos os termos são de quarta ordem. Ao usar o for-malismo em SU(2) isso não o
orre pois as 
omponentes de quadrúpolo não podem serdes
ritas somente 
om dois operadores bos�ni
os e assim a hamiltoniana, nesse 
aso, é
omposta também por termos de ordem oito. Como só podemos trabalhar 
om termosquadráti
os, o 
aso 
om apenas termos de ordem quatro é mais 
onveniente uma vezque é ne
essário apli
ar o desa
oplamento de Hubbard-Stratonovi
h uma úni
a vez.Por meio dos bósons b, a hamiltoniana (7.1) é expressa do seguinte modo:

H =
∑

〈i,j〉

[

(J2 − J1)A†
ijAij + J1 : B†

ijBij :
]

, (7.21)onde os operadores Aij e Bij são de�nidos 
omo:
Aij =

∑

µ

biµbjµ e Bij =
∑

µ

b†iµbjµ. (7.22)No limite J1 = J2 temos o modelo ferromagnéti
o SU(3) que apresenta OLAem altas dimensões assim 
omo uma fase nemáti
a, e o 
aso J1 = 0 representa oantiferromagneto SU(3), invariante sobre transformações 
onjugadas na rede de Néel.A simetria SU(3) é quebrada para os valores restantes de J1 e J2 e a simetria nesse



78 O modelo biquadráti
o na rede hexagonal de honey
omb
aso é SU(2). No trabalho desenvolvido estaremos interessados somente no intervalo
J1 > |J2|. Os valores de J1 e J2 são determinados pela forma 
om a qual a hamiltonianaé desa
oplada. Existem diversas maneiras para realizar o desa
oplamento e a es
olhidapara o trabalho forne
e resultados somente no intervalo |J2| < J1. Como de 
ostume,os termos quadráti
os são desa
oplados via a transformação de Hubbard-Stratonovi
h[62, 63℄:

A†
ijAij → A

(

A†
ij +Aij

)

−A2, (7.23)
B†
ijBij → B

(

B†
ij + Bij

)

− B2, (7.24)sendo A = 〈A†
ij〉 = 〈Aij〉 e B = 〈B†

ij〉 = 〈Bij〉. Após implementar o vín
ulo por meiode um multipli
ador de Lagrange λi e separar os termos 
onstantes temos que:
H = −3N

2

[

(J2 − J1)A
2 + J1B

2
]

−NSλ+ λ
∑

i,µ

b†iµbiµ +

+
∑

〈i,j〉

[

(J2 − J1)A
(

A†
ij +Aij

)

+ J1B
(

B†
ij + Bij

)]

, (7.25)onde também foi adotado um valor médio 
onstante λ para λi.Devido ao fato da honey
omb não ser uma rede de Bravais, a transformação deFourier deve ser feita 
om mais 
uidado que no 
aso da rede quadrada. Se i é umsítio de sub-rede A e j um sítio de B então a diferença ri − rj não é um múltiplo dovetor de rede e a transformação de Fourier não é válida. Resolvemos esse problematransformando as sub-redes separadamente de tal forma que:
biµ =

√

2

N

∑

k

eik·ribAk,µ (7.26)e:
bjµ =

√

2

N

∑

k

eik·rjbBkµ (7.27)para as sub-redes A e B, respe
tivamente. A hamiltoniana no espaço dos momentos éexpressa portanto 
omo:
H = H0 +

1

2

∑

k

[

3(J2 − J1)A
(

bA†
kµb

B†
−kµγk + bB†

kµb
A†
−kµγ

∗
k

)

+3J1B
(

bA†
kµb

B
kµγk + bB†

kµb
A
kµγ

∗
k

)

+ λ
(

bA†
kµb

A
kµ + bB†

kµb
B
kµ

)

+ h.c.
]

, (7.28)



7.1 Des
rição bos�ni
a do modelo 79na qual H0 são todos os termos 
onstantes e γk = eiϕk |γk| é fator de estrutura para arede honey
omb dado por:
γk =

1

3

[
oskx
2

os√3ky

2
+ 
oskx + 2isenkx

2

os√3ky

2
− isenkx] . (7.29)Diferente da rede quadrada, o fator de estrutura não é real o que é um problema umavez que prati
amente todos resultados físi
os que obtemos do formalismo bos�ni
o de-pendem dele. Observe também que as duas sub-redes estão a
opladas na hamiltoniana(7.28) o que di�
ulta na diagonalização do modelo. A situação aqui é semelhanteao 
aso de os
iladores harm�ni
os a
oplados e ambos problemas, o fator de estrutura
omplexo e o a
oplamento das sub-redes, são resolvidos ao de�nir dois novos tipos deoperadores cIkµ e cIIkµ por meio da transformação:

bAkµ =
eiϕk

√
2

(

icIkµ + cIIkµ
)

, (7.30)
bBkµ =

e−iϕk

√
2

(

−icIkµ + cIIkµ
)

. (7.31)Nas equações a
ima, a fase 
omplexa eiϕk é a mesma que apare
e no fator de estruturae dessa forma ambas se anulam de modo a produzir resultados reais. É importanteressaltar que a transformação a
ima mantém a relação 
omutativa entre os operadorese portanto o 
ará
ter bos�ni
o da teoria é 
onservado. Es
rita na nova base, a hamil-toniana é:
H = H0 +

1

2

∑

k

βI†
k H̃

IβI
k +

1

2

∑

k

βII†
k H̃IIβII

k , (7.32)onde βa†
k = (ca†k1, c

a†
k2, c

a†
k3, c

a
−k1, c

a
−k2, c−k3), 
om a = I, II e as matrizes H̃I e H̃II sãodadas por:

H̃I =





λ− 3J1B|γk| 3(J1 − J2)A|γk|
3A(J2 − J1)|γk| λ− 3J1B|γk|



 (7.33)e
H̃II =





λ+ 3J1B|γk| 3(J1 − J2)A|γk|
3A(J2 − J1)|γk| λ+ 3J1B|γk|



 . (7.34)A hamiltonianas (7.33) e (7.34) são diagonalizadas pela transformação de Bogoliubov



80 O modelo biquadráti
o na rede hexagonal de honey
omb[65�67℄ (que garante uma nova base também bos�ni
a) na qual de�nimos os operadores:
αI
kµ = 
oshθIkcIkµ − senhθIIk cI†−kµ (7.35)
αII
kµ = 
oshθIIk cIIkµ − senhθIIk cII†−kµ (7.36)ou inversamente:

cIkµ = 
oshθIkαI
kµ + senhθkαI†

−km (7.37)
cIIkµ = 
oshθIIk αII

kµ + senhθkαII†
−km. (7.38)Os ângulos θIk e θIIk são de�nimos de modo a anular os 
oe�
ientes não-diagonais dasmatrizes H̃I e H̃II . Isso é feito ao exigir que os ângulos satisfaçam as relações:
osh2θIk =

λ− 3J1B|γk|
EI

, (7.39)senh2θIk = −3(J2 − J1)A|γk|
EI

, (7.40)
osh2θIIk =
λ+ 3J1B|γk|

EII

, (7.41)senh2θIIk = −3(J2 − J1)A|γk|
EII

, (7.42)onde EI e EII são as auto energias de�nidas 
omo:
EI = ±

√

(λ− 3J1B|γk|)2 − (3A(J2 − J1)|γk|)2 (7.43)e
EII = ±

√

(λ+ 3J1B|γk|)2 − (3A(J2 − J1)|γk|)2. (7.44)A hamiltoniana na forma diagonal é expressa então por:
H = H0 +

∑

k

∑

t=I,II

(

αt†
kα

t
k +

1

2

)

Et. (7.45)O passo seguinte é a determinação dos valores médios A, B e λ. De modo alevar em 
onta a in�uên
ia da temperatura no sistema, os parâmetros da teoria de
ampo médio são determinados minimizando a energia livre de Helmholtz que no 
asoé dada por:
F = − 1

β
Tr (lne−βH

)

= H0 +
3

β

∑

k

{

ln

[senh(βEI

2

)]

+ ln

[senh(βEII

2

)]}

. (7.46)



7.2 Soluções em temperatura nula 81Ao exigir ∂F
∂λ

= ∂F
∂A

= ∂F
∂B

= 0, en
ontramos as seguintes equações auto-
onsistentes:
S +

3

2
=

3

2N

∑

k

[
oth(βEI

2

)

λ− 3J1B|γk|
EI

+ 
oth(βEII

2

)

λ+ 3J1B|γk|
EII

]

, (7.47)
A = − 3

2N

∑

k

[
oth(βEI

2

)

3A(J2 − J1)

EI

+ 
oth(βEII

2

)

3A(J2 − J1)

EII

]

|γk|2 (7.48)e
B =

3

2N

∑

k

[
oth(βEII

2

)

λ+ 3J1B|γk|
EII

− 
oth(βEI

2

)

λ− 3J1B|γk|
EI

]

|γk| (7.49)na qual as somas são realizadas dentro da primeira zona de Brillouin. Como pode sernotado, en
ontrar soluções exatas para as equações a
ima é impossível e os métodosapli
ados 
onsistem em aproximações auto-
onsistentes. Vamos tratar separadamenteos 
asos 
om temperatura nula daqueles em temperatura �nita. Começamos no limite
T = 0 no qual 
onsideramos a 
ondensação dos bósons no estado de menor energia ena seção seguinte lidamos 
om o 
aso de baixas temperaturas.7.2 Soluções em temperatura nulaEm T = 0 as equações auto-
onsistentes não admitem solução e 
omo já foi ditoisso está asso
iado à 
ondensação dos bósons em um estado sem gap de energia. Se-gundo Takahashi [57,68℄, uma vez que o sistema não apresenta soluções, é esperado umordenamento de longo al
an
e nos spins. Isso o
orre pois durante o desenvolvimento dateoria não é adotada nenhuma direção preferen
ial mas, a partir do momento em quehá a quebra da simetria O(3), os spins es
olhem uma direção ideal e a hipótese ini
ialnão é mais válida. Para 
ontornar o problema, os termos divergentes são separadosna integração e é introduzida uma nova quantidade ρ que mede o nível de 
onden-sação dos bósons. Como as sub-redes são tratadas separadamente, vamos 
onsiderarque a 
ondensação o
orre em torno do ponto k∗ = (0, 0) e não em (0, 2π√

3
) (no 
asoantiferromagnéti
o) 
omo é habitual na rede honey
omb. Em torno de k∗ as energiasquando expandidas até termos de segunda ordem são dadas pelas relações de dispersãorelativísti
as:

EI =
√

∆2
I + k2c2I e EII =

√

∆2
II + k2c2II , (7.50)
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omb
om
∆I =

√

(λ− 3J1B)2 − (3(J1 − J2)A)2 (7.51)e
∆II =

√

(λ+ 3J1B)2 − (3(J1 − J2)A)2 (7.52)sendo os gaps de energia, enquanto
cI =

√

1

2
(3J1B − 9J2

1B
2 + 9(J1 − J2)2A2) (7.53)e

cII =

√

1

2
(−3J1B − 9J2

1B
2 + 9(J1 − J2)2A2), (7.54)são as velo
idades das onda de spin para os estados I e II, respe
tivamente.

- 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4
J2

0.4

0.6

0.8

1.0

B

A

Figura 7.3: Os parâmetros A e B em função de J2 (em unidades de J1).No 
aso |J2| < J1, o
orre a 
ondensação no estado de energia EI e dessa forma
∆I = 0 enquanto o gap ∆II é �nito. Portanto a equação para ∆I forne
e λ = 3(J1B +

(J1 − J2)A) e após a separação dos termos divergentes, as equações (7.46), (7.47) e(7.48) são expressas na forma integral 
omo:
ρ =

(

S +
3

2

)

− 3

2σ

∫

d2k

[

λ− 3J1B|γk|
EI

+
λ + 3J1B|γk|

EII

]

, (7.55)
A = ρ− 3

2σ

∫

d2k

[

3A(J2 − J1)|γk|2
EI

+
3A(J2 − J1)|γk|2

EII

] (7.56)
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B = −ρ+ 3

2σ

∫

d2k

[

−(λ− 3J1B|γk|)|γk|
EI

+
(λ+ 3J1B|γk|)|γk|

EII

]

, (7.57)onde σ = 8π
3
√
3
é área da primeira zona de Brioullin. As equações são resolvidas numeri-
amente es
olhendo-se valores ini
iais para A e B e apli
ando o método de interaçãopadrão. Os valores dos parâmetros A e B em função de J2 (em unidades de J1) sãomostrados no grá�
o (7.3). Como pode ser notado, a variação dentro dos limites 
on-siderados é pequena, prin
ipalmente para o valor de A.Uma vez 
onhe
idos os parâmetros A e B todas as quantidades físi
as podemser obtidas. No grá�
o (7.4) temos o nível de 
ondensação ρ em função da 
onstantebiquadráti
a J2 (em função de J1 = 1). Como foi mostrado no 
apítulo 5, a mag-netização está diretamente rela
ionada ao nível de 
ondensação e portanto o sistemaapresenta OLA em temperatura nula. Os valores obtidos estão entre sessenta e setentapor
ento, abaixo dos en
ontrados numa rede quadrada que são próximos de 0,8. Comoesperado, devido ao menor número de interações entre vizinhos, as �utuações quânti
astem uma in�uên
ia maior no desordenamento do sistema.

- 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4
J2

0.62

0.64

0.66

0.68

Ρ

Figura 7.4: Nível de 
ondensação ρ em função de J2 (em unidades de J1).Na �gura (7.5) é mostrado a velo
idade das ondas de spin para os dois modos I e
II. As duas velo
idades têm valores próximos e 
omportamentos semelhantes. Ambasapresentam um de
aimento quase linear 
om o aumento da 
onstante biquadráti
a eextrapolando tal resultado podemos en
ontrar o pontos elas se anulam. Porém, tal



84 O modelo biquadráti
o na rede hexagonal de honey
ombextrapolação deve ser feita 
om 
uidado pois está além dos limites para os valores de
J2 válidos. Na referên
ia [79℄, Ann Mattson en
ontra um 
omportamento semelhanteda velo
idades das ondas de spin em função da 
onstante de interação entre segundosvizinhos.

- 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4
J2

1
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c 1

Figura 7.5: Velo
idade das ondas de spin c1 e c2.Para o modelo de Heisenberg na rede quadrada é 
onhe
ido que o valor mínimodo spin para o qual a magnetização é não nula está em torno de 0,19 [75℄ e portantoo sistema é sempre ordenado para T = 0. A in
lusão de termos extras à hamiltonianaassim 
omo mudanças na estrutura da rede afetam esse valor 
ríti
o para o spin. Nográ�
o (7.6) é plotado o valor de spin que separa as fases 
om ordem de longo al
an
e edesordenada em função da 
onstante biquadráti
o J2. O maior valor de Sc o
orre para
J2 = 0.5J1 e está próximo de 0,4. Dessa forma, o sistema apresenta ordenamento paraqualquer valor de spin �si
amente a
eitável. Uma extrapolação sugere que para algumvalor de J2 o ponto 
ríti
o Sc ex
eda 0.5 o que tornaria possível um estado de líquidode spin porém, deve se tomar 
uidado 
om tal ra
io
ínio uma vez que altos valores de
Sc estão rela
ionados à pequenos níveis de 
ondensação. Para baixas 
ondensações,a teoria deve ser 
orrigida de modo a levar em 
onta a o
upação de outros estadosenergéti
os (o que no 
aso não foi feito). Além disso, o modelo desenvolvido se apli
asomente no intervalo |J2| < J1 e mesmo no limite J2 = −J1 o resultado en
ontrado nãodemostra uma possível existên
ia de estado desordenado em temperatura nula. Ann



7.3 Resultados para baixas temperaturas 85Mattsson e Per Fröjdh [79℄ estudaram a estabilidade de Néel para a rede de honey
omb
om interações entre primeiros e segundos vizinhos. Os autores en
ontraram ordem delongo al
an
e além do limite 
lássi
o para grandes valores de S enquanto para spinspequenos os resultados não são 
on
lusivos.
Fase desordenada

Fase ordenada

- 0.4 - 0.2 0.0 0.2 0.4
J2

0.32

0.34

0.36

0.38

Sc

Figura 7.6: O valor 
ríti
o para o spin Sc que separa as regiões ordenada e desordenadaem função do termo biquadráti
o J2.
7.3 Resultados para baixas temperaturasResultados para temperaturas �nitas podem ser obtidos resolvendo-se as equaçõesauto-
onsistentes (7.46), (7.47) e (7.48). Segundo o teorema de Mermim-Wagner, o sis-tema é desordenado para T 6= 0 e portanto um gap não nulo surge no espe
tro deex
itação. Uma vez que as energias são sempre positivas, nenhuma divergên
ia o
orree os parâmetros A, B e λ podem ser obtidos estipulando um valor ini
ial e integrandoas equações de 
ampo médio 
onsistentemente. Porém tal método não é práti
o seos valores ini
iais não forem es
olhidos apropriadamente e assim vamos adotar um se-gundo método mais simples de ser apli
ado. O pro
edimento utilizado [81,82℄ é válidosomente no limite de baixas temperaturas no qual o gap de energia tem, no máximo, amesma ordem de grandeza da energia térmi
a T (estamos adotando kB = 1) e devidoàs simpli�
ações adotadas são apenas qualitativos. Por meio das equações (7.46) e



86 O modelo biquadráti
o na rede hexagonal de honey
omb(7.55) o nível de 
ondensação pode ser estipulado em temperaturas �nitas 
omo:
ρ =

3

2

∫

d2k

σ

[

λ− 3J1B|γk|
EI


oth(βEI

2

)

+
λ+ 3J1B|γk|

EII


oth(βEII

2

)]

−

−3

2

∫

d2k

σ

[

λ0 − 3J1B0|γk|
E0,I

+
λ0 − 3J1B0|γk|

E0,II

]

, (7.58)onde os parâmetros 
om um subíndi
e 0 são referentes às soluções obtidas em tem-peratura nula via a 
ondensação dos bósons de S
hwinger. Veremos mais adianteque a variação de A, B e λ para temperaturas dentro do limite adotado é pequena eserá tomada 
omo desprezível. O primeiro passo é dividir a integral a
ima em duasregiões separadas pela energia ckM (a velo
idade c é da mesma ordem que cI e cII). Aprimeira região é 
ara
terizada por um dis
o 
ir
ular em torno da origem (o ponto de
ondensação) de raio k < kM enquanto a segunda região é a área restante da primeirazona de Brillouin. kM é o valor limite dentro do qual podemos usar a aproximação
EI =

√

∆2
I + k2c2I e EII =

√

∆2
II + k2c2II . Tal valor é subjetivo e depende da pre
isãoque desejamos obter sendo que para kM = 1 o erro máximo na energia EI está emtorno de 10%. Uma vez que para T = 0 o
orre a 
ondensação no estado EI , es
revemos

E0,I = kc0,I e E0,II =
√

∆2
0,II + k2c20,II . Dentro da primeira região temos que βEII

2
≈

β∆2
II

2
≫ 1 e portanto vamos usar 
oth (βEII

2

)

≈ 1 enquanto 
oth (βEI

2

) é mantido semnenhuma aproximação. Já na região externa, k > kM , as energias não são pequenas osu�
iente para serem aproximadas pelas relações de dispersão relativísti
as porém ostermos 
otangentes podem ser tomados 
omo unitários. Dessa forma a equação (7.58)é dada por:
ρ =

3

2

∫ kM

0

2πk dk

σ





λ− 3J1B
(

1− k2

4

)

√

∆2
I + k2c2I


oth(√∆2
I + k2c2I
2T

)

+

+
λ− 3J1B

(

1− k2

4

)

√

∆2
II + k2c2II

−
λ0 − 3J1B0

(

1− k2

4

)

kc0,I
−
λ0 + 3J1B0

(

1− k2

4

)

√

∆2
0,II + k2c20,II





+
3

2

∫

k>kM

d2k

σ

[

λ− 3J1B|γk|
EI

− λ0 − 3J1B0|γk|
E0,I

+
λ+ 3J1B|γk|

EII
−

−λ0 + 3J1B0|γk|
E0,II

]

, (7.59)



7.3 Resultados para baixas temperaturas 87na qual a integral na região 
entral foi es
rita em 
oordenadas 
ilíndri
as. O segundoe o quarto termo da primeira integral são, dentro das aproximações, idênti
os e se
an
elam mutualmente. O mesmo o
orre 
om os termos da segunda integral e assim aúni
as 
ontribuições a serem 
onsideradas são devido ao primeiro e ao ter
eiro termo daintegral sobre k < kM . Considerando apenas termos de segunda ordem em k, obtemos:
ρ =

6π(λ− 3J1B)T

σc2I

[

ln senh(√∆2
I + k2

Mc
2
I

2T

)

− ln senh(∆I

2T

)

]

−

−3π(λ0 − 3J1B0)kM

σc0,I
, (7.60)que ao adotar kMcI ≫ ∆I , forne
e ∆I(T ) = Te−κ/T 
om κ =

ρσc2I
6π(λ−3J1B)

.É importante ressaltar que o formalismo de S
hwinger não é o ideal para o trata-mento em temperaturas �nitas. Conforme mostrado por Fukomoto [83℄, alguns resul-tados não apresentam boa 
on
ordân
ia em baixas temperaturas 
om dados numéri
os,
omo por exemplo a sus
eptibilidade transversa (no 
aso, para o modelo XXZ ferro-magneto). Contudo, no mesmo trabalho o autor também mostra que o 
alor espe
í�
o,o 
omprimento de 
orrelação, e a energia interna, entre outros, quando 
al
ulados viabósons de S
hwinger para temperaturas �nitas, forne
em resultados de a
ordo 
om osprevistos por simulações de Monte Carlo. O tratamento mais 
on�ável para T 6= 0é feito por meio da 
hamada aproximação harm�ni
a auto-
onsistente (Self Consis-tent Harmoni
 Approximation, SCHA), porém ele não foi apli
ado a esse trabalho. Omesmo pro
edimento utilizado para se obter o gap ∆I pode ser usado para en
ontrara dependên
ia térmi
a dos parâmetros A e B. Nesse 
aso o resultado é um 
omporta-mento semelhante 
ontudo as variações de A e B para baixas temperaturas são umaordem menor.Como é 
onhe
ido, o 
omprimento de 
orrelação ξ é propor
ional ao inverso dogap e portanto:
ξ ∝ eκ/T

T
. (7.61)Como esperado pelo teorema de Mermim-Wagner, o sistema é desordenado para tem-peraturas �nitas enquanto para T = 0 ele apresenta ordem de longo al
an
e. No grá�
o(7.7) é mostrado ∆I em função da temperatura para J2 = 0.25 (em unidades de J1).
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0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
T
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0.02

0.03

0.04

0.05

D1

Figura 7.7: Gap de energia ∆I em função da temperatura (em unidade de J1).Como ∆2
II = ∆2

I +12J1B, o 
omportamento de gap ∆II é semelhante porém devido aofato de ∆I ≪ 12J1B ∼ 1 a variação 
om a temperatura é menos per
eptível.



Con
lusões e perspe
tivas
Durante o trabalho realizado, estudamos alguns problemas em físi
a da matéria
ondensada rela
ionados a sistemas magnéti
os nos quais foram 
onsiderados hamilto-nianas dotadas de termos extras além do uso de redes não 
onven
ionais. Tais sistemastêm sido o 
entro das atenções em diversas áreas durante muito anos e ainda pos-suem várias la
unas a serem preen
hidas. Como exemplo, podemos 
itar a pro
urapor materiais magnéti
os bidimensionais que não apresentam nenhum tipo de orde-namento mesmo em temperatura nula, os 
hamados líquidos de spin. Tais sistemasjá são preditos há mais de duas dé
adas e apenas re
entemente os primeiros experi-mentos 
omeçaram a 
on�rmar a sua existên
ia [24, 77, 78℄. Vários modelos teóri
ostêm sido propostos a suportar tais fases do magnetismo e durante o nosso trabalhoapresentamos algumas 
ara
terísti
as que também podem levar a um estado desorde-nado em temperatura nula em sistemas bidimensionais. Sistemas dopados também são
onstantemente 
itados pela 
omunidade 
ientí�
a. Obviamente, produzir amostras
om altos graus de pureza não é uma trabalho simples e mesmo pequenas quantidadesde defeitos são 
apazes de mudar drasti
amente as propriedades dos materiais, 
omoo
orre em super
ondutores. Dessa forma o 
onhe
imento da dopagem de tais sistemasé de extrema importân
ia.Nos dois primeiros trabalhos estudamos alguns aspe
tos do modelo sigma não-linear O(3). Como já é amplamente 
onhe
ido, tal modelo pode ser usado 
omo apro-ximação 
ontínua para diversos sistemas magnéti
os. Obtemos que a introdução de umtermo anisotrópi
o ao MSNL 
ria uma separação entre duas fases distintas. Embora talmodelo anisotrópi
o não des
reva exatamente um sistema magnéti
o 
om anisotropia,os resultados en
ontrados são por si muito interessantes. Devido às �utuações quânti-89



90 Con
lusões e Perspe
tivas
as, as soluções topológi
as suportadas passam a apresentar interações que não existem
lassi
amente. Vimos que entre os spinons (isto é, os modos 
oletivos que 
ompõemo skyrmion) existe uma força atrativa quando o termo anisotrópi
o está no intervalo
−1 < λ < 0. Tal interação leva ao 
on�namento das ex
itações de spin e o sistemaapresenta ordem de longo al
an
e. Por outro lado, quando λ > 0 a interação entreos spinons é repulsiva, temos um estado de de
on�namento e o sistema é portantodesordenado. O de
on�namento é semelhante ao apresentado pelos quarks na 
ro-modinâmi
a quânti
a, in
lusive no tipo de repulsão. Tais resultados são analíti
os esimulações 
omputa
ionais também foram realizadas para veri�
ar a dependên
ia 
omo termo de anisotropia. Contudo, nenhum dado 
on
lusivo pode ser obtido por meiode tais simulações uma vez que não foi possível estabilizar as soluções topológi
as parauma rede dis
reta e �nita 
om a
oplamento antiferromagnéti
o.No segundo problema abordado foi estudado 
omo a presença de um defeitona rede afeta a solução topológi
a. O defeito é 
onsiderado 
omo um dis
o 
ilíndri
onão magnéti
o de raio ρ 
ujas dimensões são pequenas 
omparadas ao tamanhos doskyrmion e do sistema, R e L respe
tivamente. En
ontramos que, dentro das aproxi-mações adotadas, o 
entro do skyrmion interage 
om o defeito por meio de um poten
ialquadráti
o na separação entre os dois e portanto a ex
itação exe
uta um movimento deos
ilação harm�ni
a simples. En
ontramos que a frequên
ia das os
ilações dependemdiretamente do tamanho do defeito e do inverso de R2 estando qualitativamente dea
ordo 
om outros trabalhos sobre o assunto [51℄.Para os outros dois trabalhos desenvolvidos foi adotado o formalismo bos�ni
ode S
hwinger ao invés do tradi
ional MSNL. Devido aos termos extras 
onsiderados,a representação por meio de bósons se mostrou mais adequada que a aproximação
ontínua. O primeiro desses trabalhos teve 
omo fo
o o estudo do modelo de Heisenbergbiquadráti
o e anisotrópi
o na rede quadrada em T = 0. O termo de anisotropianovamente tem um papel importante e separa o sistema entre fases ordenadas e de-sordenadas (semelhante ao primeiro trabalho). O termo biquadráti
o foi introduzido
omo uma 
orreção na hamiltoniana para sistemas de spin-1 (o 
aso anisotrópi
o 
omspin-1/2 não apresenta nenhum interesse físi
o). En
ontramos que as duas fases são
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tivas 91separadas por um valor 
ríti
oDc da 
onstante anisotrópi
a. Para D < Dc temos a fasede D pequeno para o qual as ex
itações sobre o estado fundamental são não massivase uma OLA é al
ançada. Na 
hamada fase de D grande 
om D > Dc, as ex
itaçõesapresentam gap de energia e dessa forma o sistema apresenta um 
omprimento de
orrelação �nito. Vimos também que nos limites 
onsiderados o termo biquadráti
onão tem um papel tão signi�
ativo quanto o termo anisotrópi
o.Por último, estudamos o modelo biquadráti
o sobre uma rede hexagonal do tipohoney
omb. Nesse 
aso, a geometria tem um papel importante uma vez que devido aomenor número de vizinhos (ou seja, menos interações), os spins são mais sensíveis à�utuações sobre o estado fundamental. Contudo, ao 
ontrário da rede de kagomé (quetambém é hexagonal), não existe nenhuma frustração geométri
a e assim en
ontramosque o sistema apresenta magnetização em temperatura nula para qualquer valor despin. Para temperaturas �nitas, os resultados en
ontrados estão de a
ordo 
om osprevistos pelo teorema de Mermim-Wagner, desordem e ex
itações 
om gap de energia.O 
omportamento do gap de energia é semelhante ao en
ontrando para o modelo deHeisenberg tradi
ional, porém é importante ressaltar que os bósons de S
hwinger nãosão o melhor tratamento para temperaturas �nitas e os resultados devem ser tratadosqualitativamente.Os dois primeiros trabalhos já foram publi
ados em importantes periódi
os[84, 85℄ enquanto os dois seguintes ainda estão em pro
esso de �nalização. Esperamosnum futuro próximo retornar a alguns pontos que não foram possíveis ser 
on
luídosdurante o desenvolvimento da pesquisa, 
omo por exemplo as simulações 
omputa-
ionais, não somente para o primeiro trabalho mas também para os dois últimos mo-delos apresentados. Também temos 
omo perspe
tiva, a in
lusão de novos termos àhamiltoniana 
omo a interação de Dzyaloshinskii-Moriya que se tem se mostrado agrande responsável pela observação experimental de skyrmions em sistemas magnéti-
os. Outro tópi
o de interesse é a in�uên
ia da geometria nas propriedades do sistema.A apli
ação de teorias bos�ni
as em sistemas frustrados ainda não está amplamenteestabele
ida e, embora existam alguns trabalhos nessa área, muitos problemas aindaaguardam soluções.



Apêndi
e A
Transformação deHubbard-Stratonovi
h

Diversos problemas, 
omo os apresentados nos 
apítulos 6 e 7, possuem in-terações de quarta ordem ou maior porém, somente ações quadráti
as podem ser in-tegradas de modo a obter algum resultado de interesse. A redução dos termos de ordemmaior é feita pela transformação de Hubbard-Stratonovi
h. Tal método é baseado numateoria de 
ampo médio e somente no limite de in�nitas interações ele forne
e resultadosexatos. Nos modelos estudados o número de interações é �nito e portanto os resultadosobtidos são aproximados de forma a obter os melhores valores possíveis.O ponto ini
ial para o desa
oplamento via Hubbard-Stratonovi
h é a identidade:
eax

2

=

√

a

π

∫ ∞

−∞
e−ax̄2+2ax̄x dx̄, (A.1)na qual x̄ é o valor médio de x. A demostração pode ser feita fa
ilmente 
ompletandoo quadrado no expoente do lado direito e integrando sobre o termo x − x̄. O mesmopro
edimento pode ser apli
ado aos 
asos N-dimensionais e também às integrais de
aminho, 
omo por exemplo:

∫

D[Aij]e
A†

ijAij . (A.2)A partir da igualdade:
(A†

ij − 〈A†
ij〉)(Aij − 〈Aij〉) = A†

ijAij − 〈Aij〉A†
ij − 〈A†

ij〉Aij + 〈A†
ij〉〈Aij〉, (A.3)92



93e adotando os valores médios 〈A†
ij〉 = 〈Aij〉 = A temos que:

∫

DAe−A2+A(A†
ij+Aij) =

∫

DAe−(A†
ij−A)(Aij−A)+A†

ijAij

= N eA
†
ijAij , (A.4)onde N é uma 
onstante de normalização. Por meio das equações (A.2) e (A.4) fazemosa substituição:

A†
ijAij → A

(

A†
ij +Aij

)

− A2 (A.5)na ação mediante a in
lusão de uma integral sobre o termo 
onstante A. O valorde A pode ser determinado, por exemplo, através da minimização da energia livre deHelmholtz F = −β−1Tre−βH/2. Nos trabalhos realizados, o termo Aij está rela
ionadoao produtos de dois operadores bos�ni
os e dessa forma 
onseguimos reduzir as açõesde ordem quatro para modelos quadráti
os.



Apêndi
e B
Transformação de Bogoliubov

Teorias bos�ni
as, 
omo por exemplo os bósons de S
hwinger apresentados no
apítulo 5, são identi�
adas por obede
erem à relações de 
omutação. Em geral ashamiltonianas que des
revem sistemas bos�ni
os não são diagonais e para obter o es-pe
tro de energia é ne
essária a apli
ação de transformações 
an�ni
as que mantenhamas relações de 
omutação entre os operadores. Vamos 
onsiderar apenas o 
aso maissimples no qual temos somente um tipo de operador bos�ni
o a (os 
asos mais 
ompli-
ados podem ser tratados exatamente da mesma forma). De�nimos o vetor:
α =





a

a†



 (B.1)e seu 
onjugado α† =
(

a† a
), onde a† e a são os operadores de 
riação e destruição,respe
tivamente. As posições dos operadores 
riação/destruição podem ser alternadaspor:

γα =





a†

a



 e α†γ =
(

a a†
)

, (B.2)na qual a matriz γ é de�nida 
omo:
γ ≡





0 1

1 0



 . (B.3)As relações de 
omutação são então representadas de forma simples:
[

α, α†] =





[

a, a†
]

[a, a]
[

a†, a†
] [

a†, a
]



 =





1 0

0 −1



 ≡ η. (B.4)94



95De�nimos a nova base (diagonal) pela transformação linear:
β =





b

b†



 =





U −V
−Y X









a

a†



 = Tα. (B.5)A transformação é 
an�ni
a se, e somente se, a relação de 
omutação é mantida, ouseja [β, β†] = η. Portanto temos que:
η = T

[

α, α†] γT tγ = TηγT tγ ⇔ TσTt = σ, (B.6)
om σ = ηγ. Vamos apli
ar essa transformação na hamiltoniana quadráti
a:
H =

∑

ij

[

Mija
†
iai +

1

2

(

Nija
†
ia

†
j +N∗

ijaiaj

)

]

, (B.7)
om Mij e Nij matrizes 
onstantes que forne
em os a
oplamentos entre os operadores
a e a†. Se H é hermitiana então M =M † e N t = N e em termos do vetor α temos:

H =
1

2
α†H̃α− 1

2
TrM, (B.8)na qual

H̃ =





M N

N∗ M∗



 . (B.9)Na nova base a equação (B.7) é es
rita 
omo:
H =

1

2
β†ηTηH̃T−1β −H0, (B.10)
om H0 um termo 
onstante (dado pelo traço de M). Na equação a
ima foi usadaa relação TηT †η = I obtida a partir da equação (B.6) ao exigir que b† e b sejam
onjugados hermitianos. Note que a transformação 
an�ni
a diagonaliza a matriz ηH̃e dessa forma os autovalores E da energia são en
ontrados 
orretamente ao trabalhar
om a matriz ηH̃ ao invés de H̃. Finalmente temos:

H =
1

2
β†ηẼβ −H0, (B.11)na qual a matriz Ẽ é dada por:

Ẽ ≡





E 0

0 −E



 . (B.12)O método des
rito é 
onhe
ido 
omo transformação de Bogoliubov [67℄ e embora tenhasido usado no tratamento do 
aso bos�ni
o, 
om algumas mudanças ele também podeser apli
ado à fermions.
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