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Resumo

AZEVEDO, Luiz Augusto de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro
de 2018. A Matematica elementar e o exercicio da cidadania. Orientador:
Mehran Sabeti.

Neste trabalho explora-se a instrumentalidade da Matematica Elementar em sua
aplicagao no cotidiano do cidadao. Sao analisados contextos reais - combustiveis,
consumo de agua e energia elétrica, sistema eleitoral brasileiro e finangas pessoais -,
bem como o reconhecimento e o desenvolvimento de modelos matematicos associados
a cada contexto. A partir dos principios norteadores dos Parametros Curriculares
Nacionais e da Base Nacional Comum Curricular, que reforcam a relevancia da
Matemaética para a formacgao de cidadaos, estabelece-se uma proposta pedagogica que
alinha o rigor dos conceitos matematicos as suas aplicabilidades praticas. Para isso,
sao apresentadas sequéncias de atividades investigativas em ambientes colaborativos,
que promovem o debate argumentativo entre os pares para a resolugao de problemas

e privilegia o uso de tecnologias digitais de informacao e comunicagao.



Abstract

AZEVEDO, Luiz Augusto de Souza, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2018. Elementary mathematics and citizenship. Adviser: Mehran Sabeti.

In this work we explore the instrumentality of Elementary Mathematics in its
application in the daily life of the citizen. Real contexts are analyzed - water and
electricity consumption, fuels, Brazilian electoral system and personal finance -, as
well as the recognition and development of mathematical models associated to each
context. Based on the guiding principles of the National Curricular Parameters and
the National Curricular Common Base, which reinforce the relevance of Mathematics
for the formation of citizens, a pedagogical proposal is established, that aligns the
rigor of mathematical concepts with their practical applicability. To do this, sequences
of investigative activities are presented in collaborative environments, which promote
argumentative debate among peers to solve problems and favor the use of digital and

communication technologies.
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Introducao

A Matematica tem um papel fundamental na construcao da cidadania, a partir das
relacoes estabelecidas entre os conceitos dessa ciéncia e as necessidades corriqueiras
de um cidadao, sejam elas sociais, culturais ou profissionais. Nesse sentido, o
desenvolvimento de competéncias matematicas é alicerce para que o individuo possa
validar hipdteses, argumentar, se posicionar perante uma relacao de consumo ou
prestagao de servigos, tirar conclusoes e resolver problemas, a partir de uma atitude
investigativa e criativa.

E sabido que o estudo dessa ciéncia proporciona um conjunto de estratégias
que possibilitarao a aplicacao, em outras areas do conhecimento, dos conceitos e
habilidades adquiridos. Para isso, mais do que memorizar técnicas e resultados, a
construcao do conhecimento matematico aplicavel, para ser significativa, deve ser
mediada por situagoes que privilegiem a resolugao de problemas.

Neste trabalho, exploraremos o carater social e instrumental da Matematica
Elementar, com foco em sua aplicacao cotidiana. Por meio da andlise e compreensao
de contextos reais na vida do cidadao, serao desenvolvidos, aplicados e formalizados
conceitos matematicos.

Para isso, dividimos o nosso texto em algumas partes. Inicialmente, trataremos
da relacao da Matematica com o exercicio da cidadania, amparados por documentos
oficiais norteadores: os Parametros Curriculares Nacionais - PCNs - e a Base Nacional
Comum Curricular - BNCC.

Na sequéncia, apresentaremos o desenvolvimento e a formalizagao de varios
conceitos associados aos seguintes contetidos de Matematica Elementar: Numeros
Racionais, Médias, Fungoes, Progressoes e Matematica Financeira. As definigoes e
demonstragoes serao apresentadas de forma detalhada e estao baseadas em referenciais
tedricos com as respectivas citagoes. Concluindo a parte dos conceitos matematicos,
apresentaremos algumas orientagoes para o trabalho e a exploracao de cada conceito
em sala de aula, conforme os PCNs e a BNCC.
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Prosseguindo, apresentamos um capitulo em que discutiremos, detalhadamente,
os modelos matematicos presentes nos seguintes contextos: combustiveis, consumo de
agua e energia elétrica, sistema eleitoral brasileiro, alimentos e financas pessoais. Para
a analise e compreensao dos modelos associados a cada contexto, apresentaremos
detalhes e curiosidades de pesquisas em fontes oficiais - leis, resolucgoes, cartilhas e
manuais -, todas elas devidamente citadas ao longo do texto.

Adiante, ha um capitulo com sugestoes de atividades a serem aplicadas em sala
de aula. Tais atividades, além de fixar conceitos matematicos, tém como objetivo
o desenvolvimento de habilidades associadas a vida de um cidadao. A metodologia
¢ investigativa, privilegiando o uso de tecnologias digitais, promovendo o debate
argumentativo entre os pares por meio do trabalho em grupo, proporcionando a
escrita de textos matematicos e colocando o estudante como protagonista e autor
de sua aprendizagem. O papel do professor, além de organizar o trabalho, sera o de
orientar e mediar as descobertas e validar as conclusoes dos estudantes.

Acreditamos que este estudo é uma ferramenta para auxiliar professores investi-
gadores e engajados na desafiadora missao de tornar as aulas de Matematica cheias
de significado e descoberta, indo de encontro a percepcao limitada de que essa
importante area do conhecimento esta desconectada com a realidade cotidiana.
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A Matematica como ferramenta para
o exercicio da cidadania

Um ensino de Matematica que objetiva a formacao de um cidadao deve explo-
rar metodologias que priorizem, pelo estudante, a experimentacao de estratégias,
verificacao de hipdteses, modelagem de situagoes, criticas e reflexdes sobre resulta-
dos encontrados e elaboragao de justificativas. Esses sao ingredientes que levam
o estudante a tomar atitudes mais bem fundamentadas e responsaveis em relacao
as questoes com as quais se depara em seu cotidiano. Em relacao a isso, os PCNs
enfatizam que:

“Mas, € papel da escola desenvolver uma educacdao que nao dissocie escola
e sociedade, conhecimento e trabalho e que coloque o aluno ante desafios
que lhe permitam desenvolver atitudes de responsabilidade, compromisso,
critica, satisfacao e reconhecimento de seus direitos e deveres.

(...)

Ou seja, para exercer a cidadania € necessdrio saber calcular, medir,
raciocinar, argumentar, tratar informagoes estatisticamente etc.” ([13],

p.27)

Nesse sentido, é preciso que os docentes enxerguem a Matematica da Educacao
Basica como uma construcao humana, que propicie a interacao dos estudantes em
contextos naturais, sociais e culturais. Sobre isso, a BNCC enfatiza que as praticas
pedagdgicas devem desenvolver nos estudantes, entre outras, a seguinte competéncia:

“Reconhecer que a Matemdtica € uma ciéncia humana, fruto das neces-
sidades e preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos
historicos, e € uma ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas
cientificos e tecnoldgicos e para alicer¢ar descobertas e construgoes.” ([11],
p.265)

E incontestavel que as tecnologias digitais de informagao e comunicacao estao
presentes em diversos contextos da rotina de um cidadao. Por este motivo, incorporar

3
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o uso de tais tecnologias nas aulas de Matemaética, de forma planejada e significativa,
é fundamental para aproximar a sala de aula da realidade dos estudantes, criando
oportunidades para que possam se comunicar, ter acesso e divulgar informagcoes uteis,
além de resolver problemas. Em concordancia com que dissemos, a BNCC destaca
que o ensino de Matematica deve fomentar nos estudantes o desenvolvimento da
seguinte competéncia:

“Utilizar processos e ferramentas matemdticas, inclusive tecnologias di-
gitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados.”

([14], p.265)

Uma vez que nessa proposta o estudante passa a assumir a autoria de sua
aprendizagem, o papel do professor necessita ser revisto: agora ele passa a ser um
organizador da aprendizagem. Segundo os PCNs,

“Além de organizador o professor também € facilitador nesse processo.
Nao mais aquele que expoe todo o conteudo aos alunos, mas aquele que
fornece as informacoes necessarias, que o aluno nao tem condicoes de
obter sozinho.” ([13], p.38)

Permitir que o estudante seja autor no processo de aprendizagem leva o professor
a exercer o papel de mediador e orientador, propondo debates argumentativos sobre a
resolucao de problemas, indicando reformulagoes de resolugoes e destacando solugoes
mais adequadas. Os debates argumentativos sao excelentes oportunidades para os
estudantes falarem e escreverem textos, em lingua materna, sobre Matematica.

Os temas propostos neste trabalho estao relacionados a contextos em que o
conhecimento matematico é utilizado para reconhecer modelos e resolver problemas
reais, que fazem parte do cotidiano do cidadao. Entretanto, vamos além: entendemos
que a compreensao dos modelos mateméaticos é uma ferramenta que protege e liberta
o cidadao em situagoes decisivas, bem como aumenta os conhecimentos acerca de
seus direitos e deveres.

A ideia é partir de contextos reais, procurando respostas para perguntas nao
necessariamente matematicas, mas cujas respostas podem ser obtidas com a utilizacao
de modelos matematicos adequados, conforme detalhado a seguir.

1. Combustiveis

e Por que os precos dos combustiveis aparecem com trés casas decimais, nos
postos de venda?

e Automoveis flex: é melhor abastecer com etanol ou gasolina?

2. Consumo de agua
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e Como saber quanto vou pagar pelo consumo de agua, em uma conta da
COPASA MG'?

e Qual é o impacto, no bolso do cidadao, ao se adotar habitos saudaveis e
responsaveis para reduzir o consumo de agua?

3. Consumo de energia elétrica

e Como sao calculados os tributos presentes em uma conta de energia elétrica
da CEMIG? e qual ¢ o impacto de tais tributos no bolso do cidadao?

4. Sistema eleitoral brasileiro

e Por que, nas elei¢oes para vereadores e deputados, alguns candidatos sao
eleitos mesmo tendo uma quantidade menor de votos, em comparacao
com os candidatos nao eleitos?

5. Alimentos
e Como selecionar alimentos industrializados mais saudaveis?
6. Financas Pessoais

e Como obter a independéncia financeira?
e Como ¢ feita a tributacao nos investimentos em renda fixa, no Brasil?

e Como ¢ feita a amortizagao de uma divida bancaria?

LCOPASA MG - Companhia de Saneamento de Minas Gerais, empresa cuja atividade é a
prestacao de servigos de abastecimento de dgua, esgotamento sanitario e residuos sélidos.

2CEMIG - Companhia Energética de Minas Gerais S.A., uma concessiondria de energia elétrica
do Brasil



Conceitos Matematicos

3.1 Numeros Racionais

Nesta secao, nos dedicaremos aos niimeros racionais, concentrando nossos estudos
nas operacoes entre os elementos que compoem esse conjunto. Para isso, apresentare-
mos algumas defini¢oes e realizaremos demonstragoes, de acordo com os seguintes

autores:
e Bahiano [0], capitulo 3;
e Ferreira [32], capitulo 4;
e Niven [17], capitulo 2.

Bahiano apresenta uma definicao informal para os ntimeros racionais, a saber:

De um modo geral, podemos dizer que um nimero x é um niumero racional
se podemos multiplicd-lo por algum nimero natural nao-nulo e obter como
resultado um niumero inteiro. Ou seja, um numero racional expressa a
razao ou a divisao entre dois nimeros inteiros. A notacao % representa o
nidmero racional que multiplicado por 3 resulta em 2. ([0], p.17)

Exemplo 3.1.1: Os niimeros a seguir sao exemplos de niimeros racionais:

3
15

2
E
-0,2. Note que —0,2 x 5 = —1, ou seja, —0,2 = —%.

e 0,825. Note que 0,825 x 40 = 33, ou seja, 0,825 = 33.

Esse mesmo autor apresenta outra definicao, porém mais formal:

6
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Definicao 3.1: Um numero racional é todo e qualquer nimero que puder ser escrito
na forma g, em que x e y sao numeros inteiros, com y diferente de zero. O conjunto
dos nuimeros racionais é usualmente representado por Q. O valor x é chamado de
numerador e o valor y, de denominador.

Exemplo 3.1.2: Em %, o numerador ¢é igual a 3 e o denominador € igual a 7, sendo
3 e 7 numeros inteiros e diferentes de zero.

A seguir, definiremos as operagoes aritméticas (soma, subtragao, multiplicacao e

divisdo) com numeros racionais.

3.1.1 Operacoes com nimeros racionais

. , . . a &
Dados dois ntimeros racionais 7 e 7 temos:

. a ¢ (a-d)+(b-c)
1. A Do+ == )
digao b+d b d
o a ¢ (a-d)—(b-0)
2. D= ==
Subtracao b7 b
a ¢ a-c
. P == —
3. Produto b b d
4 Divisio: == %% com & 20
- Divisdo: &+~ = -, com - .

a

Comumente, nos livros didaticos, ¢é utilizada a notagao % para indicar a divisao
d a C E
e ¢ por <.
b d

Apesar de as defini¢oes apresentadas tornarem o ensino das operacoes mais
didatico, é importante considerar que a subtracao e a divisao sao, na verdade, as
respectivas operagoes inversas da adicao e da multiplicacgao.

Exemplo 3.1.3: Veja as seguintes operagoes com nimeros racionais:

Ll o5 _ (13425 13

23 2.3 6

L2 1 _(@3)-(0-5 _ 1

5 3 5-3 15

2 5 2.5 10 5
*43 43 12 %

3,1 _ 3 W0 _3-10 30 _6_.
5°10 5 1 5-1 5 1
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3.1.2 Representacao decimal de ntimeros racionais

A definicao de niimero racional apresentada anteriormente nos permite pensar
nesses numeros como sendo o resultado da divisao de dois niimeros inteiros. Sabendo
que fragoes decimais sao fragoes em que o denominador é uma poténcia de 10,
podemos, de acordo com Bahiano, definir um nimero decimal da seguinte forma:

Definicao 3.2: Um ntimero decimal é todo niimero que pode ser expresso como
a soma de um nuimero inteiro mais uma certa quantidade de fragoes decimais. A
quantidade de fracoes decimais na expressao de um nimero decimal pode ser finita
ou infinita.

Se os numeradores destas fragoes decimais repetirem, periodicamente, a partir de
uma casa decimal, temos uma dizima periodica. Caso nao haja a repeticao periddica,
teremos uma sequéncia finita de algarismos.

Assim, no geral, um nimero decimal tem a seguinte forma:

(05} (6] (6% [0 7%
b—|—1—0—1—1—02+1—03+~-~+ﬁ—|—---,emquebEZeal,ag,...6{0,1,2, -, 9}

O valor b é a parte inteira do nimero decimal e 5 + {& + {5 + -+ = + -+,

a parte decimal.

Exemplo 3.1.4: Observe as representacoes a seguir:

5
125=14 24+ 2
° 10 " 100
5010010001 = 5+ — + + 4 1
[ ) — - - R
) 102 T 105 T 109

_ 2 1 5 5 5
3215 =34+ — 4 — F ——f —— ...
’ TR TR T T

1@—1_’_34_14_14_1_'_ _|_i++
T 10 102 T o103 T 104 Ton © T 1gnHt

+ ..., com n impar.

3.2 Meédia Aritmética e Média Geométrica

Neste estudo, em relagao as médias, concentraremos nossa atencao as defini¢coes
apresentadas por Morgado et al. [12] (capitulo 6), sobre Média Aritmética (simples)
e Média Geométrica (simples).

Definigao 3.3: A Média Aritmética (simples) da lista de n nimeros xy, z3, x3, - , Ty,
¢ definida por

j:x1+:ﬂ2~l—x3+---+xn' (3.1)
n
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5428427

Exemplo 3.2.1: A média aritmética dos niimeros 5, 28 e 27 é 3 20.
Definigao 3.4: A Média Geométrica (simples) dos n nimeros positivos xy, z3, 3, - , Tp
¢ definida por

g=G(x1, Ta, T3, , Tp) = YT1T2X3 " Tp. (3.2)

Exemplo 3.2.2: A média geométrica dos niimeros 2, 3 e 36 ¢ v/2-3-36 = 6.

3.3 A Funcao Afim

Nesta secao discutiremos a Funcao Afim. Baseamos nossos estudos nas leituras
de Bortolossi [7], Tezzi e Murakami [37] (capitulo VI) e Lima et al. [43], [11] (5°
capitulo de cada obra).

Inicialmente, apresentaremos a definicao e a representagao grafica, depois explo-
raremos o conceito de Proporcionalidade e a sua relagao com um caso particular da
funcao afim: a Fungao Linear. Para isso, faremos uma demonstracao do Teorema
Fundamental da Proporcionalidade. Em seguida, enunciaremos um teorema que
caracteriza funcoes afins. Finalmente, abordaremos as Funcoes Poligonais.

Definicao 3.5: Uma funcao f: R — R ¢é dita afim quando existem constantes a,
b € R tais que f(z) = ax + b para todo = € R.

Como exemplos de funcoes afins temos a funcao identidade f : R — R, definida
por f(x) = x, para todo = € R e todas as translagoes f : R — R, f(z) = x + b.
Temos, também, o caso particular das fungoes constantes em que f(z) = b.

Outro caso particular de fungao afim, de que trataremos neste trabalho, como ja
dito, é a funcdo linear, em que f(x) = ax.

Dados z,x + h € R, com h # 0, o numero a = [f(z + h) — f(x)]/h chama-se
a tazxa de crescimento (ou taxa de variacdo) da fungao f no intervalo de extremos
x, x4+ h.

Diz-se que uma funcao f: X — R, com X C R, chama-se:
e crescente, quando r1 < x5 = f(x1) < f(x2);
o decrescente, quando 1 < xg = f(x1) > f(22);

e mondtona nao-decrescente, quando x; < xo = f(x1) < f(x2);
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e mondtona nao-crescente, quando x1 < xe = f(x1) = f(x2).

Em qualquer dos quatro casos, f diz-se mondtona. Nos dois primeiros (f crescente
ou f decrescente), f é estritamente mondtona sendo que, nestes dois casos, f é uma
funcao injetiva.

3.3.1 Grafico da Funcao afim

Nesta subsecao verificaremos que o grafico de uma funcao afim é uma reta. Para
isso, demonstraremos um teorema.

Teorema 3.1: O gréfico cartesiano de uma fungao afim (ou seja, uma funcao
f:R — R tal que f(z) = ax + b para todo = € R) é uma reta.

Prova. Basta verificarmos que trés pontos quaisquer do grafico de f sao colineares.

Sejam Py = (xy, ax; +b), Py = (x9, axg + b) e P3 = (x3, axs + b). Sem perda
de generalidade, vamos supor x; < x5 < 3.

Para verificar que P;, P, e P3 sao colineares, basta mostrar que a distancia
de P, a P3 é igual a soma das distancias de P; a P, e de P, a P3 (desigualdade

triangular).

A féormula da distancia entre dois pontos nos da:

d(Py, Py) = /(w2 — 21)? + a?(xy — 11)? = (22 — 21)V1 + a2,

d(Py, Py) = /(w3 — 22)? + a?(x3 — 12)? = (23 — 12)V1 + @,

d(Py, Py) = /(w3 — 21)? + a?(x3 — 11)? = (23 — 11)V1 + @2,

Note que:

d(Pr, P2) + d(P, P3)=(za —21)V1+a® + (13— 12)V1+a®=

= (g — 21+ 23— 22)V1+a?=(r3—21)V1+a’

Logo,
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d(Pl, P2)+d(P2, Pg):($3—l‘1)V1+&2:d(Pl, P5)
]

Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o
grafico da fungao f :— ax + b intersecta o eixo OY. O nimero a chama-se inclinagao,
ou coeficiente angular, dessa reta (em relagao ao eixo horizontal OX). Quanto maior
o valor de a mais a reta se afasta da posi¢ao horizontal. Quando a > 0 o gréfico de
f é uma reta ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta
é descendente. Finalmente, quando a = 0, o gréafico de f é uma reta paralela ao eixo
OX. Observe a figura 3.1.

'Y
fx) =ax+Db f(x) =ax+ b
(a > 0) (a<0)
crescente (0 b) (O. b) decrescente
/ ) \ X
AY uY
fx) =ax+b f((X) :0])0
b=0 a =
(linear) constante
(0, b)
(0, b) X X

Figura 3.1: Graficos de fungoes afins.

3.3.2 O conceito de Proporcionalidade e a Funcao Linear

Definicao 3.6: Uma proporcionalidade é uma funcao f : R — R tal que, para
quaisquer nimeros reais ¢, x, tem-se f(cx) = c¢- f(z) (proporcionalidade direta) ou
f(cx) = f(x)/ec, se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa).

Naturalmente, se f(cx) = ¢ - f(x) para todo z, entdao, tomando a = f(1), tem-se
fle) = flc-1)=c- f(1) = ca, isto é, f(c) = ac, para todo c real. Assim, f(z) = az
para todo = € R, logo f é uma funcao linear.
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Portanto, podemos dizer que a grandeza y é diretamente proporcional a grandeza
x quando existe um nimero a (constante de proporcionalidade), tal que y = ax para
todo valor de z.

Analogamente, diz-se que a grandeza y é inversamente proporcional a grandeza x
quando existe um numero a, tal que y = a/x para todo valor de x € R*.

Em uma proporgao, se y = f(z) ey’ = f(2') entao y' /2’ = y/x é constante. Nesse
caso, na igualdade y'/2" = y/x é possivel determinar um dos quatro ntimeros, desde

que se conhecam os outros trés. Isto corresponde a tradicional regra de trés.

As definig¢oes e propriedades sobre proporcionalidade citadas até aqui podem ser
encontradas nas paginas 92 a 95 de [13].

Demonstraremos, agora, um teorema muito importante, que nos permite determi-
nar, em qualquer situagao, se uma dada funcao é ou nao linear.

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade): Seja f:R — R
uma funcao crescente. As seguintes afirmagcoes sao equivalentes:

(1) f(nx) = nf(x) para todon € Z e todo = € R.
(2) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax para todo = € R.

(3) f(x +vy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R.

Prova. Provaremos que (1) = (2) = (3) = (1).

Comecemos com (1) = (2). Mostraremos, inicialmente, que para todo r € Q,
tal que r = m/n, com m,n € Z (n # 0), tem-se f(r) = ar.

Uma vez que m = nr, tem-se:

n- f(re) = f(nrz) = f(mz) =m- f(z),

assim

n-f(re) =m- f(a) = f(re) = = f(a) =7 f(2).

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0)=0- f(0) =0, o fato de f ser crescente
nos da a = f(1) > f(0) = 0. Ou seja, a > 0.
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Além disso, f(r) = f(r-1) =r- f(1) =r-a = ar, para todo r € Q.
Agora, mostraremos que f(x) = ax para todo z € R. Para tal, suponha, por

absurdo, que exista algum nimero irracional zq tal que f(z¢) # axy. Sem perda
de generalidade, suponhamos f(xg) < azxg. Temos que

< Zg.

flzo)

Tomemos um ndmero racional r ) tal que

—f(xO) <r<x.
a

Logo,

f(zo) < ar < axy.

Como ar = f(r), temos f(xg) < f(r) < axy. Tal conclusdo é absurda, pois
como [ é crescente, r < xy necessariamente implica em f(r) < f(zo). Logo,
f(z) = ax para todo z € R.

Agora, mostraremos que (2) = (3).

Temos que f(x) = ax. Logo,

flz+y) =alx+y) =ax+ ay.

Como ax = f(x) e ay = f(y), segue que

flz+y) = f(z)+ f(y),

para quaisquer z,y € R.
Finalmente, provaremos que (3) = (1).

Vamos provar, inicialmente, que f(nz) = nf(z) para todon € N e todo = € R.
Temos:

3Todo intervalo ndo-degenerado de niimeros reais contém nimeros racionais. Em outras palavras,
0s nimeros racionais estao por toda a parte em R. A demonstragao desse fato pode ser encontrada
nas péaginas 62 e 63 de [11].
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n parcelas n parcelas
N

fine)= fGErot+2) =T@) + f(@) + f(@)+ f(2) = nf(z).

Agora, provaremos que f(nx) = nf(z) para todo n € Z e todo x € R. Temos:

f(0) = f(0-2) =0- f(z) = 0.

Portanto, f(0) =0 = f(x —z) = f(z) + f(—x) = f(—z) = —f(x), ou seja,
f(=z) = f(=1-2)=—-1- f(z).

Assim, f(—nz) = f(=1-nzx) =—1- f(nx) = =1 -nf(x) = —nf(x).
0

Parte desta demonstragao pode ser encontrada na pagina 86 de [11] e nas paginas
95 e 96 de [13].

3.3.3 Caracterizagao da Funcao Afim

O teorema que enunciaremos a seguir nos permite saber se o modelo matematico
aplicado a determinada situacao é uma funcao afim. A demonstracao deste teorema
pode ser encontrada na pagina 100 e nas paginas 89 e 90 de [13] e [11], respectivamente.

Teorema 3.3: Seja f : R — R uma funcao mondétona injetiva. Se o acréscimo
f(z+ h) — f(z) = ¢(h) depender apenas de h, mas nao de z, entdo f é uma funcao
afim.

3.3.4 Funcoes Poligonais

Definicao 3.7: Uma funcao f : R — R é uma func¢do poligonal quando existem
ty < t; < ... < t, tais que, para x < ty, para x > t,, e em cada um dos intervalos
[ti—1, ti], f coincide com uma funcado afim f;. Para evitar descontinuidades, exige-se

que f;(t;) = fi—1(t;).

Em outras palavras, diz-se que f : R — R é poligonal quando seu gréfico é uma
linha poligonal, conforme a figura 3.2.
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Figura 3.2: Grafico de uma funcao poligonal.

3.4 Funcao Exponencial

Nesta se¢ao analisaremos a Funcao Exponencial e as chamadas Fungoes do Tipo
Exponencial. Nossos estudos se baseiam nas leituras de Lima et al. [13] e [1]]
(oitavo capitulo de ambas as obras). A seguir, veremos a defini¢do de uma funcao
exponencial e algumas de suas caracteristicas.

Definicao 3.8: Seja a um numero real positivo, que suporemos sempre diferente
de 1. A fung¢ao exponencial de base a, f : R — R™, indicada pela notacao f(x) = a*,
deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer z,y € R:

(1) a® - aq¥ = aa:-‘ry;
(2) a* = a;

B)z<y=a"<a’quandoa>1lex <y = a¥ <a” quando 0 < a < 1.

Observe que se uma funcao f : R — R tem a propriedade (1) acima, ou seja,
flx+y) = f(x) - f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja
identicamente nula. Com efeito, se existir algum zy € R tal que f(xo) = 0 entao,
para todo z € R teremos
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f(@) = f(zo+ (2 — x0)) = f(2o) - f(x —x0) = 0 f(x —x) =0,

logo f serd identicamente nula.

Mais ainda: se f : R — R tem a propriedade (1) e nao é identicamente nula,
entdo f(z) > 0 para todo = € R, pois

Se uma funcao f: R — R tem as propriedades (1) e (2) entao, para todo n € N
tem-se

fn)=fA+1+---+1)=f1)- f1)-...- f())=a-a-..-a=a™

Usando a propriedade (1), resulta daf que, para todo nimero racional r = ™
com n € N, deve-se ter f(r) =a" = {/a™.

Y

Portanto, f(r) = a” é a tnica funcao f: Q — RT tal que f(r +s) = f(r) - f(s)
para quaisquer r,s € Q e f(1) = a.

Finalmente, a propriedade (3) diz que a fungao exponencial serd crescente quando
a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Figura 3.3: Graficos de fungoes exponenciais.
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3.4.1 Caracterizagao da Funcao Exponencial

Na subsecao 3.3.3, vimos as propriedades que caracterizam as funcgoes afins.
Agora, vamos ver as propriedades que caracterizam as fungoes exponenciais, modelo
matematico conveniente, em Matematica Financeira, para descrever a variacao
de uma quantia (capital) aplicada a juros fixos, ao longo do tempo. Para isso,
demonstraremos um teorema.

Durante a demonstracao do teorema, utilizaremos o lema a seguir, cuja demons-

tragao pode ser encontrada nas paginas 177 e 178 de [13] e também na pagina 153
de [11].

Lema 3.1: Fixado o ntimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R™ existe
alguma potencia de a”, com r € Q.

Vamos, portanto, a demonstracao do teorema.

Teorema 3.4 (Caracterizacdo da Fungao Exponencial): Seja f : R — R*
uma funcgao crescente ou decrescente. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f(nz) = f(x)" para todo n € Z e todo = € R.
(2) f(x) = a” para todo x € R, em que a = f(1).

(3) f(x+vy) = f(x) - f(y) para quaisquer x,y € R.

Prova. Provaremos que (1) = (2) = (3) = (1). Mostraremos, inicialmente, que
para todo r € Q, tal que r = m/n, com m,n € Z (n # 0), tem-se f(r) =a’.

Uma vez que m = nr, tem-se f(rz)" = f(nrx) = f(mz) = f(x)™.

Logo, [f(rz)"]= = [f(z)™]* = f(rz) = f(x)* = f(z)".

Assim, se pusermos a = f(1), teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a", para todo
re Q.

Agora, mostraremos que f(z) = a” para todo x € R.

Para tal, suponhamos, sem perda de generalidade, que f seja crescente. Logo,
1 = f(0) < f(1) = a. Admitamos, por absurdo, que exista zo € R tal que
f(zg) # a™, por exemplo, f(zy) < a™ (o caso em que f(zy) > a™ é andlogo).
Entao, pelo Lema 3.1, existe um nimero racional r tal que f(z¢) < a” < a™, ou
seja, f(xg) < f(r) < a™. Uma vez que f é crescente, f(xg) < f(r) = xg < r.
Porém, vimos que a” < a™ = r < xy. Esta contradicao completa a prova de que
(1) = (2).
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A prova de que (2) = (3) é simples.
Note que, como f(z) =a® = f(r +y) =a" =a" - a¥ = f(z) - f(y).
Logo, f(x +y) = f(x) - f(y) para quaisquer z,y € R.

Para provar que (3) = (1), inicialmente, mostraremos que f(nz) = f(x)"
para todo n € N e todo x € R. Temos:

n parcelas n fatores

A

fne)= fE+z+..+2) =f(a) f@) f@)-...- f(x)= fla)"

Logo, esta provado para todo n € N e todo x € R. Agora, provaremos que
f(nz) = f(x)” para todo n € Z e todo x € R.

Temos: f(0) = f(0-2) = f(z)° = 1.

Assim, f(0) = 1 = f(z —2) = f(x) - f(~2).

Logo,

b
f(x)

Desse modo, conclui-se a prova de que (3) = (1).

F(=1ea) = f(=2) = o = @)

]

Parte da demonstracao desse teorema, com pequenas diferencas notacionais, pode
ser encontrada nas paginas 183 a 185 de [13] e nas paginas 158 e 159 de [11].

3.4.2 Caracterizacao das funcoes de tipo exponencial

Em algumas situacoes, em vez de utilizarmos funcoes exponenciais indicadas por
f(z) = a®, é conveniente utilizarmos fungoes indicadas por g(z) = ba®.

Definicao 3.9: Diz-se que uma funcao g : R — R é de tipo exponencial quando se
tem g(x) = ba” para todo x € R, em que a e b sdo constantes positivas. Se a > 1, ¢
é crescente e se 0 < a < 1, g é decrescente.

A seguir, citaremos um teorema que caracteriza funcoes de tipo exponencial, cuja
demonstragao pode ser encontrada na pagina 159 de [11].

Teorema 3.5 (Caracterizacao das fungoes de tipo exponencial): Seja
g : R — R* uma fungdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que,
para x, h € R quaisquer, o acréscimo relativo [g(x + h) — g(z)]/g(x) dependa apenas
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de h, mas nao de z. Entdo, se b = ¢g(0) e a = ¢g(1)/g(0), tem-se g(x) = ba” para todo
r e R

3.5 Progressao Aritmética

Nesta secao analisaremos as Progressoes Aritméticas. Baseamos nossos estudos
nas leituras de Lima et al. [12] (capitulo 1) e Morgado et al. [15] (capitulo 1), [11]
(capitulo 3).

Comegaremos apresentando uma definicao simples, e, em seguida, mostraremos
dois importantes resultados relacionados as progressoes aritméticas: a formula do
termo geral e a formula da soma dos n primeiros termos.

Definicao 3.10: Uma progressao aritmética ¢ uma sequéncia em que a diferenca
entre cada termo, a partir do segundo, e o anterior é constante. Tal diferenca
constante é chamada de razao da progressao e representada pela letra r.

Dado um termo de uma progressao aritmética, para determinar o préoximo basta
somar a razao; para avancar dois termos, soma-se duas vezes a razao, e assim por
diante.

Exemplo 3.5.1: A sequéncia (5, 8, 11, 14, ...) é uma progressao aritmética cuja
razao ¢ igual a 3. Note que 8 =5+ 3, 11 =8 + 3, 14 = 11 4 3. Para determinarmos
o préximo termo, basta fazermos o seguinte calculo: 14 4+ 3 = 17.

3.5.1 Termo geral de uma Progressao Aritmética

Em uma progressao aritmética (ay,asq,as,...), para avangar um termo, basta
somar a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim
por diante. Assim, por exemplo, a;3 = as + 8r, pois, ao passar de as para as,
avancamos 8 termos; ajo = ay + Hr, pois avancamos 5 termos ao passar de a; para
a12; ay = a7 — 13r, pois retrocedemos 13 termos ao passar de a7 para ay e, de modo
geral,

a, =a; + (n—1)r, (3.3)
pois, ao passar de a; para a,, avan¢gamos n — 1 termos.

Uma demonstragao simples do resultado apresentado na equacao 3.3 pode ser
encontrada na pagina 3 de [15].

Exemplo 3.5.2: Em uma progressao aritmética, o terceiro termo vale 20 e o décimo
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termo vale 120. Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?

ajg = ag + 7r, pois ao passar do terceiro termo para o décimo, avancamos 7

termos. Logo, 120 =20+ T7r = r = @.

Da mesma forma, temos que ag = as + 5r =20+ 5 - % = ag = @.

3.5.2 Foérmula da soma dos n primeiros termos de uma
progressao aritmética

Agora, demonstraremos um teorema que nos fornece a formula da soma dos n
primeiros termos de uma progressao aritmética.

Teorema 3.6: A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética
(an) - (alﬂa’Q"” 7an7"') (§] lgual a

(ay + ap)n

Sp = 5

Prova. Temos:

S, =a;+ay+az+- -+ a,_1+a,. (3.4)

Podemos escrever a soma colocando os termos de tras pra frente:
Sp = Qp + Ap1 + Qo+ as+ a. (3.5)
Somando as equagoes (3.4) e (3.5), obtemos:

28, = (a1+a,)+ (ag+an_1)+ (az+a,_o)+- -+ (an_1+as)+ (a, +a). (3.6)

Note que, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela
aumenta de r e a segunda parcela diminui de 7, o que nao altera a soma. Portanto,
na equagao 3.6, todos os parénteses sdo iguais ao primeiro, (a; + a,). Como sao
n parénteses, temos:

(a1 + ay)n

25, = (a1 +a,) -n= S5, = 5
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Esta demonstragao pode ser encontrada na pégina 36 de [11].

Exemplo 3.5.3: Qual é a soma dos 30 primeiros termos da progressao aritmética
(3, 7,11, ...) 7

(3+119) - 30

=1 .
5 830

Temos: azg = a; + 297 =3+ 29 -4 = 119. Logo, S5y =

3.6 Progressao Geométrica

Nesta secao faremos o estudo das Progressoes Geométricas, com base, principal-
mente, nas leituras de Lima et al. [12] (capitulo 1) e Morgado et al. [15] (capitulo
2), [14] (capitulo 3).

Definiremos e caracterizaremos esse tipo de sequéncia e prosseguiremos apre-
sentando uma demonstracao da féormula do termo geral de uma PG. Em seguida,
demonstraremos dois teoremas relacionados a soma dos termos de progressoes geo-
métricas.

Definicao 3.11: Define-se uma Progressao Geométrica como uma sequéncia em
que o quociente da divisao de cada termo, a partir do segundo, pelo termo anterior é
constante. Esse quociente é representado por ¢ e denominado razao da progressao.

Dado um termo de uma progressao geométrica, para determinar o préximo basta
multiplicar o dado termo pela razao; para avangar dois termos, multiplica-se o dado
termo duas vezes pela razao, e assim por diante.

Exemplo 3.6.1: A sequéncia (1024, 256, 64, 16, ...) é uma progressao geométrica
cuja razdo é igual a 1. Note que 256 = 1024 - i, 64 = 256 - %, 16 = 64 - 1. Para

1
determinarmos o préximo termo, basta fazermos o seguinte calculo: 16 - }l 4.

[N

3.6.1 Termo geral de uma Progressao Geométrica
O teorema a seguir nos fornece a férmula do termo geral de uma Progressao

Geométrica.

Teorema 3.7: Em toda progressao geométrica (a,) de razao ¢, tem-se, para todo

natural n, a, = a; - ¢" %

Prova. Temos:

ay a2 as Ap—1
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Multiplicando todas as n — 1 igualdades:

n

a _ _
=q-q-q-q-...-q=>—=4¢q 1:>an:a1~q
a1 a2 as Ap—1 ai

]

Naturalmente, caso tivéssemos enumerado os termos a partir de ag, obteriamos
an = ag - q".

Exemplo 3.6.2: Em uma progressao geométrica, o quinto termo vale 5 e o oitavo
termo vale 135. Quanto vale o sétimo termo dessa progressao?

as = as - ¢°, pois ao passar do quinto termo para o oitavo, avancamos trés termos.
Logo, 135 =5 ¢*> = ¢ = 3. Da mesma forma, temos que a; = as - ¢> = 5 - 32 = 45.

3.6.2 Soma dos n primeiros termos de uma Progressao
Geométrica
O teorema a seguir é um resultado muito importante, que nos permite obter a

soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica.

Teorema 3.8: A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,,)
de razao q # 1 ¢é igual a

Prova. Temos:
S,=ay+ay+az+..+a,_1+a, (3.7)

Multiplicando a equagao (3.7) por ¢, obtemos

g-Sp=a1-q+as-q+as-q+...+ap_1-q+a,-q

Sabe-se que:

a1-4q=4as, Az -q =0a3, az - q = a4, ... Ap—1 g = Ap,

Logo,

q-Sn:a2+a3+a4+....+an+an’Q- (38)
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Subtraindo a equacgao (3.8) da (3.7), obtemos:

Sn_Q'Sn:al_an'Q-

No primeiro membro desta ultima igualdade, colocamos S, em evidéncia.
Além disso, sabemos, pelo teorema 3.7, que a,, = a1 - ¢"~'. Desse modo, obtemos
) ) b n b

n—1

Sn'(l_Q):a'l_al'q - q.

No segundo membro, multiplicando ¢"~! por ¢ e colocando a; em evidéncia,
obtemos

Sp(l—q)=ay-(1—=4qg").

Logo,

Em alguns livros didéaticos do Ensino Médio, esse resultado é apresentado por

meio da equacio S, = a; - =L, equivalente & equacio (3.9)
5 n L x5 )

Exemplo 3.6.3: Qual é a quantidade de elementos da PG finita (1, 2, 4, 8, ...),
sabendo que a soma dos termos dessa PG ¢é 10237

Temos: 1023 =1 =2 = =22 =27 — 1 = 2" = 1024 = 2'° = n = 10. Logo,

essa PG finita possui 10 elementos.

3.6.3 Limite da soma dos n primeiros termos de uma
Progressao Geométrica

Nas progressoes geométricas em que |g| < 1, a soma dos termos tem um limite
finito quando n — co. Determinaremos o limite da soma S,, dos n primeiros termos
de uma progressao geométrica (a,), nessas condigoes, por meio da demonstragao
de um teorema. Como fundamentacao, apresentaremos, antes, outro teorema, que
envolve o célculo de limite, cuja demonstracao foi baseada nas leituras de Gimenez e
Starke [35] (capitulo 1).

Teorema 3.9: Se |¢|] < 1, lim |¢|* = 0. Uma maneira mais formal de enunciar esse
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teorema ¢ a seguinte: Se |g| < 1 e se £ é um muimero positivo qualquer, entao existe
um numero natural ng tal que |g|™ < & para todo n > ny.

Prova. Se ¢ =0, dado € > 0, temos |¢" — 0| = 0 < ¢, para todo n > 0.

Jé se ¢ # 0, dado € > 0 fixo, porém arbitrario, desejamos determinar um
nimero natural ng tal que |¢|" < e para todo n > ny. Temos: |¢"| < e.

Aplicando a fungao logaritmo, pois |¢| > 0 e € > 0, temos

log(e)

loglq"| < log(e) = n -loglq| < log(e) = n > .
"l < loge) ol < tog(e) = n > 30

Note que, na iltima relacao, invertemos o sinal da desigualdade, uma vez que
lq| < 1= loglq| <O0.

log(e)

loglq]
muito pequeno, menor do que 1, logo log(e) < 0.

Sabemos que existe e é positivo, uma vez que ¢ pode ser supostamente

log(e)

Assim, basta tomar ng > ——.
loglq|

Como 0 < |g| < 1, para todo n > ng teremos |g|™ < |g|™. Assim, |¢|" < ¢ para
todo n > ng. Como ¢ foi tomado arbitrario, a afirmacao vale para todo ¢. O]

Agora, vamos demonstrar o teorema relacionado ao limite da soma .S,, dos n
primeiros termos de uma progressao geométrica.

Teorema 3.10: O limite da soma S,, dos n primeiros termos da progressao geomé-
trica (a,), de razao q tal que |q| < 1, é

a1

Szl—q'

1—q"
1—gq

Prova. O teorema 3.8 nos diz que S, = a; - . Pelo teorema 3.10, temos

que ¢" converge para (0. Portanto,

ai

Szl—q'

(3.10)
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Comumente, em livros do Ensino Médio, esse resultado é apresentado a partir de
uma concepcao intuitiva do teorema 3.9.

2 2
Exemplo 3.6.4: Calcule o limite da soma 2 + 3 + 9 + ...

1
Temos a soma dos termos de uma progressao geométrica cuja razao € 3
2 2 3
Logo, pela equagao (3.10), S = — =5 = 2. 5= 3.
1— = z
3 3

3.7 Matematica Financeira

Para esta se¢do, embasamos nossos estudos nas leituras de lezzi et al. [30]
(capitulos 1 e 2), Neto [10] (capitulo 2) e Morgado et al. [15] (capitulos 2 e 3), [1]
(capitulo 5).

Prezando pela organizacao, dividimos esta secao em varias subsecgoes, em que
abordaremos os diversos conceitos e defini¢oes relacionados a Matematica Financeira,
bem como demonstraremos alguns importantes teoremas.

3.7.1 Algumas definicoes: Capital, Juros, Taxa de Juros e
Montante

lezzi et al. apresenta definicoes para para capital, juros, taza de juros e montante:

e Capital (ou principal): Valor monetario de um empréstimo feito durante certo
tempo. Normalmente, indicado pelas letras C' ou P.

e Juros: Valor que o emprestador cobra pelo uso do dinheiro, ou valor pago pelo
tomador do empréstimo. Normalmente, indicado pela letra .J.

e Taxa de Juros: Expressa como porcentagem do capital, representa os juros
numa certa unidade de tempo, normalmente indicada ao dia (a.d.), ao més
(a.m.), ao ano (a.a.), etc. Utiliza-se a letra i (do inglés, interest, que, no
contexto de finangas, significa juros) para indicar a taxa de juros.

e Montante: Soma do capital com os juros durante o prazo do empréstimo. [30]

3.7.2 Juros simples

No regime de capitalizagao simples, os juros crescem de forma linear ao longo
do tempo e incidem somente sobre o capital inicial da operacao, ou seja, nao sao
registrados juros sobre o saldo dos juros acumulados.
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Sendo assim, consideremos um capital Cy, aplicado a juros simples sob uma taxa
i e durante n perfodos. O montante gerado serd igual a C,, = Cy(1 + in).

Ao longo do tempo, temos:
e Paran=1:Cy =Cy+ Cy-i = Co(1l +1).

® Paranz?022014—(]0z:CO(1+2)+COZ:C’O(1+22)

Paran:3C’ngQ—i-COz:CO(1+2Z)+Coz:CO(1+3Z)

Paran =k—1:Cy_1 = Cr2+Cy-i = Co(1+(k—2)i)+Cy-i = Co(1+ (k—1)1).
e Paran=k:C,=Cr1+Co-i=Co(l+ (k—1)i)+ Cp-i= Co(l + ki).

Observa-se, portanto, que (C) é uma progressao aritmética de razao Cy - i e

Cp = Co(1 + in). (3.11)

3.7.3 Relagao entre Funcao Afim, Progressao Aritmética e
Juros Simples

Vimos na se¢ao 3.5 que em uma progressao aritmética, a,, = a; + (n — 1)r, ou
a, = ag + nr. Portanto, a fungao que associa a cada natural n o valor de a,, ¢ uma
restri¢do aos naturais da fungdo afim a(x) = a(0) + rz.

Desse modo, o grafico dessa funcao é formado por uma sequéncia de pontos
colineares no plano. Enfim, (a,) é uma progressao aritmética se, e somente se, os
pontos do plano que tém coordenadas (1, a1), (2, az), (3, as), etc..., sdo colineares.
Isso esta ilustrado na figura 3.4.

Figura 3.4: Progressao Aritmética.
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Também vimos, na subsecao 3.7.2, que o montante gerado (C,,) quando um capital
inicial (Cj) ¢ aplicado durante n periodos a uma taxa i é igual a C,, = Cy(1 + in).
Nesse caso, a evolucao do montante também segue a logica de uma progressao
aritmética, em que, para cada valor de n, obtém-se um valor para C,,. Isso pode ser
visto na figura 3.5.

Figura 3.5: Montante em Juros Simples.

3.7.4 Juros compostos

O regime de capitalizagdo composta incorpora ao capital nao somente os juros
referentes a cada periodo, mas também os juros sobre os juros acumulados até o
momento anterior.

Daremos maior énfase, neste estudo, a proposicoes acerca de modelos matematicos
relacionados ao regime de capitalizacao composta.

Teorema 3.11: No regime de juros compostos de taxa i, um principal (capital inicial)
Cy transforma-se, em n periodos de tempo, em um montante igual a C,, = Co(1 +7)™.

Prova. Analisemos o que ocorre com o montante ao longo do tempo.

e Paran =1, temos:
Cr=Co+Cp-i= Cy=Co(l+1).

e Paran =2:
Co=C1+C1i=Ci(1+1i)=Co(1+i)(1+1i) = Cy = Co(1 +14)>.

e Paran = 3:
C3=Co+Cy-i=Cy(1+1i)=Co(1+4)2(1+1i) = Cs = Co(1+1i)>.

e Apods k — 1 periodos:
Cho1 = Chog + Ch_g - i = Cp_a(1+ 1) = Co(1 + )" 2(1 +4)
= (Ch_1 = Co(l + i)k_l.
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e Finalmente, apds k periodos:
Ch=Cr14+Cyq-1= Ck_l(l + Z) = 00(1 + i)kil(l + Z) = () = 00(1 + Z)k

Assim, (C}) é uma progressao geométrica de razao (1 +1) e

Cp = Co(1 + )" (3.12)
O

A equagao (3.12) nos permite obter o valor de uma quantia que hoje vale Cy e
ap6s n periodos de tempo, a uma taxa i, transforma-se em Cy(1 + ¢)™. Sendo assim,
uma quantia cujo valor atual é A ap6s n periodos de tempo terda um valor futuro F’
dado por

F=A(1+i)" (3.13)

Note que, simplesmente, substituimos C,, e Cy na equacao (3.12) por F' e A,
respectivamente.

A equagao (3.13) é a férmula fundamental para a equivaléncia de capitais, de
modo que

e Para determinar o valor futuro (F), basta multiplicar o atual (A) por (1 +4)™

F=A(1+1q)"
e Para determinar o valor atual (A), basta dividir o valor futuro (F') por (144)™
F
()

Juros compostos com taxa variavel

No teorema 3.11, ao deduzirmos a equagao (3.12), consideramos que a taxa de
juros permanece constante em todos os periodos. Entretanto, em alguns contextos, a
taxa pode sofrer variacoes ao longo dos periodos. Por isso, é importante considerarmos
uma relagao matematica que se aplique a tais contextos.

Seja um capital Cy aplicado a juros compostos, durante n periodos de tempo,
sendo i; a taxa referente ao 1° periodo, i, referente ao 2° periodo, i3 referente ao
3° periodo e assim sucessivamente, até a taxa i,, relativa ao n-ésimo periodo. Para
determinar o montante final C),, é necesséario calcular o montante em cada um dos
periodos.

e Para n =1, temos:

01:CO+CQ'i1=>01:CO(1+i1).
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e Paran=2:

Co=C1+C)-ig =C1(1+1dy) = Cy = Co(1 +1i1)(1 +i9).

e Paran=3:

03 = 02 + 02 <3 = 02(1 +23) = 03 = 00(1 +21)(1 +ZQ)(1 + 23)

Procedendo de modo andlogo até o n-ésimo periodo, ¢é facil ver que

Cp = Co(1+i1) (1 4 i2) (1 4 d5) ... (1 + i) (3.14)

3.7.5 Relagao entre Funcao Exponencial, Progressao
Geométrica e Juros Compostos

Vimos, na secao 3.6, que em uma progressao geométrica, a,, = aoq”™. Portanto, a
funcao que associa a cada natural n o valor de a,, é uma restricao aos naturais da

funcao exponencial a(x) = a(0)g”.

Desse modo, o grafico dessa funcao é formado por uma sequéncia de pontos
pertencentes ao grafico de uma funcao exponencial. Isso esta ilustrado na figura 3.6.

a; |

a, |

a0-|

Figura 3.6: Progressao Geométrica.

Além disso, de acordo com a equagao (3.12), o montante gerado (C,), quando
um capital inicial (Cy) é aplicado durante n periodos a uma taxa i, é igual a
Cn = Co(1 +14)™. Nesse caso, a evolugdo do montante também segue a légica de uma
progressao geométrica, em que, para cada valor de n, obtém-se um valor para C,.
Isso pode ser visto na figura 3.7.
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Figura 3.7: Montante em Juros Compostos.

3.7.6 Razoes e Taxas

Razoes

De modo simples, a razao entre dois nimeros a e b, nessa ordem, com b # 0, é
dada por a/b. A partir dessa definigao, dizemos que razoes de denominador 100 sao
chamadas de tazas percentuais ou porcentagens.

As porcentagens, normalmente, sdo indicadas pelo numerador seguido do simbolo
% (1&-se “por cento”).

Taxa de variagao

A taxa de variagao (crescimento ou decrescimento) de uma grandeza, que passa
do valor = para o valor y, é definida por =%, ou seja, ¢ a razao entre o aumento
de tal grandeza e seu valor inicial. Geralmente a taxa de variacao é apresentada na
forma percentual.

Taxas proporcionais e equivalentes

Certa quantia, ao longo de um periodo t, varia conforme uma taxa ¢. Sendo I a
taxa de variacao relativa ao periodo T', com T = nt, qual é a relacao entre I e 7

No regime de capitalizacao simples, um capital Cj, submetido a uma taxa de
variagao I, gera um montante, apés um periodo de tempo T', de Co+Cy-I = Co(1+1).
Como um periodo 7' é igual a n periodos de tempo iguais a ¢, o valor do montante
também sera igual a Cy(1 + in). Assim, Cy(1 + I) = Co(1 + in). Logo, I = in.
Podemos assim observar que, no regime de capitalizacao simples, as taxas para
periodos de tempo distintos sao proporcionais.

No regime de capitalizacao composta, um capital Cy, submetido a uma taxa de
variagao I, gera um montante, apés um periodo de tempo T, de Co+Cy-I = Co(1+1).
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Sendo um periodo T igual a n periodos de tempo iguais a ¢, o valor do montante
também serd igual a Cy(1 4 4)". Assim, Co(1 + I) = Co(1 +1)™. Logo,

14+ 1= (14" (3.15)

A equacao (3.15) é uma férmula importante que relaciona taxas de variagao
referidas a periodos de tempo distintos. Tal férmula é conhecida como Férmula das
taxas equivalentes.

Taxa nominal e taxa efetiva

Quando se diz que uma taxa de juros é mominal, ¢ admitido que o prazo de
capitalizacao dos juros (ou seja, periodo de formagao e incorporagao dos juros ao
principal) nao é o mesmo daquele definido para a taxa de juros.

Considerando o modelo de capitalizacao composta, apresentaremos um exemplo
de conversao de taxa nominal em efetiva.

Exemplo 3.7.1: Uma taxa nominal de 2% ao més é equivalente a que taxa anual?
Utilizando a férmula (3.15), em que i representa a taxa nominal e I a taxa efetiva,
temos I = (1+0,02)"* — 1= T = 26,82% ao ano.

Taxa aparente, taxa real e inflagao

Morgado et al. apresenta os conceitos taxa aparente, taxa real e inflagao por
meio de um exemplo:

“Em um ano cuja inflagao foi de 25%, Paulo Jorge investiu seu capital
a juros de 30% ao ano. FEwvidentemente, isso nao significa que Paulo
Jorge tenha aumentado o seu poder de compra em 30% pois, embora a
quantidade de reais de Paulo tenha crescido 30%, o valor real sofreu uma
redugdo. Dizemos nesse caso que 30% ao ano € a taxa aparente de juros
anuais de Paulo Jorge.

Suponhamos que, no inicio do referido ano, o capital C' de Paulo Jorge
pudesse comprar x artigos de preco unitdrio igual a p. No fim do ano, o
capital passou a ser 1,3C" e o prego unitario passou a 1,25p. Logo, Paulo
Jorge poderd agora comprar 11,%5013 = 1,04z artigos. O poder de compra
de Paulo Jorge aumentou de 4% nesse ano. Essa taxa de 4% ao ano, a
qual cresceu o poder de compra de Paulo Jorge, é chamada de taxa real

de juros.” ([15], p.71, 72)

Visto isso, formalizaremos uma relacao entre taza aparente, taxa real e inflacao
por meio de um teorema.
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Teorema 3.12: Se i, é a taxa aparente de juros, 7, a taxa real de juros e 0 a taxa de
inflacdo, todas referidas ao mesmo periodo de tempo, entdo 1+ i, = (1+6) - (1 +74,).

A
Prova. Com uma quantia A, é possivel comprar — produtos de preco p. Logo, a

1+i4,)-A
(1 + o) produtos de

uantia de (1 +14,) - A é suficiente para para comprar ~————
q ( ) para p N

prego (1 +6) - p.

Conforme a definicao de taxa de variacao, vista anteriormente, a taxa de

crescimento da quantidade comprada é

(1+Za)A_é
P (1+06)-p p_l—l—ia_l
" A 1446
p
Logo,
I14+i,=01+6) - (1+1,). (3.16)

3.7.7 Séries Uniformes

Um conjunto de quantias (pagamentos, prestagées, depdsitos ou termos) referidas
a épocas diversas constituem uma série, ou uma renda. Se tais quantias forem iguais
e forem distribuidas, igualmente, ao longo do tempo, dizemos que a série é uniforme.

Teorema 3.13: O valor de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P, uma
unidade de tempo antes do primeiro pagamento, é, sendo 7 a taxa de juros, igual a

A:P[ﬂ}.

]

Prova. O valor da série na época 0 é

PR + r + F +..+ P
Col4d o (4492 (T+d)3 T (T4a)m

Note que o 2° membro dessa equacao é a soma dos termos de uma progressao

1
-, com primeiro termo a; = 7 Aplicando
7

geométrica finita, de razao ¢ = ——
1+

a férmula (3.9), obtemos
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(LY (140" —1
A P 1474 P

B . B . (1+4)"
IR i
141 141
Logo,
= P..(1+i)”.—1'14.—i:P' 1_;
1+7 (14 i i (149
Finalmente,
1—(1+44)™"
A:P[ﬂ}. (3.17)
i
O

Corolario 3.1: O valor I’ de uma série uniforme na época do ultimo pagamento é

1

F:P{w]

1—(1+4)™"
Prova. Pelo teorema 3.13, temos que A = P&. J& o teorema 3.11 diz
11—+
que C,, = Cy(144)™. Sendo C,, = F e Cy = A, temos F = P&(l +i)".
7
Logo
1+ —1
F—p [( ) ] (3.18)
i

O

3.7.8 Perpetuidade

De acordo com Morgado et al., rendas perpétuas aparecem em locagoes.

“Com efeito, quando se aluga um bem, cede-se a posse do mesmo em
troca de um aluguel, digamos, mensal. Entao, o conjunto dos aluguéis
constitui uma renda perpétua ou perpetuidade.” ([15], p.61)

Corolario 3.2: O valor de uma perpetuidade de termos iguais a P, um tempo

antes do primeiro pagamento, é, sendo ¢ a taxa de juros, —.
1
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Prova. Fazendo n tender para o infinito na equacao (3.17), obtemos

A:

? (3.19)

[]

Exemplo 3.7.2: Considerando que o dinheiro vale 0,8% ao més, por quanto deve
ser alugado um imével que vale 350 mil reais?

De acordo com a equagdo (3.19), temos:

P
= — P = . = 2 .
350 000 0.008 = 350 000 - 0,008 800

Ou seja, o imovel deve ser alugado por 2 800 reais.

3.7.9 Sistemas de amortizacao

Os sistemas de amortizacao sao desenvolvidos para operagoes de empréstimos
e financiamentos de longo prazo, envolvendo desembolsos periédicos do principal e
encargos financeiros.

Neste estudo trataremos de dois sistemas de amortizacao, o SAC e o SAF -
também chamado de Tabela Price (Richard Price foi um economista inglés) -, cujas
diferencas serao explicitadas a seguir.

Sejam

e A,: parcela de amortizacao;
e J,.: parcela de juros;

e P prestacao;

e Dy: estado da divida (ap6s o pagamento da prestagao) na época k.

SAC
A principal caracteristica do SAC (Sistema de Amortizagao Constante) estd no

préprio nome do sistema.

Teorema 3.14: No SAC, sendo n o nimero de pagamentos e i a taxa de juros,

D
1. Ay = =2
n
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iy
9. Dy = Dy {”

3. Jk - Z'Dkfl,
4. P, = A + Ji.

Prova.

em n parcelas iguais. Assim, cada parcela de amortizacao vale A, =

|

1. Nesse sistema, a divida inicial Dy, ou seja, na época 0, é amortizada

Do

2. Desse modo, o valor da divida apds k£ amortizacoes, é obtido subtraindo-se

da divida inicial Dy o valor total amortizado, ou seja,

D _k
Dk:DO—k-Ak:DO—k:-—OéDk:DO{n ]
n n

3. Os juros incidem sobre o saldo devedor, isto €, sobre o estado da divida. No
periodo k, o estado da divida é Dy_4, Logo, Jy = iDj_;.

4. Finalmente, é facil ver que o valor da prestagao é a soma da parcela de
amortizacao com a parcela de juros, isto é, P, = Ay + Jj.

O

A tabela 3.1 mostra a amortizacao de uma divida de R$ 10 000, em 10 pagamentos

mensais, a uma taxa de 10% ao meés, de acordo com o sistema de amortizacao

constante.

Tabela 3.1: Amortizacao da divida - SAC

Estado Parcela Parcela Valor
Tempo da de de da
(k) divida | amortizacao | Juros | prestacdo
(Dy) (Ax) (Jx) (Px)
0 10 000 - - -
1 9 000 1 000 1 000 2 000
2 8 000 1 000 900 1 900
3 7 000 1 000 800 1 800
4 6 000 1 000 700 1700
5 5 000 1 000 600 1 600
6 4 000 1 000 500 1 500
7 3 000 1 000 400 1 400
8 2 000 1 000 300 1 300
9 1 000 1 000 200 1 200
10 0 1 000 100 1100
Total - 10 000 5 500 15 500

Note que:
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1. Na coluna “Parcela de amortizagao”, seguimos a primeira equagao do Teorema
3.14: 1 000 = %.

2. Na coluna “Estado da divida” temos, por exemplo, no tempo k = 3: D3 =

% - 10 000 = 7 000, seguindo a segunda equa¢ao do mesmo teorema.

3. Na coluna “Parcela de Juros” temos, por exemplo, no tempo
k=15, 600=0,1-6 000, seguindo a terceira equacao do teorema.

4. Na coluna “Valor da prestagao” temos, no tempo k = 8, por exemplo,
1 300 = 1 000 + 300, conforme a equacao 4 do teorema 3.14.

SAF (Tabela Price)

No SAF (Sistema de Amortizacao Francés), as prestagoes sao constantes.

Teorema 3.15: No SAF, sendo i a taxa de juros e n o numero de pagamentos,
temos:

L=

1—(1+i)"
1—(1+4)" "k
2. D=y | LD T
1—(1+9)™
3. Jp =1Dy_q,
4. A, = P, — J,.
Prova. 1. Na equagao (3.17), do teorema 3.13, substituindo A por Dy e P por
1—(1+2)™" 1
Py, obtemos: Dy = Py [#] = P, =Dy {m}

2. Note que a divida Dy sera liquidada apds n — k pagamentos sucessivos e
postecipados iguais a P,. Novamente, na equacao (3.17), do teorema 3.13,
substituindo A por Dj e P por P, obtemos:

1—(1+44)"(F)
Dk:Pk[ (L+7) ]

2

Substituindo o valor de Py, temos:

1—(144)" (R
D= Dy |1

DD i 1—(144)"(h
R0 i 1—(1+4)™

1—(1+4)™

3. Uma vez que os juros incidem sobre o estado da divida, temos, no periodo
k, uma divida de Djy_,. Logo, Jp = 1Dy_1.
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4. Finalmente, verifica-se, facilmente, que o valor da parcela de amortizacao é a
diferenca entre o valor da prestacao e a parcela de juros, ou seja, Ay = Pp— Ji.
m

A tabela 3.2 mostra a amortizacao de uma divida de R$ 10 000, em 10 pagamentos

mensais, a uma taxa de 10% ao més, de acordo com o sistema de amortizacao francés?.

Tabela 3.2: Amortizagao da divida - SAF

Estado Parcela Parcela Valor
Tempo da de de da
(k) divida | amortizacdo | Juros | prestacdo
(Dy) (Ax) (Jx) (Px)
0 10 000 - - -
1 9 372,55 627,45 1 000 1 627,45
2 8 682,35 690,20 937,25 1 627,45
3 7 923,13 759,22 868,23 1 627,45
4 7 087,99 835,14 792,31 1 627,45
5 6 169,33 918,66 708,80 1 627,45
6 5 158,81 1 010,52 616,93 1 627,45
7 4 047,24 1111,57 515,88 1 627,45
8 2 824,51 122273 404,72 1 627,45
9 1 479,50 1 345,00 282,45 1 627,45
10 0 1 479,50 147,95 1 627,45
Total - 10 000 6 274,54 | 16 274,54

Note que:

1. Na coluna “Valor da prestagao”, seguimos a primeira equagao do Teorema 3.15:

1.627,45 = 10 000{=’1=m

2. Na coluna “Estado da divida” temos, por exemplo, no tempo k = 3: 7 923,13 =

10 OOO%, de acordo com a segunda equagao do mesmo teorema.

3. Na coluna “Parcela de Juros” temos, no tempo k = 5, por exemplo,
708,80 = 0,1 - 7 087,99, seguindo a terceira equagao do teorema.

4. Na coluna “Parcela de amortizagao”, seguimos a quarta equacao do teorema e
temos, para k = 8, por exemplo: 404,72 =1 627,45 — 1 222,73

4E importante considerar que os valores gerados para essa tabela foram feitos em uma planilha
eletronica, que faz alguns arredondamentos numéricos. Por isso, os valores totais divergem nos
centavos.
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3.8 Os Conceitos Matematicos, os PCNs e a
BNCC

Nesta secao, apresentaremos os principios pedagdgicos norteadores dos Parametros
Curriculares Nacionais - PCNs [13], [12] e da Base Nacional Comum Curricular -
BNCC [11], em relacdo aos conceitos mateméticos apresentados até aqui.

Sobre os Numeros Racionais, temos, de acordo com os PCNs:
e Em relagao a organizacao dos conteudos:

“(...) o estudo da representacdo decimal dos nimeros racionais €
fundamental devido a disseminacao das calculadoras e de outros
instrumentos que a utilizam.” ([13], p.54)

e O pensamento numérico deve ser desenvolvido por meio da exploracao de
situagoes de aprendizagem que levem o aluno a

“(...) ampliar e construir novos significados para os nimeros naturais,
inteiros e racionais a partir de sua utilizacao no contexto social.”

([13], p.64)

e Em relagao aos conceitos e procedimentos, devem ser explorados:

“Cdlculos (mentais ou escritos, exatos ou aprozimados) envolvendo
operacoes - com numeros naturais, inteiros e racionais -, por meio de
estratégias variadas, com compreensao dos processos nelas envolvidos,
utilizando a calculadora para verificar e controlar resultados.

Reconhecimento de nimeros racionais em diferentes contextos - co-
tidianos e historicos - e exploracao de situacoes-problema em que
indicam relagao parte/todo, quociente, razao ou funcionam como
operador.

Andlise, interpretacao, formulacao e resolucdo de situagioes problema,
compreendendo diferentes significados das operacoes, envolvendo ni-
meros naturais, inteiros e racionais”. ([13], p.71, 72)

e A respeito dos critérios de avaliacao, o estudante deve ser capaz de

“Utilizar os diferentes significados e representacoes dos nimeros na-
turais, inteiros, racionais e das operacoes envolvendo esses numeros,
para resolver problemas, em contextos sociais, matemdticos ou de
outras dreas do conhecimento.” ([13], p.76)

Sobre os Numeros Racionais, a expectativa, segundo a BNCC é que



Capitulo 8. Conceitos Matemdticos 39

“(...) o0s alunos resolvam problemas (...), envolvendo as operagoes funda-
mentais, com seus diferentes significados, e utilizando estratégias diversas,
com compreensdo dos processos neles envolvidos.” ([11], p.267)

Entre as habilidades a serem desenvolvidas no contexto dos Ntumeros Racionais,
a BNCC destaca que o estudante deve ser capaz de:

“Resolver e elaborar problemas com numeros racionais positivos na re-
presentacdao decimal, envolvendo as quatro operacoes fundamentais e a
potenciacao, por meio de estratégias diversas, utilizando estimativas e
arredondamentos para verificar a razoabilidade de respostas, com e sem

uso de calculadora.

Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagoes com niumeros
racionais. ([11], p.299, 305)

Os PCNs fazem uma abordagem a respeito do eixo “Tratamento da Informa-
¢ao”, em que estao inseridos os conceitos de Estatistica, como a Média Aritmética.
Destacamos:

e Em relagao a selegao de conteudos:

“Com relacao a FEstatistica, a finalidade € fazer com que o aluno
venha a construir procedimentos para coletar, organizar, comunicar
dados, utilizando tabelas, grdficos e representagoes que aparecem
frequentemente em seu dia-a-dia. Além disso, calcular algumas
medidas estatisticas como média, mediana e moda com o objetivo de
fornecer novos elementos para interpretar dados estatisticos.” ([13],

p.52)
e Sobre os conceitos e procedimentos:

“Obtencao das medidas de tendéncia central de uma pesquisa (mé-
dia, moda e mediana), compreendendo seus significados para fazer
inferéncias.” ([13], p.90)

e No trabalho com a estatistica,

“(...) a calculadora €, muitas vezes, um instrumento imprescindivel
porque os cdlculos sao muitos e costumam ser trabalhosos em virtude
dos nimeros envolvidos.” ([13], p.134)

Em relacao a Estatistica, a BNCC afirma que
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“(...) todos os cidaddos precisam desenvolver habilidades para coletar,
organizar, representar, interpretar e analisar dados em uma variedade
de contextos, de maneira a fazer julgamentos bem fundamentados e to-
mar as decisoes adequadas. Isso inclui raciocinar e utilizar conceitos,
representacoes e indices estatisticos para descrever, explicar e predizer
fenomenos.

(...)

Merece destaque o uso de tecnologias - como calculadoras, para avaliar e
comparar resultados, e planilhas eletronicas, que ajudam na constru¢ao
de grdficos e nos cdlculos das medidas de tendéncia central.” ([11], p.272)

Em relacao as habilidades a serem desenvolvidas em Estatistica, a BNCC propoe
que o estudante seja capaz de

“Compreender, em contextos significativos, o significado de média esta-
tistica como indicador da tendéncia de uma pesquisa, calcular seu valor
e relaciond-lo, intuitivamente, com a amplitude do conjunto de dados.”

([14], p-309)

Sobre a Matematica Financeira, temos, pelos PCNs:
e Em relagao aos conteidos propostos:

“A proporcionalidade (...) aparece na resolu¢ao de problemas multipli-
cativos, nos estudos de porcentagem, (...), na matemdtica financeira,
na andlise de tabelas, grdficos e funcoes.

Para compreender, avaliar e decidir sobre algumas situagoes da vida
cotidiana, como qual a melhor forma de pagar uma compra, de
escolher um financiamento etc. € necessdrio trabalhar situagoes-
problema sobre a Matemdtica Comercial e Financeira, como calcular
Juros simples e compostos.” ([13], p.84, 86)

e De acordo com orientagoes didaticas, a escolha de um contexto adequado

“(...) possibilita que os alunos pesquisem e ampliem seus conhecimen-
tos sobre matemdtica comercial e financeira: tazxas, juros, descontos,
fatores de conversao, impostos etc.” ([13], p.121)

Em relacao a Matematica Financeira, de acordo com a BNCC, um aspecto a ser
considerado

“(...) € o estudo de conceitos bdsicos de economia e finangas, visando a
educacao financeira dos alunos. Assim, podem ser discutidos assuntos
como tazas de juros, inflagcdo, aplicagoes financeiras (rentabilidade e
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liquidez de um investimento) e impostos. Essa unidade temdtica favorece
um estudo interdisciplinar envolvendo as dimensoes culturais, sociais,
politicas e psicologicas, além da economica, sobre as questoes do consumo,

trabalho e dinheiro.” ([11], p.267)

Sobre as habilidades a serem desenvolvidas nesse campo, a BNCC propoe que o
estudante seja capaz de

“Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com base na
ideia de proporcionalidade, sem fazer uso da “regra de trés”, utilizando es-
tratégias pessoais, cdlculo mental e calculadora, em contextos de educacao
financeira, entre outros.

(..)

Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, como os que
lidam com acréscimos e decréscimos simples, utilizando estratégias pes-
soais, cdlculo mental e calculadora, no contexto de educacgao financeira,
entre outros.

(..)

Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com a ideia de
aplicacao de percentuais sucessivos e a determinacao das taxas percentu-
ais, preferencialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto da
educagao financeira.” ([11], p.299, 305, 315)

Sobre as funcgoes, de acordo com os PCNs, temos:

“As funcgoes exponencial e logaritmica, por exemplo, sdo usadas para
descrever a variagao de duas grandezas em que o crescimento da varidvel
mdependente € muito rdpido, sendo aplicada em dreas do conhecimento
como matemdtica financeira, crescimento de populagoes, intensidade
sonora, pH de substancias e outras.

(..)

O estudo das fungoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao entre
grandezas e modelar situagoes-problema, construindo modelos descritivos
de fenomenos e permitindo vdrias conexoes dentro e fora da propria
matemdtica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcgoes deve estar
no conceito de fungao e em suas propriedades em rela¢do as operagoes,
na interpretacdo de seus graficos e nas aplicagoes dessas fungoes.”

(..)

Os problemas de aplicacao nao devem ser deixados para o final desse
estudo, mas devem ser motivo e contextos para o aluno aprender funcoes.
A riqueza de situacoes envolvendo fungoes permite que o ensino se es-
truture permeado de exemplos do cotidiano, das formas grdficas que a
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midia e outras dreas do conhecimento utilizam para descrever fenomenos
de dependéncia entre grandezas.” ([12], p.121)

Sobre as Progressoes, segundo os PCNs, temos:

“Com relacao as sequéncias, € preciso garantir uma abordagem conectada
a ideta de funcao, na qual as relagoes com diferentes funcoes possam ser
analisadas. O estudo da progressao geométrica infinita com razao positiva
e menor que 1 oferece talvez a unica oportunidade de o aluno estender
o conceito de soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua
compreensao sobre a adicao e tendo a oportunidade de se defrontar com
as idetas de convergéncia e de infinito. Essas ideias foram e sao essenci-
ais para o desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque permitem
explorar reqularidades.” ([12] p. 121)

Ressaltamos que tais principios também serviram de base para a elaboracao das
atividades propostas no capitulo 5.



4

Alguns modelos matematicos no coti-
diano do cidadao

Neste capitulo apresentaremos alguns modelos matematicos presentes no cotidiano
do cidadao. Os seguintes contextos serao explorados:

Combustiveis;

Consumo de agua;

Consumo de energia elétrica;

Sistema eleitoral brasileiro;

Alimentos;

e Finangas pessoais.

4.1 Combustiveis

Nos postos de abastecimento os precos dos combustiveis, normalmente, aparecem
com trés casas decimais, ou seja, trés algarismos apos a virgula. Esta exibicao esta
de acordo com a resolucao 41 de 5/11/2013 da ANP - Agéncia Nacional do Petrdleo,
Gés Natural e Biocombustiveis. Segundo essa resolugao,

“Art.  20. Os precos por litro de todos os combustiveis automotivos
comercializados deverao ser expressos com trés casas decimais no painel
de precos e nas bombas medidoras.

Pardgrafo unico. Na compra feita pelo consumidor, o valor total a ser
pago resultard da multiplicagao do preco por litro de combustivel pelo
volume total de litros adquiridos, considerando-se apenas 2 (duas) casas
decimais, desprezando-se as demais.” [1]

43
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Portanto, embora a exibicao dos precos deva ter trés casas decimais, o valor a
pagar deverd ter apenas duas casas decimais, desprezando-se as demais, sendo este o
critério de arredondamento, e nao outro.

Mas o que justifica a necessidade do uso dos trés digitos apds a virgula? Laan
afirma que, de acordo com a ANP, “a medida justifica-se em decorréncia de que
diversos itens da estrutura de precos nao tém representatividade com apenas duas
casas decimais.” [10]

E importante destacar que a utilizacao de mais de duas casas decimais é permitida
pela Lei n® 9.069, de 29 de Junho de 1995, também conhecida como Lei do Real. De
acordo com esta lei,

“Art. 1° A partir de 1° de julho de 1994, a unidade do Sistema Monetdrio
Nacional passa a ser o REAL (Art. 2° da Lei n° 8.880, de 27 de maio
de 1994), que terd curso legal em todo o territdrio nacional.

(..)

§ 2° A centésima parte do REAL, denominada “centavo”, serd escrita
sob a forma decimal, precedida da virgula que seque a unidade.

(..)

§ 5% Admitir-se-d fracionamento especial da unidade monetdria nos mer-
cados de valores mobiliarios e de titulos da divida publica, na cotacdao
de moedas estrangeiras, na Unidade Fiscal de Referéncia - UFIR e na
determinacao da expressao monetdria de outros valores que necessitem da
avaliagdo de grandezas inferiores ao centavo, sendo as fracoes resultantes
desprezadas ao final dos cdlculos.” [20)]

Percebe-se, também, que a lei preve a supressao de todas as casas decimais, apds
os centavos, ao final dos calculos.

Em uma situacao de abastecimento de 32 litros de etanol, em que o preco por
litro do combustivel estiver a R$ 2,499, o calculo do valor a pagar, de acordo com a
resolu¢cao ANP n° 42 de 05/01/2013 [1], deve ser feito da seguinte forma:

32 x R$ 2,499 = R$ 79,968 = R$ 79,96.

Note que o critério de arredondamento utilizado foi o descrito na resolucao, ou
seja, a casa decimal dos milésimos foi desprezada.

Caso o consumidor compre apenas um litro do combustivel, e pague com uma
nota de R$ 5, qual serd o valor do troco que receberd?
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R$ 5 — R$ 2,499 = R$ 2,501.

Uma vez que o consumidor receberd o troco em dinheiro, e nao existe moeda
palpavel menor que R$ 0,01, podemos pensar que o troco recebido serd de R$ 2,50.
Contudo, essa linha de pensamento esta equivocada, pois, de acordo com a ja citada
resolucao da ANP [4], devemos primeiro calcular o valor a pagar, ou seja:

1 x R$ 2,499 = R$ 2,499 = R$ 2,49.

Portanto, o valor do troco sera dado por:

R$ 5 — R$ 2,49 = R$ 2,51.

Uma situacao muito comum ¢é a compra de certa quantidade de combustivel
equivalente a uma quantia em reais. Por exemplo, pode-se comprar quantos litros de
etanol com R$ 507

R$ 50 + R$ 2,499 = 20,008003201280512204881952781112.

O resultado apresentado acima contém todos os digitos exibidos na tela de uma
calculadora. Vejamos que:

20 x R$ 2,499 = R$ 49,98 < R$ 50.

Isso significa que a quantidade de combustivel é maior que 20 litros. Vejamos
outro calculo, ainda com arredondamento:

20,008 x R$ 2,499 = R$ 49,999992 = RS 49,99 (Lei do Real) < R$ 50.

Embora nao consigamos precisar a quantidade de combustivel que foi adqui-
rida, esses dois cédlculos mostram que certas técnicas de arredondamento, quando
confrontadas com a Lei do Real [20] e a resolucao 41/2013 da ANP [1], podem se
tornar inadequadas. Mesmo sabendo que a quantidade ¢ igual a 20 litros mais uma
pequena fragao de litro, é importante considerar que as fragoes do litro também sao
precificadas e, por isso mesmo, devem ser consideradas nos calculos.
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4.1.1 Abastecer com etanol ou gasolina?

Hoje em dia, boa parte dos automéveis podem ser abastecidos tanto com gasolina
ou etanol: sao os chamados automoéveis flex. Como os pregos por litro do etanol e
da gasolina normalmente sao diferentes, é importante para o consumidor saber qual
combustivel é melhor utilizar no momento do abastecimento.

Considerando que o preco por litro do etanol, normalmente, é mais barato que
o preco por litro da gasolina, compensa sempre abastecer com etanol, economi-
camente falando? Para responder com seguranca, devemos conhecer a tabela de
consumo/eficiéncia energética do INMETRO - Instituto Nacional de Metrologia,
Qualidade e Tecnologia. Neste estudo, trabalharemos com a versao de 16/08/2017
[39] e analisaremos o que ocorre com cinco modelos de marcas diferentes, em rela-
¢ao a quilometragem por litro, apds serem abastecidos com etanol e gasolina, para
percorrerem distancias em cidades.

Como a tabela do INMETRO ¢ muito complexa e contém extensas informagoes,
apresentamos um recorte, com os dados que queremos analisar, na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Consumo de combustivel por litro - INMETRO [39]

Quilometragem
Marca Modelo Motor por litro
Etanol | Gasolina

FIAT Grand Siena | 1.6-16V 6,6 9,6
CHEVROLET Spin 1.8-8V 8,1 11,8
VOLKSVAGEN Gol 1.0-12V 8,9 13,1
RENAULT Sandero 1.6-16V 8,6 12,8
FORD Fiesta 1.6-16V 8,2 12,0

Para determinarmos com qual combustivel o Gol, por exemplo, deve ser abastecido,
devemos responder a seguinte pergunta: se com um litro de etanol o automével
percorre a distancia de 8,9 km, com quantos litros de gasolina ele percorrera essa
mesma distancia? Ou entao, sabendo que o Gol consome um litro de gasolina a cada
13,1 km percorridos, quantos litros do mesmo combustivel serao consumidos para se
percorrer a distancia de 8,9 km?

Isto é equivalente a resolver a seguinte regra de trés, em que as grandezas “distancia”
e “litros de combustivel” sao diretamente proporcionais:

131km 1L 89 km

= I, = —
80km 2L " T 131km

= 720,679 L.

Esse resultado nos diz que seriam necessarios, aproximadamente, 0,679 L de
gasolina para percorrer a mesma distancia que é possivel percorrer com 1 L de etanol.
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Em outras palavras, para uma mesma distancia a ser percorrida, o consumo de
gasolina é 0,679 = 67,9% do consumo de etanol. Sendo assim, no caso do Gol, se
o preco por litro do etanol custar mais que 67,9% do preco por litro da gasolina, é
melhor abastecer com gasolina. Se custar menos que 67,9%, ¢ melhor abastecer com
etanol. E se for igual a 67,9%, ¢é indiferente a escolha do combustivel, em termos
matematicos.

A 1ltima coluna da tabela 4.2 mostra, para todos os veiculos da tabela 4.1, a
razao, em termos percentuais e com uma casa decimal, entre a quilometragem por
litro do etanol e a quilometragem por litro da gasolina.

Tabela 4.2: Relacao entre quilometragem por litro - etanol/gasolina

Quilometragem

Et 1

Marca Modelo Motor por litro anoc /

. Gasolina

Etanol | Gasolina

FIAT Grand Siena | 1.6-16V 6,6 9.6 68,7%
CHEVROLET Spin 1.8-8V 8,1 11,8 68,6%
VOLKSVAGEN Gol 1.0-12V 8,9 13,1 67,9%
RENAULT Sandero 1.6-16V 8,6 12,8 67,1%
FORD Fiesta 1.6-16V 8,2 12,0 68,3%

Um exemplo pratico: Em determinado posto de combustivel, o preco do litro
do etanol é de R$ 2,499, enquanto que o preco do litro da gasolina é R$ 3,655.
Considerando os dados da tabela 4.2, qual sera a melhor opcao de abastecimento
para cada automovel?

Calculando a razao entre o preco por litro do etanol e o preco por litro da gasolina
praticados no posto, temos:

2,499

ﬁ = 68,37%.

Assim, de acordo com a tabela 4.2, nesta situacao especifica, deve-se abastecer
os seguintes automodveis com etanol: Grand Siena e Spin. Ja o Gol e o Sandero
devem ser abastecidos com gasolina. Em relagao ao Fiesta, farda pouca diferenca o
abastecimento com etanol ou gasolina. Contudo, seguindo rigorosamente os critérios
matematicos, é melhor que o abastecimento seja feito com gasolina.

4.2 Consumo de Agua

A Companhia de Saneamento de Minas Gerais - COPASA MG é uma empresa
cuja atividade é a prestacao de servigos em abastecimento de adgua, esgotamento
sanitario e residuos solidos. Regulada e autorizada pela Agéncia Reguladora de
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Agua e Esgoto - ASRAE-MG, a COPASA aplica aos servicos que presta, a partir
de julho/2017, as tarifas dispostas na Resolugdo ASRAE-MG 96, de 29 de junho
de 2017 [5]. Neste estudo, vamos analisar a tabela de tarifas aplicadas a usudrios
residenciais. A tabela 4.3 é um recorte da tabela completa.

Tabela 4.3: Tarifas aplicaveis aos usudrios residenciais - 2017 - COPASA [7]

Categorias Faixas . Tarifas
Agua | EDC | EDT | Unidade
Fixa 15,29 6,69 | 14,14 | R$/meés
0abmd 0,96 0,42 0,89 | R$/m3

> 5a 10 m? 3,080 | 1,351 | 2,857 | R$/m3
Residencial | > 10a 15 m? | 6,407 | 2,803 | 5,926 | R$/m’
>15a20m?® | 7,637 | 3,341 | 7,064 | R$/m?
>20a40m?® | 8,326 | 3,643 | 7,702 | R$/m?
> 40 m? 13,662 | 5,977 | 12,637 | R$/m?

Para melhor compreensao da tabela, a resolugado ASRAE-MG 96 [5] esclarece
que as tarifas EDC e EDT se referem, respectivamente, a esgotamento dinamico
com coleta (em caso de auséncia de tratamento do esgoto coletado) e esgotamento
dindmico com coleta e tratamento (em caso de efetivo tratamento do esgoto coletado).

De acordo com a tabela 4.3, caso nao haja consumo de dgua em uma residéncia
que ¢ atendida pelos servicos da COPASA, ainda assim havera a cobranca fixa mensal
de R$ 15,29 (dgua), mais R$ 6,69 ou R$ 14,14 (esgoto). Portanto, R$ 22,13 ou R$
29,58 seriam as taras minimas.

Uma leitura superficial da tabela 4.3 pode nos fazer pensar que, caso o consumo
mensal de uma residéncia, com tratamento de esgoto, seja de 12 metros cuibicos de
agua, a composicao da tarifa seria feita da seguinte maneira:

e Tarifa fixa de 4gua: R$ 15,29;
e Tarifa fixa de esgoto: R$ 14,14;

e Tarifa pelo consumo de 12 m? de dgua:

12 x R$ 6,407 = R$ 76,884;

e Tarifa pela coleta e tratamento de 12 m? de esgoto:

12 x R$ 2,857 = RS 34,284;

e Somando todos esses valores, terfamos uma conta a pagar de R$ 140,598. De
acordo com a Lei do Real, o valor exato seria de R$ 140,59.
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| TARIFA |
CALCULO RESIDENCIAL

Faixas de Consumo  Unidades Velume RS/ Valer  RSMIl Valor Sub
CONSUMO &m da faixa em Atendidas Total Mil Litros Agua Litros Eszgoto Total
1.000 Litros 1.000 Litros Agua RS Espoto R3¥ R3S

FIXA == 1 == == 15,29 = 14,14 29,43

0AS 5,00000 1 5,00 9,60000 4,80 8,90000 4,45 %,25

5 A 10 5,00000 1 5,00 30,88000 15,4528,57000 14,29 29,74

10 A 15 2,00000 1 2,00 64,07000 12,8159,26000 11,85 24,66

SOMA 1z2,00000 12,00 48,35 44,73 93,08

WVOLUME RATEADD m 3

DESCRIGAC DOS SERVIGOS/LANCAMENTOS

ABASTECIMENTO DE AGUA 4335
ESGOTO DINAMICO COM COLETA E TRATAMENTO - EDT 4473
COBRANCA PELO USO DE RECURSOS HIDRICOS - AGUA 0,12
COBRANCA PELO US0O DE RECURSOS HIDRICOS - ESGOTO 0,03

Figura 4.1: Conta da COPASA do ano de 2017 (arquivo pessoal).

Entretanto, a composicao tarifaria presente em uma fatura real, emitida pela

COPASA (vide figura 4.1), nos apresenta um cendrio diferente:

Tarifa fixa de dgua: R$ 15,29;
Tarifa fixa de esgoto: R$ 14,14;

Tarifa cobrada pelo consumo de 5 m?* de dgua (primeira faixa de valores):

5 x R$ 0,96 = R$ 4,80;

Tarifa pela coleta e tratamento de 5 m® de esgoto (segunda faixa de valores):

5 x R$ 0,89 = R$ 4,45;

Tarifa cobrada pelo consumo de 5 m® de dgua (segunda faixa de valores):

5 x R$ 3,089 = R$ 15,445;

Tarifa pela coleta e tratamento de 5 m?® de esgoto (segunda faixa de valores):

5 x R$ 2,857 = R$ 14,285;

Tarifa cobrada pelo consumo de 2 m? de 4gua (terceira faixa de valores):

2 x R$ 6,407 = R$ 12,814;

Tarifa pela coleta e tratamento de 2 m® de esgoto (terceira faixa de valores):

2 x R$ 5,926 = R$ 11,852;
Cobranca pelo uso de recursos hidricos - agua: R$ 0,12;
Cobranca pelo uso de recursos hidricos - esgoto: R$ 0,03;

Somando todos esses valores, terfamos uma conta a pagar de R$ 93,226. De
acordo com a Lei do Real, o valor exato seria de R$ 93,22.
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Na figura 4.1, podemos perceber, na coluna com titulo “R$ / Mil Litros Agua”, 08
valores 9,60000, 30,89000, 64,07000. Ja, na tabela 4.3, os valores correspondentes sao
0,96, 3,089 e 6,407. Uma vez que 1 m® = 1 000 L, os valores que aparecem na conta
de 4gua estao incorretos, pois sugerem, por exemplo, que para os primeiros 5 m? de
agua consumidos, o valor a pagar seria de 5 x R$ 9,6 = R$ 48,00, e nao R$ 4,80. O
mesmo erro pode ser percebido na coluna com titulo “R$ / Mil Litros Esgoto”.

Na conta de dgua (figura 4.1), somando os valores presentes no campo “Descri¢do
dos servigos/langamentos”, temos um total de R$ 93,23, e ndao R$ 93,22, conforme
calculo detalhado apresentado anteriormente. Isso ocorreu porque foram feitos
arredondamentos de valores (Note, por exemplo, que 5 x R$ 3,080 = R$ 15,445 =
= RS 15,44, e nao R$ 15,45, conforme a Lei do Real). Ressaltamos que, apesar da
pratica do arredondamento ser comum, ela nao é amparada pela Lei do Real.

Novamente no campo “Descri¢ao dos servigos/lancamentos”, observamos dois
servicos tarifados, um no valor de R$ 0,12 e outro de R$ 0,03. Embora nao haja
nenhuma informacgao na conta que justifique a cobranca de tais valores, existe a
informacao oficial do IGAM - Instituto Mineiro de Gestao das Aguas, que da respaldo
a cobranca:

“A Cobranca pelo Uso de Recursos Hidricos € um instrumento economico
de gestao das aguas. Nao se trata de tara ou imposto, mas um prego
publico, uma compensac¢ao a ser paga pelos usudarios de agua visando a
garantia dos padroes de quantidade, qualidade e regime estabelecidos para
as dguas da Bacia, sendo proporcional a interferéncia de seus usos no
estado antecedente desses atributos.” [38]

Pela figura 4.2, que é um outro recorte da conta que estamos analisando, nota-se
que os valores de consumo de agua apresentados na fatura sao sempre milhares
exatos. Isso estd relacionado ao modo como a leitura do hidrometro é feita. Pela
figura 4.3, retirada do site da COPASA [31], os trés tdltimos digitos indicam o volume
em litros. Entretanto, de acordo com a mesma figura, apenas os digitos relacionados
aos milhares de litros (metros cibicos) sdo considerados para a leitura do consumo.
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|  HISTORICO DE cONSUMO |
Volume Dias Média
Faturado entre diaria
Litros medigoes Litros
oUT/2017 I12.0600 31 387
SET/2017 B.00D 32 250
AGO/2017 T.000. 29 241
JUL/2017 4,000 30 133
JUN/2017 5.000 231 161
MAT /2017 &.000 31 193
ABR/2017 9.000 33 272
MAR/2017 5.000 27 185
FEF/2017 &.000 29 206
JAN/2017 6.000 29 206
DEZ/2016 9.000 33 272
Nov/2016 12.000 30 400

| CONSUMO MEDIO |

3 i
m litros
7 7.000
| sEu consumorcusTo DIARIO |
387 LITROS DE AGUA

Figura 4.2: Conta da COPASA do ano de 2017 (arquivo pessoal).

Os ndmeros Os ndmeros e
pretos indicam o ponteiros

volume vermelhos
acumulado em m3 indicam o volume

{metro cibico) em litros,

0 indicador de movimento tem duas fungées:

1, Teste para confirmacdo de pequenos vazamentos;

2. Sensor no processo de calibragdo em laboratério com leitor
dtico,

O DESENHO DO INDICADOR DE MOVIMENTO VARIA DE
ACORDO COM O FABRICANTE.

N

o . - 2
 ———
e ° corner K IR

[P p— w0 000 e 0,000

QnO TS B | PN1E | Qn0.75m'm BH [ PN18 |
Geninc 15U AV | 40°C amin-15Uh| AV 40°C

MIm M1TI

Leitura anterior ou Leitura atual ou leitura final

\ leitura inicial = 30m3 Y, \_ (10 dias depois) = 36m> /

Figura 4.3: Hidrometros - COPASA [31].
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Percebe-se, portanto, que o modelo matemaético associado a composicao tarifaria
de uma conta de dgua emitida pela COPASA ¢ o de uma funcao poligonal, conforme
estudado na subsecao 3.3.4, ou seja, temos varias funcoes afins f : R — R tal
que f(x) = ax + b, em que x é a quantidade de metros cubicos (ou milhares de
litros) consumidos, em determinado intervalo, e f(x) é o valor, em reais, da conta.
Analisemos o que ocorre nos intervalos sugeridos pelas faixas de valores constantes
na tabela 4.3:

e Na situacao analisada, para z = 0, isto é, quando nao ha qualquer consumo de
agua, f(0) = 29,58, ou seja, o valor inicial da conta é R$ 29,58. Sendo assim,
na expressao f(x) = ax + b, b = 29,58.

e No intervalo |0, 5], ou seja, para os primeiros 5 m*® de dgua consumidos e esgoto
tratado, o valor a pagar serd acrescido de R$ 0,96 + R$ 0,89 = R$ 1,85 por m?>.

e Analogamente, nos intervalos |5, 10], |10, 15], |15, 20], ]20, 40] ]40, + oc], o valor
a ser pago serd acrescido, respectivamente, de R$ 5,946, R$ 12,333, R$ 14,701,
R$ 16,028 e R$ 26,299 por m® consumido/tratado.

e Sendo assim, a funcgao poligonal f : R — R que nos permite calcular o valor,
em reais, de uma conta de dgua residencial, com esgoto tratado, é

( 1,852 +29,58, se 0 <z <5
5,946(z — 5) 4+ 38,83, se b < x < 10
12,333(z — 10) + 68,56, se 10 < = < 15
14,701(z — 15) + 130,225, se 15 < z < 20
16,028(x — 20) + 203,73, se 20 < xz < 40
26,299(x — 40) + 524,29, se z > 40

\

Podemos escrever as expressoes em (4.1) de um modo mais simples:

( 1,852 4+ 29,58, se0 <z <H
5,946z + 9,10, seb <z <10
12,333z — 54,77, se 10 < x < 15
14,7012 — 90,29, se 15 <z < 20
16,028x — 116,83, se 20 < x < 40
[ 26,2997 — 527,67, se x > 40

Na figura 4.4 temos o grafico da func¢do poligonal f(x).
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RS 800

RS 700

RS 600

RS 500

RS 400

RS 300

RS 200

RS 100

Figura 4.4: Fungao poligonal - conta de agua - COPASA.

Voltando a figura 4.2, podemos ver o histérico de consumo dos 12 tltimos meses,
associado a quantidade de dias entre duas medicoes e também a média diaria de
litros. Mais abaixo, temos o consumo médio mensal, em metros ciibicos e em litros,
considerando os 12 tltimos meses. Na parte mais inferior da figura, temos destacado o
consumo médio diario, em litros de agua, considerando o més do ultimo faturamento.

De acordo com a férmula (3.1), a média aritmética = dos volumes, em litros,
faturados nos tultimos 12 meses, pode ser calculada conforme a seguir:

1000(12+8+7+4+54+64+9+5+6-+6+9+12) 89000
12 12

Tr =

= 7 416,86.

Esse resultado, uma dizima periddica, é diferente do valor do consumo médio
mensal apresentado na figura 4.2, que considera, apenas, milhares exatos de litros.

Para os valores de consumo médio didrio também é feito um calculo de média
aritmética, pois divide-se a quantidade de litros consumidos no més pela quantidade de
dias entre duas leituras consecutivas do hidrometro. Por exemplo, no més MAI/2017,
temos:

v
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% = 193,548387096774193.

Apesar de termos encontrado como resultado uma dizima periédica, a parte
fraciondria nao é apresentada na conta de agua, a qual considera somente os valores
exatos.

4.3 Consumo de Energia Elétrica

A Companhia Energética de Minas Gerais S.A. - CEMIG é uma concessionéria de
energia elétrica do Brasil. Neste estudo, vamos analisar alguns aspectos relacionados
a composicao do valor de uma conta emitida pela CEMIG, a partir das préprias
informagdes presentes no site da companhia [29]. Além disso, faremos uma rapida
abordagem a respeito das bandeiras tarifarias, vigentes a partir de 1° de janeiro de
2015, que causam impacto no valor da conta de energia.

De acordo com informacoes presentes no site da CEMIG, a parte superior da
figura 4.5 “apresenta a quantidade utilizada, valor da tarifa (incluindo encargos e
tributos) e valor do fornecimento de encargos (em reais) para a grandeza elétrica de
consumo de energia (kWh)” [29].

P

Valores Faturados
Descrigho Quantidade Prego Valor (RS)
Enargia Eletrica kwh 122 0,B2B22887 101,01

Encargos / Cobranga
Contrip. Custeip llum, POD1iga 12,73

Taritas aplicadas (sem impostos)
Engrgla Elétrica kKith 0,54572000

Adicional Bandeiras - Ja incluido no Valor a Pagar
Bandeire Amerela 2,67

¢ VENCIMENTO [ VALOR A PAGAR 1

22/12/2016 R$ 113,74

\

Figura 4.5: Valores faturados em uma conta da CEMIG [29].
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Note que: 122 x R$ 0,82822887 = R$ 101,04392214 = R$ 101,04 (Lei do Real).
Porém, o valor que aparece na conta ¢ R$ 101,01, o que indica algum tipo de
arredondamento, cuja justificativa nao estd visivel na fatura.

O item seguinte, “Encargos/Cobranca”, de acordo com a CEMIG, se relaciona
com “o valor da Contribui¢ao para Custeio de Iluminagao Piblica (CCIP), repassado
a Prefeitura Municipal. Este valor é calculado conforme consumo de Iluminacgao
Publica registrado no més e o tipo de convénio entre Prefeitura e CEMIG” [29].
De acordo com a ANEEL, “A Contribuicao para Custeio do Servi¢o de [luminagao
Piblica (CCIP) estd prevista no artigo 149-A da Constituicao Federal de 1988, que
estabelece, entre as competéncias dos municipios, dispor sobre a forma de cobranca e
a base de calculo da CCIP, mediante lei especifica aprovada pela Camara Municipal”

[3].

O préximo item na figura 4.5 se relaciona as tarifas aplicadas (sem impostos).
Note que:

122 x R$ 0,54572 = R$ 66,57784 = R$ 66,57 (Lei do Real) (4.2)

Esse é o valor da energia elétrica, desconsiderando os tributos, ou seja, o valor
pago em tributos é de R$ 113,74 - R$ 66,57 = R$ 47,17.

O pendltimo item da figura 4.5 apresenta um valor adicional relacionado as
bandeiras tarifarias, que ja estd incluido no valor a pagar.

De acordo com informacoes do site da CEMIG,

“Com o inicio da aplicagao das bandeiras tarifarias nas contas de energia
das distribuidoras, em 1° de janeiro de 2015, houve um impacto também
no valor das contas de energia, que poderdao sofrer acréscimos gradativos,
de acordo com o consumo.

Na bandeira verde, que representa condigoes favordveis de geracao de
energia, a tarifa nao sofre nenhum acréscimo.

Com a bandeira amarela, que representa a gera¢ao em condi¢coes menos
favordveis, a tarifa sofrerd acréscimo de R$ 0,020 a cada kWh consumido.
(Valor informado sem cdlculo de impostos).

Bandeira vermelha - Patamar 1: condicoes mais custosas de geracao.
A tarifa sofre acréscimo de R$ 0,030 para cada quilowatt-hora kWh
consumido.

Bandeira vermelha - Patamar 2: condi¢oes ainda mais custosas de gera-
cao. A tarifa sofre acréscimo de R$ 0,035 para cada quilowatt-hora kWh
consumido.” [28]
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Na conta observada, a bandeira vigente é a amarela, e o valor total cobrado foi
de R$ 2,67. Note que 2,67/122 = 0,021885. Como podemos ver, esse valor estd um
pouco acima dos R$ 0,020 estipulado pela ANEEL. Isto ocorre porque os valores
apresentados como referéncia para cada bandeira sao informados sem a incidéncia de
impostos.

Falando em impostos, de acordo com a ANEEL, “Nas contas de energia estao
incluidos tributos federais (PIS/COFINS), estaduais (ICMS) e municipais (CCIP)”

[3].

A figura 4.6 mostra outro recorte da conta da CEMIG, em que estao destacados
tais tributos, exceto a CCIP, que ja mencionamos anteriormente.

IcMms
Base de calculo(RS)  Aliquota(%) alor{RS)
0,73 3.4

101,01 3 30,30

PASEP (R$) ] [ COFINS IRS}]

Figura 4.6: Tributos em uma conta da CEMIG [29].

De acordo com a CEMIG, os valores destinados ao COFINS (Contribuigao para
o Financiamento da Seguridade Social) e ao PIS/PASEP (Programa de Integracao
Social) sao repassados ao Governo Federal e suas aliquotas sao definidas a partir
do faturamento da empresa, portanto sao varidveis a cada meés [29]. Na situagao
analisada, temos:

e PASEP: 0,73/101,01 = 0,007227 = 0,7227%.

e COFINS: 3,41/101,01 = 0,033759 = 3,3759%.

No periodo considerado para a conta de energia que estamos analisando, as
aliquotas para o PASEP e para o COFINS sao, respectivamente, de 0,7227% e
3,3759%.

Em relagao ao ICMS, podemos ver na figura 4.6 que ha um maior detalhamento
de informagoes, com o valor da aliquota (30%), a base de calculo e o valor do tributo.

A equagao (4.2) nos dé o valor da conta, sem a incidéncia de impostos, que é de
R$ 66,57. Agora, vamos agregar a esse valor os tributos (em reais), estabelecendo os
valores finais, de acordo com a Lei do Real (desconsiderando a CCIP):

e COFINS: 3,3759% de 66,57 = 2,24.
e PASEP: 0,7227% de 66,57 = 0,48

e ICMS: 30% de 66,57 = 19,71.
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e TOTAL: 66,57 + 2,24 + 0,48 + 19,71 = 89,00.

Neste célculo, o total de tributos corresponde a, aproximadamente, 34,1% (sem
a CCIP). Entretanto, de acordo com a figura 4.5, o valor a pagar, desconsiderando
a CCIP, é de R$ 101,01. Para entender o porqué dessa divergéncia, vamos fazer os
calculos de outra forma, considerando que os tributos compoem a proépria base de
célculo (R$ 101,01).

e COFINS: 3,3759% de 101,01 = 3,41.
e PASEP: 0,7227% de 101,01 = 0,73
e ICMS: 30% de 101,01 = 30,30.

e TOTAL: 66,57 + 3,41 + 0,73 + 30,30 = 101,01.

Vejamos a relacao entre os valores encontrados no segundo calculo e o valor da
tarifa, desconsiderando os impostos (R$ 66,57):

e COFINS: 3,41/66,57 = 5,1%
e PASEP: 0,73/66,57 = 1,1%
e ICMS: 30,30/66,57 = 45,5%

o TOTAL: 5,1% + 1,1% + 45,5% = 51,7%.

Isso significa que, em virtude os valores dos trés tributos integrarem a propria
base de célculo, o consumidor paga, na situacao considerada, 51,7% de tributos, em
vez de 34,1%. Em outras palavras, o consumidor paga tributo sobre o préprio tributo.
Assim, aplicando a féormula de taxa de variacao, vista na subsecao 3.7.6, temos:

101,01 — 89

=~ 13 49%.
89 ¢

O valor do servico prestado pela CEMIG encareceu 13,49%, o que, na situacao,
representa um desembolso adicional de R$ 12,01 (101,01 - 89,00), considerando o
modo como os tributos sao calculados.

E importante esclarecer que tal pratica de calculo é amparada por legislacao
especifica, o que pode ser verificado por meio da leitura da chamada Lei Kandir (Art.

13, §1°, 1) [21].

De acordo com a ANEEL,
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“A chamada cobranga “por dentro” dos tributos ICMS, PIS/PASEP e
COFINS € estabelecida pelas leis federais correspondentes e implica que
os valores desses tributos integram a propria base de cdlculo sobre a qual
incidem suas respectivas aliquotas. ([2], p.15)

O ICMS é cobrado “por dentro”, ou seja, com um peso maior que sua
aliquota nominal.” ([3], p.25)

Na situacao analisada, a aliquota nominal do ICMS é de 30%, entretanto, a
aliquota efetiva foi de 45,5%.

Indo um pouco além, se seguirmos a logica de que a base de calculo dos tributos
deveria ser o valor da conta sem qualquer tributo, hd um aumento de mais de 70%
no valor da conta de energia elétrica, ocasionada pelos tributos, conforme o calculo a
seguir:

113,74 — 66,57

6657 =~ 70,86%.

Outro dado interessante na conta da CEMIG ¢ o histérico de consumo, que pode
ser verificado na figura 4.7. Para os valores de consumo médio diario é feito um
calculo de média aritmética, em que se divide a quantidade de kWh consumidos no
més pela quantidade de dias de faturamento. Por exemplo, no més AGO/16, temos:

175
— =54 .
D) 5,46875

Na conta, o valor apresentado possui apenas duas casas decimais, ou seja,
5,46 kWh/dia.

i ™)

Historico do Consumo

s T NS, =S,
oez 16 ST 122 4,08
wv/ s o ass 29
o R 181 5,19 3
sor s R 142 4,68 31
430017 TV 175 5,48 32
NEINREY o 154 531 28
vy 16 TR 126 4,08 31
we /o 132 4,5 3
JESIREY 145 4,70 31
wer) 1o 128 4,30 28
rrysos IR 167 5,96 2B
Ly e B 148 4,45 33
(0E2/ 15 S 127 2,37 28

Figura 4.7: Histérico de consumo dos 13 tultimos meses - CEMIG [29].
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Com os dados do historico de consumo também é possivel calcular a média
aritmética mensal de consumo de kWh considerando os ultimos 13 meses. Utilizando
a equagao (3.1), temos:

122 4107 + 161 + 142 + 175 + 154 4+ 126 + 132 4 146 + 126 + 167 + 148 + 127
13

T =
Logo,

T = 1833 = 141 kWh.
13

4.4 Sistema Eleitoral Brasileiro

Nesta secao, estudaremos os modelos matematicos associados ao sistema eleitoral
brasileiro. Nossos estudos se baseiam nas publicagoes do Governo Federal ([9], [22],
[19], [23]), Senado Federal ([21], [25]) e Justica Eleitoral ([27], [26], [18], [19]).

No Brasil existem, atualmente, duas modalidades distintas de voto no Sistema
Eleitoral: a majoritdria e a proporcional. A modalidade majoritaria é utilizada para
a eleicao dos chefes do poder executivo, isto é, presidente da Repiblica, governadores
dos estados (e do Distrito Federal) e os prefeitos. O sistema majoritério também é
utilizado para eleger representantes do Senado Federal. J& a modalidade proporcional
é utilizada na eleicao dos vereadores, deputados estaduais e federais.

4.4.1 Sistema majoritario

Pelo sistema majoritario, é eleito o candidato que obtiver a maioria dos votos
validos, excluindo-se os brancos e nulos. No Brasil, o sistema majoritario divide-se
em maioria simples ou relativa (de turno tnico) ou maioria absoluta (de dois turnos).

A maioria relativa é aplicada na eleicao de prefeito e vice-prefeito em municipios
com até 200 mil eleitores e na eleicao de senadores e seus dois suplentes.

Ainda sobre o Senado Federal (em que cada estado, incluindo o Distrito Federal,
possui trés representantes), a cada quatro ou oito anos, um estado elege um ou dois
senadores, ou seja, em uma eleicao é escolhido um terco dos senadores e, na eleicao
seguinte, dois tercos das cadeiras.

Vale destacar que, na eleicao para prefeito, quando se utiliza o modelo da maioria
relativa, o representante eleito pode, nao necessariamente, representar a opg¢ao da
maioria dos eleitores. Considere um municipio com 220 mil habitantes, com 185
mil eleitores em que, numa eleicao, apdés a exclusao dos votos brancos e nulos,
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contabilizaram-se 163 mil votos validos, distribuidos do seguinte modo:

e Candidato X: 40 mil votos
e Candidato Y: 75 mil votos

e Candidato Z: 48 mil votos

Note que, nesta situacao, a maioria dos eleitores nao escolheu o candidato Y, que,
de acordo com o principio da maioria simples, foi o candidato eleito.

O modelo da maioria absoluta é aplicado as elei¢oes para os cargos de prefeito
(em cidades com mais de 200 mil eleitores), governador e presidente da Republica.
Neste caso, o candidato serd eleito se obtiver a maioria absoluta (mais de 50%) dos
votos validos, excluindo-se os brancos e nulos. Caso nenhum dos candidatos alcance
essa votacao, ocorrerd nova eleicao em segundo turno, com os dois candidatos mais
votados no primeiro turno.

Uma curiosidade em relacao a realizacao do segundo turno pode ser vista na Lei
n° 9.504, de 30 de setembro de 1997:

“Art. 2° Serd considerado eleito o candidato a Presidente ou a Governador
que obtiver a maioria absoluta de votos, nao computados os em branco e
0s nulos.

§ 1° Se nenhum candidato alcancar maioria absoluta na primeira votagao,
far-se-d nova eleicao no ultimo domingo de outubro, concorrendo os dois
candidatos mais votados, e considerando-se eleito o que obtiver a maioria
dos votos validos.

§ 2° Se, antes de realizado o sequndo turno, ocorrer morte, desisténcia ou
impedimento legal de candidato, convocar-se-d, dentre os remanescentes,
o de maior votacao.

§ 3° Se, na hipdtese dos pardgrafos anteriores, remanescer em sequndo
lugar mais de um candidato com a mesma votacdo, qualificar-se-d o mais
idoso.” [22]

4.4.2 Sistema proporcional

Para que possamos compreender com clareza o modelo de elei¢oes proporcionais,
¢ importante que conhecamos alguns conceitos e terminologias:

e (1) Quociente eleitoral: Resultado da divisdo do nidmero de votos vélidos
apurados pelo nimero de lugares a preencher, desprezando-se a fracao, se igual
ou inferior a meio, ou arredondando-se para um, se superior.
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(2) Quociente partidario: Determinado para cada partido politico ou coligacao,
¢ o resultado da divisao do nimero de votos validos dados sob a mesma legenda
ou coligagao pelo quociente eleitoral, desprezando-se a fragao.

e (3) Lista aberta: Variante do sistema proporcional em que as vagas conquistadas
pelo partido ou coligacao partidaria sao ocupadas por seus candidatos mais
votados, até o nimero de cadeiras destinadas a agremiacao. A votacao de cada
candidato pelo eleitor é o que determina, portanto, sua posicao na lista de
preferéncia. E um sistema adotado no Brasil e na Finlandia.

e (4) Lista fechada: Variante do sistema proporcional em que o eleitor vota
somente no partido e este é quem determina a ordem de cada um de seus
candidatos na lista de classificacao. Antes da eleicao, o partido apresenta a
lista com o nome dos seus candidatos por ordem de prioridade. Esse sistema é
utilizado na maior parte dos paises que adotam o voto proporcional, mas nao
vigora no Brasil.

e (5) Clausula de barreira: Determina que s6 serao eleitos candidatos que tenham
obtido votos em numero igual ou superior a 10% do quociente eleitoral, tantos
quantos o respectivo quociente partidario indicar.

Na elei¢ao proporcional no Brasil, quem recebe as vagas é o partido/coligagao,
e nao o candidato. Sendo assim, o eleitor, ao votar, escolhe ser representado por
determinado partido e, preferencialmente, pelo candidato escolhido. Os candidatos
mais votados preencherdo as cadeiras recebidas pelos partidos/coligages, conforme
sua colocacao. Isso ocorre porque, no Brasil, quem determina a lista de classificacao
dos candidatos é o eleitor (lista aberta), ou seja, o candidato que receber o maior
nimero de votos em determinado partido/coligagao ficard em primeiro lugar na lista.

Sendo assim, como se calcula o nimero de vagas por partido? Por meio do
quociente eleitoral. Tomemos um exemplo veridico, ocorrido nas elei¢oes de 2016
para vereador, em Florestal/ MG, em que foram apurados 4801 votos validos. De
acordo com o Senado Federal [20], tendo em vista a populacao da cidade, hd nove
vagas para vereadores em Florestal. Assim:

Numero de votos validos 4801 _

QE

~ Ntmero de lugares a preencher 9

A partir do calculo anterior, obtemos que o valor do quociente eleitoral é igual a
533, e isso se deve a legislagao eleitoral:

“Determina-se o quociente eleitoral dividindo-se o nimero de votos validos
apurados pelo de lugares a preencher em cada circunscrigao eleitoral,
desprezada a fracao se igual ou inferior a meio, equivalente a um, se
superior.” [19]
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Sabendo qual é o Quociente Eleitoral (QE), é necessario, agora, calcular o
Quociente Partidario (QP). Nas elei¢oes de 2014, houve a seguinte distribui¢ao de
votos por partido/coligacao:

PMDB/PSD: 2082

PT/PV: 1567

PPS/PSC: 831

PEN: 321

Com esses dados, podemos calcular o QP de cada um dos partidos/coligacoes.

Em todos os casos a seguir, nos resultados serao desprezadas as fragoes, ou seja,
considera-se apenas a parte inteira do resultado, sem arredondamentos, conforme a
legislacao:

“Determina-se para cada Partido ou coligacao o quociente partiddrio,
dividindo-se pelo quociente eleitoral o nimero de votos vdlidos dados sob
a mesma legenda ou coligagdo de legendas, desprezada a fra¢do.” [19]

2082
|-

P, = | —
QP rympB/PSD) {533

1567J

QP pr/pv) = {E

831
QP pps/psc) = LﬁJ =1

321
QP peNn) = {ﬁJ =0

Os célculos mostram que seis vagas serao preenchidas, de um total de nove
vagas. No caso, serao eleitos os trés primeiros candidatos mais votados da coligacao
PMDB/PSD, desde que nenhum desses candidatos seja impedido pela clausula de
barreira, ou seja, desde que todos tenham alcancado um nimero de votos igual ou
superior a 10% do quociente eleitoral (10% de 533 = 53,3).

“Estarao eleitos, entre os candidatos registrados por um partido ou coliga-
cao que tenham obtido votos em numero igual ou superior a dez por cento
do quociente eleitoral, tantos quantos o respectivo quociente partiddrio
indicar, na ordem da votagdo nominal que cada um tenha recebido.” [20]
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Como dito, apenas seis das nove vagas foram preenchidas, de acordo com os
critérios estabelecidos. Como serao preenchidas as outras trés vagas? De acordo
com o TSE, é comum que restem cadeiras para serem preenchidas em uma eleicao
proporcional. Essas cadeiras sao chamadas “sobras”. E o preenchimento de tais
cadeiras sera obtido por meio de um calculo conhecido como “Média”. Entretanto, s6
podem disputar as sobras os partidos com QP pelo menos igual a 1.

Uma vez que o quociente partidario do PEN ¢é zero, esse partido nao tera direito
a ocupar vagas na respectiva eleicao. E como é feito o calculo da média? A legislagao
orienta que

“dividir-se-d o numero de votos validos atribuidos a cada partido ou
coligacao pelo numero de lugares definido para o partido pelo cdlculo do
quociente partiddrio (...), mais um, cabendo ao partido ou coligag¢do que
apresentar a maior média um dos lugares a preencher, desde que tenha
candidato que atenda d exigéncia de vota¢ao nominal minima.” [19]

Ou seja:

Votos validos recebido pelo partido/coligagao
Vagas obtidas por QP + 1

Média (M) = (4.3)

Vamos, entao, aplicar a férmula (4.3) as trés coligagoes que disputaram as vagas

restantes.

2082
o M(PMDB/PSD) = m = 520,5

1567
L] M(PT/PV) == m = 522,3

831
e Mpps/psc) = T 415.,5

Assim, a coligagado PT/PV ganhou mais uma cadeira na camara dos vereadores,
pois obteve a maior média.

Contudo, ainda restam duas vagas. E, de acordo com a legislagdo, para o
preenchimento das outras duas vagas, deverao ser feitos novos cédlculos, até que se
esgotem as vagas, respeitando o seguinte critério:

“Calculada a primeira sobra (...), na repeti¢ao (...), a distribui¢ao das
demais vagas considerard, para efeito do cdlculo da média (...) também
as sobras que ja tenham sido atribuidas ao partido ou a coligagao, em
calculos anteriores.
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No caso de empate de médias entre dois ou mais partidos politicos ou
coligagoes, serd considerado aquele com maior votagao.

Ocorrendo empate na média e no numero de votos dados aos partidos
politicos ou as coligacoes, prevalecerd, para o desempate, o numero de
votos nominais recebidos pelo candidato que disputa a vaga.

(...)

Se nenhum partido politico ou coligagao alcancar o quociente eleitoral,
serao eleitos, até o preenchimento de todos os lugares, os candidatos mais
votados.” [20]

Ou seja:

B Votos vélidos recebido pelo partido/coligagao
"~ Vagas obtidas por QP + vagas obtidas por média +1

Média (M) (4.4)

Portanto, para determinar a préxima sobra, vamos aplicar a férmula (4.4).

2082
3+0+1

1567
2+1+1

831
1+0+1

b M(PMDB/PSD) = =520,5

[ ] M(pT/pv) = = 391,75

e Mpps/pscy = =415,5

Nesse novo célculo, a coligagago PMDB/PSD obteve o direito de ocupar mais uma
cadeira na camara dos vereadores, uma vez que obteve a maior média.

Como ainda falta uma vaga a ser preenchida, repetiremos o calculo, utilizando a
férmula (4.4).
2082
M, = —— =14164
o (PMDB/PSD) 3141 )

1567
2+1+1

831
e Mpps/psc) = 01 415,5

L] M(PT/PV) = = 391,75

Mais uma vez, como obteve a maior média, a coligaggo PMDB/PSD obteve
direito a ocupar a tltima vaga da camara dos vereadores de Florestal/ MG, em 2016.
Portanto, a distribuicao das cadeiras ficou da seguinte forma:

e PMDB/PSD = 5 vagas

e PT/PV = 3 vagas
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e PPS/PSC =1 vaga

Candidato Part. [Calig. Votos s (*) Situacdo
SERGIO RIBEIRO DE OLIVEIRA PMDE (PMDE/ P5D) 504 10,50 Eleito por QP
WANDERLEI XAVIER RODRIGUES PMDE (PMDE/ PSD) 285 5,94 Eleito por QP
MARIA APARECIDA VASCONCELOS PV (PT/ PV) 236 4,92 Eleito por QP
ILSON ANTUNES NAIME PSD (PMDB,/ PSD) 226 4,71  Eleito por QP
WAGNER DOS5 SANTOS JUNIOR PV (PT/ PV) 215 4,48  Eleito por QP
WANDER SALIBA RIBEIRO PV {PT/ PV) 179 2,72 Eleito por madia
GERALDO MAGELA MARTINS PMDB (PMDB/ PSD) 161 3,25 Eleito por media
CARLOS ROBERTC DA SILVEIRA » (PT/ PV) 136 3,25  Suplents
GILMAR GERALDO DE FREITAS PSD (PMDB/ PSD) 152 3,17 Eleito por média
CAIDQ HENRIQUE SILVEIRA RIBEIRO SMDE (PMDB/ PSD) 151 3,15 Suplante

LUIS FELIPE SIQUEIRA RIBEIRD PSD (PMDE/ PSD) 144 3,00 Suplente

JOSE LIND DA SILVA P (PT/ PV 135 2,8t Suplente

0ODILIC COURA FILHO PSC (PPS/ P5C) 118 2,46 Eleito por QP

Figura 4.8: Elei¢ao para vereador em Florestal/ MG - 2016 (TRE-MG) [15].

E interessante registrar que, por causa do rigor dos calculos estabelecidos para
o sistema proporcional, o candidato Roberto da Cachoeira (PV) obteve 156 votos
e nao foi eleito, embora tenha alcangado bem mais que os 118 votos do candidato
Gilmar do Marinheiro (PSD). Isso ocorreu porque Gilmar era o 5° candidato mais
votado da coligagao PMDB/PSD, e Roberto, o 4° mais votado da coligagao PT/PV,
que teve direito a ocupar somente trés vagas.

A figura 4.8 mostra os candidatos com a maior quantidade de votos obtidos
nas eleigoes para vereador, em 2016, na cidade de Florestal/MG. Os nomes dos
candidatos eleitos estao em negrito. Note que a ultima coluna indica por qual meio
(QP ou média) o(a) candidato(a) foi eleito(a).

4.5 Alimentos

Nesta se¢ao estudaremos alguns aspectos relacionados a rotulagem nutricional
obrigatoria de alimentos, por meio de um manual de orientagao aos consumidores,
divulgado pela Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria - ANVISA, com o objetivo
de educar para o consumo saudavel [16]. A intengao é explicar o significado de
cada nutriente da informacao nutricional dos rétulos e também fornecer orientagoes
que direcionarao a escolha de alimentos mais saudaveis. Nossos estudos também se
basearam na leitura do manual de orientacdo as industrias alimenticias [17].

A seguir, citamos alguns trechos importantes da parte introdutéria do manual de
orientacao aos consumidores, o que facilitard a compreensao dos toépicos abordados
neste estudo:

“Os rotulos sdo elementos essenciais de comunicagao entre produtos e
consumidores. Dai a importancia das informagoes serem claras e poderem
ser utilizadas para orientar a escolha adequada de alimentos.
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Dados recentes levantados junto a populacao que consulta o servigo Disque-
Satde do Ministério da Saude demonstram que aprozimadamente 70%
das pessoas consultam os rotulos dos alimentos no momento da compra,
no entanto, mais da metade nao compreende adequadamente o significado
das informagoes.

(...)

Divulgar as informacades e seu correto significado motivou a publicagao
deste manual dirigido especificamente aos consumidores. O proposito é
facilitar a compreensao dos termos usados na rotulagem de alimentos,
aumentando seu potencial de protecao e promocao da satde.

A expectativa € que o material possa ser adotado como instrumento de
orientacao e capacitacao pelos diversos segmentos da populacao e desperte,
ainda mais, o interesse pela busca do consumo e escolha mais sauddvel
de alimentos.” [10]

Em vez de repetir todas os dados constantes nos manuais analisados, ilustraremos,
a partir da informagao nutricional presente nos rotulos dos achocolatados em po
Toddy™ e Nescau(®), alguns principios. As tabelas 4.4 e 4.5, respectivamente, sao
reproducgoes parciais das informagoes nutricionais presentes nos rétulos dos dois

alimentos.
Tabela 4.4: Informacao Nutricional - Toddy (reproducao)
Porcgao de 20g 20g de Toddy + 240mL
(2 colheres de sopa) de leite integral
Quantidade por porgao %VD(*) Quantldaiie %VD
por porgao

Valor energético TTkcal = 323kJ 4 223 kcal = 937kJ 11

Carboidratos 18¢g, dos quais: 6 30g, dos quais: 10

Acucares 18g ok 30g Hok

Proteinas Og 0 7,9g 11

Gorduras totais Og 0 7,8g 14

Gorduras saturadas Og 0 51g 23

Gorduras trans Og oK Og oK

Fibra alimentar 0,6g 2 0,6g 2

Sédio 26mg 1 213mg 9

* % valores didrios de referéncia com base em uma dieta de 2.000kcal ou
8.400kJ. Seus valores podem ser maiores ou menores dependendo de suas
necessidades energéticas.

** Valores didrios nao estabelecidos.

De acordo com manual de orientacao para as industrias, “as porcoes indicadas
nos rétulos de alimentos e bebidas embalados foram determinadas com base em uma
dieta de 2000 kcal considerando uma alimentacao saudavel e foram harmonizadas
com os outros paises do Mercosul”. [17]
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Uma leitura inicial das tabelas ja indica que o alimento Nescau(®) apresenta
nutrientes como proteinas e gorduras totais em baixissimo teor, mas que sequer estao
presentes no Toddy™. A quantidade do componente fibra alimentar presente no
Nescau(®), embora em baixo teor, é o dobro da que aparece no Toddy™. De acordo
com o manual de orientacao aos consumidores, alimentos que possuem baixo %VD de
gorduras saturadas, gorduras trans e sédio, tendem a ser mais saudaveis [16]. Como
nenhum dos alimentos possui gorduras saturadas e trans, na analise da quantidade
de sddio o Nescau(®) se destaca, por apresentar quantidade menor que a metade da
presente no Toddy™.

Tabela 4.5: Informagao Nutricional - Nescau (reprodugao)

Porgao de 20g 20g de Nescau + 160mL
(2 colheres de sopa) de leite integral
Quantidade por porgao %VD(*) Quantldafle %VD
por porgao
Valor energético T4kcal = 311kJ 4 174 kcal = 731 kJ 9
Carboidratos 17g, dos quais 6 25g, dos quais 8
Acucares 15g ok 23g *x
Proteinas 0,7g 5,8g 8
Gorduras totais 0,5g 6,3g 11
Gorduras saturadas Og 3,2g 15
Gorduras trans Og oK Og K
Fibra alimentar 1,1g 1,1g 4
Sédio 12mg 82mg 3

* 9% valores didrios de referéncia com base em uma dieta de 2.000kcal ou
8.400kJ. Seus valores podem ser maiores ou menores dependendo de suas

necessidades energéticas

** Valores didrios nao estabelecidos

A tabela 4.6, reproduzida também a partir do manual de orientacao aos consumi-

dores, indica como cada nutriente apresenta um valor diferente para se calcular o
VD (valor didrio de referéncia). [16]

Tabela 4.6: Valor energético dos nutrientes - ANVISA (reproducao) [10]

Valor energético
2000 kcal / 8400 kJ

Carboidratos 300g
Proteinas 758
Gorduras Totais 5bg
Fibra Alimentar 25g
Sédio 2400mg
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Assim, pode-se compreender melhor as porcentagens de VD apresentadas nas
tabelas 4.4 e 4.5. Em relacao aos carboidratos presentes na porc¢ao de 20g de cada
um dos produtos, podemos montar as seguintes proporgoes:

300g  100%
Toddy: ——= = =1r=6
e Toddy 189 7 r = 6%
300 100 -
e Nescau: ng = x%% =1r=56=26%

Embora as porc¢oes dos dois achocolatados tenham carboidratos, alimentos impor-
tantes para o fornecimento de energia para as células do corpo, a composicao total
dos carboidratos é puramente agucares, alimentos que nao possuem VD (valor diario
de referéncia) estabelecido.

Note que, na tabela que apresenta os valores nutricionais do Toddy ™, a medida
do copo de leite é 240 mL. J4 para o Nescau®), a medida do copo é de 160 mL. Sendo
assim, para compararmos as informacoes apresentadas nos rétulos, é importante que
trabalhemos com a mesma referéncia para a medida do copo. Vamos optar pela
referéncia de 240 mL. Como exemplo, vamos determinar qual dos dois alimentos
(adicionados ao leite integral) apresenta a maior quantidade sédio. Temos:

e Toddy: 213 mg de sédio em 20 g de achocolatado adicionado a 240 mL de leite
integral.

70 Ym o
oo = sy = Y = 105mg em 240 mL de leite integral. Somando

aos 12 mg do achocolatado, obtemos 117 mg de s6dio em 20 g de achocolatado
adicionado a 240 mL de leite integral.

e Nescau:

Assim, vemos que os leites utilizados para se elaborar a composicao nutricional
de ambos achocolatados sao diferentes.

O célculo anterior nos mostra que a mistura Toddy™ + leite integral contém
mais sodio que a mistura Nescau®) + leite integral. Uma leitura mais critica dos
dados nos mostra que, se considerarmos apenas o sdédio presente nos achocolatados,
sem a mistura com leite, a quantidade presente no Toddy™ ¢ mais que o dobro da
quantidade presente no Nescau®. O %VD é igual nos dois rétulos, por uma questao
de arredondamento numérico, o que pode ser visto a seguir:

2400mg  100%

Toddy: =2 =1,03% = 1%.
¢ Hoddy 26mg % 7= L03% = 1%
24 1
e Nescau: 00mg = 00% =z =0,5%=1%.
12mg %

Nos dois casos, os Percentuais de Valores Didrios (% VD) foram declarados em
numeros inteiros, de acordo com as orientacoes do manual de orientacao as industrias

[17].
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4.6 Financas Pessoais

Nesta segao utilizaremos conhecimentos de Matematica Financeira e alguns aspec-
tos legais para melhor compreender algumas situacoes que envolvem investimentos
para formacao de poupanga e amortizacao de dividas.

4.6.1 Investimentos e formacao de poupanca

Sobre a Poupanca e a Renda Fixa, temos, de acordo com o Portal do Investidor
[18] e Governo Federal [3]:

“A Poupanca € o tipo de investimento considerado mais tradicional e
sequro. E o mais indicado para o investidor conservador, que nao estd
disposto a correr riscos.” [13]

“A Renda Fixa € uma aplicacdo na qual o investidor compra titulos de
bancos, empresas ou do governo e recebe uma rentabilidade que pode ser
determinada jd no momento da aplicacdo. A rentabilidade serd o valor
da aplicacao, mais os juros pelo periodo em que o dinheiro ficar investido.

Existem os titulos de Renda Fiza pré-fizrados e pos-fizados. Os titulos pré-
fixados sao aqueles em que o valor do resgate € definido ja no momento
da aplicagao. E a soma do valor mvestido, mais a taxa de juros pré-
determinada. Nos titulos pos-fixados, o investidor sé saberd o valor de
sua rentabilidade no momento do resgate, pois o rendimento € a soma do
valor aplicado, mais uma taxa de juros pré-determinada e o desconto da
taza de inflagdo do periodo.” 8]

Os investimentos em poupanca e renda fixa sao garantidos, até o limite de
R$ 250 mil, pelo FGC - Fundo Garantidor de Créditos, uma “entidade privada, sem
fins lucrativos, destinada a administrar mecanismos de protecao a titulares de créditos
contra instituigdes financeiras.” [33] e [34]

Vale destacar que, no caso de contas conjuntas, no caso de faléncia da instituicao
financeira em que havia depdsitos iguais ou superiores a R$ 250 mil, este valor serd
dividido, igualmente, entre os titulares.

Vamos, agora, a primeira situacao.
Situacao 1: Analisemos qual € a evolucdo do montante a partir da aplicacao de
um capital de R$ 10 000, a uma taza i de 10% ao periodo, no decorrer de n periodos,

nos regimes de capitalizacao simples e composta.

As tabelas 4.7 e 4.8 apresentam a evolu¢ao do montante nos regimes de capitali-
zacao simples e composta, respectivamente.
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Tabela 4.7: Evolucao do montante no regime de capitalizagao simples

Periodo (n) 0 1 2 3 4 k
Montant
ORAEE 1 10000 | 11000 | 12 000 | 13 000 | 14 000 | ... | 10 000(1 + 0,1k)
Cn (R$)

Tabela 4.8: Evolucao do montante no regime de capitalizagao composta

Periodo (n) 0 1 2 3 4 k
Montante
10 000 | 11 000 | 12 100 | 13 310 | 14 641 | ... | 10 000(1,1)*
Co (RS) )

Para a construgao da tabela 4.7, utilizamos a equagao (3.12):

C = Co(1 + in).

e Paran=1:C; =10000(1+0,1-1) =11 000.

)

Paran = 2: Cy = 10 000(1 + 0,1 - 2) = 12 000.

Paran =3 : Cy = 10 000(1 + 0,1 - 3) = 13 000.
)

Paran=4:Cy =10 000(1+0,1-4) = 14 000.

e Paran =k :C,=10000(1+0,1-k).

Ja para o desenvolvimento da tabela 4.8, utilizamos a equagao (3.12):

1= 11 000.

Para n =1,Cy = 10 000(1,1

3 =13 310.

Para n = 3,C5 = 10 000(1,1

1 =14 641.

)

Para n = 2,Cy = 10 000(1,1)% = 12 100.
)
)

Para n = 4,Cy = 10 000(1,1

Para n =k, Cj, = 10 000(1,1)*.



Capitulo 4. Alguns modelos matemdticos no cotidiano do cidadao 71

Montante

'y

Juros
compostos

Juros
simples

11 000

|

|
10 000 !

1

>
0 il Tempo

Figura 4.9: Comparando juros simples e compostos.

Apés a analise da figura 4.9 cabe o seguinte comentério, feito por Morgado et al.:

“Na vida real, juros simples sao raramente usados. O motivo para isso € o
que um humorista jd definiu como sendo “a regra de ouro” da Matemdatica
Financeira - e também da vida: “Na Vida, quem tem o ouro € que faz as
regras”. O grdafico mostra que 0s montantes a juros compostos sao maiores
que os montantes a juros simples. E, portanto, de interesse dos detentores
do capital que os juros sejam compostos. A excegcao ocorre se o prazo for
menor que a unidade de tempo, neste caso, juros simples dariam maior
montante. Esta € a unica situacdo da vida real - que ocorre tipicamente
em juros de mora, isto €, nos juros que sao cobrados por pequenos atrasos
em pagamentos - em que juros simples sao usados.” ([15], p.67)

E importante destacar que, na Situagao 1, para o calculo do ganho real na
evolucao do montante é preciso considerar a inflagao, o que nao foi feito até entao.
Consideremos uma adaptacao da Situagao 1:

Situacao 1.1: Analisemos qual € a evolucdo do montante a partir da aplicacdo
de um capital de R$ 10 000, a uma taza i de 10% ao periodo, no decorrer de n
periodos, considerando uma inflagio de 2% a cada periodo, no regime de capitaliza¢ao
composta.

Vamos determinar a taxa real i, de juros. De acordo com o teorema 3.12, a taxa

aparente i, é de 10% e a taxa de inflagao 6 é de 2%. Utilizando a equagao (3.16),
temos:

ltig=(146)(144,)=1,1=1,02(1+4,) =i, = 0,078 = 7,8%.
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A tabela 4.9 e o gréafico da figura 4.10 mostram um comparativo da evolucao do
montante no regime de capitalizacdo composta, considerando a taxa aparente (10%)
e a taxa real (7,8%).

Tabela 4.9: Comparativo da evolucao do montante

Periodo (n) i 0 1 2 3 4 k
Montante | 0o/ | 10000 | 11000 | 12 100 | 13310 | 14641 | .. | 10 000(1,1)"
Cn (RS)
Montante &
C. (Rg) | 7% [ 10000 | 10780 | 11621 [ 12527 | 13504 | .| 10 000(1,078)

Montante (R$)

A

200000 Taxa aparente

180000 \

160000
140000
120000

100000

N

80000
Taxa real

60000
40000

20000

—1

0 5 10 15 20 25 30 35

w T(;mpo

Figura 4.10: Comparativo da evolugao do montante.

De acordo com a Receita Federal, “os rendimentos obtidos em caderneta de
poupanca pela pessoa fisica estao isentos do imposto de renda”. [17]

Sobre a Renda Fixa, é necesséario levar em conta a tributagao especifica para esse
tipo de investimento, o que influenciard no valor que sera resgatado.

“A partir de 1 ° de janeiro de 2005, os rendimentos produzidos por
aplicacao financeira de renda fixa sao tributados na fonte, as aliquotas

de:
a) 22,5%, em aplicagoes com prazo de até seis meses;

b) 20%, em aplicagées com prazo de seis meses e um dia até doze meses;
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c) 17,5%, em aplicagées com prazo de doze meses e um dia até vinte e
quatro meses;

d) 15%, em aplicagoes com prazo acima de vinte e quatro meses.” [15]

De acordo com essa escala de tributacao, sendo « a aliquota sobre os rendimentos
e tomando o més como unidade de tempo, temos um modelo matematico que nos
indicard o montante a ser resgatado apds uma aplicacao de k meses, no regime de
capitalizacao composta.

Cr = Co(1 + )" — a[Cy(1 +i)* — Cy)]

Logo,

Cr = Col(14+49)F- (1 —a)+a] (4.5)
Nesta equacao, temos:

o k<6=a=225%=0,225.

6<k<I12=a=20%=02.

12<k<24=a=175%=0,175.

o k>24= a=15%=0,15.

Assim, se o capital de R$ 10 000 for resgatado apds uma aplicacao de 6 meses
exatos (a = 22,5% = 0,225) o valor do montante, no momento do resgate, seré o
seguinte:

Ct meses = 10 000[(1,1)° - (0,775) + 0,225] = Cg meses = RS 15 979,59.
No entanto, se o capital for resgatado apés uma aplicagao de 181 dias (6 meses
comerciais mais um dia), teremos a = 20% = 0,2, entao o valor de resgate sera:

Ci81 dias = 10 OOO[(I,l)% -(0,8) +0,2] = Cis81 gias = RS 16 217,58.

Nessas condigoes, o montante sofre um acréscimo de R$ 237,98, o que representa

uma variacio percentual de 8 211’558977;55;79’59 = 0,01489 = 1,489%, em apenas um dia.

Observe:

o Cliy meses = 10 000[(1,1)'2 - (0,8) + 0,2] = Clz meses = R$ 27 107,42.

o Cs61 gias = 10 000[(1,1)50 - (0,825) + 0,175] = Clg1 gias = R$ 27 224,42,
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. . 27 224,42-27 107,42 _ _
— Variagao percentual: 57 1071 = 0,02276 = 2,276%.

Note que a variacao de 2,276% ocorreu porque houve, em um dia, a mudanca da
aliquota. Agora, observe mais uma situagao:

o Coy meses = 10 000[(1,1)12 - (0,825) + 0,175] = Cas meses = RS 83 010,29.

o Cro1 digs = 10 000[(1,1) 5 - (0,85) + 0,15] = Ca1 gias = R$ 85 489,13,

— Variacdo percentual: 2 48251%_13?’29010’29 = 0,02986 = 2,986%.

Neste ultimo caso, a variacao percentual foi de quase 3%. Portanto, ao resgatar
investimentos em renda fixa, é importante considerar a progressao das aliquotas
aplicadas sobre os rendimentos, a fim de que se possa avaliar o melhor momento para
realizar a operacao.

Situacgao 2: Suponha que uma pessoa queira formar uma poupancga para custear
despesas com estudos, durante 5 anos, no valor mensal de R$ 2 000,00, daqui a
10 anos. Nesta situagao, o valor para custeio das despesas serd resgatado sempre
no inicio de cada més e deve-se considerar que a poupanca paga 6% ao ano, com
capitalizacao mensal.

e Questao 2.1: Quanto essa pessoa precisara depositar na conta ao iniciar os
estudos?

Se o depdsito do valor total A fosse feito um més antes da primeira retirada,
resolveriamos o problema utilizando a equagao (3.17), sendo P = R$ 2 000 e
n =60 (em 5 anos ha 60 meses). Além disso, convertendo a taxa anual de 6%,
obtemos uma taxa i mensal de 0,5% (0,005).

a-p [T

1

Teriamos o seguinte esquema:

1 — (1 +0,005)6
0,005

A =2000 =103 451,12

No entanto, a pergunta indica que o depdsito do valor total A sera feito de
forma concomitante com a primeira retirada (tempo 1 na figura 4.11), ou seja,
precisamos trazer o valor acumulado para a data zero, dividindo-o por 1,005,
que é o fator de crescimento do montante. Assim, teremos:

A 1— (14 0,005)~6°
= =2000
1,005 0,005

= A =103 968,37
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Sendo assim, ao iniciar os estudos, essa pessoa precisara fazer um depdsito de
R$ 103 968,37.

N
A A
1,005
t ot
[ I
0 1
2000 2000 2000 2000 2000
A SN S S S/ AN
[ I [ [ [ 77 |
0 1 2 3 4 60

Figura 4.11: Série uniforme de 60 pagamentos de R$ 2 000 - Questao 2.1.

e Questao 2.2: E se a pessoa fizesse um tnico depdsito “hoje”, ou seja, 10 anos
antes do primeiro resgate?

De acordo com a questao 2.1, antes do primeiro resgate é necessario que o
valor de R$ 103 968,37 tenha sido acumulado. Assim, é preciso trazer esse valor
para a data zero (“hoje”), conforme a figura 4.12.

Assim, teremos:

103 968,37

Desse modo, o valor do depdsito na data atual deverd ser de R$ 57 144,41.

f\f\f\f—\f—\

103 968,37 103 968,37
1,005120
R S SRR S SR/
! ! | | 7/ |
0 1 2 3 4 120

Figura 4.12: Depdésito tinico na data zero - Questao 2.2.

e Questao 2.3: Se a pessoa comecar a fazer depodsitos mensais hoje, para ter o
mesmo fundo no inicio dos estudos, qual deve ser o valor dos depdsitos mensais?

Para responder a esta questao, utilizaremos a equacao (3.18), sendo F' o valor
acumulado até o inicio dos estudos e P o valor dos depdsitos mensais. Observe
o esquema elaborado na figura 4.13, em que o valor acumulado foi trazido para
a data -1, uma vez que os depdsitos mensais comecarao na data zero. Temos:

(1,005)12! — 1

1
=1 =P
] 03 968,37 [ 0.005

} = P = 627,45.
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Portanto, o valor dos depdsitos mensais devera ser de R$ 627,45.

O\
ETNETTNETNET N 03 068,37

103 968,37
1,005121
t t t t t /R
| | | | 4 |
1 0 1 2 3 120
p P P P p
t t t t t /R
| | | | 4 |
1 0 1 2 3 120

Figura 4.13: Depdsitos mensais a partir da data zero - Questao 2.3.

e Questao 2.4: Se, em vez de fazer retiradas mensais por 5 anos, essa pessoa
quiser obter uma renda perpétua de R$ 1 000 mensais, quanto deve poupar,
mensalmente, durante 10 anos?

Vamos utilizar a equagao (3.19) para determinar o valor A que deve ser acumu-
lado para se obter a renda perpétua P de R$ 1000, considerando a taxa i de
juros de 0,5% (0,005) ao més:

P 1 000
- = 0.005 00 000

Portanto, é necessario que o valor acumulado ao final dos 10 anos seja de
R$ 200 000. Agora, vamos utilizar, mais uma vez, a equagao (3.18) para
determinar o valor P dos depdsitos menais, agora que ja sabemos o valor F'
que tera sido acumulado.

(1+i)"—1

4

(1,005)120 — 1

F=P
{ 0,005

]:>200000:P[ ]:>P:1220,41.

Logo, a pessoa devera poupar, mensalmente, ao longo de 10 anos, o valor
mensal de R$ 1 220,41.

4.6.2 Pagamento de dividas

A préxima situacao se refere a amortizagoes de dividas.

Situacao 3: Uma divida de R$ 10 000 serd paga em 10 pagamentos mensais,
com juros de 10% ao més. Vamos analisar o mecanismo de amortizacao dessa divida,

sequndo os modelos SAC e SAF (Price).
Observagoes:



Capitulo 4. Alguns modelos matemdticos no cotidiano do cidadao 77

e Para o desenvolvimento da planilha de acordo com o modelo SAC (vide tabela
3.1), utilizamos as equagdes do teorema 3.14, conforme estudo realizado na
subsecao 3.7.9.

e Para o desenvolvimento da planilha de acordo com o modelo SAF (vide tabela
3.2), utilizamos as equagdes do teorema 3.15, conforme estudo realizado na
subsecao 3.7.9.

Morgado et al. afirma:

“Quando se paga parceladamente um débito, cada pagamento efetuado
tem uma dupla finalidade. Parte quita os juros, parte amortiza (abate) a

divida.” ([15], p.69)

Esta afirmacao é traduzida pelas colunas Ji (Parcela de Juros) e A, (Parcela de
Amortizagao) das duas planilhas apresentadas.

Comparando apenas os valores totais pagos ao fim da amortizacao da divida,
observamos que, neste caso, o SAC é mais vantajoso que o SAF. Isso se deve aos
valores das parcelas de juros J; que, no SAC, decrescem mais rapidamente que no
SAC.

Também segundo Morgado et al.,

“Um péssimo hdbito em Matemdtica financeira é o de anunciar taxas
proporcionais como se fossem equivalentes. Uma expressao como “12% ao
ano com capitalizacao mensal” significa que a taxa usada na operacao nao
¢ a taxa de 12% anunciada e sim a taxa mensal que lhe € proporcional.
Assim, a traducdo da frase “12% ao ano com capitalizacdo mensal” é “1%
ao més”. ([15], p.59)

Nesta situacao, é preciso utilizar a equagao (3.15) para determinarmos qual é a
taxa anual equivalente a uma taxa mensal de 1%:

I1+I=(1+9)"=1+1=(1,0)? =T =12,68%.

Outro item importante que deve ser considerado antes de se tomar um empréstimo
ou fazer um financiamento, é o Custo Efetivo Total - CET. De acordo com o Banco
Central:

“Custo Efetivo Total (CET) € a taza que considera todos os encargos e
despesas incidentes nas operacoes de crédito e de arrendamento mercantil



Capitulo 4. Alguns modelos matemdticos no cotidiano do cidadao 78

financeiro, contratadas ou ofertadas a pessoas fisicas, microempresas ou
empresas de pequeno porte.

O principal custo da operagao de crédito é a taxa de juros cobrada pela
instituicao financeira. No entanto, quando sao acrescidos os tributos,
tarifas, sequros, custos relacionados a registro de contrato e outras des-
pesas cobradas na operacdo, a taxra real da operacao aumenta. A essa
taxa — calculada levando-se em consideragao todos os custos incluidos na
operacao de crédito — damos o nome de Custo Efetivo Total (CET).

Em outras palavras, ao compararmos operagoes de crédito ofertadas por
duas instituicoes financeiras, aquela que apresenta uma tara de juros
mais baixa pode nao ser a mais vantajosa para a consumidor, quando
considerados todos os outros custos envolvidos.

()

Conhecendo previamente o custo total da operacao de crédito, fica mais
facil para o consumidor comparar as diferentes ofertas de crédito feitas
pelas institui¢oes financeiras.” [11]

O Banco Central do Brasil determina como deve ser feito o calculo do CET
e utiliza uma férmula matemadtica para isso. Além disso, por meio da Resolucao
n° 3.517 [10], orienta como essa informagao deve ser repassada ao tomador de crédito.
Neste trabalho nao abordaremos o modelo matematico associado ao calculo do CET,
por se tratar de um célculo de certo modo complexo, que utiliza muitas variaveis.
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Neste capitulo apresentamos algumas sugestoes de atividades envolvendo os
modelos matematicos apresentados no capitulo 4, que podem ser utilizadas pelos pro-
fessores de Matemadtica do Ensino Fundamental e/ou do Ensino Médio, dependendo
do nivel de complexidade da atividade e dos contetidos envolvidos. Os professores tém
a liberdade de adaptar as sugestoes aqui propostas adequando-as a outros objetivos,
considerando a realidade dos estudantes.

Todas as atividades sao investigativas e se relacionam com a metodologia de
resolugao de problemas, perspectiva adotada como referéncia nos PCNs e na BNCC:

“A resolugcao de problemas € a perspectiva metodoldgica escolhida nesta
proposta e deve ser entendida como a postura de investigacao frente a
qualquer situacao ou fato que possa ser questionado.

A selecao das atividades a serem propostas deve garantir espaco para a
diversidade de opinioes, de ritmos de aprendizagem e outras diferencas
pessoais. O aspecto desafiador das atividades deve estar presente todo o
tempo, permitindo o engajamento e a continuidade desses alunos no pro-
cesso de aprender. Nesse sentido, a postura do professor de problematizar
e permitir que os alunos pensem por st mesmos, errando e persistindo, €
determinante para o desenvolvimento das competéncias juntamente com
a aprendizagem dos conteidos especificos.” ([12], p.129)

“Os processos matemdticos de resolucao de problemas, de investigacado,
de desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matemdtica, motivo pelo qual sao, ao
mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem (...).” ([11], p.264)

Propomos que todas as atividades sejam realizadas em grupos, de acordo com as
orientagoes dos PCNis:

“Um importante recurso para o desenvolvimento das competéncias é o
trabalho em grupo. Apesar de rejeitado por muitos, sob alegacdo de que

79
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0s alunos fazem muito barulho e nao sabem trabalhar coletivamente, essa
modalidade de trabalho é valiosa para varias das competéncias que se
deseja desenvolver.” ([12], p.129)

O trabalho em grupo se torna relevante na medida em que se considera importante
a énfase em se comunicar bem em Matemaética, por meio de relatos e registros:

“Nas aulas de Matemdtica, a comunicacao, e consequentemente o desen-
volvimento das competéncias relacionadas a representagao e comunica¢ao,
pode se realizar por meio de propostas de elaboracao pelos alunos de
textos diversos, como relatorios sobre atividades ou projetos, relatos de
conclusoes sobre um conceito ou processo, sinteses sobre o que o aluno
ou a classe aprendeu durante um certo periodo de tempo ou sobre um
determinado tema.

(...)

A comunicagao oral tem como instrumento para seu desenvolvimento o
trabalho de grupo ou duplas, quando os alunos, além de aprenderem uns
com 0s outros, precisam organizar o que sabem para se fazerem entender

e, para isso, usam a linguagem que estd sendo aprendida.” ([12], p.129,
130)

Uma das competéncias especificas de Matematica para estudantes do Ensino

Fundamental esta relacionada a realizacao de atividades em grupo, de acordo com a
BNCC:

“Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente
no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questi-
onamentos e na busca de solugcoes para problemas, de modo a identificar
aspectos consensuais ou nao na discussao de uma determinada questao,

respeitando o modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles.” ([11],
p.265)

Considerando os temas abordados e a relevancia destes para a vida do cidadao,
independentemente da faixa etaria, evitamos restringir, ao maximo, as séries/anos
em que as atividades podem ser aplicadas. Para isso, recomendamos o uso de
calculadoras e orientamos a construcao de planilhas e graficos com o uso softwares
computacionais. Sobre esses recursos, utilizados sob a perspectiva da resolucao de
problemas, os PCNs sugerem:

“Nesse contexto, as calculadoras e o computador ganham importancia
como instrumentos que permitem a abordagem de problemas com da-
dos reais ao mesmo tempo que o aluno pode ter a oportunidade de se
familiarizar com as mdquinas e os softwares.” ([12], p.127)
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A BNCC destaca uma competéncia especifica relacionada ao uso de tecnologias
digitais, que deve ser desenvolvida pelos estudantes do Ensino Fundamental:

“Utilizar processos e ferramentas matemdaticas, inclusive tecnologias di-
gitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados.”

([14], p.265)

Todas as sugestoes de atividades propostas apresentam objetivos especificos que
nao estao relacionados, somente, a compreensao de conceitos matematicos, mas a
formacao de competéncias associadas ao cotidiano de um cidadao.

Além dos objetivos, todas as atividades apresentam as seguintes informagoes:

Contetdos relacionados;

Recomendagao de séries em que a atividade pode ser aplicada;

Previsao de quantidade de aulas;

Material necessario;

Desenvolvimento da atividade.

5.1 Combustiveis

Nesta secao apresentamos uma sequéncia de atividades que pode ser aplicada
para qualquer série, desde o 7° ano do Ensino Fundamental. A partir da compreensao
dos aspectos matematicos e legais relacionados ao consumo de combustiveis, os
estudantes aprofundarao os conhecimentos nos conteiidos de niimeros racionais,
proporcionalidade, porcentagem e média aritmética.

1. Objetivos:
e Compreender aspectos relacionados a indicagao de precos de combustiveis
exibidos nos postos de vendas, de acordo com a legislacao vigente.

e Realizar calculos simulando situagoes de compra de combustiveis de acordo
com parametros matematicos e legais.

e Compreender alguns aspectos relacionados a elaboracao da tabela de
consumo/eficiéncia energética do INMETRO.

e Comparar a eficiéncia (quilometragem percorrida por litro de combustivel
consumido) de um automdvel ao ser abastecido com etanol ou gasolina.

e Escolher, com seguranca e considerando aspectos mateméaticos, com qual
combustivel (etanol ou gasolina) certo automével flex deve ser abastecido.
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2. Contetdos:

e Operacoes com nimeros racionais;

e Proporcionalidade;

Porcentagem:;

Média aritmética;

Leitura e interpretacao de graficos e tabelas.
3. Série:

e Qualquer série, a partir do 7° ano do Ensino Fundamental.
4. N° de aulas:

o 3.

5. Material necessario:

e Computadores com algum software editor de planilhas eletronicas®;

e (Calculadoras.

6. Desenvolvimento:

Como preparagao para a atividade os estudantes devem fazer uma pesquisa prévia
nas proximidades de suas residéncias e/ou no trajeto para a escola, dos pregos por
litro de etanol e gasolina em alguns postos de combustiveis.

Awula 01: Os estudantes devem ser organizados em grupos de quatro componentes
para construir uma planilha relacionando os precos observados por cada um, de
acordo com o tutorial:

1. Reproduza a estrutura da planilha da figura 5.1.

A B C

1 |[Estudante| Etanol (R$) Gasolina (RS)
A
B
C

5 D

8 Média

Figura 5.1: Preco médio por litro de combustivel.

5Para a elaboracao de todas as sugestoes de atividades, desta e das outras se¢oes, utilizamos o
Microsoft®@Excel®2013. Todas as construgbes, comandos e capturas de tela foram elaborados com
esse programa. Contudo, ha outros softwares que sao gratuitos com interfaces similares que também
podem ser utilizados aplicando comandos semelhantes. Em caso de duvidas sobre a correspondéncia
dos comandos, o professor pode recorrer ao mecanismo de ajuda do editor escolhido.
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2. Preencha as células B2 a B5 e C2 a C5 com os valores observados por cada
componente do grupo, conforme a pesquisa prévia (exemplo: figura 5.2).

A B E

1 Estudante| Etanol (RS) Gasolina (RS)

; A 2,899 3,799
3 B 2,798 3,899
4 C 2,699 3,999
g D 2,819 3,891
6 Meédia

Figura 5.2: Preco médio por litro de combustivel.

3. Para que os valores lancados nas colunas B e C aparecam expressos em reais
(moeda), selecione da célula B2 a célula C6 e, na pagina inicial, clique nos
icones circulados na figura 5.3.

LUGlIed  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIBICAO Easy Document Creator
oy ¥ . v = = G
0 Calibri ~l20 /A" A === %~ " - E¢Quebrar Texto Automaticamente | Geral _-',-'i,] 52 ‘.4 =
U g - > S Ex
Lol NIS-H- A === &= S Mecelarie Gertrilizar - . g5 w0 4§ g4 Formatagio Formatar como Estiosde -,
v Condicional~  Tabela~  Célula~ =
Area de Transferén... & Fonte ] Alinhamento [ Nimero Estilo
B2 - fr | 2899
A B C D E F G H | J K 1
H Formatar Células ? X
1 |[Estudante| Etanol (RS) Gasolina (RS)
Numero  Alinhamento Fonte Borda Preenchimento  Protecdo
2 A 2,899 33799
Categoria:
3 B 2,798 3,899 Geral Exemplo
4];/Iotda Iz
4 C 21699 31999 D(a Casas decimais: |2 o
Hora Simbolo: | RS o
5 D 2I819 31891 Porcentagem -
. Fracdo
s| Meédia Cientifico
Texto
7 Especial
Personalizado
8
9
10
11
12
: Os formatos "Moeda' sdo usados para quantias monetarias em geral. Use os formatos ‘Contabil' para
alinhar virgulas decimais em uma coluna.
15
16
17
18 G
19

Figura 5.3: Preco médio por litro de combustivel.

4. Caso a planilha faca algum arredondamento automético, reduzindo a quantidade
de casas decimais, selecione novamente da célula B2 a célula C6 e, na pagina
inicial, clique no icone destacado quantas vezes for necessario, para que o valor
aparega com a quantidade inicial de casas decimais (conforme a figura 5.4).
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PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIEICAO Easy Document Creator
&D;; Calibri -0 -|A N — %~ - B¢ Quebrar Texto Automaticamente | Moeda -
Covlar » NI S~ H- D-A- = &3= [E] Mesclar e Centralizar ~ 2+ 96 o0 S
Area de Transferén... = Fonte [ Alinhamento [ Nimero 5
82 ~ fr | 289
A B C D E F G H
1 [Estudante| Etanol (RS) Gasolina (RS)
2 A RS 2,899 RS 3,799
3 B RS 2,798 RS 3,899
s C RS 2,699 RS 3,999
5 D RS 2,819 RS 3,891
s| Meédia

Figura 5.4: Preco médio por litro de combustivel.

5. Para calcular o preco médio do litro dos combustiveis, clique na célula B6 e, na
pagina inicial, clique nos icones destacados na figura 5.5. Em seguida, aperte a
tecla “Enter”. Repita o procedimento na célula C6.

PXGUIT  PAGINA INICIAL

INSERIR ~ LAYOUTDAPAGINA ~ FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBIGAO

A; \: i Calibri i <A A = =2 %+ »w - 50 Quebrar Teto Automaticamente | Moeda
Cf'ﬂ'v NISs-H- D -A-=== &% G . 95 000 %
86 - fe
A B c D E F G
Estudante| Etanol (RS) Gasolina (RS)
A RS 2,899 RS 3,799
B RS 2,798 RS 3,899
C RS 2,699 RS 3,999
D RS 2,819 RS 3,891
s Meédia

Easy Document Creator

Luiz Augusto de Souza Azevedo - Prof - SI - BH *

Figura 5.5: Preco médio por litro de combustivel.

6. A planilha completamente preenchida deve ficar semelhante ao modelo apre-

sentado na figura 5.6.

o G —

A B C

Estudante| Etanol (RS) Gasolina (RS)

2 A RS 2,899 RS 3,799
3 B RS 2,798 RS 3,899
4 C RS 2,699 RS 3,999
5 D RS 2,819 RS 3,891
s| Média RS 2,804 RS 3,897

Figura 5.6: Preco médio por litro de combustivel.

7. Clique na célula B6 e observe a férmula que aparece no painel (figura 5.6).
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Obs.: O professor pode aproveitar a oportunidade para discutir o significado
dessa formula e retomar o conceito de “Média Aritmética™

Agora, os estudantes devem fazer o calculo da média utilizando uma calculadora.
Em seguida, devem comparar o resultado obtido com o valor que esta registrado na
planilha eletronica e responder as seguintes perguntas:

1. Os valores sao iguais? Ha diferenca na quantidade de casas decimais? Se sim,
como isso pode ser explicado?

2. Considerando o preco médio por litro de etanol, gerado pela planilha que o seu
grupo acabou de construir, quanto uma pessoa devera pagar pelo abastecimento
de 17 litros de etanol? Faca o mesmo célculo considerando o abastecimento
com gasolina.

3. Quanto uma pessoa recebera de troco se comprar apenas um litro de gasolina
ou etanol e pagar com uma nota de R$ 20,007

4. Que quantidade de combustivel (etanol e gasolina) pode ser comprada com
R$ 50,007

Obs.: Ao responder as perguntas, caso os estudantes nao tenham conhecimento
da legislacao, € provavel que alguns facam arredondamentos tanto no valor
a pagar como no valor do troco. E importante que o professor acompanhe o
processo e permita que os grupos expliquem e registrem o “como” e o “porqué”
dos cdlculos.

Para finalizar a aula, o professor deve propor a pergunta:

e Por que os precos nos postos de combustiveis sao exibidos com trés casas
decimais, ou seja, trés algarismos a direita da virgula?

Para orientar os estudantes na construcao de suas respostas, eles devem ser
orientados a pesquisar as seguintes referéncias (se necessério, o professor deve fazer
recortes, para que nao se percam nos textos longos):

e Resolugao 41 de 5/11/2013 da ANP: [1] (Artigo 20, pardgrafo tnico);

e Lei do Real: [20] (Artigo 1°, pardgrafos 2° e 5°).

Awula 02: O professor deve iniciar a aula ouvindo as respostas dos estudantes em
relagao a pergunta proposta no fim da aula anterior. E importante que fique claro
para todos que a legislacao estipula critérios bem definidos em relacao a exibicao dos
precos nos postos dos combustiveis e também sobre como deve funcionar o célculo
de valores a pagar quando o preco de determinado produto (no caso, o combustivel)
possui mais de duas casas decimais. Se necessario, o professor deve apresentar
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novamente as referéncias de pesquisa, explicar os pontos mais importantes e dar
exemplos para que haja maior esclarecimento.

Os estudantes deverao responder novamente as perguntas 1, 2 e 3, propostas
na aula anterior. Agora, no entanto, deverao utilizar nao s os conhecimentos
matematicos, mas também os relacionados a legislacao. Além disso, devem comparar
os valores obtidos na aula anterior com os encontrados na aula atual.

E interessante que os grupos discutam sobre a importancia de uma pessoa ter
conhecimentos matemaéticos e legais para que saiba se posicionar perante uma situacao
de consumo e nao sofra prejuizos.

A aula deve ser finalizada com a seguinte pergunta:

e Se uma pessoa possui um automével flex, em que situagdes compensa (econo-
micamente falando) abastecer com etanol ou gasolina?

Como preparagao para a proxima aula, os estudantes devem ser orientados a
pesquisar a referéncia seguinte, concentrando os olhares na coluna cujo titulo é
“Quilometragem por Litro”. Caso os pais, amigos, vizinhos ou parentes possuam um
automdvel, peca que registrem os valores para etanol e gasolina/diesel, considerando
apenas deslocamentos na cidade:

e Tabelas de Consumo/Eficiéncia Energética: [39]

Aula 03: Os estudantes devem, novamente, ser organizados em grupos de quatro
componentes para construir uma planilha relacionando as informagoes registradas
por cada um, a partir da pesquisa proposta, de acordo com o tutorial:

1. Reproduza a estrutura da planilha da figura 5.7.

A B C D
uilometragem por litro

Marca/modelo Q BEM B i
2 Etanol Gasolina
3 A

Etanol/gasolina

B
5 C
D

Figura 5.7: Quilometragem por litro.

2. Preencha as células B3 a B6 e C3 a C6 da planilha com as informagoes
registradas por cada componente do grupo, conforme a pesquisa proposta
(como exemplo, temos a figura 5.8).
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A B C D
‘ Marca/modelo Ripalisnu g en i “,tm Etanol/gasolina
2 Etanol Gasolina
A 6,6 9,6
i B 8,1 11,8
Cc 8,9 13,1
6 D 8,6 12,8

Figura 5.8: Quilometragem por litro.

3. Responda a seguinte pergunta: O que significam os valores registrados nas colu-
nas B e C? Em outras palavras, o que significa dizer que 8,1 é a quilometragem
por litro do automodvel da marca B, quando abastecido com etanol?

Obs.: E importante que os estudantes compreendam que o valor 8,1, presente
na célula B4, indica que o automovel correspondente consumird 1 litro de
etanol para percorrer uma distancia de 8,1 quilometros. Além disso, devem
compreender que, no caso do modelos presentes na figura 5.8, os automdoveis
percorrem uma menor distancia com um litro de etanol, em comparacao com a
distancia percorrida com a mesma quantidade de gasolina.

A seguir, o professor deve propor outra pergunta, que pode ser respondida com
o uso de uma calculadora:

: utomov uan itr ina serao n ATl r

4. No caso do automovel B, quantos litros de gasolina serao necessarios para se
percorrer 8,1 km (a distancia que esse automdvel percorre com um litro de
etanol)?

Obs.: Os grupos devem mostrar os raciocinios utilizados, além das respostas.
5. Efetue o mesmo calculo para os outros automoveis, A, C e D.

6. Clique na célula D3 e digite a seguinte férmula: “=B3/C3”. Em seguida, aperte
a tecla “Enter”. Este comando indica que na célula D3 aparecerd o resultado
da divisao do valor que esta em B3 pelo valor que esta em C3. Copie e cole o
comando da célula D3 nas células D4, D5 e D6. O resultado do procedimento
aparece na figura 5.9.

A B £ D

" Marca/modelo Quilometragem por I|:cro Etanol/gasolina
2 Etanol Gasolina
A 6,6 9,6 0,6875
4 B 8,1 11,8 0,686440678
& 8,9 13,1 0,679389313
& D 8,6 12,8 0,671875

Figura 5.9: Quilometragem por litro.
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7.

8.

10.

Obs.: Os estudantes devem comparar os valores obtidos anteriormente, com 0s
que aparecem nas células D3 a D6. Os grupos devem expor suas conclusoes e,
em sequida, prossequir na formatacao da planilha.

Selecione as células D3 a D6 e clique no icone “%”, destacado na figura 5.9.
Isso transformara os valores dessas células em valores percentuais. O resultado
do procedimento aparece na figura 5.10.

ol X =-
[ '-‘ 3 * M - =¢ Quebrar Texto Automaticamente  |Porcentagem
Ep ~

A - - = @ 0 0
Colar ~ NI S~ b~ O ~ A = = F Mesclar e Centralizar ~ L 0 B 50
Area de Transferén... 1 Fonte 3 Alinhamento [ r.‘ume.'o\ A

Calibri 120 <A A =

[
%

(1

"
il

03 - Jr | =83/c3
A B C D E
Marca/modelo Quilometragem por I',t ro Etanol/gasolina

2 Etanol Gasolina

3 A 6,6 9,6 69%

4 B 8,1 11,8 69%

5 C 8,9 13,1 68%

6 D 8,6 12,8 67%

Figura 5.10: Quilometragem por litro.

Responda: No caso do automoével B, ao se dividir 8,1 por 11,8, a planilha
fornece o resultado de 69%. Qual é o significado disso?

Obs.: Os estudantes devem ser levados a compreender que a distancia percorrida
com um litro de etanol € igual a 69% da distancia percorrida com um litro de
gasolina.

. Retornando a pergunta proposta no fim da aula anterior: Para cada um

dos automoveis, em que situacao é melhor abastecer com etanol ou gasolina,
considerando apenas aspectos matematicos?

Obs.: Os estudantes devem ser capazes de dar respostas sequras, que demonstrem,
compreensao do assunto. No caso do automovel B, para uma mesma distancia
a ser percorrida, o consumo de gasolina é 69% do consumo de etanol. Sendo
assim, se o preco por litro do etanol custar mais do que 69% do preco por litro
da gasolina, é melhor abastecer com gasolina. Se custar menos do que 69%, é
melhor abastecer com etanol. E se for igual a 69%, ¢ indiferente a escolha do
combustivel, em termos matemdticos.

Para finalizar, os estudantes devem elaborar respostas sintéticas para as seguin-
tes perguntas:

Por que os pregos dos combustiveis sao exibidos com trés algarismos a direita
da virgula?
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11. Como ¢ feito o calculo do valor total a pagar quando os precos dos produtos

sdo expressos com mais de duas casas decimais (ou seja, quando os pregos vao

além dos centavos de real)?

12. Como o cidadao que possui um automével pode proceder para ter segurancga,

no ato da compra, ao optar pelo abastecimento com gasolina ou etanol?

5.2 Consumo de Agua

Nesta secao, apresentamos uma sequéncia de atividades para qualquer série
do Ensino Médio. Por meio da compreensao do modelo matematico subjacente a

formacao dos valores de uma conta de dgua da COPASA, os estudantes lidarao, em

um contexto real, com contetidos relacionados a niimeros racionais, funcao afim,

funcao definida por partes, média aritmética, medidas de capacidade, porcentagem e

interpretacao de graficos e tabelas.

1. Objetivos:

e Ler e compreender uma conta de agua da COPASA.

e Compreender o modelo matemético envolvido na formagao de valores

a pagar de uma conta de dgua da COPASA, a partir da leitura e da

compreensao da tabela de tarifas.

e Avaliar o impacto econdomico, em uma residéncia, ocasionado pela reducao

no consumo de agua.

2. Contetdos:

Operagoes com numeros racionais;
Funcao afim;

Funcao definida por partes;

Média aritmética;

Conversao de medidas de capacidade;

Porcentagem;

Leitura e interpretacao de graficos e tabelas.

3. Série:

Qualquer série do Ensino Médio.

4. N° de aulas:

4.

5. Material necessario:
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6.

e Computadores com acesso a internet e algum software editor de planilhas
eletronicas;

e (Calculadoras.

Desenvolvimento:

Como preparagao, o professor deve solicitar aos estudantes que apresentem, na
aula seguinte, uma cépia de uma conta de dgua residencial recente, da COPASA,

conforme o modelo da figura 5.11.

Aula 01: Os estudantes devem se organizar em grupos de quatro componentes

para analisar uma conta de agua e seguir o tutorial:

1.

Faca uma leitura geral da conta de dgua. Observe, principalmente, as informa-
¢oes relacionadas a consumo e valores.

. Localize o histérico de consumo, com dados dos tltimos 12 meses (quadro “1”

da figura 5.11). Compare os volumes consumidos com os outros componentes
do grupo.

. Localize a parte em que aparecem as tarifas e a descrigao dos servigos,/langamentos

(quadro “2” da figura 5.11). Observe os valores que compdem a tarifa cobrada
pela COPASA. Compare esses valores com os outros componentes do grupo.

A partir da andlise do quadro “1” e, com o uso de uma calculadora, os estudantes
) )
devem responder as préxirnas perguntas:

Selecione trés meses e, para cada um, calcule o consumo médio didrio de agua.
Y )

Quais foram os valores obtidos? Eles sao iguais aos valores que aparecem no

quadro “177

Obs.: Na calculadora, para os meses jun/2017, ago/2017 e nov/2017, por
exemplo, os valores médios aproximados, em litros, sao respectivamente iguais
a 161,29; 241,38 e 344,83. Os respectivos valores no quadro “1” sao 161, 241 e
344. Nota-se, portanto, que a composi¢cao do quadro considera apenas valores
mteiros.

. Qual é o consumo médio mensal, considerando os 12 meses apresentados no

quadro “1”? Compare o valor obtido com o que aparece no quadro.
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NOTA FISCAL / FATURA DE SERVICOS 2* via emitida em: 14/12/2017
Companhia de Saneamento de Minas Gerais
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AGD/2017 7.000 29 241
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TRIBUTOS INCIDENTES SOBRE O FATURAMENTO: PISICOFINS - VALOR, RS 4,53
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Figura 5.11: Modelo de conta da COPASA do ano de 2017 (arquivo pessoal).

Obs.: Na calculadora, o valor obtido € aproximadamente igual a 7333,33.
Comparando com o valor que aparece no quadro “1”, nota-se uma grande
diferenca, como se houvesse um arredondamento “para cima” O professor pode
aproveitar a oportunidade para retomar os conceitos relacionados a conversao
de medidas (litros em metros cibicos, e vice-versa).

Agora, os estudantes devem acessar a seguinte referéncia, com o objetivo de
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conhecer as tarifas aplicaveis aos usudrios residenciais. Se necessario, o professor
deve fazer recortes no texto, de modo que a pesquisa se torne mais objetiva.

e Resolucio ASRAE-MG, de 29 de junho de 2017: [7]

Agora, os estudantes deverao responder as seguintes perguntas:

6. Ha quantas faixas de consumo para as tarifas residenciais?

7. O que representam as faixas de consumo e quais sao os valores cobrados em
cada faixa?

Obs.: O professor deve auziliar os estudantes na leitura da tabela, de modo
que compreendam que, para diferentes faixas de consumo de dgua e esgoto, hd
diferentes valores cobrados por metro cibico (1 000 litros).

Apés a andlise da tabela tarifaria e a partir da analise do quadro “2” os estu-
dantes devem responder as seguintes perguntas, com o uso de uma calculadora:

8. Quantos metros cibicos (milhares de litros) foram consumidos em cada faixa
de tarifa?

Obs.: Na figura 5.11, foram consumidos & 000 litros na primeira faiza e outros
5 000 na sequnda faiza.

9. Ha diferengas entre os valores cobrados por metro cibico, em cada uma das
faixas (na tabela tarifiria), em comparagao com os valores cobrados por metro
cubico na conta de dgua?

Obs.: Na conta de dgua, aparecem os valores R$ 9,60 e R$ 30,89 para consumo
de dgua, R$ 8,99 ¢ R$ 28,57 para consumo de esgoto. Entretanto, na tabela
tarifdria, aparecem os valores R$ 0,96 e R$ 3,089 para consumo de dgua,
R$ 0,89 e R$ 2,857 para consumo de esgoto. O professor deve auxiliar os
estudantes para que compreendam esse equivoco, uma vez que oS valores que
aparecem na conta de dgua gerariam um valor a pagar de 10 vezes o realmente
devido.

Aula 02: Os estudantes devem, novamente, se organizar em grupos de quatro
componentes. De posse da tabela tarifiria obtida em [5] e de uma conta de dgua
residencial (com coleta e tratamento de esgoto®), deverao seguir o tutorial para

6Nesta sugestdo de atividade utilizamos uma conta desse tipo. Porém, as contas de dgua trazidas
pelos estudantes também podem ser do tipo residenciais sem tratamento de esgoto, apenas com
coleta. Nessa situacao, as planilhas apresentadas nas figuras 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15 devem ter os
valores da linha 3 adaptados, conforme a tabela tarifiria da COPASA [5]. Consequentemente, o
grafico apresentado na figura 5.16. terd algumas diferencas.
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determinar o valor a pagar pelo consumo de 45 metros cibicos (45 mil litros) de
agua:

1. Construa a estrutura da planilha que estd na figura 5.12.

A

B

D

E

A c F G H \
Faixa Fixa |0a5m?/>5a10m?®|>10a15m? |>15a 20 m?|> 20 a 40 m?|> 40 m?|Total

> | Valor da faixa (dgua) - RS |15,29| 0,96 3,089 6,407 7,637 8,326 13,662 -

s | Valor da faixa [esgoto) - RS | 14,14| 0,89 2,857 5,926 7,064 7,702 12,637 | -

4 Consumo 0 5 5 5 5 20 5 45

5 Recursos hidricos (RS) 0,26 | 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 | 0,26

8 Valor a pagar

Figura 5.12: Valor a pagar - conta de agua.

Na célula B6, escreva a formula “=B2+B3+B5”. Na célula C6, escreva a
formula “=(C24C3)*C44-C5”. Copie e cole esta tltima férmula nas células D6
a H6.

Na célula 14, escreva a férmula: “=soma(B4:H4). Copie e cole esta férmula na

célula 16. A planilha ficara conforme a figura 5.13.

A

B

D

E

E

G

H

Faixa Fixa [0a5m?®|>5al0m?®|>10a15m® [>15a20 m?*|>20a40m?| >40 m*| Total
Valor da faixa [4gua) - R$ | 15,29| 0,96 3,089 6,407 7,637 8,326 13,662 -
Valor da faixa (esgoto) - RS | 14,14 | 0,89 2,857 5,926 7,064 7,702 12,637 -
Consumo 0 5 5 5 5 20 5 45
Recursos hidricos (RS) 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26
Valor a pagar 29,69| 9,51 29,99 61,925 73,765 320,82 131,755 | 657,455

Figura 5.13: Valor a pagar - conta de agua.

4. Salve a planilha, conforme as orientacoes do professor, para que possa utilizar

nas préximas aulas.

Obs.: Os estudantes devem compreender que, de acordo com a figura 5.13, o
valor a pagar pelo consumo de 45 m? de dgua e esgoto é R$ 655,63 (o 4iltimo di-
gito foi suprimido, aplicando-se a Lei do Real). Entretanto, observando a figura
5.11, existem, ainda, duas tazas, relactonadas a cobrancas pelo uso de recursos
hidricos - dgua e esgoto -, nos valores, respectivamente, de R$ 0,21 e R$ 0,05.
Portanto, agregando esses valores, obtém-se R$ 655,89.

O professor pode propor que os estudantes pesquisem sobre a cobranga de

recursos hidricos [38], como atividade complementar.

Quais seriam os valores a pagar pelo consumo de quantidades de dgua/esgoto
nos limites dos intervalos (5, 10, 15, 20 e 40 - inclua também o valor 45, isso
sera 1til na Aula 04) em que ocorrem os acréscimos nos valores cobrados por
m3? Como a planilha pode ser ttil para isso?
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6. Qual seria a economia, em reais, se uma familia que consome 45 m? de 4gua,

por més, reduzisse o consumo para 40 m*® (desconsidere as cobrangas pelo uso

de recursos hidricos)? Essa economia equivale a que porcentagem?

Obs.

: Na situacao estudada, a conta seria reduzida de R$ 655,63 para R$ 524,14,

o que representa uma reducdo de, aproximadamente, 20%. E importante que

0s grupos tenham a oportunidade de compartilhar entre si e com o professor

as diferentes formas de raciocinio utilizadas na construcao de suas respostas.

Como atividade complementar/interdisciplinar, € interessante que o professor

proponha uma pesquisa relacionada a mudancga de habitos de uma familia, com

o objetivo de reduzir o consumo de dgua.

Aula 03: Organizados em grupos de quatro componentes, de posse da tabela
tarifaria obtida em [5] e de uma conta de dgua residencial (com coleta e tratamento de

esgoto), os estudantes deverao seguir o tutorial para determinar o modelo matemético

associado a formacao de pregos de uma conta de dgua da COPASA.

1. De acordo com a tabela tarifaria e considerando a cobranga por uso de recursos
hidricos, qual é a taxa minima cobrada pela COPASA, ou seja, se nao houver
qualquer consumo, qual sera o valor a pagar?

2. Agora, considere x como a quantidade de metros ctibicos consumidos.

(a)

Qual é a expressao que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
de até 5 m3?

Qual é a expressao que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
maior do que 5 e de até 10 m3?

Qual é a expressao que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
maior do que 10 e de até 15 m3?

Qual é a expressao que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
maior do que 15 e de até 20 m3?

Qual é a expressao que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
maior do que 20 e de até 40 m3?

Qual é a expressdo que nos permite obter o valor a pagar para um consumo
maior do que 40 m3?

Obs.: Os estudantes devem fazer as interpretacoes necessdrias e os calculos
apresentados na se¢ao 4.2. E importante que o professor esteja atento a
interpretacoes equivocadas por parte dos estudantes. Por exemplo, para
um consumo de 18 m3, os valores cobrados por metro cibico pertencem a
faixas diferentes. Isso influencia na formag¢ao do modelo matemdatico, que
serd uma funcao definida por partes, sendo que cada parte é uma funcdao
afim. Ou seja, temos uma funcao poligonal, conforme estudo apresentado
na subsecao 3.5.4.
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Aula 04: Nesta aula, os grupos seguirao o tutorial a seguir, com o objetivo
de construir o modelo matematico para valores a pagar em uma conta de dgua da

COPASA, obtido na aula anterior.

1. Acesse a planilha construida na Aula 02 (figura 5.15). A partir dos dados
dessa planilha, outra planilha sera construida (figura 5.14), da seguinte forma:

(a) Construa a estrutura da planilha destacada, representada na figura 5.14.

A B C D E F G H | J K L
1 Faixa Fixa |[0a5m3|>5a10m?|>10a15m? |[>15a20m?|>20a40m?®| >40m? | Total Consumo (m?3)| Valor a pagar (R$)
2 | Valor da faixa (dgua) -R$ |1529| 0,96 3,089 6,407 7,637 8,326 13,662
3 | Valor da faixa (esgoto) - R$ [ 14,14 | 0,89 2,857 5,926 7,064 7,702 12,637 -
4 Consumo 0 5 5 5 5 20 5 45
5 Recursos hidricos (R$) 0,26 | 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26
6 Valor a pagar 2969| 9,51 29,99 61,925 73,765 320,82 | 131,755 | 657,455

Figura 5.14: Consumo X valor a pagar - conta de agua.

(b) Nas células K2 a K8, digite os valores das células B4 a H4, na mesma
ordem.

(c) Nas células L2 a L8, digite as seguintes férmulas:
i. L2: =B6
ii. L3: =soma(B6:C6)
iii. L4: =soma(B6:D6)
iv. L5: =soma(B6:E6)
v. L6: =soma(B6:F6)
vi. L7: =soma(B6:G6)
vii. L8: =soma(B6:H6)

O resultado devera ser igual ao que aparece na figura 5.15.

A B L D E F G H | J K L
1 Faixa Fixa |[0a5m?|>5a10m?[>10a15m? [>15a20m?[>20a40m?| >40m? | Total Ci (m?)| Valor a pagar (R$)
2 | Valor da faixa (gua) -R$ |1529| 0,96 3,089 6,407 7,637 8,326 13,662 - 0 29,69
3 | Valor da faixa (esgoto) - R$ [ 14,14 | 0,89 2,857 5,926 7,064 7,702 12,637 - 5 39,2
4 Consumo 0 5 5 5 5 20 5 45 10 69,19
Recursos hidricos (R$) 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 15 139,115
6 Valor a pagar 29,69| 9,51 29,99 61,925 73,765 320,82 131,755 | 657,455 20 204,88
7 40 525,7
8 45 657,455

Figura 5.15: Consumo X valor a pagar - conta de agua.

(d) Utilizando a ferramenta de inser¢ao de gréficos, crie um grafico de linhas,
fazendo as formatacoes adequadas. O resultado deve ser semelhante ao
apresentado na figura 5.16.



Capitulo 5. Aplicacées em sala de aula 96

Figura 5.16: Consumo (m? )X Valor a pagar (R$) - conta de dgua.
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Obs.: Neste momento, o professor pode reforcar os conceitos de fungoes
definidas por partes e também de funcoes poligonais, conforme estudado
na subsecao 3.5.4.

5.3 Consumo de Energia Elétrica

Nesta secao, apresentamos uma sequencia de atividades que podem ser aplicadas
em qualquer série, a partir do 7° ano do Ensino Fundamental. Compreendendo o
modelo matemaético associado a formacgao de precos de uma conta da CEMIG, os
estudantes desenvolverao conhecimentos relacionados as operagoes com numeros
racionais, porcentagem, proporcionalidade e interpretacao de graficos e tabelas.

1. Objetivos:

e Ler e compreender uma conta de energia elétrica da CEMIG.

e Compreender o modelo matematico associado a formacao de valores a
pagar de uma conta de energia da CEMIG.

e Avaliar o impacto da carga tributaria nas contas de energia elétrica da
CEMIG, no orcamento familiar.

e Avaliar o impacto economico, em uma residéncia, ocasionado pela reducao
no consumo de energia.
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2. Contetdos:

e Operacoes com nimeros racionais;
e Porcentagem;
e Proporcionalidade;

e Leitura e interpretacao de graficos e tabelas.
3. Série:

e Qualquer série a partir do 7° ano do Ensino Fundamental.
4. N° de aulas:

o 2.

5. Material necessario:

e Calculadoras;

e Computadores com acesso a internet.
6. Desenvolvimento:

Como preparacao, o professor deve solicitar aos estudantes que apresentem, na
aula seguinte, uma cépia de uma conta de energia elétrica recente, da CEMIG,
conforme o modelo apresentado na figura 5.17.
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Figura 5.17: Modelo de conta da CEMIG - [29].

Aula 01: Os estudantes devem se organizar em grupos de quatro componentes
para analisar uma conta de energia elétrica e seguir o tutorial:

1. Faca uma leitura geral da conta de energia elétrica. Observe, principalmente,
as informacoes relacionadas a consumo e valores.

2. Localize o histérico de consumo, com dados dos tltimos 13 meses (quadro “1”
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da figura 5.17). Compare os volumes consumidos com os outros componentes
do grupo.

3. Localize a parte em que aparecem os valores faturados, encargos e tarifas
aplicadas (quadro “2” da figura 5.17). Observe os valores que compdem a tarifa
cobrada pela CEMIG. Compare esses valores com os outros componentes do

grupo.

4. Verifique o quadro “3” da figura 5.17. Compare os valores com os outros
componentes do grupo.

A partir da andlise dos quadros “17, “2”, “3” e, com o uso de uma calculadora,
os estudantes devem responder as seguintes perguntas:

5. Selecione trés meses e, para cada um, calcule o consumo médio diario de
energia elétrica. Quais foram os valores obtidos? Eles sao iguais aos valores
que aparecem no quadro “177

Obs.: Na calculadora, para os meses mar/16, jun/16 e nov/16, por exemplo,
os valores médios aproximados, em kWh, sao respectivamente iguais a 4,34,
4,06 € 3,69 (com arredondamento). Os respectivos valores no quadro “1” sao
4,34; 4,06 e 3,68. Nota-se, portanto, que o quadro é composto por numeros
com duas casas decimais, sem arredondamento.

6. Qual é o consumo médio mensal, considerando os 13 meses apresentados no
quadro “177

Obs.: Na calculadora, o valor obtido € iqual a 141. O professor pode aproveitar
a oportunidade para retomar os conceitos relacionados a média aritmética.

7. Como ¢é obtido o valor, em reais, que aparece no canto superior direito do
quadro “2” (no caso da figura 5.17, o valor é de R$ 101,01)?

Obs.: Espera-se que os estudantes compreendam que devem multiplicar a quanti-
dade pelo preco (no caso da figura 5.17, deve-se multiplicar 122 por 0,82822887.
Contudo, na calculadora, o valor obtido é de aproximadamente R$ 101,04,
diferente do que aparece na conta). O professor pode aproveitar a oportunidade
para discutir critérios de arredondamento numérico.

8. Como é obtido o valor a pagar da conta (no caso da figura 5.17, o valor é de
R$ 113,74)7 Calcule esse valor e compare com os valores obtidos pelos outros
componentes do grupo.

)

Obs.: Os estudantes devem compreender que basta somar os “Valores Faturados’
com os valores de “Encargos/Cobranga” (no caso da figura 5.17, deve-se somar
R$ 101,01 com R$ 12,73). O professor deve aproveitar a oportunidade para
discutir sobre a mecessidade de haver clareza nas informacoes presentes na
conta de energia elétrica, facilitando a leitura pelo cidadao.
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9. Como obter o valor a pagar, da conta de energia elétrica sem impostos? Calcule
esse valor e compare com os valores obtidos pelos outros componentes do grupo.

Obs.: Os estudantes devem compreender que € necessario multiplicar o valor
que estd no quadro “2”, abaizo do titulo “Tarifas aplicadas (sem impostos)” pelo
consumo, que aparece no alto do mesmo quadro (no caso da figura 5.17, deve-se
multiplicar 0,54572 por 122 e obtém-se RS 66,57).

10. Descontando a Contribui¢ao para Custeio de [luminagao Publica - CIP (no
caso da figura 5.17, R$ 12,73), qual é a variacao percentual entre o valor a
pagar sem impostos, com o valor da fatura (no caso da figura 5.17, deve-se
determinar a variacao percentual entre R$ 66,57 e R$ 101,01)7 Compare o
valor encontrado com os valores obtidos pelos outros componentes do grupo.

Obs.: No caso da figura 5.17, a variacao é de 51,7%. O professor deve aproveitar
a oportunidade para discutir com os estudantes aspectos relacionados a carga
tributdria presente em uma conta de energia elétrica.

Neste ponto o professor deve intervir para explicar aos estudantes que os tributos
na conta de energia elétrica integram a propria base de cdlculo. Por esse motivo,
apesar do quadro “3” indicar que a aliquota (percentual com que o tributo incide sobre
o valor tributado) do ICMS € de 30%, nao basta elevar em 30% o valor da conta sem
impostos, para se obter o valor real a pagar. Na segcao 4.3, este assunto é estudado e
discutido com detalhes. O professor pode recorrer ao texto para que possa orientar os
estudantes corretamente.

Para finalizar a primeira aula, o professor deve propor aos estudantes que pesqui-
sem, em casa, as seguintes referéncias, para que possam responder a outras perguntas
na proxima aula:

e Bandeiras Tarifarias: [28]

e Por dentro da conta de luz: informagao de utilidade publica: [3] e [2].

Aula 02: Os estudantes devem se organizar, novamente, em grupos. Em seguida,
devem acessar os sites indicados no fim da aula anterior e responder as perguntas:

1. De acordo com a pesquisa, o que sao bandeiras tarifarias e por que foram
criadas? Como elas influenciam no valor da conta de energia elétrica?

2. Qual bandeira tarifaria foi aplicada na conta que vocé trouxe?

3. Que atitudes os consumidores podem adotar para reduzir o valor da conta de
energia elétrica?” Proponha algumas situagoes praticas e calcule os valores que
podem ser economizados.

Obs.: A ideia da ultima pergunta € extrapolar os conceitos matemdticos. Para
orientar os estudantes, o professor pode propor que pesquisem modelos de
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chuveiros elétricos e lampadas que consomem menos energia. Questoes rela-
ctonadas a duragao de tempo de banho, temperatura da dgua do chuveiro e
eletrodomésticos deizados em modo standby também sao interessantes.

5.4 Sistema Eleitoral Brasileiro

As sugestoes de atividades apresentadas nesta secao podem ser aplicadas em
qualquer série, a partir do 6° ano do Ensino Fundamental. Havendo possibilidade,
seria interessante que tais atividades compusessem um projeto interdisciplinar sobre
elei¢oes, o que permitiria o didlogo e aproximaria a Matematica das Ciéncias Humanas
em um contexto tao importante para os cidadaos.

1. Objetivos:

e Compreender os modelos matematicos associados aos sistemas majoritario
e proporcional.

e Compreender por que, no sistema proporcional, ha situacoes em que
candidatos com uma menor quantidade de votos sao eleitos, enquanto
outros que recebem mais votos, nao sao.

2. Conteudos:

e Operacoes com nimeros racionais.
3. Série:

e Qualquer série, a partir do 6° ano do Ensino Fundamental.
4. N° de aulas:

e 1 ou?2.

5. Material necessario:

e Computadores com acesso a internet;

e Calculadoras.
6. Desenvolvimento:
Os estudantes devem seguir o seguinte roteiro de perguntas/atividades:

1. Quais sao as principais caracteristicas do Sistema Majoritario? Qual é a
diferenga entre o sistema de maioria simples e o sistema de maioria absoluta?

Os grupos deverdo apresentar respostas baseadas nas informagoes presentes nas
pdginas 2 e 3 de []9].
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2. Em que situacoes sao aplicados os sistemas de maioria simples e maioria
absoluta?

Obs.: Os grupos deverao apresentar respostas baseadas nas informacoes pre-
sentes nas paginas 2 e 3 de [/9].

3. De acordo com a legislacao, o que ocorre se houver empate no segundo turno
de uma eleigao?

Obs.: Os grupos deverao apresentar respostas baseadas nas informagoes pre-
sentes no Artigo 2°, pardgrafo 1° de [27].

4. O que significam os termos: (1) Quociente eleitoral; (2) Quociente partidario;
(3) Lista aberta; (4) Lista Fechada; (5) Clausula de barreira?

Obs.: Os grupos farao as buscas dos respectivos termos em [2]] para redigirem
suas respostas.

Para responder as préximas questoes, os estudantes devem acessar o site [13]
e utilizar os dados das eleicoes ocorridas em alguma cidade. Para que o
procedimento nao se torne demasiadamente extenso, é interessante escolher
uma cidade pequena, com poucos habitantes.

5. Como se calcula o Quociente Eleitoral?

Obs.: O método do cdlculo ja foi explicado na questao 4. O objetivo aqui é que
se aplique o calculo no exemplo real de uma cidade.

6. Como se calcula o Quociente Partidario?

Obs.: O método do cdlculo ja foi explicado na questao 4. O objetivo aqui é que
se aplique o calculo no exemplo real de uma cidade.

7. Faca todos os cédlculos a fim de distribuir todas as vagas aos vereadores corres-
pondentes, de acordo com as referéncias estudadas. E importante que se levem
em conta as “sobras”, a “média” e a “clausula de barreira”.

Observacoes:

e Para compreender o mecanismo do cdlculo da média, das sobras e da
clausula de barreira, os estudantes podem se basear em: Artigo 109, inciso
I de [19]; Artigo 149, pardgrafos 1°, 2° e 3° de [20]; Artigo 150 de [20];
Artigo 166 de [20].

e Caso o professor perceba que a consulta as fontes nao € suficiente para
o desenvolvimento da atividade, deve apresentar, como exemplo, as ex-
plicacoes da secao /4.4, com o exemplo da cidade de Florestal. Assim,
os estudantes compreenderao que existem candidatos que sao eleitos pelo
quociente eleitoral, enquanto outros podem ser eleitos por média.
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5.5 Alimentos

As sugestoes de atividades apresentadas nesta secao podem ser aplicadas em
qualquer série, a partir do 7° ano do Ensino Fundamental. Havendo possibilidade,
seria interessante que tais atividades compusessem um projeto interdisciplinar sobre
nutricao, o que permitiria o didlogo e aproximaria a Matematica das disciplinas de
Ciéncias da Natureza/Biologia e Educagao Fisica.

1. Objetivos:

e Compreender as principais informagoes presentes nos rétulos de alimentos
industrializados.

e Utilizar calculos de proporcionalidade para comparar informagoes presentes
em rétulos de alimentos industrializados.

e Ser capaz se escolher alimentos industrializados mais saudéaveis, a partir
da leitura e da compreensao das informacoes nutricionais presentes nos
rotulos desses alimentos.

2. Contetdos:

e Proporcionalidade;
e Porcentagem;
e Operacoes com nimeros racionais;

e Leitura e interpretacao de tabelas.
3. Série:

e Qualquer série, a partir do 7° ano do Ensino Fundamental.
4. N° de aulas:

o 4.

5. Material necessario:
e (Calculadoras.
6. Desenvolvimento:

Como preparacao para a atividade o professor deve solicitar aos estudantes que
facam a leitura prévia da referéncia seguinte:

e Rotulagem nutricional obrigatéria: manual de orientacao aos consumidores:

[10]

O professor também orientara a organizacao dos estudantes em grupos de quatro
componentes. Cada grupo sera responsavel de trazer, para a aula seguinte, rétulos
de alimentos industrializados de um mesmo tipo, por exemplo:
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e Grupo 1: Achocolatado em pé (diversificar marcas);

e Grupo 2: Pao de forma (integral, de leite, tradicional);

e Grupo 3: Leite (caixinha, saquinho, integral, desnatado);
e Grupo 4: Oleo (soja, girassol, coco, azeite de oliva);

e Grupo 5: logurte (grego, integral, desnatado, com frutas);
e Grupo 6: Suco de caixinha (diversificar sabores e marcas);

e Grupo 7: Biscoito recheado (diversificar sabores e marcas).

Awula 01: Nesta aula os grupos se organizarao com o objetivo de elaborar uma
apresentacao para toda a turma, com as perguntas a seguir, cujas respostas serao
obtidas a partir da leitura da referéncia indicada na aula anterior. Cada grupo
sera responsavel por, na apresentagao, responder a algumas das perguntas. Se
necessario, o professor deve disponibilizar ou solicitar aos grupos que providenciem a
reprodugao do texto da referéncia indicada para pesquisa. Se a escola possuir tablets
ou computadores, o texto pode ser disponibilizado nos dispositivos, diminuindo,
assim, o consumo de papel.

1. Qual é o Orgao responsavel pela regulagao da rotulagem de alimentos? Qual é
o objetivo da criacao do manual de orientacao aos consumidores?

Obs.: Os grupos obterao essas respostas a partir da leitura das pdginas 5 e 6
da referéncia indicada para pesquisa.

2. Quais sao as informacoes que sempre devem estar presentes nos rétulos dos
alimentos e qual o significado de cada uma delas? Indique a presenca de tais
elementos no rétulo de algum alimento trazido pelos componentes do seu grupo.

Obs.: Os grupos deverao falar sobre os sequintes itens: lista de ingredientes,
origem, prazo de validade, conteudo liquido, lote e informacdo nutricional
obrigatoria.

3. O que os rotulos dos alimentos nao devem apresentar?

Obs.: Os grupos deverao apresentar as informagoes presentes na pagina 8 da
referéncia indicada.

4. Quais sao os elementos que compoem a informacao nutricional obrigatoria e
qual é o significado de cada um deles? A partir de qual referéncia os “VD” de
carboidratos, proteinas, gorduras totais, gorduras saturadas, fibra alimentar e
sodio sao calculados?

Obs.: Os grupos deverao apresentar as informagoes presentes na pagina 9 da
referéncia indicada.
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D.

10.

11.

12.

O que significam os itens da tabela de informacao nutricional dos rétulos?

Obs.: Os grupos deverdo apresentar as informagoes presentes nas pdginas 10 e
11 da referéncia indicada.

Além da compreensao da informacao nutricional obrigatoéria, que atitudes o
consumidor pode adotar para ter uma alimentacao mais saudavel?

Obs.: Os grupos deverdao apresentar as informacoes presentes na pdagina 12 da
referéncia indicada.

Como o consumidor pode fazer para compreender melhor a informagao nutrici-
onal de um alimento que consome em por¢ao menor ou maior que a indicada
no roétulo?

Obs.: Os grupos deverdo apresentar as informagoes presentes na pagina 13 da
referéncia indicada.

Por que alguns alimentos apresentam tabelas de informagoes nutricionais
incompletas?

Obs.: Os grupos deverao apresentar as informacoes presentes na pagina 13 da
referéncia indicada.

Quais sao os modelos de exibicao da informagao nutricional permitidos pela
legislacao?

Obs.: Os grupos deverao apresentar as informacoes presentes na pagina 15 da
referéncia indicada.

Quais alimentos embalados estao dispensados de apresentarem rétulos com
informacao nutricional? Produtos com embalagens muito pequenas também
devem apresentar rotulagem nutricional? E obrigatorio apresentar a medida
caseira? Produtos vendidos a granel ou pesados a vista do consumidor também
devem apresentar rotulagem nutricional? Por que o nutriente “Gordura Trans”
nao tem VD? Por que, em alguns rétulos, nao ha a presenca de todos os
nutrientes?

Obs.: Para responder a este grupo de perguntas, os grupos deverao apresentar
as informacoes presentes nas paginas 17 e 18 da referéncia indicada.
O que sao alimentos Diet e Light? Quais sao as diferencas entre eles?
Obs.: Os grupos deverao apresentar as informagoes presentes na pagina 19 da

referéncia indicada.

Que atencao especial as pessoas com alguns tipos de doengas devem ter ao
consumirem certos tipos de alimentos? Como a informacao nutricional presente
nos rétulos pode auxiliar essas pessoas?

Obs.: Os grupos deverdo apresentar as informagcoes presentes nas pdginas 20 e
21 da referéncia indicada.
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13. Como as porcoes indicadas nos réotulos se relacionam com as medidas caseiras
correspondentes?

Obs.: Os grupos deverao apresentar a tabela presente na pagina 22 da referéncia
indicada.

Aula 02: Nesta aula os grupos apresentarao as respostas para as perguntas
propostas para discussao na aula anterior.

Aula 03: Nesta aula, de posse dos rotulos dos alimentos industrializados, cada
grupo deverd criar uma escala de saudabilidade de alimentos do mesmo tipo, con-
siderando as informacgoes nutricionais e as referéncias para consumo dos principais
nutrientes em uma dieta de 2000 kcal (ver tabela 4.6): carboidratos, proteinas,
gorduras totais, gorduras saturadas, fibra alimentar e sédio. Na proxima aula, os
grupos realizagao uma nova apresentacao para os demais colegas de turma.

Para que isso ocorra, o professor deverd propor o seguinte roteiro orientador:

1. Qual é a quantidade de cada um dos principais nutrientes de cada um dos
alimentos?

2. As porgoes e/ou medidas caseiras sao as mesmas para todos os alimentos? Caso
nao seja, o grupo deverd escolher a porgao/medida caseira que aparece com
maior frequéncia e calcular a quantidade dos nutrientes de todos os alimentos
utilizando essa referéncia.

3. Verifique se o VD de cada um dos nutrientes corresponde aos valores da tabela
16. B importante que os VDs também estejam relacionados as quantidades de
nutrientes considerando uma mesma por¢ao/medida caseira, o que foi feito no
item anterior.

4. Quais sao outros tipos de nutrientes que aparecem na informacao nutricional
dos alimentos? Em qual quantidade? Compare as quantidades utilizando o
mesmo critério dos itens anteriores, ou seja, considere a mesma por¢ao/medida
caseira para todos os alimentos.

Obs.: Para os dois ultimos itens, os estudantes desenvolverdo cdlculos envol-
vendo proporcionalidade e porcentagem, assim como oS apresentados na secao
4.5. Caso o professor considere necessario, poderd realizar alguns cdlculos como
exemplo, com o objetivo de retomar os conceitos envolvendo proporcionalidade
e porcentagem.

5. Existe algum alimento com informacao nutricional diferente da estabelecida
pela ANVISA no manual de orientagoes ao consumidor? Qual alimento?

6. Entre os alimentos analisados, algum deles apresentou grande ou pouquissima
quantidade de determinado nutriente, em comparacao com os outros do mesmo
tipo? Qual foi o nutriente e qual foi a diferenca de quantidade?
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7. Para cada um dos principais nutrientes, crie uma classificacao de saudabili-
dade dos alimentos. No fim, o grupo deve eleger o alimento mais saudavel,
considerando a analise de todos os nutrientes.

Obs.: E importante que os estudantes considerem que grande quantidade de
certo nutriente nao significa que o alimento € mais sauddvel. A consulta ao
manual de orientacoes ao consumidor e o didlogo com as outras dreas do
conhecimento sao importantes para que se obtenha classificagoes corretas.

Aula 04: Nesta aula os grupos apresentarao as respostas para as perguntas
propostas para discussao na aula anterior.

5.6 Financas Pessoais

Tendo em vista a extensao do conteido de Matematica Financeira, nesta se¢ao
propomos atividades que exploram um recorte do contetido, com foco, principalmente,
em séries uniformes e sistemas de amortizagao. Nessa situacao, as planilhas eletro-
nicas e as calculadoras serao um recurso muito importante para que os estudantes
compreendam os modelos mateméaticos e nao se percam na grande quantidade de
calculos.

1. Objetivos:

e Compreender o impacto da inflacao sobre rendimentos de aplicagoes em
Poupanca e Renda Fixa;

e Compreender as regras de tributagao para aplicacoes em renda fixa;

e Compreender o mecanismo de formacao de poupanca utilizando séries
uniformes e perpetuidade;

e Compreender as regras de amortizacao de dividas por meio do Sistema
de Amortizacao Constante (SAC) e o Sistema de Amortizacao Francés
(SAF).

2. Conteudos:

Juros simples e compostos;

e Taxas;

Séries uniformes;

Perpetuidade;

Sistemas de amortizagao.
3. Série:
e Qualquer série do Ensino Médio

4. N° de aulas:
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o 4

5. Material necessario:

e Computadores com software editor de planilhas eletronicas;

e (Calculadoras.
6. Desenvolvimento:

Aula 01: Nesta aula, os estudantes compreenderao o impacto da inflacao nos
rendimentos das aplicacoes em Poupanca e Renda Fixa. Para isso, deverao se dividir
em grupos de quatro componentes, pois isso permitird a discussao e a validacao
de hipoteses entre os pares. Os estudantes devem seguir o seguinte tutorial, que
apresenta situacoes semelhantes as estudadas na se¢ao 4.6:

1. Qual serd o montante obtido a partir da aplicacao de um capital de R$ 10 000,
a uma taxa de 1% ao més, no decorrer de um ano, considerando uma taxa de
inflacao de 0,4% ao més, no regime de capitalizacao composta?

Obs.: Para responder a questdo, os estudantes deverdo usar as equagoes (3.12)
e (3.16).
2. Qual seria o montante se nao houvesse a inflagao?

Obs.: Para responder a questao, os estudantes deverdo usar a equagao (3.12).

3. A inflacao provoca, apés um ano, uma perda de que percentual no montante?

Para responder a questao, os estudantes deverdo utilizar a formula de taxa de
variacao, estudada no inicio da subsecao 3.7.0.

4. Construa a estrutura da planilha que etd na figura 5.18, de acordo com as

orientacoes:
A B C D
Més | Montante sem inflagdo | Montante com inflagdo | Variagdo percentual

2 o
3 1
4 2
3 3
6 4
T 5
8 6
9 7
10 8
1 £
2 10
11,
4 12

Figura 5.18: Evolucao do montante.

(a) Nas células B2 e C2, digite o valor do capital, ou seja, 10 000 reais.
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(b) Na célula B3, digite a seguinte férmula: “=B2*1,01”. Copie e cole essa

formula em todas as outras células da coluna B. Qual é o significado

matemaéatico

()

dessa férmula?

Na célula C3, digite a seguinte férmula: “=C2*1,00598”. Copie e cole

essa formula em todas as outras células da coluna C. Qual é o significado

matematico

dessa formula?

Na célula D2, digite a seguinte férmula: “=(C2-B2)/B2".

significado matematico dessa formula?

Qual é o

Obs.: O resultado, até o momento, deve ser o que aparece na figura 5.19

A B C D

MéEs | Montante sem inflagdo | Montante com inflagdo | Variagio percentual
2 0 10000 10000 1]
3| 1 10100 10059,8 -0,003980198
4 2 10201 10119,9576 -0,007544554
5 | 3 10303,01 10180,47495 -0,011893131
6 4 10406,0401 10241,35419 -0,015825992
7 | 5 10510,1005 10302,59749 -0,0197432
8 6 10615,20151 10364,20702 -0,023644816
g | 7 10721,35352 10426,18498 -0,027530903
10 8 10828,56706 10488,53357 -0,031401522
11 | 9 10936,85273 10551,255 -0,035256736
12 10 11046,22125 10614,3515 -0,035096605
13| 11 11156,68347 10677,82532 -0,042921191
14 12 11268,2503 10741,67872 -0,046730554

.

Figura 5.19: Evolucao do montante.

(e) Para que os valores das colunas B e C aparecam com duas casas decimais,

selecione essas duas colunas e, na tela inicial, clique no simbolo destacado

na figura 5.20, quantas vezes for necessario.

LLled PAGINAINICIAL | INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAO EXIBICAO Easy Document Creator

s v —

D gs |Calibri 'IH 'l A AN === AL R g-“'QUebrarTextoAutomaticamente
a@ - K 4

Colar 7\. NI S~ H- & A === &= & Mesclar e Centralizar ~ B2 . o o0 "
Area de Transferén... Fonte [ Alinhamento 1 Nimero "\
B2 v ‘ : | X fq\ 10000 \

A B C D E F G H |

1 Més | Montante sem inflagdo | Montante com inflagdo | Variagdo percentual
2 0 10000,00 10000,00 0
37 1 10100,00 10059,80 -0,003980198
4 2 10201,00 10119,96 -0,007944554
5 3 10303,01 10180,47 -0,011893131
6 4 10406,04 10241,35 -0,015825992
7_ 5 10510,10 10302,60 -0,0197432
8 6 10615,20 10364,21 -0,023644816
9 7 10721,35 10426,18 -0,027530903
1 Q 8 10828,57 10488,53 -0,031401522
1 1_ 9 10936,85 10551,25 -0,035256736
12 10 11046,22 10614,35 -0,039096605
13 11 11156,68 10677,83 -0,042921191
14 12 11268,25 10741,68 -0,046730554
1s

Figura 5.20: Evolucao do montante.
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(f) Para que os valores da coluna D aparegam como porcentagens com duas
casas decimais, selecione essa coluna e, na tela inicial, clique nos simbolos
destacados na figura 5.21, quantas vezes for necessario.

FLOl\e]  PAGINAINICIAL | INSERIR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAO  EXIBICAO  Easy Document Creator

“D g; . |Ca[ibri '|11 '| A X = EE v - E—PQuebrarTextoAutomaticamente
Covlar «~ NI S-H- d-A- === &= & Mesclar e Centralizar ~ &2 00
Area de Transferén... f Fonte ] Alinhamento 7] N ro A
] D2 - ‘ : ‘ X Jr H =(C2-B2)/B2 \ \
T Y
A B C D E F G H
1 Més | Montante sem inflagdo | Montante com inflagdo | Variagdo percentual
2 0 10000,00 10000,00 0,00%
3 1 10100,00 10059,80 -0,40%
4 2 10201,00 10119,96 -0,79%
5 3 10303,01 10180,47 -1,19%
6 4 10406,04 10241,35 -1,58%
7 5 10510,10 10302,60| -1,97%
8 6 10615,20 10364,21 -2,36%
9 7 10721,35 10426,18 -2,75%
10 8 10828,57 10488,53 -3,14%
11 9 10936,85 10551,25 -3,53%
12 10 11046,22 10614,35 -3,91%
13 11 11156,68 10677,83 -4,29%
14 12 11268,25 10741,68 -4,67%
15

Figura 5.21: Evolugao do montante.

Obs.: Com essa planilha, os estudantes poderao comparar os valores do
montante, com e sem a inflagao. Além disso, com a coluna D, podem
verificar o impacto que a inflacdo causa no montante. E importante
que os estudantes compreendam que a inflacdo nao funciona como uma
espécie de tributo, ou seja, apos 12 meses, o montante resgatado serd de
R$ 11 268,25. Entretanto, no contexto inflaciondrio, na época do resgate,

o poder de compra do montante resgatado serd equivalente ao valor de
R$ 10 7/1,68.

(g) Salve a planilha, conforme as orientagoes do professor, para que possa
utiliza-la nas aulas seguintes.

Aula 02: Nesta aula, os estudantes darao continuidade as atividades iniciadas
na aula anterior. Devem seguir o tutorial:

1. Acesse a planilha construida na aula anterior.

2. Acesse o seguinte site: [15]. Localize o tépico 650, sobre tributacao de investi-
mentos em renda fixa. Considerando que o capital de R$ 10 000 foi aplicado
nessa modalidade, qual serd, o montante que a pessoa ird resgatar apds 12
meses, considerando a carga tributaria e desconsiderando a inflagao?

Obs.: Nesse caso, os estudantes deverdo fazer um abatimento de 20% sobre os
7
Juros acumulados no periodo.



Capitulo 5. Aplicacoes em sala de aula 111

3. E se considerarmos a tributacao e a inflacao no periodo? Qual sera o real poder
de compra do montante resgatado?

Obs.: Nesse caso, os estudantes devem calcular a taza real de juros, considerando
o abatimento da carga tributdria e também a inflacado.

4. Responda as duas perguntas anteriores, contudo, considere que o resgate do
montante foi feito apds doze meses e um dia.

Obs.: Nesse caso, os estudantes deverao considerar que a carga tributdria serd
de 17,5% sobre os juros acumulados no periodo

Aula 03: Nesta aula, o professor deverd propor que os estudantes, ainda em
grupos, se debrucem sobre a Situacao 2, estudada na subsecao 4.6.1. Para variar,
podem ser propostos outros valores para capital, taxas e prazos.

Aula 04: Nesta aula, o professor devera propor que os estudantes trabalhem em
grupo para construir duas planilhas de amortizagao dividas, conforme a Situagao 3,
estudada na subsegao 4.6.2. Para isso, eles devem seguir o seguinte tutorial:

1. Vocé construira, agora, a planilha conforme o Sistema de Amortizagao Constante
(SAC). A cada férmula digitada, vocé deve responder a seguinte pergunta: Qual
¢ o significado matematico dessa férmula, no contexto estudado?

(a) Construa a estrutura da planilha representada na figura 5.22.

A B C D E

5 Estado da Parcela de Parcela de Valor da
s divida (D,) |amortizacdo (A,) | Juros (J,) |prestagdo (Py)

o oo

e B = U T R
LS = e I =T R O T T S R ]

i |7

12 10
13 | Total

Figura 5.22: Amortizacao da divida - SAC.

(b) Na célula B2, digite o estado inicial da divida (R$ 10 000). Deixe em
branco as demais células da linha 2.

(c¢) Na célula C3, escreva a seguinte férmula: “= 10000/10". Copie e cole essa
férmula nas células C4 até C12.

Obs.: Os estudantes devem perceber que, como se trata do SAC, como o
proprio nome diz, a amortizagao é constante.
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(d)

Na célula B3, digite a seguinte férmula: “=B2-C3”. Copie e cole essa
formula nas células B4 até B12.

Obs.: Os estudantes devem compreender que o saldo devedor (estado da
divida) é sempre obtido pelo saldo devedor no periodo anterior descontado
da parcela de amortizacdo.

4

Na célula D3, escreva a seguinte féormula: “=B2%0,1”. Copie e cole essa
formula nas células D4 até D12.
Obs.: Os estudantes devem compreender que 0s juros devem incidir apenas

sobre o saldo devedor.

Na célula E3, digite a seguinte formula: “=C3+D3”. Copie e cole essa
férmula nas células E4 até E12.

Obs.: E importante que os estudantes verifigquem que, no SAC, o valor da

prestacao € a soma da parcela de amortizagao com a parcela de juros.

Deixe em branco a célula B13. Na célula C13, escreva a féormula:
“=soma(C3:C12)”. Copie e cole essa férmula nas células D13 e E13. O
que significam os valores obtidos nas células D13 e E13?

Obs.: O resultado obtido estd na planilha representada na figura 5.23.

A E c D E
Estado da Parcela de Parcelade| Valorda
Tempo| ., ., el =
) divida (D) | amortizacdo (A,) | Juros (),) |prestacdo (P,)
2 o 10000 - - -
3 1 9000 1000 1000 2000
4 2 2000 1000 S00 1900
3 3 F000 1000 800 1800
B 4 G000 1000 Jo0 1700
7 ] S000 1000 a0 1600
g ] 4000 1000 500 1500
9 7 3000 1000 400 1400
g 2000 1000 300 1300
9 1000 1000 200 1200
2 10 0 1000 100 1100
13 | Total - 10000 5500 15500

Figura 5.23: Amortizacao da divida - SAC.

Os estudantes devem perceber que, nesse momento, calculou-se o total
amortizado, o total de juros e o valor total desembolsado para pagamento
da divida.

2. Voceé construira agora a planilha conforme o Sistema de Amortizagao Frances
(SAF). A cada férmula digitada, vocé deve responder a seguinte pergunta: Qual

¢ o significado matematico dessa féormula, no contexto estudado?
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(a)
(b)

()

Construa a estrutura da planilha representada na figura 5.22.

Na célula B2, digite o estado inicial da divida (R$ 10 000). Deixe em
branco as demais células da linha 2.

Na célula E3, utilizando a primeira equacao do teorema 3.15, escreva
a seguinte férmula: “=10000*(0,1)/(1-(1,1) ~ (-10))”. Copie e cole essa
formula nas células E4 até E12.

Na célula B3, utilizando a segunda equacao do mesmo teorema, escreva a
seguinte férmula: “=10000*(1-(1,1) ~ (-9))/(1-(1,1) ~ (-10))”. Copie e cole
essa formula nas células B4 até B12.

4

Na célula D3, escreva a seguinte formula: “=B2*0,1”. Copie e cole essa

formula nas células D4 até D12.
Obs.: Mais uma vez, os estudantes devem compreender que os juros devem
incidir apenas sobre o saldo devedor.

Na célula C3, digite a seguinte féormula: “=E3-D3”. Copie e cole essa
formula nas células C4 até C12.

Obs.: E importante que os estudantes verifiquem que, no SAF, o valor da
prestacao € a soma da parcela de amortizacao com a parcela de juros.

Deixe em branco a célula B13. Na célula C13, escreva a féormula:
“=soma(C3:C12)”. Copie e cole essa férmula nas células D13 e E13. O
que significam os valores obtidos nas células D13 e E13?

Obs.: Os estudantes devem perceber que, messe momento, calculou-se
o total amortizado, o total de juros e o wvalor total desembolsado para
pagamento da divida.

Para que os valores aparecam apenas com duas casas decimais, se neces-
sario, selecione todas as células das colunas B, C, D, E e clique, quantas
vezes for necessario, nos icones destacados na figura 5.24, que mostra a
planilha completamente finalizada.
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PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADOS REVISAO EXIBIGAO Easy Document Creator

s - v
O R T 5% - | B QusbarToto Avamaiamerts
Egy ~

[
¥

Colar ~ N I S~ A~ = &€ = [ Mesclar e Centralizar ~ 2. 9% 000
Area de Transferén... & Fonte [ Alinhamento [ Ndmero \
B2 MY fﬂ‘ 10000 \

A B | C D | E F G H J K
Estado da Parcela de Parcela de Valor da
Tempo . N =

; divida (D,) |amortizagdo (A,)| Juros(J,) |prestagdo (Py)

2 0 10000,00 - - -

3 1 9372,55 627,45 1000,00 1627,45

4 2 8682,35 690,20 937,25 1627,45

5 3 7923,13 759,22 868,23 1627,45

6 4 7087,99 835,14 792,31 1627,45

7 5 6169,33 918,66 708,80 1627,45

8 6 5158,81 1010,52 616,93 1627,45

9 7 4047,24 1111,57 515,88 1627,45

10 8 2824,51 1222,73 404,72 1627,45

1 9 1479,50 1345,00 282,45 1627,45

12 10 0,00 1479,50 147,95 1627,45

13| Total - 10000,00 6274,54 16274,54

Figura 5.24: Amortizacao da divida - SAC.

3. Compare os valores obtidos nas duas planilhas. Discuta com seus colegas e
com o professor as diferencas observadas.



Consideracoes Finais

Os contextos apresentados neste trabalho reforcam a ideia de que a Matematica
Elementar é de grande relevancia para a formagao de cidadaos e um grande facilitador
para se compreender e tomar decisoes em situagoes cotidianas. Para que os conhe-
cimentos construidos nessa area do conhecimento atinjam os objetivos dos PCNs
e da BNCC, em relacao ao exercicio da cidadania, é necessario que na Educacao
Basica o ensino de Matemaética privilegie a metodologia de resolucao de problemas
em contextos reais, explorando o carater instrumental dessa disciplina.

Isso, de forma alguma, é uma tentativa de menosprezar o carater autonomo e
cientifico dessa disciplina, haja vista o amplamente explorado, neste estudo, capitulo
de conceitos matematicos. Nao ha como questionar a necessidade de um professor de
Matemaética possuir o dominio de uma vasta bagagem de conteidos, contudo, cremos
que um atributo muito importante no trabalho desse profissional, especialmente na
Educacao Basica, é a responsabilidade de formar cidadaos que saibam aplicar, na
realidade e com seguranca, os conhecimentos adquiridos em sala de aula.

Esperamos, principalmente, que as discussoes relacionadas aos modelos mate-
maticos sejam fonte de inspiracao e uma segura referéncia aos docentes. A selecao
dos temas tratou-se de uma escolha pessoal, movida pela curiosidade e o desejo de
encontrar respostas bem fundamentadas, isentas do senso comum e de percepgoes
preconceituosas, a questoes tao presentes em nosso cotidiano. Naturalmente, outros
temas poderiam ser abordados, e dentro dos préprios temas ja tratados existem varias
outras perguntas para as quais podemos encontrar respostas utilizando a Matematica
Elementar como ferramenta. Ou seja, o trabalho nao para por aqui.

Entendemos que, mesmo na Educacao Basica, muito do que se estuda em Ma-
tematica nao possui aplicacao direta nas necessidades corriqueiras dos individuos,
uma vez que a proposi¢ao de certos conceitos visa a compreensao da linguagem
cientifica dessa area do conhecimento. Contudo, em grande parte das situacoes, e nas
diversas séries, existem conteuidos que podem ser traduzidos em conhecimentos de
aplicabilidade pratica. Desse modo, a Matematica Elementar deve ser apresentada

115
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aos estudantes como uma linguagem viva e atual, um instrumento facilitador da
compreensao do cotidiano, sendo 1til e libertadora na vida do cidadao.

Para agir, é necesséario planejamento e organizagao. Cremos que os estudantes
serao mais motivados a assumirem um posicionamento ativo e colaborativo diante do
estudo da Matematica na medida em que receberem o encorajamento de professores
detentores de credibilidade, revelada em discursos associados a atitudes coerentes. E
de fundamental importancia que os docentes também tenham papel ativo perante
a aprendizagem e exercam uma atitude colaborativa com seus pares e nas relagoes
com os discentes. Afinal de contas, o melhor ensino é o exemplo: o professor sempre
serd uma referéncia para os estudantes.
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