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Resumo

GONZALEZ, Karina Navarro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, marco
de 2018. O espectro dos operadores Toeplitz e operadores complexo
simétricos. Orientador: Anderson Luis Albuquerque de Araujo .

Neste trabalho estuda-se ferramentas sobre a importancia do espaco Hardy-
Hilbert e da analise funcional para abordagem do espectro do operador Toeplitz.
Durante o estudo, é explicito que o espectro de tal operador depende de
seu sfmbolo, estudando o espectro para o operador Toeplitz analitico(simbolo
analitico), coanalitico(conjugado de seu simbolo analitico), autoadjunto(simbolo
real) e operador Toeplitz com simbolo continuo. Em seguida, introduz-se
defini¢oes do operador simétrico complexo, para logo responder perguntas como:
Quando um operador Toeplitz é simétrico complexo sobre o espago de Hilbert

H2?, quando um operador Toeplitz simétrico complexo é normal?
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Abstract

GONZALEZ, Karina Navarro, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, March,
2018. Espectrum of Toeplitz operators and complex symmetric
operators. Advisor: Anderson Luis Albuquerque de Araujo.

In this work we study the importance of the Hardy-Hilbert space and the
functional analysis to approach the spectrum of the Toeplitz operator, during the
study, it is explicit that the spectrum of such operators depend on its symbol,
studying the spectrum for the analytical Toeplitz operator (analytical symbol),
coanalytic (conjugate of its analytic symbol), autoadjunto (real symbol) and
Toeplitz operator with continuous symbol. Next, we introduce the definition
of a complex symmetric operator and then answer questions such as: When
a Toeplitz operator is complex symmetric on the Hilbert space H? ?, when a

complex symmetric Toeplitz operator is normal?
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Introducao

O estudo do espaco de Hardy-Hilbert e de operadores definidos nesses espacos,
produz uma série de resultados extraordinariamente elegantes. Por exemplo,
conceitos muito elementares dos espacos de Hilbert fornecem provas simples das
formulas da integral de Poisson e da integral de Cauchy.

O espaco de Hardy-Hilbert denotado por H? ¢ o conjunto de todas as funcoes
analiticas no disco unitario cujas séries de poténcia tém coeficientes quadrado
somdveis. Este espaco de fungoes analiticas no circulo unitario ¢ normalmente
indicado por H?. Existem os espagos HP (chamados espagos de Hardy, em
homenagem a G.H. Hardy) para cada p > 1 (e mesmo para p € (0,1)). O
inico espago Hr que é um espaco de Hilbert é 7—Nl2, o mais estudado dos espacgos
de Hardy, se sugere que seja chamado de espago Hardy-Hilbert. Existem também
outros espacos de fungoes analiticas, incluindo os espacos Bergman e Dirichlet.
Houve muito estudo de todos esses espacos e de varios operadores neles.

O contexto do espaco de Hardy-Hilbert é necessario para entender a
representacao do operador shift unilateral agindo sobre o espacgo das sequéncias
quadrado soméveis [*(N) mediante o operador multiplicacio M. agindo sobre
um subespaco fechado H? de L?(S'), onde se aproveita a relacio de isomorfismo
isométrico do espaco Hardy-Hilbert com o espaco H2, conforme abordado no
Capitulo 1.

Por outro lado, as propriedades do operador shift como exemplo principal
dos operadores Toeplitz sao tteis na obtencao de resultados interessantes sobre
espectro e outros aspectos de tais operadores que sao estudados no Capitulo 2.

Os operadores mais conhecidos e mais estudados no espago Hardy-Hilbert
sao os operadores Toeplitz. Os shifts unilaterais para frente e para tras sao
exemplos simples de operadores Toeplitz; de forma mais geral, os operadores
Toeplitz sao aqueles operadores cujas matrizes com relagao a base canonica de
H? tém diagonais constantes.

O primeiro maior estudo do operador Toeplitz foi feito por A. Brown e P.R.
Halmos no seu artigo "Algebraic properties of Toeplitz’ no ano 1964, ver [2].

Seja L(H) a algebra dos operadores lineares limitados definidos no espago de
Hilbert complexo e separavel H. Uma conjugacao em H é um operador antilinear

C:-H—>H



com C? = [ que satisfaz (Cx,Cy) = (y,z) para todo z,y € H. Para uma
conjugacao C, existe uma base ortonormal (e, )2, para ‘H tal que Ce,, = e, para
todo n. Chamamos um operador 7" € L(H) complexo simétrico se existe uma
conjugacao C' em H tal que

T=CT*C.

A classe de operadores complexo simétricos incluem todos os operadores normais
(se T satisfaz T*T = T'T*), operadores de Hankel, operadores Toeplitz truncados,
e operadores integrais de Volterra.

O estudo geral de operadores simétrico complexos foi iniciada em 2006-2007
por Stephan Ramon Garcia e Mihai Putinar , ver [9] e [10].

Em 2014, K. Guo e S. Zhu deram um exemplo de um operador Toeplitz
complexo simétrico sobre o espaco de Hardy H? no seu artigo 'A canonical
decomposition of complex symmetric operators’, ver [I1].

Recentemente E. Ko e J. Lee no ano 2016 escreveram o artigo 'On complex
symmetric Toeplitz operators’, ver [I3], sobre o qual se concentra parcialmente
o estudo principal deste trabalho, baseado no fato que em geral os operadores
Toeplitz sobre H? nao sao geralmente simétrico complexos, explorando entao
quais sao as condigoes suficientes e necessarias que deve satisfazer o simbolo do
operador para ser simétrico complexo, como é mostrado no Capitulo 3.

Em 2017, S. Waleed Noor, escreveu um dos mais atuais estudos sobre
os operadores Toeplitz simétrico complexo com simbolo continuo, ver [I6],
onde continuando com a ideia anterior estd interessado em caracterizar os
operadores Toeplitz que sao simétrico complexos, mas desta vez, seu simbolo
de representacao ¢ continuo, descrevendo ao mesmo tempo resultados sobre o
espectro e invertibilidade de tais operadores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, se introduz algumas defini¢coes e propriedades fundamentais
do espaco de Hardy-Hilbert e alguns conceitos e resultados importantes da analise
funcional para os estudos dos capitulos posteriores.

1.1 O espaco de Hardy-Hilbert

Primeiro define-se um dos espacos de Hilbert mais conhecidos: 2.

Definigao 1.1. O espaco [* consiste de todas as sequéncias quadrado somdveis
de nimeros complexos, ou seja

I? = {(an)ffo ; Z la,|” < oo} .
n=0

Define-se a norma do vetor (a,),., como

- 1/2
[1(an) 2ol = (Z |an|2>

e o produto interno dos vetores (a,),— o € (bn),—y como

(@) (0)0) = 3 b

Definicao 1.2. O espaco de Hardy-Hilbert H? consiste de todas as fungoes
analiticas que tem representacao em séries de poténcias com coeficientes
complexos quadrado somdveis, ou seja,

H? = {f : f(2) :Zanz", z:|an|2 <00,z GC}.
n=0

n=0



Define-se o produto interno e a norma dos vetores em H? da sequinte maneira

) 0o 1/2
<.fag> :Zanaa ||f|| = <Z|an|2> ,onde
n=0 n=0

f(z) = Zanz” eg(z) = Z b 2"
n=0 n=0

A aplicagao (a,)iey — Y oy an2™ € um isomorfismo isométrico de (? sobre H?.
Portanto, H? ¢ um espaco de Hilbert.

Notacao 1.3. O disco aberto unitdario sobre o plano complexo é denotado como
D e o circulo unitario por S?.

Teorema 1.4. Cada funcio em H? € analitica sobre ID.

Demonstracao. Seja

f:D —C
z — f(z) = Zanz”
n=0

e 2o € D, ou seja |z < 1. O objetivo é provar que Y~ a2 converge.
Como |z| < 1, a série geométrica Y -, |2|" converge e como (a,), € 2,
>0 o lan]? < oo, assim existe k tal que |a,| < k para todo n € Z* U {0} logo,

o o
Z lanzo"| < /{:Z |20]" < 0.
n=0 n=0

o

Dai, E anz, converge absolutamente, logo converge.

n=0

]

Exemplo 1.5. A funcio f(z) = € analitica sobre ID mas nao pertence a

H2.

1—=2

Demonstragao. Note que 1 — 2" = (1 — 2)(1 4 2 + ... + 2™), logo
1 —
=14z 2"

1—-=2

como |z| < 1, pois z € D, tem-se lim 2" = 0. Dai
n—oo

1 = .
1—22227

n=0




assim, claramente a funcao é analitica mas os seus coeficientes nao sao quadrado
somaveis. O

Teorema 1.6. Para cada zy € D, a aplicagcio f — f(z) € um funcional linear
limitado sobre H>.

Demonstracao. Note que dados f1, fo € H? e A € C tem-se

(f1 + Af2)(20) = fi(20) + Afa(20)-

Assim, a aplicagao é linear.

Agora fixando 2y € D, note que

00 0o 1/2 0o 1/2
f) =13 anz”| < (Z '“n'2> (Z 'Z°'2n>
n=0 n=0 n=0

. 1/2
= [If1l (Z\Zo!2"> :
n=0

Assim a aplicacao de H? sobre C é um funcional linear limitado de norma menor
. e’} 2n\ 1/2

ouigual a (307 ]20]™) "~ O

Definicao 1.7. Para zy € D, a funcao k,, definida por

o0

=—n_n 1
]{/‘ZO(Z):ZZO £ = 1— %2

n=0

¢ chamada Kernel de reproducdo para z, em H?.

Da Definicao[1.7 tem-se k., € H?, pois como |z| < 1 segue que |z|* = |20%| <
|20| € como |Z| = |z| tem-se

IIETID SE S ST

n=0 n=0 n=0
Assim, k,, € H?.
Teorema 1.8. Para z € D e f € H?, f(20) = (f, k) € [k ll = (1 — |20]?) V2.
Demonstragao. Dada f(z) = > 7 a,2", tem-se (f, k) = > " qanzy = f(z0) €

consequentemente
2 2 _
k.| Zw e

O

Teorema 1.9. Se f, — f em H?, entio f, — [ uniformemente sobre um
subconjunto compacto de .



Demonstracao. Dado zy € DD, usando o teorema anterior junto com a desigualdade
de Cauchy Schwarz tem-se

[fn(20) = f(20)| = (fr = F)(20)[ = [{fn = f: Bao)| < N[ fre = FlIlEz]l-

Se K é um compacto em D, entao existe uma constante real positiva M tal que

kx|l =

— Y

(1 =202
para todo zy € K. Portanto,
|[fu(20) = f(20)] < M]|fn = [l|
para todo zy € K, concluindo o teorema. O
Denotando L? = L?(S') o espago de fungdes quadrado integraveis sobre o

circulo unitario com respeito a medida de Lebesgue e onde o produto interno e a
norma para f,g € L* sao dados por

1

(f,9) = o/, ﬂf(ew)g(e“’)de,

I71= (5 [ IrtePas)

tem-se a seguinte definicao.

=

Definicao 1.10. Seja H2 o espaco definido por
ﬁzz{feL%<ﬁ@J:QVn<o}

Assim, se f € H? sua série de Fourier tem a sequinte forma

oo oo
f(e%) = Z ane™ com Z |a,|? < oo.
n=0 n=0

Teorema 1.11. H2 ¢ um subespaco fechado de L? .

Demonstracao. De fato, seja fn € 7?, para todo n € N, com fn — f Dado j
fixo inteiro, note que

(Fares) = (Frenl =1{fa— e

CLI ~ . .
%/0 (fn o f)(eze)e—ZJOde




1 27

<o | 1(a = D)(e?)]a0

21 J,

<o ([T f)@”)\?de)% ([ 1d9);
=22 ([T~ f><ei9>|2de)é

or
ST

™

V2r

™
[(Frel < ellfa = fII

Como f, — f, dado e > 0 existe N € N, tal que, ||f, — f|| < € para todon > N,
ou seja,

Portanto, para todo 7 € Z~, tomando ¢ = tem-se

0 <[{f el <elim |Ifa = fll =0,
logo |(f, e;)| = 0 para todo j € Z~, dai fe H? e assim H2 :@. ]

Observagao 1.12. Hd uma identificagcao natural entre H2 e H? dada por

H? — H?
f(e) = Z ane™ —  f(2) = Z anz".
n=0 n=0

Tal aplicagao € um isomorfismo isométrico. De fato, note primeiro que a
aplicagao € claramente linear e ||f||r2 = ||f||3z pois,

G == / " () ) do

™




n=0 m=0

_ % S antn(2n) = ann = (/. f)-
n=0 n=0

Deste modo, a aplicagao € continua e também da forma como ela foi definida,
resulta ser sobrejetora. E mais,

F=0 s Iflwe=0=|fll & f=0.

Logo, o tunico elemento do seu kernel é o elemento nulo, e portanto a aplicacao
acima € injetiva e admite inversa continua.

Definicao 1.13. Dada f € H?, para 0 < r < 1, seja f, definida por

o0

fr(ew) _ f(rew) _ Zanrneme'

n=0

Note que f, € H? para todo r em (0,1). De fato, como f € H2 e 0 < r < 1
tem-se 0 < a,r < a,, assim,

o0 o0
Z la,r"? < Z |an|?* < oo.
n=0 n=0

Teorema 1.14. Dada f € H? e f,. definida como antes, entdo lim Hf— frll=0
r—1-

em H2.

Demonstracao. Dado e > 0, como Z |0Ln|2 < 00, pode-se escolher ng € N tal que
n=0

= €
Dl <5
n=ng

Tomando 0 < § < 1, tal que para cada r € (§,1) tem-se

no—1

2 n\2 €
E ol (1 — < —.



Logo,

If =10 Zlan ™ Z|an| 1= )

no—1 o]
= Z |an‘2(1_rn)2+ Z ’&n|2(1_rn)2
n=0 n=ngo

€ > 2 € 6_

n=ng

]

Corolario 1.15. Para cada f € H?, existe uma sequéncia (ry), crescente de
numeros positivos que convergem para 1 tais que

lim f(r,e”) = f(e")

n—00

para quase todo 6.
Demonstracao. Segue do fato que a convergéncia em L? implica na existéncia de
uma subsequéncia que converge pontualmente para quase todo ponto (q.t.p). [

Teorema 1.16. Seja f analitica sobre D. Entao, f € H? se, e somente se,

1 2

sup — |f(7“ei9)|2d9 < 00.

0O<r<1 27

Demonstracao. Seja f uma fungao analitica sobre D com a série de poténcia
[ee]

= Zanz”, entao para 0 < r < 1,

0o 0o
— § § an@rn—l-mez(n—m)q

n=0 m=0
Como
1 [ 0 1, sen=m
— [ etmmbdg =4, =4
2 Jo ’ 0, sen#m
obtém-se )
1 4 2 > "
o [ e =3
0

n=0

Se f € H?, entao Z lan|*r®™ < ||f||” para todor € [0,1), portanto,

1 27 ; 9
sup — [ [f(re”)[ 0 < [|]* < oo.
0

0<r<1 2m
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Reciprocamente, suponha que
1 2 i 12
sup — |f(re™)|"df < oo.
O<r<1 2T 0
Como mostrou-se antes
1 2

7 2 - n
— [ 1fre?)[[do =) Jan[rm,
n=0

2w Jo

assim, se f € H?, o lado direito pode ser arbitrariamente grande tomando r
proximo de 1, o qual contradiz a hipotese. O

Observe que na prova do Teorema [I.16] conclui-se que
2T

1 .
IFI7 = sup — [ |f(re®)[db.

0<r<1 2m 0

Corolario 1.17. Para qualquer funcao f analitica sobre D, a func¢ao

1 27 .
M(r) = %/0 \f(re’g)IQdH € crescente, portanto,

lim M (r) = sup M(r),

r—1- 0<r<1
logo a funcao f € H? se, e somente se,

lim M(r) < co.

r—1-

Nesse caso
lim M(r) = [Fili
r—1

Demonstracao. A prova decorre da formula

1 21 X 2 0 9
[ e Far =3 e
0 n=0
estabelecida na prova do teorema anterior. O

Definicao 1.18. O espac¢o de todas as fungoes que sao analiticas e limitadas
sobre D denota-se por H*. Define-se a norma de uma fungio f € H™ como

[1flloe = sup{[f(2)| : z € D}.

Teorema 1.19. H> ¢é um espag¢o Banach.

Demonstragao. Seja (fy,), uma sequéncia de Cauchy em H>, entao dados € > 0
en,m €N, existe N € N tal que

|| fn — fmlloo < € para todon,m > N.
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Defina
f: D—C

2 — f(z) = lim f(2).

Note que f estd bem definida, pois dado z € DD, tem-se

((fn = fm)(2)] < SUD|(fn = fm)(2)] <€ para todon,m > N,

ou seja, (fn(2)), ¢ uma sequéncia de Cauchy em C, como C é completo entao

f(z)ecC.

Por outro lado,

sup |(fn — f)(2)] <€ sempre quen > N,
zeD

assim (f,), converge uniformemente para f em D e f, — f € H>® para n
suficientemente grande. Dai, pelo fato de H™ ser espago vetorial e f =

fo— (fu— ), segue que f € H>®. n
Corolario 1.20. H>® C H? .

Demonstracao. Seja f € H*™, do Teorema ¢ suficiente mostrar que

1 2

INE
sup — re')| df < oc.
O<r£1 2T 0 |f( )l
Note que
2 ) 21
| rtenya < [ s = 2niis1
0 0
entao,
1 27 -
— NNPdo < ||f]12
5 | e R <
dai pelo fato de f € H™
1 2 )
sup o— [ [f(re”)dg < || f|[3 < oo

0<r<1 2T 0
Logo f € H2. O

Teorema 1.21. Se f € H™ e f ndo € constante entio |f(2)| < ||f||l para todo
z € D.

Demonstragao. Segue do Teorema do moédulo méximo, veja Conway [6],
pag.79. O]

1 it
Exemplo 1.22. Para cadat € R, a funcao (;) pertence a H™.
—z

Demonstracao. Como a transformacao de Mobius envia circulos em circulos
(lembre que uma reta é um circulo no plano complexo), para cada z € D a
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, I+z . :

parte real do nimero w = ¢é positiva, pois
I+2 1 9

R = Rel(1 > 0.
e(l—z) 1+|z‘2M
—— >0
>0
1+2

Assim o niimero w = estd no semiplano aberto direito.

|
oy
e 3
w
v

_1+z

Figura 1.1: T'(2) = .
—z

it log w it(log r+1i0) ez’t logr i%t0

Para cada w considerado como acima, w' =e e,
i0

onde log é o logaritmo principal e escrevendo na forma polar w = re' com
T
0 € (——, 5), tem-se

2
1+~ &
1—1=2

Teorema 1.23. (Férmula Integral de Cauchy). Se f ¢é analitica sobre um
congunto aberto que contém D e zy € D entao,

f(z0) = = (2) dz.

2mi Jor 2 — 2o

=€

[t|m

‘wit| — e—te S ez .

Portanto, < ellz para todo z € D. O

Demonstragao. Como f & analitica sobre D o Corolario implica que
f(e?) = f(e) para todo 6. Note que pelo mesmo fato, k., ¢ continua sobre D e

portanto 12:20(6“’) =T =
— 2p€

Afirmacao: (f,k.,) = (f,k.,) para todo z, € D.
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De fato, basta notar

i N N
<f> kzo> - % o f(e )kzo(e )de
1 2 ) o0
e p— Qn, Z ezm@
o (& Z °

=5 anzy (2m) Z = (f, k).

Assim, dado zy € D e usando a afirmacao anterior tem-se

F(z0) = (f k) = (F o) / F(e)e (76

1 -
:2—/ ) a®

2 0
1 f( ) Zezade

2mi J, e — z

Fazendo z = €, tem-se )
e,

2m Jg1 2 — 2o

Portanto,

f(z) = Y I (G

2m Jg1 2 — 29

Como f(z) = f(z) quando |z| = 1, tem-se

fz0) = L[ 12,

2mi Jor 2 — 2o
O

Definigao 1.24. Para 0 <r <1 et € [0,2n]. O Kernel de Poisson é definido
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por
1—7?2
1—2rcosty +r?2’

P’f‘(w) =

Note que P,(¢) > 0 para todo r € [0,1) e para todo v pois, 1 — 1% > 0 e
1—2rcosy+71?>(1—r)*>0.

Teorema 1.25. (Férmula integral de Poisson). Se f € H? ere € D, entdo

flre') = f( PP (6 — t)do.

21 Jo

Demonstracao. Seja zg € D. Como l;:ZO(ew) =T tem-se
— zpe"

F(20) = (fr k) = (F o) = — /0 WMde,

o 1 — zpe=%
onde
1 - —if\n —2i60
ﬁ:Z(ZOG ) :1+Zoe +Z 6 + ...
1 — ze e
Assim,
r 1 Ry - n_—in
() T — 1 = (), > zte)
n=1
_ Z<f(619)72 ne m9>
nozol
_ Z—0n<f~(619>7 efn19>
n=1

pois como f € 722, (f, en) = 0 para todo n < 0. Ou seja,

! /% f(e?) ! 1)dd=0
— e —_— = =0.
T Jo 1 — zpe=¥

Entao,

20) —i —————df 6+ - Zﬂf( “’)(1;_.—1)19

1 — Zpe~ 2 — zpe~ W

27
1 1 1

= — — — 1) dé.
2m / <1 — zpe~ W + 1 — Zget? )
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Substituindo z, por re” em um termo do integrando da igualdade acima tem-se

1 . 1 1 = 1 . 1 ]
1-— Zoefie 1— z_oeig 11— re—i0—t) 1 — rei@-t)

1 —re@D 41 — pemi0-1) )
- |1 — rei®=1) ]2 -

B 2 — 2rcos(f —t) .
(1 —rcos( —t))2 + (rsin(d — t))?

_ 2—2rcos(f —t)
~ 1—2rcos(f —t) +1r2

_2—2rcos(@ —t) —1+42rcos(d —t) —r?
B 1 —2rcos(f —t) + r?

- Lo —P.(0—1)
1—2rcos(f —t)+r2 7 '
Portanto,
, 1 [ .
f(re®) = —/ f(e®YP.(6 —t)de.
2m J,
O
Corolario 1.26. Parar € [0,1) et € R,
1 2m
—/ P.(0 —t)df = 1.
21 Jo
Demonstracao. Basta considerar f = 1 no Teorema [1.25] [

Definicao 1.27. A funcdo mensurdvel ¢ sobre S' é essencialmente limitada
se existe uma constante My real positiva, tal que a medida do conjunto

{e” :16(e”)] > Mo}

seja nula. Sendo L™ o conjunto de fun¢oes mensurdveis essencialmente limitadas,
define-se a norma da fun¢ao ¢ € L>* como

|¢||oo = inf {M : Amedidade{e” : |p(e”)] > M} =0} .
Note que se ¢ € L™ entdo |¢(e?)| < ||¢]]e para quase todo 8.

Corolario 1.28. Seja f € H? e suponha |f(e?)| < k q.t.p (quase todo ponto),
entao | f(z)| < k para todo z € D.

Demonstragao. Lembrando que P,.(6) > 0 para todo 6 e 0 < r < 1, para re* € D,
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aplicando a Férmula integral de Poisson e o Corolario [I.26] tem-se

. 1 [ ..
it N B 6 P _
el =[5 [ im0 - s
< L [Tifemie 0 - nas
<gp | MR
k 2
< [ P(o-t)do =t
2 Jo
Portanto, |f(z)| < k para todo z € D. O

Agora, para esclarecer a relagao entre f e f € preciso falar do Teorema de Fatou,
para isto, se introduz as sequintes definicoes.

Definigao 1.29. Seja o uma funcao complera de varidvel real. A derivada
stmétrica de o em t estd definida por

lim alt+h) —a(t — h)’
h—0 2h
se o limite existe.

Observacgao 1.30. Se « € diferencidvel em t a deriwada simétrica existe e € igual
a o/(t), pois,

20/(t) = lim a(t +h) —alt) lim a(t —h) — alt)
h—0 h h—0 —h

—ha(t + h) + ha(t) + ha(t — h) — ha(t)

= —h?

— im alt+h) —a(t —h)
h—0 h

2 lim a(t+h) —&(t—h).

h—0 2h
Defini¢ao 1.31. Seja a uma fungao complexa definida em [a,b].
Se P = {xg, 1, ..,x,} € uma particao de [a,b], escrevendo Aoy = a(xg)—a(xg_1),
para k =1,2,..,n. Se existe um niumero positivo M tal que

Z |Aay| < M
k=1

para toda parti¢ao de [a,b], entao « € de variagao limitada em [a,?].

Teorema 1.32. (Teorema de Fatou’s). Seja o uma func¢iao complexa de
variagao limitada sobre [0,27] e uw wma func¢ao definida sobre D por

u(re™) = i/0 ' P.(0 —t) da(0).

2
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Se a derivada simétrica de a existe em to € (0,27) entao,
lim wu(re')

r—1—

existe e € igual a derivada simétrica de o em ty.

Demonstragao. Ver [14],pag.15. ]
Corolario 1.33. Seja ¢ uma fungio em L'(S*,df). Defina u como

1 [ ;
%/0 P.(0 —t)o(e)db

u(re™) =

entao,

lim u(re™)
r—1-

existe q.t.p de t e é igual a ¢p(e™) q.t.p.
Demonstracao. Defina a sendo a seguinte aplicacao
9 .
= / ¢(e)dx onde 6 € [0,2n].
0

Note que « estd bem definida pois ¢ € L*(S',df). Além disso, é uma funcao
de variacao limitada, pois dado uma particao P = {0 = 6y, 6,,...,0,, = 27} de
0, 27], tem-se

> laft) ~ (il =3
k=1
— Z Ok 1 ¢ ZiL'
Ok
< [6(e™)] d
2
= / |p(e™)| dz < M,
0

01 Or—1
o) ar / o(c”) dr

ja que ¢ € L1(St,df). E mais, /() = ¢(e?) q.t.p. Logo, o resultado decorre do
Teorema [1.32] (Teorema de Fatou’s). O

O sequinte coroldrio mostra uma identificacdo das funcoes de H* com as fungoes
de H?. Nesta prova usa-se o Coroldrio sendo assim uma aplicag¢ao
importante do Teorema de Fatou’s.

Corolario 1.34. Se f € H? entio lim f(re) = f(e) q.t.p.

r—1—
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Demonstragdo. Lembrando o Teorema [1.25] (Férmula integral de Poisson)

f(re®) = / B0 1)f(c")d0

2

Agora, pelo Corolério tem-se
lim f(re?) = f(e?) q.t.p.

r—1-

]

Dagqui a diante, denota-se L'(S',df) e L*(S',df) respectivamente por L' e
L2

Observagao 1.35. Da Definicio 1.1 e de L2 € L' seque que H? C L.
Corolario 1.36. Se f € H*™ entio f € L.

Demonstracao. Seja f € H>, pelo Corolario [1.20, sabe-se que f € H?, assim,
usando o corolario anterior

lim |f(re”)| =|f(e”)] q.t.p.

r—1-

Logo, como

[f(re”)] < sup |f(re”)]

0<r<1
segue que, o
()] = Tim [f(e)| < sup |f(re”)] g.tp,

0<r<1
ou seja, o .
F(e)] < sup |f(reé®)| g.L.p.
0<r<1

Consequentemente, o supremo essencial de f ¢ no méaximo o 0sup1| f(re)|, assim
[[fllz0e < ||f]|pee. Portanto f € L. o O
Definicao 1.37. O espaco H> ¢ definido como H2 N L.

Observacao 1.38. Note que f € H™ see somente se f € Hoe.

De fato, dada f € H> tem-se do coroldrio anterior f e L. FE mais, pelo
Corolamou 1.20 f € H?, dai f € H?. Portanto f € H*.

Por outro lado, se fe H‘X’, por definicio tem-se f € H2 (o que equivale dizer
que f € H?) e f € L™, logo pelo C’omldm’o feH™.

Teorema 1.39. (O teorema de F. e M.Riesz).Se f € H? e o conjunto
(e fe) = 0)

tem medida de Lebesque positiva, entao f € identicamente nula sobre D.

Demonstragao. Ver [14],pag.50. O
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1.2 Alguns fatos da analise funcional

Nesta se¢ao se introduz alguns fatos da analise funcional que sao de muita
importancia e usados em estudos posteriores no trabalho, como por exemplo o
espectro de um operador linear limitado A : H — H, onde H é um espaco de
Hilbert.

E importante ressaltar que, daqui um diante, denota-se o espaco de Hilbert
por H e o operador A — A\l como A — \.

Definicao 1.40. Se A é um operador linear limitado sobre H, o espectro de A
denotado como o(A) é o conjunto de nimeros complexos \ tal que A — X\ € nao
inversivel.

Definicao 1.41. Seja A um operador linear limitado, o espectro radial de A
denotado por r(A) é definido como

r(A) =sup{|A|: A € a(A)}.

Definigao 1.42. O nimero complexo \ é um autovalor de A se Af = \f para
algum f mao nulo, o vetor f é dito autovetor de A.

O conjunto de todos os autovalores de A € chamado espectro pontual de A,
denotado por Iy(A).

O espectro pontual aproximado I1(A) é o conjunto de todos os nimeros
complexos X tais que existe uma sequéncia (f,), de vetores unitdrios onde

(A= X)falln = 0 quandon — oc.

Teorema 1.43. Seja A um operador linear limitado sobre H.
1. Se ||[I — Al < lentdo A é inversivel.

2. O espectro de A € um subconjunto compacto nao vazio de C.
3. Se A é um operador inversivel, entdo o(A™') = {% TN E O'(A)}.
4. Se A* denota o operador adjunto de A entdo

o(A) ={X:Xea(A)}.

5. O numero A € TI(A) se, e somente se, A— X nao € limitado inferiormente,
ou seja, nao existe ¢ > 0 tal que ||[(A— N)f|| > || f|l, para toda f € H.

Além disso, A — X\ € limitado inferiormente se, e somente se, A — \ € injetiva

e a imagem de A — X\ € fechada. Em particular, TIj(A) C TI(A) e TI(A) C o(A).

6. r(A) = lim ||A”H% Em particular r(A) < ||A]l.
n—oo

Demonstragao. Ver [14], pag.21. O
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Defini¢ao 1.44. O espectro de compressao, I'(A), € o conjunto de todos os
A € C tal que A — X nao tem imagem densa.

Teorema 1.45. Para todo operador linear limitado o(A) =TI(A) UT'(A).

Demonstragao. Como II(A) C 0(A) e I'(A) C 0(A), entao II(A) UT'(A) C o(A).
Resta mostrar que o(A) C II(A)UT'(A), para isso, seja A € II(A)UTL'(A). A ideia
¢ provar que A € o(A).

Se A € TI(A), entdo pelo Teorema[l.43| A — ) é limitada inferiormente, o que é
equivalente a dizer que A — \ é injetiva e Im(A — \) = Im(A — \) . Além disso,
A € T'(A) entdo Im(A — \) = H, sendo assim A — A sobrejetor. Portanto A — A
é bijetiva ,logo A & o(A). ]

Teorema 1.46. Para todo operador linear limitado A, a fronteira de o(A) estd
contido em TI(A). Em particular, TI(A) € nao vazio.

Demonstra¢ao. Seja A na fronteira de o(A) e suponha que A ¢ II(A). Escolha
(An)n, tal que, A\, — A e A, € 0(A) paratodon € N.

Afirmagao: Com as hipdteses acima, existem uma constante k > 0e M € N
tal que

(A= X)) fll = K|l f|| para todo f € H sempre que, n > M.

De fato, suponha que nao existe dita constante, entao, para todo € > 0 e para
todo M € N, existe um n > M e f, de norma 1 tal que

I(A = M) fall < 5.

Dado € > 0 escolha um niamero natural M tal que |\, — | < %, para todon > M.

Com este € e M, escolha n e f,, como acima entao,

[(A =) fall S [(A = X) fall + [[(An = A) full <e,
que implica A € TI(A), o que é uma contradigao.

A ideia é provar que A ¢ I'(A), pois como A € o(A) = II(A) UT'(A) e por
hipotese A € II(A), entao tem-se uma contradigao.

Seja g € ‘H um vetor diferente de zero qualquer, deve-se provar que
geIm(A—N).

Dado € > 0, escolha N suficientemente grande (de fato maior que M) tal que, se
n > N entao,

A ‘A'<|| 0

Como A, & 0(A), existe f,, € H com (A — \,)f, =g. A afirmacdo implica que

lgll = I(A = An) full = Kl fu]l para todon > N.
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Entao,
(A=Xfn—gll =I((A=A)fo—9) + (A = A)fal

= An = Alllfall < B = A < e

Assim, g € Im(A — \). Portanto, a imagem de A — \ é densa, ja que, g é
arbitrario, logo A € T'(A). O

Defini¢ao 1.47. A imagem numérica de A, denotado por W(A), € o sequinte
subcongunto do plano complexo:

{CAf )= fer fIT =1}

Exemplo 1.48. Se A ¢ uma matriz diagonal finita

[d, 0 0 ... 0

0 dy O 0
A= 0 0 dg ... 0 ,
|0 0 0 ... d |

entdo W(A) € a envoltdria convexa de {dy,ds,ds, ...,d,}.
Demonstragao. Dado f = (f1, f2, .., fn) de norma 1,

<A.fa f> = <(d1f1,d2f2, --adnfn>v <f1>.f2a 3] fn)>

=Y _dilfil’
i=1
= Em)({dl, dg, ey dn}),

pois Z Ifi]* = 1. O
i=1

Teorema 1.49. Para todo operador A, o(A) C W(A), onde W(A) denota o
fecho da imagem numeérica.

Demonstragao. Pelo Teorema tem-se que o(A) = TI(A) UT(A) assim, se
prova primeiro que IT(A) C W(A).

Seja A € TI(A), ou seja existe uma sequéncia (f,), em H tal que ||f,|| = 1
para todo n e ||(A — A) ful|ln = 0 quando n — co. E mais, note que

|<Afnvfn> - )‘| = ‘(Afnafn> - )‘<fnafn>‘
= [{(A = X fa, fa)]

< [[(A =M fall,
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implica que (Af,, fo)n — A, quando n — oo, ou seja, A € W(A) e portanto
II(A) Cc W(A).

Por altimo, prova-se que I'(4) C W(A).
Seja A € T'(A). Como A — X nao tem imagem densa segue que existe um vetor
g € H nao nulo com ||g|| = 1, tal que, ((A — \)f,g) = 0 para toda f € H, pois
lembre que

Tm(A—NUTm(A— ) =H

Em particular tomando f = ¢ tem-se

0= ((A=XNg,9) = (Ag,9) — Mg, 9) = (Ag,g9) — \,

logo (Ag,g) = X e assim A € W(A). O

Teorema 1.50. (Toeplitz-Hausdorff). A imagem numérica de um operador
linear limitado € um subconjunto convexo do plano complexo.

Demonstracao. Para esta prova se usa a seguinte afirmacao.

~ < .
Afirmagao: Dados z,y € C, se xy (a reta que passa por z e y) intersectado com
W (A) for conexo, para todo x,y entdo, w(A) é convexo.

De fato, dados x,y € C, suponha que @ NW(A) é conexo.
Denotando [z, /] =7y N W(A), obtém-se que [z,y'] C W(A), como z’,y" sdo
arbitrarios (pela arbitrariedade de = e y) W(A) resulta ser convexo.

A
&
X i

X
£

Figura 1.2: Esta figura mostra uma ideia geométrica da contrapositiva do

Teorema [L.50]

A ideia agora é provar que dados z,y € C, <x—y> N W (A) é conexo.
Considere entdo a reta que tem por equacao (real) pr + qy +r = 0, onde (z,y)
denota o complexo x + 7y. Note que todo operador linear limitado pode-se
decompor como

A= B+iC,

com B e C operadores hermitianos (ver exercicio 20.4 em [I5](Cézar), pag.148),
assim dado f € H unitério

(Af, f) = (B+iCO)f, f) = (Bf, [) + i{CF, [).
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Como (Bf, f) e (Cf, f) sdo reais pelo fato de B e C serem operadores hermitianos,
chame (Bf, fy =z e (Cf, f) =y em R, dai a intersegdo em questao é o conjunto

N={feH:{(pB+qC+r)f, f)=0¢ellf]] =1}

O seguinte passo entao é provar que N é conexo ou equivalentemente, que o
conjunto

N={feH:(Lf,f)=0,||f|| =1e L hermitiano}

é conexo, pelo fato que a soma de operadores hermitianos é hermitiano.
Para isto, se faz dois passos:

Passo 1: Provar que N é conexo no caso especial quando a dimensao do
espaco de Hilbert é 2.

Passo 2: Reduzir o teorema geral Toeplitz-Hausdorff a seu caso especial
2-dimensional.

Demonstragao do passo 1: Sem perda de generalidade pode-se assumir
que L estéa definido em C? pela matriz diagonal

a 0

0 B8 )’
ver [, pag.228. Note que tais o e 5 s@o reais distintos e nao nulos pelo fato de
L ser hermitiano assim, N se transforma no seguinte conjunto

N={(&n) eC:ale+Bn*=0el>+|n* = 1}.

Note também que || oscila entre 0 e 1 e « e 3 ndo podem ter o mesmo sinal.
Logo, o conjunto de (£,1) que pertencem a N soluciona o seguinte sistema de
equacoes:

€7+ [nf* = 1. (1.1)

alé? + Blnf* = 0. (1.2)
Isolando |£|?* na equagao (1.1)) para logo substituir na equagao (1.2]) obtém-se
a —alyl* + Bnl* =0,

equivalentemente, « + (8 — «)|n|*> = 0 dai,

g
B—a

(67

e B

[sto motiva a definir a seguinte aplicagao
f:N — Slxgst

€n) — 1 = (Ve y/).
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Claramente f estd bem definida e é continua.

Definindo também

g:S'xS8 — N

) a0 = (/30 [ 00),

onde g esta bem definida, é continua e além disso fog = Id = go f, ou seja,
g = f!, tem-se que N é homeomorfo a S! x S! logo, N é conexo.

Demonstragao do passo 2: Suponha que A se encontra definido sobre um
espaco ‘H de Hilbert qualquer.

Sejam f, g vetores unitarios em H e seja P : H — K a projecao de H sobre
o espago K = f V g (fecho do espago gerado por f e g).

Note que se o espaco gerado de f e g for 1-dimensional, entao f = Ag com
|A| =1 assim, (Af, f) = (Ag, g) e a conclusao segue.

Aplicando o Teorema de Toeplitz-Hausdorff caso 2-dimensional ao operador
PAP, agindo sobre K, se deduz que cada z complexo sobre o segmento que une

(Af, ) = (PAP[. [) e (Ag,g) = (PAPg, g) (1.3)

corresponde a um vetor h € K tal que z = (PAPh,h) = (Ah,h), logo W(A) é
convexo.

A formula (|1.3)) segue do seguinte argumento.

Como a projecao ortogonal satisfaz P? = P, Pf = f pelo fato de f € K e P ser
uma projecao sobre K e é autoadjunta, entao

(PAPf, f) = (PAPf,Pf) = (APf, P*f) = (APf, Pf) = (Af, f).
]
Definicao 1.51. Um operador linear limitado A entre espacos de Hilbert € dito
normal quando ele comuta com o seu adjunto
AA* = A*A.

Definicao 1.52. Dois operadores A e B sao unitaritamente equivalentes se
existe um operador S unitdrio (SS* =1 = S*5) tal que

SAS* = B.

Definicao 1.53. Seja ¢ € L. O operador de multiplicagcao por ¢, denotado
por My, estd definido por Myf = ¢ f, para todo f € L*.

Teorema 1.54. Se A ¢ um operador normal sobre H, entdo existe um espaco
mensurdvel (X,w, p) e uma fungao ¢ € L>®(X,w,u) tal que A é unitariamente
equivalente a My sobre L*(X,w, ).
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Demonstragao. Ver [5](Conway), pag.272. O

Teorema 1.55. Se A é normal, entao W(A) € a envoltoria conveza de o(A), ou
seja

W(A) = Env(c(A)).

Demonstragao. Inicialmente prova-se que Env(c(A)) C W(A).

Pelo Teorema sabe-se que o(A) C W(A) e pelo Teorema de
Toeplitz-Hausdorff W(A) é um subconjunto convexo de C.

Como Env(c(A)) é o menor convexo que contém a o(A), entdo

Env(o(A)) C W(A).

Falta provar que W(A) C Env(c(A)), para isto, é suficiente demonstrar que todo
semiplano fechado em C, que contém o(A), também contém W (A).

Por rotagao e traslagdo, assuma que o(A) esta contido no semiplano direito
Re(z) > 0.

A ideia é observar que W (A) esta contido neste semiplano. Do Teorema[1.54]
se pode assumir que A é a multiplicacdo de um ¢ € L*>°(X,u) agindo sobre
L*(X, ) para algum subconjunto mensurdvel X do plano complexo e alguma
medida j sobre ele, assim escrevendo A = My,

0(A) = o(My) = essIm(¢) pelo Teoremal.7|(proximo capitulo).

Dai que Re¢ > 0 q.t.p.
Portanto, para A € W(A) e A € 0(A) tem-se

(Af,f) = (Mof. f) = /X olf P,

Logo Re (Af, f) > 0.
Agora, para A € W(A) e A € o(A),

(Af, f) = (AS*(S[),57(5))) = (SAS*(SF), (S))

= (My(S(f)). S(f)) = /X oS,

onde S é o operador unitario que existe do Teorema [I.54] obtendo também que
Re(Af, f) > 0, concluindo que W(A) esta contido no semiplano direito como se
desejava. O]

Os operadores de posto finito tem uma relagao notével com operadores sobre
espacos de dimensao finita que sao usados frequentemente neste trabalho.

Definigao 1.56. O posto do operador A € a dimensao de sua imagem.
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Notacao 1.57. Dados f,g € H, define-se o operador f ® g como

f®g: H—H
h— (f®g)h=(h,g)f

Note que se f # 0 e g # 0, entao f ® g tem posto 1, pois a imagem consiste
na multiplicagao por f fixo.

Teorema 1.58. 1. Se A € um operador de posto 1, entdo existe f e g em H
comA=f®g.

2 [f@gll = lfIlgll-
3. Para operadores limitados A e B , A(f ® g)B = (Af) ® (B*g).

4. Dois operadores nao nulos de posto 1 f1 ® g1 e fo ® go sao iguais se, e
somente se, existe um niumero complexo c diferente de zero tal que f1 = cf

€ go = Cg1-

Demonstracgao. 1. Seja f um vetor nao nulo na imagem de A, como a imagem
de A tem dimensao 1 existe um funcional linear limitado A tal que
Ah = A(h)f para todo h € H. Pelo Teorema da Representagao de Riesz-
Fréchet [I], pag.127 (Botelho), existe g € H tal que A(h) = (h, g) para todo
h € H, assim Ah = (h,g)f = (f ® g)h para todo h € H.

2. Seja h € H.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

1(f @ g)nll = |[¢h, g) fI] < [R|gl11£1]

entao,

1f @gll < [If1lllgl]-

Agora, se g # 0

9]
Hf®gr\g||H Hugu fH S M1 = gl

Portanto, ||f ® g[| = || f]||g]]-

3. Sejam A e B operadores limitados. Se h € H
(A(f ®g)B)h = (A(f @ g)(B(h)) = A(B(h),9)[)
= (Bh,g)A(f) = (h, B*g) A(f)
= (Af ® B*g)(h).

Logo, A(f ® g)B = (Af) ® (B*g).
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4. Assuma que os operadores

fi®g, fo® g,

de posto 1 nao nulos sao iguais, isso implica que nenhum dos quatro vetores
f1,91, fa, g2 s@o nulos.

Note que

I 9 (91, 92)
(fion)—m =5 e ([2®9) = fa,
lg1l[? Hgill> [lgull?

(91, 92)
gul[?

(h, g1)cfa = (h, g2) f2,
ou seja, (h,¢g1) = (h, g2) para todo h, assim ¢g; = gs.

portanto, f1 = ¢fy com ¢ = isto implica que (cfs) ® g1 = fo @ go.

Dai, para todo h € ‘H

Para provar a outra implicacao basta notar que para cada h € H
(fr@g)(h) = (cf2®q1)(h) = (h, g1)cf>
= (h,eg1) fo = (f2®@cg1)(h)

= (f2 ® g2)(h).

Logo os operadores sao iguais.

1.3 Os operadores shift e comutador

Nesta secao, é abordado o estudo do espectro dos operadores shift unilateral
e bilateral, observando a representacao de tais operadores agindo sobre H? e L2,
respectivamente. E importante conhecer o comutador do operador shift bilateral,
pois ele da informacao sobre quando o operador é normal, ou seja, quando ele
comuta com o seu adjunto.

1.3.1 Os operadores Shift

Definigao 1.59. Sobre [? o operador shift unilateral U estd definido por
U(CL(), ai, ag, ) == (0, Qp, A1, )
para (ag, a1, as,..) € 1%

Teorema 1.60. 1. O shift unilateral é uma isometria (||Uf|| = ||f]]), para
todo f € I2.
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2. O operador adjunto U* de U tem a sequinte forma
U*(a’(]a ay, Gz, ) == (CLl? a2, as, )

para f € 12, chamado também de shift unilateral para trds.

Demonstracao. 1. O objetivo é provar que
[(ao, ax, az, ..)|| = [|(0, ag, as, az, ..)|,
oo oo
mas isto se tem trivialmente pois Z lax|* = |0 + Z la_1 .
k=0 k=1

2. Sejam A o operador definido por

A(a07a17a27 ) = (a17a27a35 )

e x = (ag,ay,as,..) ey = (by, by, b, ..) dois vetores.

Note que

<U$7y> = <(OJ Qap, a1, Az, ")7 (b07bla b27 )> = Zak—la
k=1

<$aAy> = <(a0,a1,a2, -')7 (bb by, bs, )> = Zakﬂ,
k=0

logo, como estas duas somas sao iguais segue que A = U*.
O

Definicao 1.61. O espaco 13(Z) estd definido como o espago de todas as
sequéncias quadrado somdveis duplas, ou seja

P(Z)={(..,a_q,a_1,a0,a1,az,..) : Z |a,|* < oo}

Definigao 1.62. O shift bilateral ¢ o operador W sobre I*(Z) definido por
W(..,a_9,a_1,ap,a1,as,..) = (..,a_3,a_2,a_1,a9,a1,..),

onde o negrito indica a posi¢ao zero-€sima.

Teorema 1.63. 1. O shift bilateral é um operador unitdrio.

2. O adjunto do shift bilateral, chamado shift bilateral para trdas é dado por

W*("7 a_g, a—17a07 ai, ag, ) - ("7 a_i, CL()7a17 ag, )

Demonstragao. Claramente ||Wz|| = ||z|| para todo z € [*(Z), logo W é uma
Isometria.
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Defina o operador linear limitado A por
A("? a_z,0-1,0Q0, a1, a2, ) = ("7 a-i,ap,0a1, asz, )
Claramente AW = WA = I, assim W é uma isometria inversivel.

O objetivo é provar que A = W* para logo concluir que W é um operador
unitario.

Sejam x = (..,a_s,a_1,a9,0a1,02,..) € Y= (..,b_9,b0_1,bp,b1,bo,..) em I*(Z),
observe que

(Wx,y) Z an_1bp, (x,Ay) = Z anbpit,
pelo fato de estas somas serem iguais obtém-se que A = W*. O

Teorema 1.64. Seja U o operador shift unilateral sobre 1> e U* o seu adjunto,

entao
Iy (U*) = D.

Além disso, para X € D, (U* — \)f =0 para um f em I* se, e somente se, existe
uma constante ¢ tal que f = c(1, X\, %, N3, ..).

Demonstragao. Primeiro observe que ||[U*|| = ||U|| = 1, pois
Ul = sup [[U()]] = sup [[f]] =1
1F1I=1 [1f1=1

e dado f = (ag, ay,as,..) em [

U] = sup [JUT(HIl =~ sup  ||(a1, 02,03, .)[| <1,

lfl1=1 [[(a0,a1,a2,..)||=1
mas note que para f = (0,1,0,..), tem-se || f|| = 1, donde
T (OIF = 11(1,0,0, )] =1,

assim o supremo ¢ atingido logo,

Ul =1 =|U]l.
Agora, o raio espectral r(U*) = lim ||U*”H%, e em particular r(U*) < ||[U*|| =1,
n—oo

entao,

Io(U*) Co(U*) CD
Dado A com |A| < 1, entao f = (1,A, A%, A3,..) € [?, assim
US(1, 00203 = (A A2 0200 = A1, A, 0% 08,
portanto A é um valor préprio de U* e como consequéncia,

D C Ho(U*)



30

O seguinte passo é tomar e € S! e mostrar que ¢ & I1y(U*).
Seja f = (fo, f1, f2,..) um vetor em [? e suponha que U*f = ¢ f, entao

(fh f27 f37 ) - (ei0f07 eiefl, ewfg, )
dai, fn41 = €’ f, para todo n =0, 1,2, .., consequentemente f,, = ™ f.
oo [e'e]

Como f € [? a série Z |fnl? = Z e fo]? < 0o, assim

n=0 n=0
lim ™ fo]2 = lim |fo]® = 0,
n—oo n—oo
isto se, e somente se, fy = 0, logo f = 0, consequentemente ¢ nao pode ser valor
proprio. Juntando os resultados anteriores obtém-se que Ilo(U*) = D.

Por ultimo, se estabelece a caracterizacao dos valores proprios do adjunto do
operador Shift unilateral.

Seja A € D e suponha que U* f = \f para algum f # 0.
Se f = (fo, 1, f2,..) tem-se
(f1,f27f37 ) =U =M= /\<f0,f1,f27 -~)7

entao f,11 = \f, paratodon =0,1,2,.., consequentemente f, = \" f, para todo
n=0,1,2,.., logo f = fo(1,\,\2, A3 ).

Para a implicao contréria, suponha que existe uma constante ¢ tal que
f=c(1,A\,A%,)3,.)) com |A|] < 1, entao

U(c(1, 02 0%,0)) = Ae(L, 0203 ) = ¢( A A5 03 ) — (A A303, ) =0,
como se desejava. O]

Teorema 1.65. Se U € o operador shift unilateral sobre 1> e U* o seu adjunto,
W € o shift bilateral sobre [*(Z) e W* o seu adjunto, entdo

1. o(U) =D, I(U) = " ¢ Iy(U) = 0.
2. o(U*) = I(U*) =D e Hy(U*) = D.

3. (W) =To(W) = S, e To(W) = 0.
4. o(W*) = Iy(W*) = §', e y(W*) = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema sabe-se que o(U*) C D e Ip(U*)=D
portanto B
D=T1,(U*) c TI(U*) C o(U*) C D.

Como o (U*) ¢ fechado e S* C II(U*) pelo Teorema [1.46]

D =I(U*) = o(U*).
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Agora, como o(U*) = D, _
o(U) =D. (1.4)

Seja A € D, o proximo objetivo é provar que A & ITo(U).
Seja f = (fo, f1, f2,..) € [?, suponha que \ € IIy(U), ou seja, Uf = \f, entdo

(07 f07 f17 ) = ()\fOJ )‘fla )‘f27 )
Se A = 0, o lado esquerdo da férmula anterior é zero e assim f = 0.

SeN#0, f, = (%)”fo para todo n e A\ fy = 0, dai que fy = 0, logo f,, = 0 para
todo n, consequentemente A nao pode ser valor proprio. Portanto, IIp(U) = 0.

O seguinte passo ¢ mostrar que II(U) = S usando algumas propiedades do
espectro de W.

Como ||W][| = 1, pelo fato de W ser isométria a férmula do raio espectral
implica que o(W) C D pois r(W) < ||[W]|| = 1, em outras palavras como W é
inversivel e W~ = W* tem-se

a(W*):{%:)\ea(W)}C{%:OSWSI}:{)\:WZl},

mas como o(W*) C D, entdo o(W*) C S* e portanto,

o(W) c S (1.5)

Afirmacao: II(U) C II(W).

De fato, seja A € TI(U), entao existe uma sequéncia de vetores unitarios f, em
I? tal que ||(U = X) fulln — 0 quando n — oo. Cada vetor f,, em [? corresponde a
um vetor g, em [*(Z) o qual possui as coordenadas 0, 1,2, .. iguais a f, e o resto
sao zero, assim claramente

(U = A full = [|W = Ngnll e |[gn]| = [|fa]] = 1 para todo n,

de onde obtém-se que A € TI(W).

Juntando esta afirmagao com os resultados obtidos em (1.4), (1.5) e Teorema
[L.46] obtém-se
Stc(U) c II(W) C o(W) C S*.

Portanto, o(W) = II(W) = St e além disso II(U) = S.

Como o(W) = S! entdo o(W*) = S1. Observe que isto implica que
o(Ww*) c S! pois I(W*) C o(W*). Para mostrar a inclusao contraria, seja
e € S como II(W) = St e e7® € S' segue que existe uma sequéncia de
vetores f, em [?(Z), de norma 1, tal que ||(W — e~®)f,||, — 0 quando n — cc.

Como para qualquer f € [*(Z)

W =) fll = [I(W* = )£l
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pois lembrando que WW* = Id = W*W,
(Wf—ePfWf—ef) =(WFEW)+ W[ —ef)+ (=" fW])
H—eTf, =7 f)
= (L )+ (F ='W ) + (=W ) + ()
= (WL W) + (=S, W5 f) + (W f, =e“f) + (f. f)
— (W f — Of, W f — & f).
Portanto, ||(W* — €*)f.|l. — 0 quando n — oo, assim e € II(W*) e logo,
o(w+) = St
Agora, considere ¢ € St e seja x = (..,a_s,a_1,a9,a1,0as,..).
Se Wz = ez, segue que a,_, = ea, para todo n, consequentemente
a, = e aq para todo n.
Como x € I*(Z) asérie Y - |e"™q4|? < oo, entao Jim. lag|* = 0, assim ag = 0,
implicando que x = 0.
Como ITy(W) esté contido em S, segue que Iy(W) = 0.
Da mesma maneira obtém-se que Ilo(W*) = 0. O
O proximo resultado mostra uma representacao do operador shift unilateral

como operador sobre H? e do operador shift bilateral como operador sobre o
espaco L2.

Definigao 1.66. Defina M, (operador multiplica¢io por z) sobre H? por
(M. f)(z) = 2f(2).

Note que se f(z) = Z a,z" entao

n=0
(L)) = D a0,
n=0
Portanto, M, age da mesma maneira que um operador Shift unilateral.

Teorema 1.67. O operador M, sobre H? € unitariamente equivalente ao shift
unilateral.

Demonstracao. Defina o seguinte operador

Vo I2(N) — H?
(a(); ai, Az, ) — 27010:0 anzn.
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Calculando o operador adjunto de V' é facil notar que V' é unitério.

Dado ¢ = Z b,2" em H? tem-se

n=0

V. H?2 — I*(N)
o —V*p): FN) —
(an)n —

onde o(V ((an)n)) = ¢ (Z anz"> = ana_n, assim
n=0 n=0

V() = (bo, by, b, ),

onde claramente VV* = Id = V*V | portanto V' é unitéario.

Finalmente, prova-se que VU = M,V. De fato, dado a = (ag, a1, as,..) em
I*(N),
V(U(a)) =V(0,ap,a,..)

(o)
= Z a2
n=0
o0
= ZZ an 2"
n=0

=zV(a) = M.V (a).

Assim, o operador M, sobre H? ¢é unitariamente equivalente ao shift
unilateral. O

Portanto, M, é uma representacao do operador shift unilateral como operador
sobre H2.

o0
Observacao 1.68. Dado ex(z) = Zékmz" tem-se
n=0

M.er(z) = zeg(z) = ZZ k2"
n=0

= eps1(2). para todok =0,1,2, ..

O operador shift bilateral tem uma representacao analoga sobre L?.

Definigao 1.69. Os operadores Myo € M,—is sio definidos sobre L? por

(Mo f) () = e f(e) e (M-iaf)(e”) =" f(e").
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Teorema 1.70. O operador M.o sobre L? é unitariamente equivalente ao shift
bilateral W sobre I?(Z) e o operador M, ¢ unitariamente equivalentemente a

W=,

Demonstracao. Defina o seguinte operador

vV 12(Z) — I?

o

(..,a_1,ap,a1,..) —> Z ane™.

n=—oo

Calculando o operador adjunto de V' é facil notar que V' é unitario.

Dado ¢ = Z bpe™ em (L?)*, tem-se

n=—oo

Ve (LA — lz(Z)*
o —Vie): *2Z) — K
(an)n = V(@)((an)n) =@V ((an)n))-

Onde o(V ((an)n)) = ¢ ( Z anem9> = Z by, assim

n=—0oo n=—oo

V*(SD) = (--7 b_s,b_1,bb1, bo, --),

onde claramente VV* = Id = V*V, portanto V resulta ser unitario. Lembre que
o espaco dual de L? e de [*(Z) sao eles mesmos respectivamente.

Afirmagao 1: VW = M_, V.
De fato, dado a = (..,a_s,a_1, a9, a1, as,..) em [*(7Z),
V(W(a)) =V(.,a_3,a_9,a_1,a9,a1,..)

0o
_ 2 anez(nJrl)G

n=—oo

oo
= et g aneme

n=—oo

=%V (a) = MoV (a).

Afirmacgao 2: V*M,-ww = W*V* ou equivalentemente V*M_ -V = W*.
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De fato, dado a = (.., a_s,a_1, a9, a1, as,..) em 1*(Z),

V*M,-0V(a) = V*M, i ( > anem9>

=V* ( i anei(n—1)9>

= (..,a_1,a9,a1,as,as,..) = W*(a).

Das Afirmacoes 1 e 2, obtém-se o desejado. O]

1.3.2 Comutador

Definigao 1.71. O comutador de um operador linear limitado A € o conjunto
de todos os operadores lineares limitados que comutam com A.

O seguinte teorema é muito importante, pois é usado no capitulo seguinte
para estudos espectrais de um determinado operador.

Teorema 1.72. Se ¢ € L™, entio ||My|| = ||}]|co-

Demonstragao. Seja f € L* tal que ||f]| = 1, como |¢(e?)] < [|¢|]s q.t-p tem-se
LI = o [ ot seran < Lol [ 15 )Pas
¢ 27 Jo 2 ’
entao || My|| < ||¢|]oc-
O proximo passo é provar a desigualdade contréria.

Seja A = ||¢]|oo. Se A = 0 nao ha nada que provar, assuma entao que A # 0.

Assim, para todon € N,

E, = {ew 6(e)] > A — 1}

n

tem medida positiva. Se y, é a fungao caracteristica sobre este conjunto e m a
medida de Lebesgue sobre S!, tem-se que quando n é suficientemente grande

1 )
M 2 16 Qdﬂ
L LG
1 1
> — [ (A— )20
2m E, n
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1 27 ) .
Note que como ||x,||> = —/ IXn(e")|?d0 = m(E,), considerando f,, = X :
27 Jo X
IMofoll = A2
¢Jnll = n
para n suficientemente grande, portanto
1
IMsl| = sup [[Myf[| = [[Mgfol| = A= —,
[1f]l=1 n
ou seja, |[Myl| = A = [[4]|oo- O

Teorema 1.73. O comutador de W (considerado como um operador sobre L?) é
{M¢ : ¢ € LOO}

Demonstrag¢ao. Lembrando que W = M_ (Unitariamente equivalente).
Se ¢ € L™, entdo MyMjo = Moo My, assim {My : ¢ € L™} esta contido no
comutador de WW.

Para provar a inclusao contraria assuma que A é um operador linear limitado
sobre L? pertecente ao comutador de W.

Defina ¢ = Aeg, onde ¢ € L%, A meta é mostrar que ¢ € L™ e que A = M.

Como A comuta com W, A comuta com W" pois para n = 2
AW =WA dai AW? = AWW = WAW = W?3A,
o qual ajuda a deduzir que é vélido para todo n natural. Segue que
Ae™ = AW ey = W"Aeg = €™ Aey = g™ paran =0,1,2, ..

Como W é inversivel AW = WA se, e somente se, W LAW = A, dai que
AWl = WA e assim Ae™ = ¢e™ para todo n € Z.

Pela linearidade segue que Ap = ¢p para todo polinémio trigonométrico
p. Se f é alguma funcdo em L?, entdo existe uma sequéncia de polinomios
trigonométricos (p,), tal que p, — f em L? quando n — oo.

Como A é continua, Ap, — Af, consequentemente, ¢p, — Af sobre L2.
Agora, como p, — f em L? existe uma subsequéncia p,, — f q.t.p sobre S,
assim ¢p,. — ¢f q.t.p, e como ¢p,, — Af sobre L? entao Af = ¢f q.t.p.
Portanto A = Mj.

Falta provar que ¢ € L. Fixe n natural e seja E, = {e? : |¢(e?)| > n},
a ideia é mostrar que m(E,) = 0 para n muito grande e com m a medida de
Lebesgue.

Seja x, a funcao caracteristica sobre F,, tal funcao pertence a L?, entao
1 )
[AXaIP = lloxal® = o [ |6(e)?d6 > n*m(Ey).

En
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1
Além disso, ||xa|> = —/ 1d6 = m(E,), entao
2 Jg,

[[AXl[* = n[[x[*

Portanto, se n > || A|| tem-se ||x,|| = 0, logo m(E,) = 0, isto &, ¢ € L™,

]



Capitulo 2

Operadores Toeplitz

O operador mais conhecido e estudado sobre os espacos de Hardy-Hilbert é o
operador Toeplitz, como exemplo pode-se citar os operadores shifts unilaterais.

Neste capitulo estuda-se resultados sobre o espectro e outros aspectos do
operador Toeplitz.

2.1 Matrizes Toeplitz

Dada uma base ortonormal de um espaco de Hilbert H, cada operador linear
limitado sobre H tem uma matriz de representacao com respeito a esta base.

Definicao 2.1. Se A ¢ um operador linear limitado sobre um espaco de Hilbert H
e (en)ner € uma base ortonormal para H, entao a matriz de A com respeito & base
dada é a matriz cujas entradas na posi¢ao (m,n) sio (Ae,,en), com m,n € I.

Lembrando que M, denota o operador sobre L? que consiste da multiplicagao
pela fungdo ¢ de L™ e tomando a base padrao (¢?)>°.___ para L? como referéncia,
o seguinte teorema é enunciado .

Teorema 2.2. Seja ¢ € L™ com série de Fourier » >~ dne™ entio a matriz

de M, com respeito a base ortonormal (e"0)%.__ de L? ¢
o P-1 P2
o1 G0 P P2
P2 P11 g0 P11 P ;
o2 o1 o 9
$2 1 o

onde @g representa a posi¢ao (0,0).

38
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Demonstragao. Fazendo o célculo para cada par de inteiros (m,n),

1

" or

1 2 0 ] )
— 2_ < Z ¢lezl9> efz(mfn)Bde
T Jo

l=—0

e i i R
(Mgen, em) / QS(GZG)GWGG_Zmed@ = —/ ¢(619)6—Z(m—n)0d9
0 2m Jo

0 1 27
-y - / geli-(mml0 g
l=—00 27T 0

= gbm—n-

Portanto, para cada inteiro k, a entrada da matriz M, na posi¢ao (m,n) é ¢y
com m —n = k. Dai, obtém-se o resultado. O

Definigao 2.3. Uma matriz finita, ou matriz infinita dupla(ou seja,matriz com
entradas nas posi¢oes (m,n) para m,n € Z,) ou uma matriz infinita individual (ou
seja, matriz com entradas nas posi¢oes (m,n) para m e n inteiros nao negativos)
€ chamada matriz Toeplitz, se suas entradas sao constante ao longo de cada
diagonal. Isto €, a matriz (an,,) € Toeplitz se

Uy gy = Qmgmy ONAE My — Ny = My — No.

Observacao 2.4. As matrizes que representam operadores de multiplicacao com
respeito a base padrao de L? sao matrizes duplamente infinitas cujas diagonais
sao constantes. Cada uma dessas matrizes € um exemplo de uma matriz Toeplitz.

Teorema 2.5. Um operador linear limitado sobre L* é multiplicacio por uma
fungdo de L™ se, e somente se, sua matriz com respeito & base padrao de L? é
uma matriz Toeplitz.

Demonstragao. Foi mostrado no Teorema [2.2] que cada operador multiplicagao
sobre L? tem como matriz de representacao associada uma matriz Toeplitz.

Supondo agora que A tem associada uma matriz Toeplitz, a ideia é mostrar
que A = M, para algum ¢ € L, pelo Teorema é suficiente mostrar que
AW = W A ou equivalentemente, que para todos os inteiros m,n

(AWey,, en) = (W Ae,, ).

Observe que (AWe,, e,,) = (Aeyi1,em) = (Aey, e,—1) pela hipotese que a matriz
A tem diagonais constantes, mas (Ae,,e,—1) = (Ae,, W¥e,,) = (WAe,, en)
portanto,

(AWey, en) = (W Ae,, e,).
Il

O espectro e o espectro pontual aproximado das matrizes Toeplitz sobre L2
podem ser agora calculados, com ajuda da seguinte defini¢ao.
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Definigao 2.6. Para ¢ € L™, a imagem essencial de ¢ € definida como
essrand = {\ : m{e? : |¢p(e?) — A < €} > 0, para todo e > 0},
onde m € a medida de Lebesque.
* Note que a norma essencial de uma funcao ¢ em L™ € igual a
19lloe = sup{|A| : A € essrang},

por equivaléncia com a Defini¢ao [1.27.

Teorema 2.7. Se ¢ € L™ entio o(My) = 1I(M,) = essrang.

Demonstragao. Prova-se inicialmente que essran¢ C II(M,) para logo mostrar
que o(M,) C essrang, note que as duas inclusoes implicam o resultado desejado.

Seja A € essrang. Para cada nimero natural n defina

By ={esl0e) - N < 1 |,

n

e seja x, a fungao caracteristica sobre E,. Note que m(E,) > 0, entao

I : : 1 : 1
Mg=N)xn|]? = — Y —=X)xn (e 2019_—/ BY—NPdo < =m(E,).
10420l = 52 [ 10 -MnePdr = o= [ jole™)-APa0 < om(E)
Portanto, definindo f,, = ||Xn||, (fn)n € uma sequéncia de vetores unitarios tais
Qe Xn
1
1My = Nl < -

logo A € TI(My).
Suponha agora que \ € essrang, entao existe e > 0 tal que
m{e” :p(e”) = Al < e} =0,

isso implica que a funcao ﬁ esta definida q.t.p e de fato ﬁ < % q.t.p, portanto,

ﬁ € L, logo o operador M . ¢ limitado e também o seu inverso M, — A,

assim A & o(My). O

2.2 Propriedades basicas do operador Toeplitz

Os operadores Toeplitz sao compressoes do operador multiplicagao no
subespaco H?, definido como segue.

Definicao 2.8. Para cada ¢ € L, o operador Toeplitz com simbolo ¢, € o
operador T, definido por
Tyf = P(of),
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para cada f € H2, onde P € a projecio ortogonal de L? sobre H2.

Teorema 2.9. A matriz do operador Toeplitz com simbolo ¢ com respeito a base
(e de H2 é

o P-1 P2 O3
o1 G0 P P2

To=1| ¢2 &1 ¢ ¢ - |,
¢z P2 P11 P

onde ¢ € 0 k-ésimo coeficiente de Fourier de ¢.

Demonstragao. Dado n,m € {0, 1,2, ...},

27
(PMyey, em) = %/ P (¢(e)e™?) e7™d0
0
1 27 0 ) )
— % 0 P ( Z ¢l ez@(l-‘rn)) e—zmede
l=—00
1 o - i0(l4+n) —im@
=5 i lz_n e e de
_ 1 = o i0(l+n—m)
— % lzn (bl </0v e + d9>
= ¢m—n
Assim, i i
bo P-1 P2 P-3
P11 o P11 P2
Tqb = G2 1 ¢o O—1 - |,
¢3 Q2 o1 Qo
ou seja, se ] - ) ]
o G-1| P2
o1 Qo |91 Qo
My = P2 O | G0 P11 Do ,
G2 | O1 G0 D1
b2 91 o
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T, ¢ uma submatriz de M. O

Assim, os operadores Toeplitz tem matrizes Toeplitz infinitas individuais.

Definicao 2.10. O operador Toeplitz Ty € um operador Toeplitz analitico se
¢ e H™.
Observagao 2.11. Se ¢ pertence a ﬁoo, entao Tyf = Pof = of para todo
f € H?, pois H™® C H2.

O seguinte resultado mostra que a matriz de representagao padrao do operador

Toeplitz analitico sao matrizes triangulares inferiores.

Teorema 2.12. Se T, ¢ um operador Toeplitz analitico, entao a matriz de T}

com respeito a base (eM0)>, ¢
[ %0 0O 0 0 0 ]
¢1 ¢ 0 0 0
Ty=1|¢2 & ¢ 0 0 7
o3 92 1 ¢ O

onde ¢(e?) = Z dre™.
k=0

Demonstragao. Como ¢ € H?, os coeficientes de fourier de ¢ com indice negativo
Sa0 zero. [

Teorema 2.13. O comutador do operador shift unilateral agindo sobre H? ¢
{T¢ : ¢ € ﬁoo} .

Demonstragao. Pelo Teorema [[.67] ou Teorema se deduz que o operador
M.i» & uma representacao do operador shift unilateral agindo sobre H?, assim é
equivalente provar que o comutador do operador multiplicagao M. agindo sobre
H> ¢ N

{Ts:0en~}.

Cada operador Toeplitz analitico comuta com M_ e, pois para cada f € ﬁZ,
TyMof = PoMyof = ¢ f = o f = M,oT,f.
Para provar a implicagao contraria ¢ s6 agir de forma similar ao Teorema
Suponha que AU = UA. Seja ¢ = Aey, entdao ¢ € H? e pela hipotese tem-se que
para cada n € Z*,

Ae, = AUy = U Aey = U = ™.
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Portanto, pela linearidade Ap = ¢p, para todo polindémio p € H2.

Para f € H2 arbitrario, escolha (pn)n tal que p, — f em H?, entdo pela
continuidade e pelo fato de Ap,, = ¢p,, tem-se ¢p, — Af.

Além disso existe uma sequéncia (py,); tal que p,, — f q.t.p portanto,
®pn; — ¢f q.t.p logo, Af = ¢f q.t.p.

Falta mostrar que ¢ é essencialmente limitada.
Se A = 0, segue trivialmente. Pode-se asumir que ||A|| # 0.

Defina a funcao mensurével ¢ por ¢ = W e assim ¢ € H2 entao,
of _ Af
of = o= o
A[l - [[A]

para toda f € H2, segue que ||[¢f]| < ||f]| para toda f € H2.
Tomando f =1,
" _ oy AY

n:_ n — — n <

para toda f € H2, assim |[¢"|| < 1 para n € N.

Suponha que existe ¢ > 0 tal que E = {? : |[¢(e?)] > 1 + €} tem medida
positiva entao,

n _ 1 o i0y\|n 1 10\ |n
il = 5= [ weras = - [ e

> % [E(l +€)"df = (1 + €)"m(E).

Portanto, 1 > ||||" > (1 + €¢)"m(F) para todo n € N, o que é uma contradigao,
assim 1 e ¢ pertencem a L. O]

Observacao 2.14. Pela correspondéncia de flz € 'H~2 pode-se considerar o
operador Toeplitz _analitico sobre H?2. Como H>® C H?, pela Definigao
cada funcgao ¢ € H>® corresponde a uma funcdo ¢ analitica sobre D, entao pelo

Coroldrio

lim ¢(re) = (') q.t.p.

r—1-

Assim, considerando T, como um operador sobre H* seque que,

(Tsf)(2) = o(2)f(2) para f € H* e z € D.

Isto €, o operador Toeplitz analitico T, € simplesmente a multiplicagao pela fungao
analitica ¢ sobre H2.

Segue agora que todas as matrizes Toeplitz limitadas com respeito a base
padrao de H? sao as matrizes dos operadores Toeplitz.
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Teorema 2.15. Os operadores Toeplitz sobre H? sio os operadores cujas matrizes
com respeito a base (€M?)>2, de H? sio matrizes Toeplitz.

Demonstracao. O fato que cada operador Toeplitz tem uma matriz Toeplitz foi
provado no Teorema [2.9

Agora prova-se o contrario.

Seja A um operador limitado sobre H? cuja matriz com respeito a base padrao
¢ uma matriz Toeplitz. Seja P a projecao ortogonal de L? sobre H?, assim AP é
um operador limitado sobre L? e para n natural defina A, sobre L? como

A, =W"TAPW™,

O objetivo é mostrar que (A, ), converge a um operador multiplica¢ao e que A é
o operador Toeplitz cujo simbolo é o correspondente a uma funcao em L°°.

Note que ||A,|| < ||A]||, pois |[|[W]| = |[[W*|| = ||P]| = 1, adicionalmente como
(W*)LA,(W,)"tP~t = A entao ||A,]] = ||A]|.

Agora, para cada par (s,t) de inteiros, tem-se
(Anes, ey = (W APW™es, e;)
= <APes+n; Wn€t>

= <AP65+n, 6t+n>~

Para n suficientemente grande, sendo mais preciso, para n > —s esta expressao é
igual a (Aegiy,, €ypn) pOis Pegy, = €54y paran > —s e pela hipotese (Aegiy,, €44p)
¢é constante respeito a n, para n > —s. Pela linearidade, segue que para cada par
(p, q) de polinémios trigonomeétricos, (A,p,q) é constante para n suficientemente
grande.

Definindo a forma bilinear 1 sobre polinémios trigonométricos da seguinte
forma

Y(p,q) = nlgnoomnp, q),

como [¢(p,q)| < [[Alll[p]ll¢l] para todo polinémio p,q, ¥(p,q) ¢ uma forma
bilinear limitada sobre o subconjunto dos polinémios trigonométricos de L2,
portanto ¢ pode-se estender a uma forma bilinear limitada sobre L? e assim
existe um operador linear limitado Ay sobre L? tal que

w(fvg) = <A0fag>
para todo f,g € L%

Segue que lim (A, f,g) = (Aof,g), para todo f,g € L.
n—oo

Falta provar que Ay ¢ um operador multiplicagao e que PAy|g. = A.
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Observe que pelo fato de A,, = W*"APW™,

<W*Aan, g> = <An+1f7 g>>

€ mais

(WA W f, g) = (AW f,Wg).

Quando n tender para infinito obtém-se
(Aof,g) = (AW f,Wg) = (WA W [, g)
portanto, Ay = W*AyW ou equivalentemente W Aq = AgW.

Como Ay comuta com W, pelo Teorema [I.73] tem-se que Ay = My para algum
6 L.

Agora, para provar que A = P M|, note primeiro que para s e t em Z*U{0}

(PMges, e;) = (PAges, e;)
- <A0687 et>

= nli_r)n@(AneS, €r).

Como (A5, 1) = (A€sin, €11n) Para n suficientemente grande e A é uma matriz
Toeplitz tem-se (Aegyn, €i1n) = (Aes, e;), dai

(PMyes, er) = (Aes, ey).
Portanto, A = PMy|z., ou seja, A é o operador Toeplitz T}. n
Observacao 2.16. O operador shift Unilateral U € o operador Toeplitz Tio.
Uma caracterizagao alternativa dos operadores Toeplitz é dada no seguinte
corolario a partir do teorema anterior.
Corolario 2.17. O operador T € um operador Toeplitz se, e somente se,

U*TU =T, onde U é o shift unilateral.

Demonstragao. Note que para n,m € Z* U {0}.
(U'TUey, e = (TUep,Uep,) = (Tepni1,€mi1)-

Portanto, se T' é um operador Toeplitz, pelo Teorema [2.15], T" tem matriz Toeplitz
associada, assim

<U*TU€n, €m> = <T€n7 €m>7

logo,
UTu ="1T.
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Reciprocamente, se U*TU =T entao,

(Teyn,em) = (UTUey, €n)
= (TUen, Ueyp)

= <T€n+l ) €m+1>

e
(Tep,em) = (UTUep,em)
= (U(U*TU)Uey, ey)
= (Teni2, emi2)
Assim (Tep,em) = (Tepik, €mir) para todo k = 1,2, ... entdo T tem matriz
Toeplitz e portanto, é um operador Topelitz pelo Teorema [2.15 O

Teorema 2.18. A aplicagio ¢ —— T, que vai de L™ sobre o espago dos
operadores Toeplitz, considerado como um subespago da dlgebra dos operadores
lineares limitados L(H) sobre H?, é injetiva, limitada, linear e preserva adjunta
(ou seja, Ty = Ty).

Demonstracao. A aplicacao é linear pois dado o, 5 € C e ¢, ¢ em L,

Ta¢1+5¢2 - OzT¢1 + BT%‘

Como

Tl = [[PM|| < |[My]| = Hiﬁljlllcbfll < [[]oo,

| T]| < 1]¢||c0, Ou seja, a aplicacao é limitada.

Se T, e Ty, sao iguais, entao comparando suas matrizes obtém-se que ¢ e ¥
tem os mesmos coeficientes de Fourier, portanto a aplicacao € injetiva.

Preserva a adjunta, pois dados f, g € H?
(T31,9) = ([ Tsg) = {f. PMsg) = ([, d9)
= o [ s g
= o [ H e = B1.)

= (PMzf.g) = (I3[, 9)-
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Mostra-se mais adiante que a aplicacao anterior é uma isométria linear, ou
seja, || Tl = [[¢l]oo-

Note que a soma de dois operadores Toeplitz é um operador Toeplitz, pois
somando duas matrizes infinitas duplas constantes obtém-se outra matriz a qual
serd também infinita dupla constante. Para o produto nem sempre ¢ verdade,
um caso no qual isto mantem-se é quando ¢ € H*>, aqui Ty ¢ a restricao de My
a H2, assim

TyTsg =TyPMyg = PMyPMyg

= PMy¢pg = PMysg = Ty
para todo ¢ € L™.

Lema 2.19. Se T, e T, sao operadores Toeplitz e U € o shift unilateral, entao
UTyTyU = Ty Ty = P(e™"y) @ P(e™"9),

ver Nota¢ao onde P € a projecio ortogonal de L* sobre H2.

Demonstragao. Note que I = UU™ + ¢y ® g, onde ey ® ¢g ¢ a proje¢ao ortogonal
de H? sobre as constantes. Portanto,

U*T¢T¢U = U*Tw<UU* +ep X 60)T¢U
= UT,UUT U + U*Ty(eo ® e9)TpU
=TyT, + U*Ty(e ® e)T,U. (Pelo Corolariof2.17)

Mas, U Ty (eg ® eg)TyU = U*Tyeq @ U *Tgeo, pelo Teorema e considerando
U="T,e

U*T¢€0 = (TEU)*QO = (T ig@)*eo

e

= de—iog€o = P(e‘iew).

Similarmente
U*TEGO = <T¢U)*€0 = (Tewd))*eo
Assim, U*T,TyU = Ty Ty + P(e "¢y) @ P(e "9) 0

Definigao 2.20. O operador Toeplitz Ty € dito coanalitico se T}; € analitico (o
que equivale a dizer que ¢ € 7:200)

Teorema 2.21. Para ) e ¢ em L=, TyTy ¢ um operador Toeplitz se, e somente
se, Ty, € coanalitico ou Ty € analitico. Em qualquer destes casos, TyTy = Tiye.

Demonstracao. Se T, é analitica, entao claramente 10,1 = Ti.
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Se Ty, ¢ coanalitica, ou seja, T@ ¢é analitica, entao
(TyTy) =TT, = 1515 = Tgy,
portanto, TyTy = (T5;)" = Tyg, ou seja, TyTy & Toeplitz.
Suponha agora que T;T} ¢ um operador Toeplitz, pelo Lema m
U T, TyU — TyTy = P(e™ ) @ P(e )

e pelo Corolério

dai P(e™") @ P(e™"¢) = 0, logo P(e~") = 0 ou P(e ) = 0.

Se P(e~%)) = 0, entdao e~ L H?, ou seja, os coeficientes dos indices positivos
de Fourier de v sao zero e Ty, é coanalitico.

Se P(e=) = 0, entdo e ¢ L H2, ou seja os coeficientes de indices positivos
de Fourier de ¢ sao zero e Ty ¢ analitica. O]

Corolario 2.22. O produto de dois operadores Toeplitz € zero se, e somente se,
um dos fatores é zero.
Demonstracao. Se um dos fatores é zero, é claro que o produto dos dois operadores

Toeplitz é zero.

Agora se TyTy = 0, como 0 ¢ um operador Toeplitz o teorema anterior implica
que Ty, € coanalitica ou Ty ¢ analitica e que T}y, = Ty = 0.

Portanto, ¥¢ = 0.

Se Ty ¢ analitica e nao é nulo, entdo m({e” : ¢(¢??) = 0}) = 0 pelo Teorema
implicando que ¥ = 0 q.t.p, logo T}, = 0.
Se Ty ¢ analitica e nao ¢ nula, entao m({e” : ¢(e’) = 0}) = 0 pelo Teorema

1.39, implicando que ¢ = 0 q.t.p, logo Ty = 0. O
1.39 go Ty

Sabe-se entao que se Ty, e T}, sao operadores Toeplitz analiticos eles comutam,
assim TyTy = Tyy = Tyy = TyTy, da mesma forma se os dois operadores sao
coanaliticos. Mas nao sao os tnicos casos.

Teorema 2.23. Sejam ¢ e v em L™ entao T,Ty, = T, T, se, e somente se, uma
das sequintes condicoes se mantém

(i) Ty e T, sao analiticas.

(1t) Ty e Ty sio coanaliticas.

(111) Existem a,b complezos, nao nulos tal que ap + by € constante.
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Demonstragio. E claro que (i) e (ii) implicam comutatividade. Suponha que
existem a, b nimeros complexos nao zero tal que a¢ + by = k, k constante, entao

) = k;“‘b, assim

T.Ty = TiTige = POPUSE = Po(G + F522)

= Pk + PoP(=22) = Po — 2PyP¢

— P¢PE — 4Py Pg

= PYP¢ — ¢PpPp = (PE — 2Pp)Po

= P(522)Po = T, T,

Agora suponha que TyTy = TyT,. Pelo Lema [2.19]

UT,T,U — TyTy, = P(e ¢) @ P(e™ "))

UT,TyU — TyTy = P(e™"y) ® P(e79),

portanto,
P(e™) @ P(e™")) = P(e™"4) @ P(e™9). (2.1)

Existem dois casos, quando pelo menos um dos vetores de ([2.1]) é zero ou nenhum
destes é zero.

Assuma que um dos vetores é zero, suponha
(1) P(e™?¢) =0.

Entao, pelo Teorema [1.58) ||[P(e™¢) @ P(e™“9)[| = ||P(e”“v)|[[|P(e“¢)|| = 0
Tem-se aqui dois subcasos:
(1.1) Se P(e @) = P(e~")) = 0.

Nesse caso, os coeficientes de Fourier de ¢ e 1 que correspondem aos indices
positivos sao zero, e assim T} e T, sdo coanaliticas e satisfazem (i1).

(1.2) Se P(e™?¢) = P(e7"¢) = 0.
Aqui ¢ é constante e satisfaz (iii) escolhendo a =1 e b = 0.

Assuma agora que

(2) P(e*y) =0.

Entao novamente pelo Teorema tem-se dois subcasos



20

(2.1) Se P(e™?)) = P(e ") = 0.
Aqui 9 é constante e satisfaz (i) escolhendo a =0 e b= 1.

(2.2) Se P(e™)) = P(e "¢) = 0.
Nesse caso os coeficientes de Fourier de ¢ e 1) que corresponden aos indices
negativos sao nulos, e assim Ty e T}, sdo analiticos e satisfaz em (7).
No caso onde (3) P(e™"y) =0 e (4)P(e"*¢) = 0 o resultado ¢ analogo.

Asuma agora que nenhum dos quatro sao zero.

Como P(e~?¢) @ P(e=)) = P(e~"1)) @ P(e=?¢), pelo Teorema |1.58) existe
b # 0 tal que

P(e™"¢) = bP(e™"v) e P(e™"9) = bP(e™"))

entao, . S

P(e™(¢—by)) =0 e P(e™"(¢— b)) =0,
implica que ¢ — by é constante, portanto a condigao (iii) é satisfeita. O
Corolario 2.24. Se dois operadores Toeplitz comutam entre eles e nao satisfazem

a condi¢ao (iii) do teorema anterior, entdo seu produto € um operador Toeplitz.

Demonstracao. Segue do teorema anterior que o primeiro operador ¢ analitico ou
o segundo operador é coanalitico, dai pelo Teorema o produto é um operador
Toeplitz. O

Teorema 2.25. Um operador Toeplitz é autoadjunto se, e somente se, o seu
stmbolo € de valor real q.t.p.

Demonstragao. Segue do fato que Ty, = T} se, e somente se, ¢ = @. O

Corolario 2.26. O operador Toeplitz Ty, € normal se, e somente se, existem
numeros complexos ¢ e d, e uma funcao de valor real 1 em L tal que ¢ = cp+d
q.t.p.

Demonstragao. Pelo Teoremam T, = Ty, entdo
TyT; = Tepralapra = (¢Ty + d)(ET5 + d)
= Tyl + cTyd + deTy + dd

= lcTy + deTy + eTyd + dd

Agora, suponha que Tj, € normal, ou seja, que Ty comuta com T} = T; e como
pelo menos um dos trés casos do Teorema [2.23| se cumpre:
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Se (i) ou (iz) é verdadeiro, tem-se que ¢ é constante e o resultado segue.
Se (iii) é verdadeira, entao
ap+bp =k (2.2)
para k constante, tomando conjugados e somando as duas tem-se
2Re((a+b)¢) =k + k.
Seja 1) a parte imaginaria da funcio (a + b)¢, note que

(a+5)¢:k;—k+w.

Sea+b+# 0, segue o resultado. B
Se a = —b, segue de (2.2) que ap — ap = k, dai (2i)Imagp = k logo,
Im ¢ = Constante.

Segue que ¢ tem a forma desejada com ¢ = Re ¢. [

Teorema 2.27. O unico operador Toeplitz compacto € 0.

Demonstragao. Seja Ty um operador compacto.

Lembre que os operadores compactos enviam sequéncias fracamente
convergentes em sequéncias fortemente convergentes. Portanto, como (esm)n — 0
quando n — 00, (Ty(estn))n — 0.

Lembrando também que toda sequéncia que converge fraca é limitada, tem-se
que (es4n)n € limitada logo,

(Ty(€s4n); €r4n) — 0
quando n — oo.

Como Ty ¢é Toeplitz (Ty(€sin), €tin) = ¢Ps—t, onde ¢y ¢ o k-ésimo coeficiente
de Fourier de ¢, portanto ¢, = 0 para todo s,t € Z*U{0}, ou seja ¢, = 0 para
todo k € Z, dai ¢ = 0 q.t.p, assim T}, = 0. O

De fato, os operadores Toeplitz nao podem ser obtidos através da aproximagao
de operadores compactos, como serda mostrado na seguinte secao.

2.3 Estrutura espectral

Nesta secao faz-se o estudo do espectro do operador Toeplitz em termos de
seu simbolo ¢ geral, pelo qual ele esta determinado.

Para comecar ¢ mostrado que o espectro pontual aproximado de Ty sempre
contém imagem essencial de ¢.
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Teorema 2.28. (Teorema da inclusao espectral).
Para todo ¢ € L™, o espectro de My estd contido no espectro de Ty,. Mais
precisamente,

ess rang = 1I(My) = o(My) C II(T,) C o(Ty).

Demonstragio. O Teorema [2.7 mostrou que o(My) = II(My) = essrang.
Assuma agora que A\ € II(M,), entao existe uma sequéncia (f,), de fun¢oes em
L? com ||f,|| = 1 tal que,

|(My = A) fulln = 0

quando n — oo. Removendo os termos quando n for suficientemente grande de
cada f, e renormalizando, para cada n existe um g, de norma 1 que tem s6 um
numero finito de coeficientes de Fourier nao nulos correspondentes aos indices
negativos, que satisfaz

1

||fn _gn|| < —.

n
Segue que ||(My — A)gnlln — 0, quando n — oco.

Como o operador shift bilateral W tem a propriedade de mover os coeficientes
de Fourier das fungoes em L? a direita, para cada n existe M, € Z* tal que
Whng, € H? e como W é unitario e comuta com M, tem-se,

(M = W gy || = |[WH (Mg — A)gnl|

= (WM (My = N) g, W (M — N)g) >
= (M = X) g, WM WM (M — N)gn) 2
= (Mg = A\)gn, (Mg — A)gn)?
= [[(My = Mgall

Além disso, [[WHrg,.|| = ||ga|| = 1, pelo mesmo fato de W ser unitério.

Para cada n defina h,, = WMng,  entao cada h, € H%||h,|| =1 e
[[(Mg = A)hnl[n = 0
quando n — oo mas,
(T = M| = [|1P (Mg — M ha|| < [[(My = M)hall,

portanto,
(T = M) hal[n — 0,

quando n — oco. Logo A € II(T}), assim II(My) C II(T}). O

Corolério 2.29. Para ¢ € L, |[¢ll = |Myl| = ITyl| = r(T,), donde r(T) ¢
o raio espectral.
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Demonstragao. Pelo Teorema tem-se ||¢||lc = ||My|| e pela pag.207 de
[15](Cézar), o raio espectral de um operador normal ¢ igual a sua norma assim,

| M| = r(Ms).

Pelo Teorema (Inclusao espectral) r(My) < r(T}), além disso, o espectro de
todo operador ¢ no maximo sua norma pelo Teorema entao r(Ty) < ||Tyll,
juntando todas essas informagoes

IMyl| = r(My) < r(Ty) < [|Ts]]-
Mas como Ty, = PMy|z. tem-se
NToll < [1P[II[Mg]| = || M]].

Portanto, se conclui ||My|| = ||Ts|| = r(Ty). O

Lembrando que um operador é dito quasenilpotente se o seu espectro é 0,
segue o seguinte corolario.

Corolario 2.30. O 1unico operador quasenilpotente Toeplitz é o operador 0.

Demonstragao. Se r(T,) = 0, o corolario anterior diz que ||¢||o = 0, entdo ¢ =0
q.t.p, ou seja Ty = 0. O

Corolario 2.31. Se ¢ pertence a L* e K wum operador compacto, entao
T — K[| = [|T]l-

Demonstra¢ao. Como ||T,-me|| = 1 para cada n € N,
T = K| = [[Temino (Ts — K|
= ||T-inep — T,—ine K|| (Pelo Teorema
2 || Temino || = [[Temino K]
Note que pelo fato de e~ ¢ H>™ e pelo Corolério
1Te-madll = lle™ ¢lloc = [[lloc = [IT5]],

para todo n.

Além disso, T,-ime € simplesmente U*", portanto, (1,-imef), — 0 para cada
f e H
Como K é compacto, segue do exercicio 1.19 de [I4], pag.32, que

(Te—inGK)n — O,

quando n — oo. O
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Assim, como consequéncia, os operadores Toeplitz nao podem ser obtidos
através da aproximacao de operadores compactos.

Exemplo 2.32. Eziste um operador K de posto 1, tal que, ||S* — K|| = ||S*||,
onde S* € o shift unilateral para trds.

Demonstracao. Seja K = ey ® e1, note que dada
f = (f0>f17an ) € l27 €0 = (170707 ) € €6 = (07 1707 ")a

K(f) = (60 X el)f = <f> 61>€0 = f1€0 = (flaoaoﬂ )

e
S*(f) = (fi. fo 5, )
(S"=K)f =S(f) = K(f) = (f, far ) = (£1,0,...) = (0, fo, f5, ...),
logo,

157 = K|l = |[57|] = 1.
O

Teorema 2.33. Para ¢ € L™ e lembrando que Env A significa envoltoria convexa
de um determinado conjunto A, os sequintes conjuntos sao idénticos:

(1) Env o(T})
(i) Env o(My)

(i) W(T;)

(iv) W (M)

(v) Env(ess rang).

Demonstragao. Como My é normal, W(My) = Env(o(M,)) pelo Teoremam
e pelo Teorema (Inclusao espectral)

Env(o(My)) C Envo(Ty) C W(Ty).

Como (T, f, f) = (Myf, f) para f € H?,
W(T,) C W(My),

e assim W(T},) C W(M,).

Logo W(My) = Env(o(My)) = Envo(T,) = W(Ty).

Mas como essran¢ = o(M,), entao

Env(essrang) = Envo(My).
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Corolario 2.34. Para cada ¢ € L™, ess rang C o(T}) e
o(Ty) C Env(ess rang). Em particular, se essrang € convexo entio
o(Ty) = ess rang.

Demonstracao. Segue do Teorema m (Inclusao espectral) que
essrang = o(My) C o(Ty)

e pelo teorema anterior tem-se

Env(essrang) = Envo(Ty),

assim claramente

o(T,) C Env(ess rang).

Agora, se essrang é convexo, entdo Env(essrang) = essrang, assim
o(Ty) C ess rang

e pelo Teorema [2.2§]
ess rang C o(Ty),

assim
o(Ty) = ess rang.

]

O espectro dos operadores Toeplitz pode ser calculado em alguns casos quando
ess rang nao é convexo. Em particular, o(7T},) pode ser obtido se T} for operador
Toeplitz analitico.

Teorema 2.35. Se ¢ € H™, entio o(T,) = ¢(D).

Demonstragao. Considere Ty agindo sobre H? em vez de H2. Suponha que
A = ¢(2) para zy € D, entao

((Ts = N)f)(z0) = (¢(20) = A)f(20) = 0, Vf € H?,

logo Ty — A nao ¢é injetora e T, — A nao pode ser inversivel, isto prova que
¢(D) C 0(Ty) e assim ¢(D) C o(T}).

Agora assuma que A € ¢(D).

Defina 0 = dist(\, ¢(DD)), sendo assim 6 > 0. Como |¢(z) — A| > J para todo

z €D,
1

¢(z) — A

é analitica e limitada por % sobre D, logo

(T~ N =T

d—A

implica que A & o(Ty). O
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Analogamente, tem-se um resultado para operadores Toeplitz coanaliticos.

Corolario 2.36. Se Ty ¢ um operador Toeplitz coanalitico, e se ¢ € H™® cuja
funcao limitada € o conjugado complexo de ¢ q.t.p., entdao O'(T(Z) € o fecho do
conjunto complezo de conjugados complexos de ¢(ID).

Demonstragao. Lembrando que T§ = Tg, como ¢ € H>™, o resultado segue do
teorema anterior e do fato que

oA ={X:xea(Ad)}.
[

Teorema 2.37. (Alternativa de Coburn). Se ¢ € L™ e ndao € nulo, entao
pelo menos um de Ty e T3 € injetivo.

Demonstragao. Suponha que T, f = 0 para algum f # 0, e suponha também que

T;(9) = P(dg) = 0.
Deve-se provar que g = 0.

Tem-se que P(¢f) = 0, onde P é a projegao de L* sobre H2, entdo
of, ¢g € (H®)*, dai os coeficientes de ¢f e ¢g que podem ser diferentes de
zero sao aqueles cujas posigoes sao {1,2,..}.

Como f,g € H2, entdo ofg e ¢gf em L*(S') tem coeficientes de Fourier
diferentes de zero no méaximo nas posigoes {1,2, ..}, mas

ogf = ofg,

entao ¢gf e seu conjugado tem os coeficientes de Fourier diferentes de zero no
méaximo nas posigoes {1,2, ..}, portanto, ¢gf = 0.

Como f # 0, m{e” : f(e?) = 0} = 0 pelo Teorema F. e M.Riesz logo
¢g = 0 q.t.p. Como ¢ nao é nulo, existe um conjunto de medida positiva sobre o
qual g se anula, logo ¢ se anula sobre um conjunto de medida positiva, donde se
conclui que g = 0 usando novamente o Teorema F. e M.Riesz [1.39] O

Corolario 2.38. Um operador Toeplitz distinto do nulo, tem imagem densa se
este nao for injetivo.

Demonstragao. Se T, for nao injetivo, segue da Alternativa Coburn que 77 &
injetivo. Se a imagem de T} ndo for densa, existiria g # 0 tal que (T f,g9) =0
para toda f € 7—~[2, mas

(Tsf.9) = ([, T59)-

Em particular,

(T39,T5g) =0eT;g9=0,
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isto implica que g = 0, o que é uma contradicgao. O

Corolario 2.39. Para ¢ € L, nao constante,

HQ(T¢) N HQ(T;) - @,

onde HO(T;;) denota o conjunto de conjugados complexos de valores proprios de
Ts.
¢

Demonstragao. Suponha que A € IIy(T}), assim existe uma funcao f diferente da
nula tal que (Ty — \)f = (Ty-\)f = 0.

Suponha também que (T} — A)g = 0, o objetivo é mostrar que g = 0, mas
note que 17 — A= T, assim pela Alternativa de Coburn g = 0. O

Corolario 2.40. Se ¢ € L™ ¢ nao constante de valor real, entao Iy(T,) = 0.

Demonstragao. Nesse caso Ty = Ty, ou seja, Ty € autoadjunto, implicando que o

seu espectro é real. Portanto, se A € Ily(Ty), A=A e \ € y(T) o que contradiz
o corolario anterior. ]

A seguinte definicao permite o estudo do tltimo corolario do Teorema
Alternativa Coburn apresentado neste trabalho.

Definicao 2.41. Um operador limitado T sobre um espago de Hilbert separdvel
‘H € Fredholm se sua imagem € fechada e se

J(T) =dimkerT — dim ker T*

€ finito.

Corolario 2.42. Se ¢ € L*>(S") tal que T,, é um operador de Fredholm entdo
Ty € inversivel se, e somente se, j(T,) = 0.

Demonstragao. Seja Ty um operador de Fredholm e suponha T inversivel.
Note que
Ty =Ty +0,

onde zero é o tunico operador Toeplitz compacto, entao pelo exercicio 6
[3](Brezis),pag.494, obtém-se que j(Ts) = 0.

Agora, se j(Ty) = 0, dim ker Ty = dim ker T e pela Alternativa de Coburn
ou ker(Ty) = {0} ou ker(7};) = {0}, implicando que

dim ker Ty =0 ou dim ker T =0,

dai dim ker Ty = dim ker Tj = 0, logo ker T, = {0} = ker T}, portanto Ty é
injetivo.

Como
ran T, = (ker T(;‘)L = {0} =17,

entao Ty ¢ sobrejetor, logo T;, ¢ inversivel. O
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O proximo passo é determinar o espectro de um operador Toeplitz auto-
adjunto, para isto a seguinte definicao.

Definicao 2.43. Para ¢ € L*> de valor real, o infimo essencial de ¢, denotado
por essinfo, € a maior das cotas inferiores da imagem essencial de ¢, e o
supremo essenctal de ¢, denotado por ess supp, € a menor das cotas superiores
da imagem essencial de ¢.

Teorema 2.44. Se T}, € autoadjunto, entao

o(Ty) ={t:essinf ¢ <t < esssupo}.

Demonstracao. Lembre que se T}, ¢ autoadjunto, entao ¢ ¢ de valor real q.t.p,
ver Teorema . Claramente [ess inf ¢, ess sup ¢] = Env(essrang), o qual
contém o o(7},) pois pelo Teorema o(T,) € W(T,) e pelo Teorema
W(Ty) = Env(essrang).

Para provar a inclusao contraria, note que pelo Teorema m (Inclusao
espectral) essrang C o(Ty) e pelo fato de essrang ser fechado, essrang contém
essinfo e ess supp entao,

essinfo,esssupp € o(Ty).

Seja A € (essinf¢,ess supp), a ideia é provar que T, — A ndo ¢é inversivel
provando que Ty — A nao é sobrejetora. Para provar isto mostra-se que nao existe

f e H? tal que (Ty — \)f =1, agindo por contradigao.
Suponha que dita f existe, entao
P((o—=Nf)=1,
equivalentemente,
P((¢—A)f)-1=0,
o que quer dizer que
Tt 2 ~ 772
(p—Nf—-1eH? =L"oH,

onde L2 © H% = L2 N (H%), mas (¢ — N)f —1 € H2 Como ¢ = e A € R,

(p—Nf—-1¢ H2, portanto, (6 — N f € H2

Além disso, f € H? implica que fe, € L2&H? paran = —1,—2, —3, ... assim,

0= (0= NFFer) =5 [ (6 - T (") s

T o
1 27 ] . .
= | (8(e”) = NI f ()P a0,

2 Jo

paran = —1,—2,-3, ...
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Tomando conjugado

1 [ , , ,
0=— (p(e) = N)|f(e)|?e™dh, paran = —1,-2, ..,
2 Jo
entao
1 2

0= oy (0(e™) = N |f ()20, paran = £1,42, ..
T Jo

Segue que (¢—\)|f|* deve ser uma constante c(real), pois todos os seus coeficientes
de Fourier, exceto possivelmente o zero, sao zero.

Note que (¢ — A\)f # 0, pois P((¢ — \)f) = 1, portanto ¢ # 0.

Deste modo, (¢ — \)|f|? € uma constante nao nula, mas isto ¢ impossivel. De
fato, como \ € (essinf¢, ess supp) tem-se

(6(e”) =) >0

% em um conjunto de medida positiva e também

para e
(6(e”) = A) <0

sobre um conjunto de medida positiva, portanto (¢—\)| f|* toma valores positivos
e negativos sobre conjuntos diferentes de medida positiva, mas isto nao pode
ocorrer, pois (¢ — A)|f|? ¢ uma constante nao nula. ]

Prosseguindo a descri¢ao do espectro de um operador Toeplitz Ty, no caso que
¢ for uma fungao continua sobre D, para isto, se introduz o conceito de indice de
uma funcao.

Definigao 2.45. Seja v uma fungdo continua de valor complexo sobre S* (ou seja,
v € uma curva fechada), e seja a um ponto que nao estd na imagem de 7.

O indice do ponto a, com respeito a vy (também chamado nimero de enrolamento
de v ao redor de a) € definido como

1 1
Ind,y = —/ dz.
g

271 zZ—a

Teorema 2.46. Se ¢ ¢ continua sobre S*, entdo Ty € um operador de Fredholm
se, e somente se, ¢ nao se anula e —j(Ty) € o numero de voltas da curva ¢ com
respeito a origem.

Demonstragao. Ver [7], pag.165. ]

Corolario 2.47. Se ¢ € continua sobre S*, entio Ty € inversivel se, e somente
se, ¢ nao se anula e o numero de voltas da curva determinada por ¢ com respeito
a origem € zero.
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Demonstragio. Seja ¢ um simbolo continuo sobre S*. Se T ¢ inversivel, seguindo
o mesmo esbogo da prova do Corolario 2.42] onde

T, =T, +0,

¢ a soma de um operador inversivel mais um operador compacto, segue que Ty
é de Fredholm, logo usando o Teorema tem-se que ¢ nao se anula e pelo
Corolario [2.42] segue que o ntimero de voltas de ¢ com respeito da origem é zero.

Para provar a implicagao contraria basta usar diretamente o Teorema [2.46| e
Corolario [2.42] respectivamente. O

Teorema 2.48. Seja ¢ uma funcio continua sobre S*. Entdo,

o(Ty) = rang U{a eC:adrangeInd,p # 0},

onde ran ¢ € a imagem de ¢.

Demonstracao. Note que essran ¢ = ran ¢ pois ¢ é uma funcao continua.
Segue do Teorema (Inclusao espectral) que ran¢ C o(T}). Assim, tem-se que
provar que para a & rang, T, — a ¢ inversivel se, e somente se, Ind,¢ = 0.

Como a & ran ¢ se, e somente se, 0 & ran(¢p —a), Ty —a =Ty 4, €
Ind,¢ = Indy(¢ — a).

Pode-se assumir que a = 0 e que ¢(e?) # 0 para todo #. Neste caso deve-se
mostrar que T} ¢ inversivel se, e somente se, Indyp = 0, o qual é uma implicagao
direta do corolério anterior.

]



Capitulo 3

Sobre Operadores Toeplitz
simétricos complexos

Como os operadores Toeplitz sobre H? nao sao em geral simétrico complexos,
neste capitulo tem-se como objetivo a caracterizacao dos operadores Toeplitz
que sao simétricos complexos com uma conjugacao determinada, para logo
caracterizar também quais sao normais através de seu simbolo.

3.1 Operadores Toeplitz simétricos complexos

Dada L(#) a élgebra dos operadores lineares limitados definidos no espago de
Hilbert complexo e separavel H tem-se as seguintes definigoes:

Definicao 3.1. Uma conjugacao ¢ um operador antilinear
C:H—H

que satisfaz as sequintes duas condigoes:

(1) (Cx,Cy) = (y,x), para todo z,y € H (C é isométrico).
(ii) C* =1 (C € involutivo).

Defini¢ao 3.2. Dado T € L(H) e C um operador antilinear, T € dito C-
stmétrico se CT = T*C, e simétrico complexo se existe uma conjugacao
C com a qual T é C-simétrico.

Teorema 3.3. Para ¢ € L™, seja T,, um operador simétrico complexo sobre H?.
Se T, € analitico ou coanalitico, entao ¢ € identicamente nula sobre D ou € uma
fungao constante sobre D.

Demonstragao. Suponha que T, ¢é analitica e seja ¢ uma funcao nao
identicamente zero sobre D. Se ¢(A\) = 0 para algum A em D, entdo ¢(z) # 0
para todo z em algum conjunto aberto U de D o qual nao contém .

61
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Note que T7K) = ¢(A)Ky. De fato, dada f € H? e lembrando que
<f7 K)\) - f(/\)7

(T:Kx— o(NEx f) = (TiK f) = (@K, f) = (K, T f) — oAV (K, f)

= Tof(A) — @A) f(A) = 0.

Assim, T0 K, = ( )K= 0, que implica
(THENf, THRf) = (CT,CK\f, CT,CK\f) = (T,CK\f, T,CK\f),
dai [|[T,CK)|| = ||T;K,|| = 0, logo T,CK(z) = 0 para todo z € D.

Mais ainda, como ¢ € H™, por T, ser analitica, p(z)C'K,(z) = 0 para todo
z € D, tem-se que C'K,(z) = 0 para todo z € U e portanto, CK, = 0 sobre D
(Ver [6], pag. 78), o que é uma contradigdo. Portanto, ¢ anula-se sobre D.

Agora, fixando a € D, tem-se CTZ K, —T,CK, = = Cp(a)K,—T,CK, e como
CT; =T,C, entao

0 =CTiK,~T,CK,= Cp(a)K, - T,CK,
= ¢(a)CK, — P(¢CK,)

= [p(a) = ¢]CK,,

onde P é a projegao ortogonal, ver Definigao 2.8l Como K, nao se anula sobre
D, segue que C'K, também nao se anula sobre D. Assim ¢ = p(a) para « fixo
que pertence a D e portanto, ¢ ¢ uma fungao constante nao zero sobre D.

Agora, se T, for coanalitica e ¢ nao for identicamente zero, fazendo de forma
anédloga tem-se que:

Se p(A) = 0 = p(\) para algum A em D, entdo ¢(z) # 0 para todo z em
algum conjunto aberto V' de ID o qual nao contém .

Note que T,,K = ¢(\) K pois dada f € H?* e lembrando que (f, K)) = f(}),

(ToEKx — oMK, ) = (T f) = (0N, f) = (K\, T3 f) = oM (KX f)

= T5f) =N f(N)

= PN ) =eNf(A) =

Assim, T,K, = ¢(A\) K\ =0, e como
(T, KA f, T KN f) = (CT;CKALf, CT;CKy f) = (T;CKLf, T;CK\f),
entdo ||[T;CK,|| = [|[T, K| = 0, logo T;CK)(2) = 0 para todo z € D.
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Mais ainda, como @ € H*>, por T, ser coanalitica, ¢(2)CK,(z) = 0 para todo
z € D, o qual significa que C'K,(z) = 0 para todo z € V e portanto, CK) = 0
sobre D (Ver [6], pag. 78), o que é uma contradigao. Dai, ¢ se anula sobre D.

Agora, fixando a € D. Como CT, =T;C' tem-se

0 =CT,K,—-T,CK, = Co(a)K, — T;CK,

= () CK, — P(pCK,)

= [p(@) - PICK,.

Como K, nao se anula sobre D, segue que C'K, também nao se anula sobre

D, assim P = ¢(«) para « fixo que pertence a D e portanto, ¥ é uma fungao
constante nao nula sobre D, e isto implica ¢ é uma funcao constante nao nula
sobre D. O

Definigao 3.4. Uma funcao ¢ € H™® que satisfaz |q5(ei9)| =1 ¢.t.p é uma fung¢ao
interna.

Corolario 3.5. Se ¢ € uma funcao interna nao constante sobre D, entao T, nao
€ um operador simétrico com conjugacao C'.

Demonstracao. Note que ¢ ja é uma fungao analitica pelo fato de ser interna,
assim T, ¢ analitica. Portanto, se ¢ ¢ nao constante, pelo Teorema [3.3 T}, nao ¢
um operador simétrico complexo com conjugacao C. ]

Observagao 3.6. Se ¢ € uma funcao constante analitica sobre D, entao T, € um
operador simétrico complexo. De fato,

Cl,f=Cof =9Cf=T,Cf.
Notagao 3.7. Daqui em diante, dado 6 € [0, 27]
{e™(2) = 2" :n=0,+1,42 43, ..}

denota uma base ortonormal para L?. Assim, se o € L?, ¢ € expressada como
o(z) =322 @(n)z", onde p(n) denota o n-ésimo coeficiente de Fourier de .

Denota-se por ¢y e p_ as partes positiva e negativa de ¢, respectivamente

pi(2) =Y B(n)2", o_(2) =Y _B(—n)z", e @o(2) = B(0)eo,

Portanto, ¢ = ¢ + o + P_.

Observagao 3.8. A familia de operadores C,, 5 sobre H? definido por

Cunf(2) = if(NZ), com i, A € S,
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s@o conjugagoes, pois dada f(z) = Zanz” eg(z) = anz" em H2, tem-se
n=0

n=0

(Curf(2): Cung(2)) = (uF D), 1g032) ) = (FV2), 9002))

- < an(X2)",) bn(AE)">

= imX”bnA” = im
n=0 n=0

Lema 3.9. Para cada & e 0 em [0, 27], seja Cep: H* — H? definida por

Ceof(z) = € f(e?Z).

Entao, Cep € uma conjugagio sobre H*.  Mais ainda, Cegy e Ceg sao
unitariamente equivalentes, se (€,0) e (é , é) satisfazem a equagao

E—kO=—¢+kO—2nm

para todo k € N en € Z.

Demonstragao. Defina V : H2 — H? por Vh(z) = e®h(e?z) para cada £ e 0,
entao dadas f(z) = > o2 ja,z" e l(z) =Y oo by2™ em H?

Ve H? — H?
f(z) — V*f(2): H* —C
I(z) — (V" f(2),1(2)) = (f(2), VI(2)).

Segue entao que

(f(2),VI(2)) = (f(2),e"l(e?z))
= i a,e b, e
= (e f(e7"2),1(2)).

Dai, V*f(2) = e " f(e~"2), assim V ¢ unitario pois

VVf(2) = V*(elf(e?2)) = e % e f(ePe™2) = f(2) = VV*f(2).

Como (5, 6’~) satisfaz a equacdo & — k = —& + kO — 2nm segue que se
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h(z) =320 4577,

o0 o0
(e5h(e2) — (), 2 ) = <f S e — €y ajewozf,zk>
§=0 j=0

— egpe 0 _ omi€q, ¢kl

— a <€i(£—k0) _ ei(—£+ké)> —0

quando a;, # 0. Entdo eh(e=Z) = e “h(eZ) ou equivalentemente

e Ch(e=%) = eiéh(eiéi).

Portanto,

V*C§79Vh(2,’> = V*C&G(eiéh(eiez)) =V* (67'£el§h (620%>)

=V (h (E)) = e %h (e"0z) = eich (eiéi) = Cggh(2),
para todo h € H?, assim Cgy e C’gé sao unitariamente equivalentes. O

O seguinte teorema caracteriza os operadores Toeplitz simétricos complexos
com respeito a conjugagao Cg .
Teorema 3.10. Para p(z) = " p(n)z" € L, seja T, um operador Toeplitz
sobre H?. Entdo sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:
(1) T, € simétrico complexo com a conjugagdo Ce .
(1)) p(—n) = p(n)A\" para todo n € Z com || =1

Demonstragio. Seja Cegf(z) = € f(efZ) para todo € e §. Chamando pu = € e
A = e tem-se

Ce g (Z ak2k> = '“Z ap\Fzh = p Za_kzkxk,
k=0 k=0 k=0

para todo Y p g arz® € H? com |\ = |u| = 1. Assuma que T, é simétrica
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complexa com a conjugagao C¢y. Tem-se

n=—oo

Cg’gT@Zk = C&@P (gO(Z)Zk) = C&gp < Z @(n)z"”“)

— Cey <Z @(n)z““f) (3.1)

n=—*k

=u i By

n=—=k

=pu Z @(—n)zn%xk.

n=—k

Assim para todo inteiro k£ nao negativo segue que p(—n) = @(n)\" para todo
n € Z com |\ =1

Suponha agora que @(—n) = P(n)A\" para todo n € Z com |A| =1 . Como
|| = 1 segue que p é nao nulo.

De e tem-se

(CoaTy — TiCe) = 3 Bld ™ot 3 Gyt
n=—=k n=—=k
= > (BN = BN ) et
n=—=k
_ f: (,\(n)xn-i-k %Xn-&-k) [j,ZTH_k
n=—=k
= 0.

Portanto, T, ¢ um operador simétrico complexo com conjugacao C g. [
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Observacao 3.11. Se 1) ¢ uma funcdo real em L™, entdo 1 = 1), assim

o0 [e.9]

3 Gt = 3 P

n=—o00 n=-—o00

Dai, 1)(—n) = 1 (n), para todo n € Z.

Teorema 3.12. Seja ¢ € L™ tal que ¢ = oy + @9 + 90—, se T, € simétrica
complexa com a conjugacao Ce g, entao T, € normal se, e somente se, para algum
£, o(n) = e&m5(n) para todo inteiro n diferente de zero.

Demonstragio. Seja ¢(e”) = S>> @(n)e™’ a representagdo em séries de
Fourier de . Se T, é simétrico complexo com conjugacao Cgg, segue pelo

Teorema que '
P(—n) = §(n)e™ (3.3)

para todo n inteiro e algum 6.

Agora, usando o Corolario [2.26]tem-se que T}, ¢ normal se, e somente se, existe
nimeros complexos 5 e a;, e uma funcao de valor real 1) em L> tal que ¢ = S+«
q.t.p, o que equivale dizer que

p(n) = B{ﬂ\(n) q.t.p para todo ninteiro diferente de zero. (3.4)

Usando a Observagao a formula (3.4) é equivalente a

B0 = Bo(—n) = Fi(m) = 52(0n),
para todo n diferente de zero.

Chamando g = A, note que A tem modulo 1, assim T, é normal se, e somente
se,

p(=n) = 2o(n) (3:5)
para algum A € C com || = 1.

Logo usando as formulas ([3.3) e (3.5) obtém-se que T}, é normal se, e somente
se, p(n)e™"" = Ap(n).

Tomando A = ¢® para algum &, T, ¢ normal se, e somente se,
P(n) = "*+9B(n) para todo n € Z — {0}. O

3.2 Operadores Toeplitz complexo simétricos com
simbolo finito

Para continuar com o estudo dos operadores Toeplitz simétricos complexos,
agora com simbolos finitos, se faz necessario enunciar o seguinte lema.
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Lema 3.13. Se ¢(z) = Y. 3(n)z", entdo T, ¢ normal se, e somente se,
m =N, |p(=m)| = |g(m)| e

5 0
— | o(-2 7l
| Y | =eem | PP 30
am) Al

Demonstragao. Se T, ¢ normal entao pelo Corolario existem ¢,d € C e uma
funcao de valor real ¢ em L* tal que T, = Ty, + d q.t.p.

Com a representacao em séries de Fourier de 1, isto é, ¥(z) = Zngm J (n)eind

tem-se que p(n) = c@(n) para todo n inteiro diferente de zero.

Pelo fato de 1 ser real q.t.p, os coeficientes de Fourier para 1 satisfazem

~

©(n) = p(—n) para todo n € Z, em particular

BN) = e B(N) =2 S(-N) = = B(-N)
FN) =2 d(—N) =e B(N) = £ 3(V)

o que implica

~ . — C = [N — ~ A
BN = 2(N)P(N) = = A(=N)= B(=N) = B(=N)§(=N) = |B(—N)|*.
Assim, N =m e (3.6]) é obtido.

Agora, seja a matriz de representacao para T}, e T}, respectivamente, dada por
(Bi,j)ij = (@(Z—j))w (§] (Cz)z] = (@(] — Z))Zj COIIlj = 1, ,m—|—1 el = 1, . N+ 1.

Entao,
m+1 m+1

(Bij)ij(Cij)ij = Z bircrj = Z pi — k)i — k).

Sem =N, [g(=N)| = |@(N)| e

|
=
)
=

)6
©
)
Nt

§\)
| ...
=
/@
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Claramente, obtém-se

D G —k)B(G—k) =Y Bk =)@k —j) = (ciy)is (biy)is

Logo as matrizes de representagao de T, e T comutam, portanto, T, € um
operador normal. O

Teorema 3.14. Seja ¢(z) = S0 3(n)z" onde N > m > 0 e @(n) € C
com @(—m), p(N) diferentes de zero. Entao, T, é complezo simétrico com a

conjugagio Ceg se, e somente se, m = N e para algum 0, (—n) = p(n)e™
para todo n = 1,2,...N. Em particular, T, ¢ normal se, e somente se,
B(—m) = B(m)em ¢

o(m)p(k) = ™ R95(m)p(k) para todo k =1,2,...,m — 1.

Demonstragao. A prova deste teorema é similar a prova do Teorema [3.10]
aproveita-se entdo as contas. Seja C¢gf(2) = € f(e?Z) para todo £ e 6, entao

0 (Z akzk> = '”Z ap N ZE =1y @z )\k,
k=0 k=0

para todo Y oo agz® € H? com |\ = |u| = 1.

Assuma que T, ¢ simétrico complexo com a conjugagao C¢g. Tem-se

N
Cg’gT@Zk = C&@P (gD(Z)Zk) = Cg’gp ( Z @(n)ZnJrk)

n=—m

= Cep (Z @(n)z”*k)

n=-—

N 3.8
=P ( Z go(n) LTI > (3.8)
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(—n)z”*kxk.

I
=

]

)

Segue que N =m e p(—n) = p(n)\" paran =1,2,.., N com |\| = 1.

Suponha agora que N = m e p(—n) = @(n)A\" para todo n = 1,2,.., N com
IAl=1.

Como |u| =1 segue que g é nao nulo. De (3.7)) e (3.8) tem-se

N m
=~ ~ntk , =~ ~k n
(CeoTy — TiCeg)e® = > Pux" 2" = N~ F=n)uX 2"+
n=—k n=—k
N k k
— Z (A(n))\mr — p(—=n)A )uz”*k
n=—k
N ~ane k - k
— Z (A( W SNt )uz”Jrk
n=—=k

Portanto, T;, ¢ um operador simétrico complexo com conjugacao C g.

Agora, usando o Lema tem-se T, ¢ normal se, e somente se, m = IV,

[P(=m)| = |p(m)] e

51 D)
— | »(-2 7
| Y =aem | Y| 39
P(=m) (m)

Como T, ¢ um operador Toeplitz simétrico complexo com a conjugacao Cg g,
segue como provado anteriormente que p(—n) = @(n)e™ para n = 1,2,.., N,
portanto, de (3.9) T}, é normal se, e somente se, p(—m) = §(m)e™ e

gl G

— | @(2)e® , 7

g | PO =pmen | PP
Plm)e™? 2(m)

equivalentemente, é normal se $(—m) = p(m)e™ e



71

~

(m)e™ o (k) para todo k = 1,2,...,m—1, o que conclui a prova.

]
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