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Resumo

TEIXEIRA, Jhenipher Cleyton Fagner Teixeira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
setembro de 2022. Superficies Minimas em M?(x) X ; R. Orientador: Ady Cambraia
Junior. Coorientador: Carlos Diosdado Espinoza Penafiel.

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de uma familia de superficies rotacio-
nais minimas imersas no produto distorcido (warped product) M?(x) x ; R, onde M?(x) é
uma forma espacial de curvatura nao positiva, R é o conjunto dos ntimeros reais e f a fun-
¢ao de deformacao conhecida como warping function. Mais precisamente, apresentamos
uma descrigao completa da curva geradora de cada superficie rotacional minima quando

a warping function satisfaz alguns dados admissiveis.

Palavras-chave: Warped products. Superficies rotacionais. Superficies invariantes. Su-

perficies de Weingarten.



Abstract

TEIXEIRA, Jhenipher Cleyton Fagner Teixeira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
September 2022. Minimal surfaces in M?(k) x; R. Advisor: Ady Cambraia Junior.
Co-advisor: Carlos Diosdado Espinoza Penafiel.

In this work we study the existence and uniqueness of a family of minimal rotational
surfaces immersed in the warped product M?(x) x; R, where M?(x) is a space form of
non-positive curvature, R is the set of real numbers and f is the warping function. More
precisely, we present a complete description of the generating curve of each minimal ro-

tational surface when the warping function satisfies some admissible data.

Keywords: Warped products. Rotational surfaces. Invariant surfaces. Weingarten surfa-

ces.
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Introducao

As superficies de Weingarten imersas em variedades tridimensionais € um tema de grande
interesse entre os matematicos. E um caso interessante quando a superficie de Weingarten
é uma superficie especial de Weingarten de tipo minimal. Por exemplo, em [7]| os auto-
res provaram a existéncia e unicidade de fy superficies simétricas rotacionais imersas no
espago euclidiano tridimensional R?, e mais recentemente no artigo [11] o estudo de tais
fo superficies rotacionais foi estendido para as variedades H? x R e S? x R, onde H? e S?

sao o espaco hiperbolico bidimensional e a esfera unitaria euclidiana bidimensional.

Nosso interesse pelas superficies rotacionais minimas vem, além de sua naturalidade, do
fato que existem muito poucos exemplos explicitos de tais superficies imersas em warped

products em geral.

Nesta dissertacao, para uma warping function f iremos considerar o warped product
M?(k) x s R com coordenadas (z,y,t) € M2 x; R e métrica g = da? + dy? + 2/ @¥)d¢2,
Observe que quando f = 0 o espaco ambiente é o R?, onde as superficies minimas rota-
cionais sao parte integrante das superficies especiais de Weingarten de tipo minimal, que
foram apresentadas em [7]. Portanto, os resultados apresentados no capitulo 2 deste traba-
lho, seguem, a menos das peculiaridades de cada espaco ambiente, as ideias apresentadas
em [7].

Considere coordenadas polares em M?(k), ou seja,

{x = ) cOS(W)

Yy = psin(w)

onde

e se Kk = —1 temos p(,) = tanh (g),

e se k=0 temos p() = p.

com p € (0,400) e w € [0,27). Nessas coordenadas a métrica g passa a ser dada por
7= dp2 4 h2(p)dw2 + le(p(K) cos(w),p(x) sin(w))dtQ

Nosso objetivo é trabalhar com a familia de warped product onde f é admissivel. Mais

precisamente, temos a seguinte defini¢ao:
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Definigdo. Para o warped product M*(k) x; R dizemos que a warping function
[ M%*(k) = R ¢ admissivel se é limitada e existe c,d € R% tal que 0 < ¢ < f,(s) < d
para todo s € M?(k).

O teorema principal afirma que se existir pg > 0 um ntmero real positivo que verifica

hp(ﬂ())
.fp(p()) + h(po)

o grafico de uma funcao suave.

> (), entao existe uma tnica superficie minima > cuja a curva geradora é

-

Teorema (Teorema Principal). Seja M?(k) x; R, onde a fungdo warping f : M? — R é
hp(/)(J)

h(ﬂo)

3., imersa em M?(k) X ;R gerada por uma curva v que € o grdfico de uma fun¢ao positiva

admissivel e para cada py satisfazendo f,(po) + > 0, existe uma superficie minima
p=pt) ep0)=po. A funcio p(t) é definida no intervalo (fy,4) para algum nimero

fo < 0 <t e tem as sequintes propriedades geométricas:
1. O grdfico p(t) tem um minimo global em t =0 e ndao tem um mdzimo local;

2. A fungdo p(t) é estritamente crescente em (0,%) e estritamente decrescente em

(tAOuO);

3. O grdfico p(t) converge para a reta t = f et =ty quando t converge para t, e {y,

respectivamente;

4. O grdfico p(t) € concavo para cima em (fy, ;).

O presente trabalho estd dividido em duas partes. No capitulo 1, apresentamos uma
revisao sobre geometria Riemanniana, uma breve apresentacao sobre warped products e
uma revisao detalhada sobre geometria hiperbolica plana. No capitulo 2 apresentamos as
superficies minimas rotacionais em M?(k) X ; R e resultados sobre a geometria da curva e

sua completude.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao da teoria bésica da geometria Rieman-
niana, definimos os warped products e enunciamos algumas propriedades e resultados
destes ambientes e finalizamos o capitulo com uma revisao detalhada sobre a geometria
hiperboélica plana. Os livros utilizados como referéncias e as demonstragoes aqui omitidas
podem ser encontradas em [1], [3], [4], [5], [8], [10], [12] e [13].

1.1 Teoria geral da geometria Riemanniana

Nesta secao apresentamos a definicao de variedade diferenciavel, campos de vetores, mé-

tricas Riemannina, conexao afim e conexao Riemannianas.

A nocao de variedades diferencidveis é necessaria para estender os métodos do calculo
diferencial a espacos mais gerais que o R™. Antes de definir as variedades diferenciaveis

vamos relembrar a definicao de superficie regular do R3:

Definicao 1.1. Um conjunto S C R® é uma superficie reqular se, para todo ponto p € S
existem uma vizinhancas V de p em R3 e uma aplicacio x : U C R?> — VNS de um
aberto U C R? sobre V NS, tais que:

1. x é um homeomorfismo diferencidvel;

2. A diferencial (dz), : R* — R® € injetiva para todo q € U.

A consequéncia mais importante da definicao de superficie regular é o fato que as mudan-
cas de parametrizagoes é um difeomorfismo, mais precisamente, se x, : U, — 7,(U,) C S
e xg : Us — x3(Ug) C S sdo duas parametrizagoes tais que z,(U,) Nxg(Usg) = W # ()

entao as aplicacoes x;l 0Tyt Ty,

W) = R?ex ' oxg: x5 (W) — R? sdo diferenciaveis.
Mas, o defeito de tal definicao é a dependéncia da relacao ao R®. Entao precisamos de

uma definicao mais geral, que é dada a seguir:
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Definicao 1.2. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagdes bijetivas x,, : U, C R" — x,(U,) C M de abertos U, de R™ em M

tais que

1. Uza(Us) = M;

2. Para todo par o, 8 com x(Uy) Nag(Ug) =W # 0, os conjuntos z* (W) e x;l(W)

sao abertos em R™ e a aplicacao x/gl o x, € diferencidvel;
3. A familia {(Uy,x4)} € mdzima relativamente as condigoes 1 e 2 .

O par (U,, z,) com p € z,(U,) é chamado uma parametrizagao de M em p, z,(U,) é cha-
mada de vizinhanga coordenada em p. Uma familia {(U,, z,)} satisfazendo as condigoes
1 e 2 da Definicao 1.2 é chamada de estrutura diferenciavel em M. De agora em diante,
quando indicarmos uma variedade por M"™, o indice superior n indicard a dimensao de

M. Precisamos estender a nocao de diferencialidade de aplicacoes entre variedades.

Definicao 1.3. Sejam M7 e MJ* variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ @ My — M,
é diferencidvel em p € My se dada uma parametrizacao y : V C R™ — y(V) C My em
w(p) existe uma parametrizacao x : U C R" — x(U) C My em p tal que p(z(U)) C y(V)

1

e a aplicagio y topox : U C R* — R™ ¢ diferencidvel em x~'(p). Diremos que ¢ ¢é

diferencidvel em um aberto de My se ela € diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Gostariamos ainda de estender as variedades diferenciaveis a nogao de vetor tangente.
Para tal, seja o : (—£,¢) — R™ uma curva diferenciavel de R" com «(0) = p, escreva
a(t) = (zq1(t), -, z,(t)), assim o/ (0) = (2(0),--- ,2,(0)) = v € R™ e considere f uma

funcao real diferenciavel definida numa vizinhanca de p. Podemos restringir f a curva «

e escrever a derivada direcional segundo o vetor v € R™ como

d(f oa) B "L of dz; B "0
dt =0 - Z 81’1 dt =0 - Z wZ(O) (9561 f
= =1 t=0 = =1
onde z}(0) = (?tl . Portanto, a derivada direcional segundo v é um operador sobre as

funcoes diferenciaveis que dependem unicamente de v. Esta propriedade sera usada para

definirmos vetor tangentes em variedades.

Definicao 1.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva diferencidvel em M é
uma aplicagao diferencidvel v : (—e,e) — M. Suponha que «(0) = p e seja D o conjunto
das fungoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva o em t =0 € a funcgao
o : D — R dada por

d(foa)

o(0)f = == feD.
t=0
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Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—e,e) = M

com a(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a M em p sera indicado por T,M.

Em coordenadas, seja x : U — M"™ uma parametriza¢ido em p = x(0), podemos exprimir

a funcao f e a curva «a nesta parametrizacao por

fox(Q) = f(xlf" 737“)7 q= (xlu"' 73771) ceUea™! Oa(t) = (wl(t)v"' 7$n(t))a

respectivamente. Restringindo f a a obtemos:

d(foa) d "L Of dz;
0)f = ———=| =fl@t), - z) = (z(t)|
dt |,_, dt 0 ZZI ox; - dt |,_,
= ! = !
=1 = =1 t=0
ou seja, o vetor o/(0) pode ser expresso na parametrizagado = por
o/(0) = Y a0) (
¢ 01:@ +=0 '
0 ) X
Note que ((% ) é o vetor tangente a p a curva coordenada x; — x(0,0,- -+ ;- ,0).
1/ =0

A expressao o/(0) = > 24(0) (8(3:

p depende apenas das derivadas de o em um sistema de coordenadas. Ainda, o conjunto

) mostra que o vetor tangente a uma curva o em
t=0

T,M com as operagoes usuais de funcoes forma um espaco vetorial de dimensao n, e

que a escolha de uma parametrizacao x : U — M determina uma base coordenada

o) (60) )

Com a nocao do espago tangente podemos estender as variedades diferenciaveis a nocao

de diferencial de uma aplicagao diferenciavel.

Proposicao 1.1. Sejam M7 e MI* variedades diferencidveis e ¢ : My — My uma apli-
cagao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva diferen-
cidqvel a : (—e,e) — My com a(0) = p, &/(0) = v. Defina = ¢ oa. A aplicacio
dop : T,My — Ty M dava por de,(v) = B'(0) € uma aplicagao linear que nao depende

da escolha de
Demonstragao. Ver 4], pag 10.

Definicao 1.5. A aplicagao linear dy, dada pela Proposi¢ao 1.1 é chamada de diferencial
de ¢ em p.
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Definicao 1.6. Sejam M e N wariedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : M — N €
uma 1mersao se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo ponto p € M.

Definicao 1.7. Seja M uma variedade diferencidavel. Dizemos que M € orientdvel se M
admite uma estrutura diferencidvel {(U,,z,)} tal que para todo o, B com
To(Uy) Nz5(Usg) = W # 0 a diferencial da mudanga de coordenada xp o x,* tem de-

terminante positivo. Caso contrdrio, dizemos que M € nao orientdvel.

Definicao 1.8. Um campo de vetores de X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um vetor X(p) € T,M, isto é, X € uma
aplicagao de M no fibrado tangente TM = {(p,v),p € M ev € T,M}. Dizemos que o

campo € diferencidvel se a aplicagio X : M — T M for diferencidvel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M é possivel escrever

Xp) = Yl

i=1

onde cada a; : U — R é uma funcao em U e { } é a base associadaxr, com7=1,--- ,n.

L
Podemos olhar o campo de vetores como uma aplicacao de X : D — F, onde D ¢é o
conjuntos das funcoes diferenciaveis em M no conjunto F das fungoes em M definida

como

- 0
(XNp) =D ailp)5— [ €D (1.1)
i=1 g
E valido observar que a fungao X f obtida na equacao (1.1) nao depende da escolha da

parametrizacao x. A interpretacdao de X com um operador de D permite considerar os

iterados de X. Se X e Y sao campos diferencidveis em M e f : M — R é uma funcao
diferenciavel podemos considerar as fungoes X (Y f) e Y(X f). Em geral, tais operagoes
nao conduzem a campos vetoriais por envolverem derivadas de ordem superior a primeira,

porém podemos afirmar o seguinte:

Lema 1.1. Sejam X,Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferencidvel
M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que para todo f € D, Zf = (XY =Y X)f.

Demonstragao. Ver [4], pag 28.

Defini¢ao 1.9. O campo vetorial Z dado pelo Lema 1.1 é chamado de colchete [X,Y].
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A operacao colchete goza das seguintes propriedades:

Proposicao 1.2. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a, b sao nimeros reais

e f, g funcoes diferencidveis entao:
1. [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);
2. [aX +bY,Z] = a[X, Z] + DY, Z] (linearidade);
3. [[X,Y], Z) +[[Y, Z), X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi);

4. [fX Y] = fglX, Y]+ [X(9)Y — gY (f)X.
Demonstragao. Ver 4], pag 29.

Como uma variedade diferenciavel é localmente difeomorfa a um R", o teorema fundamen-
tal de dependéncias das condigoes iniciais das equacoes diferencias ordinérias se estende

naturalmente a variedades e, para uso posteriores, iremos enunciar abaixo:

Teorema 1. Seja X um campo diferencidvel de vetores em uma variedade diferencidvel M
ep € M. Entao existem uma vizinhan¢a U C M de p, um intervalo (—9,9), § > 0, e uma
aplicagao diferengavel p : (—0,0)xU — M tais que a curvat — ¢(t,q), t € (=6,0), ¢ € U,
€ a unica curva que satisfaz %—f = X(p(t,q)) e X(¢(0,q)) = q.

Precisamos agora introduzir a cada ponto de uma variedade diferencidvel M uma maneira
de medir comprimentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente. Comecemos

introduzindo a nocao de medida:

Definicao 1.10. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M
¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno ( , ), (isto
€, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M que varia de

forma diferencidvel, ou seja, se @ : U C R — M ¢é um sistema de coordenadas locais

aiz((D = d@(O,...,l,...,O), entao

<%(q), a%(q)> = gij(z1, ..., x,) € uma funcao diferencidvel em U.
i j

em torno do ponto p, com ®(xy,...,x,) = q € O(U) e

E valido notar que tal definicio nao depende da escolha do sistema de coordenadas.
As funcoes g;; = g¢;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas @ : U C R" — M e ainda uma variedade diferenciavel com uma dada

métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana.

Agora que definimos tal estrutura, precisamos estabelecer uma nocao de equivaléncia para

tais estruturas.
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Definigao 1.11. Sejam M, N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo (isto €, uma

bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) f: M — N € chamado de isometria se

<u, U>p = <dfp(u)’ dfp(v»f(P)

para todo p € M e u, v e T,M.

Definicao 1.12. Sejam M, N wvariedades Riemannianas. Uma aplicagcao f: M — N ¢é
uma isometria local em p € M se eziste uma vizinhan¢a U C M de p tal que f : U — f(U)

¢ um difeomorfismo satisfazendo a equagao (1.2).

Definigcao 1.13. Um campo vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma aplicacao
que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € T yM. Dizemos que V € diferencidvel

se para todo f € F a funcao t — V(t)f é uma fun¢ao diferencidvel em I.

Agora que temos uma métrica Riemanniana podemos induzir uma conexao afim na va-
riedade. De agora em diante consideraremos X' (M) o conjunto de campos de vetores de

classe C° em M e por D(M) o anel de fungoes reais de classe C'*° definida em M.

Definicao 1.14. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagao
ViXM)x X(M)— X(M)

que indicaremos por VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ;
2. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ;
5. Vx(fY) = [VxY + X())Y;

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

A préxima proposicao deixara mais claro o conceito de conexao:

Proposicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. En-

tao eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo de

D
uma curva diferencidvel ¢ : I C R — M um outro campo vetorial T ao longo de c,

denominado derivada covariante de V ao longo de c tal que:

D DV DW

= _ oV, PW.
gV AW =t
D df DV

2 (V) =TV



17

3. SeV éinduzido por um campo de vetores Y € X (M), ou seja, V(t) =Y (c(t)) entao

DV

- = Y

a ~ Ve
dt

Demonstragao. Ver 4], pag 57.

Note que o vetor VxY (p) depende apenas de X (p) e do valor de Y ao longo de uma curva
tangente a X em p. Com efeito, considere sistema de coordenadas locais (z1,--- ,x,) em

torno de p € M, assim

X=> zX;eV =) yX;
i J

onde X, =

0
Er Usando as propriedades da Definicao 1.14 temos:
Ty

VXy = lesz <ZyJXJ> =
i J

Z zy; Vx, X; + Z 2 X (y;) X

Fazendo Vx, X, = Z I'* temos que Ffj sao funcoes diferenciareis e

K

VxY = Z(szyﬂ“ + X(y )) Xi;

o que implica que VxY (p) depende de z;(p), yr(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
p.

Portanto nocao de conexao fornece uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas.

Definicao 1.15. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um

campo vetorial V' ao longo de uma curva c : 1 — M ¢é chamado de campo paralelo quando
%V =0, para todo t € 1.

Definicao 1.16. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana ( , ). A conexdo € dita ser compativel com a métrica { , ) quando
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer campos de vetores paralelos P e (Q ao longo

de ¢ tivermos (P, Q) = constante.

A Definicao 1.16 é justificada pela proposicao seguinte que mostra que se V for compativel

com { , ) entdo podemos diferenciar o produto intermo pela "regra do produto" usual.
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Proposicao 1.4. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao NV em M é compa-
tivel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campo de vetores ao longo

de uma curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW

— =(— T I 1.2

Gm) = (2L 4 (n B0 e (12)
Demonstragao. Ver [4], pag 59.

Corolario 1.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (X, VxZ) onde X,Y Z € X(M) (1.3)

Demonstragao. Ver 4], pag 60.

Definicao 1.17. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel é dita simétrica

quando

VxY — VyX = [X,Y], VX, Y € X(M). (1.4)

Observe que em um sistema de coordenadas locais (U, z), o fato de V ser simétrica implica
que para todo 7,5 € 1,--- ,n temos Vx, X; — Vx, X; = [X;, X;] = 0.

Teorema 2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M existe uma inica cone-

zao afim V em M satisfazendo as condigoes
1. V € simétrica;

2. V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao. Inicialmente suponhamos a existéncia de tal V. Entao:

XY, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ) (1.5)
Y(Z,X) = (Vy 7, X) + (Z,Vy X) (1.6)

Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y) (1.7)
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Somando (1.5) e (1.6) e subtraindo (1.7), temos usando a simetria de V que:

XY, Z)+Y{(Z,X)— Z(X,)Y) = ((Y,VxZ) = (VzX, V) + ((VyZ,X) — (X, V,Y)) +
+ ((VxY,Z) —(Z,Vy X))+ {(Z,VyX)+(Z,VyX) =

<[X7 Z]7Y> + <[Yv Z]>X> + <[X7 Y],Z> + 2<Z, VYX> =

(1.8)

Logo,

(Z,VyX) = %{X(Y, ZY+Y(Z,X) - Z(X,Y) — (X, 2],Y) — [V, Z], X) —
- <[X7Y]>Z>} (1.9)

A equagao 1.9 é chamada de formula de Koszul e mostra que V estd univocamente de-
terminada pela métrica ( , ) portanto, caso exista, serd inica. Para mostrar a existéncia

basta definir V por (1.9), e claramente satisfaz as propriedades e esta bem definida. [

Observacao 1.1 (Simbolos de Christoffel). A conezdo dada pelo Teorema 2 é chamada
de conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M. Vamos calculd-los em um sistema
de coordenadas (U,x). Note que o fato de ¥V ser simélrica implica que para todo i,j =

1,---.,n

VXin - VXin = [XZ,X]] = 0, com Xz =

P (1.10)

As fungoes I’fj definidas em U por Vx, X; = ZF%Xk sao os coeficientes da conexao V
k

em U ou os simbolos de Christoffel da conexao. Da formula de Koszul, temos

1({ 0 0 0
E T g = = — ik + — Qi — —— i de g;; = (X;, Xj). 1.11
Como a matriz (gem) admite uma inversa (g*™), teremos
10 0 0
T = S gk + 59k — 50 ¢ 9 1.12
%] p 2 {ang‘]k—i_ a.’L']gk 6xkgj}g ( )

Definicao 1.18. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondén-
cia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X (M) dada
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por
R(X,Y)Z =VyNVxZ —VxVyZ+ Vixyi4, Z¢€ X(M)
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes pro-

priedades:

1. R é bilinear em X (M) x X(M);

2. Para todo X, Y € X(M) o operador curvatura R(X,Y") € linear.
Demonstracao. Ver [4], pag 101.

Proposi¢ao 1.6 (Primeira Identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0

Demonstragao. Ver |4], pag 101.
De agora em diante, escreveremos por conveniéncia, (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
Proposi¢do 1.7. 1. (X,Y,Z,T) + (Y,Z,X,T) +(Z,X,Y,T)=0;

9. (X,Y,2,T)=(Y,X,2,T);

3. (XY, Z,T) —(X,Y,T,7);

4 (X,Y.Z,T)= (Z,T.X,Y).

Demonstracao. Ver [4], pag 102.

1.1.1 TImersao Isométricas

Seja f: M — M uma imersao de uma variedade diferenciavel M de dimensao n em uma
variedade Riemanniana M de dimensao igual a k = n + m. A métrica Riemanniana de

M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M da seguinte forma:
se vy, vy € T,M defina (vy,ve) = (df,(v1), df,(va)).

Portanto, vamos definir primeira forma fundamental como (v,v) = I,,, com v € T, M.

Seja f : M" — M uma imersio. Entao, para cada ponto p € M existe uma
vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M & uma subvariedade de M. Isto quer dizer
que existe uma vizinhanca de U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R¥, com
V & um aberto de R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespaco R C R*.
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Para cada p € M, o produto interno em TI,M decompoem na soma direta
T,M =T,M & (T,M)* (1.13)

onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, se v € T,M, p € M,

podemos escrever

v=ov"+o" vl € T,Mev" € (T,M)*

T

tal que vT, vV s3o as componentes tangente e normal de v, respectivamente.

A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Sejam X e Y campos de vetores em

M, X e Y extensoes locais a M, definimos
VxY = (VgY)" (1.14)

que é a conexao Riemanniana relativa & métrica induzida de M. Nosso objetivo é definir

a segunda forma fundamental da imersio f : M — M, para tal, precisamos definir a

seguinte forma bilinear.

Definicao 1.19. Sejam X eY campos locais em M. A forma bilinear B(X,Y) = VY —

VY € um campo local em M normal a M.

Observe que B(X,Y) ndo depende das extensdes X,Y. Denotaremos por X (U)* os

campos diferenciaveis em U de vetores normais a f(U) = U.
Proposicao 1.8. Sejam X,Y € X(U), a aplicagao
B:X(U)x X(U)— (xX(U)*
definida por
B(X,Y)=VxY — VxY
€ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Primeiramente, vamos verificar que B é bilinear.
Sejam X,Y, X1, X5, Y1,Y, € X(U), f € D(U). Usando a propriedade de linearidade da

conexao, temos

B(Xi+13,Y) = Vi, x5Y — Vi =VgV + VgV —Vy Y — Vi,V =
= (VxV = Vx,Y)+ (VY —Vx,Y) = B(X1,Y) + B(2,,Y)
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De forma analoga, mostramos que B(X,Y] + Y3), e portanto, B é aditiva. Agora
B(fX)Y)=VY —VixV = fVxY — fVxY = fB(X,Y).
Seja f uma extensao de f a U, temos

BX,fY) = Vx(fY) = Vx(fY) = {fVxY + X(/)Y} = {fVxY + X(/)Y} =
= {/VxY — fVx(V)} - {X(N)Y - X(f)Y}

eem M temos f = f e X(f) = X(f). Assim as duas tltimas parcelas se anulam donde
B(X,fY) = f(B(X,Y)). Logo, B é bilinear. Resta mostrar que B ¢é simétrica. Com

efeito,

B(X,Y) = VgY —VyxY =VxY - VxY + (V§X — VX)) + (Vy X — Vy X) =
= (V§X)+ [X,Y] - VyX — [X,Y].

Como em M [X,Y] = [X,Y] concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). O

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas que o valor
B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p). Logo, podemos definir a segunda forma
fundamental. Sejap € M e n € (T,M)*, a aplicagao

H, :T,M x T,M — R dada por H,(z,y) = (B(z,y),n)

onde z, y € T,M ¢é, pela Proposi¢cao 1.8 uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.20. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
II,, = Hn(x,x)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7.
Observe que a aplicacao bilinear H, fica associada uma aplicacao linear autoadjunta
Sy TyM — T,M dada por (S,(x),y) = H,(x,y) = B(B(z,y),n).

Proposi¢ao 1.9. Sejam p € M, © € T,M en € (T,M)*, N uma extensio local de

n normal a M. Entao

Demonstracao. Ver 4], pag 142.
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Observagao 1.2 (Primeira e segunda forma fundamental em coordenadas locais). Se

consideramos o sistema de coordenadas locais (U, X), temos

I = Edu®+2Fdudv + Gdv?
II = edu®+ 2fdudv+ gdv?

tais que os coeficientes da primeira e sequnda forma fundamental sao

E = ?(Xu, Xu) €= g(_VXuNa Xu) = E(Nv vXuXu)
F= §<Xu7 Xv) € f = g(_vXuN, Xv) - §<N7 vXu‘)<u>
G :§<XU7XU € :g(_vaNa Xv) :g(NavaXv)

onde g =(, ).

1.2 Warped Products

Nesta secao apresentamos a definicao de warped products bem como suas principais pro-

priedades. Todas as provas aqui omitidas podem ser encontradas em [2] e [12].

Considere o produto Riemanniano B x F' com a métrica dada por 7(gg) + o(gr), onde

m e o sao as projecoes de B x F' sobre B e F, respectivamente.

Definicao 1.21. Sejam B e F wvariedades Riemannianas e f > 0 uma fun¢ao suave em

B. O warped product M = B Xy F' é a variedade produto B X I’ com a métrica
g=m(gp) + (fom)?o(gr).
Explicitamente, se x é tangente a B x F' em (p,q) entao

g(z, z) = g(dr(x),dn(x)) + f*(p)g(do(z),do(x)).
Na literatura, B é chamado de base de M = B x; F' e I a fibra. Nosso objetivo é
expressar a geometria de M em termos da warping function f e a geometria de B e F.

Observemos que a fibra {p} x F' = 771(p) e os slice B x {q} = 07'(q) sdo subvariedades

Riemannianas de M e a warped métrica é caracterizada por
1. Para cada q € F, a aplicagdo 7|(B x {q}) é uma isometria em B;

2. Para cada p € B, a aplicacdo o|({p} x F') é uma homotetia positiva em F, com

fator de escala ——;

fp)’
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3. Para cada (p,q) € M, o slice B x {q} e a fibra {p} x F sao ortogonais em (p, q).

Os vetores tangentes a base e a fibras sao horizontais e verticais, respectivamente. A
relacao do warped product com a base B é relativamente simples, no entanto a relacao

da fibra F' geralmente envolve a warping function f.

Vamos denotar por V!, V2, V as conexdes de Levi-Civita de B, F, e B X ¢ I, respecti-
vamente, onde B x; ' = (B X F,g),g= g1 + f?92 ¢ f : B— R & uma fungao suave. Os
tensores de curvatura de B x¢ F, B e F' sao R, R' e R?, respectivamente. Considere os

campos de vetores A, B e C € X(B x; F) e defina o tensor de curvatura por

R(A,B)C =V5VAC —V4VEC +Va5C

Para relacionar campos de vetores em B, I’ e B x; F' precisamos de algumas defini¢oes:

Definicao 1.22. Seja ¢ : N1 — Ny uma aplicacao suave entre duas variedades diferen-
cidveis. Os campos de vetores X € X(Ny) e Y € X(Ns) sao ¢-relacionados se

dp(X(p)) = Y(o(p)), para todo p € Ny.

Definigao 1.23. O levantamento de um campo vetorial X € X (B) € o unico campo veto-
rial X € X(Bx; F) que estd 7- relacionado a X e o-relacionado a zero no campo vetorial
X(F), onde m e 0 sao as projegoes candnicas. Vamos denotar por L(B) C X (B x; F)
o conjunto de todos esses levantamentos. Da mesma forma, L(F) C X (B x ¢ F') denota
o conjunto de todas os levantamentos de campos vetoriais V € X (B x; F) que sio o-

relacionados ao campo vetorial V- € X(F') e w-relacionados a zero no vetorial zero em
X(B).

Observacao 1.3. Quando nao houver confusao, por abuso de notac¢ao usaremos a mesma
notacao para um campo vetorial e para o seu levantamento. Se necessdrio, usaremos a

barra superior para enfatizar o levantamento de um campo vetorial.

Proposigao 1.10. Seja f : B — R uma funcao suave, X, Y, Z € L(B) eV, W, U €
L(F), entao

1. VxY =VLY;
2. VxV =VvX = (Xf/)V;
8. VyW =ViW — ((V, W)/f) gradf;

J. R(X,Y)Z = R(X,Y)Z;
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5. R(V,X)Y = (Hess' (X,Y)/f)V;

6. R(X,Y)V =R(V,W)X = 0;

7. R(X, V)W = ((V,W) f)Vxgradf;

8. R(V,W)U = RA(V,W)U — ({gradf, gradf)/f){(V, U)W — (W.U)V};
onde Hess'(X,Y) = XY f — (VxY)f = (Vxgradf,Y) eg=(,).
Demonstragio. Ver [12].

Corolario 1.2. O slice B x {q} do warped product sao totalmente geodésicos; as fibras

{p} x F sao totalmente umbilicos.
Demonstragao. Ver [12], pag 207.

Lema 1.2. Sejam 0,, d,, € 9; o referencial adaptado de M*(r) x s R, onde M é uma varie-
dade bidimensional com  curvatura constante nao positiva com  métrica
g = dp*+h2(p)dw?+e* dt?, h um fungdo suave e V a conexdo Riemannina de M2 (k) x ;R

entao

V.0, = —hh,0,,

vat at - _€2ffpap7
h

Vo,00 = Vo.0p = 7200,

v@,,at = vﬁtap = fp ata
vapﬁp == vawat == vatﬁw - 0,

onde h, e f, denota a derivada de h = h(p) e f = f(p) com respeito a varidvel p.

Demonstragao. Vimos na Observacao 1.1 que Vx, X; = ZFijk, onde X; = 0p, Xy =
k

Ow e X3 = Ot é o referencial adaptado de M?(k) x; R. Precisamos calcular os simbolos
de Christoffel.

k.
gi?
(1.12). Assim os simbolos de Christoffel ndo nulos sao dados por

Como V é uma conexao afim entao V é simétrica e Ffj =TI, onde Ffj é dado pela equacao

h
2 =12 =-"
12 21 h
lej)s = Fgl = fp
F%z = —hh,

1 2

e portanto, obtemos o resultado. O
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Exemplo 1.1. R?® — {0} é um warped product. Se considerarmos coordenadas esféricas

comr > 0,0 € [0,27] e p € [0,7]. A métrica ds* = dz* + dy* + dz* em coordenadas
esféricas passa a ser dada por ds* = dr?® 4 r?(dp? + sin?(0)dy?).

Ser =1 entdo ds® fornece elementos de linha da esfera S*. E fdcil verificar que R® — {0}
¢ difeomorfo a RY X, S* com a aplica¢io o(t, p) < tp. Assim ds* mostra que R3 — {0}

pode ser identificado como o produto Rt x, S2.

1.3 Geometria Hiperbdlica Plana

Nesta secao fizemos uma revisao detalhada de geometria hiperbolica plana e apresentamos

sua métrica, isometrias e geodésicas. A principal referéncia utilizada é [8].

Considere o conjunto
H? = {z € C|Im(z) >0} = {(z,y) € R*|y > 0}.

O bordo assintotico ¢ a reunido do eixo z com o infinito 0o e sera denotado por 0., H?.

A

(H27 gH)

Figura 1.1: Semiplano de Poincaré.

A seguir apresentamos algumas defini¢oes.

Defini¢ao 1.24. Seja T,,H? o espaco tangente de H? no ponto z. O produto escalar
(u, v)

————, onde (U, V) € o produto escalar euclidiano.
Tm2(z0) (€,0) €op

hiperbolico é dado por (i, V)g =
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Definigao 1.25. A norma hiperbélica de H? é denotada por || - ||m e dada por
—— Il

. Vu? + ul
dllm = (@, @)m = =+r__2

Im(zp) Yo

Defini¢ao 1.26. O dngulo hiperbdlico 6 € [0, 7| entre os vetores @, v € T,,H? ¢ definido
por
cos(f) = M.
]| - | 0]]

Definigao 1.27. O dngulo orientado hiperbdlico denotado por £(u, V) é dado por

<ﬁa 17>H
][ - || 9|

cos (£(u, 7)) =

Definigao 1.28. O comprimento hiperbolico de « : [a,b] — H?, onde o é uma curva C*

¢ definido por

Lu(a) = /rmwwWﬁ

Observacao 1.4. O comprimento de arco hiperbolico independe da parametrizacao. De
fato, sejam a(t) : I = [a,b] — H? uma curva dada por t — a(t) e B(t) = a o h(t) onde
h(t) : [c,d] = [a,b] é um difeomorfismo. Note que:

d d h(d)
me:=/WW@Mﬁ=/ndmwmwwﬁ=A o (u) s =

(c)

— [ I @lsde = Li(a)
O

Para melhor entender a geometria hiperbolica plana, apresentamos alguns resultados sobre
funcoes de uma variavel complexa, transformacoes conformes e func¢oes holomorfas que

podem ser encontradas em |[3].

Teorema 3. Uma aplicagao [ : U — V dada por f(z) = (P(2),Q(2)) € holomorfa se, e

somente se, [ satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann, isto é, P, = Qy e Py = —(Q),.
Demonstragao. Ver [1], pag 62.

Definicao 1.29. Seja f : U — Vuma func¢ao complexa onde U,V sao abertos de C.

Dizemos que f € uma aplicagao conforme se ela preserva dangulos, ou seja,

A<ﬁa 77) = A(Dzof(ﬁ)szof(g))a
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para todo u,v € T, ,H?. No caso em que U=V e f:U — U for bije¢io conforme entio

f € chamada de transformacao conforme.

Proposicao 1.11. Se f : W — W ¢€ transformacdao conforme, entao f~' : W — W

também o é.

Demonstracao. Sejam (j, Ve Ty(:)W, como f é sobrejetora existem u, v € T,,W tais que
V.

D, f(@) = U e D, f(7) = V. Logo

i(l)f(zo)f_l((jv% Df(zo)f_l(v)) = K(Df(zo)f_l(l)ZOf(ﬁ))a Df(Zo)f_l(Dzof<U))) =
= 4({57 ?7) = A(Dzof<ﬁ)7Dzof<U)) = A(Uva ‘7)

Portanto, f~! também é conforme. n

Teorema 4. Uma aplicagao f : U — V € conforme se, e somente se, f € holomorfa e
f'(2) # 0 para todo z € U.

Demonstragao. (=) Sejam f(z) = P(z) + iQ(z) uma aplicagdo conforme, e; = (1,0) e
es = (0, 1) vetores ortogonais. Como f é conforme, D, f leva e; e e; em vetores ortogonais.
Seja L a rotagdo que leva D, f(e;) sobre e; (consequentemente D, f(es) sobre ey ), ou
seja, L(Dy,f(e1)) = Aex e L(Dy, f(e2)) = e

Afirmagao: Como f é conforme entao A = a. Com efeito, sejam e; e e; como na demons-

tracdo e sejam u = uje; + uges = (Ug, Uz), v = vi€y + vaeg = (vV1, V) €

<u7 U>]HI
[[ul[l[o]|

£L(u,v) =
E assim

LoD,(u)=LoD,(uie; +uses) =uiLoD,(e1) +usl o D,(e)) = Auy + aus e

Lo D,(v)=LoD,(vie; +v9e3) =v1L o D,(e1) +vaL o D,(e3)) = vy + aws.

Dai

o?uqv1 + Nugvy

£(LoD.(u),LoD.(v)) = ‘
(Lo Delu). Lo Do) = e e e e 1)

Como f é conforme

L(u,v) = 4L (Lo D,(u),LoD,(v)) Vu,v € U,
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em particular para u = (1,1) e v = (0, 1) temos

1.04+1.1  o21.04+A1.1 o LA
V21 Jarixk VB Ve e

pois supomos a, A > 0. Portanto o = A, como queriamos.

Logo L(D,, f(@)) = Ad. Assim

. o cos(f) —sin(6) Uy
D, flu)=AL""(u) = A =
1) (@) ( sin(f)  cos(0) > ( >

= (Acos(O)uy — Asin(B)ug, Asin(B)u; + A cos(f)us).

2=+ NeN=02"s ) \=aq,

Por outro lado

or op

Uy
) Oz Oy oP  oP  0Q  90Q
D, f(u) = = a—ul a—u2, 8_u1 + a—u2 )
@ @ T Y x Yy
or Oy Uz
Comparando as igualdades acima, concluimos
0P 0Q
% A OS(Q) a_y
0P . 8@
a—y = -\ m(&) = (93;

Logo f(z) = (P(z),Q(z)) satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann. Portanto f ¢ holo-
morfa e D, f(d) = f'(z).u= f'(z) A0Vz € U.

(<) Seja f : U — V holomorfa e f'(z) # 0 temos

. ) = < f'(z).4d, f'(2).0 > _ I (2) <u,v>
D@, DFO) = Rl 7GRNl

Portanto, f é uma aplicacao conforme. n

= £(i1, D).

Apresentamos a seguir um outro modelo da geometria hiperbolica plana, a saber, o modelo
do disco de Poincaré. Seja D = {z € C||z| < 1}. Enunciaremos a seguir o conjunto das

transformacoes conformes de D, o qual denotamos por pup.

Proposicao 1.12. Se T : D — D € uma transformacao conforme entao
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onde 0 € R e zg € D. Na verdade

2Zg — 1

uD:{ewﬂ IGER,zOGD}

€ um grupo com a opera¢ao de composi¢ao.
Para demonstrar a Proposicao 1.12 precisaremos das seguintes proposicoes.

Proposicao 1.13. Sejam f,g: U C C — C fungoes holomorfas em zo € U. Entao f+g,

f-ge= (seg(z)#0) sao holomorfas em z.
g
Demonstragao. Ver [1], pag 48.

Proposicao 1.14. Sejam U, V abertos de C. Sejam f : U — C uma func¢ao holomorfa
em zo € U, g: V — C holomorfa em f(z) € V e f(U) C V. Entao go f é holomorfa

em 2.
Demonstragao. Ver [3], pag 34.

Proposicao 1.15. Sejam U, V abertos de C. Sejam f : U — C uma funcao conforme
em zp € U, g: V — C conforme em f(z)) € V e f(U) C V. Entio go f é conforme em

20-
Demonstragao. Ver [3], pag 34.

Lema 1.3 (Lema de Schwarz). Seja f : D — D uma fung¢ao holomorfa em D tal que
If(2)] <1 e f(0)=0. Entao |f(z)| < |z| para todo z € D e |f'(0)] < 1. Além disso, se
existe zo € D* tal que |f(2)| = |z0| ou se |f'(0)| = 1 entao existe A € C com [N\ =1 tal
que f(z) = Az,Vz € D.

Demonstragao. Ver [3], pag 130.

Provemos a Proposicao 1.12.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que T estd bem definida. Com efeito,
T(z) € D, visto que

2

e?(z — 2p) 22—z Z—2

2(z9) — 1

zZ— 20
2(z9) — 1

IT(2))? = = = <le(2z2—1)-(1—-2%) <0,

2z0—1 zzg—1

pois (22 —1) <le (1 —20%Z) >1ez 2 €D. Logo T'(z) € D.

Resta mostrar que pp ¢ um grupo em relacdo a composi¢ao. De fato, uma condicao

suficiente para que T seja conforme é que ela seja holomorfa e T"(zy) # 0 para todo
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z € D. Agora, como T é uma composicao de produtos e quocientes de funcao polinomiais

(portanto holomorfas) segue que 7" é holomorfa. Calculando 7"(z) obtemos

e (Zozg — 1)

2zg — 1

T'(z) = # 0 ( pois zg € D).

Logo T é holomorfa e T"(z) para todo z € D. Portanto T" é conforme.

Reciprocamente, seja f : D — D uma transformacao conforme. Considere a seguinte

funcao em pup,

h : D — D definida por h(z) = z:—f(())
Zfo —1

Pela Proposi¢ao 1.15 g = hof é conforme, do Lema 1.3 temos |g(z)| < |z| para todo z € D

e pelo Teorema 4 g é holomorfa e g(0) = 0. Ainda |g~'(2)| é conforme e g~1(0) = 0.

1

Aplicando o Lema 1.3 para g7, existe A € C com |A| = 1 tal que g(z) = Az = €.

Assim
i0
‘ ‘ — £(0
ho f(z) =Pz = f(z) =h (") = f(2) = ?zT‘}C() € .
eff(0)—1
Por 1ltimo, a associatividade da composicao de funcoes, a Proposicao 1.15, a Proposicao
1.11 somado ao ultimo resultado provado garantem que up é grupo. O
Observagao 1.5. Se T'(z) = ¥ Z__ 2 entio evistem a,c € C tais que T(z) = @ +f e
2z0 — cz+a
aa — cc = 1. Portanto
az+c¢
=4T(z) = ,ceCean—cc=1;.
D { (2) cz+d|ac e aa — cc }
Teorema 5. (Transformagaio de Cayley) A aplicagdo v : H? — D dada por (z) = : _T_Z
z+1
¢ uma bijecao conforme.
Demonstragao. Note que 1(z) € D. Com efeito
()| = zoiz—i_z2—iZ+i _ Z+i(z—2Z)—1 |2+ 1—2Im(2) <1.V: e K2

z+iz+i z+iz—i 2z+i(z—2)+1 |22+ 1+ 2lm(2)

Logo ¢(z) € D.

Afirmacao: ¢(z) = - _T_Z é conforme. Para provarmos a afirmacao usaremos o Teorema
Z 41
4. Temos
Z+1)—(z—1 2
w’(z):< )= ( ) _ 5 #0, V2 eD.

(2 +1)? (2 +19)



32

Por outro lado

Cz—i  (z—i)(Z—1) |2 —1—=2Re(z) [ 2®+y*—1 —2x
AShEEh - (o o)

Z+i |z +i]2 |z + i]?

onde z = x4+ iy e assim P, = Q, e P, = —Q, logo ¢ é holomorfa e ¢)'(z) # 0, portanto

1) é conforme.

A inversa de v é dada por

1 iz 4)
De modo analogo prova-se que 1~ 1(z) = z(lz +9) é conforme. ]
—z

Enunciamos a seguir o conjunto das transformacoes conforme de H?, o qual denotamos
pOT fig.

az+b

cz+d
com a operagdo de composicao, formado por transformacoes conformes de H? em H?,

Teorema 6. O conjunto pug = {z — ‘ a,b,c,d € R, ad — bc = 1} € um grupo

chamado de grupo de Moebius de H?.

Demonstracao.

b
T(z):%,a,b,c,dé]& ad —bec =1

Im(2)

esta bem definida, pois Im(7'(z)) = W
cz

> ( visto que z € H?. De fato

az+b az+b (ad—bo)(z—2)  2ilm(z)
cz+d cz+d lcz + d|? ez +dJ?

2Im(T(2)) =T(2) —T(z) =

Usando o Teorema 3 prova-se que

az+b

T() = cz+d’

a,b,c,d € Read—bc=1

¢ conforme. Falta provar que se f é transformacao conforme de H? em H? entao

b
f(z) = %, a,b,c,d e Read—bc=1.
Para isto considere ¢(z) = Z:LZ., com ¢ : H? — D. Através de um simples calculo
z 41

mostramos que

F(2) = (Yo F o) () onde F(z) = gz 1 2 .
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E por tltimo, nao é dificil verificar que uy é grupo. O

A seguir apresentamos a definicao de transformacao de Moebius
Definicao 1.30. Uma transformacao de Moebius € uma aplicacao

az+b
cz+d

T:CU{oo} = CU{oo} dada por T(z) =

com a,b,c,d € C e ad — bc # 0.

Observacao 1.6. Em particular, as transformacoes de H? em H? e as de D em D sao

tranformacoes de Moebius.
Vejamos algumas propriedades das tranformacoes de Moebius.
Proposicao 1.16. 1. Toda Moebius leva circulo ou reta em circulo ou reta.

2. Toda Moebius possui pelo menos um ponto fizo. Além disso, a unica transformagao

de Moebius que possui trés pontos fizos € a identidade.

b
Com efeito, seja T(z) = azt
cz

Vamos dividir nossa demonstracao em dois casos.
az+b
CAsO 1: Se ¢ =0 entao T(z) = i

uma transformacao de Moebius com a,b,c,d € C.

. Neste caso, T(00) = oo,
CASO 2: Se ¢ # 0 entao T tem um ponto fizo em z se, e somente se, T(z) = z <

cz*+(d—a)z—b = 0. Como cz*+(d—a)z—b é um polindmio complezo de grau dois,
seque que existe pelo menos uma raiz complera. Além disso, como (T(o0) # o0),

concluimos que T tem no mdzximo 2 pontos fixos.

Falta concluir que se T fiza 3 pontos entao T = Id. Do exposto acima temos

T(z) = az +b. Suponha que fize z, dai T(z) = z & (a — 1)z + b = 0, assim
b

z2=—

7 € um ponto fizo.
Se a =1 entdo T(c0) =00 e 0o € um ponto fizo.

Se a # 1 entao z = —

pontos firos.

é um ponto firo e T(z) = az + b tem somente dois

Seb=1¢ea=0, temos que T(z) = z e todo ponto é ponto fizo.
Portanto, a inica Moebius que fixa 3 pontos e a identidade.

3. Sejam (z1, 29, 23), (21,25, 25) duas ternas de nimeros complexos distintos em C U
{o0}, entao existe uma nica transformagao de Moebius que leva (z1,z9,23) em

(21, 25, 2%), respectivamente.
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De fato, note que (z1, 22, 23) € levado em (0,1, 00) pela transformagao

(22 — 23)(2 — 21)
(22 — 21)(2 — 23)

Resta verificar se tal transformacao € inica. Com efeito, sejam Ty e T duas tran-
formagoes de Moebius que leva (21,20, 23) em (0,1,00). Note Ty ' o Ty estd bem
definida e Ty '(Ty(z1)) = Ty 1(0) = 21, Ty {(Th(22)) = Ty (1) = 2 e Ty (T (23)) =
Ty ' (00) = z3. Logo Ty* o1y = Id e assim Ty = Ty. Agora Ti(z1,2,23) =
(0,1,00) e To(2), 25, 24) = (0,1,00) assim Ty ' o Ty (21, 20, 23) = (2, 25, 2%). Por-

tanto, (21,22, 23) > (21, 25, 23).

1.3.1 Inversao

Nesta secao definimos as inversoes por circulos ou retas e apresentamos as principais pro-
priedades das inversoes. Veremos mais adiante que as inversoes tém um papel fundamental

na descricao das isometrias positivas da geometria hiperbdlica plana.

Definicao 1.31. Seja C = C(zo, R) o circulo de C de centro zyp € C e raio R > 0. A
inversao em relag¢ao ao circulo C(29, R) denotada por I € uma aplica¢io que envia um
ponto z # zy em z* € C, onde z* € um ponto sobre a semirreta que passa pelo centro do

circulo no ponto z e verifica
|2* — 20|z — 2| = R2
Por definicao (z* — z9) = Mz — 20), logo

Io(z) =2" =2+

|Z—Zo|2 |Z—Z0|

Observagao 1.7. Se z € 0C entao Io(z) = z, se z = zy entao Io(zg) = 00 € Io(00) = 2.
Observacao 1.8. Caso C' seja uma reta entao a inversao por C serd a reflexao pela reta.
Propriedade 1.1. Seja I : CU {oo} — C U {00} dada por I-(2) entdo

1. Ic(O) = C,'

2. Icolo = Idcuso);
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~

Figura 1.2: Inversao pelo circulo C.

3. Ic € uma transformacao conforme;
4. 1o leva circulos ou retas em circulos ou reta;

5. Ic(Cy) = Cy se Cy € ortogonal a C;
Com efeito, seja Cy; = Cy(z,r) um circulo ortogonal a C = C(zo, R). Vamos mostrar
que 1c(Cy) = Cy. Sejam wy e wy as intersec¢oes de Cy com C, e wz e wy as
intersecgoes da reta que liga os centro dos circulos Cy e C. Afirmamos que Io(wy) =

wy, [o(wy) = wy e Io(ws) = wy. De fato, as duas primeiras sequem do item 1
r(z1 — 20)

, Wyp = 21 —
|21 — 20

acima, resta mostrar que Ic(ws) = wy. Note que ws = z; +

(21 — 20) 21 — 2

€ um vetor unitdrio. Através de alguns cdlculos verificamos

|Z1—Zo| |Z1—Zo|
que |ws — zo||wy — 20| = R?%, 0 que prova nossa afirmagao. Como wi,wy e w3 ndao
s@o colineares e Io leva circulos ou reta em circulo ou reta, seque que Io(Ch)é um

circulo que passa por wy,ws € ws, ou seja, Io(Cr) = Cf.
6. Ic : CU{oo} — CU{oo} € um difeomorfismo.

Observacgao 1.9. Como Io preserva orientacio seque que I inverte orientacdo.

1.3.2 Isometrias de H?

Como visto na Definicao 1.2, as isometrias sao difeomorfismos que preservam a métrica.

Nesta se¢ao vamos explicitar as isometrias positivas e negativas de H?.

Definicao 1.32. Dizemos que uma isometria ¢ : H?> — H? € positiva se ela preserva
orientacao, isto é, det[d v] > 0 = det[D,,(¢o(@)) D.,(p(7))] > 0, para todo u,v € T, H?.

Caso contrdrio, a isometria € dita negativa.
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Para provarmos o proximo resultado precisamos da seguinte observacao.
Observagao 1.10. Sejam f, g : H?> — H? isometrias:
1. Se f, g sao isometrias positivas entao f o g € uma isometria positiva;
2. Se f, g sao isometrias negativas entao f o g € uma isometria positiva,

3. Se f € uma isometria positiva e g € uma isometria negativa entao f o g € uma

1sometria negativa.
Proposi¢ao 1.17. Isom™ (H?) = pug.

Demonstrag¢ao. Como isometrias preservam produto interno segue que as isometrias po-

sitivas preservam angulos orientados, e portanto sao transformacoes conformes. Logo
Isom™ (H?) C .

Para concluir a igualdade falta mostrar que

: +0b . :
ITsom™ (H?) D g, isto é, T(z) = az+ é isometria de H?.
cz

De fato, sejam z € H?, u, v € T,H? temos

(D.T(@), D.T(0))n = (T'(2)u,T"(2)V)m =

— T/Z2 <?U> B <?U> :ﬁ,ﬁ
T ) e
m
Para determinamos as isometrias negativas de H?, observe que h(z) = —% ¢ uma isometria

negativa de H? e pela Proposicao 1.10 segue
Isom™ (H?) = hyug.

Portanto
Isom(H?) = pig U hyug.

A seguir definiremos distancia entre dois pontos de H?2. Dados dois pontos quaisquer de
R2, a distancia euclidiana entre eles é igual ao comprimento do segmento de reta ligando
estes pontos, ou seja, ao minimo dos comprimentos das curvas ligando aqueles pontos.

Dessa forma, definimos a distancia hiperbélica entre dois pontos z, y € H? denotado por
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Definicao 1.33. Dados p,q € H?, a distancia hiperbélica entre p e q € definida por

du(p,q) = inf{Lu(v) | 7 :[0,1] — H? suave por partes v(0) =p e ¥(1) = ¢}.

Definigao 1.34. Uma curva c: I = (a,b) — H? C* por partes é uma geodésica de H? se

para cada par de pontos sobre c(I) a curva € minimizante, ou seja, para todo ty, ty € I
dm(c(tr), c(t2)) = Lulc(t1), c(t2)].

Nos proximos resultados explicitaremos as geodésicas de H2.

Lema 1.4. As semirretas verticais sao geodésicas de (H?, gu), ou seja, se v : [0, +00) —
H? dada por ~(t) = xo + it, com 1o € R et > 0 sio geodésicas de H>. Além disso, se

p e q estao na mesma reta vertical geodésica ligando p e q € inica.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que para todo ty,t; € (0,400) tem-se

du(y(t1), v(t2) = Lu[y(t1),v(t2)],

ou seja, se ¢ : [0, 1] — H? é uma curva suave por parte definida por c(t) = (z(t),y(t)) que

liga os pontos y(t1) e v(t2) entdo dy(vy(t1),v(t2) > Lu[y(t1),v(t2)] com ¢(0) = y(t1) e
c(1) = ~(t2). De fato

Laly(t1),1(ts)] = /0 V(x’(w;?(g(y'(tw at > /0 Hg((f))“ 0>

y'(t) ‘
dt| = Lu[y(t1), v(t2)].
/o y(t)
A unicidade da geodésica vem pela definicao de infimo. O

Lema 1.5. Os semicirculos ortogonais ao bordo assintdtico sio geodésicas de H?2.

Demonstragao. Considere dois semicirculos C' = (zg,r) e C' = (xo = r,2r) tangentes ao

bordo de H2. Note que Ic»C = L é uma semirreta vertical. De fato

T ) . 4

\Tog—T = I r =Ty —T

Ao 0 xg—1r— (zo+71) 0
472

[C/(LZ'0+7”) = Xo+7r—+ = o0

.’E0+T—<ZEO+T)

Como I¢» por defini¢do leva circulos em circulos ou retas temos que I (C') = L. Assim,
como Icr é uma isometria e L ¢ uma geodésica de H? segue I7'(L)e = C também é
geodésica de H?2. n
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29— R ro xo+ R xo+ 3R

Figura 1.3: Geodésica de HZ.

Teorema 7. Por dois pontos de H? passa uma, e somente uma geodésica. Além disso,
as tunicas geodésicas de (H?, gm) sao as semirretas verticais e os semicirculos ortogonais

ao bordo assintdtico.

Demonstracao. Vimos que se os dois pontos estao numa reta vertical, entao a geodésica
que liga é a semirreta vertical. Além disso, se p e ¢ nao estao na mesma reta vertical
existe uma geodésica (semicirculo) que liga p e ¢, digamos que o semicirculo 7. Falta
prova a unicidade de . De fato, suponha que ~; seja outra geodésica ligando p e q. Seja
C = C(zo+ R, 2R) o semicirculo ortogonal ao O, H? de centro xo+ R e raio 2R. A inversio
por C' é uma isometria de H? que leva C' na semirreta vertical passando por xo— R, ou seja,
Ic() = L. De mesma forma, como v; é geodésica ligando p e ¢, Ic(7;) e uma geodésica
ligando Ix(p) e Io(q) (que estdo na mesma reta vertical L). Logo, Io(v1) C Ie(y) = L .
Isto implica y; C 7, pois I¢ é bijecao. De modo analogo prova-se que v C ;. Portanto,

=7 []
Para a préoxima proposicao, precisamos da seguinte defini¢ao.

Definigao 1.35. Dizemos que uma geodésica v € completa se suas extremidades estao

Do H2.
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Figura 1.4: Exemplos de geodésicas completas.

Proposicao 1.18. 1. Sey € geodésica de H?, p € H? e p & v entdo existe uma tinica

geodésica passando por p e ortogonal a 7y;

2. Se vy ey sao duas geodésicas completas de H? com p; € v1 e pa € 7, entdo existe
f € Isom™ (H?) tal que f(p1) = p2 e f(m) =725

3. Dados p € H? e v € T,H?, existe uma tinica geodésica de H? passando por p e

tangente a v.
Demonstragao. Ver [8], pag 66.

Definicao 1.36. Dizemos que duas geodésicas de H? sao paralelas se elas tém um tinico

ponto em comum no bordo assintdotico.

/) ”

Figura 1.5: Exemplos de geodésicas paralelas.
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Observacao 1.11. A partir desta definicao, fica claro que o quinto postulado de Fuclides
nao € atendido nesta geometria, jd que dado um ponto fora de uma “reta” exriste mais de
uma “reta” paralela a ela.

z —

Seja D o disco unitario aberto. Seja ¢ : H? — D dado por ¢(z) = n " o difeomorfismo
2

conforme de H? sobre D. Vamos definir uma métrica gp em ID. Para isso, vamos assumir

que a transformagao de Cayley seja uma isometria entre (H?, gg) e (D, gp)-

Lema 1.6. A métrica gp definida sobre D com ¢ uma isometria de (H?, gg) em (D, gp) €

L ddw] 40

gp (U, V) A= wPE (1= [w]?) VweDeuveTl,D.

Demonstrag¢ao. Suponha que exista uma métrica gp em D tal que ¢ seja uma isometria

de (H?, gg) em (D, gp). Por defini¢ao, para todo w € D e para todos os vetores u,v € T,,D

temos
o o o Do~ (@), D=\ (7 L (@)id, o~ ()T
o) = gu(Dup™ (), Dy (@) = Lo @ Due™ () _ (¢7 (@)l o ()7
Im*o~! () Im*o~! ()
o Y@ 20, 7)Y 4,0
o ImPp(w) @1 — fw]?)?

lw—1]*

Definicao 1.37. O disco D munido com a métrica gp é chamado de disco unitdrio de

Poincaré. O bordo assintdtico de D é denotado por 0,0 = {w € C | |w| = 1}.

Como temos a métricagp de D podemos descrever as geodésicas e isometrias de D, que

sera feito abaixo.

Proposicao 1.19. As geodésicas de (D, gp) sao os diagmetros e os arcos de circulos orto-

gonais ao OxD.

. zZ—1 : :
Demonstragao. Seja ¢ : H?* — D dada por ¢(z) = vl Como ¢ é uma isometria entre
Z+1

(H?, gur) e (D, gp) entao preserva distancia hiperbolica entre os comprimentos de curvas
hiperbolicos. Seja ¢ : (a,b) — D de classe C! por partes a geodésica de D. Observe que c é
geodésica de I se, e somente se, o' oc é geodésica de H2. Como ¢ é uma transformacio
de Moebius ela envia p(9,H?) em 0,,D, leva semirretas ou semicirculos ortogonais a
OsH? em semirretas ou semicirculos ortogonais a 0, ID. Portanto, as geodésicas de D ou

sao arcos de circulos ortogonais ao 0,,ID ou diametros ortogonais a O, D. O
Observagao 1.12. Seja f € Isom™ (H?), ou seja

_az+b
ez +4d

f(2)

com a,b,c,d € R ead —bc=1.
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Note que o(z) € uma isometria positiva (pois é Moebius com a =1,b=—1,¢c=1,d =1).

Seque que, se T € uma isometria de D, entao

az—l—l_)

— eaa—bb=1.
bz+a

T=ypofop ':D—D dada por T(z) =

Assim, T(z) € pp e € facil verificar que T(2) € up entdo T € Isom™ (D), logo Isom™ (D) =

up e sendo g(2) =z isometria negativa de D entio Isom™ — (D) = gup. Portanto
Isom(D) = up U gup.

1.3.3 Classificacao das isometrias positivas de H?>

Nesta secao vamos descrever as isometrias positivas de H? examinando sua acdo sobre as

geodésicas e os horociclos, que é definido a seguir.

Defini¢ao 1.38. Chamamos de horociclos de H? os circulos tangentes ao bordo assintdtico

e as retas horizontais contidas em H?2.

Figura 1.6: Horociclos de H?

Proposicao 1.20. A imagem de todo horociclo de H? por uma isometria qualquer de H?

¢ um horociclo de H?.

Demonstracao. Seja f uma isometria e C' um horociclo de H?. Temos que f leva circulos
ou retas de H? em circulos ou retas de H2. Suponhamos que C' seja um circulo tangente
ao bordo assintotico em um ponto xy. Dai se f(C) for um circulo ele deve interceptar o
bordo assintotico em um ponto f(zo), além disso, f(C) \ {f(zo)} estd em H?, segue que
f(C) é tangente ao bordo assintotico e portanto um horociclo. Por outro lado, se f(C')
for uma reta ela deve estar contida em H?, logo ¢ uma reta horizontal e portanto um

horociclo. O caso em que C' é uma reta horizontal é provado de forma analoga. O
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Para descrevermos geometricamente as isometrias positivas de H?, vamos classifica-las de
acordo com o namero de pontos fixos, isto é, f(z) = x. Seja T uma isometria positiva de
H? diferente da identidade, entao T é da forma

az+0b

T(z)zc i a,b,ec,d € R e ad — be = 1.
2

Suponha ¢ # 0 e seja z € H? U 9, H, assim

az+0b

cz+d

& —c’+(a—d)z+b

(a+d)+£+/(a—d)?+4bc  (a+d)+\/(a—d)?+4(ad—1)
2c B 2c

T(z)=2 & =z&az+tb=z(cz+d) S az+b—cz? —dz=0

= 2=

Se ¢ = 0, T entao é da forma T(z) = az + b e oo & um ponto fixode T. Sea =1T
nao possui outros pontos fixos ja que T' # Idy e se a # 1, T fixa apenas um outro ponto

(necessariamente sobre o bordo assintético). Isso motiva as seguintes classificagoes:

1. Transformacao hiperbdlica ou isometria hiperbolica : Quando 71" possui dois pontos
fixos distintos no bordo assintético e nenhum em H?. Note que isto ocorre caso
c#0e (a+d*)—4>0oucaso T seja da forma T(z) = az + b e a # 1;

2. Transformacgao parabdlica ou isometria parabolica: Quando 7' possui um tnico
ponto fixo no bordo assint6tico. Note que isto ocorre caso c # 0 e (a+d)> —4 =0
ou se T for da forma T'(z) = z + b;

3. Transformacao eliptica ou isometria eliptica: Quando 7" possui um tnico ponto fixo
em H2. Note que isto ocorre caso ¢ # 0 e (a + d)?> — 4 < O(neste caso T fixa dois

pontos em C, conjugados entre si, logo apenas um deles esti em H?.

A seguir descrevemos geometricamente as isometrias positivas de H? examinando como

atua as geodésicas e horociclos de H?
Isometrias hiperboélicas

Sejam f uma isometria hiperbolica de H?, z, x5 € 0, H? tais que f(z1) = z1 e f(22) = 2o
e v a geodésica completa de H? com extremidades z; e x5. Note que se ambos forem reais,
~ é o semicirculo ortogonal ao bordo que conecta esses pontos. Se, por outro lado, um
deles for oo (suponhamos sem perda de generalidade que x5 = 00), 7y é a semirreta vertical

de H? que comeca no ponto ;.

Note que a imagem de v por f é uma geodésica que possui x; e x5 como extremidades.

Assim 7 é a tnica geodésica dessa forma, logo a imagem de v por f é a propria v, ou seja

f(y) =~
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Seja p um ponto qualquer v, sua imagem por f é entao um outro ponto de v e tome a
orientagao de 7 no sentido p — f(p) sendo a mesma que a dada por z; — 5. Seja ¢ um
ponto de v situado entre p e f(p). Como f é injetora (f é Moebius, logo uma bijec¢ao), a
imagem do arco geodésico (z1, p] de 7 deve ser disjunto a imagem do arco geodésico [q, xs).
Portanto a orientagdo dada por ¢ — f(¢q) é a mesma de x; — x5. Consequentemente,
f(q) esta situada entre f(p) e zo. Como a distancia hiperbolica entre dois pontos é igual

ao comprimento do arco da geodésica limitada por eles, temos

du(p, f(q)) = du(p. q) + dulq, f(q)) = du(p, f(p)) + du(f(p), f(2))-

Note que du(p, q) = du(f(p), f(¢)) pois f é uma isometria, logo du(p, f(p)) = du(q, f(q)).

Estudemos agora a imagem de um ponto qualquer de 7. Seja x um ponto qualquer de
v tal que x # f™(p) para todo n € Z. Logo existe um unico inteiro n € Z tal que
x se encontre entre f"(p) e f"!(p). Com o mesmo argumento usado anteriormente é
possivel concluir que dg(z, f(z)) = du(f™(p), " (p)) = du(p, f(p)). Assim a distancia
hiperboélica entre um ponto qualquer de ~ e sua imagem pela f é constante. Seja A > 0 tal
constante. Concluimos entao que f envia cada ponto p de v em um ponto de ~ situado
entre p e x5 e tal que dy(p, f(p)) = A. Resta descrever geometricamente a imagem de um

ponto qualquer de H? por f.

Sejam zy € H? um ponto qualquer, o a tinica geodésica completa passando por z e
ortogonal a 7y e p a intersecao de ov com . A geodésica completa que passa por f(2o),f(p)
e é ortogonal a 7y serd f(«), pois f(«) é uma geodésica que passa por f(zo) e f(p) que é

tnica. Como f preserva angulos, f(«) também sera ortogonal a 7.

Figura 1.7: Isometria hiperbolica

Observacao 1.13. A isometria hiperbolica f também é conhecida como translacao hi-
perbolica de comprimento \ ao longo de v no sentido de vy — x5, com N,y e x4 — X3
descritos anteriormente. Note que é geometricamente claro que f~' também é uma trans-
lagcao hiperbdlica de mesmo comprimento A ao longo da mesma geodésica vy, mas de sentido

To < T1.
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Uma formula explicita para uma isometria hiperbolica arbitraria é dada por

_cosh(s).z + sinh(s)
95(2) = sinh(s).z + cosh(s)

Observagao 1.14. Se f(z) = az+0b, com a # 1 o ponto fizo real de f € x1 =

a7
—a
pode ser escrita como f(z) = a(z — x1) + x1. Ou seja, neste caso f € uma homotetia de

centro x1 e razao a.

Isometrias Parabodlicas

jam [ uma isometri raboli Ty - u uni n x0. Tem u i-
Seja a isometria parabolica e € 0, H? se ico ponto fixo. Temos duas possi

bilidades: z; = oo ou z; € R.

Se z1 = oo entdo f(z) = z + b, ou seja, f é uma translagdo horizontal euclidiana. Resta
analisar o caso em que r; € R. Do fato de ad —bc =1, (a+d)> —4=0&|a+d|=2e

f(x1) = 1, temos
(1+ cxq)z — ca?

f(z) =

cz+1—cxy

com ¢ € R*. Consideremos a isometria positiva g(z) = . Note que g(z1) =0 e

r1 — 2

9(z) = S 9(2)z=g(2)a1 —1 e 2= g@Hn -1 gl(z) = _2 Ny

T — 2 9(2)

1

Seja R = go fog ! acomposta de isometrias positivas de H?, logo R é uma isometria

positiva. Considere z um ponto fixo de R, temos
R(z) =z (gofog )2) =2 flg7'(2) =97 (2),

como o tnico ponto fixo de f é z1, g7'(2) = 71 & 2z = co. Logo R ¢ uma isometria
parabolica cujo ponto fixo é co. Decorre disto que R é uma translacao horizontal e para

todo z € H?, temos

1+cx1>_ 1

R(O):(gofog*l)(0)=90f(oo)=9( 1+ ca

C

T
c

R(0)=—c= R(z2) =z —c.
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Figura 1.8: Isometria parabdlica com x; = oo

Lo Ro g segue que f(C) =

Seja C' um horociclo tangente a R no ponto ;. Como f =g~
g ' (R(g(C))), com g(C) um horociclo tangente a d,,H? no ponto g(z;) = oo, logo g(C)
¢ uma reta horizontal , ou seja, y = k com k € R, temos

1 1 v —x+ki (114 ) ki

ki) = = =
9w+ ki) r—x—ki v —kivg—x+ki (v —2)?+k (v —2)2+E

e concluimos que g(C) é invariante por R e, como f = g~'o Ro g temos f(C) = C.
Portanto f fixa todo horociclo tangente a 0, H? no ponto ;.
Resta determinar a imagem de um ponto qualquer de H?. Seja p € H? e seja C,, 0 horociclo

que passa por p e tangente ao bordo assintotico no ponto x;. Das consideragoes anteriores

concluimos que f(p) é novamente um ponto de C,,.

Avaliemos o comprimento hiperbélico do arco de C, limitado por p e f(p). Como g é

isometria, temos

La(G)lp: f(®)] = Lu(Cy)lg(p). Rlg(p))] = 'R(gz%(bg)(p)' ‘zm<|c|1 )
I ey U
Im(p)

Portanto f envia cada ponto p de H? em um dos dois pontos que se encontram no mesmo
2
lc|.|z1 — p

: ' Im(p) _
Qual das duas opgoes serd a imagem de p depende do sinal de c.

horociclo C, que p e tem distancia de p.

Isometrias Elipticas

Seja f uma isometria eliptica qualquer e considere z, € H? o ponto fixo de f. Como a
imagem de um vetor tangente @ € T, H? por D, f é f'(z0) -, se v ¢ a geodésica que passa
por zp e é tangente a i, sua imagem por f, (f(7)), deve ser a geodésica passando por zg
i0

e tangente a €' - @, com 0 = arg (f'(z0)). Com isso, descreveremos f geometricamente.

Sejam z € H? um ponto qualquer tal que z # 2, v a tnica geodésica passando por z e 2

e U € T,,H? um vetor nao-nulo tangente a 7 em 2. Defina 4" a componente conexa de
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Figura 1.9: Isometria parabdlica com z; € R

v\ {20} contendo z. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a orientagao de ~
dada por @ é a mesma que foi dada por zp — z. Assim, a imagem de v*, (f(77)), é a semi-
geodésica (saindo de zp) cujo vetor tangente unitario faz um angulo 6 = arg f'(zy) com
@. Por consequéncia, f(z) é necessariamente o tinico ponto de f(71) tal que a distancia
hiperbolica a zy é a igual a distancia hiperbolica entre zg e z (du(z9, 2) = du(z0, f(2))),
o que determina completamente f(z). Note que, desta forma, f se comporta como uma
rotagao hiperbolica de centro zy do angulo 6 = arg f’(z).

Uma férmula explicita para uma isometria eliptica arbitraria é dada por

cos(a) - z + sin(a)
—sin(a) - z + cos(a)

fao(2) =

Figura 1.10: Isometria eliptica

O estudo das isometrias positivas de H? vai nos permitir demonstrar uma propriedade das
isometrias de H? anilogo ao caso das isometrias do plano euclidiano, que sera apresentado

a seguir.

Teorema 8. Toda isometria de H? é uma composicao de uma ou mais inversos de H2.

Mais precisamente, seja g : H?> — H? uma isometria,

1. Se g é uma isometria positiva, existem duas inversoes I, I, de H? tais que g = I, 0ly;
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2. Se g é uma isometria negativa diferente de uma inversao, existem trés inversoes
I, I, Is de H? tais que g = I, 0 Iy 0 I5.

Demonstracao. Inicialmente, consideremos ¢ uma isometria positiva de H2. De acordo

com os resultados anteriores, temos trés possibilidades a considerar:
CASO 1: g é uma isometria hiperbdlica.

Podemos considerar entiao g uma translacao hiperbolica ao longo de uma geodésica v € H2.
Assim, sejam py € v e g(p2) € 7. Considere p; como o ponto que divide o segmento de
limitado por py e g(p2) em duas partes iguais, ou seja, p; € v e dg(p1, p2) = du(p1, g(p2)-
Considere v, e v, as geodésicas de H? passando por, respectivamente, p; e p, e considere

ambas geodésicas ortogonais a . Sejam também [; a inversao por v e I5 a inversao por
Y-

A isometria I o I, preserva orientagao e fixa a geodésica v, ou seja, I; o I, também é
uma translagao hiperbélica ao longo de v, assim como g. Mais ainda, por essa construcao
g(p2) = Ii(ps) = I (Ix(ps)) = (11 0 I5)(ps). Assim, (I o Iy) o g~! é uma isometria positiva
de H? (por ser uma composigiao de isometrias positivas) com um ponto fixo em H? - p,
- e dois pontos fixos em O, H?, que sdao os pontos assintoticos de v. Como tal isometria

possui trés pontos fixos, ela deve ser a identidade e, por consequéncia, [; o Iy = g.
CASO 2: g é uma isometria parabodlica.
g

Seja py € O, H? o ponto fixo de g. Seja entdo C' um horociclo de H? tangente a 0. H?
em py, isto e, J.C' = py. Seja p € C' um ponto qualquer de C. Por hipotese, g(C) = C
e, portanto, g(p2) € C. Observe que os pontos py e g(pz) delimitam um arco C’ de C,
com C" C C e 9C" = {ps,9(p2)}. Consideremos entdo o ponto p; de C’ de modo que

du(p1, p2) = du(p1, 9(p2)-

Como no caso anterior, considere v, e v, as geodésicas de H? passando por, respectiva-
mente, p; e py (ambas geodésicas ortogonais a C'). Sejam também [; a inversao por y; e I
a inversao por 2. Note que ambas as inversoes fixam C' e, além disso, py € Osy1 N OsoYo.
De nossas construcoes, g(p2) = Ii(p2) = Li(J2(p2)) = (11 0 o) (p2). Assim, (Iio)og " &
uma isometria positiva de H? (por ser uma composigao de isometrias positivas) com um
ponto fixo em H? - py - e um ponto fixo em O, H? - z5. Como tal isometria positiva pos-

sui um ponto fixo no bordo e um em H?, ela deve ser a identidade e, novamente, I;01l, = g.

CASO 3: g é uma isometria eliptica.

Como ja descrito anteriormente, podemos pensar em ¢ como uma rotacao hiperbolica.

Seja entdo py € H? o ponto fixo de tal rotagio e § € (—m, 7) seu argumento. Sejam entdo

u) e us vetores nao nulos em pg, de modo que o angulo orientado entre tais vetores é g,

ou seja Z(uh, 1) = £. Seja entdo v, (respectivamente v,) a geodésica passando por py e
J B) J Y Y g b
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tangente a u] (respectivamente u3) e também I; (respectivamente I5) a inversao que fixa

71 (respectivamente 7).

Note que (I3 015)(py) = po. Mais ainda, sendo I; o [, uma isometria positiva, [; o I, e uma
rotacao hiperbolica com ponto fixo py e, mais ainda, o angulo entre u3 e Dy, (11 0 I)(u3) é

6. Logo, I 01, também e a rotacao do ponto fixo py por @, assim como g e, dai, [0y = g.

Por fim, suponha agora g uma isometria negativa diferente de uma inversao e considere I3
uma inversao qualquer de H2. Note que gols e uma isometria positiva e, da primeira parte
da demonstracao, sabemos que existem I, I, isometrias de H? tais que go I3 = I; o Is.
Compondo ambos os lados com I3, temos que g = [; 0[50 13_1 = I oI, 0 I3, 0 que conclui

a prova O

Observagao 1.15. Para explicitar as isometrias de (D, gp) € suficiente explicitar as iso-

metrias (H?, gu) e usarmos o fato que p = : Z ¢ uma isometria de (H2gy2) em (D, gp).
z+1

1. As isometrias hiperbdlicas, que so admitem dois pontos fixos distintos em 0,,D. Tais
isometrias sao chamadas as translacoes hiperbolicas ao longo de uma geodésica que

liga dois pontos fixos;

2. As isometrias parabolicas, que so admitem um ponto firo duplo em 0, D. Tais

isometrias fixam cada horociclo tangente ao ponto fizo em questao;

3. As isometrias elipticas, que sé admitem um ponto fixro em D. Tais isometrias sao

chamadas rotacgoes hiperbolicas.

Em cada um dos trés casos, a descricao geométrica das isometrias sao exatamente as

mesmas para as isometrias do semiplano hiperbolico.

Observagao 1.16. Note que existem transformagoes conformes de CU{oo} que nao estio
nem no grupo de Moebius de H? nem no grupo de Moebius de D: sdo as transformagoes

lozodromicas. Entre elas estdao as isometrias positivas da esfera S* da sequinte forma:

az —C

f(z) =

cz+a

com a,c € C ndo reais verificando |a|* + |c|* = 1.

1.4 Preliminares
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Capitulo 2
Superficies minimas em M?(k) X R

Neste capitulo apresentamos resultados sobre as superficies minimas em M?(k) X R, onde
M?(k) € uma variedade bidimensional de curvatura nao positiva. Para isso comegaremos
mostrando o teorema de existéncia e unicidade de superficies minimas no warped product
M? (k) x sR, estudaremos resultados sobre a geometria da curva geradora e sua completude.

Os livros e artigos utilizados como referéncias sao [6], [7], [9], [13]e [14].

2.1 O espago ambiente M?(k) x ;R

Nesta segao apresentamos o espaco ambiente M?(k) x ¢ R, sua métrica, provamos que
rotacoes em torno do eixo t ¢ uma isometria desde que a warping function obedeca a
relagao f := f(p), definimos fun¢io admissivel para o ambiente e apresentamos algumas

propriedades de warped product.

Seja (M?(k),g1) o espago bidimensional de curvatura nao positiva com a métrica
4

g1 = Mz, y)(dr*+dy?) onde se k = —1 entao M?(k) = H? e \(z,y) = (R e se

k = 0 entdo M?(k) = R? e A(z,y) = 1. Seja (R, g2) 0 espago euclidiano unidimensional

com a métrica g, = dt?. Considere o produto M?(x) x R com as projecdes canonicas

w1 M2(k) x R — M?(k) e my : M?(k) x R — R.

Dada uma fungio suave arbitraria f : M?(k) — R chamada de warping function, vamos

definir a métrica Riemanniana g em M?(k) x R por g = g; + €%/ g5.

O par (M?(k) xR, g) é denotado por M?(k) X ;R e chamado de warped product. Portanto,
para v € T{(y4).n)M?*(k) X R um vetor tangente de M?(k) x s R, temos

g(v,0) = gi(dmi(v), dmi (v)) + ¥V gy(dma(v), drs(v)).
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Observagao 2.1. A fibra {to} xR e o slice M?(k) X {po} sdo subvariedades Riemannianas
de M?(k) x; R e sao ortogonais em (to,po)-

No proximo resultado, mostramos que quando a funcao warping depende somente de p,

as rotacoes em torno do eixo t sao isometrias do espaco ambiente.

Proposicao 2.1. As rotagoes em torno do eizo t sio isometrias de M*(k) X R quando

= f(p).

Demonstracao. A rotacao em torno do eixo t é dada por

cos(w) —sin(w) 0 T
A(z,y,t) = | sin(w) cos(w) 0 y | = (xcos(w) — ysin(w), zsin(w) + y cos(w), t)
0 0 1 t

e seja
dAwyt)  TiayyM(5) X g R = Taeg M (k) X R

Queremos mostrar
9(dA @y (V), dA Gy (w)) = G(v, w)

4
em que g = \Nz,y)(dx® + dy?) + e¥dt? e ANw,y) = ————-sek = —1le

(1— 22 — y2)2
Az,y) = 1se k =0. De fato
G(dA (V) dAyn(w)) = M, y) (viw, + vaws) + 21 (pr cos(w),pi sin(w)) g, gy = (v, w)

Isso s6 ocorre quando f(z,y) = ((2? + y?), onde ¢ é uma fungao suave. De fato, fazendo

X =z cos(w) —ysin(w) e Y = zsin(w) + y cos(w) temos
X?+Y? = (xcos(w) — ysin(w))? + (zsin(w) + y cos(w))? = 2* + y°.
Assim, como f(z,y) = ((z% + y?), temos f(X,Y) = f(x,y). Portanto A é isometria de

MQ(K) Xf R. O

Observagido 2.2. Se considerarmos coordenadas polares em M?(k), ou seja
r = pgcos(w)
y = prsin(w)

onde

e se Kk = —1 temos p, = tanh (g),
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o se k =0 temos p, = p.

com p € (0,400) e w € [0,27), temos que a métrica g passa a ser dada em coordenadas
polares por § = dp? + h2(p)dw? + 2/ (Prcos@hporsin@)) g2 onde h(p) = p se M?(k) = R? ¢
h(p) = sinh(p) se M?(x) = H2.

Nosso objetivo é estudar superficies minimas rotacionas em M?(k) x; R no qual f é

admissivel. Mais precisamente, temos a seguinte definicao

Definigdo 2.1. Para o warped product M?*(k) x; R, dizemos que a warping function
[ M%(k) = R € admissivel se é limitada e existe c,d € RY tal que 0 < ¢ < f,(s) < d
para todo s € M?(k).

Uma superficie minima ¥ imersa no warped product M?(x) x s R é uma superficie tal que
ki + ko
= 0.
2
Para uma superficie minima 3 imersa no warped product M?(x) x ; R, a fungao curvatura

suas curvaturas principais k; e ko satisfazem a relacao H =

extrinseca K, = kiky é nao positiva, isto é, K, < 0 para todo p € X. Mais ainda, K, =0

se, e somente se, as curvaturas principais ki(p) e ko(p) sdo identicamente nula em p.

Observacao 2.3. A fim de obtermos barreira para nosso estudo de superficies minimas

em M?(k) x; R lembre-se:

o Os slices de M?(k) Xy R sdo totalmente geodésicos e naturalmente isometria de
M ()

e Cada fibra vertical € uma superficie totalmente umbilica.

2.2 Teorema de existéncia e unicidade
Nesta secao, enunciamos o teorema de existéncia e unicidade de superficies minimas imer-
sas em M?(k) x; R.

Sejam p : (a,b) — (0,+00) uma func¢do suave estritamente positiva e ¥ uma superficie
rotacional em torno do eixo t no espago M?(xk) x s R obtida a partir do grafico da fungdo

p = p(t) dada pela parametrizacao
P(t,w) ={(p(t),w,t), t € J CR, we [0,27) com p(t) > 0}

e H = H(N) a funcdo curvatura média onde N é o campo de vetor normal, unitario e

que aponta na direcao oposta do eixo de revolucao.

Nosso objetivo é verificar sob que condigoes > é uma superficie minima, para isso preci-

samos calcular as curvaturas principais k1 e k. Segue do Lema 1.2 que em M?(xk) x; R,



os simbolos de Christofell sao dados por

h
2, =1r%=-
12 21 h )
F:f:% = Fgl = fpv
F§2 = —hh,,

Consequentemente, as conexoes de M?(k) x s R sao

V.0, = —hh,0,,

vatat = _e2ffpap7
_ — h
vapaw =V, 0, =

29,
o "0 PRk
Vapat = Vatap = fp ah

V0,0, = Vo0 = V5,0 = 0.

02

Os campos tangentes 1, e 1, no referencial adaptado {0,,0.,0,} sao dados por

Y = pi0, + O, e Y, = 0,,. Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados

E =g(t, ) = e + py,
F= §<wt7 ww) = 07
G = G(Yu, tha) = h2(p).

wt iww

O vetor normal unitario em > é dado por N =

(G XV, Yext))2

vetorial associado a métrica em M?(k) x; R e definido a seguir.

- onde X é o produto

Definigao 2.2 (Produto vetorial em M?(k) X R). Sejam g = dp? + h?(p)dw? + €/ dt*
a métrica e {0,,0,,0,} € o referencial adaptado de M*(r) xR . Considere u = w10, +

20, + u30;, v = 010, + 120, + V30, € T(pwyM?(k) X ¢ R. Definimos o produto vetorial de

u por v como

d, O,
% W) &
uxXv = det
U1 U2 Uus
U1 (%) V3
Logo
77Z)t >2 1/}w ef

= — — - 0, +
(G X, Y X)) 2 (2 + pf)2



53

Para encontrarmos os coeficientes da segunda forma fundamental, precisaremos calcular

as conexoes sobre os campos tangentes a superficie, que sao dadas por

Ve = Vpi0, + 0 = Vi, pi0, + Vi, 0p =
= pu0p + iV, 0p + Vi, 0y =
= pu0, + Ptvptaﬁat Oy + vpta,ﬁaﬁ Oy =
= pu0y+ piVo,0, + 2pVo,0, + Vo, 0 =
= (pu— €2ffp)3p +2f,p:0;.

v < - . = h
v¢t¢w = thap‘i‘ataw = ptvapaw + Vataw = pt%pa(d.

Vi tbw = Va0, = —hh,0,.

Logo, os coeficientes da segunda forma fundamental sao

ef(€2ffp + 2fpp§ — Put)
(e*/ + /)t)%
f = §<N7 Vwﬂ%) - 07

= ef
g = g<Na vwqubw) = hhp

€= E(Nv th%) =

Y

(e*/ + ﬂt)%.

Como X é uma superficie duplamente ortogonal (isto é, f = F = 0), temos que as

curvaturas principais sao facilmente calculadas por

e e+ 21,08 — pu)
B (€ + py)
h, ef

B (e + p)’

k2:

9
G

Portanto, ¥ é uma superficie de revolu¢do minima, se e somente se, a funcao p = p(¢)

verifica

el (e [, +2f,p? — pu) n hy e —0, (2.1)

(2 + p?)? h (2 + pr)?

onde p; denota a derivada da fungao p = p(t) com respeito a variavel t.

Para provarmos alguns de nossos resultados precisaremos dos famosos teoremas da Apli-
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cacao Inversa e da Aplicacao Implicita, e para fins posteriores os enunciaremos a seguir.

Teorema 9 (Teorema da Aplicagdo Inversa). Sejam ¢ : U — R™, definida no aberto
U C R™, diferencidvel no ponto a € U e dp, : R™ — R™ um isomorfismo. Entao ¢ €
um homeomorfismo de um aberto V' contendo a sobre um aberto W contendo ¢(a). O
homeomorfismo inverso o' : W — V ¢ diferencidvel no ponto ¢(a) e sua derivada nesse
ponto € [¢'(a)]™'. Se o € CF(k > 1) entdo V pode ser tomado de modo que ¢ seja um
difeomorfismo de V sobre W.

Demonstragao. Ver [9], pag 282. ]

Teorema 10 (Teorema da Aplicagdo Implicita). Seja ¢ : U — R™, definida no aberto
U C R™™ diferencidvel no ponto a € U, com ¢(a) = c. Se dp, : R™™ — R" €
sobrejetiva, ou mais precisamente, se R™™ = R™ @ R" é uma decomposicao em soma
direta tal que a = (a1, a2) e a derivada Oyp(a) : R® — R™ é um isomorfismo, entdo
existem abertos V, Z (onde a; € V C R™, a € Z C U) com a sequinte propriedade: para
cada © € V' hd um unico {(x) € R™ tal que (x,&(x)) € Z e p(x,&(x)) = c. A aplicagio
.V = R” assim definida € diferencidvel no ponto ay e sua derivada nesse ponto €
(a1) = —[0ap(a)] 1o [D1p(a)]. Se ¢ € C*(k > 1), entio £ € C* e sua derivada num

ponto x € V qualquer é

{(z) = —[Oa(z, {(2))] -1 0 [Orp(,{(2))]
Demonstragao. Ver |9], pag 295. ]

Apresentamos abaixo o teorema de existéncia e unicidade de superficies minimas em
M2(KJ) Xf R.
Teorema 11. Seja M?(k) x; R o warped product onde f = f(p) é uma fungao suave

definida em (0,400). Seja pg > 0 um nimero real positivo que verifica

hp(PO)
h(po)

Entao existe uma tnica superficie minima X, cuja a curva geradora € o grdfico de uma

> 0.

fp(ﬂo) +

fung¢ao suave p = p(t) definida no dominio mazimal Dom(p(t)) C R. O grdfico da fung¢ao

p tem um ponto critico em t = 0. Mais precisamente, a funcao p(t) verifica

p(t) >0, p(0) = po € p:(0) = 0.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos construir a solu¢do da equacio (2.1) satisfazendo

p(0) = po e p:(0) = 0. Defina a funcao

e/ () fo, + 2o, u3 — ug)
(e2/(m) 4 42)3 by (e2F) 4 u2)z

F(t,ur,ug, us) =



99

onde u; > 0, up, u3 € Ret € (—¢,¢) para algum ¢ > 0. Assim, a equagao (2.1) é

equivalente a

F(twpw ptvptt) = 0. (22)

Por hipotese

F(0, p0,0,0) = f,(p0) +

>0
h(po)
Logo
lim F(O, Po, 0, Ug) < 0.
u3z—+00
Por outro lado
oF
—(0 0 — _e2flp0)
Gu;),( » PO, ,U3) €

isto é, F'(0, po,0,u3) é uma funcao estritamente decrescente na variavel uz. Logo, existe
um unico namero py satisfazendo F(0, pg, 0, po) = 0. Além disso, como

oF
_(Oa Lo, 07 pO) <0

8U3
temos pelo Teorema 10 que existe uma vizinhanga U de (0, pg, 0) em R3 e uma vizinhanga

V de pp em R e uma tinica funcao n de classe C' de U em V verificando
YV (t,uy,uz) € U Y ug € V, F(t,uy,us,u3) = 0 < ug = n(t, us, us) e n(0, po,0) = po.

Portanto, pelo Teorema 1, garantimos a existéncia e unicidade da fun¢ao p = p(t) de

classe C? definida no intervalo (—4, ) com § > 0 que verifica a equagao

pu =1n(t, p(t), pe(t)), com p(0) =po e py(0) = 0.

que por construgao é solucao de (2.2). Para obter o resultado, considere a solu¢ao maximal

sobre o dominio maximal Dom(p(t)). O

O Teorema 11 nos d& a existéncia de superficie minima rotacional X,, a um parametro
(dependendo do parametro pg), cuja curva geradora é localmente um grafico da fungao
p = p(t) e tendo um ponto critico. Para classificarmos tais superficies, precisamos estudar
a completude da curva e seu comportamento geométrico. Para isso, a fim de simplificar os
calculos, ao invés de considerarmos a curva geradora como um grafico, vamos considerar

a curva parametrizada pelo comprimento de arco.
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Observagao 2.4. Note que no Teorema 11, obtivemos a existéncia e unicidade (localmente)
de superficies rotacionais minimas em M?(k) X y R, para uma warping function geral. Ou

seja, para provar o teorema consideramos apenas que a warping function fosse suave.

2.3 Geometria da curva v(s) e sua completude

Nesta secao, para entender a geometria da curva geradora, mostramos que fun¢ao altura
t(s), além de ser limitada, nunca se anula num ponto interior de uma superficie rotacional
minima Y., imersa em M?(x) x ; R. Além disso, mostramos que a curva geratriz nao toca

o eixo de revolucao e também explicamos o comportamento da fungao p.

Observagao 2.5. A fung¢do altura da superficie minima rotacional ¥ imersa em M? (k) X

R € a restricao da proje¢ao
Ty : M?(k) x s R — R dada por my(p,w,t)) =t
a . Ou seja, a fungao altura de 3 € s |5 .

Assumiremos que f = f(p). Considere no plano II = {(p,w,t) € M?*(k) x; R; w = 0}

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

7(s) = (p(5),0,1(s)) e py(s) + ¥ P2 =1

onde f(s) = f {7(5). Considere a superficie gerada pela rotacao em torno do eixo ¢, dada

pela parametrizacao
(s,w) = {(p(s), 0, 1(s)), 5 € J CR, w e [0,27) com p(s) > 0}.

Do exposto acima obtemos que as curvaturas principais em respeito ao vetor normal
unitario
N = —eftsé’p +e ' p,0,

sao
! 2 ho 1
k1= el (fots(14 p3) + pstss — tspss) € ko = 0 el

Nessas condigoes, 3 é uma superficie minima de M?(x) x; R se, e somente se, a fun¢io

p = p(s) verifica

h
el (fots(1 4 p2) + pstes — tepss) + Fpefts =0 (2.3)
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Observagao 2.6. O slice Sy (s,w) = {(s,w, ), s,w € R, ty € R fizo} € uma super-
ficie totalmente umbilica para f uma warping function nao constante, e suas curvaturas

principais sao dadas por ki(s,w) = ka(s,w) = 0.

Observacao 2.7. Uma enorme diferenca entre os estudos de superficies rotacionais mi-
nimas imersas no warped product M?(k) x ;R com espagos produtos, e que o comprimento
de arco s em tais espagos satisfaz ps(s)? + ts(s)? = 1. Em particular, ts(s) — 0 se, e so-
mente se, py(s) — £1. Para o warped product estudado temos py(s)? +e27 Pt (s)? = 1, tal
propriedade nao € verdade, ou seja, para uma funcao warping geral, podemos encontrar
uma sequéncia de pontos {s,} tal que ts(s,) — 0 quando n — +00 e ps(s,) nao converge

para +1 quando n — +oo.

Lema 2.1. Seja ¥, uma superficie minima rotacional em M?(k) x; R que nao seja um

slice. Assuma que f mdao seja constante, entio a derivada da fungao altura t = t(s) é

sempre nao nula em um ponto interior de X..

Demonstragio. Suponha que um subintervalo J C Dom(a), t,(sq) = 0. Como s é o
parametro comprimento de arco temos e2/t2 4+ p? = 1, entdo p,(sg) # 0. Em particular
ps#0em J C J.

Derivando e2/¢2 + p? = 1 e lembrando que p := p(s) obtemos e*/t,(f,ts + tss) + pspss = 0.

A nossa demonstracao sera dividido em dois casos:
CASO 1) M?(k) = R?

Isolando pss as curvaturas k; e ky passam a ser

tes I,
klzef(——l—prtS) Ry ——
p

s

Para qualquer s € J, considere N orientada pelo vetor normal N dado por
N = —elt,0p + e p,ot.

Nessas condigoes, 3 é uma superficie minima de R? x; R se, e somente se, k; + ky = 0,

isto é

tSS tS
e’ (—+2fpt5) +el =2 =0
s p
tSS tS
& — +2fts+—=0.
P

s

A equagao acima pode ser reescrita como Q(p, ps, t, ts, tss) = 0, onde

Q(u,v,m, z, w) = v + 2fu(u)z + E,
v u
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e u > (. Derivando () em relagao a w obtemos

de_Lay

dw v

logo Q(u,v, m,z,w) é estritamente crescente (ou decrescente) com respeito a w quando
v > 0(v <0). Como ps(sg) # 0, segue

00 L
T P(50): ps(0): (50, £ 50): s (50)) =~

Segue do Teorema 10 a existéncia uma funcao de classe C! definida em uma vizinhanga

£0.

do ponto (p(so), ps(s0),t(s0),ts(s0)) € R em uma vizinhanga de t,(sy) € R tal que

tss = h(p, ps,t,ts). Fazendo vy = p, vy = ps, v3 =t e vy = t5, temos

/7
U = V2,

2f(v1)
/ . 2f v1 2 (& U4
Vy = —€ ( )fvlv4 — ————h(v1,v2,v3,v4),
U1
!
V3 = V4,

Uil = h(vlv Vg, V3, U4);

com as condi¢oes inicias p(sg) = po, ps(So) = po, t(s0) = to € ts(so) = 0, segue do Teorema
1 que existe uma tnica solugao (p(s),t(s)) para o sistema acima com as condigdes iniciais

dadas no intervalo com sy € J C J.

Observe que
p(s) = p(so) + ps(s0)(s — s0) e t(s) =to

é solucao do sistema acima, logo é unica. Assim, uma parte aberta de X, esta contida

num slice o que contradiz nossa hipétese. Portanto, t; # 0 Vs € J.
CASO 2) M?(k) = H?

Isolando pss as curvaturas k; e ky passam a ser

t2 1
ki = 202 £12 4+ 21 tap? + tesps + tss€2 =2 € ky = ¢, .
1 € fps+ fp ps+ P + € pse 2 € tanh(p)

Para qualquer s € J, considere Zv orientada pelo vetor normal N dado por
N = —elt,0p+ e p,ot

Nessas condigoes, X é uma superficie minima de H? x; R se, e somente se, k; + k2 = 0,
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isto é

t? t
202 F 12 4 2f tap? + taaps + tese? == + 2 —2 = .
fP S fP ps p ps tanh(p)

A equagao acima pode ser reescrita como Q(p, ps, t,ts, tss) = 0, onde

2

Qu,v,m, z,w) = 22/ W f,23 + 2, 20% + wo + wef W= + e2f(w) c
v

tanh(u)’
e u > 0. Derivando () em relacao a w obtemos

2
aQ _ 4 2rw®
dw v

como ps(sg) # 0 e ts(sg) segue

Q

5 (P(50), ps(50),1(50), £a(50), s (50)) = pi(s0) + 21 (plso

Segue do Teorema 10 a existéncia de uma funcao de classe C! definida em uma vizi-
nhanga de (p(so), ps(S0),t(s0),ts(s0)) € R* em uma vizinhanga de t,(so) € R tal que

tss = h(p, ps,t,ts). Fazendo vy = p, vy = ps, v3 =t e vy = t5, temos

’
U1 = Vg,

v/ B _e2f('01)fvlf()z B U4h(U1,U2,U3,U4) 62f('U )

5 o s 1)
’

U3 — /04,

’

Uy = h<vl7 V2, U3, 1)4),

com as condigoes inicias p(sg) = po, ps(S0) = po,t(s0) = to e ts(so) = 0, segue do Teorema
1 que existe uma tnica soluc¢ao (p(s),t(s)) para o sistema acima com as condi¢des iniciais

dadas no intervalo com sy € J C J.

Observe que

p(s) = p(so) + ps(s0)(s — so) e t(s) =t

¢ solucao do sistema acima, logo, é tinica. Assim, uma parte aberta de Y, esta contida

num slice e contradiz a nossa hipotese. Portanto, ¢, # 0 Vs € J.

Assim, de ambos os casos concluimos que a derivada da funcdo altura ¢t = ¢(s) é sempre

nao nula em um ponto interior de X,. O

Proposicao 2.2. Seja ¥, uma superficie rotacional minima imersa em M? (k) x ;R obtida

pela rotagao de uma curva v em torno do eizo t. Entao a curva geratriz vy nao pode tocar
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o eizo de revolucao.

Demonstragao. Suponha que 7 intercepte o eixo de revolucao. Como X, é uma superficie
regular de M?(k) x s R, segue que a intersecgiao com o eixo ¢ deve ocorrer ortogonalmente
(caso contrario, nao teriamos unicidade dos limites das retas tangentes no ponto que corta
0 eixo t), logo t,(sg) = 0. A condi¢do de comprimento de arco (e2/t2+ p? = 1) implica que
ps(80) = £1 e tys(so) # 0 (pois pelo teste da segunda derivada temos que se tg(sg) < 0
entao sp ¢ um ponto de maximo global e se t4(sg) > 0 sy ¢ um ponto de minimo global).
Ainda, o ponto de intersec¢ao tem que ser umbilico (visto que é um ponto de maximo
ou minimo), ou seja, k1(sg) = k2(sp) = 0. Para concluir o desejado, vamos dividir nossa

demonstracao em dois casos.

CASO 1) Se M?(k) = R? entao

efts

tSS
ky = el (p— +2fpt3) eky =

e fixado sy temos k1(sg) = tss(so) # 0 e ka(sp) = 0, 0 que nos leva a uma contradicao.

Logo, v nao corta o eixo de revolucao.

CASO 2)Se M?(k) = H? entdo

ky = €2 [ 26X £ 3 + 2f top® + tosps + 1 21 13 k Kl

=€ € sPs ssPs ss€ " — € -

1 pls plsP P . 2 tanh(p)

temos ki(so) = €2 (tss(s0)) # 0 e ka(s9) = 0, 0 que nos leva uma contradigao. Logo, v

nao corta o eixo de revolugao.

Portanto, de ambos os casos concluimos que v nao corta o eixo de revolugao. O

A partir de agora vamos supor que a fun¢ao warping f é admissivel (ver Defini¢ao 2.1) e
ts > 0 Vs € Dom(f).

Lema 2.2. Seja 3., uma superficie minima rotacional imersa em M?(k) X ; R. Assuma
que exista um sy € R tal que a fungao p(s) satisfaca ps(so) = 0. Entao p(s) tem um inico

extremo minimo global em sg.

Demonstracao. A nossa demonstracao sera divida em dois casos:

CASO 1) M?(k) = R?
Provemos que pgs # 0. Como tg # 0 segue que as curvaturas principais sao dadas por

k1 :effpts—e_f& e ky =ef =,
ts p

Suponha pss(sg) = 0, como f, > 0 segue

ts _fPss
ka(so) = ef; >0 e ki(so) = <effpts —e fpt—) (so) >0,

S
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o que contradiz o fato de X, ser superficie minima, portanto, pss(so) 7# 0 e p(so) € ponto

de maximo ou minimo.

Isolando p,, de k; temos py, = —kitse! + effpt§ > 0. Em particular, para s = sg
(fixo) tem-se pss(so) > 0 o que implica que p(sy) ¢ um minimo local. Agora, como
ps € uma fungdo estritamente crescente (pois como p(sg) é ponto de minimo, temos
ps(s) <0 Vs € (—00,80) e ps(s) >0 Vs € (s9,+00)) segue que existe um tnico sy tal que

ps(so) = 0. Portanto, p(s) é um minimo global em s.

CASO 2) M?(k) = H? Provemos que pss # 0. Como t, # 0 segue que as curvaturas

principais sao dadas por

—2f €2ft
by = 2 (X 18 — pos [P ) = ftp?) e hy = —— 25
1 € (e fp S p ts + fﬂ ps € 2 tanh(p)

Suponha pgs(sg) = 0, como f, > 0 segue

kg(So) >0e kl(S()) = (M> (80) > 0,

e3ft3

o que contradiz o fato de X, ser superficie minima, portanto, pss(so) 7# 0 e p(so) € ponto

de maximo ou minimo.

Isolando pss de k; temos

—e My + 2 f 13 — ftip?
e py '
ls

Pss =

+ 1

Em particular, para s = so (fixo) temos ps(sg) = 0 e assim pss(sg) > 0 o que implica que
p(s0) € um minimo local. Agora, como ps é uma fungao estritamente crescente (pois como
p(sp) € ponto de minimo, temos ps(s) < 0Vs € (—o00,5s9) e ps(s) > 0Vs € (sp,+00))
segue que existe um tnico sy tal que ps(sg) = 0. Portanto, p(s) é um minimo global em
So-

O

A existéncia do ponto p(sg) dada pelo Lema 2.2 é garantida pelo Teorema 11. Além disso,
a condigao de t4(s) # 0 para todo s € R implica que p(s) pode ser vista como o gréfico

de uma funcao.

Lema 2.3. Seja ¥, uma superficie minima rotacional em M?(k) x; R com f admissivel,

gerada pela rotagao da curva vy em torno do eizo t. Suponha que X, € orientada pelo vetor
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normal N. Entao ki e ky nunca se anula. Além disso:

k1 <0 e ky >0 para todo s € R,
k14 ke =0, logo

h
lss = —Ps (prts + tsf) )

h
Pss = e*! (fptg + t?ﬁ) :

Além disso, temos tss(s) < 0 se s> sg, tss(S0) =0 e tss(s) >0 se s < sq.

Lema 2.4. Suponha que a fun¢ao g : [0,+00) — R seja limitada e ¢ # 0 (em parti-
cular, vamos supor que ¢ > 0). Entao existe s, € [0,4+00) tal que liin Sp, = +00 e
S—r+00

lim ¢'(s,) =0

s$——+00

Demonstra¢ao. Como a fungao g é limita e ¢ > 0 entdo g é crescente logo existe

go = supg € RS tal que g — go. Considere uma sequéncia (s,) tal que liril Sp = 400.
n—-—+0oo

Pelo teorema do valor médio, como ¢ é derivavel em [sg, +00) existe um ¢, € [s,, S,+1] tal

que
g/(cn> _ 9(8n+1) — g(sn) .
Snt+1 — Sn
Logo
lim ¢(c,) = lim 9(sn+1) — 9(sn) — lim 9(sn+1) — 9(sn) — 0,
n——+o0 n——+o0 Sn+1 — Sn n——+o0 n+1—n

visto que g(s,) é uma sequéncia limita e crescente, portanto converge para go = supg. [

Lema 2.5. Seja X, wma superficie minima rotacional imersa em M?*(k) X R, onde a
fungao warping f(s) e sua derivada f,(s) sao fungoes limitadas. Entao a func¢ao p(s) tem
0s limites

lim p(s) =+o0 e lim p(s) = +o0.

s——400 §——00

Demonstragao. Suponha que p(s) seja monotona e limitada em (sg, +00) (em (—o0, sg))
tal que ps(sg) > 0 Vs € (sg, +00) (ps < 0 Vs € (—o0,50)), logo existe p; positivo tal que
p(s) — p1 quando s — +oo . Segue do Teorema do Valor médio e pelo Lema 2.4 que
existe uma sequéncia {s,} C (so, +00) ({sn} C (—00,s0)) tal que ps(s,) — 0 quando
s — too. Agora, ps(s) > 0, isto é, crescente, (ps(s) < 0, isto é, decrescente) o que
implica que ps(s) nao tende a zero quando s vai para o £00,0 que é um absurdo. Logo
lim p(s) = +oo.

s—too

O

Lema 2.6. Seja ., uma superficie rotacional minima imersa em M?(k) x ; R. Suponha

que [ € admissivel entao:
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Demonstracao. 1. Temos que tg, > 0 para s € (—00, Sg) € tss < 0 para s € (sg, +00).
Como t, ¢ uma fungao limitada (pois €2/t2 + p? = 1) entre 0 e 1, e mondtona segue
que t; tem limite quando s — 4oo. Para concluir o resultado dividiremos nossa

demonstracao em dois casos
CASO 1) M?(k) = R?

Como f é limitada existe M > 0 tal que |f(p(s))] < M e para todo s € R e
0<et2<1=0<t,<e’l <e™ <1etem um méximo local em sy, segue
que t4(s) esta longe de 1 quando s — +o0, logo ps(s) fica longe de zero quando
s — +oo. Temos pss > 0 para todo s € R e py é limitada, logo pela proprie-
dade de zero-convergéncia existe uma sequéncia s, em (s,) em (—o00,sg) tal que
nl_l}I_‘I_loo ps(sn) = 0. Agora, como (s,,) é uma sequéncia de pontos no intervalo (—oo, $p)
e a as fungoes f, e t; sdo limitadas segue que as sequéncia f,(s,) e t5(s,) sdo limita-
das. Logo, por Bolzano-Weierstrass existem subsequéncias (s,,) e (sy,) de (s,) tais
que {fo(p((5n,)))} e {ts(sn,)} sdo convergentes. Agora,
efts

—f
ki(sn,) = (effptS ¢ tp58> (8n,) € ka(sn,) = ——(8n,). Se lim t,(s,,) # 0, entao

s p n——+o0o

efts

im ki (sp,) = lim (ef fots)(sn,) >0e lirf ka(sp,) = lim
n—-+0o0

n—-+0o n——+o0o n——+00
¢ uma contradi¢ao ao fato de ¥, ser superficie minima . Logo, lim t.(s,,) =0 e
n—-+00

(5n,) >0, 0 que

pela unicidade de limite tem-se lim ¢,(s) = 0.
s—ZFoo

CASO 2) M2 (1) = H2

Como f ¢ limitada existe M > 0 tal que [f(p(s))] < M e para todo

seERel< e <1=0<t,<e’l <e™ < 1> Temos t,sy) = 0, ou
seja, ts(sg) € um ponto de maximo local em sg, segue que t4(s) esta longe de 1
quando s — £00, logo ps(s) fica longe de zero quando s — +oo. Temos pgs > 0
para todo s € R e p, é limitada, logo pelo Teorema 2.4 existe uma sequéncia s,
em (s,) em (—o0, sg) tal que nLHEOO ps(sn) = 0. Agora, como (s,) é uma sequéncia
de pontos no intervalo (—oo,sg)e a as fungoes f, e t; sao limitadas segue que as
sequéncia f,(s,) € ts(s,) sdo limitadas. Logo, por Bolzano-Weierstrass existem sub-
sequéncias (sp,) e (s,,) de (s,) tais que {f,(p((sn,;)))} € {ts(sn,)} sdo convergentes.

Agora
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efts

e p,
bnsn) = (085 = s (2 1) = et ) o) € Ralsn) = 2500,

Se lim t,(s,;) # 0, entao

n—-+oo

' _ ) elt,
i balon) > 0l kalon) = i e

(5n,) >0,
o que é uma contradigao ao fato de X, ser superficie minima . Logo

lim #,(s,;) =0

n—-+o0o

e pela unicidade de limite tem-se lilin ts(s) = 0.
S—00

. Para demonstrarmos os itens 2 e 3, é suficiente mostrar que ¢(s) é limitada. Com
efeito, como ps(sp) € um ponto de minimo global temos, se s € (—o0, sy) entao
ps(s) <0 eses € (sg,+00) segue ps(s) > 0. Assuma inicialmente que s € (—o0, s¢).

Como k; < 0 segue

tSS tSS
— +2fts <0 = - > —2f,ps

S S
Como f,, ps sao limitadas, existem ¢, c,d € R tais que
O<ec< f,<de —1<ps<e<0paraum s; < s e

O<c< f<de —d<dps < fops < cps < ce & —2ce < =2f,ps < 2d.

Logo

Agora

s1 tss s1
/ . ds > / —2ceds < In(ts(s1)) —In(ts(s)) = —2ce(s1 — s)

s

=

PN ts(S) < (e%aslts(sl))e—%as.
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Seja m = e***1¢ (s;) uma constante positiva. Temos

ty(s) < me & / / me**=* ds

(6720551

o tSl) —t( ) 72053)

—e
20&?

m —2ces —2ces
= t() t(sl)—i—%(ez 1—62 )

Aplicando limite quando s — —o0 na expressao acima, obtemos

lim t(s) > t(51)+ﬁ6_26515.

§——00 2ce
Agora, se s € (sg, +00), entdo ps > 0 e como

tss tSS
ky =ef (— - 2fpts> <0= = < =2f,tt.
Ps Ps

- .t
Se 55 >> spentao g1 < ps < le 0 <c< f, <deassim ? < —2cey. Integrando
S
duas vezes obtemos

o 6—2c515 6—205152
t(s) < t(sa) + ts(sg)e™c1"? — :

—2ceq —2ceq

Passando o limite

]

Agora, estamos aptos a enunciar o teorema principal, que é uma junc¢ao de todos resultados

acima.

Teorema 12 (Teorema Principal). Seja M?(k) xR, onde a fun¢io warping f : M?(k) —
hp(PO)

h(po)

L, . . 2 L L ~
minima ., imersa em M?(k) X ¢ R gerada por uma curva y que € o grifico de uma fungdo

R € admissivel e para cada py satisfazendo f,(po) + > 0, eriste uma superficie

positiva p = p(t) e p(0) = po. A fungio p(t) € definida no intervalo (fy, ) para algum

nimero ty < 0 < {; e tem as sequintes propriedades geométricas:
1. O grdfico p(t) tem um minimo global em t =0 e ndo tem um mdzimo local;

2. A fungdo p(t) é estritamente crescente em (0,1) e estritamente decrescente em
(tAOaO);'

3. O grdfico p(t) converge para a reta t = fy et = ty quando t converge para t, e {y,

respectivamente;
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4. O grifico p(t) € concavo para cima em (fy, 1;).

Exemplo 2.1. Considere a fung¢io warping f : R* — R dada por f(p) = arctan(p).
Vamos plotar o grdfico da curva v que gera a superficie rotacional minima ¥, onde vy €

o grifico da fungao p = p(t), onde p(t) € a fungio que resolve a equagao 2.1 dada por

<€2ffp + 2fppg - Ptt) + 1
3 1
(2 + p7)2 p(e* + p7)>

com condi¢oes inicias p(0) = 1,p:(0) = 0. Usando o software Wolfram Mathematica,

obtemos que o grdafico da curva geradora € dada por

40}

35

30¢

2.4

-0.10 -0.05 0.05 0.10

Figura 2.1: Curva 7 que gera uma superficie minima rotacional em R? x ; R



67

Exemplo 2.2. Considere a fungio warping f : H* — R dada por f(p) = arctan(p).
Vamos plotar o grdfico da curva v que gera a superficie rotacional minima X, onde vy €

o grifico da fungao p = p(t), onde p(t) € a fungio que resolve a equagao 2.1 dada por

<€2ffp + 2fppt2 - Ptt) + 1 —0
@ RE e )

com condigoes inicias p(0) = 1,p,(0) = 0. Usando o software Wolfram Mathematica,
obtemos que o grdafico da curva geradora € dada por

1.004 |

1003 |

1002

1001

~0.010 ~0.005 0.005 0070

Figura 2.2: Curva 7 que gera uma superficie minima rotacional em H? x ; R
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos e apresentamos resultados sobre superficies minimas rotacionais
em M?(x) x; R, onde M?(x) é uma forma espacial bidimensional podendo ser R? ou H?.
Para que o objetivo fosse alcancado, foi necessario recorrer a diversas literaturas e aprender
técnicas de geometria para que o objetivo fosse alcancado. E importante notar que os

trabalhos aqui utilizados sao recentes, e nos embasou para obter os principais resultados.

Este tipo de trabalho é fundamental para treinamento a nivel mestrado, me possibilitou
aprendizagem em temas relevantes da geometria e que tém sido focos de diversos gedmetras

pelo mundo.

No decorrer deste trabalho surgiram alguns questionamentos que estao em fase de desen-
volvimento. Por exemplo, estamos verificando se os resultados apresentados sao validos
para M?(k) x; R, quando M = S§?, ou seja, a esfera bidimensional, isto sob certas condi-
coes de admissibilidade sobre a warping function. Um outro questionamento que surgiu
foi, sob que condicoes da warping function, existem superficies minimas invariantes por

isometrias de M?(k) x; R.
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