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Resumo

GOBBI, Ray S., M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de 2020.
Fluxos Anosov em 3-Variedades e Grupo Fundamental. Orientador:
Bulmer Mejia Garcia.

No presente trabalho, apresentamos o seguinte teorema: Se ; fluxo Anosov
definida sobre uma variedade tridimensional M, entao o grupo fundamental de M
é um grupo de crescimento exponencial. Este resultado foi provado por Margulis,
G.A., referéncia [18].

Palavras-chave: Fluxos de Anosov. Grupos Fundamentais. Variedades.



Abstract

GOBBI, Ray S., M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, February, 2020 Anosov
Flows in 3-Manifold and Fundamental Group. Adviser: Bulmer Mejia
Garcia.

We will prove the following theorem: If ¢, Anosov flows define on a three-
dimensional manifold M, then fundamental group of M is a group of exponential

growth. This result was first proved by Margulis, G.A., reference [18].

Keywords: Anosov Flows. Fundamental Groups. Manifolds.
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Introducao

A teoria de Sistemas Dinadmicos é uma &area da mateméatica importante
interligada de forma muito préxima com a maioria das areas principais da
matematica. O seu ntcleo matematico fundamental consiste do estudo da
estrutura orbital global de transformacoes e fluxos com énfase nas propriedades
invariantes por mudancas de coordenadas, ou seja, as alteracoes dos estados
do sistema com o decorrer do tempo, o qual pode ser considerado discreto
ou continuo. Sabemos que a evolucao dos estados podem mostrar desde um
comportamento muito simples e portanto previsivel, até um comportamento
bastante complicado e complexo, onde é impossivel fazer algum tipo de previsao

da evolucao das érbitas de um ponto ou um conjunto a longo prazo.

Os estudos sobre Sistemas Dinamicos surgiram a partir de questionamentos
que as teorias existentes nao explicavam de maneira satisfatéria. Indagacoes sobre
como se originavam novas formas de comportamentos, envolvendo a continuidade,
a descontinuidade, e a variabilidade desses, levaram pesquisadores a buscar novos
conceitos e principios que a partir da década de 60 comecaram a preencher uma
série de lacunas deixadas pelas teorias anteriores, trazendo assim uma nova luz

para o estudo.

Inicialmente vamos compreender a nocao de Sistemas Dinadmicos, em
especial os definidos por fluxos, os quais envolvem os conceitos de Orbitas,
conjuntos limites, ponto singular ou regular, conjugacao. A seguir, abordamos
as principais caracteristicas dos Espagos de recobrimento resgatando os
exemplos relevantes. Para adentrar no objetivo principal, procuramos entender

as Folheacoes e Crescimento do grupo Fundamental.

Nesse trabalho, estamos interessados em fluxos Anosov sobre variedade Rie-
manniana compacta tridimensional de classe C2%. ¢, : M — M para o qual existe
uma decomposicio continua do fibrado tangente TM em subfibrados E$,, B e
E%, invariantes com respeito a derivada do fluxo, onde E5% é o espago gerado pelo

campo X do fluxo, E{, e E}; sao os espacos estavel e instavel, respectivamente. A
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SUMARIO

partir do estudo destes preliminares, temos como objetivo principal, entender as
condicoes necessarias para com o artigo Y —flows on three-dimensional manifolds
de G.A. Margulis, publicado D.V. Anosov and Ya.G. Sinai, no ano de 1967 cujo

objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema Principal. Se um fluxo Anosov estd definido sobre uma variedade
Riemanniana compacta tridimensional M, entao o grupo fundamental de M é
um grupo de crescimento exponencial.

Esta producao esta organizada em capitulos, os quais descreveremos:

No capitulo 1 serao introduzidos os conceitos e resultados sobre variedades
diferenciaveis, para compreender os restantes capitulos.

No capitulo 2 serd tratado a Nocoes sobre Folheacoes, nao de forma exaustiva,
vamos expor uma noc¢ao de uma folheacao e as propriedades mais elementares que
serao utilizadas no restante do trabalho, bem como alguns exemplos importantes

No capitulo 3 trataremos sobre Fluxos de Anosov - Grupo Fundamental. De-
finiremos alguns conceitos e apresentaremos alguns resultados basicos sobre sis-
temas dinamicos, veremos as definicoes de grupo fundamental, espacos de reco-
brimento, definiremos o crescimento exponencial para grupos finitamente gerados
e veremos que o crescimento do grupo fundamental pode ter sentido geométrico
dentro da variedade.

No quarto capitulo apresentaremos a prova do teorema que motivou este es-
tudo. Para isto, utilizaremos os resultados e conceitos apresentados nos capitulos
anteriores, bem como os resultados apresentados na primeira secao deste capitulo,

baseado em [18].
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Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos e resultados necessarios para o
entendimento dos capitulos seguintes. Além disso, fixaremos a notagao que sera
utilizada ao longo do trabalho. Tem-se como principal objetivo ajudar o leitor
a se familiarizar com conceitos e resultados basicos que sao fundamentais para o
trabalho.

1.1 Nocoes sobre Variedade Diferenciaveis

Nesta secao vamos definir alguns conceitos e apresentar alguns resultados
bésicos sobre variedades Diferencidveis, os quais podem ser encontrados em [5] e
[20].

Definicao 1.1. Uma wariedade topoldgica de dimensao m é um espaco
topologico M com as sequintes propriedades:
1. M € Hausdorff: dados dois pontos distintos p e q em M, entao existem

abertos disjuntos U, V tais quepe U eq e V;

2. M tem base enumerdvel de abertos: existe uma colecao enumerdvel de

abertos de M tal que todo aberto € a uniao de abertos dessas colecao;

3. M ¢ localmente Euclidiano: para qualquer p € M, existem abertos U C M
contendo p, U C R™ e um homeomorfismo ¢ : U — U.

12



1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIFERENCIAVEIS

— Ui}ie[ de
homeomorfismos, chamados cartas locais de M, onde U; C M ¢é aberto,
U, C R™ aberto e UserU; = M. Os homeomorfismos

Definicao 1.2. Um atlas em M é uma colecao {¢; : U;

wi oot o (U;NU;) € U; — (U NU;) C U

sao chamados mudancgas de coordenadas. Um atlas € de classe C", 0 < r <

o0, se todas as mudancas de coordenadas do atlas sao de classe C".

Definicao 1.3. Uma aplicagao f : M — N de classe C*, s > 1, ¢ uma tmersao
se a derivada Df(x) : Tu,M — Ty N € injetiva para todo x € M. Dizemos que
f € uma submersao se Df(x) € sobrejetiva para todo x. Dizemos que f € um

mergulho se é uma imersao injetiva e um homeomorfismo sobre sua imagem.

Definicao 1.4. Seja M wuma variedade de dimensao m de classe C" e S um
subconjunto de M. Dizemos que S é uma subvariedade de classe C*, s < r, de
dimensao k se para todo ponto x € S, existe uma vizinhanca W C M de x e um
difeomorfismo C*, ¢ : W — U xV C RF x R™"* com U C R¥,0 ¢ V Cc R™*
abertos e o(SNW) =U x {0}. A restricao de ¢ a W NS é um homeomorfismo
sobre o aberto U e a colecao desses homeomorfismos € um atlas C* para S, de

modo que a aplicagao de inclusao de S em M é um mergulho de classe C*.

Definicao 1.5. Uma variedade diferencidvel de dimensao n € um conjunto
M e uma familia de aplicagoes homeomorficas ¢, : U, C R* — M de abertos U,
de R™ em M tais que:

(]) EJSOa(Ua) =M.

(2) Para todo par , 3, com 0o (Uy) N s(Us) = W # 0, os conjuntos o' (W)
e gogl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes ¢, o pg sdio diferencidveis,

veja a figura (1.1).
(3) A familia {(Uspa)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).
O par (Us,¢a) (ou a aplicagdo ¢,) com p € ¢o(U,) é chamado uma
parametrizagdo (ou sistema de coordenadas) de M em p; ¢, (U,) é entao chamada

uma vizinhanga coordenada em p. Uma familia {U,, v, } satisfazendo (1) e (2) é

chamada uma estrutura diferencidvel em M.
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1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIF ERENCIAVEIS

Figura 1.1: Variedade Diferencidvel

Exemplo 1.6. O espaco projetivo real P"(R). Indicaremos por P"(R) o
conjunto das retas de R"™ que passam pela origem 0 = (0,---,0) € R""; isto
¢, P"(R) € conjunto das “diregoes” de R™"1.

Exemplo 1.7. Sejam M = R?, a um nimero real arbitrdrio e U, C R? o
complementar da semi-reta r = {(tcosa, tsena),t > 0}. Note que como a semi-

reta € fechada U, sendo o complementar de um fechado acaba sendo um aberto.

@ o+ 27
r a Vuf
_—.

Y

0

Figura 1.2: Coordenadas Polares

Construimos um sistema de coordenadas locais x : U, — R? como se seque:

Consideramos a faiza Vo, = {(p,0) € R%; p > 0,a < 0 < o + 27}, veja figura 1.2,

14



1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIFERENCIAVEIS

observe que V, € aberto pois é o cartesiano de abertos, e definimos ¢ : Vo, — U,
por ¢(p,0) = pe?? = (pcosh, psend). Podemos ver que ¢ é uma bijecio continua.

De fato, € continua pois cada coordenada € continua, e € bijecdo pois sejam
p,p>0e6,0¢ (a,a+2m), temos

— _ _ 0 = peosh
o(p,0) = o(p,0) = (pcosh,psentl) = (pcosb, psend) = { peosy = peosv.
psent = psent

= tgh=tg=>0=0=p=p= (p,0) = (p,0).

Assim temos a injetividade, nds resta verificar a sobrejetividade. Ou seja,
precisamos mostrar que Y(z,y) € Uy, I(p,0) € Vo/o(p,0) = (x,y), dada as
circunstancias, tome p = \/x? +y% e 0 = arctg(y/x), temos

o(p,0) = (pcosh, psenh)
= (V2% + y%cos arctg y/x ) VT y sen(arctg(y/z)))
= \/:E +y \/7 y VI \/7 (IL‘,y)

Estao bem definidos pois (x,y) # (0,0), assim p > 0.
Aplicando o teorema da fun¢ao inversa vé-se que ¢ é um difeomorfismo, seja
x: U, — V, CR? o difeomorfismo inverso de .

As coordenadas introduzidas em U, chamam-se “coordenada polares”.

Agora note que satisfaz todas as condicoes da definicdo anterior.

1. Upa(Va) = U, = R2.

o e}

2. Para todo par «, 3, temos que po(Va) Nps(Vs) = UsNUz =W #£ 0, e
os conjuntos ¢ (W) e gpgl(W) sio abertos em R? pois a aplicacdo p, e
wp sao continuas e W ¢é aberto, entao a imagem inversa é aberta, e as

aplicagdes @' o g sao diferencidveis, pois é uma fungdo rotacdo apenas.

Definicao 1.8. Sejam N e M wariedades diferenciaveis. Uma aplicagcao ¢ :
N — M € um difeomorfismo se ela é diferencidvel, bijetora e sua inversa ¢!
diferencidvel. ¢ € um difeomorfismo local em p € N se existem vizinhangas

U dep eV dep(p) tais que p : U — V' é um difeomorfismo.

Definicao 1.9. Uma aplicagao f : U C R™ — R", diz-se diferencidvel no ponto
a € U quando cada uma das suas funcgoes coordenadas fi,--- ,f, : U — R é

diferencidvel nesse ponto.

15



1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIFERENCIAVEIS

Exemplo 1.10. Se f : U — R" € constante entio f'(x) = 0 para todo x € U.
Reciprocamente, se o aberto U C R™ € conexo e f: U — R" possui derivada nula

em todos os pontos x € U entao f € constante.

Sejam ¢ : U CR™ U CR™e¢:V C R* - V C R” difeomorfismos de
classe C" entre abertos euclidianos. Uma aplicagao f : U — V é diferenciavel em
um ponto zg se, e somente se, ¢o forp~! é diferencidvel em 1(xg) e, se s > r, f éde
classe C* se, e somente se, po fo)~! é de classe C*. Como essas duas nocoes sao
invariantes por mudangas de coordenadas, elas se estendem naturalmente para

variedades.

Definicao 1.11. Sejam M uma variedade de dimensao m e classe C" e N uma
variedade de dimensao n e classe C". Uma aplicacao f : M — N ¢é de classe
C?®, s > r, se para todo p € M existem cartas locais p : U C M — UcCR™e
Y:V CN—=VCR" tais que

‘Z'peU7f(p>€V;

2. f(U)CV;

3 pofopt:UCR™ =V CR" ¢ de classe C*.

Ao definir a derivada de uma aplicacao diferenciavel associamos a cada ponto

p € M um espago vetorial T),M, chamado o espago tangente a M no ponto p.

Defini¢ao 1.12 (O fibrado tangente). Seja M"™ uma variedade diferencidvel
e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Vamos munir o conjunto TM de uma
estrutura diferencidvel, com tal estrutura T'M serd chamado fibrado tangente
de M.

1.1.1 Meétricas Riemannianas
Definigao 1.13. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanni-

ana) em uma variedade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a

cada ponto p de M um produto interno (,), no espago tangente T,M.

Seja d uma métrica Riemanniana, denotaremos por d(p;u.v) ou (u,v), o

produto interno dos vetores u,v € T, M.

16



1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIFERENCIAVEIS

Definicao 1.14. O comprimento ou norma de um vetor v € T,M pode ser

definido como:
v]p = 4/ (v, V)p.

Esta norma recebe o nome de norma Riemanniana.

Uma variedade diferenciavel onde estd definida uma métrica Riemanniana é
denominada variedade Riemanniana. Formalmente dizemos, que é um par

(M,d), onde d é uma métrica Riemanniana na variedade M.

Exemplo 1.15. M = R" com % identificado com e; = (0,---,1,---,0). A
métrica € dada por (e;,e;) = 6;;. R™ € chamado espago euclidiano de dimensao

n e a geometria Riemanniana deste espaco € a geometria métrica euclidiana.

Definicao 1.16. Duas variedades V' e W sao transversais em M se para
qualquer ponto ¢ € V N'W temos que os espagos tangentes T,V e T,W sao

complementares e as respectivas bases geram T,M. Notagao: V th W.

Exemplo 1.17. O exemplo nao-trivial mais simples de transversalidade € de
arcos em uma superficie. Um ponto de intersecao entre dois arcos € transversal
se, e somente se, nao for uma tangéncia, ou seja, suas linhas tangentes dentro

do plano tangente a superficie sao distintas.

Definicao 1.18. Um espaco topolégico M € dito ser um espaco de Hausdorff se,
e somente se, para cada par de pontos distintos x,y € M € possivel obter abertos

disjuntos U eV tais que x € U ey € V.

Exemplo 1.19. 1) Qualquer espago topoldgico discreto € um espago de
Hausdorff.

2) O espago X = {a,b,c} com a topologia {0,{a},{c},{a,c}; X} ndio é
Hausdorff: os pontos a e ¢ podem ser separados um do outro mas nao do

ponto b.

1.1.2 Variedades com Bordo

Seja H™ = {x = (21, T2, ..., Tm—1, Tm); Ty, > 0} 0 semi-espago superior. Uma
aplicacao f : U C H™ — V C H" é diferenciavel em zg € U se existe vizinhanca
U c R™ de zo e uma aplicacio f : U — R" diferencidvel em z, tal que
f(x) = f(x) para todo z € UNU. Mesmo que zy € OH™ = {x € R™; z,,, = 0},
duas extensoes de f a vizinhancas de xg em R tem a mesma derivada no ponto
xp. Portanto podemos definir a derivada de f no ponto xy como sendo a derivada

em xy de alguma dessas extensoes de f.

17



1.1. NOCOES SOBRE VARIEDADE DIF ERENCIAVEIS

Figura 1.3: Variedade com Bordo

Definicao 1.20. Uma variedade com bordo, de classe C*, é um espaco
topologico M, Hausdorff, com base enumerdvel de abertos, munido de um atlas

{i : U; — (72 C H™} cujas mudancas de coordenadas sao de classe C*.

O bordo de M, denotado por OM, é o conjunto dos pontos = € M tais que
existe uma carta o, : U; — U; no atlas tal que o;(x) € OH™. Observemos que se
¢; : U; — U; é uma outra carta, entdo o;(z) também pertence a OH™. Assim,
OM estd bem definido e é uma variedade (sem bordo) de dimensao m — 1.

Lembrando que um vetor tangente v a M no ponto x é uma aplicacao que
a cada carta local ¢; : U, — UZ C H™ associa um vetor v(p;,z) € R™ e

tem a propriedade de que se ¢; : U; — U; é outra carta com z € U; , entao
v(pj, ) = D(p; 0 ;) (wil@))o( s, ).

Pela observacao anterior sobre a derivada de mudancas de cartas, temos que
a definicao faz sentido mesmo quando x € dM. O espago tangente a M no ponto
x ¢ o conjunto de tais vetores tangentes, que é um espaco vetorial, e cada carta
local ¢; define um isomorfismo Dy, : T,M — R™, que associa a cada vetor tan-
gente v o vetor v(¢;, ). Em um ponto x € 9M o espago tangente ao bordo é um

subespaco de codimensao 1 do espaco tangente a M.

18



Capitulo 2
Nocoes sobre Folheacoes

Vamos introduzir a nocao de folheacoes e as propriedades mais elementares
que serao utilizadas no restante do trabalho, bem como alguns exemplos. A

principal referéncia desta segao foi [2].

2.1 Folheacoes

A decomposicdo de uma variedade M em subvariedades imersas, todas de
mesma dimensao, dé origem a uma folheagao da variedade M. Uma folheagao de
dimensao n de uma variedade M™, é a grosso modo, uma decomposi¢ao de M
numa uniao de subvariedades conexas, disjuntas e de mesma dimensao chamadas
folhas, as quais se acumulam localmente como as folhas de um livro.

O exemplo mais simples de uma folheagao de dimensao n é a folheacao de
R™ = R"™ x R™ " onde as folhas sdo n—planos da forma R™ x {c} com ¢ € R™™™.

O difeomorfismo h : U C R™ — V C R™ que preservam localmente as folhas

dessa folheagao, tém a seguinte forma

h(z,y) = (hi(z,9y), ha(y)), (z,y) € R" x R™™" (2.1)

A figura 2.1 ilustra bem o que esta acontecendo nessa equagao (2.1).

19



2.1. FOLHEACOES

Rm-n R™n

U
v
P —

RI]

1,
Y —

T |'"‘--

~LU
3

Figura 2.1: Difeomorfismo preservador

Definigao 2.1 (Folheagao). Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao
m e classe C*°. Uma folheacao de classe C" e dimensao n de M, é um atlas

maximal F de classe C" em M, satisfazendo:

i) Se (U,p) € F entao p(U) = U; x Uy C R*"xR™ ™, onde Uy e Uy sao discos
abertos em R™ e R™™", respectivamente.

ii) Se (U,p) e (V) € F sao tais que U NV # (0 entio a aplicagao
mudanca de coordenada ¥ o o~ (z,y) : @(UNV) = H(UNV) € da forma
Yo H(x,y) = (ha(z,y), ha(y)).

Dizemos que M ¢é folheada por F, ou ainda que F € uma estrutura folheada de
dimensao n de classe C" sobre M.

A figura 2.2, ilustra o aspecto local de uma 2-variedade folheada por uma
folheacao 1-dimensional.

Seja F uma folheacao C" de dimensao n, 0 < n < m, de uma variedade M™.
Considere uma carta local (U, ¢) de F tal que p(U) = Uy x Uy C R" x R™™". Os
conjuntos da forma ¢~ (U; x {c}), onde ¢ € U, sao chamadas de placas de U, ou
de placas de F. Fixado ¢ € Us, a aplicacao f = ¢ |y, x(ep : Ur x {¢} = U é uma
imersao de classe C7, isto é, df é injetiva, entao as placas sao n-subvariedades
conexas de M. Além disso, se a e 3 sao placas de U entao aN B =0 ou a = .

Um caminho de placas de F é uma sequéncia oy, - - - , ay de placas de F tal
que a; Naji # 0 para todo j € {1,--- ,k —1}. Como M ¢é coberta por placas
de F, podemos definir sobre M a seguinte relagao de equivaléncia:

pRq < pRq se existe um caminho de placas ay, -+, com p € ay,q € .(2.2)
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2.1. FOLHEACOES

P

Figura 2.2: Variedade Folheada

As classes de equivaléncia da relagao R sao chamadas de folhas de F.

Da propria definicao segue que uma folha de F é um subconjunto de M
conexos por caminhos. De fato, se F' é uma folha de F e p,q € F, entao existe
um caminho de placas aq, -+ , oy tal que p € a; e ¢ € oy. Como as placas a; sao
conexas por caminhos e a; Nayjyq # 0, é imediato que oy U---Uay C F é conexa
por caminhos, entao existe um caminho continuo em F' conectando p e q.

Outro fato importante é que toda folha F' de F tem a estrutura de uma
variedade C'" de dimensao n induzida naturalmente por cartas de F. Veremos
alguns exemplos de folheacoes.

Lembramos que uma submersao é uma aplicacao f : M™ — N" de classe
C" tal que df é sobrejetiva. Da forma local das submersoes, temos que dado
p € Meq= f(p) € N existe uma carta local (U, ) sobre M, (V,1) sobre N
talquep e U, g eV, oU) =U; xUy CR" xR"e (V) =V, DUse
Yo fop U x Uy, — Uy coincide com a projecio (z,y) — y.

Exemplo 2.2. Folheagoes definidas por submersoes.
Consideramos (¢ : U — R™™™ x R") dada pela forma local das submersaes.

A projecao da mudancga de coordenadas €
mopii(x,y) = mopjop; (z,y) = Yo fop; opjop (x,y) =0 fop; (z,y) =y
Logo, (p;); € um atlas folheado de dimensdo n em M.
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™,

Figura 2.3: Aplicacao Projegao

Portanto, ¢ claro que as cartas locais (U, ) define uma estrutura de variedade
de folheada de classe C" em que as folhas sao as componentes conexas dos

conjuntos de nivel f~!(c),c € N.

Exemplo 2.3. Seja f : R3 — R uma submersdo definida por f(z,y,z) = a(r?)e?,
onde r = \/m ea:R — R éuma fungio de classe C* tal que (1) = 0,
a(0) =1 eset >0 entio o/(t) < 0. Seja F a folheagao de R? cujas folhas sao
as componentes conexas das subvariedades f~(c), c € R.

As folhas de F no interior do cilindro sélido C : {(z,y,z)/z* + y* < 1}
sio todas homeomdrficas a R* e podemos parametrizar por (x,y) € D?
(z,y,log(c/a(r?))), onde ¢ > 0. A fronteira de C, 9C = {(z,y,z)/x* +y* =1} €
também uma folha. Fora de C' as folhas sao todas homeomdrficas a cilindros, (Ver
Figura 2.4).

Figura 2.4: Exemplo de Folheacao
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Exemplo 2.4 (Fibragoes). Um espago fibrado (E,m, B, F') consiste de variedades
diferencidaveis E, B, F' e uma submersao m : E — B tal que para qualquer b € B
existe uma vizinhanca aberta Uy de b e um difeomorfismo @y : 74 (Uy) — Up x F

que faz com que o diagrama a sequir comute:

-1 (pb R
™ (Up) JUpx F
R /P-]
Uy

Figura 2.5: Diagrama

Assim, as fibras de um espago fibrado (E,m, B, F') define uma folhea¢ao sobre

E cujas folhas sao difeomorfas as componentes conexas de F'.
No diagrama 2.5, Py € a projecdo na primeira entrada. As fibras das fibracoes

771(b), b € B sdo subvariedades.

Uma nocao importante é a de vizinhanca tubular, a qual é dada no seguinte

teorema, cuja demonstragao pode ser olhada em [2, pag. 25].

m(q) \
/\\/

Figura 2.6: Vizinhanca Tubular

Teorema 2.5 (sobre a Vizinhanga Tubular). Seja N C M uma subvariedade de
classe C" com r > 1. Existe uma vizinhanga aberta T(N) D N e uma submersao
C", m:T(N)— N, tal que w(q) = q para todo ¢ € N. Se a codimensio de N é
k, entao T(N) pode ser obtido de tal maneira que (T(N), 7, N,R¥) é um espaco
fibrado.

Lema 2.6 (Aplicagoes Distinguidas). Seja F uma folheagao de uma variedade
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M. Existe uma cobertura C = {U,;/i € I} de M por dominios de cartas locais de

F tal que se U;NU; # 0 estd contido no dominio de uma carta local de F.

2.2 A Topologia das Folhas

Cada folha F' de classe C" de uma folheacao F tem um estrutura diferencidvel
induzida pelas cartas de F. Essa estrutura, é chamada de estrutura intrinseca
de F', é construida da seguinte maneira. Dado p € F, seja (U, ¢) uma carta de
F tal que p € U e o(U) = Uy x Uy C R" onde U; e U, sdo bolas abertas em
R™ e R®, respectivamente. Seja a a placa de U que contém p. Seja ¢ = (1, p2),
onde p1 : U = R", ¢y : U — R®, defina @ : @« — R, por @ = ¢1]q- E claro que
P :a— Uy C R" é um homeomorfismo visto que p(a) = Uy x {a} para algum
a € Us,.

Afirmacgao: O conjunto
B ={(a,p)|a C F é placa de U com (U, ) € F}

¢ um atlas C" de dimensao n para F'.

De fato, ¢ suficiente mostrar que se (a, ), (5,¢) estdao em S e an B # 0,
entdo P(a N B) e (a N B) sdo abertos em R" e o)  :h(an ) = planp) é
um difeomorfismo C”. Primeiro passo, mostremos que oM [ é aberto em « e em
B. Seja (U, ), (V,9) em F tal que B = ¢1]o e ¥ = 1]s. Pela condicio (2.1),
pop™t:py(UNV) = o(UNV) édado por ¢ o= z,y) = (hi(x,y), ha(y)) €
R™ x R® com (z,y) € R" x R®.

Em particular como aN 3 = (), temos

0o (z,b) = (hi(z,b), ha(b)) = (hi(x,b),a). (2.3)

Como ¥(fNU) =ypUNVNE =ypUnNV)N(R"x {b}) e planV) =
e(UNV)N(R™x {a}), de (2.3), temos

p(BNU) = oy (Y(BNU)) =poy  (P(UNV)N(R" x {b}))
C oUNV)N(R" x {a}) =¢planV)

istoé, NU CanV.
Analogamente, a NV C fNU, assim, aNf =anNV = FNU. E isso prova a
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2.2. A TOPOLOGIA DAS FOLHAS

afirmacao.

2.2.1 Espaco de folhas

Seja M™ uma variedade folheada com uma folheacao F de dimensao n < m.
Um espago de folhas de F, M/F é um espago quociente de M sob a relagao de
equivalencia R, que identifica dois pontos de M se estiverem na mesma folha
de F. A partir da definicao de folha, fica claro que essa relagao coincide com a
relagdo R definida em (2.2). Sobre M /F, tomamos a topologia quociente, onde
o quociente de um espaco topologico X por uma relacao de equivaléncia ~ é o
conjunto X/ ~ das classes de equivaléncia munido da topologia cujos abertos sao
os conjuntos de classes cuja reunido é um aberto de X. A topologia de M/F
é geralmente muito complicada, possivelmente nao-hausdorff, como no caso da
folheacdo Reeb de S2, ou na folheacao de R?, como na figura 2.7, isto foge aos
propositos deste trabalho. O leitor interessado pode ver maiores detalhes em

literatura especializada sobre folheagoes.

AN /ij\__/

Figura 2.7: Folheacdo de R?

Seja A C M. A saturagio de A em F é definido pelo conjunto F(A) =
{r € M|xRy paraalgumy € A}. Se m : M — M/F é a projecao para o
quociente, temos F(A) = 7! (7(A)) = UyeaF,, onde por F, denotamos a folha

de F contendo x.

Teorema 2.7. A projecio ™ € uma aplicagdo aberta, ou a saturagao F(A) de

um subconjunto aberto A de M € aberto.

Demonstracao: Sejap € F(A) e F a folha de F através de p. Entao FNA # 0,
e se ¢ € AN F existe um caminho de placas aq,- -,y tais que ¢ € ay e p € ay,.

Suponha que cada ; ¢ uma placa de U; com (Uj, ¢;) € F e seja p(U;) = Uj x U7,
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2.3. HOLONOMIA DE UMA FOLHA

onde U} e U sao discos abertos em R" e R™™" respectivamente, j = 1,--- k.
Suponha que para algum j € {1,--- , k} existe um = € «; que tem uma vizinhanca
aberta V' C F(A) N U;. Como @; : Uj — U x U}’ é um homeomorfismo, ¢;(V) é
aberto em UJ x U}, entao se my : U; x U]’ — U é a projegao para com a segunda
entrada, 7T2_1(goj2-(V)) é aberto em U} x U}. Por outro lado, W = gpj_l(wgl(go?(‘/)))
é aberto e a; C F(A) e assim «a; estd no interior de F(A). Basta observar que
como A é aberto, a; estd no interior de F(A), assim a3 N ap também estd no
interior de F(A) e do argumento anterior, existe uma vizinhanca W de «ay tal que
ay C W C F(A). Repetindo esse processo k — 1 vezes, provamos por indugao

que «ay estd no interior de F(A) e consequentemente que F(A) é aberto. d

Em geral a projecao m nao é fechada. Quando isso acontece, cada folha F' de
F é um subconjunto fechado de M, pois F' = 7~ (n(z)), onde x € F. A folheagao
da figura 2.7 é um exemplo onde 7 nao é fechado, embora cada folha de F seja

um subconjunto fechado de R2.

Definigao 2.8. Dizemos que um conjunto A C M ¢ invariante pela folheacdo
F, quando a saturagio de A em F é A, isto é, n1(n(A)) = A.

Teorema 2.9. Seja A C M um subconjunto invariante por F. Entdo seu interior

;1, seu fecho A e o bordo OA também sdo invariantes por F.

Demonstracao: O conjunto ,(21 ¢é caracterizado como sendo o maior conjunto
aberto contido em A, ou seja, se B é um conjunto aberto tal que jlc B C A,
entio B =A. Como 7 é aberto temos que, 7r_1(7r(;1)) = B é aberto. E como,
;1C B C A, sendo A invariante, consequentemente ,(21: B =7n"1(n( ;1)) Observe
agora que se A é invariante, entdo M — A também o é, assim int(M — A) é
invariante. Por outro lado, int(M — A) = M — A, ou, M — A é invariante e
consequentemente A é invariante. Como 04 = A— ;1, segue que OA também é

invariante. ]

2.3 Holonomia de uma Folha

Durante esta secao, JF serda uma folheacao de M e M é uma variedade
diferenciavel. Nessa secao definiremos e daremos uma nocao sobre holonomia
de uma folha F' de F. Para mais informagoes ver [2].

Sejam 7 : I = [0,1] — F um caminho continuo e ¥y, ¥; pequenas segoes

transversais de F de dimensdo n passando por py = ~(0) e p1 = (1),
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2.3. HOLONOMIA DE UMA FOLHA

respectivamente. Definindo uma aplicacao local entre 35 e 31 “ao longo”de folhas

de F, “sobre”o caminho 7 levando py para p;.

Zy Placas

Figura 2.8: Holonomia de uma Folha através de Placas

Segue do Lema 2.6 que existe uma sequéncia de cartas locais (U;)5_, e uma
particao de [0,1], 0 =ty < -+ < tg41 = 1 tais que se U; N U; # 0 entdo U; U U;
estd contido numa carta local de F e ([t;,tiy1]) C U; para todo 0 < i < k.
Dizemos entao que existe uma cadeia subordinada a ~ ou, por simplicidade,
que (U;)%_, é uma cadeia subordinada a 7.

Para cada 0 < ¢ < k+ 1 fizemos uma segao transversal a F, D(t;) C U;_1 NU;
homeomorfa a um disco de dimensao n passando por ¥(t;). Coloquemos também
D(0) = ¥ e D(1) = ¥,. Entao para cada x € D(t;) suficientemente préximo de
~(t;) a placa de U; que passa por x e intercepta D(¢;11) num tnico ponto f;(x).

O dominio da aplicagao f; contém um disco D} C D(t;) contendo ~(t;).

Dai, podemos ver que a composicao

fvszofk—10"'fo

Estd bem definida numa vizinhanca de py € ¥y. Chamaremos f., de aplicacao

de holonomia associada a 7.

Definicao 2.10. Sejam X,Y espacos topologicos e v € X. No conjunto
X =A{f:V = Y}, onde f € uma aplicagio e V € uma vizinhanga de x,
introduzimos a relagao de equivaléncia R : fRg se existe uma vizinhanca W

de x tal que flw = glw.

Com isso, define-se o grupo Hol(F, py).
Definicao 2.11. Um subgrupo Hol(F,po) = ®(m1(F,po)) de G(X¢,po) € chamado

grupo de holonomia de F' em py. Dados py,p1 € F, quaisquer caminho

a: I — F coma(0) =py e a(l) = p; induz um isomorfismo

o : Hol(F,py) — Hol(F,py)
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onde o*(P[u]) = pa © Plu] 0 o1 Desta maneira podemos falar do grupo de
holonomia de F como sendo qualquer grupo isomorfo a Hol(F,py). Para
simplificar notacdo, as vezes confundiremos um elemento da holonomia com um

dos seus representantes.

A holonomia de uma folha F' também pode ser definida usando uma fibracao

transversal a F'. Como mostra o seguinte resultado.

Lema 2.12. Seja F' uma folha de F e K C F' um subconjunto compacto. Existem
vizinhangas U D W de K, U aberto em M e W aberto em F' e uma retracao de
classe C" 7 : U — W tal que para qualquer x € W, 7=(z) € transversal a F/U.

Demonstracao: Como K C F' é compacto, entao existe uma superficie induzida
W formada por uma uniao finita de placas de F , tal que, K C W. Seja
7 : W — W uma vizinhanca tubular de W. Como cada fibra 7~ (y), y € W
encontra W transversalmente somente em y, vemos que se x € ﬂfl(y) estiver
suficientemente perto de y, entao 7~ !(y) encontra a folha de F passando por x
transversalmente & 2. Podemos entdo obter uma vizinhanca U C W tal que para

qualquer y € U N F, 7~ !(y) encontra F/U transversalmente. O
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Capitulo 3

Fluxo Anosov - Grupo
Fundamental

3.1 Fluxos Anosov

Nesta secao vamos definir alguns conceitos e apresentar alguns resultados
basicos sobre sistemas dinamicos, em especial a nog¢ao de fluxo Anosov. Para

maiores detalhes sobre este tépico ver [3],[4],[13], [22].

3.1.1 Campo de Vetores

Definicao 3.1. Um campo de vetores em um aberto U C R™ é uma aplicagao

continua X : U — R"™. Tal campo define uma EDO auténoma: x' = X (x).

Definicao 3.2. Um fluxo € uma aplicagao, ¢ : R x M — M, tal que:

1. ¢(0,p) =p,Vp e M.

2. o(t+s,p) =(t,o(s,p)), Vs, t cR,Vp e M.

Denotamos por ¢y ou Xy o fluro associado ao campo X, e escrevemos pi(p) =

o(t,p).

Definicao 3.3. Uma orbita de um ponto p € M com relagao a ¢ € o conjunto

O(p) = {¢:(p) : t € R}
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A orbita positiva e a orbita negativa de p € M com relacdo a p; sao,

respectivamente, 0os conjuntos,

O (p) = {p:(p) : t > 0} e O~ (p) = {ps(p) : t <0}

Exemplo 3.4. Seja f : R?* — R?, f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)), um campo
C*(k > 1), cujas drbitas sdo expirais exteriores e interiores ao circulo C de
centro na origem e raio 1.

Para, fi(z,y) =y+z(1—2*—y?) e fo(z,y) = —x + y(1 — 2* — y?), obtemos
a sequinte figura. Usando coordenadas polares, podemos transformar fi e fo de

tal forma que temos o grdfico abaizo:

Figura 3.1: Campo de Vetores

Definicao 3.5. Seja X : U — R™ um campo de vetores. Um ponto p € U tal
que X (p) = 0 € dito ponto singular ou singularidade de X. Se X(p) #0, p

¢ dito ponto regular de X.

3.1.2 Equivaléncia e conjugacao de campos vetoriais

Definicao 3.6 (Equivaléncia de campos). Sejam X; e Xs campos vetoriais
de R", Xy : U — R" e Xy : Uy — R". Diz-se que X, € topologicamente
equivalente a X, (resp. C*-equivalente) quando existe um homeomorfismo (resp.,

um difeomorfismo C*) h : Uy — Uy que leva orbita de X, em orbita de X
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preservando orienta¢do. Mais precisamente, sep € Uy e vy1(p) € a drbita orientada

de Xy passando por p, entdo h(y1(p)) € a orbita orientada v2(h(p)) de X5 passando
por h(p).

Defini¢ao 3.7 (Conjugacao de campos). Sejam X e Y campos vetoriais de R",
X:U—-R'eY: V>R esejamp: D —Ue: D=V 0s fluxos associados,
respectivamente, a X e Y. Diz-se que X € topologicamente conjugado a Y (resp.
C*-conjugado) quando existe um homeomorfismo (resp., um difeomorfismo C*)
h:U —V tal que h(p(t,z)) = (t,h(z)), Y(t,x) € D. A aplicagcdo h € dita uma
conjugacdo topoldgica(resp. C*-conjugacio) entre X e Y.

Exemplo 3.8. Seja X : U — E um campo de classe C*, completo, isto é,
definida para todo t € R. Dai, fixzado t € R, o difeomorfismo tempo t, dado por
h(-) == ¢i(+) = @(t,-) conjuga X com ele mesmo. De fato, pela defini¢ao de fluxo,

vale

h(ps(z)) = @i(ps(x)) = prrs(T) = Psie(T)
= @s(pi(x)) = ps(h(x)),Vs € R,V € U.

No caso em que X nao é completo, tal difeomorfismo tempo t estd definido

somente em um subconjunto aberto Vi, C U, conjugando entio X|v, e X|,,v,).-

Lema 3.9. Sejam U C E,V C E abertos em espacos de Banach F, Ee sejam X :
U—EY:V— E campos de classe C*, k> 1 eh: U — V um homeomorfismo
de classe C* (com a inversa h™' ndo necessariamente diferencidvel). Entdo, h é

uma conjugacdo entre X eY se, e somente se,
Dhy- X(p) = Y (h(p)); ¥p € U.
Em particular, se h for um difeomorfismo de classe C*, k > 1, entdo h serd uma

C* conjugacdo se, e somente se, satisfizer a formula acima.

Demonstragao: (<) Sejam ¢, ¥ respectivamente os fluxos de X e Y. Dado p €
U, defina o(t) := h(py(t, p)). Entdo ¥ é solucao de & = Y(z),2(0) = h(p), pois

U(t) = Dh(p(t,p)) - 42 = Dh(p(t,p)) - X (¢(t,p)) = Y (h(p(t,p))) = Y ((1)).
Portanto, h(¢(t,p)) = ( h(p)) = h é conjugacao.

(=) Se h é conjugagao, dado p € U, tem-se h(¢(t,p)) = ¥(t, h(p)), derivando-se

em relacao a t, obtemos:

Dh(p(t,p)) - X ((t,p)) = Y (0(t, h(p))) ™™™ =0 Dh(p) - X (p) = Y (h(p)).
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O

Exemplo 3.10. Seja h: U — U um difeomorfismo entre abertos U e U contidos
em espacos de Banach E, E respectivamente e suponha que tenhamos definido
a priori wum campo Y : U — E. Podemos definir de maneira tnica um campo
X : U — FE que € conjugado a Y wvia h. FE assim, pelo lema 3.9 um tal campo
ha de satisfazer a formula Dh(p) - X(p) = Y (h(p)). Uma vez que h seja um
difeomorfismo, para cada p € U, Dh(p) € um isomorfismo linear e portanto a
formula acima determina de maneira unica um campo X : U — E. Nesse caso,

o campo X € denominado o pull-back de Y wvia h.

3.1.3 O Teorema do Fluxo Tubular

Iremos utilizar o lema 3.9 para classificar qualquer campo C*, k& > 1 na
vizinhanc¢a de um ponto regular p. O Teorema do Fluxo Tubular ird nos garantir
que dado um campo ele vai ser localmente C* conjugado a um outro campo

constante. Mas antes precisaremos de uma definigao:

Defini¢ao 3.11 (Se¢ao transversal a um campo). Sejam X : U — R™ um campo
de classe C* k > 1, U C R™ um aberto e A C R*! também aberto. Uma
aplicacio diferencidvel f : A — U de classe C* chama-se secdo transversal
local a X quando para qualquer a € A, Df(a) - R"™" e X(f(a)) geram o espago
R™.

Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida por U. Se f : A — 3 for um

homeomorfismo, diz-se que ¥ € uma se¢ao transversal o X.

Exemplo 3.12. Seja X : U — R™ um campo C*, k> 1, p € U com X(p) # 0
e {vi,...,v-1,X(p)} uma base de R". Para 6 > 0 suficientemente pequeno,
devido a continuidade do campo X, a aplicagio f : B(0,0) — U dada por
flzy,.. . 2 q) =p+ Z?:_ll x; - v; € uma secao transversal de X .

De fato, para ver isso em detalhes basta notar que a matriz Jacobiana J; de
f € justamente a matriz cujas colunas sao vy,...,v,_1. Os vetores vi,...,Un_1

formam uma base do espaco vetorial Df(x) - R"™, qualquer que seja o ponto

fixzado em B(0,0). Considerando a fun¢ao g : B(0,5) — R dada por

g(x) :=det(vy, ..., vn, X(f(2))) = det(Jy(2), X (f(2))),

temos que g € continua, pois € composta de aplicacoes continuas. Além disso,
temos que g(0) # 0, o que pela continuidade de g implica que existe 5 > 0 tal que
g(x) #0, Vo € B(0,8). Mas isso implica que para tal &, os espagos D f(z)-R"!
e X(f(x)),z € B(0,0) geram o R™, e logo f € se¢do transversal.
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Teorema 3.13 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto nao singular de um campo
X : U — R” de classe C*. Entado, existe uma vinhanca V de p em U e um
difeomorfismo C* F : (—e,e) x B—V, onde ¢ > 0 e B é uma bola em R""* tal
que F' é uma C*-conjugacdo entre o campo constante Y : (—e,e) x B — R"™ dado
porY =(1,0,---,0) € R" e o campo X|y .

Demonstragao: Seja ¢ : D — U o fluxo de X, e considere f : A — U uma
segao transversal local com A um aberto de R"~! contendo a origem, e f(0) = p.
Defina Dy C Rx A C R" como Dy := {(t,u); (¢, f(u)) € D}. Assim, D4 é aberto
de R", ja que ¢é pré-imagem de um aberto de R™ através da funcgao continua f

cujo dominio também aberto.

Rn—l

>

>

A

it GECEEEE

Figura 3.2: Conjunto Dy4

Definamos portanto £ : D4 — U por F(t,u) := ¢(t, f(u)). Note que F aplica,
linhas paralelas (de fato, as curvas integrais do campo Y ) em curvas integrais de
X.

Vamos mostrar que F é um difeomorfismo local em uma vizinhanca de
0 = (0,0) € R x R*™!. Pelo teorema da fungdo inversa, é suficiente provar
que DF(0) é um isomorfismo. De fato,

de(t, f(0))

0,F(0) = im0 = X((0,p)) = X (p),

0uF(0) = (Dup(0, f(u))|uzo = Duf (w)u=o = D f(0).
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Portanto, a matriz Jacobiana de F em 0 ¢

(X(p) Df(0))

Como f é secao transversal local, tal matriz é invertivel, pois suas colunas geram
o R”. Portanto, DF(0) é um isomorfismo linear, e pelo teorema da funcao
inversa, existem ¢ > 0 e uma bola B em R"! com centro na origem tais que
F := F|(_.xp é um difeomorfismo sobre o aberto V = F((—¢,¢) x B).
Assim,

DF(t,u)-Y(t,u) = DF(t,u)-(1,0,---,0)=0F(t,u) = w =

lema 3.9
X(e(t, f(uw)) = X(F(t,u)) =" F é conjugagao de Y e X|y.

3.1.4 Os conjuntos de w-limite e a-limite

Definig¢ao 3.14 (w-limite e a-limite). O conjunto de w-limite de um ponto p € M

¢ definido por:
w(p) :={q € U,3(t,) com t, — +00 quando n — +oo e ¢, (p) = q}.

Assim, w(p) € o conjunto dos pontos de acumulagdo da drbita positiva de p.

Analogamente, definimos o conjunto de a-limite de um ponto p € M dado por:
a(p) :=={q € U,3(t,) comt, - —oo quando n — +o0 € ¢, (p) — q}-

Entao, o conjunto a(p) € o conjunto dos pontos de acumula¢ao da orbita negativa

de p.

Exemplo 3.15. Tome o exemplo 3.4 como ilustra¢ao, observe que o conjunto
w-limite de qualquer ponto arbitrario € o proprio C, e o conjunto «-limite de
qualquer ponto interno a C' € somente a origem, e qualquer ponto externo a C' €
vazio. E em qualquer ponto em C' os conjuntos a-limite e w-limite sao iguais e

iguais ao proprio C.
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(1

Figura 3.3: Conjunto Limite

w(p)

7
o

Observe que o conjunto a — limite da origem é o préprio ponto da origem, ou

seja, a(0,0) = (0,0) e o conjunto w — limite é o C, isto é, w(0,0) = C.

3.1.5 O Teorema de Grobman-Hartman

O teorema de Grobman-Hartman reduz o problema de classificar as con-
jugacoes locais de difeomorfismos em torno de pontos fixos hiperbdlicos e de
campos em torno de singularidades hiperbdlicas ao de classificar as conjugacoes,
respectivamente, de isomorfismos hiperbdlicos e de campos lineares com singula-
ridades hiperbdlicas. Nem todas demonstracoes dos resultados desta secao serao

apresentadas, mas podem ser encontradas em [3].

Defini¢ao 3.16 (Espectro de um operador linear). Seja E um espago vetorial
normado complexo e seja A : E — E um operador linear. O espectro de A € o
conjunto

sp(A) :={\ € C, (A — A) ndo é invertivel.}

Note que a definicdo do espectro de A nao depende de qualquer métrica ou norma
da qual E seja munido, mas apenas de A, se A — X € ou nao sobrejetiva e

imjetiva.

Definigao 3.17 (Ponto fixo hiperbdlico). Seja E um espaco de Banach. Um

isomorfismo linear A € L(E) € dito hiperbadlico se o espectro de A ndo intersecta
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a esfera S*. Se E tem dimensdo finita, isso € o mesmo que dizer que nenhum
autovalor de A tem norma 1. Dado um difeomorfismo C* f:U C E — E, um
ponto firop € U de f € dito hiperbdlico se D f(p) é um isomorfismo hiperbdlico.

Exemplo 3.18. Sejam f : R — R dada por, f(x) = 23 +p, onde p € R e
g : R — R dada por, g(z) = J/x +p

Figura 3.4: Ponto Fixo Atrator e Repulsor

Observe seus graficos, podemos notar que mo primeiro temos um ponto fizo

hiperbolico atrator e no sequndo um ponto fixo hiperbolico repulsor.

Proposigao 3.19 (Grobman-Hartman para difeomorfismos). Seja f € Dif f5(M)
ep € M um ponto fixo hiperbdlico de f. Seja A= Df, : T,M — T,M. Entao
existem vizinhangas V =V (p) C M, U = U(0) de T,M e um homeomorfismo
h:U(0) — V(p) tais que

hoA=foh

Definigao 3.20 (Singularidade hiperbdlica). Dado um campo de vetores Ck
X U — R™, uma singularidade p € U de X é dita hiperbdlica se a equacao
determinada pela sua parte linear DX (p) € L(R™) € hiperbdlica.

Proposicao 3.21. A ¢ um campo linear hiperbélico se, e somente se, e* é um

1somorfismo hiperbdlico.

Demonstragao: Por hipétese, A é um campo linear hiperbdlico. Seja A € o(A),
A=a+ [icom a # 0. Assim,

)\| _ |6a+ﬂi| — |€a(cosﬁ+isen6)| — ’ea| . |0086 + isen6| ?é 1.

e
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O

A seguir enunciamos trés lemas sem demonstracao, cujas provas encontram-
se em [3], que serdo uteis para mostrar a proposi¢ao na versao para campos do

Teorema de Grobman-Hartman.

Lema 3.22. Seja X : A C R* — R, de classe C' no aberto A, com 0 € A
e X(0) =0 e seja L = DX(0). Entdo, dado £ > 0, existem vizinhancas de 0,
VCWCcCA, umcampoY : R* — R" de classe C' e uma constante K > 0 tais
que Yy = Xy, Y|geow = Llga_w, ||DY (2)|| < K para todo © € R™ e, sendo
Yy 0 fluxo de'Y, ®; o fluxo de L e ® = 1)y — @4, vale ainda que ®; € C’l} com
[|P4]|1 < e para todo t € [—2,2].

Lema 3.23. Dado L isomorfismo hiperbdlico do espago de Banach, existemn > 0
e d > 0 tais que para cada par ¢1, 9 € Cf com ||¢1]|1 < n, ||d2|l1 <1, existe uma

inica uw € CY com ||u|| < & tal que
(I +u)(L+¢1) = (L+ o) +u),

onde I € a identidade do espaco trabalhado. Também temos que a funcgao
(h1,02) € Cf X C} — uw e C} € continua.

Lema 3.24. Para L isomorfismo hiperbolico do espago de Banach, existe € > 0

tal que se ¢ € C} com ||¢||1 < e entao L e L + ¢ conjugam.

Proposicao 3.25 (Grobman-Hartman para campos). Considere A aberto de R™
e X : AcCR* = R um campo de classe C' com um ponto p hiperbélico.
Entao eziste V. C A wizinhanga de p e W C R"™ wvizinhanga de 0 tal que X|y é
topologicamente conjugado a L|y, onde L = DX (p).

Demonstracgao: Basta mostrarmos para p = 0. Caso p # 0 utilizamos o campo
auxiliar de classe C!, G(z) = X (z+p). Pelo lema 3.22, dado &; > 0, encontramos
um campo Y = L + ¢, de classe C', com fluxo v tal que ¥, = 1), — p; € C} e
[|¥s]]; < e para todo t € [—2,2], sendo ¢; = el o fluxo de L. Sabemos, pela
proposicao 3.21 que e é um isomorfismo hiperbdlico. Assim, se tomarmos £; > 0
tal que €; < ¢, onde ¢ é dado pelo lema 3.24, teremos uma tinica u € C} tal que

h = I +u é um homeomorfismo e h(el + ¥) = eFh, ou seja,
h, = elh. (3.1)

Como localmente, em torno de p = 0, psi; é o fluxo de X, o teorema estara provado

se mostrarmos que hiy; = e'“'h para todo ¢t € R. Definamos H : R® — R" por
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H(z) = fol e *Lhi,(z)ds. Vemos que H é continua, e ainda Hi; = ¢!l H, para
todo t € [0, 1]. De fato, fazendo a mudanca s + ¢t = £ + 1, temos:

1 t
= [ s = [ g
0 t—1

0 t
= / 6(51)Lh¢5+1d£+/ e e by (e)dg
\ 0

-1

0 t
= / TS hape 1 dE + / e L hapede,
t 0

-1

pois e Fhiyy = h por 3.1. Para £ +1 = o, temos:

1 t
e 'FHy, = / e "Lh,do + / e L hapede.
t 0

Logo,

1

e LHyy = / e *hipyds = H.

0

Agora devemos mostrar que H = h. Para isso mostremos, inicialmente, que

H = I + v para algum v € C}. De fato:

1 1
H—] = / [6_tLh1/Jt o e_tLetL]dt — / e—tL(¢t + uwt _ etL)dt
0 0

_ / (T, — i)t
0

Logo,
1
|H =1 = S;HSLI\H(%)—:CHS/O e |1+ [l ) dt
= e+ ul).

Entdo, temos que H = [ +v e HY, = el H. Além disso, podemos tomar ¢; > 0

tal que ; = min{e, o, } onde 0 satisfaz a condi¢do de unicidade do lema

3ellLll
3.23 e g9 ¢ tal que

o
1Pl <2 = flull < o -

Assim,
5 5
121
ol < e <3e||L| * 26|L|> <o

e dai, pela unicidade do lema 3.23, v = v. Finalmente s6 resta mostrar que
H; = e H para todo t € R. Escrevendo t = s +m, onde m € Z e s € [0,1],
temos

Hipy = Hipsth = € Hibyy = e Hiprh1 = e Hipyoy = -+ = 0L,
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0 que prova o teorema. O

3.1.6 O Teorema da Variedade Estavel

Defini¢ao 3.26 (Conjunto estavel de um ponto). Seja f : W C M — M um
homeomorfismo de um subconjunto aberto W de um espago métrico M. Dado

p € W, o conjunto estdavel de p é definido como
We(p) == {z € W, d(f"(x), f"(p)) = 0, quando n — +oo}.

Se p € um ponto fixo de f, entao seu conjunto estdvel é constituido dos pontos

x €W tais que f*(x) — p, quando n — +oo.

Definicao 3.27. Sejap € E e seja f : U C E — V um difeomorfismo, onde
U,V sao subconjuntos abertos de um espago de Banach E.
Fizada uma vizinhanca B da orbita de p, com B C UNV, definimos o conjunto

estdvel local de p como
Wise(p) :=={q € B, ["(q) € B,Yn =0 e d(f"(q), f"(p)) = 0, se n — 400}
Analogamente, definimos o conjunto instdvel local de p

Wi (p) = {a € B.f"(q) € BNn >0 e d(f"(q), /" (p)) = 0, sen — +o0}

' i prE |

Figura 3.5: Conjunto Estavel

Defini¢ao 3.28. Dizemos que = € recorrente se x € w(x).

Observacao 3.29. Quando M ¢é uma wvariedade compacta, sabemos que o

conjunto w-limite é nao-vazio, compacto e conexo. Mais ainda, pelo Lema de
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Zorn mostra-se que o conjunto dos pontos recorrentes {x € M;x € w(x)} € ndo-
vazio, em outras palavras, todo conjunto w-limite em uma variedade compacta

PoOSsuL a0 Menos um ponto recorrente.

Exemplo 3.30. Se A € GL(R™) é um isomorfismo hiperbdlico existe uma
decomposi¢ao invariante R™ = E* & E* tal que se ¢ € E* entio A™(q) — 0
quando n — oo, enquanto que se ¢ € B, A™"(q) — 0 quando n — oco. Portanto,
W=(0) = E* e W"(0) = E".

Definigao 3.31 (Conjunto hiperbélico). Seja ¢ um fluzo C* em uma variedade
M possivelmente com bordo. Um conjunto compacto @-invariante A C M
¢ hiperbolico se existem uma decomposicao continua e invariante do fibrado
tangente TA\M = E3 @ ER @ E¥ sobre A e constantes C,\ > 0 tais que:

1. E3} € contrativo, isto €

[[Dgy(x)vi]| < Ce ™ ||ve|| para vi € ES,x € A eVt > 0.

2. E} é expansivo, isto é

| Dy (z)v?|] > C7 M ||vY|| para v € E*,x € A eVt > 0.
3. EY € a direcio do fluzo, isto é, EO é tangente a curva {@:(x) : t € R} para
todo x € A.

Definicao 3.32. Os conjuntos:

W (p) = {q € M;d(¢:(p), p:(q)) — 0, quando t — oo}

W*(p) ={q € M;d(ei(p), i(q)) — 0, quando t — —oo}

sao chamados respectivamente de variedade estdvel e instdvel forte do

ponto p para o campo de vetores X. Onde d denota a métrica Riemanniana
da variedade M.

Os resultados a seguir serao enunciados sem demonstracao, cujas provas
encontram-se em [3].

Proposicao 3.33 (Teorema da Variedade Estavel para difeomorfismos). Sejam U
e V abertos contidos em um espaco de Banach E e f: U — V um difeomorfismo

de classe C*, k > 1. Sep € E é um ponto fixo hiperbdlico de f, entdo o conjunto
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estdvel W*(p) de p € uma variedade imersa de mesma dimensao que E*, chamada

a variedade estdvel (global) de p. Ademais, existemr > 0 e bolas B®* = B(p,r)NE*

e B* = B(p,r) N E* tais que o conjunto estdvel W, .(p) em B(p,r), neste caso
chamado de variedade estdvel local, se escreve como o grafico de uma aplicacao

g: B® — B* de classe C* com as sequintes propriedades:
1. O grdfico de g € igual ao mazimal (positivamente) invariante
NS f(B° x BY),

sendo portanto invariante por iterados positivos de f.

2. Wo(p) = U2 f " (Wise(p))-

3. g possui derivada tal que Lip(g) = sup,eps{||Dg(x)||} < 1.

4. A restricao de f ao grdfico de g € uma contragao.

5. O grdfico de g € tangente a E° em p.
Difeomorfismos e campos se relacionam principalmente de duas maneiras:

e Se X : U — R" ¢ um campo de classe C' com fluxo ¢ : D — U, e
V= {x € U;(1,z) € D}, entdo ¢, : V. — U dada por ¢1(x) := ¢(1,2)
é um difeomorfismo sobre sua imagem, chamado de tempo 1 do campo
X. Usamos deste difeomorfismo para provarmos o Teorema de Grobman-
Hartman em sua versao para singularidades hiperbdlicas de campos.
Naquela ocasiao, em particular, observamos que p € U ¢ uma singularidade

hiperbdlica de X se, e somente se, p é um ponto fixo hiperbdlico para ;.

e Se X : U — R" é um campo de classe C! exibindo uma 6rbita periédica,
v, dado p € 7 e uma segao transversal a X, ¥ 5 p, a transformagao de
Poincaré 7 : ¥y — ¥ é um difeomorfismo de uma vizinhanca Yy de p em 3,

sobre sua imagem 7(%g). Neste caso, p é um ponto fixo de 7.

Desse modo, o Teorema da Variedade Estavel para difeomorfismos da origem a

duas versoes para campos:

Proposicao 3.34 (Variedade Estdvel para Singularidades Hiperbdlicas.). Seja
X : U — R™ um campo de classe C* exibindo uma singularidade hiperbdlica

p € U. Designemos por ¢ o fluro de X. Entao o conjunto estdvel de p

W?(p) == {z € Usp(t,x) — p, quando t — +oo}
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¢ uma variedade de classe C* de dimensao iqual ao indice de p, e injetivamente

imersa em R™.

Definicao 3.35 (Orbita periddica hiperbdlica.). Seja X : U — R™ um campo
de classe C*, k > 1, exibindo uma 6rbita periddica . ~ € dita hiperbdlica se
dado p € v e uma secdo transversal ¥ > p, entdo p € ponto fixo hiperbdlico da

transformacao de Poincaré w: Xg — X, onde g € uma vizinhanca de p em X.

Defini¢ao 3.36 (Conjunto estavel de uma érbita.). Seja X : U — R™ um campo
de classe C*, k > 1. Seja v C U uma orbita correspondente a uma solugcdo cugjo

dominio é R. Entdao, o conjunto estdvel de v ¢ definido como
We(y) :=={z € U;d(p(t,x),v) = 0 quando t — +oo}

Proposicgao 3.37 (Variedade Estével para 6rbitas periddicas hiperbdlicas.). Seja
X :U = R™ um campo de classe C* e~ C U uma orbita periddica hiperbélica.

Entdo o conjunto estavel de ~
We(v) == {x € U;d(p(t,z),y) = 0, quando t — 400}

¢ uma variedade de classe C* de dimensio igual ao indice de qualquer

transformacao de Poincaré w associada a v mais 1, e injetivamente imersa em

R™.

3.1.7 Difeomorfismo de Anosov

Definigao 3.38 (Difeomorfismo de Anosov). Um difeomorfismo f: M — M ¢é

dito Anosov se existe uma decomposicao continua TM = E* & E° tal que

1. Ambos E* e E* sao invariantes por Df, ou seja, Df(x)(EJ) = Ef .0 =
u,s,Vr € M

2. Existem constantes C' >0 e 0 < A\ <1 tais que para todo x € M

[Df*(@)(w)] < CA"|v|,v€ E3,n>0
IDf"(z)(v)] < CX'|v|,v € E}n>0

O exemplo a seguir é um protétipo de difeomorfismos Anosov

Exemplo 3.39. Consideremos a aplicacao A:R? - R? dada pela matriz
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. 2 1
A=
11
O determinante desta matriz € igual a 1 e A(ZQ) = 7% A expressio em

coordenadas dessa aplicagao é A(x,y) = (22 + y,z + y). Definimos a sequinte

relacdo de equivaléncia em R?:

(33,'!/) ~ (xlayl)a se (LC - xl7y - y/) € Zz‘

Assim, A(z,y) ~ A(z',y/). Isto define wma aplicagio A : T2 = R2/7Z2 — T2,

dada por A(z,y) = (2z+y, x+y)(modl), e temos o sequinte diagrama comutativo:

RQ_A>_R2

']FQ _A> TZ

Neste caso, A € um difeomorfismo Anosov. De fato, m é um difeomorfismo local,
basta entdao mostrar que A satisfaz a condi¢ao Anosov, uma vez que as derivadas

de A e de A diferem apenas por isomorfismos. Os autovalores de A sdo:

3+5 NG

/\u: ) ’
2 2

ou seja, 0 < Ay < 1 < \,. Seja EJ o auto espago associado a A\,(0 = u,s).
Para todo z € R? definimos ES = 2z + E. Uma vez que R? = ES & EY, temos

T.R®* = E*® E*,Vz € R?

E conhecido que os campos de planos F e EY da definicao de difeomorfismo
Anosov s@o integraveis e definem folheagoes F* (folheagao estavel) e FU
(folheacao instavel) respectivamente (uma demonstracao pode ser obtida em
[13] por exemplo). Denotamos por F?(zy)(c = u,s) uma folha passando por

xg. As folheagbes sdo invariantes pelo difeomorfismo, ou seja f(F7(xp)) =

F7(f (o)) (o = u;s).
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ES

Figura 3.6: Aspecto local de um fluxo de Anosov

Exemplo 3.40. Seja f : S? — S? o difeomorfismo induzido no tempo 1 pelo
fluxo do campo de vetores X cuja estrutura de orbitas € a sequinte: o polo
norte py € unica singularidade no hemisfério norte, e o polo sul ps € uma sela
cujas variedades invariantes formam uma “figura oito”que envolve as duas outras

singularidades.

Figura 3.7: Hemisfério Norte e Sul

Neste exemplo a variedade estavel de ps nao é uma subvariedade mergulhada
de S?%, devido a intersecio que apresenta. Essa figura 3.7 foi retirada do livro da

referencia [20).
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3.2 Grupo Fundamental

3.2.1 Homotopia

Definicao 3.41 (Aplicagoes homotopicas). Sejam X,Y espagos topoldgicos.
Duas aplicacoes continuas f,g : X — Y dizem-se homotopicas quando existe
uma aplicacao continua

H:XxI->Y

tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para todo x € X. A aplica¢io H chama-
se entao uma homotopia entre f e g. FEscreve-se, neste caso, H : f ~ g, ou

simplesmente f ~ g.

A homotopia é pensada como um processo de deformacgao continua da
aplicacao f na aplicacao g. O parametro t pode ser imaginado como sendo o

tempo do processo de deformacao.

Exemplo 3.42. Duas aplicacoes constantes f,g : X — Y, onde Y € conexo,
f(z) =p, g(x) = q, sao homotdpicas. De fato, tomando H(x,t) = (1 —t)p + tq,
dai note que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x).

Nem sempre duas aplicagoes constantes sao homotdpicas, observe o exemplo

abaixo.

Exemplo 3.43. Sejam f,g : R — R — {0} dadas por f(z) = 1,9(z) = —1,
Vx € R. Como 1 e —1 pertencem a componentes conexas distintas de R — {0},
seque que f e g ndo sao homotopicas. Com efeito, se H : f =~ g, entdo
a: I — R — {0}, dado por a(t) = H(0,t), € um caminho ligando —1 e 1.
Entretanto, se considerarmos f e g como sendo aplicagoes de R em R, entao
vale que f ~ g. A diferenca para o exemplo anterior € a conexidade do espaco

magem.

Proposigao 3.44. A relagao de homotopia, f ~ g, € uma relacdo de equivaléncia

no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .

Demonstragao:

1. Reflexiva. Para toda f : X — Y continua, a aplicacao F' : X x [ — Y,
dada por F(z,t) = f(x), é uma homotopia entre f e f, portanto, ~ é uma

relacao reflexiva.
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2. Simétrica. Definamos H : M x [ — N por H(z,t) = F(x,1 —t), obtemos
uma homotopia entre f e g. Desta forma, f ~ g = g ~ f, isto é, a relagao

de homotopia é simétrica.

3. Transitiva. Se F': f ~ ge H : g >~ h entao definamos, K : X xI — Y pondo
K(z,t) = F(2,2t) se 0 <t <1/2e K(x,t) = H(z,2t — 1) se 1/2 <t < 1.
A aplicacao K é uma homotopia entre f e h. Logo, f ~ g, g ~ h, ou seja,

a relagao ~ é transitiva.

O

Definicao 3.45. As classes de equivaléncia sequndo a relacdo de homotopia sao
denominadas classes de homotopia. Uma aplicacio continua f : X — Y
chama-se uma equivaléncia homotopica quando existe g :' Y — X continua tal
que go [ Zidx e fog = idy. Diz-se entao, que g € o inverso homotdopico de
f e que as variedades X e Y tem o mesmo tipo de homotopia. Escreve-se, nesse
caso f: X =Y ou X =Y.

Exemplo 3.46. A esfera unitdria S™ tem o mesmo tipo de homotopia que
R — {0}.

De fato, considere a aplicagao inclusdo i : S™ — R™™ — {0}, i(z) = x e a
projecao radial v : R"™ — {0} — S™, r(y) = y/|y|, temos que r ot = idgn. Além
disso, ior : R"™ — {0} — R™" — {0} é homotdpico para a aplicacio identidade
de R"™ — {0} usando a homotopia linear, pois todo ponto y # 0 em R™ pode

ser conectado a y/|y| por um segmento de reta que ndo contém a origem.

Definigao 3.47 (Espagos contrateis). Um espago topoldgico X ¢é contrdtil
quando ele tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto, isto €, um espaco

topolégico formado por um unico elemento.

Proposicao 3.48. X ¢ contrdtil se, e somente se, a aplicacao identidade id :

X — X € homotopica a uma aplicacao constante X — X.

Demonstracao: Suponha que X ¢é contratil. Por definicao, X é contratil quando
possui 0 mesmo tipo de homotopia de um ponto, isto é, X = {p}. Entao, existem
f:X —={p}eg:{p} = X éinversa homotdpica de f, entdo go f ~idy.

Reciprocamente, suponha que, idy =~ constante, logo, idx e a constante sao

inversas homotdpicas. Portanto, X ~ {p}. O

Exemplo 3.49. Se o espago X € contratil entao, para todo Y, o produto

cartesiano X X Y tem o mesmo tipo de homotopia que Y. Para verificar esse
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fato, seja H uma homotopia entre idx e a aplicacdo constante X — {p},p € X.
Entio f : X xY = Y, f(r,y) =yeg:Y = X xY,gy) = (p,y), sao
equivaléncias homotdpicas, pois fog = idy e, além disso, K(z,y,t) = (H(z,t),y)
define uma homotopia entre a aplicacdo identidade de X X Y e a aplicacao
gof: X xY — X xY. Em particular, se X eY forem ambos contrdteis,

o produto cartesiano X XY também € contradtil.

Definigao 3.50. Sejam X um espacgo topoldgico e Y um subespaco de X. Uma
aplicagao continua r : X — Y chama-se uma retragdo quando se tem r(y) =y
para todo y € Y, ou seja, quando r|y = idy. Uma retracio r : X — Y ¢,
portanto, uma extensao continua a X da aplicacao identidade Y — Y. Toda
retracao € sobrejetiva.

Quando existe uma retracao v : X =Y o subespaco Y chama-se um retrato

do espaco X.

Exemplo 3.51. Se X = X; U Xy, em que X; e Xy sao conjuntos fechados com
um dnico ponto em comum, isto €, X1 N Xy = {x0}, entao X; e Xy sao retratos
de X. De fato, a fungio r : X — X; definida por f(x) = z, se x € Xy, e
f(z) = zg caso v € Xo, é uma retra¢io. Da mesma maneira consequimos ver

que Xy € retrato de X.

Defini¢ao 3.52 (Homotopia relativa). Dadas f,g: X — Y continua, diz-se que

f € homotopica a g relativamente a um subespaco A C X, e escreve-se

f~g (rel.A)

quando existe uma homotopia H : f ~ g tal que H(x,t) = f(x) = g(x) para todo
x € A. Evidentemente, para que se tenha f ~ g (rel.A) € necessdrio, antes de

tudo, que f(x) = g(x) para todo x € A.

Exemplo 3.53. Sejam X = I, Y = R* — {0}, f e g as funcoes que mandam
I no semicirculo superior e inferior de S*. Seja A = 0I. Neste caso f e g nao
sao homotdpicas relativamente a A, embora sejam homotdpicas, pois qualquer
homotopia que ndao meze os pontos 0 e 1 teria que passar pela origem. SeY = R?,

entio f e g sio homotopicas também relativamente a A.

3.2.2 O Grupo Fundamental

Definicao 3.54. Sejam I = [0,1] diremos que a.b : I — X sdao caminhos

homotdpicos quando tivermos a ~b (rel.0I). Abreviaremos esta notac¢ao por
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a ~b. Assim, uma homotopia H : a ~ b entre caminhos € uma aplica¢ao continua
H:IxI— X tal que

quaisquer que sejam s,t € I.

Figura 3.8: Caminhos

Definicao 3.55. Dois caminhos fechados o, 8 : I — X dizem-se livremente
homotopicos quando existe uma aplicagao continua F' : I x I — X tal que
F(s,0) = a(s), F(s,1) = B(s) e F(0,t) = F(1,t) para quaisquer s,t € I.
A altima igualdade significa que, para todo t € I, o caminho Fy, : I — X,
Fi(s) = F(s,t), € fechado.

Observacao 3.56. Indicaremos sempre, com « = [a] a classe de homotopia
do caminho o : [ — X, isto €, o conjunto de todos os caminhos em X que
possuem as mesmas extremidades que o e que sao homotopicos a o com extremos

fizxos durante a homotopia.

Definicao 3.57. Sejam «, B : I — X caminhos tais que o fim de a coincide com
a origem de (. Definiremos o produto a3 como sendo o caminho que consiste
em percorrer primeiro o e depois 3. Como o tempo que dispomos para percorrer

af =1, isto nos obriga a dobrar a velocidade em o e em (3. Assim, definiremos
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af : I — X pondo:

« (s) = a(2s) se 0 <s<1/2,
T B2s—1) selj2<s<1

Como (1) = B(0), as regras acima bem definem uma aplicagao a5 - I — X tal
que aB[0,1/2] e af|[1/2,1] sao continuas. Segue-se que af é continua e portanto

¢ um caminho, que comeca em «(0) e termina em [(1).

Definicao 3.58. O caminho inverso de o : I — X €, por definicao, o caminho
a ' T — X, dado por a™(s) =a(l —s), 0 < s < 1.

Observagao 3.59. Vemos que a~'(s) comega onde o termina, e termina na

origem de .

Proposicao 3.60. Sejam a, a’, b e b’ caminhos em X tais que a e a' sdao

homotdpicos e b e b também sao homotopicos, entdo ab é homotdpico a 'l e

a=' é homotdpico (a’)~.

Demonstragao: Se H : a = d e K : b = bV sdo homotopias, definimos
L:1x1— X pondo

L(s.t) H(2s,t) se0<s<1/2tel
s, t) = :
K(2s—1,t) sel/2<s<1,tel

Como H(1,t) = K(0,t) = a(1) = b(0) para todo ¢t € I, vemos que L é bem
definida. Como L|([0,1/2] x I) e L|([1/2,1] x I) sdo continuas, concluimos que L
¢ continua. Dai: L(s,0) = H(2s,0) = a(s),s € [0,1/2], L(s,0) = K(2s — 1,0) =
b(s),s € [1/2,1]. Portanto L(s,0) = ab(s). Seguindo o mesmo raciocinio,
obtemos L(s,1) = a’b(s). Além disso,

L(0,t) = H(0,1) = a'(0) = a(0) = b(0) = ¥/(0) = ab(0) = a'b/(0),

L(0, 1) = ab(0) = a't/(0)

L(1,t) = ab(1) = d'b'(1)

Desta forma, concluimos que L é uma homotopia entre ab e a’t/. Isto é,
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ab ~ a'b'. Considere F' : I x I — M, definida por L(s,t) = H(1 — s,t). Entao,
L(s,0)= H(1 —5,0)=a""!

L(s,NH(1 —s,1) = (a/)"
L(0,t) = H(1,t) = a(1) = a~*(0) = (a’)7'(0)

L(1,t) = H(0,t) = a(0) = a ' (1) = (a’)'(1)
Sendo L continua, segue entao que L :a~! ~ (a’)~!, como querfamos. O

Definicao 3.61. Em uma variedade X, sejam o uma classe de homotopia de
caminhos que tem origem num ponto x € X e terminam num ponto y € X, e
uma classe de homotopia de caminhos que comecam em y € X e terminam em

z € X. Definiremos o produto af tomando caminhos a € o, b € 5 e pondo
af = [ab]

Assim, por defini¢ao [a][b] = [ab].

Definimos também, o' = [a™'], onde a € a.

Observacao 3.62. A proposicao 3.60 mostra que o produto a8 nao depende das
escolhas dos caminhos v € o e p € 8, portanto estd bem definido. FE, a sequnda

parte da proposicdo anterior, mostra que a classe de homotopia o' = [y71] € a

1

mesma, seja qual for o caminho v que escolhemos em «. A classe a™ € chamada

muversa de o.

Definicao 3.63. Sejam o : I — X um caminho e p : [ — [ uma parametriza¢ao
de 1, isto €, uma fungdo continua tal que w(0I) C OI. O caminho f = ao p :
I — X chama-se reparametrizacao do caminho «. A parametrizacao
diz-se positiva quando ¢(0) = 0 e (1) = 1, se for negativa quando ¢(0) =1 e
©(1) =0, e trivial quando p(0) = p(1).

Proposigao 3.64. Seja 5 = aop uma reparametrizacao do caminho o : I — X.
Se a parametrizacao @ for positiva, entdo B ~ «; se for negativa, tem-se B ~ a~*;

se for trivial entao 8 = constante.

Demonstracao: De fato, dois caminhos em I sdo homotdpicos (com extremida-
des fixas) se, e somente se, tém a mesma origem e o mesmo fim. Sejam,j: [ — [

dadas pori(s) = se j(s) = 1—s. Tem-se portanto ¢ ~ i, p =~ j ou ¢ ~ constante,
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conforme seja p uma reparametrizagao positiva, negativa ou trivial. Segue-se ime-

diatamente que o p ~ aoi =, oY ~ aoj = a ! ou aop ~ constante,

respectivamente. 0

Proposicao 3.65. Sejam o, [, : I — X caminhos tais que cada um deles
termina onde o sequinte comega. Sejam o« = [a, = [B], u = [u] suas classes
de homotopia, v = «(0) a origem de o, y = a(l) seu fim, e,, e, os caminhos
constantes sobre esses pontos e e, = [es], €, = [e,] as classes de homotopia

dessas constantes. Tem-se entao:

3. g, = = Qgy
4. (@B = a(Bpu)

Lema 3.66. [Lema da Colagem] Seja X = ANB onde A e B sdo fechados em X .
Sejam f: A—=Y eg: B—Y continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B,
entao a func¢io h : X — Y dada por h(z) = f(z) se x € A e h(zx) = g(x) se

xr € B € continua.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [16].

Definigao 3.67 (O grupo fundamental). Considere um espago topoldgico X e
r € X. O Grupo Fundamental 7 (X,x) é um grupo formado pelas classes de

homotopia dos caminhos fechados em X baseado em x com a opera¢ao
[u][v] = [u - 0]

onde [u] € a classe de homotopia dos caminhos fechados w.

Definigao 3.68. Consideraremos pares do tipo (X,xo), onde zo € X serd
chamado o ponto bdsico do espaco topologico X. Os caminhos fechados
a: (I,0I) — (X,xo) serdao chamados caminhos fechados com base no ponto
xo. As homotopias serao relativas a O1.

O subconjunto m (X, x9) do grupo fundamental, formado pelas classes de
homotopia de caminhos fechados com base em xqy constitui um grupo, chamado
o grupo fundamental da variedade X com base no ponto xy. O elemento neutro

desse grupo € a classe de homotopia € = €, do caminho constante no ponto x.
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Lema 3.69. Sejam a, a/, b e b/ caminhos em X tais que a é homotdpico a a’ com
relagao a {0,1} e b € homotdpico a b’ com relagao a {0,1}, entao ab é homotdpico

a a't! com relagao a {0,1}

Demonstracao: Como a =~ a/(rel{0,1}) existe uma aplicagdo H : [ x [ — X
com

H(s,0) = H(s,1) = 2, H(0,t) = a(t) e H(1,t) = d'(t).

De forma semelhante existe uma aplicacdo continua H : I x I — X com
H(s,0) = H(s,1) =a,H(0,t) = b(t) e H(1,t) =V (t)Vt,s € I.

Defina G : I x I — X por

H(s,2t 0<t<i
Gy = [ HE20.  0sis)
H(s,2t—1), $<t<1
Entao .
G(s, 5) =H(s,1) = H(s,0) =z

e pelo Lema 3.66, G é continua. Tem se que

G(s,0) = H(s,0) =z e G(s,1) = H(s,1) = .

Também
H(0,2t) = a(2t), 0<t<i
G(0,t) = _( ) = al2t) L2 =asb(),
HO,2t—1)=b(2t—1), 1<t<1
e
H(1,2t 2t 0<t<?
G(l,t): ( ) CL( ) 1— — 2 :a'-b’(t).
H(1,2t—1)=b(@2t—1), 1<t<1
Portanto G pe uma homotopia entre a - b e a’ - i/ relativo a {0, 1} O

Pelo Lema 3.69 a operacao [a][b] = [a - b] estd bem definida.

Proposicao 3.70. m(X,x) € um grupo

Demonstragao: Para verificar que m(X,z) é de fato um grupo, é necessario

verificas as trés propriedades:

1. Existéncia do elemento neutro e sua relagao com os demais elementos.
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2. Existéncia do elemento inverso.

3. Propriedade associativa.

O elemento neutro é o caminho constante €, e a sua classe serd denotada por
e. Dada uma classe arbitraria [a] com representante a a classe inversa é [@]. E
necessario mostrar que [a]e = e[a] = [a] para toda classe [a], [a][a] = [a]la] = e e
por fim, [a][b- c] = [a - b][c].

1. Dada [a] uma classe de caminhos fechados qualquer, temos que [a|e = [a-£,].
Basta entdo mostrar que a-e é um elemento da classe [a], ou seja, que a - &,
é homotdpico a a relativo {0, 1}. Isso segue da proposi¢ao 3.65.

Portanto [a]e = [a]. De maneira semelhante mostra se que efa] = [a].

2. Dada [a] uma classe de caminhos fechados qualquer, temos que [a][a] = [a-a].
Basta entao mostrar que a - @ é um elemento da classe e, ou seja, que a - @
¢ homotdpico a g, relativo a {0, 1}.
Novamente pela proposicao 3.65 isso é verdade.

Portanto [a][@] = e. De maneira semelhante mostra se que [al[a] = e.

3. Dadas as classes [a], [b] e [¢] vamos mostrar que [a][b-c] = [a-b][c|. Para isso

é suficiente mostrar que a - (b- ¢) é homotdpico a (a - b) - ¢ relativo a {0, 1}.

De fato, considere a aplicacao H : I x I — X dada por

a(35), 0<t<i-:
H(s,t)=4¢ bdt—2+s), 1 —-35<t<3-3
(M), 3_s<i<l

Ci
a,=bg

t=0, a(0)= a,
t=1/2-s/4, a(1) = a;
t=1/2-s/4, b(0) = by=a;
t=3/4-s/4, b(1) = b,
t=3/4-s/4, c(0) = cy=b;
t=1, c(l) =c¢

dg

Figura 3.9: Gréafico da funcao H
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Tem se que
[ a(2t), o<t<!
H(0,t) =q b4t —2), +<t<3 =wu-(v-w)(t)
[ c(4t—3), 2<t<1
([ a(4t), o<t<!
H(1,t) =4 b4t —1), 1<t<i =(u-v) wt).
[ c(2t—1), $<t<1

Além disso tem se H(s,0) = a(0) = x e H(

H é continua. Mas

w
—_
~—

= ¢(1) = x. Resta mostrar que

H(s,%— Y =a() = b0) =z ¢ H@,Z— %) =b(1) = c(0) =

e pelo Lema 3.66, H é continua e, consequentemente, uma homotopia entre a-(b-c)
e (a-b)-crelativo a {0,1}.

U

Quando M é conexo por caminhos e m(X,z9) = {e} dizemos que X §é
simplesmente conexo. A proxima proposicao mostra que o grupo fundamental
independe do ponto base escolhido. Portanto, podemos representar o grupo

fundamental por m1(X), sem nenhuma referéncia explicita ao ponto base.

_>

Exemplo 3.71. Considere R? e a origem. Entao m (R?, 0) é o grupo trivial.

De fato, considere a classe neutra e. Entdo se ¢y € e significa que co(t) = 0
para todo t € [0,1]. Seja um caminho fechado o qualquer baseado na origem, isto
, —
é, a(0)=a(l)= 0.

Considere a aplicagao H : I x I — X dada por H(s,t) = (1 — s)a(t). Entdo
H € continua, H(0,t) = a(t) e H(1,t) =0 para todo t € I. Também

H(s,0) = (1—3)(1(0):(1—3)3:? eH(s,l):ﬁ.

Isso mostra que H é uma homotopia entre o e a fungdo nula relativo a {0,1}, ou
seja, o € e.

90
Portanto, m (R*, 0) = {e}.

Exemplo 3.72. 1. Se X ¢ contratil entao X é simplesmente conexo.

2. Sen > 1, entao S™ é simplesmente conezxo. Ver [16]

Observagao 3.73. Se f : X =Y eg:Y — X satisfazem go f ~ idx entao f

€ injetiva e g sobrejetiva. Se f o g~ idy entdo g € injetiva e f € sobrejetiva.
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Proposicao 3.74. Seja X conexo por caminhos. Dados g, x1 € X ey : 1 — X
tal que v(0) = x¢ e v(1) = x1, entdo existe um isomorfismo entre m (X, zg) e

7T1(X, SL’l).

Demonstragao: Seja v : I — X caminho tal que v(0) = zg e y(1) = x;. Se a é

uma curva fechada de xy entdao y~! % o * v é uma curva fechada de ;. Dado um

-1

elemento [o/] = [y~ ' * a*v] € m (X, z1). Denotaremos essa aplicagao por:

n: 7T1(X, ZL’()) — 7T1(X,$1)

Vamos mostrar que 7 é um isomorfismo.

1. 7 é um homomorfismo.

Com efeito, dados [a], [8] € m1 (X, z¢), temos:

n(la] = [8]) = [y~']*[o]* (6] =[]

Assim, n é um homomorfismo.

2. n é bijetiva. Para mostrar que n é bijetiva, vamos introduzir a inversa de
n. Seja:
7’]—1 : 7T1(X,£E1) — 7T1(X, ZIZ'())

tal que
nH([@]) = [yxa %77

Afirmacao: n~! é a inversa de 7.
De fato,

eta 'n([a]) = ' ([y "t xaxq])
= [yxy ' xaxyxy ] =l

Assim,

0 = idey (X o)

e por simetria

' = idey (x,00)
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Pela ultima observacao 7 é injetiva e sobrejetiva. Segue entao que 1 é um

homomorfismo bijetor, logo, um isomorfismo. Como queriamos. 0

Definicao 3.75. Sejam X e Y espacos topolégicos. Uma aplicagao f: X — Y
¢ um homeomorfismo local quando para cada ponto v € X existe um aberto U

contendo x em X tal que V = f(U) € aberto em Y e f|y é um homeomorfismo
de U sobre V.

Exemplo 3.76. Considere a sequinte aplica¢ao:

E:R — S
t — exp(t) = e = (cos(t), sen(t))

& € um homeomorfismo local.
De fato, observe que a funcao & € um caso particular do exemplo 1.7, onde
p =1, e ld vimos que a fun¢do era uma bijecao no espago V, = {t € (o, a+2m)}.

Dai, £(V,) = Uy = S* — {p} que é aberto sobre S*.

Definicao 3.77. Sejam f : X — Y, g : Z — Y aplicagoes continuas. Um
levantamento de g(relativamente a f) é uma aplicagao continua g : Z — X tal
que fog=yg.

Definicdo 3.78. Seja p : X — X uma funcio continua, X e X espacos

topolégicos. Um aberto V C X € dito vizinhancga distinguida se:

pil(v) = U Ua

ael

onde {Uy|a € T} € uma famdlia de abertos de X, dois a dois disjuntos, tais que:
p|Ua Uy, =V

€ um homeomorfismo.

Definigao 3.79. Uma aplicagdo de recobrimento(ou simplesmente um recobri-
mento) é uma fun¢ao:
p: X =X

continua, sobrejetiva e tal que todo x € X possui uma vizinhanga distinguida.
O espaco X chama-se um espaco de recobrimento de X e, para cada v € X, o
conjunto p~*(x) chama-se a fibra sobre x. As vezes, X € chamado de base do

recobrimento. Veja a figura 3.10.
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Exemplo 3.80. A aplicacdo exp : R — S dada por:
exp(t) = e = (cos(t), sen(t))

€ um recobrimento.

De fato, a fun¢io R — R x R dada por t — (cos(t), sen(t)) € continua, pois as
fungoes cosseno e seno sao continuas.

Vamos mostrar que exp € sobrejetiva. Considere p = (z,y) € S', e defina
g: St —[0,2m) por:

arccos(x) sep=(z,y) comy>0
9(p) =
21w — arccos(x) sep = (z,y) comy <0

Note que se y < 0, entdo x < 1, assim 0 < arccos(x) < 7 e seque que
21 — arccos(zx) € [0, 27).

Agora, considere f : [0,27) — S' dada por f(t) = (cos(t), sen(t)). Observe que
fog=1d, pois, escreva t = arccosz € [0, 7], dai, cost = x e sent > 0. Como
p € St temosy = £1 — 22 = +sent

Assim,

B (cos(t), sen(t)) sey >0
(fe9)p) = { (cos(2m —t),sen(2m —t)) sey <0
{ t),sen(t))  sey>0

(cos(t), —sen(t)) sey <0

Portanto, f o g é a funcdo identidade sobre S*, logo, f é sobrejetiva. Como f é
a func¢ao exp restrita seque que exp € sobrejetiva também.

Precisamos mostrar que para todo p € St possui uma vizinhanca distinguida. Mas
note que para todo p = (z,y) = (cos(t), sen(t)) = exp(t) € S*, temos que para
z =t+2km, comk € Z, exp(t) = (cos(t), sen(t)) = (cos(t+2km), sen(t+2km)) =
exp(t + 2km) = exp(z), ou seja, temos uma familia de elementos discretos cuja
exp~Y(p) = {t + 2km; k € Z}, de forma que é a imagem inversa de abertos dois
a dois disjuntos. Em outras palavras, para cada aberto U em S, temos que
exp” ' (U) = U (V +{2kn}), onde V = exp™ (U)|j0.2n)

kEZ
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sese
o

U,

3 @@

Figura 3.10: Aplicagao de Recobrimento

Proposigao 3.81. O Grupo Fundamental w(S') € isomorfo ao grupo 7Z.

Demonstracao: Ha varias maneiras de chegar nesse resultado. Aqui vamos
construir um isomorfismo entre o Grupo Fundamental e os inteiros. Para isso
considere o ponto base by = (1,0) em S'. Seja o : I — S' um caminho fechado
comecgando em by e terminando em by mas nao necessariamente com uma volta.
Note que a pode ir no sentido horario e também no sentido anti horario e pode
dar vdrias voltas, em outras palavras, a(0) = by e a(1) € {by}.

Considere o recobrimento de S! por R dado por p(x) = (cos(2mx), sen(27x)).
Dado um n € Z temos p(n) = (cos(2mn), sen(2mn)) = (1,0) = by, isto é,
p(Z) = by. Observe que n é o nimero de voltas que o caminho faz em S?.
Como « é um caminho fechado em S! comegando em by, pelo Definicao 3.77
existe um tdnico caminho @ em R comegando em p~'(by) tal que poa = a, ou

seja, que o diagrama abaixo comuta.
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e X
a
Figura 3.11: Diagrama

Note que @ = (p~! o )(t) para t € [0,1], ou seja, a restri¢ao de p sobre [0, 1]

¢ um homeomorfismo e portanto @(1) = p~*(a(1)) = p~(by) = n para algum
n € Z.
Pela definicao 3.77, se 8 é um outro caminho fechado em S! homotdpico a «
relativo a {0, 1}, os respectivos levantamentos @ e 3 que sdo tinicos (quando
se diz unico quer dizer que se existe um outro caminho, digamos v, com as
tais propriedades, entdao v é homotdpico a este caminho) também sao caminhos
homotépicos relativos a {0, 1}, isto é, o inteiro n depende somente da classe de
homotopia [«].

Considere a seguinte fungao ¢ : m,(S*, by) — Z dada por

é(la]) = @(1) = n.

Vamos mostrar que ¢ é bijetora. A imagem inversa de p em by é o conjunto 7Z,
isto é, p~!(by) = n para algum n € Z. Como R é conexo por caminhos, existe um
caminho @ : I — R comegando em 0 e terminando em n, isto é, @(0) e @(1) = n.

Seja o : I — S um caminho em S! definido por a(t) = (p o @)(t). Entao

a(0) = (po@)(0) = p(a(0)) = p(0) = bo.

Da mesma maneira,

a(l) = (pea)(l) = p(a(l)) = p(n) = bo.

Isso mostra que « é um caminho fechado em S!. Pela construcao, note que @ é
um levantamento de « e pela definicao 3.77, @ é tnico.

Logo, dado um n € Z qualquer existe um caminho fechado a em S! tal que
o([a]) =@(1) = n. Isso mostra que a funcao ¢ é sobrejetora.

Agora suponha que dado n € Z na imagem de ¢, existam duas classes [a] e [5] tais
que ¢([a]) = ¢([f]) = n. Pela construcao de ¢, considere os caminhos @: [ — R

e B : 1 — R tais que sejam os levantamentos de a e § respectivamente. Entao
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temos que @(0) = B(0) = 0 e por hipétese temos a(1) = B(1) = n.
Pelo fato de R ser simplesmente conexo e @, [ terem os mesmos pontos iniciais
e finais, @ e B devem ser homotdpicos, isto é, existe uma funcdo continua

H : I xI— R que satisfaz
H(s,0)=0,H(s,1) =n, H(0,t) = a(t), H(1,t) = B(t),Vs,t € I.

Considere a funcio H : I x I — S dada por H = po H. Como H é continua e

p é continua, a composta H é continua e vale
H(s,0) = (po H)(s,0) = p(H(s,0)) = p(0) = (cos(0), sen(0)) = (1,0) = by,

H(s,1) = (po H)(s,1) = p(H(s,1)) = p(n) = (cos(2mn), sen(2mn)) = (1,0) = by,
H(0,t) = (po H)(0,t) = p(H(0,t)) = p(@(t)) = (po@)(t) = a(t),
H(1,t) = (po H)(1,t) = p(H(1,1)) = p(B(1)) = (po B)(t) = B(1).

Essas contas mostram que H é uma homotopia entre a e (3 relativo a {0,1}, ou
seja, [a] = [B] e portanto ¢ é injetora.

Agora vamos mostrar que ¢ é de fato um homomorfismo entre os grupos m(S?)
com a operagao definida na definigao 3.57 e o grupo (Z, +).

Note que a fungao de recobrimento p é periddica de periodo 27 e portanto vale:
p(n+x) = (cos(2m(n+x)), sen(2rw(n+x))) = (cos(2mx), sen(2wz)) = p(z), Vo € R.

Considere a : I — S' e B : I — S' dois caminhos fechados comecando em by.
Considere seus levantamentos @ : I — R e B : I — R que sdo tnicos tais que
a(0) = B(0) = 0. Pelo fato de R ser conexo por caminhos existem inteiros n e m

tais que @(1) = n e B(1) = m. Seja ¥ um caminho em R dado por

— . E(Qt)7
) = { n+ B2t —1),

~~ <

IA N
— N

o= O
IA A

Note que 7 estd bem definida, é continua pelo lema 3.66, 7(0) = @(0) = 0 e
7(1) = n+B(1) = n+m. Ou seja, J é um caminho em R entre a origem e n +m.

Agora considere v : I — St dado por v = p o 7. Entao
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R

o<|
©

I—Y’Sl

Figura 3.12: Diagrama de v

_ ) p@@), 0<t<li
| pe+BERt-1), <t<i
_ ) p(@(2t)), 0<t<!

| pBt-1), s<t<t

_ ) a2, 0<t<d

| BEet-1), t<t<1

ou seja, ¥ = « - 5. Isso mostra que 7 é o levantamento de . Com isso temos

ola-p]) = o)) =~(1)

= n+m
= a(1)+p(1)
= o([a]) + o([B]).

O

Conhecendo o Grupo Fundamental de S' podemos calcular o Grupo Funda-
mental de outros espacos, cuja construcao depende de S!', bem como podemos
analisa-las do ponto de vista de homeomorfismo, ou seja, espacos que possuem
Grupo Fundamental diferentes nao sao homeomorfos.

Primeiramente, usando Grupo Fundamental, mostraremos que S! nao ¢ homeo-
morfo a S™ quando n > 2, mas, para isto precisamos calcular o Grupo Funda-

mental de S™. Para tal, considere o seguinte lema.

Lema 3.82. Seja X um espaco topoldgico tal que X = U UV |, onde U eV sao
subespagos abertos, simplesmente conexos e UNV € conexo por caminhos. Entdao

X € simplesmente conexo.
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Demonstracao: Considere uma classe de homotopias [a] € (X, zp), onde
a:l — X, tal que xg € X NV. Pela continuidade de «, temos que o conjunto
{a7}(U),a Y (V)} é uma cobertura de I, que é compacto. Logo, podemos

construir uma particao de I:
O=to<ti <---<t, =1

de tal maneira que a([t;—1,%]) € U ou a([ti—1,t;]) € V para cadai = 1,--- ,n.
Quando dois intervalos consecutivos [t;_1,%;] e [t;, t;11] s@o tais que a([t;_1,t;]) e
a([t;, tix1]) pertencem a mesma componente conexa U ou V', podemos eliminar
o ponto comum juntando os intervalos em um sé de tal maneira que repartindo
o intervalo I adequadamente tenhamos que «a(t;) € UNV. Mas, como UNV é
conexo por caminhos, existe um caminho n; que liga z¢ a «(t;).

Para cada 7, definamos:
017;(8) = a((t, - ti_l)S + ti—l)a 0 S S S 1.

Logo, ;(0) = a;(t;—1) e a;(1) = a(t;). Assim, podemos escrever o da seguinte
maneira:

OO Q.

Entao:

a(og-n ) (magmy') (me-az-mzt) - (1 - ).

Note que, devido a forma como foi feita a particao de I, cada (n; - a1 - 77;11)
¢ um caminho totalmente em U ou em V. Utilizando o fato de que U e V sao

simplesmente conexos, temos que, para cada i,
-1 .
Mi Qi1 " T = 6
entdo o ~ e, e, portanto, m (X, z) = {0}. O
A consequéncia direta desse lema é que o Grupo Fundamental de S™ (n > 2)
¢ o grupo trivial. Mostraremos no exemplo, considerando os subespacos U como

sendo ST que nada mais ¢ do que a esfera S™ sem o polo norte py e V' como

sendo S™ que nada mais é do que a esfera S™ sem o polo sul pg.

Exemplo 3.83. m;(S",p) = {0} para todo n > 2.
Solucao: Observe que
S"=8"ust,
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em que ambos os conjuntos S™ e S} sao abertos e contrdteis pois sao homeomorfos
a R™, logo, além de abertos, sio simplesmente conexos. Além do mais, € fdcil
notar que S™ NS € conexo por caminhos. Assim, pelo lema anterior, temos que
S™ ¢ simplesmente conexo, para todo n > 2. Portanto, S™ possui somente uma

classe de homotopia, de onde seque o resultado.

Portanto a esfera S™, n > 2 nao é homeomorfa a S*, caso contrario terfamos:
{O} = Wl(Sn7p0) = Wl(slaxO) = Za

o que é um absurdo.
Conhecendo o Grupo Fundamental de S' também podemos calcular o Grupo

Fundamental do cilindro C. basta observar que C' = S! x R, assim temos
m1(C, (20, 0)) = w1 (ST, x0) X M (R, 20) =~ Z x {0} =~ Z.

De forma semelhante, podemos calcular o Grupo Fundamental do toro T?. Como

T? = St x S, entao
7T1(T2, (20,20)) ~ 7'('1(51,20) X 771(51,20) ~ 7 x 7.

Da onde segue que o toro T nao é homeomorfo a S™, (n > 1).

3.3 Crescimento Exponencial

Nesta secao, definiremos crescimento exponencial para grupos finitamente
gerados e veremos que crescimento do grupo fundamental pode ter sentido
geométrico dentro da variedade. E, por fim, veremos exemplos de grupos com

distintos tipos de crescimento. Para maiores detalhes, [1], [8], [9] e [24].

Definigao 3.84. Um grupo G € finitamente gerado se existe F = {g1, -+ ,gn} C
G, de tal forma que todo elemento de G pode ser escrito como produto dos finitos
elementos de F e de seus inversos. O conjunto F é um gerador simétrico

sempre que g € F implicar que g~' € F.

Defini¢ao 3.85. Seja R um grupo finitamente gerado por W = {wq, -+ ,wy,}.

Para

€1

£9 Em
i w

w = w; w;; i

onde e; = *1 ew;; € W, com 1 < j < m, definimos o comprimento de w em W
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por
L(w) = |e] + [ea] + -+ + |em]

Para cada m € N*, definimos a fungao crescimento de R, por:
[(m) = #{w € R; i (w) < m}

Veja [8] ou [9).

Definicao 3.86. Dizemos que R tem crescimento exponencial se existem
constantes A,a > 0 tais que

['(m) > Ae™™

comm > 1.

Observacao 3.87. O crescimento exponencial da funcao independe do conjunto

de geradores

Defini¢ao 3.88. Quando R = m(M). Definimos para @ € m (M),
ly(@) = inf{|a|;a € @}

onde |a| € o comprimento de arco da curva . Para cada r € RT, definimos a
funcao,

P(r)=#{aem(M);ly(a) <r}

Provaremos no Lema 4.9 que o grupo fundamental tem crescimento expo-
nencial se, e somente, P tem crescimento exponencial, isto é, existem constantes
B >0, b> 0 tal que P(r) > Be".

O grafico de Cayley de um grupo, G com um determinado conjunto de
geradores, X, codifica como os elementos geradores escolhidos operam nos

elementos do grupo.

Defini¢ao 3.89 (Cayley). Dado um grupo, G, e um conjunto de geradores, X,
podemos formar um grdfico direcionado com os elementos de G como vértices
e com suas arestas rotuladas pelos elementos de X com uma aresta unindo um

vértice, g, ao vértice gr rotulado por x
g —gx

Esse grdfico é chamado de grdfico de Cayley do grupo, G, em relagao ao

congunto de geradores.
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Exemplo 3.90. Seja M o bitoro sélido. Afirmamos que o crescimento de (M)
¢ exponencial.

De fato, firemos v(m) como sendo as palavras de comprimento iguais a m e
['(m) as palavras de comprimento menores ou iguais a m. Considere o grifico de
Cayley do grupo livre sobre dois geradores a e b.

Pelo grifico (3.13), temos que as palavras distintas de comprimento 1, sdo:
e, a, b, a™', b1, dai, (1) = 4 e as palavras distintas de comprimento 2,
s@o: aa,ab,bb,ba,ab™, ba"t a7tb, b a, b7 ta" a7 a" e, b7 0L, por causa
disso, v(2) = 12.

bb

bal 5 | s  ba

atht ab'!

blat——s1 s pig

bp

Figura 3.13: A esquerda o Grafo de Cayley representando as palavras de
comprimento 1 e a direita o Grafo de Cayley representando as palavras de

comprimento 2.

Logo,
N2) =~(1)+~(2) =43"+43° +1=17

Assim, podemos observar pelo grdfico de Cayley que a medida que aumentamos o
comprimento das nossas palavras elas aumentam de trés em trés. Logo, a nossa

fungao ~y pode ser vista como,
y(m) = 4.3™1, para m > 1.
E quando m = 0, temos que v(0) = 1. Dai, v(3) = 36 = 4.3%. Logo,
I'(3) =v(1) +7v(2) +7(3) =4.3> +43' +43° +1 =153
Por indugdo, consequimos verificar, I'(m) = >0~ ~(7).
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De fato, para m = 0, temos

Agora assumindo que € verdade para m, mostremos para m + 1.

Note que,
Def m m—+1
ef. H.I . .
L(m+1) = T(m)+y(m+1) =Y y(i) +y(m+1) =Y _ ()
=0 i=0
Portanto,

I(m)=43"""+43"7+... +43"+43' +43°+1

Logo, T'(m) >

43771 = (34 1)3m~1 = 3m 4 3m1 > gm > gm,
Assim, I'(m) > e™

, como desejdvamos.

H+
R
N i =
: 2 1
~}+ e
S
T

Figura 3.14: Grafico de Cayley
Definicao 3.91. Dizemos que R tem crescimento polinomaial se
I'(m) = p,

onde p € um polinomio de grau n, comn > 1.

Exemplo 3.92. Considerando M = S*xD? o Toro Sélido, o grupo fundamental é
(M) = Z, pois como D? € contrdtil, o grupo fundamental de D* é isomorfo a um
grupo formando por um tnico elemento, ou seja, w1 (D?) ~ {0}. O crescimento

de (M) € polinomial.
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De fato, podemos observar que, as palavras de comprimento menores do que
1 sdo e,a,a™t, logo, T'(1) = 3, e as palavras de comprimento menores do que

Laa,a™ta™t, dessa forma, T'(2) = 5. Seguindo esse raciocinio,

2 sao e,a,a”
teremos I'(3) = 7,1'(4) = 9, -+, com isso consequimos observar que as palavras
de comprimento menores do que m € dado por: T'(m) = 2m + 1. E facil ver
que formamos uma sequéncia de numeros impares. Portanto, o Toro Solido tem

crescimento polinomial. Veja a figura 3.15.

Figura 3.15: Crescimento Polinomial

Exemplo 3.93. Considerando M = S x S' o Toro, o grupo fundamental é
m(M) =7 xZ. O crescimento de w1 (M) € polinomial.
De fato, observamos que I'(0) =1, I'(1) =5, I'(2) = 13, I'(3) = 25, ...,

Pous,

0 ~ X 3
7

~ =~ _ 1 _ _ 17— -1 — 171 ~
e a,at, b, b7t aa,ab,bb,ab "t a7, a7 a e 0L,

Note que a=*b=b"ta, ab™' =ba™', b'a ' =ab e a™'b~! = ba.

Dessa forma, consequimos verificar por meio de processo indutivo que,
L(m) =2m* +2m + 1,

De fato,
ParaT(1) =2(1)>+2(1)+1=21+21+1=5
Agora assumindo que seja verdadeiro para m, mostremos para m + 1.
Note que,
Tm+1) " Tm)+ym+1) = 2m2+ 2m+ 1+ y(m +1)
= @m*+2m+1) +4m+1)=2m* +2m+1)+2m+2+1
= 2m+1)*+2m+1)+1

Logo, a fung¢ao crescimento do grupo fundamental do Toro é polinomial.

67



3.3. CRESCIMENTO EXPONENCIAL

Figura 3.16: Grupo Fundamental do Toro

m(S?) x 1 (SY) = {0} X Z ~ Z e 7 (T?) ~ m(S* x ST x S1) ~ 7, (S1) x m1(S) x
m(SY) ~ Z x Z x Z. Note que, ©(S3) € finito, m(S? x S') ¢ abeliano da mesma

forma que (T?3) e em todos esses casos, o crescimento do grupo fundamental nao

Exemplo 3.94. Pelo exzemplo 3.83, sabemos que 71(S?) ~ {0}, m (5% x S1) ~

¢ exponencial. Fxiste um resultado, que nao provaremos, pois foge aos propdositos
desse trabalho, que diz: Se m (M) € finito ou abeliano entao mw (M) ndo tem

crescimento exponencial. Sugerimos que ao leitor interessado veja as referéncias

[1] e [14].
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Capitulo 4
Teorema Principal

Neste capitulo apresentaremos a prova do teorema que motivou este estudo.
Para isto, utilizaremos os resultados e conceitos apresentados nos capitulos
anteriores, bem como os resultados apresentados na primeira secao deste capitulo.

A principal referéncia para este capitulo foi [18].

4.1 Resultados Auxiliares

No que segue M é uma 3-variedade compacta e consideramos um fluxo Anosov
definido em M.

Definicao 4.1. Seja ¢, um fluro de Anosov sobre uma variedade compacta
diferencial de classe C*. Por analogia com o fluro geodésico sobre uma variedade
com curvatura negativa as fibras da folheagao F*° sao chamadas folha estdvel
forte as fibras da folheagao F* sao chamadas folha instdvel forte. As fibras de
folheacoes F*t1 e Futl sio chamadas estdvel e instdvel, respectivamente. Veja

(19,

A aplicacao f da variedade FE; na variedade FE, é chamada de um
homeomorfismo local se para qualquer ponto p € E; podemos encontrar uma
vizinhanga que é homeomorficamente aplicado por f na vizinhanga de f(p) em
E5. Se, mais ainda, o Teorema da Cobertura homotépica (veja [12]) for vélida
para f, dizemos que f é uma cobertura.

Lembremos que um grupo com um numero finito de geradores é chamado um

grupo de crescimento exponencial se podemos encontrar niimeros positivos c e t
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tal que para todo nimero positivo & o nimero distintos de elementos do grupo
que pode ser escrito da forma de uma palavra (em termos dos geradores) de
comprimento que nao exceda k é maior que ce**.

Tome agora uma folha instavel qualquer L* e desenhe através de cada ponto

x dessa folha uma folha estavel L?.

L%

LU
Figura 4.1: Folhas instavel e estavel

Considere o conjunto A; dos pares (z,y), onde z € L" e y € L2, isto é,
Ay = {(z,y) € M/x € L* ey € L3} e introduza uma topologia sobre A;. A
soma

d@r(1),22(0) = pro(rr,za) +_min | max pus(aa (D), 22(0)

onde z1(t) e x2(t) sdo todos os caminhos possiveis na folha estavel que unem
r1 & Yy € Ty a Yy, respectivamente, ¢ chamado de a distancia entre os pontos
(x1,71) € (x2,92) (pru é a distancia com respeito a métrica Riemanniana de L* e
pu(x1(t), x2(t)) é a distancia com respeito a métrica de M). Utilizaremos nessa
métrica a ideia de transporte paralelo (ver figura 4.2).

O conjunto A; pode ser aplicado naturalmente para M, colocando f(z,y) = v,
onde y no lado direito é considerado um ponto de M. Uma vez que as folhas
instavel e estavel sao transversais aos espacgos tangentes em cada ponto, essa

aplicacao é vista como um homeomorfismo local.
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Figura 4.2: Transporte Paralelo

Como A; é localmente aplicado homeomorficamente em M, podemos
introduzir nele uma estrutura da variedade Riemanniana que é a imagem inversa
da estrutura Riemanniana em M. A métrica Riemanniana transforma A; em um
espago métrico (a métrica obtida para o espago A; geralmente nao coincide com
a métrica introduzida anteriormente). Dessa forma realizamos o completamento
de A; com relacdo & métrica obtida e a denotamos por A;. Como a aplicacio nio
aumenta a distancia, podera ser estendida continuamente em A;. Notamos que

f pode ser naturalmente definida usando o fluxo Anosov.

Lema 4.2. A; C M € uma variedade com bordo, o bordo estd sendo decomposto
em um conjunto formado por subespacos I'n. FE cada subespaco € aplicado por

f: Ay — M sobre uma folha estdvel e a aplicacio é um recobrimento sobre T',.

Demonstragao: Temos que mostrar dois resultados, primeiro que A; é uma
variedade com bordo e por fim que a aplicacdo f é um recobrimento sobre o

subespaco ',
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L 3
F

Figura 4.3: Homeomorfismo ao semiespago superior

Para mostrarmos que A; é uma variedade com bordo utilizaremos a definicao
que nés diz que é suficiente mostrarmos que A; é homeomorfo ao semiespaco
superior, ou seja, & H® = {z € R% x5 > 0}. Seja p € A, entdo existe z,, —
p, e essa sequéncia (x,) existe, pois, sempre conseguimos (z1,y1), (z2,v2),. ..

sequéncia de pontos no nosso conjunto Aj.

Figura 4.4: Saturado das folhas estaveis sobre as folhas instaveis

Dessa forma, por definicao, temos
Ve > 0,B(z,e) N A1 # 0 e B(p,e) N AT # 0.

Agora, tome, U = B(p,e) N A; um aberto relativo a A;. Assim, precisamos

encontrar um homeomorfismo ¢ : U — V C H?.
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Figura 4.5: Vizinhanca do Fecho de A;

Tome p = w(z,), defina V' = {(ay,a,t) € R3/t > 0,2, = p_4(p)}. Dessa
forma, temos nosso homeomorfismo v : U — V C H?, o que garante que A; é
uma variedade com bordo.

Queremos mostrar que f é um recobrimento, ou seja, que €é continua,
sobrejetiva e que para qualquer x € M conseguimos uma vizinhanca distinguida.

De fato, como a funcao f esta definida em termos do fluxo de Anosov, isto
é, f(x) = pi(x), para t fixo, e como para cada tempo t o fluxo é uma aplicagao
homeomorfica, temos pela igualdade que a fun¢ao f é um homeomorfismo, e disso
tiramos que f é continua e sobrejetiva. Resta mostrar que conseguimos Vp € M
uma vizinhanca distinguida, em outras palavras queremos que cada p € M

pertenga a um aberto U C M tal que f~1(U) = |J V,, é uma reunido de abertos V,

dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplicz: por f homeomorficamente sobre
U. Mas note que, ao aplicar a imagem inversa de f teremos que as vizinhancas
inversas de p mergulham nas folhas estaveis, que por sua vez sao por definicao
duas a duas disjuntas, e, portanto, temos o resultado buscado. A figura abaixo

serve para ilustrar o que esta acontecendo.
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Figura 4.6: Vizinhanca Distinguida

O

Sejam I'y, e y € I',. Entao, como dito acima, uma curva y(t) € I',, pode ser
encontrada de forma que seja transversal & LZ(t) e tal que f(y(t)) € L},

Portanto, se desenharmos uma folha instével L}, através de f(y), uma vizi-
nhanga de f(y) em L%, é dividida por f(y) em duas partes: L%, due é coberto

em A e L‘}(y) que nao é. Agora construa o espaco A§ que é uma fibra sobre I,

com fibra L} . Considere a uniao A; U (U AS‘) e denote por Ay, da mesma ma-

e
neira que A; é aplicada naturalmente sobre M. Vamos mostrar que a aplicacao f
estendida & Ay ¢ um homeomorfismo local. E suficiente verificar isso para y € L.
Mas f(T',) divide uma vizinhanga de f(y) em M em duas partes, uma das quais

foi provada estar coberta em A;, a outra podemos ver que é coberto em A$.
Afirmagao. A outra parte parte da vizinhanga de f(y) é coberto em A§.

De fato, pois A§ sao as fibras estdveis, e dessa forma, utilizando a mesma

ideia do Lema 4.2, podemos concluir o desejado.
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Uma superficie que cobre uma folha instavel passa por cada ponto em A,.

Isso é verdade, em particular, para y € I',, mas através desse ponto passa
uma superficie cobrindo uma folha estavel. Portanto, existe um ntmero £ que
nao depende de y tal que a e—vizinhanga de f(y) é coberta em Ay (y definido
como antes, sendo um elemento da fronteira de A;). Vamos considerar, como
fizemos para Ap, a fronteira de A,. Podemos usar o mesmo método para provar
que A, é uma variedade com fronteira, onde a fronteira é decomposta em um
conjunto de folhas instaveis (nao estéveis, como é o caso de A;). Continuando
a construcao, obtemos conjuntos A; para qualquer inteiro positivo i e vemos que
A; esta mergulhado em A;,;. Podemos, portanto, considerar a uniao A desses

conjuntos (mais precisamente, o limite indutivo).

A=A
ieN
{(x,y) e M/xreL*eye L} sei=2n+1

{(z,y) e M/x € L ey € L'} sei=2n
Uma topologia natural é introduzida em A. Quanto a Ay, esta provado que,

onde cada A; = { ,com n € N.

para qualquer ponto da fronteira de A; uma vizinhanga distinguida em A;,; pode
ser encontrada e é aplicada homeomorficamente a ¢ —vizinhanca da imagem desse
ponto, onde € como antes depende apenas do fluxo Anosov. O Teorema do Fluxo

Tubular, nés garante a extensao das folhas através dos conjuntos A;’s.

Figura 4.7: Teorema do Fluxo Tubular Longo

A partir disso, deduzimos:

Lema 4.3. A aplicacao natural f : A — M é um recobrimento.
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Demonstracgao: A prova segue de forma semelhante ao lema 4.2, o que Ay nao

cobre o Az cobrird, e seguindo essa ideia, e levando em consideracao o

An:{ {(zr,y) e M/x e L"eye L} sen=2m+1 comm €N

{(z,y) e M/z e L* ey e LY} sen=2m

fazendo um limite indutivo, concluimos entao que vale para todo A,, e nesse caso,

o limite indutivo do A,, é o préprio A. E, portanto, o lema esté provado. O
Denotamos por S(R) o circulo de raio R.

Definigao 4.4. Seja Q= {x € M/z € S(R) ex = f~*(u),u € M}

Lema 4.5. Ezistem c e t tais que para qualquer R > 0, temos que #§ > ce’t.

Demonstracao: Considere a folha instavel L* com a qual comecamos a cons-

trucao no lema 4.2 e tomamos um ponto z nela.

Afirmacao. A drea S(R) do circulo de raio R e centro O na métrica de L

cresce exponencialmente.

De fato, pela definicao de folha instavel, temos que
|Dei(p)v]| = keM||v]],Vt > 0,Vp e M e Vv € L

Agora olhando para A; e destacamos dele o conjunto A{%’E, que consiste dos

pontos da seguinte forma:
Aff = {(z,y) e M,z € S(R) ey € (—e,e)} C E¥

onde x pertence ao circulo de raio R em L" com o centro em O, e y pertence a
e—vizinhanca de L" em Aj.

Podemos ver que para ¢ fixo, o volume deste conjunto é maior que a - S(R),
onde a é um nimero que nao depende de R. Disso e do Teorema de Fubini, temos
que um ponto u € M pode ser encontrado para que o niimero de imagens inversas

R, . . . ,
em A" seja maior que ce®. E assim, estd provado o lema.
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RE
A1 v

(S(R))

Figura 4.8: Volume A"

O

Vejamos que o grupo fundamental de toda variedade fechada conexa é

finitamente gerado.

Lema 4.6. Seja M uma variedade riemanniana fechada. Entao existe L > 0 tal
que entre todo par de caminhos menor ou igual a L de forma que compartilhem
o mesmo extremo inicial e final, existe uma homotopia nos extremos fixos que
transforma um no outro. Em particular, toda curva fechada de comprimento

menor ou itgual a L é homotopicamente trivial.

Demonstracgao: Todo ponto x € M tém um aberto B, que é homeomorfo a uma
bola euclidiana. Tomando L > 0 um numero da cobertura de {B, }.car, obtemos
que toda curva de diametro menor ou igual a L estd inclusa em alguma bola
B, e, portanto,a tese é deduzida diretamente, uma vez que a concatenacao de
dois caminhos de comprimento menor ou igual a L com as mesmas extremidades

inicial e final tem um diametro menor ou igual a L. ([l

Lema 4.7. Seja M uma variedade riemanniana fechada, xo o ponto base em
M ek > 0 firo. Ezistem finitos elementos de w (M), com representante de

comprimento menor ou iqual que k.

Demonstragao: Suponhamos por contradigdo, que existem infinitas curvas

fechadas {a; }icq-
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Seja L > 0 como no lema 4.6. Podemos entao reparametrizar cada uma dessas

curvas fechadas de modo a terem velocidade constante e particionando o intervalo

[0,1] em tempos to = 0,t1,--- ,t, = 1, de forma que toda curva fechada «;, as
curvas Oéi\[tj,l,tj] tenham comprimento menor que %,Vj =1,---,n.
Observe que {(a;(to), ai(t1), -, a;(tn)) }ica € M™ acumula em algum ponto

e assim, existem duas curvas fechadas a;,, a;,, tais que a distancia entre oy, (t;) e
o, (t;) é menor que %,Vj =1,---,n.

Vejamos que estas duas curvas fechadas com ponto base em zy devem ser
homotopicas.

Consideremos entre o (t;) e o, (t;) uma curva §; de comprimento menor ou

L

igual que 3.

M

(8 (tn—l )

. Oy (f’g)

Figura 4.9: Homotopia entre duas curvas fechadas

Assim, do lema 4.6, temos

Qi = Oy |[t0,t1] * ail'[tl,tQ] O ail'[tn—lytn]

12

aiohtmtl] * By % ay ![tl,tz] ok QY ’[tnfl,tn}

12

Qi to,t1] * Qg |[t1,02] * % Bt * iy |11 ,1)
= aio’[to,tl] * aio'[tl,tz] ¥k aio'[tnflytn]

= aio

E isso, nés leva a uma contradicao,, pois a curva «,, estd aumentando, logo o

lema esta provado. 0

Proposicao 4.8. Toda variedade diferencidvel fechada tém o grupo fundamental

finitamente gerado.
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Demonstracao: Fixemos uma métrica riemanniana em M. Observe que a
distancia d : M x M — R induzida pela métrica é uma funcao real continua
definida em M x M compacto e, portanto, existe D valor maximo de d que
chamamos de diametro de M.

Seja xo € M um ponto base. Em virtude do lema 4.7 podemos afirmar que as
curvas fechadas com ponto base xy e comprimento menor ou igual a 3D representa
apenas um conjunto finito de elementos X = {zy,--- ,x,} de m(M). Vejamos
que X ¢é um gerador de m(M).

Seja a : [0,1] — M uma curva fechada qualquer com ponto base x.
Particionando o = «g * - -+ % o, em finitas curvas aq, -+ ,a, : [0,1] — M de
comprimento menor que D. Podemos entdo considerar, para cada ponto «a;(1)
no percurso de o, uma curva f3; de comprimento menor ou igual a D que une x

com «;(1) (Se isso for possivel, D nao seria o diametro de M).

Figura 4.10: Particao da Curva

Assim, temos que,

al’(041*042*52_1)*(5*%*53_1)*"'*(5n—2*04n—1*04n)

E isso conclui a proposicao, pois @ é decomposta como produto de finitas classes

de m (M) representadas por curvas fechadas de comprimento menor que 3D. O

Lema 4.9. Seja M uma variedade compacta cujo grupo fundamental € finita-
mente gerado pelos elementos de X = {x1,--- ,x,}. Entdo existe uma constante
k tal que qualquer curva fechada de comprimento R representa uma classe do
grupo fundamental escrita na forma de uma palavra em termos de xq---x, de

comprimento menor que kR.

Demonstragao: Como M é uma variedade riemanniana compacta, podemos
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definir r; = max py(21,22) € 79 = 2r;. Entéo,
r1,c0EM

Afirmagao: Qualquer curva fechada de comprimento R pode ser colocada na
R

forma de um produto com no maximo -* curvas de comprimento menor que rs.

De fato, podemos escrever uma curva como produto de curvas, e também
como o diametro da variedade é finito, ou seja, é ry, qualquer curva do grupo
fundamental que for pega terd uma ordem menor que duas vezes o diametro, isto

é, menor que 27y, com isso temos,

Figura 4.11: Classe de Curva

a=aj-ay- - onde cada |y <1, 1 < i<t

Sabemos que, |o;|*™ = |oy|™ = e. Assim,

a = alaZ ..... at
=o' = (ay-ay----- o)
= ()" () ()"
R R R
= (a]?)7 - (aF)? - (0
= ()7 (o) e (a)2)E

Daf, t = £.
T2

Por outro lado, existe uma constante ki, de modo que qualquer curva fechada
de comprimento que nao exceda ry representa uma classe do grupo fundamental

escrita na forma de uma palavra em termos dos geradores x; - - - x,, de tal forma
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que a quantidade nao seja superior a k.

Y1 2 Yt

A\

% - N
a=(ar- B (B-azy- By (B )

Onde todas as curvas 7; sdo fechadas para i € {1,--- |t}

Assim, existe uma quantidade k; de curvas «; de forma que |y;| < .
Portanto, uma curva fechada de comprimento R representa uma classe do grupo
fundamental escrita na forma de uma palavra de comprimento nao superior ao
produto da quantidade de curvas totais que conseguimos anteriormente com a

k1

quantidade das curvas fechadas obtidas depois %, logo, se k = 77 mostramos o

que queriamos. O

4.2 Prova do Teorema Principal

Agora, com os resultados apresentados na secao anterior, conseguiremos

demonstrar o teorema que motivou esse estudo.

Teorema 4.10. Se um fluxo de Anosov opera sobre uma variedade M rieman-
niana compacta, tridimensional, o grupo fundamental de M € um grupo de cres-

cimento exponencial.

Demonstracao: Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Suponha que
M suporta um fluxo Anosov .

Uma forma de mostrarmos que 71 (M) tém crescimento exponencial é mostrar:
3B, A > 0/#{y € n(M)/3c € 7, |c| < R} > Bet

Dessa forma, fixado um dominio fundamental K do recobrimento f : A — M do
lema 4.3. Como M é compacto, temos que diam(K) = a é finito.

Assim, fixando agora ¥ € m (M) tal que J(K) N S(R) # 0. Entao,
Jy € ¥(K) N S(R), logo, 3¢ de tal sorte que |c| < R+ a que junta T e 5(T).
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Figura 4.12: Dominio Fundamental K e o circulo S(R)

Com isso, temos que, ¢ = f o ¢ é uma curva fechada (veja figura 4.13), em 7

de comprimento menor igual a R + a.

Figura 4.13: Fibras

Assim, mostramos que 5 € {y € m(M)/3c € 7, |¢c| < R+a} e dai, temos uma

82



4.2. PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

inclusao

{yemM)/V(K)NS(R) #0} C{yem(M)/Icer, || <R+a}  (41)

Denote N(R) = #{v € m(M)/vy(K) N S(R) # 0}. Por definigao, temos

Dali,
A(S(R)) < N(R).a (4.2)

Como S(R) tem crescimento exponencial, argumento utilizado no lema 4.5, isto

é, A(S(R)) > Be*, entao por 4.2, teremos

A(S(R))

B
M = B'e* onde B' = —

N(R) = -

>

2|

Consequentemente,

Por 4.1
=~
H#{yem(M)/Ic€,|cl] <R+a} "> B'eM

onde B" = Ble

Portanto, m (M) tem crescimento exponencial.
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Consideracoes Finais

A referéncia [18], usada como base para o nosso trabalho, tem como objetivo
principal dar resposta a seguinte pergunta: Se um fluxo Anosov opera sobre uma
variedade tridimensional M, o grupo fundamental de M é um grupo de cresci-

mento exponencial?

A resposta para esta questao é positiva, conforme foi apresentado no Teo-

rema 4.10. Neste trabalho mostramos que:

1. Podemos obter um recobrimento através do espaco das folheagoes para a
variedade trabalhada M, de forma que esse conjunto seja uma variedade

com bordo.
2. Os circulos no espaco instavel crescem de forma exponencial.

3. E possivel termos uma quantidade finita de curvas fechadas com compri-
mento finito gerada apenas pelos finitos geradores do grupo fundamental,

onde temos que esse grupo cresce de modo exponencial.

Trabalhamos com fluxos Anosov para conseguirmos garantir a existéncia das
curvas fechadas nas folheagoes da variedade M.

Atualmente, o conceito de fluxo Anosov ja tem extensoes que estao sendo
estudadas. Uma dessas extensoes sao os fluxos Seccional Anosov. Na sua tese de
doutorado, Bulmer mostrou que o grupo fundamental (M) de uma variedade
que suporta um fluxo Seccional Anosov de Codimensao um é infinito.

Ainda restam por explorar outras extensoes, que podem ser assuntos de

trabalhos posteriores.
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