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Resumo

BARBOSA JUNIOR, Pedro Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, maio de 2021.
Teoremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf para ∂-Variedades. Orientador: Diogo
da Silva Machado.

O Teorema Gauss-Bonnet é um clássico resultado da geometria diferencial, que nos dá
a caracteŕıstica de Euler de uma variedade complexa compacta. Neste trabalho, estu-
daremos uma versão desse teorema para variedades não necessariamente compactas, e
utilizaremos o que foi desenvolvido para também apresentar uma outra versão de mais
um resultado clássico: o Teorema de Poincaré-Hopf.

Palavras-chave: Teorema Gauss-Bonnet. Teorema de Poincaré-Hopf. Fibrados Vetoriais.
Classes de Chern.



Abstract

BARBOSA JUNIOR, Pedro Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, May, 2021.
Gauss-Bonnet and Poincaré-Hopf Theorems for ∂-Manifolds. Advisor: Diogo da
Silva Machado.

The Gauss-Bonnet Theorem is a classic result from differential geometry, which gives
us the Euler characteristic of a complex compact manifold. In this work, we will study a
version of this theorem for not-necessarily compact manifolds, and we will use what has
been developed to also present another version of one more classic result: the Poincaré-
Hopf theorem.

Keywords: Gauss-Bonnet Theorem. Poincaré-Hopf Theorem. Vector Bundles. Chern
Classes.
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Introdução

Os teoremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf figuram na literatura matemática como
dois dos resultados clássicos da Geometria.

Dada uma superf́ıcie complexa X, compacta, o Teorema Gauss-Bonnet estabelece uma
fórmula que relaciona o número top de Chern do feixe de 1-formas holomorfas sobre X e
a sua caracteŕıstica de Euler. Mais precisamente:

Teorema (Gauss-Bonnet): Seja X uma variedade complexa compacta de dimensão n.
Então

∫

X

cn(Ω
1
X) = (−1)nχ(X),

onde Ω1
X denota o feixe de 1-formas holomorfas sobre X e χ(X) denota a caracteŕıstica

de Euler de X.

Essa versão do Teorema Gauss-Bonnet foi provada em 1944 por S. S. Chern ([5]).

Em 1979, S. Iitaka ([16]) propôs a seguinte versão do Teorema Gauss-Bonnet para
∂-variedades, isto é, variedades complexas não compactas do tipo X̃ = X − D, onde X
é uma variedade complexa compacta e D é uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica em X do tipo
cruzamento normal. Tal versão foi provada independentemente por Y. Norimatsu ([22]),
R. Silvotti ([29]) e P. Aluffi ([2]):

Teorema (Norimatsu-Silvotti-Aluffi): Seja X̃ = X − D uma variedade complexa
não compacta, onde X é uma variedade complexa n-dimensional compacta e D é uma
hipersuperf́ıcie do tipo cruzamento normal. Então

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)nχ(X̃).

onde Ω1
X(logD) denota o feixe de 1-formas logaŕıtmicas ao longo de D e χ(X̃) é a carac-

teŕıstica de Euler de X̃.

Aqui pesa o fato da hipersuperf́ıcie compactificante D possuir singularidades do tipo
cruzamentos normais, uma vez que, neste caso, o feixe de 1-formas logaŕıtmicas Ω1

X(logD)
constitui um feixe localmente livre (ver [26]), ou seja, trata-se essencialmente é um fibrado
vetorial holomorfo.

Mais recentemente, M. Corrêa, F. Lourenço, D. Machado e A. Ferreira (ver [6]), ob-
tiveram uma nova versão do Teorema de Gauss-Bonnet para ∂-variedades, considerando
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o caso em que a hipersuperf́ıcie compactificante D tem singularidades isoladas (e não do
tipo cruzamentos normais).

Por outro lado, dado v ∈ H0(X, TX) um campo de vetores holomorfos, sobre a varie-
dade complexa compacta X, v com singularidades isoladas, então o Teorema de Poincaré-
Hopf estabelece uma fórmula que relaciona a caracteŕıstica de Euler de X com a soma
total dos ı́ndices de Poincaré-Hopf de v:

Teorema (Poincaré-Hopf): Sejam X uma variedade complexa compacta de dimensão
n e v ∈ H0(X, TX) um campo de vetores holomorfos sobre X, com singularidades isoladas.
Então,

χ(X) =
∑

p∈Sing(v)

PH(v, p),

onde PH(v, p) denota o ı́ndice de Poincaré-Hopf de v em p.

Em 2018, M. Corrêa e D. Machado (ver [8]), realizaram um estudo sobre fórmulas de
reśıduos de folheações logaŕıtimicas e obtiveram uma versão do Teorema Poincaré-Hopf
para ∂-variedades do tipo X̃ = X −D, onde D é uma hipersuperf́ıcie com singularidades
do tipo cruzamentos normais. Mais precisamente:

Teorema (M. Corrêa e D. Machado): Seja X̃ = X − D uma variedade complexa,
onde X é uma variedade complexa n-dimensional compacta e D é uma hipersuperf́ıcie
do tipo cruzamento normal. Seja v ∈ H0(X, TX) um campo de vetores holomorfos, com
singularidades isoladas (não-degeneradas) e logaŕıtmico ao longo de D. Então,

χ(X̃) =
∑

p∈Sing(v)∩X̃

PH(v, p)

M. Corrêa, F. Lourenço, D. Machado e A. Ferreira (ver [6]), obtiveram uma nova
versão do Teorema Poincaré-Hopf para ∂-variedades, considerando o caso em que a hi-
persuperf́ıcie compactificante D tem singularidades isoladas (e não do tipo cruzamentos
normais).

No presente trabalho de dissertação, seguindo [6], iremos estudar as versões dos Te-
oremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf para ∂-variedades, considerando o caso em que a
hipersuperf́ıcie compactificante tenha singularidades isoladas.

No primeiro caṕıtulo, desenvolveremos os conceitos preliminares necessários desta dis-
sertação. Assim, começaremos com o estudo da Teoria Chern-Weil de Classes Carac-
teŕısticas, inicialmente definindo fibrados vetoriais, e seus principais exemplos. A partir
disso, seguiremos com o conceito de classes de Chern, que é fundamental para o desenvol-
vimento dos principais resultados que serão apresentados aqui. Ao final da seção, ainda
daremos algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem, principalmente em
relação aos fibrados já previamente apresentados.

Logo na sequência, definiremos feixes de grupos abelianos, definição essa que pode ser
estendida para outras estruturas algébricas. Após isso, definiremos um tipo especial de
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feixes, feixes localmente livres, e mostraremos como os mesmos se relacionam com fibrados
vetoriais holomorfos. Para encerrar o caṕıtulo, definiremos o número de Milnor, o ı́ndice
de Poincaré-Hopf e o ı́ndice GSV, e iremos apresentar ainda uma relação entre os dois
últimos. Ainda nesses estudos, iremos definir brevemente formas e campos logaŕıtmicos.

Por fim, encerramos este trabalho com os resultados principais: demonstraremos al-
gumas importantes proposições para finalmente enunciar e apresentar a prova de um
Teorema do tipo Gauss-Bonnet, para as ∂-variedades já comentadas anteriormente e, em
seguida, utilizaremos principalmente os ı́ndices apresentados para também apresentar um
Teorema do tipo Poincaré-Hopf para ∂-variedades.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos importantes definições que serão necessárias para o de-
senvolvimente deste estudo.

Inicialmente, falaremos de fibrados vetoriais, uma estrutura algébrica definida por dois
espaços topológicos e uma aplicação cont́ınua entre eles, que chamaremos de projeção. No
decorrer dos estudos, iremos definir, a partir dos conceitos anteriores, as suas funções de
transição. Em seguida, mostraremos que é posśıvel caracterizar um fibrado utilizando tais
funções de transição, quando as mesmas satisfazem as condições de cociclo. Por fim, com
essa caracterização, iremos construir alguns exemplos importantes.

Em seguida, apresentaremos o conceito de classes de Chern. Para esse desenvolvi-
mento, iremos passar pelas construções de uma conexão e, a partir dela, sua curvatura e
também classes caracteŕısticas. Após definir as classes de Chern, apresentaremos algumas
propriedades e exemplos relevantes nesse contexto.

Logo após, apresentaremos o conceito de feixes de grupos abelianos, e algumas estru-
turas relacionadas aos mesmos, como talos, morfismos e sequências exatas de feixes. A
seção seguinte desse estudo definirá o conceito de feixes localmente livres, o que nos dá,
por consequência, uma relação direta entre feixes e fibrados.

Por fim, definiremos três importantes ı́ndices: o número de Milnor, o ı́ndice de Poin-
caré-Hopf e o ı́ndice GSV , que iremos retomar no último Teorema a ser apresentado nessa
dissertação.

1.1 Fibrados Vetoriais

1.1.1 Definições Iniciais

Para os próximos resultados, iremos considerar um espaço topológico X como um
espaço de Hausdorff - ou um espaço separado, visto que todo par de pontos distintos
possuem vizinhanças disjuntas -, com base enumerável e conexo.

Definição 1.1.1 Seja X um espaço topológico. Um fibrado vetorial real de posto n
sobre X é um espaço topológico E, juntamente com uma projeção, uma função cont́ınua
π : E → X satisfazendo
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(i) Para cada x ∈ X, o conjunto π−1(x) := Ex - que chamamos de fibra de E sobre
x ∈ X - tem estrutura de espaço vetorial real de dimensão n;

(ii) Existem {Uα}α∈A cobertura por abertos de X, com X =
⋃

α∈A

Uα, e homeomorfismos

θα : π−1(Uα) −→ Uα × R
n

tais que, se x ∈ Uα, então

θαx := θα
∣∣
Ex

: Ex −→ {x} × R
n ∼= R

n

é um isomorfismo de espaços vetoriais reais, para todo α ∈ A.

Também é comum denotarmos o fibrado E munido da projeção π por E
π

−→ X.

Consideramos então, a partir da definição, as seguintes notações:

• E é chamado o espaço total do fibrado;

• X é a base do fibrado;

• As funções θα são as trivializações locais de E.

Definição 1.1.2 Uma seção de E
π

−→ X é uma aplicação cont́ınua s : X → E tal que,
dado x ∈ X, então (π ◦ s)(x) = x, ou seja, s(x) ∈ Ex.

Exemplo 1.1.3 Considere R
n = X ×R

n e a projeção π : Rn → X dada por π(x, v) = x.
Sob essas condições, R

n é um fibrado vetorial sobre X, de posto n. De fato, as duas
condições são satisfeitas:

(i) Para cada x ∈ X, temos

Ex = π−1(x) = {x} × R
n

e, sendo {x}×R
n ≈ R

n, fica claro que Ex possui a estrutura de espaço vetorial real
de dimensão n;

(ii) Seja {Uα}α∈A uma cobertura aberta de X. Como π−1(Uα) = Uα × R
n, tomamos

θα : π−1(Uα) −→ Uα × R
n

(x, v) 7−→ θα(x, v) = (x, v)

Sendo θα a identidade em Uα × R
n, é imediato que cada θα é um homeomorfismo.

Quando restrita a Ex, a função também é, em particular, um isomorfismo, pois

θαx : Ex −→ {x} × R
n

(x, v) 7−→ θαx(x, v) = (x, v)

também representa a identidade (dessa vez, em {x} × R
n).
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Exemplo 1.1.4 Para definirmos um importante fibrado, chamado fibrado tangente, ini-
cialmente iremos lembrar algumas definições envolvendo variedades topológicas.

Seja X uma variedade n-dimensional de classe Ck e {Uα}α∈A uma cobertura de abertos
de X. Da definição de variedades, existem homeomorfismos

ϕα : Uα −→ ϕα(Uα) = Vα ⊂ R
n

onde o conjunto Vα é um aberto de R
n, para cada α.

Mais ainda, em cada ponto p de X, sendo p ∈ Uα, o espaço tangente a X em p é
definido como

TpX = 〈ϕ′
α(p) · e1, . . . , ϕ

′
α(p) · en〉,

onde ϕ′
α(p) : R

m → R
n.

Com isso, definimos

TUα =
⋃

p∈Uα

TpX = {(p, vα) : p ∈ Uα, vα ∈ R
n}

como a união dos espaços tangentes dos pontos em Uα. Assim, definimos o fibrado
tangente de X por

TX =
⋃

α∈A

TUα =
⋃

α∈A

Uα × R
n

Desse modo, TX (também denotado por TX) possui estrutura de fibrado vetorial de posto
n sobre X. Consideremos então a seguinte aplicação

π : TX −→ X
(p, v) 7−→ π(p, v) = p

a qual é cont́ınua. Assim, as fibras de TX são dadas por

π−1(x) = {(p, v); π(p, v) = x}

= {(x, v); v ∈ R
n}

= {x} × R
n ≈ R

n

e π−1(x) também possui estrutura de espaço vetorial real n-dimensional.

Para as trivializações locais, definimos

θα : π−1(Uα) −→ Uα × R
n

(x, v) 7−→ θα(x, v) = (x, v)

e note que θα é um isomorfismo. Com isso, TX munido de π é um fibrado de posto n
sobre X.

Agora, seja s : X → E uma seção do fibrado E. Então a aplicação

θα ◦ s
∣∣
Uα

: Uα −→ Uα × R
n

x 7−→ θα(s(x)) = (x, Sα(x))
(1.1)
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representa o gráfico de Sα : Uα → R
n. Com isso, podemos dizer que as seções de um

fibrado são, localmente, funções de Uα com valores em R
n.

Mais ainda, se f : X → R
n é uma aplicação de classe C0 então seu gráfico

g(x) = (x, f(x)) ∈ X × R
n

é, claramente, uma seção do fibrado trivial Rn.

Consideramos agora E
π

−→ X um fibrado de posto n, {Uα} uma cobertura trivializa-
dora e {θα} trivializações locais de E. Para cada x ∈ Uα note que θαx : Ex → R

n é um
isomorfismo, por ser uma restrição de θα a Ex. Isso implica na existência do isomorfismo
inverso θ−1

αx : {x} × R
n → Ex.

Denotando Uαβ = Uα ∩ Uβ, definimos

θαβ : Uαβ −→ I(Rn,Rn) ≈ GL(n,Rn)
x 7−→ θαβ(x) = θαx ◦ θ

−1
βx

onde I(Rn,Rn) denota o espaço de isomorfismos de R
n em R

n e GL(n,Rn) o grupo
de matrizes inverśıveis de ordem n × n. As funções θαβ são chamadas de funções de
transição de E e obedecem o seguinte diagrama

Uαβ × R
n

θ−1

β // π−1(Uαβ)
θα // Uαβ × R

n

(x, v) ✤ // (x, θαβ(x) · v)

Note que, por definição, as funções de transição são cont́ınuas, já que, para cada α, θα
é um isomorfismo.

Antes de demonstrarmos a próxima proposição, estabeleceremos a seguinte notação

θαβ(x) = [θαx] · [θβx]
−1

com [θαx], [θβx] ∈ GL(n,R), visto que I(Rn,Rn) e GL(n,Rn) são isomorfos. Além disso,
as matrizes [θαx] e [θβx] representam as matrizes de seus respectivos isomorfismos escritas
na base canônica.

Proposição 1.1.5 Seja E
π

−→ X um fibrado de posto n e θαβ suas funções de transição.
Então são válidas as seguintes condições:

(i) θαβ ◦ θβγ ◦ θγα = Id em Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅;

(ii) θαβ = θ−1
βα em Uαβ.

Tais condições são chamadas condições de cociclo.
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Demonstração:

(i) Seja x ∈ Uαβγ . Então temos

θαβ ◦ θβγ ◦ θγα(x) =
[
θαβ(x)

][
θβγ(x)

][
θγα(x)

]

=
([
θαx
][
θβx
]−1
)([

θβx
][
θγx
]−1
)([

θγx
][
θαx
]−1
)

=
[
θαx
]([

θβx
]−1[

θβx
])([

θγx
]−1[

θγx
])[

θαx
]−1

=
[
θαx
][
Id
][
Id
][
θαx
]−1

=
[
θαx
][
θαx
]−1

=
[
Id
]

(ii) Seja x ∈ Uαβ. Com isso,

θαβ ◦ θβα(x) =
[
θαβ(x)

][
θβα(x)

]

=
([
θαx
][
θβx
]−1
)([

θβx
][
θαx
]−1
)

=
[
θαx
]([

θβx
]−1[

θβx
])[

θαx
]−1

=
[
θαx
][
Id
][
θαx
]−1

=
[
θαx
][
θαx
]−1

=
[
Id
]

Desse modo, como GL(n,R) é um grupo, segue da unicidade do inverso multiplicativo
que θαβ = θ−1

βα .

No nosso próximo resultado, mostraremos uma relação entre as funções de transição
e as seções de um fibrado vetorial.

Proposição 1.1.6 Seja E
π

−→ X um fibrado vetorial de posto n e sejam também Sα :
Uα → R

n e Sβ : Uβ → R
n seções de E. Então, em Uαβ vale a seguinte relação

θαβ · Sβ = Sα

Demonstração: Em Uαβ, segue de (1.1) que temos as seguintes composições

θα ◦ s
∣∣
Uαβ

(x) = (x, Sα(x))

θβ ◦ s
∣∣
Uαβ

(x) = (x, Sβ(x))

vindo diretamente da caracterização de seções serem localmente funções em Uαβ. Com
isso, temos
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(x, Sα(x)) = θα ◦ s
∣∣
Uαβ

(x)

= θα ◦ θ−1
β ◦ θβ ◦ s

∣∣
Uαβ

(x)

=
(
θα ◦ θ−1

β

)∣∣
Uαβ×Rn ◦

(
θβ ◦ s

∣∣
Uαβ

(x)
)

= (θα ◦ θ−1
β )
∣∣
Uαβ×Rn(x, Sβ(x))

= θα
∣∣
π−1(Uαβ)

◦ θ−1
β

∣∣
Uαβ×Rn(x, Sβ(x))

= (x, θαβ(x) · Sβ(x))

onde a penúltima igualdade segue da construção feita sobre as funções de transição de E.
Igualando termo a termo, obtemos

Sα = θαβ · Sβ

Definição 1.1.7 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X. Definimos um morfismo
ϕ : E → F como uma aplicação cont́ınua tal que o diagrama abaixo comuta

E
ϕ //

πE

��

F

πF

��
X

Id // X

e, em cada fibra de E, a restrição ϕ
∣∣
Ex

: Ex → Fx é linear, para todo x ∈ X. Se ϕ é uma

bijeção e ϕ−1 é um morfismo, então dizemos que ϕ é um isomorfismo.

Vamos olhar a definição anterior com mais detalhes. Sejam E e F fibrados vetoriais so-
bre X de posto n e m, respectivamente. Consideremos também {Uα} uma cobertura trivi-
alizadora comum a ambas e {θα} e {ηα} as trivializações locais de E e F , respectivamente.
Se ϕ é um morfismo de E em F , então ϕ induz uma aplicação ϕα : Uα ×R

n → Uα ×R
m.

De fato, pelo diagrama abaixo

Uα × R
n

ϕα

��

π−1
E (Uα)θα

oo

ϕ

��

Uα × R
m π−1

F (Uα)
ηαoo

basta tomarmos ϕα = ηα ◦ ϕ ◦ θ−1
α .

Para os próximos estudos, vamos apresentar um resultado fundamental para a ca-
racterização de um fibrado vetorial. Esta caracterização permite a construção de novos
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fibrados a partir de dados mais simples, como veremos no próximo resultado. Para isso,
utilizaremos um espaço topológico quociente, e por consequência, é preciso definir uma
relação de equivalência.

Seja {Uα}α∈A uma cobertura aberta para X. Vamos tomar θαβ : Uαβ → GL(n,R)
aplicações cont́ınuas satisfazendo as condições de cociclo, com θαα = Id. Consideremos

E =
∐

α∈A

Uα × R
n

como a união disjunta dos conjuntos Uα × R
n. Esse conjunto pode ser visto como um

espaço topológico com a topologia canônica τE.

Definimos então

(α, x, u) ∼ (β, y, v) ⇔ x = y, θαβ(x) · v = u e Uαβ 6= ∅

que é uma relação de equivalência em E. De fato

(i) (Reflexiva) É imediato que x = x e Uαα = Uα 6= ∅, pois x ∈ Uα. Mais ainda,
sendo θαα = Id, então

θαα(x) · v = Id(x) · v = v

Logo, (α, x, v) ∼ (α, x, v).

(ii) (Simétrica) Considere (α, x, u) ∼ (β, y, v). Dáı,

x = y, θαβ(x) · v = u e Uαβ 6= ∅

ou seja, y = x e Uβα = Uβ ∩ Uα = Uαβ 6= ∅. Mais ainda

θαβ(x) · v = u⇒ θ−1
αβ (x) ◦ θαβ(x) · v = θ−1

αβ (x) · u

⇒ θ−1
αβ (x) · u = v

⇒ θβα(y) · u = v

já que y = x e θαβ satisfaz a segunda condição de cociclo. Portanto, (β, y, v) ∼
(α, x, u).

(iii) (Transitiva) Suponha (α, x, u) ∼ (β, y, v) e (β, y, v) ∼ (γ, z, w). Isso nos dá

x = y, θαβ(x) · v = u e Uαβ 6= ∅ (1)

y = z, θβγ(y) · w = v e Uβγ 6= ∅ (2)

Assim, sendo x = y = z, Uαβγ 6= ∅, e dáı, Uαβγ ⊂ Uαγ 6= ∅. Mais ainda, como as
funções θαβ satisfazem as condições de cociclo,

θαβ ◦ θβγ ◦ θγα = Id ⇒ θαβ ◦ θβγ = θαγ (3)
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Portanto, temos

θαγ(x) · w
(3)
= θαβ(x) ◦ θβγ(x) · w

x=y
= θαβ(x) ◦ θβγ(y) · w

= θαβ(x)(θβγ(y) · w)

(2)
= θαβ(x) · v

(1)
= u

e dáı (α, x, u) ∼ (γ, z, w).

Finalmente, podemos demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 1.1.8 Sejam {Uα}α∈A uma cobertura aberta para X, {θαβ} as aplicações cont́ınuas
satisfazendo as condições de cociclo - com θαα = Id - e seja também o espaço E =∐

α∈A

Uα × R
n com a relação de equivalência ∼ definida acima. Então, o quociente E/∼

tem a estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X, a menos de isomorfismo.

Demonstração: Inicialmente, para caracterizarmos um fibrado, precisamos de uma
projeção. Consideremos então a aplicação

π : E/∼ −→ X
(α, x, v) 7−→ π(α, x, v) = x

onde aqui denotamos por (α, x, v) a classe de equivalência de [(α, x, v)] ∈ E/∼. Vamos
verificar que π está bem definida.

Considere (α, x, v), (β, y, w) ∈ E/∼, com (α, x, v) = (β, y, w). Ou seja, (α, x, v) ∈ E e
(β, y, w) ∈ E se relacionam, e dáı, x = y. Portanto,

π(α, x, v) = x = y = π(β, y, w)

e dáı, π está bem definida.

Vamos verificar agora que π é cont́ınua. Para isso, iremos utilizar a definição de
continuidade em espaços topológicos, ou seja, a pré-imagem da função em um aberto da
imagem é um aberto do domı́nio. Ou seja, considerando os espaços topológicos (E/∼, τ̃)
e (X, τX), então, para verificarmos que π é cont́ınua, é suficiente mostrar que U ∈ τX ⇒
π−1(U) ∈ τ̃ . Dessa forma, é necessário definir a topologia τ̃ , pois já sabemos que X é
um espaço topológico. A construção que faremos abaixo, assim como as demonstrações
de algumas topologias dadas abaixo, podem ser vistas com mais detalhes em [28].

Inicialmente, considere {Uα}α∈A uma cobertura por abertos de X, com X =
⋃

α∈A

Uα,

como visto na Definição 1.1.1. Como, para cada α ∈ A, Uα ⊂ X, podemos tomar a
topologia induzida por τX sobre Uα, dada por

τ̃α = {G ∩ Uα : G ∈ τX} (1.2)

que, de fato, é uma topologia, como visto em [11]. Assim, consideremos (Uα×R
n, τα) um

espaço topológico, onde τα é a topologia produto, induzida pelas topologias de Uα e R
n.
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Agora, sendo E =
∐

α∈A

Uα × R
n uma união disjunta, existe uma famı́lia de funções

injetivas

ϕα : Uα × R
n −→ E

(x, v) 7−→ (α, x, v)

Sendo (Uα × R
n, τα) uma famı́lia de espaços topológicos, (E, τE) também é um espaço

topológico, munido da seguinte topologia:

τE = {U ⊂ E : ϕ−1
α (U) ∈ τα, ∀ ∈ A}

e, a partir dela, a topologia τ̃ de E/∼, dada por

τ̃ = {U ⊂ E/∼ : p−1(U) ∈ τE},

com

p : E −→ E/∼
(α, x, v) 7−→ p(α, x, v) = (α, x, v) ∈ E/∼

.

Então, voltemos ao nosso objetivo, que é mostrar que U ∈ τX ⇒ π−1(U) ∈ τ̃ . Inicial-
mente, note que

π−1(U) ∈ τ̃ ⇔ p−1(π−1(U)) ∈ τE (1.3)

⇔ ϕ−1
α (p−1(π−1(U))) ∈ τα, ∀α ∈ A

Escrevendo A′ = {α ∈ A; U ∩ Uα 6= ∅}, temos

π−1(U) = {(α, x, v) ∈ E/∼ : α ∈ A′, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R
n}

e dáı,

p
−1(π−1(U)) = {(α, x, v) ∈ E : p(α, x, v) ∈ π−1(U)} (1.4)

= {(α, x, v) ∈ E : α ∈ A′, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R
n}

Com isso, para verificar (1.3), dado α0 ∈ A qualquer, temos duas possibilidades:

• se α0 /∈ A′, então

ϕ−1
α0
(p−1(π−1(U))) = {(x, v) ∈ Uα × R

n : ϕα0
(x, v) ∈ p

−1(π−1(U))}

= {(x, v) ∈ Uα × R
n : (α0, x, v) ∈ p

−1(π−1(U))}

= ∅

• se α0 ∈ A′, então escrevemos, de (1.4)

p
−1(π−1(U)) = {(α, x, v) ∈ E : α ∈ A′\{α0}, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n} ∪

{(α0, x, v) ∈ E : (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R
n}
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e como

ϕ−1
α0
({(α, x, v) ∈ E : α ∈ A′\{α0}, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n}) = ∅,

pois α0 /∈ A\{α0}, e

ϕ−1
α0
({(α0, x, v) ∈ E : (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n})

= {(x, v) ∈ Uα × R
n : (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n}

= (U ∩ Uα0
)× R

n,

então

p
−1(π−1(U)) = {(α, x, v) ∈ E : α ∈ A′\{α0}, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n} ∪

{(α0, x, v) ∈ E : (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R
n} =⇒

ϕ−1
α0
(p−1(π−1(U))) = ϕ−1

α0
({(α, x, v) ∈ E : α ∈ A′\{α0}, (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n})

∪ ϕ−1
α0
({(α0, x, v) ∈ E : (x, v) ∈ (U ∩ Uα)× R

n})

= ∅ ∪ (U ∩ Uα0
)× R

n

= (U ∩ Uα0
)× R

n

Para o primeiro caso, sendo τα0
uma topologia, então ∅ ∈ τα0

, por definição.
Já para o segundo caso, note que, de (1.2), U∩Uα0

∈ τ̃α0
, já que, por hipótese, U ∈ τX .

Da topologia produto, como já dito anteriormente, então (U ∩ Uα0
)× R

n ∈ τα0
.

Como tomamos α0 arbitrário, a condição (1.3) é satisfeita, ou seja, π−1(U) é um aberto
de E/∼. Portanto, π é cont́ınua.

Agora, munidos de uma projeção cont́ınua, podemos verificar as duas condições para
que E/∼ seja um fibrado.

(i) Para cada x ∈ X, π−1(x) = Ex possui estrutura de fibrado vetorial. De fato, dado
x0 ∈ X, temos

π−1(x0) = {(α, x, v) ∈ E/∼ ; π(α, x, v) = x0}

= {(α, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R
n e α ∈ A0}

onde A0 = {α ∈ A;Uα ∩ {x0} 6= ∅}.

Agora, sejam β, γ ∈ A0, com β 6= γ. Assim, Uβγ 6= ∅, já que x0 ∈ Uβγ . Mais
ainda, se dado w ∈ R

n, tomarmos v = θβγ(x) · w, então (β, x0, v) e (γ, x0, w)
representam a mesma classe de equivalência, visto que (β, x0, v) ∼ (γ, x0, w), isto
é, (β, x0, v) = (γ, x0, w) ∈ E/∼. Com isso, se fixarmos β ∈ A0, temos a seguinte
inclusão

{(γ, x0, w) ∈ E/∼ ;w ∈ R
n} ⊂ {(β, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R

n} (1.5)
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Como tomamos γ 6= β arbitrário, temos então que, fixado β ∈ A0:

π−1(x0) = {(α, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R
n e α ∈ A0}

=
[ ⋃

γ∈A0\{β}

{(γ, x0, w) ∈ E/∼ ;w ∈ R
n}
]
∪ {(β, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R

n}

=
⋃

γ∈A0\{β}

[
{(γ, x0, w) ∈ E/∼ ;w ∈ R

n} ∪ {(β, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R
n}
]

(1.5)
=

⋃

γ∈A0\{β}

{(β, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R
n}

= {(β, x0, v) ∈ E/∼ ; v ∈ R
n} ≈ R

n

visto que o parâmetro β é fixo. Logo, cada fibra Ex0
possui estrutura de espaço

vetorial real.

(ii) Vamos agora definir as trivializações locais de E. Inicialmente, vamos mostrar que

π−1(Uα) = {(α, x, v) ∈ E/∼ ; x ∈ Uα e v ∈ R
n}

Tome (β, y, w) ∈ π−1(Uα). Assim, π(β, y, w) = y ∈ Uα. Se tomarmos v0 = θβα(y)·w,
então (β, y, w) representa a mesma classe de equivalência de (α, y, v0) e, como y ∈ Uα

e v0 ∈ R
n, então (β, y, w) = (α, y, v0) ∈ {(α, x, v) ∈ E/∼ ; x ∈ Uα e v ∈ R

n}.
Portanto, π−1(Uα) ⊂ {(α, x, v) ∈ E/∼ ; x ∈ Uα e v ∈ R

n}.

A inclusão contrária é imediata, visto que π(α, x, v) = x ∈ Uα ⇒ (α, x, v) ∈
π−1(Uα).

Com isso, definimos

ψα : π−1(Uα) −→ Uα × R
n

(α, x, v) 7−→ ψα(α, x, v) = (x, v)

Vamos verificar que ψα é um homeomorfismo. Para isso, observe que ψα pode ser
vista como duas funções coordenada da seguinte forma:

ψα1
: π−1(Uα) −→ Uα

(α, x, v) 7−→ ψα1
(α, x, v) = x

e (1.6)

ψα2
: π−1(Uα) −→ R

n

(α, x, v) 7−→ ψα2
(α, x, v) = v

Com isso, ψα1
está bem definida - a demonstração é análoga a feita para a projeção

π -, assim como ψα2
, pois

(α, x, u) = (α, y, v) em E/∼ ⇒ x = y e θαα · v = u

⇒ u = θαα · v = Id ·v = v

⇒ ψα2
(α, x, u) = u = v = ψα2

(α, x, v).

Dessa forma, ψα está bem definida.
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Agora, iremos verificar que ψα é cont́ınua, olhando novamente para (1.6).

Como Uα ⊂ X e π−1(Uα) ⊂ E/∼, a continuidade de ψα1
segue diretamente da

continuidade de π.

Para a continuidade de ψα2
, utilizaremos a mesma caracterização feita para de-

monstrar a continuidade de π, ou seja, dado U ⊂ R
n aberto, queremos mostrar que

ψα2
(U) é um aberto de π−1(Uα), ou então, em E/∼, já que π−1(Uα) é um aberto de

E/∼ (pois π é cont́ınua). Ou seja, como visto em (1.3), basta mostrar que

ϕ−1
α (p−1(ψ−1

α2
(U))) ∈ τα, ∀α ∈ A,

isto é, ϕ−1
α (p−1(ψ−1

α2
(U))) é aberto em Uα × R

n. Com isso, note que

ψ−1
α2
(U) = {(α, x, v) ∈ π−1(Uα); ψ

−1
α2
(α, x, v) ∈ U}

= {(α, x, v) ∈ π−1(Uα); v ∈ U}

Dáı, temos

p
−1(ψ−1

α2
(U)) = {(α, x, v) ∈ E; p(α, x, v) ∈ ψ−1

α2
(U)}

= {(α, x, v) ∈ E; (α, x, v) ∈ π−1(Uα) e v ∈ U}

= {(α, x, v) ∈ E; x ∈ Uα e v ∈ U}

já que (α, x, v) ∈ π−1(Uα) nos dá π(α, x, v) = x ∈ Uα. Consequentemente

ϕ−1
α (p−1(ψ−1

α2
(U))) = {(x, v) ∈ Uα × R

n; ϕα(x, v) ∈ p
−1(ψ−1

α2
(U))}

= {(x, v) ∈ Uα × R
n; x ∈ Uα e v ∈ U}

= Uα × U.

Sendo U aberto em R
n, da topologia produto, é imediato que Uα × U é um aberto

de Uα ×R
n. Portanto, ψα2

é cont́ınua, o que nos dá também a continuidade de ψα.

Por fim, verificamos que ψα é uma bijeção:

– ψα é injetiva, pois

ψα(α, x1, v1) = ψα(α, x2, v2)

⇒ (x1, v1) = (x2, v2)

⇒ (α, x1, v1) = (α, x2, v2)

– Dado (x, v) ∈ Uα × R
n arbitrário, basta tomar (α, x, v) ∈ π−1(Uα), e dáı,

ψα(α, x, v) = (x, v). Portanto, ψα é sobrejetora.

Logo, ψα é um homeomorfismo e, quando restrita a uma fibra Ex,

ψαx : Ex → {x} × R
n

(α, x, v) 7−→ ψαx(α, x, v) = (x, v)

é um isomorfismo.
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Como foram satisfeitas as condições (i) e (ii) da Definição 1.1.1, portanto, E/∼ é um
fibrado vetorial real de posto n sobre X.

Observação 1.1.9 Em todas as contruções feitas nessa seção, se trocarmos R por C

obtemos a noção de fibrados vetoriais complexos.
Além disso, as trivializações também caracterizam a construção do fibrado, isto é, se

X é uma variedade complexa e as funções de transição forem de classe C∞ ou holomorfas,
teremos fibrados vetoriais complexos de classe C∞ ou holomorfos, respectivamente.

1.1.2 Algumas Construções Envolvendo Fibrados

Para esse tópico, construiremos alguns importantes, exemplos de fibrados vetoriais. O
Teorema 1.1.8 nos permite fazer isso já que, a menos de isomorfismo, basta verificarmos
se a famı́lia de funções de transição do fibrado satisfazem as condições de cociclo.

O Produto Tensorial

Consideremos as seguintes estruturas algébricas

• E fibrado vetorial de posto n, cujas funções de transição são θαβ : Uαβ → GL(n,R);

• E ′ fibrado vetorial de postom, cujas funções de transição são θ′αβ : Uαβ → GL(m,R).

Note que {Uα} é uma cobertura trivializadora comum a ambos fibrados, e que as funções
de transição θαβ e θ′αβ são cont́ınuas e satisfazem as condições de cociclo. Desse modo, o
produto tensorial E⊗E ′ é um fibrado de posto n ·m, cujas funções de transição são dadas
por

ψαβ = θαβ ⊗ θ′αβ : Uαβ → GL(n,R)⊗GL(m,R) ≈ GL(nm,R)

Vamos verificar que, de fato, as funções ψαβ satisfazem as condições de cociclo. Definindo

ψαβ(x) : R
n ⊗ R

m −→ R
n ⊗ R

m

u⊗ v 7−→ ψαβ(x)(u⊗ v) = θαβ · u⊗ θ′αβ · v

temos então

(i) Sejam Uαβγ 6= ∅, x ∈ Uαβγ e u⊗ v ∈ R
n ⊗ R

m quaisquer. Note que

ψαβ(x) ◦ ψβγ(x) ◦ ψγα(x) · u⊗ v = ψαβ(x) ◦ ψβγ(x)(θγα · u⊗ θ′γα · v)

= ψαβ(x)
[
(θβγ ◦ θγα · u)⊗ (θ′βγ ◦ θ

′
γα · v)

]

= (θαβ ◦ θβγ ◦ θγα · u)⊗ (θ′αβ ◦ θ
′
βγ ◦ θ

′
γα · v)

= (Id(x) · u)⊗ (Id(x) · v)

= u⊗ v

utilizando o fato das funções de E e E ′ satisfazerem a primeira condição de cociclo.

Portanto, ψαβ ◦ ψβγ ◦ ψγα = Id;
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(ii) Sejam Uαβ 6= ∅, x ∈ Uαβ e u⊗ v ∈ R
n ⊗ R

m quaisquer. Com isso,

ψαβ(x) ◦ ψβγ(x) · u⊗ v = ψαβ(x)(θβα · u⊗ θ′βα · v)

= (θαβ ◦ θβα · u)⊗ (θ′αβ ◦ θ
′
βα · v)

= (Id(x) · u)⊗ (Id(x) · v)

= u⊗ v

utilizando o fato das funções de E e E ′ satisfazerem a segunda condição de cociclo.

Logo, ψαβ ◦ ψβα = Id, o que implica em ψαβ = ψ−1
βα .

Portanto, como a famı́lia de funções de transição {ψαβ} satisfaz as condições de coci-
clo, E ⊗ E ′ é um fibrado vetorial de posto nm sobre X.

Antes da próxima construção, apresentamos a seguinte definição:

Definição 1.1.10 Seja (E, π) um fibrado vetorial sobre X. Um subfibrado de E é um
conjunto F tal que F ⊂ E e a projeção e as trivializações locais de E dão à F estrutura
de fibrado vetorial real de posto m ≤ n.

Sendo θα as trivializações de E, então

• πF = π
∣∣
F
é a projeção de F ;

• para cada x ∈ X, as fibras de F , denotadas por Fx, são subespaços vetoriais de Ex;

• as trivializações locais de F são dadas por ηα = θα
∣∣
F
: π−1

F (Uα) → Uα × R
n.

O Fibrado Quociente

Dados um fibrado E e seu subfibrado F ⊂ E, o fibrado quociente é definido por E/F .
Suas fibras são Ex/Fx

e, dadas {Uα} trivializações de E, o diagrama abaixo é satisfeito

Uαβ × R
n π−1(Uαβ)

θβoo θα // Uαβ × R
n

Uαβ × R
m

OO

π−1
F (Uαβ)

OO

ηβ
oo

ηα
// Uαβ × R

m

OO

onde as flechas verticais representam as respectivas aplicações de inclusão. Assim, temos
aplicações que levam (x, v) ∈ Uαβ×R

n em (x, θαβ(x)·v) e (x, v) ∈ Uαβ×R
m em (x, ηαβ(x)·

v), onde

θαβ : R
n −→ R

n

v 7−→ θαβ(x) · v

e
ηαβ : R

m −→ R
m

v 7−→ ηαβ(x) · v
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Como, das construções de subfibrados, ηα é restrição de θα, então escrevemos θαβ(x)
∣∣
Rm =

ηαβ(x), para cada v ∈ R
m. Assim, podemos expressar θαβ como

θαβ(x) =

(
ηαβ(x) ραβ

0 ζαβ

)

onde

ηαβ(x) : R
m → R

m

ραβ(x) : R
n−m → R

m

0(x) : Rm → R
n−m

ζαβ(x) : R
n−m → R

n−m

Com isso, temos uma famı́lia de funções {ζαβ} satisfazendo as condições de cociclo.
Desse modo, as funções {ζαβ} serão as funções de transição que definem o fibrado quociente
E/F .

O Fibrado Soma Direta

Novamente, consideremos as seguintes estruturas algébricas

• E fibrado vetorial de posto n sobre X, cujas funções de transição são dadas por
θαβ : Uαβ → GL(n,R). Suas fibras são Ex e suas trivializações locais são dadas por
θα;

• E ′ fibrado vetorial de posto m sobre X, cujas funções de transição são dadas por
θ′αβ : Uαβ → GL(m,R). Suas fibras são E ′

x e suas trivializações locais são dadas por
θ′α.

Com isso, a soma direta E⊕E ′ é um fibrado de posto n+m cujas funções de transição
são dadas por

ϕαβ = θαβ ⊕ θ′αβ : Uαβ −→ GL(n,R)⊕GL(m,R) ≈ GL(n+m,R)

Vamos verificar que, de fato, as funções ϕαβ satisfazem as condições de cociclo. Defi-
nindo

ϕαβ(x) : R
n ⊕ R

n −→ R
n ⊕ R

n

(u, v) 7−→ ϕαβ(x) · (u, v) =

(
θαβ(x) 0

0 θ′αβ

)
(u, v)

verifiquemos então as duas condições:
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(i) Sejam Uαβγ 6= ∅, x ∈ Uαβγ e (u, v) ∈ R
n ⊕ R

m quaisquer. Com isso,

ϕαβ(x) ◦ ϕβγ(x) ◦ ϕγα(x) · (u, v)

=

(
θαβ(x) 0

0 θ′αβ

)(
θβγ(x) 0

0 θ′βγ

)(
θγα(x) 0

0 θ′γα

)
· (u, v)

=

(
θαβ(x)θβγ(x)θγα(x) 0

0 θ′αβ(x)θ
′
βγ(x)θ

′
γα(x)

)
· (u, v)

=
[
Id
]
· (u, v) = (u, v)

visto que as famı́lias {θαβ} e {θ′αβ} satisfazem as condições de cocilo.

Assim, ϕαβ ◦ ϕβγ ◦ ϕγα = Id;

(ii) Sejam Uαβ 6= ∅, x ∈ Uαβ e (u, v) ∈ R
n ⊕ R

m quaisquer. Com isso,

ϕαβ(x) ◦ ϕβγ(x) · (u, v) =

(
θαβ(x) 0

0 θ′αβ

)(
θβα(x) 0

0 θ′βα

)
· (u, v)

=

(
θαβ(x)θβα(x) 0

0 θ′αβ(x)θ
′
βα(x)

)
· (u, v)

=
[
Id
]
· (u, v) = (u, v)

utilizando novamente o fato das famı́lias de funções de transição satisfazerem as
condições de cociclo. Desse modo, ϕαβ ◦ ϕβα = Id =⇒ ϕαβ = ϕ−1

βα.

Portanto, como a famı́lia {ϕαβ} satisfaz as condições de cociclo, E ⊕ E ′ é, de fato, um
fibrado de posto n+m sobre X.

Mais ainda, as fibras de E ⊕ E ′, para cada x ∈ X, são dadas por Ex ⊕ E ′
x e suas

trivializações locais são induzidas pelas trivializações de E e E ′:

θα ⊕ θ′α : π−1(Uα) −→ Uα × (Rn ⊕ R
m)

O Fibrado Dual

Inicialmente, recordamos que uma aplicação linear f : V → W induz uma aplicação
linear definida nos espaços duais de V e W , definida por

fT : W ∗ −→ V ∗

α 7−→
fT (α) : V → R

v 7→ (α ◦ f)(v)

Mais ainda, a matriz de fT é a transposta da matriz de f .

Agora, seja E
π

−→ X um fibrado vetorial de posto n com trivializações {θα}. Para
cada θα : π−1(Uα) −→ Uα × R

n, definimos então

(θTα )
−1 : π−1(Uα) −→ Uα × R

n∗
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dada pela inversa da aplicação induzida por θα. Tais aplicações serão as trivializações do
fibrado dual E∗. Antes de demonstrarmos que as aplicações satisfazem as condições de
cociclo, note que

(θTα )
−1(θTβ ) =

(
(θTβ )

−1θTα
)−1

=
(
(θαθ

−1
β )T

)−1
=
(
θTαβ
)−1

Assim, a famı́lia das funções de transição de E∗ é dada por {ψαβ}, onde ψαβ = (θTαβ)
−1.

Agora, olhando para as matrizes das trivializações, temos que:

(i) Dado x ∈ Uαβγ ,

(ψαβ ◦ ψβγ ◦ ψγα)(x)

=
(
θTαβ
)−1(

θTβγ
)−1(

θTγα
)−1

(x)

=

(([
θα(x)

]T )−1[
θβ(x)

]T
)(([

θβ(x)
]T )−1[

θγ(x)
]T
)(([

θγ(x)
]T )−1[

θα(x)
]T
)

=
([
θα(x)

]T )−1
([
θβ(x)

]T ([
θβ(x)

]T )−1
)([

θγ(x)
]T ([

θγ(x)
]T )−1

)[
θα(x)

]T

=
([
θα(x)

]T )−1[
Id(x)

][
Id(x)

][
θα(x)

]T

=
([
θα(x)

]T )−1[
θα(x)

]T

=
[
Id(x)

]
= x

(ii) Dado x ∈ Uαβ,

(ψαβ ◦ ψβα)(x) =
(
θTαβ
)−1(

θTβα
)−1

(x)

=

(([
θα(x)

]T )−1[
θβ(x)

]T
)(([

θβ(x)
]T )−1[

θα(x)
]T
)

=
([
θα(x)

]T )−1
([
θβ(x)

]T ([
θβ(x)

]T )−1
)[
θα(x)

]T

=
([
θα(x)

]T )−1[
Id(x)

][
θα(x)

]T

=
([
θα(x)

]T )−1[
θα(x)

]T

=
[
Id(x)

]
= x

ou seja, ψαβ ◦ ψβγ ◦ ψγα = Id e, da unicidade do inverso multiplicativo em GL(n,R),
ψαβ = ψ−1

βα .

Portanto, a famı́lia {ψαβ} satisfaz as condições de cociclo e E∗ é, de fato, um fibrado
vetorial de posto n.

O Fibrado Gerado por uma Hipersuperf́ıcie

Para apresentarmos o último exemplo dessa seção, inicialmente precisamos apresentar
a seguinte definição:
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Definição 1.1.11 (i) Seja X uma variedade complexa e W um subconjunto aberto de
X. Uma hipersuperf́ıcie D ⊂ W é uma subvariedade anaĺıtica localmente definida
por uma única função holomorfa não-nula, ou seja, para cada p ∈ W , existe uma
vizinhança U de p e h holomorfa tal que

D ∩ U = {q ∈ U / h(q) = 0}.

(ii) Um divisor é uma combinação linear formal

D =
∑
ai[Di],

onde Di ⊂ X são hipersuperf́ıcies irredut́ıveis - ou seja, a função que define a
hipersuperf́ıcie é dada por um polinômio irredut́ıvel - e ai ∈ Z.

Agora, considere X uma variedade complexa e D ⊂ X uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica.
Como para cada p ∈ X podemos tomar um aberto Uα, considere a famı́lia de funções
hα : Uα → C e {Uα} uma cobertura de abertos paraX. Assim, em Uαβ, temos hα = ϕαβhβ,
onde ϕαβ : Uαβ → C

∗ é uma aplicação holomorfa que não se anula em nenhum ponto de
Uαβ.

Definimos então o fibrado associado à hipersuperf́ıcie D, denotado por [D], pelas

funções de transição ϕαβ =
hα
hβ

(não é dif́ıcil verificar que tais funções satisfazem as

condições de cociclo).

Observe que [D] é um fibrado de posto 1.

O Fibrado Virtual

Nesta seção vamos apresentar o conceito de Fibrado Virtual. Para mais detalhes, a
referência para esta seção é [3] e [20].

Sejam {Ei} fibrados vetoriais C∞ em uma variedade X, com i = 0, . . . , q. Definimos

o Fibrado Virtual ξ =

q∑

i=0

(−1)iEi como um elemento do K-grupo K(X) de X, onde

K(X) denota um grupo abeliano, chamado grupo de Grothendieck de X (ver página 158
de [20]).

Aqui nos interessa o caso em que i = 1, ou seja, os fibrados virtuais da forma L = E−F .
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1.2 Classes de Chern

Para a construção que desenvolveremos nessa seção, seguimos a referência [20].

1.2.1 Conexões e Curvaturas

Inicialmente, fixemos algumas notações importantes. Considere E um espaço to-
pológico, X uma variedade complexa e E

π
−→ X um fibrado vetorial complexo de posto

n. Sendo U ⊂ X aberto, considere que:

• a0(U) é a C-álgebra C∞(U,C), ou seja, funções complexas em U , de classe C∞;

• ap(U) é o a0(U)-módulo de p-formas complexas de classe C∞ sobre U ;

• a∗(U) é a álgebra graduada de formas diferenciais complexas C∞ sobre U , dadas
por

a∗(U) =
dimX⊕

p=0

ap(U);

• ap(U,E) é o a0(U)-módulo C∞(U,
∧p TXC∗

⊗E) de seções de
∧p TXC∗

⊗E sobre
U . Em particular, quando p = 0, a0(U,E) é o módulo de seções C∞ de E sobre U .

Definição 1.2.1 Uma conexão em E é uma aplicação C-linear

∇ : a0(X,E) −→ a1(X,E)

satisfazendo a regra de Leibniz

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇(s), ∀f ∈ a0(X), ∀s ∈ a0(X,E)

Note que, na definição acima, o produto tensorial df ⊗ s não é feito em C, e sim em
a0(X), visto que a1(X,E) é um a0(X)-módulo.

Proposição 1.2.2 O conceito de conexão é um conceito local.

Demonstração: Queremos mostrar que, se s é uma seção identicamente nula num
aberto U , então ∇(s) ∈ a1(X,E) também é identicamente nula em U . Seguiremos a
demonstração por absurdo.

Suponha que exista x0 ∈ U tal que ∇(s)(x0) 6= 0. Tomando uma função ρ ∈ a0(U)
com suporte compacto, e que vale 1 numa vizinhança V ⊂ U de x0, definimos ρ como

ρ(x) =

{
ρ(x), x ∈ U
0, x ∈ X\U

Com isso, ρs ∈ a0(X,E) é identicamente nula - já que s é identicamente 0 em U . Com
isso, como a conexão é C-linear,

∇(ρs) = ∇(0) = ∇(0C · 0) = 0C · ∇(0) = 0
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onde 0C é o número complexo nulo. Mais ainda, da regra de Leibniz,

∇(ρs) = dρ⊗ s+ ρ∇(s) = ρ∇(s),

já que s se anula em U e, ρ se anula em X\U .

Assim, por definição, ρ(x) = ρ(x) ≡ 1, para todo x ∈ V . Porém, como ρ∇(s) = 0 para
todo elemento de X, então ρ∇(s) = 0 ⇒ ∇(s) = 0 em V . Em particular, ∇(s)(x0) = 0,
uma contradição à hipótese inicial.

Como as conexões possuem um caráter local, podemos restringi-las a abertos de X.
Assim, sendo {Uα} uma cobertura aberta de X, então uma conexão em E fica completa-
mente determinada pelas suas restrições ∇

∣∣
Uα
.

A seguir, mostraremos a existência dessas aplicações.

Lema 1.2.3 Existem conexões.

Demonstração: Seja {Uα} cobertura aberta de X, trivializadora de ambos E e TXC.
Para cada α, tome sα = (sα1 , . . . , s

α
n) um referencial para π−1(Uα) = Uα ×C

n, ou seja,
sαi ∈ a0(Uα, E). Mais ainda, para cada x ∈ Uα, {s

α
1 (x), . . . , s

α
n(x)} é uma base de Ex.

Consideramos também então {ρα} uma partição da unidade subordinada a {Uα}.

Assim, definimos ∇α em Uα por ∇α(sαi ) = 0, para todo i = 1, . . . , n.
Com essa definição, para f ∈ a0(Uα), vale

∇α(fsαi ) = df ⊗ sαi + f∇α(sαi ) = df ⊗ sαi

Note que, sendo sα um referencial para π−1(Uα), é posśıvel reescrevermos uma seção
s ∈ a0(Uα, E) em função dos termos da base de Ex, ou seja,

s
∣∣
Uα

=
n∑

i=1

fis
α
i , fi ∈ a0(Uα) (1.7)

e então, podemos estender ∇α para uma seção qualquer, da seguinte forma

∇α(s
∣∣
Uα
) = ∇α

( n∑

i=1

fis
α
i

)
=

n∑

i=1

∇α(fis
α
i ) =

n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

Com isso, definimos

∇ =
∑

α

ρα∇
α

que é uma conexão. De fato, como

∇(s) =
∑

α

ρα∇
α(s
∣∣
Uα
) =

∑

α

ρα

( n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)
(1.8)
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então ∇ é linear, o que segue diretamente da linearidade do produto tensorial. Por fim,
dado g ∈ a0(X), temos

∇(gs) =
∑

α

ρα∇
α(gs) =

∑

α

ρα∇
α

(
g

n∑

i=1

fis
α
i

)

=
∑

α

ρα∇
α

( n∑

i=1

gfis
α
i

)

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

∇α( gfis
α
i )

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

d(gfi)⊗ sαi

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

(fidg + gdfi)⊗ sαi

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

(fidg ⊗ sαi + gdfi ⊗ sαi )

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

fidg ⊗ sαi +
∑

α

ρα

n∑

i=1

gdfi ⊗ sαi

=
∑

α

ρα

n∑

i=1

dg ⊗ fis
α
i + g

∑

α

ρα

( n∑

i=1

dfi ⊗ sαi

)

(1.8)
=
∑

α

ρα

(
dg ⊗

n∑

i=1

fis
α
i

)
+ g∇(s)

(1.7)
=
∑

α

ρα

(
dg ⊗ s

∣∣
Uα

)
+ g∇(s)

=
∑

α

dg ⊗ ραs
∣∣
Uα

+ g∇(s)

= dg ⊗
∑

α

ραs
∣∣
Uα

+ g∇(s)

= dg ⊗ s+ g∇(s)

Mantendo as notações do Lema anterior, podemos expressar ∇ no aberto Uα através
de sαi como

∇(sαi ) =
n∑

j=1

θαij ⊗ sαj , (1.9)

onde θαij são as 1-formas de classe C∞ sobre Uα. Vamos olhar com mais detalhes como
expressar essas formas θαij.

Como ∇(sαi ) ∈ a1(Uα, E), podemos reescreve-lo como um produto tensorial u ⊗ v.
Sendo a1(Uα, E) = C∞(U, TXC∗

⊗ E), então u ∈ C∞(Uα, TX
C∗

) e v ∈ C∞(Uα, E) e,
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utilizando a notação de (1.7), escrevemos v =
n∑

j=1

fjs
α
j , com fj ∈ a0(Uα). Dáı,

∇(sαi ) = u⊗ v

= u⊗
n∑

j=1

fjs
α
j

=
n∑

j=1

u⊗ fjs
α
j

=
n∑

j=1

fju⊗ sαj

Desse modo, a matriz de 1-formas θα =
[
θαij
]
é a matriz de ∇ em Uα, onde θ

α
ij = fju.

Nosso próximo objetivo é construir uma relação entre as matrizes da conexão ∇ em
abertos Uα e Uβ.
Sejam sα e sβ referenciais sobre Uα e Uβ, respectivamente. Assim, considerando Uαβ =

Uα ∩ Uβ 6= ∅, existe uma matriz inverśıvel gαβ =
[
gij
]
tal que sαi =

n∑

j=1

gijs
β
j . Isso nos

permite definir g−1
αβ =

[
g̃ij
]
, com

sβk =
n∑

l=1

g̃kls
α
l . (1.10)

Com essas notações, temos

∇(sαi ) = ∇

( n∑

j=1

gijs
β
j

)
=

n∑

j=1

∇(gijs
β
j )

=
n∑

j=1

[dgij ⊗ sβj + gij∇(sβj )] =
n∑

j=1

dgij ⊗ sβj +
n∑

j=1

gij∇(sβj )

(1.9)
=

n∑

j=1

dgij ⊗ sβj +
n∑

j=1

gij

( n∑

k=1

θβjk ⊗ sβk

)

(1.10)
=

n∑

j=1

[
dgij ⊗

( n∑

l=1

g̃jls
α
l

)]
+

n∑

j=1

gij

( n∑

k=1

θβjk ⊗ sβk

)

(1.10)
=

n∑

j=1

n∑

l=1

dgij ⊗ g̃jls
α
l +

n∑

j=1

gij

[ n∑

k=1

θβjk ⊗

( n∑

l=1

g̃kls
α
l

)]

=
n∑

l=1

n∑

j=1

dgij g̃jl ⊗ sαl +
n∑

l=1

( n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkg̃kl

)
⊗ sαl

=
n∑

l=1

( n∑

j=1

dgij g̃jl +
n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkg̃kl

)
⊗ sαl
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Assim, se compararmos o resultado encontrado com (1.9), ou seja,

∇(sαi ) =
n∑

l=1

θαil ⊗ sαl ,

conclúımos que

θαil =
n∑

j=1

dgij g̃jl +
n∑

j=1

n∑

k=1

gijθ
β
jkg̃kl,

onde a igualdade acima representa o seguinte produto matricial

θα = dgαβg
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ

A partir do conceito de conexão, estenderemos tal noção definindo um operador que
também possui caráter local.

Definição 1.2.4 Dada uma conexão ∇ em E, definimos

∇ : a1(X,E) → a2(X,E)

onde, para ω ∈ a1(X) e s ∈ a0(X,E), temos

∇(ω ⊗ s) = dω ⊗ s− ω ∧∇(s) (regra de Leibniz)

Proposição 1.2.5 Seja f ∈ a0(X). Então, a aplicação ∇ satisfaz a seguinte relação

∇(f(ω ⊗ s)) = df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s)

Demonstração: Basta observarmos que

∇(f(ω ⊗ s)) = ∇(fω ⊗ s) = d(fω)⊗ s− (fω) ∧∇(s)

= (fdω + df ∧ ω)⊗ s− (fω) ∧∇(s)

= (df ∧ ω)⊗ s+ f(dω ⊗ s)− f(ω ∧∇(s))

= df ∧ (ω ⊗ s) + f(dω ⊗ s− ω ∧∇(s))

= df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s)

Definição 1.2.6 Definimos a curvatura de uma conexão ∇ por

K∇ = ∇ ◦∇

A curvatura de uma conexão também é linear, o que é verificado no resultado abaixo.

Proposição 1.2.7 A curvatura K∇ de uma conexão é uma aplicação a0(X)-linear.
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Demonstração: Sejam f ∈ a0(X) e s ∈ a0(X,E). Dessa forma, se escrevermos
∇(s) = ω ⊗ v ∈ a1(X,E), temos

K∇(fs) = ∇ ◦∇(fs) = ∇(df ⊗ s+ f∇(s))

= ∇(df ⊗ s) +∇(f∇(s))

= d2f ⊗ s− df ∧∇(s) +∇(f(ω ⊗ v))

= d2f ⊗ s− df ∧∇(s) + df ∧ (ω ⊗ v) + f∇(ω ⊗ v)

= d2f ⊗ s+ f∇(ω ⊗ v)

onde, na última igualdade, utilizamos que df ∧∇(s) = df ∧ (ω⊗v). Antes de concluirmos,
note que

d2f = d

(∑

i

∂f

∂zi
dzi

)

=
∑

i,j

∂2f

∂zj∂zi
dzj ∧ dzi,

e, sendo f de classe C∞, então

∂2f

∂zj∂zi
=

∂2f

∂zi∂zj
e dzj ∧ dzi = −dzi ∧ dzj,

ou seja, d2f = 0. Portanto,

K∇(fs) = d2f ⊗ s+ f∇(ω ⊗ v)

= f∇(ω ⊗ v)

= f∇(∇(s)) = fK∇(s)

Ainda sobre a curvatura de uma conexão, a próxima Proposição nos dá outro impor-
tante resultado sobre K∇:

Proposição 1.2.8 O valor de K∇ em um ponto x ∈ X depende apenas do valor da seção
s no ponto x, independentemente da seção tomada.

Demonstração: Seja sα = (sα1 , . . . , s
α
n) um referencial local de E em Uα, com x ∈ Uα.

Consideremos também s e s′ seções de E sobre Uα, tais que s(x) = s′(x).
Então, como s− s′ ∈ a0(Uα, E), podemos escrever

s− s′ =
n∑

i=1

fis
α
i

e como s(x)− s′(x) = 0, então fi(x) = 0, i = 1, . . . , n. Assim, utilizando o fato de K∇ ser
linear, temos

K∇(s− s′) = K∇

( n∑

i=1

fis
α
i

)
=

n∑

i=1

fiK∇(s
α
i ),
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ou seja,

K∇(s)(x)−K∇(s
′)(x) = K∇(s− s′)(x) =

n∑

i=1

fiK∇(s
α
i (x)) =

n∑

i=1

0 ·K∇(s
α
i (x)) = 0

e, portanto,

K∇(s)(x) = K∇(s
′)(x).

Podemos expressar a curvatura de uma conexão através de uma matriz, de maneira
análoga como fizemos com a conexão. Tomando novamente sα = (sα1 , . . . , s

α
n) referencial

local para E sobre Uα, temos

K∇(s
α
i ) = ∇(∇(sαi ))

= ∇

( n∑

l=1

θαil ⊗ sαl

)

=
n∑

l=1

∇(θαil ⊗ sαl )

=
n∑

l=1

[ dθαil ⊗ sαl − θαil ∧∇(sαl ) ]

=
n∑

l=1

dθαil ⊗ sαl −
n∑

l=1

θαil ∧∇(sαl )

(1.9)
=

n∑

l=1

dθαil ⊗ sαl −
n∑

l=1

θαil ∧

( n∑

j=1

θαlj ⊗ sαj

)

Agora, reescrevendo os ı́ndices do primeiro somatório, temos

K∇(s
α
i ) =

n∑

l=1

dθαil ⊗ sαl −
n∑

l=1

θαil ∧

( n∑

j=1

θαlj ⊗ sαj

)

=
n∑

j=1

dθαij ⊗ sαj −
n∑

l=1

θαil ∧

( n∑

j=1

θαlj ⊗ sαj

)

=
n∑

j=1

dθαij ⊗ sαj −
n∑

j=1

n∑

l=1

(θαil ∧ θ
α
lj)⊗ sαj

=
n∑

j=1

(
dθαij −

n∑

l=1

(θαil ∧ θ
α
lj)

)
⊗ sαj

Ou seja, escrevemos

K∇(s
α
i ) =

n∑

j=1

Θα
ij ⊗ sαj
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onde

Θα
ij = dθαij −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lj

Assim, a matriz Θα =
[
Θα

ij

]
, com Θα

ij = dθαij −
n∑

k=1

θαik ∧ θ
α
kj é a matriz de K∇ em

Uα. Note que seus coeficientes são 2-formas em Uα e, dessa forma, conclúımos que

Θα = dθα − θα ∧ θα, (1.11)

onde θα representa a matriz da conexão ∇ em Uα.

Novamente, podemos relacionar matrizes Θα e Θβ de curvaturas em Uα e Uβ, respec-
tivamente. Tomando sα e sβ referenciais locais sobre os abertos Uα e Uβ e as matrizes
gαβ =

[
gij
]
e g−1

αβ =
[
g̃ij
]
, tais que

sαi =
n∑

j=1

gijs
β
j e sβk =

n∑

l=1

g̃kls
α
l

como já visto, então é válido, em Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅:

K∇(s
α
i ) = K∇

( n∑

l=1

gils
β
l

)
=

n∑

l=1

gilK∇(s
β
l )

(1.9)
=

n∑

l=1

gil

n∑

k=1

θβlk ⊗ sβk

=
n∑

l=1

n∑

k=1

(
gilθ

β
lk ⊗ sβk

)

=
n∑

l=1

n∑

k=1

[
gilθ

β
lk ⊗

( n∑

j=1

g̃kjs
α
j

)]

=
n∑

l=1

n∑

k=1

n∑

j=1

gilθ
β
lkg̃kj ⊗ sαj

=
n∑

j=1

[ n∑

l=1

n∑

k=1

(gilθ
β
lkg̃kj)

]
⊗ sαj

Ou seja,

Θα
ij =

n∑

l=1

n∑

k=1

gilθ
β
lkg̃kj

que, escrevendo da forma matricial, se expressa como

Θ = gαβΘ
βg−1

αβ . (1.12)
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1.2.2 Polinômios Invariantes

Para essa seção, considere M(n,C) sendo a álgebra de matrizes n× n sobre C.

Definição 1.2.9 Um polinômio invariante sobre M(n,C) é uma função

P :M(n,C) −→ C

que é polinomial nas entradas de uma matriz e satisfaz

P (g−1Ag) = P (A),

para todo A ∈M(n,C) e para todo g ∈ GL(n,C).

O conjunto de polinômios invariantes sobre M(n,C) também é uma álgebra, que
denotamos por I(n,C).

A seguinte proposição nos dá uma condição equivalente para trabalharmos com po-
linômios invariantes.

Proposição 1.2.10 São equivalentes:

(i) P (g−1Ag) = P (A), para todo A ∈M(n,C) e para todo g ∈ GL(n,C);

(ii) P (XY ) = P (Y X), para todos X, Y ∈M(n,C).

Demonstração:

• (ii) ⇒ (i) Sejam A ∈ M(n,C) e g ∈ GL(n,C). Tomando X = g−1A e Y = g, da
condição (ii), temos

P (XY ) = P (Y X)

⇒ P (g−1Ag) = P (gg−1A) = P (Id ·A) = P (A),

onde Id é a matriz identidade n× n;

• (i) ⇒ (ii) Vamos separar essa demonstração em dois casos.

Inicialmente, considere Y ∈ GL(n,C) ⊂ M(n,C). Então, tomando g = Y e A =
Y X na condição (i), então

P (A) = P (g−1Ag)

⇒ P (Y X) = P (Y −1(Y X)Y ) = P (Id ·XY ) = P (XY ).

Para o caso em que X ∈ GL(n,C), a demonstração é análoga.

Suponhamos agora X, Y ∈M(n,C)\GL(n,C).

Inicialmente, lembramos que o conjunto GL(n,C) é denso em M(n,C), ou seja,
dado r > 0, existe uma matriz X0 ∈ B(X, r) tal que X0 ∈ GL(n,C).
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Mais ainda, sendo P polinomial, então P é cont́ınua. Em particular, também são
cont́ınuas as aplicações

W ∈M(n,C) 7→ P (WY )

W ∈M(n,C) 7→ P (YW )

Logo, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, para toda matriz W ∈ B(X, δ), então

∣∣P (XY )− P (WY )
∣∣ < ε

2
(1.13)

|P (Y X)− P (YW )| <
ε

2

Assim, tomando r = δ, existe W0 ∈ B(X, δ) tal que W0 ∈ GL(n,C) e, do caso
anterior, P (WoY ) = P (YW0).

Logo, dado ε > 0 qualquer, temos

|P (XY )− P (Y X)| = |P (XY )− P (W0Y ) + P (YW0)− P (Y X)|

≤ |P (XY )− P (W0Y )|+ |P (YW0)− P (Y X)|

(1.13)
<

ε

2
+
ε

2
= ε

Ou seja, |P (XY )−P (Y X)| < ε, para todo ε > 0. Logo, |P (XY )−P (Y X)| = 0 ⇒
P (XY ) = P (Y X).

Abaixo, daremos alguns exemplos de polinômios invariantes

Exemplo 1.2.11 Em M(n,C) podemos definir a aplicação

det : M(n,C) −→ C

A 7−→ det(A)

que é um polinômio invariante, visto que já é conhecida a relação

det(AB) = det(A) · det(B) = det(B) · det(A) = det(BA).

O próximo exemplo nos dará uma construção que utilizaremos novamente ao final
dessa seção.

Exemplo 1.2.12 Sejam A ∈ M(n,C) e Id a matriz identidade n × n em M(n,C). Os
polinômios Ci, definidos por

det(tI + A) =
n∑

i=0

Cn−i(A)t
i,

são polinômios invariantes.

De fato, dada g ∈ GL(n,C), é válida a relação det g−1 =
1

det g
, visto que det g 6= 0.
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Mais ainda, note que

det(tI + A) = det(g−1) · det(tI + A) · det g

= det[g−1(tI + A)g]

= det(g−1tIg + g−1Ag)

= det(t · g−1Ig + g−1Ag)

= det(tI + g−1Ag)

Com isso, temos

det(tI + A) = det(tI + g−1Ag)

⇒
n∑

i=0

Cn−i(A)t
i =

n∑

i=0

Cn−i(g
−1Ag)ti

⇒ Cn−i(A) = Cn−i(g
−1Ag), i = 0, . . . , n

onde, no último passo, utilizamos igualdade de polinômios. Observe ainda que o termo
det(tI + A) nos leva diretamente ao cálculo de autovalores de A.

Consideramos E
π

−→ X um fibrado vetorial complexo C∞ de posto n, ∇ uma conexão
em E e K∇ a curvatura de ∇. Em um aberto trivializador Uα, K∇ é dado por uma matriz
n× n de 2-formas Θα, como visto anteriormente. Em Uαβ, de (1.12), temos

Θα = gαβΘ
βg−1

αβ ,

onde gαβ ∈ GL(n,C). Assim, se P é um polinômio invariante,

P (Θα) = P (gαβΘ
βg−1

αβ ) = P (Θβ)

Com isso, se P tem grau k, definindo

P (K∇)
∣∣
Uα

= P (Θα)

temos que P (K∇) é uma 2-forma global em X, independente das trivializações.

Lema 1.2.13 Se P é um polinômio invariante, então dP (K∇) = 0.

Demonstração: Seja P um polinômio invariante. Escrevendo P (A) = P ([aij]), con-

sidere B =

[
∂P

∂aij

]
a matriz de derivadas de P . Assim, escrevemos a derivada de P

como

dP ([aij]) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂P

∂aij
daij (1.14)

Mostraremos duas identidades:

• dP (A) = tr(BTdA)
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Como os termos da matriz BTdA podem ser expressos por (BTdA)ij =
n∑

k=1

BT
ikdakj,

temos então

tr(BTdA) =
n∑

i=1

(BTdA)ii

=
n∑

i=1

( n∑

k=1

BT
ikdaki

)

=
n∑

i=1

n∑

k=1

(
∂P

∂aki

)
daki

(1.14)
= dP ([aij]) = dP (A)

e, portanto,

tr(BTdA) = dP (A) (1.15)

• ABT = BTA

Inicialmente, considere a matriz Eji = [ers], onde ers = δjrδis - aqui, as funções δ
representam o delta de Kronecker -, ou seja

ers =

{
1 se r = j e s = i
0 caso contrário

Isso nos diz que Eji tem entrada 1 na posição (i, j) e 0 nas demais. Com isso

(EjiA)rs =

{
0 se r 6= j
ais se r = j

e (AEji)rs =

{
0 se s 6= i
arj se s = i

(1.16)

Agora, como P é invariante, da Proposição 1.2.10, vale

P ((I + tEji)A) = P (A(I + tEji))

e derivando essa expressão em relação a t, temos

n∑

r=1

n∑

s=1

∂P

∂ars
(EjiA)rs =

n∑

r=1

n∑

s=1

∂P

∂ars
(AEji)rs

Agora, substituindo (1.16), temos

n∑

s=1

ais
∂P

∂ajs
=

n∑

r=1

arj
∂P

∂ari

Por fim, como (ABT )ij =
n∑

s=1

ais
∂P

∂ajs
e (BTA)ij =

n∑

r=1

arj
∂P

∂ari
, segue o resultado:

ABT = BTA (1.17)
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Tomamos agora Uα um aberto trivializador de E e sejam θα e Θα as matrizes da
conexão ∇ e da curvatura K∇, respectivamente (ambos em relação a Uα). Então, escre-
vemos

B =

[
∂P

∂Θij

]

onde as entradas da matriz B são formas de grau par. De (1.15), temos

dP (Θα) = tr(BT ∧ dΘα) (1.18)

Mais ainda, estudando o termo BT ∧ dΘα, temos

dΘα
ij = d

(
dθαij −

n∑

k=1

θαik ∧ θ
α
kj

)

= d(dθαij)− d

( n∑

k=1

θαik ∧ θ
α
kj

)

= −d

( n∑

k=1

θαik ∧ θ
α
kj

)

= −
n∑

k=1

d(θαik ∧ θ
α
kj)

= −
n∑

k=1

(dθαik ∧ θ
α
kj − θαik ∧ dθ

α
kj)

= −
n∑

k=1

dθαik ∧ θ
α
kj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −
n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk +

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −
n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj −

n∑

k=1

( n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

Note que podemos reescrever a segunda parcela acima como

n∑

k=1

( n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj

=
n∑

k=1

θαkj ∧

( n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)

=
n∑

l=1

θαil ∧

( n∑

k=1

θαlk ∧ θ
α
kj

)

=
n∑

k=1

θαik ∧

( n∑

l=1

θαkl ∧ θ
α
lj

)
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visto que, na última igualdade, trocamos apenas os parâmetros k e l. Assim,

dΘα
ij = −

n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj −

n∑

k=1

θαik ∧

( n∑

l=1

θαkl ∧ θ
α
lj

)
+

n∑

k=1

θαik ∧ dθ
α
kj

= −
n∑

k=1

(
dθαik −

n∑

l=1

θαil ∧ θ
α
lk

)
∧ θαkj +

n∑

k=1

θαik ∧

(
dθαkj −

n∑

l=1

θαkl ∧ θ
α
lj

)

= −
n∑

k=1

Θα
ik ∧ θ

α
kj +

n∑

k=1

θαik ∧Θα
kj

que, reescrita na forma matricial, é dada por

dΘα = θα ∧Θα −Θα ∧ θα

e é chamada identidade de Bianchi. Assim, substituindo esse resultado em (1.18), temos

dP (Θα) = tr(BT ∧ dΘα)

= tr(BT ∧ (θα ∧Θα −Θα ∧ θα))

= tr[(BT ∧ θα) ∧Θα −Θα ∧ (BT ∧ θα)]

=
n∑

i=1

n∑

k=1

[(BT ∧ θα)ik ∧Θα
ki −Θα

ki ∧ (BT ∧ θα)ik]

= 0

pois Θα
ki é uma 2-forma, que comuta com qualquer outra forma. Logo, dP (K∇) = 0.

1.2.3 Classes Caracteŕısticas

Na seção anterior, vimos que, se P é um polinômio invariante de grau k, então P (K∇)
define uma classe em H2k

DR(X,C).
Nosso objetivo é mostrar que tal classe depende apenas da classe de isomorfismo de

E, e não da conexão ∇. Para isso, utilizaremos uma operação na comologia de De Rham
chamada integração ao longo das fibras, que descreveremos a seguir.

Seja X × R
q p
−→ X o fibrado trivial. Localmente, uma forma C∞ω sobre X × R

q se
escreve como uma combinação linear de formas dos seguintes tipos:

• Tipo (I) : ω = f(xα, t)dtI ∧ dx
α
J , com |I| < q

• Tipo (II) : ω = f(xα, t)dtIq ∧ dx
α
J = f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ dtq ∧ dx

α
J

onde t = (t1, . . . , tq), dtI = dti1 ∧ . . .∧ dtir , i1 < . . . < ir, |I| = r, dt1 ∧ . . .∧ dtq determina
a orientação de R

q e xα são as coordenadas locais de X.
Definimos então o operador linear ℘∆q

∗ : a∗(X × R
q) → a∗−q(X) por





℘∆q

∗ ω = 0 se ω é do Tipo (I)

℘∆q

∗ ω =

(∫

∆q

f(xα, t)dtIq

)
dxαJ se ω é do Tipo (II)
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onde ∆q é o q-simplexo padrão, dado por

∆q = {(z0, . . . , zn) ∈ R
n+1;

n∑

i=0

ti = 1, ti ≥ 0}

Dadas as notações, enunciamos a seguinte Proposição:

Proposição 1.2.14 Seja i : ∂(X ×∆q) → X ×∆q o operador inclusão. Então

℘∆q

∗ ◦ d+ (−1)q+1d ◦ ℘∆q

∗ = ℘∂∆q

∗ ◦ i∗ (1.19)

Demonstração: Separemos a demonstração em dois casos.

(i) ω é do Tipo (I);

Seja ω = f(xα, t)dtI ∧ dxαJ , com |I| < q − 1. Nesse caso, d(℘∆q

∗ ω) = d(0) = 0 e
℘∆q

∗ (dω) = 0, já que dω, já que dω também é uma forma do Tipo (I).

Mais ainda, como i∗ω também é do Tipo (I), então ℘∂∆q

∗ ◦ i∗(ω) = 0, e dáı, o resul-
tado também é válido, visto que a igualdade (1.19) se torna nula.

Agora, suponhamos ω = f(xα, t)dtI ∧ dxαJ , com |I| = q − 1 e, digamos, dtI =

dt1 ∧ . . . ∧ d̂ti ∧ . . . ∧ dtq - aqui d̂ti implica que dti não está no produto exterior, já
que |I| = q − 1. Assim, sendo dtl ∧ dtI ∧ dx

α
J = 0 quando l 6= i, temos

dω =
∑

k

∂d

∂xαK
dxαk ∧ dtI ∧ dx

α
J +

q∑

l=1

∂f

∂tl
dtl ∧ dtI ∧ dx

α
J

=
∑

k

∂d

∂xαK
dxαk ∧ dtI ∧ dx

α
J +

∂f

∂ti
dti ∧ dtI ∧ dx

α
J

= (−1)q−1
∑

k

∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dxαJ + (−1)i−1 ∂f

∂ti
dtIq ∧ dx

α
J

Como cada
∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dx

α
J é uma forma do Tipo (I) (ou seja, se anula quando

aplicamos ℘∆q

∗ ), temos

℘∆q

∗ (dω) = ℘∆q

∗ ((−1)q−1
∑

k

∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dxαJ + (−1)i−1 ∂f

∂ti
dtIq ∧ dx

α
J)

= ℘∆q

∗ ((−1)q−1
∑

k

∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dxαJ) + ℘∆q

∗ ((−1)i−1 ∂f

∂ti
dtIq ∧ dx

α
J)

= ℘∆q

∗ ((−1)i−1 ∂f

∂ti
dtIq ∧ dx

α
J)

= (−1)i−1

(∫

∆q

∂f

∂ti
dt1 ∧ . . . ∧ dt1

)
dxαJ (1.20)

Agora, da versão combinatória do Teorema de Stokes, (vista com mais detalhes em
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[18]), temos

(−1)i−1

∫

∆q

∂f

∂ti
dt1 ∧ . . . ∧ dt1 =

q∑

j=0

(−1)j
∫

∆q(j)

f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtq,

onde ∆q(j) é a j-ésima face de ∆q.

Assim, retornando a (1.20),

℘∆q

∗ (dω) =

( q∑

j=0

(−1)j
∫

∆q(j)

f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtq

)
dxαJ

que é exatamente ℘∂∆q

∗ (i∗ω), visto que ℘∂∆q

∗ e ℘∂∆q

∗ diferem apenas em suas regiões
de integração, o que nos dá o resultado (1.19), já que ℘∆q

∗ (ω) = 0.

(ii) ω é do Tipo (II);
Seja agora ω = f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ dtq ∧ dx

α
J . Assim, i ∗ ω = 0, o que anula o lado

direito da igualdade (1.19). Assim, basta mostrar que

℘∆q

∗ ◦ d = (−1)qd ◦ ℘∆q

∗ (1.21)

Utilizando novamente que dtl ∧ dtI ∧ dx
α
J = 0, temos

dω = d(f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ dtq ∧ dx
α
J)

=
∑

k

∂f

∂xαk
dxαk ∧ dtI ∧ dx

α
J +

q∑

l=1

∂f

∂tl
dtl ∧ dtI ∧ dx

α
J

=
∑

k

∂f

∂xαk
dxαk ∧ dtI ∧ dx

α
J

= (−1)q
∑

k

∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dxαJ

e com isso,

℘∆q

∗ (dω) = ℘∆q

∗

(
(−1)q

∑

k

∂f

∂xαk
dtI ∧ dx

α
k ∧ dxαJ

)

=

(∫

∆q

(−1)q
∑

k

∂f

∂xαk
dt1 ∧ . . . ∧ dtq

)
dxαk ∧ dxαJ

= (−1)q
∑

k

(∫

∆q

∂f

∂xαk
dt1 ∧ . . . ∧ dtq

)
dxαk ∧ dxαJ (1.22)
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E como

(−1)qd(℘∆q

∗ ω) = (−1)qd

(∫

∆q

f(xα, t)dt1 ∧ . . . ∧ dtq

)
dxαJ

= (−1)q
∑

k

(∫

∆q

∂f

∂xαk
dt1 ∧ . . . ∧ dtq

)
dxαk ∧ dxαJ

então é válido (1.21), o que encerra a demonstração.

Iremos recorrer aqui a algumas definições que já apresentamos sobre fibrados vetoriais.

Considere E
π

−→ X um fibrado vetorial complexo, de posto n, onde X é uma variedade
complexa. Então o fibrado vetorial

E × R
q π×id // X × R

q

é induzido pelo fibrado (E, π), e suas fibras tem a mesma dimensão das fibras de E. Se
tomarmos uma cobertura trivializadora {Uα}, comum a E e a TXC, e um referencial
local, temos que as seções de E × R

q
∣∣
Uα

≈ Uα × R
q × C

n podem ser expressas como

s(xα, t) =
n∑

i=1

f(xα, t)sαi ,

onde t = (t1, . . . , tq).

Agora tome q + 1 conexões ∇0,∇1, . . . ,∇q sobre E e considere a soma convexa

∇0,1,...,q = (1− t1 − t2 − . . .− tq)∇
0 + t1∇

1 + t2∇
2 + . . .+ tq∇

q

Desse modo, ∇0,1,...,q define uma conexão sobre E × R
q, cuja matriz sobre Uα é dada por

θ0,1,...,q,α = (1− t1 − t2 − . . .− tq)θ
0,α + t1θ

1,α + t2θ
2,α + . . .+ tqθ

q,α

onde cada θi,α é a matriz da conexão ∇i, i = 0, 1, . . . , q, em Uα. Assim, de (1.11), a
curvatura K∇0,1,...,q , em Uα, é dada por,

Θ0,1,...,α = dθ0,1,...,α − θ0,1,...,α ∧ θ0,1,...,α

Definimos então a aplicação P(∇0,∇1, . . . ,∇q) : I(n,C) → a∗(X) da seguinte forma





P(∇0)(P ) =

(
i

2π

)grP

· P (K∇0) se q = 0

P(∇0,∇1, . . . ,∇q)(P ) = (−1)[q/2]℘∆q

∗ (P(∇0,1,...,q)) se q > 0

(1.23)

onde gr P denota o grau de P (se q = 0) e ℘∆q

∗ : a∗(X × R
q) → a∗−q(X) é a integração

ao longo das fibras.
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No próximo exemplo, vamos analisar a aplicação P para o caso em que q = 1.

Exemplo 1.2.15 Na definição da aplicação P(∇0,∇1, . . . ,∇q), quando q = 1, temos

P(∇0,∇1)(P ) = ℘∆1

∗ (P(∇0,1,...,q))

= ℘∆1

∗

((
i

2π

)gr P

P (K∇0,1)

)

pois ∇0,1 é uma única conexão, e então vale (1.23) para q = 0.
Do Lema 1.2.13, vale

dP (K∇0,1) = 0, (1.24)

já que P é um polinômio invariante. Mais ainda,

d(P(∇0,∇1)(P )) = d

(
℘∆1

∗

((
i

2π

)gr P

P (K∇0,1)

))
(1.25)

=

(
i

2π

)gr P

d(℘∆1

∗ (P (K∇0,1)))

Utilizando agora a Proposição 1.2.14, com q = 1, temos

℘∆1

∗ ◦ d+ (−1)2d ◦ ℘∆1

∗ = ℘∂∆1

∗ ◦ i∗

=⇒ ℘∆1

∗ ◦ d(P (K∇0,1)) + d ◦ ℘∆1

∗ (P (K∇0,1)) = ℘∂∆1

∗ ◦ i∗(P (K∇0,1))

Assim, unindo os resultados (1.24) e (1.25), temos

d ◦ ℘∆1

∗ (P (K∇0,1)) = ℘∂∆1

∗ ◦ i∗(P (K∇0,1))

=⇒

(
i

2π

)gr P

d ◦ ℘∆1

∗ (P (K∇0,1)) =

(
i

2π

)gr P

℘∂∆1

∗ ◦ i∗(P (K∇0,1))

=⇒ d(P(∇0,∇1)(P )) =

(
i

2π

)gr P

℘∂∆1

∗ ◦ i∗(P (K∇0,1))

Agora, da versão combinatória do Teorema de Stokes,

℘∂∆1

∗ ◦ i∗ =
1∑

j=0

(−1)j℘∆1(j)
∗ = i∗0 − i∗1

onde ij = X → X × [0, 1] é a inclusão, dada por ij(x) = (x, j). Portanto,

d(P(∇0,∇1)(P )) =

(
i

2π

)gr P

(℘∂∆1

∗ ◦ i∗)(P (K∇0,1))

=

(
i

2π

)gr P

(i∗0(P (K∇0,1))− i∗1(P (K∇0,1)))

=

(
i

2π

)gr P

(P (K∇0)− P (K∇1))
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=

(
i

2π

)gr P

P (K∇0)−

(
i

2π

)gr P

P (K∇1)

= P(∇0)(P )− P(∇1)(P )

Tais cálculos nos mostram que as formas P (K∇0) e P (K∇1) diferem, a menos de uma

constante

(
i

2π

)gr P

, da forma d(P(∇0,∇1)(P )). Mais ainda, a classe [P (K∇)] depende

apenas da classe de isomorfismo (C∞) de E, e não da conexão ∇ em E.

Em outras palavras, vale o resultado a seguir

Proposição 1.2.16 A classe [P (K∇)] = [P (E)] ∈ H∗
DR(X,C) independe da conexão ∇

sobre E. Tal classe é chamada classe caracteŕıstica de E.

Assim, podemos resumir os estudos dessa seção da seguinte forma: sendo I(n,C) a
álgebra graduada de polinômios invariantes e E

π
−→ X um fibrado vetorial complexo de

posto n, obtivemos então um homomorfismo de álgebras, dado por

W : I(n,C) −→ H2∗
DR(X,C)

P 7−→ [P (K)]

onde K é a curvatura de uma conexão qualquer em E. W é chamado homomorfismo de
Weil.

Finalmente, podemos enunciar a importante definição a seguir:

Definição 1.2.17 (i) Sejam Ci, i = 1, . . . , n polinômios simétricos elementares de au-
tovalores de uma matriz n×n. As formas de Chern de uma curvatura K∇ - essa
associada a uma conexão ∇ sobre E - são dadas por

ci(K∇) = Ci

(
i

2π
K∇

)

(ii) As classes de Chern de E são dadas por

– c0(E) = 1;

– ci(E) =

[
Ci

(
i
2π
K

)]
∈ H2i

DR(X,C), i = 1, 2, . . . , n.

A soma c(E) = 1 + c1(E) + . . .+ cn(E) é chamada de classe de Chern total de E e
cn(E) é a classe Top de Chern de E.

Observação 1.2.18 (1) A definição acima possui um pequeno abuso de notação, visto
que as classes de Chern ci são, na verdade, definidas em H2i(X,Z). Porém, essen-
cialmente esses objetos são os memos - segundo a Teoria de Chern-Weil;

(2) Se X é uma variedade complexa, ci(X) denota a i-ésima classe de Chern do fibrado
tangente holomorfo de X, já definido no Exemplo 1.1.4.
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1.2.4 Propriedades das Classes de Chern

Fórmula de Whitney do Produto

Sejam E
πE−→ X e F

πF−→ X fibrados vetoriais com conexões∇E e∇F , respectivamente.
Assim, tomamos [θE] e [θF ] as matrizes de suas respectivas conexões no aberto Uα. Assim,
o fibrado E ⊕ F assume naturalmente uma conexão ∇E⊕F = ∇E ⊕ ∇F , cuja matriz
θαE⊕F = θαE ⊕ θαF também pode ser expressa por

[θαE⊕F ] =

[
[θαE] 0
0 [θαF ]

]

da construção já feita para o fibrado soma direta. Assim, sua matriz de curvatura K∇E⊕F
,

de (1.11), se expressa como

Θα
E⊕F = d(θαE ⊕ θαF )− (θαE ⊕ θαF ) ∧ (θαE ⊕ θαF )

= dθαE ⊕ dθαF − ((θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF )) ∧ ((θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF ))

= dθαE ⊕ dθαF − [(θαE ⊕ 0) ∧ (θαE ⊕ 0) + (θαE ⊕ 0) ∧ (0⊕ θαF )

+ (0⊕ θαF ) ∧ (θαE ⊕ 0) + (0⊕ θαF ) ∧ (0⊕ θαF )]

= dθαE ⊕ dθαF − [(θαE ∧ θαE)⊕ 0 + 0⊕ 0 + 0⊕ 0 + 0⊕ (θαF ∧ θαF )]

= (dθαE − θαE ∧ θαE)⊕ (dθαF − θαF ∧ θαF )

= Θα
E ⊕Θα

F

sendo Θα
E e Θα

F as matrizes das curvaturas K∇E
e K∇F

, respectivamente.
Representando na forma matricial e, já pensando nas formas de Chern, temos o se-

guinte resultado

[Θα
E⊕F ] =

[
[Θα

E] 0
0 [Θα

F ]

]
⇒ det(tI +Θα

E⊕F ) = det(tI +Θα
E) · det(tI +Θα

F )

=

( n∑

i=0

Cn−i(Θ
α
E)t

i

)( n∑

i=0

Cn−i(Θ
α
F )t

i

)

=
n+m∑

i=0

C ′
n−i(Θ

α
E⊕F )t

i,

onde

C ′
k(Θ

α
E⊕F ) =

k∑

j=0

Ck−j(Θ
α
E)Cj(Θ

α
F )

Assim, as classes de Chern de E ⊕ F são dadas por

c1(E ⊕ F ) = c1(E) + c1(F )

c2(E ⊕ F ) = c2(E) + c1(E)c1(F ) + c2(F )
...

ck(E ⊕ F ) =
k∑

j=0

ck−j(E)cj(F ) (1.26)



1.2. Classes de Chern 49

Observe que tal relação é a mesma que é satisfeita no produto de formas. Por fim, a classe
total de Chern de E ⊕ F é dada por

c(E ⊕ F ) = 1 + c1(E ⊕ F ) + c2(E ⊕ F ) + . . .+ ck(E ⊕ F )

=
m+n∑

r=0

r∑

j=0

cr−j(E)cj(F )

= (c0(E) + c1(E) + . . .+ cn(E))(c0(F ) + c1(F ) + . . .+ cm(F ))

= c(E)c(F )

Portanto,

c(E ⊕ F ) = c(E)c(F ) (1.27)

Classes de Chern do Fibrado Dual

Sejam E
π

−→ X um fibrado vetorial de posto n e E∗ π̃
−→ X o fibrado dual de E.

Como já vimos, se {gαβ} são os cociclos de transição de E, então {ψαβ} são os de E∗,
com ψαβ = (g−1

αβ ). Dada uma conexão ∇ sobre E, suas matrizes satisfazem

θα = dgαβg
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ (1.28)

como já visto anteriormente. Transpondo essa igualdade, obtemos

(θα)T = [dgαβg
−1
αβ + gαβθ

βg−1
αβ ]

T

= [dgαβg
−1
αβ ]

T + [gαβθ
βg−1

αβ ]
T

= (g−1
αβ )

T (dgαβ)
T + (g−1

αβ )
T (θβ)TgTαβ

= (gTαβ)
−1(dgαβ)

T + (gTαβ)
−1(θβ)TgTαβ

Como d((gTαβ)
−1) = −(gTαβ)

−1dgTαβ(g
T
αβ)

−1 (utilizando a propriedade da aplicação inversa),
então (gTαβ)

−1dgTαβ = −d((gTαβ)
−1)gTαβ.

Substuindo isso no resultado acima, temos

(θα)T = −d((gTαβ)
−1)gTαβ + (gTαβ)

−1(θβ)T gTαβ

⇒ (−θα)T = d((gTαβ)
−1)gTαβ + (gTαβ)

−1(−θβ)T gTαβ

⇒ (−θα)T = dψαβψ
−1
αβ + ψαβ(−θ

β)Tψ−1
αβ

que é a representação de (1.28) para o dual E∗. Desse modo, podemos definir uma conexão
∇∗ sobre E∗, cuja matriz será dada por (−θ)T . Assim, a matriz de K∇∗ em Uα satisfaz

Θ∗α = d((−θ)T )− (−θ)T ∧ (−θ)T

= −(dθα)T − (θα)T ∧ (θα)T

= −(dθα)T − (θα ∧ θα)T

= −(dθα + θα ∧ θα)T = −(Θ)T

Assim, visto que a transposição A 7→ AT em GL(n,C) é obtida por conjugação, dado P i



1.2. Classes de Chern 50

um polinômio homogêneo de grau i, temos

P i(−(Θα)T ) = (−1)iP i(Θα)

Assim, as classes de Chern de E e seu dual satisfazem

ci(E
∗) = (−1)ici(E) (1.29)

Os dois próximos resultados a serem enunciados serão necessários até o fim desse traba-
lho. Suas construções podem ser vistas com mais detalhes em [15] e [20], respectivamente.

Classes de Chern do Produto Tensorial

Considere E
π

−→ X um fibrado vetorial de posto n e F
p

−→ X um fibrado vetorial de
posto 1. Assim, as classes de Chern do produto tensorial se expressam da seguinte forma





c1(E ⊗ F ) = c1(E) + n · c1(F )

ci(E ⊗ F ) =
i∑

k=0

(
n− k

i− k

)
ck(E)c1(F )

i−k, 2 ≤ i ≤ n
(1.30)

Classes de Chern do Fibrado Virtual

Considere, novamente, E
π

−→ X um fibrado vetorial de posto n e L
p

−→ X um fibrado
vetorial de posto 1. Nesse caso, E e L induzem um fibrado, chamado fibrado virtual e
denotado por E−L. Os fibrados virtuais são elementos deK(X), o grupo de Grothendieck
de X (ver [20]), e suas classes de Chern são dadas por





c1(E − L) = c1(E) + c1(L
∗)

ci(E − L) =
i∑

k=0

(
n− k

i− k

)
ck(E)c1(L

∗)i−k, 2 ≤ i ≤ n
(1.31)

onde L∗ representa o fibrado dual de L.
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1.3 Feixes

Definição 1.3.1 Seja X um espaço topológico. Dizemos que F é um pré-feixe de grupos
abelianos sobre X se

(a) para todo subconjunto aberto U ⊂ X existe um grupo abeliano F(U)

(b) para toda inclusão V ⊆ U de subconjuntos abertos de X, temos um homomorfismo
de grupos abelianos ρuv : F(U) → F(V) denominado mapa restrição, satisfazendo
as seguintes condições:

– F(∅) = 0;

– ρuu : F(U) → F(U) é a aplicação identidade;

– se W ⊂ V ⊂ U são subconjuntos abertos, então ρuw = ρvw ◦ ρuv, ou seja, o
diagrama abaixo é comutativo:

F(U)

ρuv $$

ρuw // F(W)

F(V)

ρvw

OO

A definição apresentada anteriormente pode ser adaptada para outras estruturas algébricas,
ou seja, é posśıvel definir, por exemplo, pré-feixes de conjuntos, aneis, módulos, entre ou-
tros, de acordo com a necessidade do estudo. A seguir, temos algumas observações quanto
as notações utilizadas.

Observação 1.3.2 :

• Se F é um pré-feixe, então diremos que F(U) é o conjunto das seções de F em U;

• As aplicações ρuv são chamadas aplicações restrições. Para os próximos resultados,
iremos denotar ρuv(s) = s|V .

Definição 1.3.3 Seja F um pré-feixe sobre um espaço topológico X. Dizemos que F é
um feixe se satisfaz as seguintes condições adicionais:

(c) [Localização] se U é um conjunto aberto {Vi} é uma cobertura aberta de U e s ∈
F(U) é tal que s|Vi

= 0, para todo i, então s = 0;

(d) [Globalização] se U é um conjunto aberto, {Vi} é uma cobertura aberta de U e
si ∈ F(Vi) satisfaz, para cada i, j, si|Vi∩Vj

= sj|Vi∩Vj
, então existe s ∈ F(U) tal que

s|Vi
= si, para cada i.

Exemplo 1.3.4 Seja X uma variedade complexa. Para cada conjunto aberto U ⊂ X,
considere

O(U) = {f holomorfa em U}, U 6= ∅
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o anel das funções regulares de U em C e, para cada V ⊂ U , tomamos ρuv : O(U) → O(V )
o mapa restrição. Considerando O(∅) = {0}, sendo 0 a função identicamente nula, então
O é um feixe de aneis sobre X. De fato, podemos verificar as quatro condições necessárias:

(a) Para cada U ⊂ X, O(U) é um anel, por definição;

(b) Os dois primeiros itens são imediatos da definição. Para o terceiro item, tomando
f ∈ O(U), f |V ∈ O(V ) e f |W ∈ O(W ), com W ⊂ V ⊂ U abertos, temos

(ρvw ◦ ρuv)(f) = ρvw(ρuv(f)) = ρvw(f |V ) = f |W = ρuw(f);

(c) Seja f ∈ O(U) e {Vi} cobertura aberta de U . Se, para cada Vi, f |Vi
= 0, então

0 = f |Vi
= ρuvi(f) ⇒ f(z) = 0, ∀z ∈ Vi,

ou seja, para cada z ∈ U , existe j tal que z ∈ Vj. Sendo f nula em cada Vj, então
f(z) = 0 e, portanto, f ≡ 0;

(d) Novamente, seja f ∈ O(U) e {Vi} cobertura aberta de U . Tomando fi ∈ O(Vi) e
fj ∈ O(Vj) e, para cada i, j, fi|Vi∩Vj

= fj|Vi∩Vj
, temos

fi|Vi∩Vj
= fj|Vi∩Vj

⇒ ρu,vi∩vj(fi) = ρu,vi∩vj(fj),

ou seja, em Vi ∩ Vj, fi e fj assumem os mesmos valores, para cada par i, j escolhido.
Assim, definimos a seguinte função

f : U −→ C

x 7−→ f(x) = fi(x), x ∈ Vi

É posśıvel demonstrar, pela hipótese, que tal função está bem definida. Agora, note que,
dado x0 ∈ U no domı́nio, existe j0 tal que x0 ∈ Vj0, visto que {Vi} é uma cobertura de U .
Agora, pela definição de f ,

f |Vj0
= fj0 ∈ O(Vj0).

Logo, f é holomorfa em Vj0. Ou seja, f ∈ O(U) e segue diretamente da definição que
f |Vi

= fi.

O feixe apresentado no exemplo anterior, O - às vezes denotado por OX , para ilustrar
onde o feixe está definido -, é conhecido como o feixe das funções holomorfas. Ao decorrer
desse trabalho, veremos algumas propriedades relacionadas a esse feixe.

Exemplo 1.3.5 Sejam X uma variedade complexa e OX o feixe de funções holomorfas
sobre X. O feixe tangente de X, denotado por TX é o feixe de OX-módulos definido da
seguinte forma:

Para cada aberto U ⊂ X, TX(U) constitui o OX(U)-módulo de campo de vetores
holomorfos sobre U .

Iremos agora definir o talo de um feixe, dado por um conjunto quociente. Para isso, é
necessário definirmos uma relação de equivalência.

Seja p ∈ X e F um feixe em X. Considerando o par (U, s), onde U ⊂ X é um aberto
e s ∈ F(U) uma seção do feixe F , definimos
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”〈U, s〉 ∼ 〈V, s′〉 se existe aberto W ⊂ U ∩ V tal que s|W = s′|W ”

que é uma relação de equivalência. De fato,

• (Reflexiva) Visto que U ⊂ U ∩U = U , e s|U = s|U , é imediato que 〈U, s〉 ∼ 〈U, s〉;

• (Simétrica) Sejam U, V ⊂ X abertos e s, s′ seções de F . Com isso,

〈U, s〉 ∼ 〈V, s′〉 ⇒ ∃ W aberto ,W ⊂ U ∩ V = V ∩ U tal que s′|W = s|W

⇒ 〈V, s′〉 = 〈U, s〉;

• (Transitiva) Inicialmente, tomamos U, V, Y ⊂ X abertos e s, s′, s′′ seções de F .
Note que

〈U, s〉 ∼ 〈V, s′〉 e 〈V, s′〉 ∼ 〈Y, s′′〉

⇒ ∃ W1,W2 abertos , W1 ⊂ U ∩ V tal que s|W1
= s′|W1

W2 ⊂ V ∩ Y tal que s′|W2
= s′′|W2

Assim, tomando W = W1 ∩ W2, que também é um conjunto aberto, onde W =
W1 ∩W2 ⊂ (U ∩ V ) ∩ (V ∩ Y ) = U ∩ V ∩ Y ⊂ U ∩ Y , temos

s
∣∣
W

= s
∣∣
W1 ∩W2︸ ︷︷ ︸

⊂W1

= s′
∣∣
W1 ∩W2︸ ︷︷ ︸

⊂W1
⊂W2

= s′′
∣∣
W1 ∩W2︸ ︷︷ ︸

⊂W2

= s′′
∣∣
W

e, portanto, 〈U, s〉 ∼ 〈Y, s′′〉.

Definição 1.3.6 O talo de F em p, denotado por Fp, é dado por

Fp = {〈U, s〉; U é um aberto contendo p, s é uma seção de F em U}/ ∼

As classes de equivalência são denominadas germes de F em p.

A seguir, iremos definir quando uma aplicação entre pré-feixes é um morfismo. Tal
definição será importante para mostramos que, caso tenhamos um isomorfismo, é posśıvel
induzir, a partir dela, também um isomorfismo entre os talos dos respectivos feixes.

Definição 1.3.7 Sejam F e G pré-feixes sobre um espaço topológico X. Um morfismo
de feixes

ϕ : F −→ G

consiste em um morfismo de grupos abelianos

ϕ(U) : F(U) −→ G(U)

onde U é um aberto do espaço X tal que, sempre que V ⊂ U , o diagrama abaixo comuta

F(U)

ρuv

��

ϕ(U) // G(U)

ρ′uv
��

F(V )
ϕ(V )

// G(V )
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Se cada componente do diagrama é bijetora, então temos um isomorfismo em cada com-
ponente.

Proposição 1.3.8 Seja ϕ : F −→ G um morfismo de feixes sobre um espaço topológico
X. Então ϕ é um isomorfismo se, e somente se, a aplicação induzida sobre o talo ϕp :
Fp −→ Gp é um isomorfismo, para todo p ∈ X.

Demonstração: Inicialmente, note que sendo ϕ um isomorfismo, então ϕ é um isomor-
fismo em cada vizinhança de p ∈ X. Logo, é imediato que ϕp é também um isomorfismo.

Suponha agora que ϕp : Fp → Gp é um isomorfismo, para toda vizinhança p ∈ X.
Para mostrar que ϕ é um isomorfismo, é suficiente mostrar que ϕ(U) : F(U) → G(U) é
um isomorfismo para cada U . Consideremos então a seguinte aplicação

ϕ(U) : F(U) → G(U)
s 7→ ϕ(s)

Vamos mostrar a injetividade e a sobrejetividade de ϕ(U) utilizando diretamente as
condições da definição de feixes.

Inicialmente, tome ϕ(s) ∈ G(U), tal que ϕ(s) ≡ 0. Então, para toda vizinhança Up de
p, a imagem de ϕ(s) no talo Gp - iremos denotar por ϕ(s)p- é nula. Como, por hipótese,
ϕp é injetiva, então ϕ(s)p ≡ 0 ⇒ sp = 0, para cada p ∈ U .
Da Definição 1.3.3 , sp = 0 é equivalente a dizer que existe uma vizinhança abertaWp ⊂ U
tal que s|Wp

= 0|Wp
= 0. Assim, como para cada p tomamos um Wp, podemos tomar a

cobertura {Wp}p∈U de U . Como s|Wp
= 0 para cada p, do item (c) da Definição 1.3.3,

s = 0 em U . Logo, ϕ(U) é injetora.

Por fim, tome t ∈ G(U). Para cada vizinhança de p em U , consideremos então o
tp ∈ Gp o germe da seção t na vizinhança de p. Como ϕp é, por hipótese, sobrejetora,
então existe sp ∈ Fp tal que ϕp(sp) = tp.
Agora, considere s(p) a representação de sp em uma vizinhança do ponto Vp do ponto p.
Desse modo, ϕ(s(p)) e t|Vp

são dois elementos de Gp com os mesmos germes em Vp. Caso
contrário, é posśıvel escolher V ′

p ⊂ Vp suficientemente pequeno que satisfaça ϕ(s(p)) = t|Vp

em G(Vp).

Novamente, é posśıvel cobrir U , dessa vez com a famı́lia {Vp}p∈U e, para cada Vp,
s(p) ∈ F(Vp). Agora, tomamos p, q tais que s(p)|Vp∩Vq

e s(q)|Vp∩Vq
são seções de F(Vp∩Vq)

levadas em t|Vp∩Vq
por ϕ. Da injetividade, s(p)|Vp∩Vq

= s(q)|Vp∩Vq
e, do item (d) da

Definição 1.3.3, então existe s ∈ F(U) tal que s|Vp
= s(p), para cada p ∈ U .

Assim, sendo ϕ(s) e t seções de G(U) e, para cada p, ϕ(s)|Vp
= t|Vp

, temos

ϕ(s)|Vp
= t|Vp

⇒ ϕ(s)|Vp
− t|Vp

= 0

⇒ ϕ(s)− t = 0 ⇒ ϕ(s) = t,

onde nos últimos dois passos usamos o item (c) da definição de Feixes. Portanto, ϕ é
sobrejetora.

Definição 1.3.9 Seja ϕ : F −→ G um morfismo de pré-feixes, onde F e G são pré-feixes
no espaço topológico X.
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(i) Para cada aberto U ⊂ X, temos o grupo abeliano ker(ϕ(U)), que definimos como o
pré-feixe núcleo de ϕ ;

(ii) Para cada aberto U ⊂ X, temos o grupo abeliano Im(ϕ(U)), que definimos como o
pré-feixe imagem de ϕ ;

Definição 1.3.10 Um sub-feixe de um feixe F é um feixe F ′ tal que, para todo conjunto
aberto U ⊂ X, então F ′(U) é um subgrupo de F(U) e as aplicações restrições do feixe F ′

são induzidas pelas aplicações do feixe F .

Da definição anterior, para qualquer ponto p, o talo F ′
p é um subgrupo de Fp.

Definição 1.3.11 Seja ϕ : F −→ G um morfismo entre feixes. Definimos

(i) o núcleo de ϕ, denotado por ker(ϕ), o pré-feixe núcleo de ϕ. Além disso, se
ker(ϕ) = 0 e ker(ϕ) é um feixe, ϕ é um monomorfismo;

(ii) a imagem de ϕ, denotada por Im(ϕ), o feixe associado ao pré-feixe imagem de ϕ.
Além disso, se Im(ϕ) = G, ϕ é um epimorfismo.

Definição 1.3.12 Dizemos que uma sequência de feixes e morfismos

. . . −→ F i−1 ϕi−1

−−−→ F i ϕi

−−→ F i+1 ϕi+1

−−−→ . . .

é exata se em cada etapa temos ker(ϕi) = Im(ϕi−1).

Exemplo 1.3.13 Das definições anteriores, é fácil verificar que a sequência

0 −→ F
ϕ

−−→ G

é exata se, e somente se, ϕ é um monomorfismo. Analogamente, a sequência

F
ϕ

−−→ G −→ 0

é exata se, e somente se, ϕ é um epimorfismo.

As sequências exatas são fundamentais nos cálculos de classes de Chern de várias
estruturas algébricas, como ainda veremos no decorrer desse estudo. Mais ainda, note
que, como anteriormente já definimos morfismos de fibrados vetoriais, podemos definir,
de modo análogo, sequências exatas de fibrados.

Por fim, enunciaremos mais um resultado relacionando as os morfismos de feixes e os
morfismos entre os talos desses feixes, agora quando ambos formam sequências exatas. A
demonstração de tal resultado por ser vista em [24].

Proposição 1.3.14 Considere a seguinte sequência de feixes de grupos abelianos sobre
um espaço topológico X

. . . −→ F i−1 ϕi−1

−−−→ F i ϕi

−−→ F i+1 ϕi+1

−−−→ . . .
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Tal sequência é uma sequência exata se, e somente se, em cada p ∈ X a sequência de
talos

. . . −→ F i−1
p

ϕi−1,p

−−−−→ F i
p

ϕi,p

−−→ F i+1
p

ϕi+1,p

−−−→ . . .

é uma sequência de homomorfismos de grupos abelianos.

1.4 Feixes Localmente Livres e Fibrados Holomorfos

Nesta seção, estabeleceremos uma importante relação entre dois conceitos já apresen-
tados: feixes e fibrados vetoriais. Aqui iremos trabalhar com feixes de aneis e de módulos,
como já foi dito ser posśıvel na definição de feixes de grupos abelianos. Tal relação nos
permitirá calcular as classes de Chern de alguns feixes, já que em essência os mesmos
podem ser vistos como fibrados vetoriais.

Definição 1.4.1 Seja OX um feixe de aneis sobre um espaço topológico X e seja F um
feixe de módulos sobre OX. O feixe F é dito um feixe localmente livre de posto r sobre
OX, se é localmente isomorfo a O⊕r

X em uma vizinhança de todo ponto de M . Em outras
palavras, F é localmente livre se, para todo p ∈M , for posśıvel encontrar uma vizinhança
U de p e seções F1, . . . , Fr ∈ F(U) tais que o homomorfismo de feixes

F : O⊕r
X (U) −→ F(U)

(w1, . . . , wr) 7−→
∑

1≤j≤r

wjFj (1.32)

seja um isomorfismo.

Observamos que, sendo F um feixe localmente livre, segue diretamente da definição
que é posśıvel cobrir X com abertos {Uα}α∈A sobre F . Note também que, para cada
α ∈ A, F admite geradores livres F 1

α, . . . , F
r
α ∈ F(Uα).

Agora, sejam Uα, Uβ abertos com p ∈ Uα ∩ Uβ = Uαβ. Como F(Uα) e F(Uβ) são
módulos, podemos relacionar seus elementos da base da seguinte forma:

F k
β =

∑

1≤j≤r

F j
αG

jk
αβ.

Ou seja, para cada par (α, β), temos a matriz r × r

Gαβ =
(
Gjk

αβ

)
1≤j,k≤r

, onde Gjk
αβ ∈ O(Uαβ)

que relaciona os geradores livres.
Desse modo, iremos definir a seguinte função

ϕαβ : O⊕r
X (Uαβ) −→ O⊕r

X (Uαβ)

w = (w1, . . . , wr) 7−→ ϕαβ(w) =
[
Gjk

αβ

]


w1
...
wr



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e que coincide com F−1
α ◦ Fβ, onde Fα e Fβ são dadas em (1.32), quando tomamos os

abertos Uα e Uβ, respectivamente.
Vamos verificar que ϕαβ = F−1

α ◦ Fβ. De fato, tomando em = (0, . . . , 1, . . . , 0) um dos
vetores da base de O⊕r

X (Uαβ), temos

(F−1
α ◦ Fβ)(em) = F−1

α (Fβ(em))

= F−1
α

( ∑

1≤j≤r

wjFj

)

= F−1
α (Fm

β )

= F−1
α

( ∑

1≤j≤r

F j
αG

jm
αβ

)

= (G1m
αβ , . . . , G

rm
αβ )

=
[
Gjk

αβ

]




0
...
1
...
0




= ϕαβ(em),

onde 1 representa o elemento neutro de O⊕r
X (Uαβ). Mais ainda, tal demonstração é sufi-

ciente para todo elemento do anel pois, dado w ∈ O⊕r
X (Uαβ), vale

ϕ(w) = ϕ(w1, . . . , wr) = ϕ(w1e1 + . . .+ wrer) = w1ϕ(e1) + . . .+ wrϕ(er)

pois ϕαβ = F−1
α ◦Fβ é um homomorfismo. Com isso, a partir de agora usaremos a notação

Gαβ = F−1
α ◦ Fβ e, desse modo, as matrizes Gαβ satisfazem as condições de cociclo. De

fato, para todo w ∈ O⊕r
X (Uαβ),

• G−1

αβ = Gβα;

(Gαβ ◦Gβα)(w) = (F−1
α ◦ Fβ) ◦ (F

−1
β ◦ Fα)(w)

= F−1
α ◦ (Fβ ◦ F

−1
β ) ◦ Fα(w)

= F−1
α ◦ (Id) ◦ Fα(w)

= F−1
α ◦ Fα(w)

= Id(w) = w

• Gαβ ◦Gβγ ◦Gγα = Id.

(Gαβ ◦Gβγ ◦Gγα)(w) = (F−1
α ◦ Fβ) ◦ (F

−1
β ◦ Fγ) ◦ (F

−1
γ ◦ Fα)(w)

= F−1
α ◦ (Fβ ◦ F

−1
β ) ◦ (Fγ ◦ F

−1
γ ) ◦ Fα(w)

= F−1
α ◦ Id ◦ Id ◦Fα(w)

= F−1
α ◦ Fα(w)

= Id(w) = w
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Agora, chegamos ao nosso objetivo principal que é mostrar a existência de uma cor-
respondência entre feixes deOM -módulos localmente livres e fibrados vetoriais holomorfos.

Dada uma coleção de matrizes Gαβ =
(
gjkαβ

)
∈ GL(OX)(Uαβ) satisfazendo as condições

de cociclo, podemos definir um OX-fibrado vetorial

E =

∐

α∈I

Uα × C
r

∼
,

onde ∼ é a relação de equivalência dada por

(xα, ξα) ∼ (xβ, ξβ) ⇐⇒ xα = xβ = x ∈ Uα ∪ Uβ e ξβ = Gαβ(x) · ξα.

Do Teorema 1.1.8, tal feixe localmente livre nos dá um fibrado vetorial. Iremos ilustrar
tal resultado construindo as fibras desse fibrado.

Para cada x ∈ X, consideremos o mapa

ψ : Ox −→ C

ω 7−→ ω(x)

onde Ox é um talo do feixe O e, assim, a aplicação ω é cont́ınua. Assim, denotaremos o
núcleo de ψ como Mx, que é um ideal maximal de Ox. Consequentemente, pelo Primeiro
Teorema do Isomorfismo,

Ox

Mx

∼= C

Agora, sendo F um feixe localmente livre de posto r, para cada x ∈ X, associaremos

um C-espaço vetorial Ex =
Fx

Mx

. De fato, sendo Fx ≃ O⊕r
x , podemos ver que

Ex =
Fx

Mx

≃

(
Ox

Mx

)⊕r

≃ C
r.

Assim, podemos considerar o conjunto E =
∐

x∈X

Ex com a projeção natural

π : E −→ X
ξ 7−→ π(ξ) := x,

e então teremos fibras Ex = π−1(x) com estrutura de espaço vetorial complexo de di-
mensão r.

Reciprocamente, podemos construir um feixe localmente livre a partir de um fibrado
vetorial holomorfo.

Seja E
π

−→ X um fibrado vetorial holomorfo, de posto r sobre a variedade complexa
X. Definimos o feixe de seções associado a E, denotado por O(E), da seguinte forma:
para cada aberto U ⊂ X, O(E)(U) constitui o grupo de seções de E sobre U . Mais ainda,
para cada aberto trivializador Uα, consideremos a trivialização

ϕα : π−1(Uα) → Uα × C
r,
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e lembrando que, para cada x ∈ Uα,

ϕα : π−1(x) = Ex → {x} × C
r

é isomorfismo. Por fim, basta tomar a aplicação

F : O⊕r
X (Uα) −→ O(E)(Uα)

w 7−→
F (w) : Uα −→ E

x 7−→ ϕ−1
α (x, w(x)) ∈ Ex

que também é um isomorfismo, das construções que já conhecemos de fibrados vetoriais.
Dessa forma, a partir do fibrado E

π
−→ X, é posśıvel construir um feixe localmente livre.

Observação 1.4.2 Dado um feixe localmente livre, visto nessa seção que o mesmo é, es-
sencialmente, um fibrado vetorial. Dessa forma, dado um feixe localmente livre, é posśıvel
encontrar as classes de Chern correspondentes ao mesmo, visto que as contruções feitas
na seção 1.2.

Para o caso em que o feixe F não necessariamente localmente livre, a classe carac-
teŕıstica de F é o produto alternado das classes totais de Chern da resolução localmente
livre associada a esse feixe, e são válidas as propriedades dadas em 1.2.4 (ver mais deta-
lhes em [13] e [23]).

1.5 O ı́ndice de Poincaré-Hopf

Nesta seção, vamos apresentar o conceito de ı́ndice de Poincaré-Hopf de campos de
vetores e alguns resultados da literatura que serão importantes no desenvolvimento deste
trabalho. A referência para esta seção é [3].

Em R
n = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R}, considere um campo de vetores cont́ınuo v =

n∑

i=1

fi
∂

∂xi
definido num aberto U ⊂ R. Uma singularidade p de v é um ponto onde todas

as suas componentes se anulam, isto é, fi(p) = 0 para todo i = 1, . . . ,m. A singularidade
é dita isolada quando em todo ponto x próximo a p existe pelo menos uma componente
de v que não se anula.

Para definir o ı́ndice de Poincaré-Hopf, seja v um campo de vetores cont́ınuo no aberto
U ⊂ R com uma singularidade isolada em p, e seja Sε uma pequena esfera de raio ε em
U centrada em p. Então o ı́ndice de Poincaré-Hopf de v em p, denotado por PH(v, p), é
definido como sendo o grau da aplicação de Gauss

x 7−→
v(x)

|| v(x) ||

de Sε na esfera unitária em R
n .

Agora, seja X uma variedade diferenciável de classe C∞. Um campo de vetores em
X é uma seção de seu fibrado tangente TX . Dado um sistema de coordenadas locais
(x1, . . . , xn) em X, um campo de vetores v ∈ H0(X, TX) em X é expressado localmente
como acima e a definição do ı́ndice de Poincaré-Hopf em uma singularidade isolada se
estende de forma natural. O ı́ndice não depende do sistema de coordenadas escolhido.
Por fim, apresentamos ainda o importante resultado a seguir:



1.6. Formas e Campos Logaŕıtmicos 60

Teorema 1.5.1 (Poincaré-Hopf) Sejam X uma variedade complexa compacta de di-
mensão n e v ∈ H0(X, TX) um campo de vetores holomorfos sobre X, com singularidades
isoladas. Então,

χ(X) =
∑

p∈Sing(v)

PH(v, p), (1.33)

onde PH(v, p) denota o ı́ndice de Poincaré-Hopf de v em p.

1.6 Formas e Campos Logaŕıtmicos

O conceito de q-formas logaŕıtmicas remonta o trabalho de P. Deligne ([9]), onde ori-
ginalmente foi concebido no contexto de formas logaŕıtmicas ao longo de hipersuperf́ıcies
com singularidades do tipo cruzamentos normais. Em ([26]), K. Saito desenvolveu uma
teoria geral destes feixes apresentando algumas definições alternativas e também diversas
propriedades.

Sejam X uma variedade complexa de dimensão n, ω uma q-forma meromorfa em X e
D uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica de X. Dado x ∈ X, seja hx = 0 uma equação (reduzida)
definindo D, localmente, em x. Dizemos que ω é logaŕıtmica ao longo de D em x, se
hx ω e hx dω são formas holomorfas. Denotando por Ωq

X,x(logD) o conjunto de germes de
q-formas logaŕıtmicas ao longo de D em x, definimos o feixe de OX-módulos das q-formas
logaŕıtmicas ao longo de D como sendo

Ωq
X(logD) :=

⋃

x∈X

Ωq
X,x(logD).

Quando D tem singularidades do tipo cruzamentos normais, então o feixe de 1-formas
logaŕıtmicas ao longo de D, Ω1

X(logD), é localmente livre. Além disso, neste caso, existe
a seguinte sequência exata de feixes sobre X

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logD)
Res
−→

N⊕

i=1

ODi
−→ 0, (1.34)

onde Res é o mapa de reśıduos de Poincaré e Di, i ∈ {1, . . . N}, são as componentes
irredut́ıveis de D. Tal construção é feita com mais detalhes em [26].

No caso em que D é uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica reduzida com codim(Sing(D)) ≥ 3,
existe a seguinte sequência exata de feixes sobre X (ver I. Dolgachev [10], Corolário 2.1)

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logD) −→ OD −→ 0. (1.35)

Agora, dado x ∈ X, seja v ∈ TX,x um germe em x de campo de vetores holomorfo em
X. Dizemos que v é logaŕıtmico ao longo de D em x, se satisfaz a seguinte condição: a
derivação v(hx) de uma equação local paraD em x pertence ao ideal 〈hx〉OX,x. Denotemos
por TX,x(− logD) o conjunto de germes de campos de vetores logaŕıtmicos ao longo de D
em x. O feixe de OX-módulos de campos de vetores logaŕıtmicos ao longo de D é definido
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por

TX(− logD) :=
⋃

x∈X

TX,x(− logD).

Para encerrar essa seção, daremos aqui a definição e algumas propriedades de formas
multi-logaŕıtmicas. A construção desta definição pode ser vista com mais detalhes em [1]
e [25].

Considere D uma hipersuperf́ıcie sobre uma variedade complexa X, com decomposição
dada por D = D1∪ . . .∪Dk, onde cada Di é uma hipersuperf́ıcie definida por uma função
hi, com i = 1, . . . , k, em um subconjunto aberto U ⊂ X, e seja também C = D1∩ . . .∩Dk

uma interseção completa reduzida.
Uma q-forma multi-logaŕıtmica ao longo de C em um subconjunto aberto U ⊂ X, é

uma q-forma meromorfa ω em U , regular U−D tal que ω possui no máximo pólos simples
ao longo de D e

dhi ∧ ω ∈
k∑

i=1

Ωq+1(D̂i) para todo i ∈ {1, . . . , k},

onde D̂i = D1 ∪ . . . ∪Di−1 ∪Di+1 ∪ . . . ∪Dk.
Em particular, quando q = 1 e k = 2, conhecemos da literatura (ver [25]) a seguinte

igualdade

Ω1
X(logC) = Ω1

X(D1) + Ω1
X(D2) (1.36)

1.7 O Número de Milnor

Nesta seção, vamos apresentar o conceito de Número de Milnor e alguns resultados da
literatura que serão importantes no desenvolvimento deste trabalho. A referência para
esta seção é [30].

SejamOn,p o anel de germes de funções holomorfas em p ∈ C
n e V ⊂ C

n uma interseção
completa, definida localmente (em p) por f1, . . . , fk ∈ On,p. Suponhamos que p seja uma
singularidade isolada de V . Para cada i = 1, . . . , k, vamos considerar a C-álgebra dada
pelo quociente

On,p

〈J(f1, . . . , fi), f1, . . . , fi−1〉
,

onde o denominador 〈J(f1, . . . , fi), f1, . . . , fi−1〉 denota o ideal em On,p gerado pelos de-

terminantes jacobianos det

(
∂(f1, . . . , fi)

∂(zν1 , . . . , zνi)

)
, 1 ≤ ν1, . . . , νi ≤ n, e f1, . . . , fi−1.

O número de Milnor de V em p, denotado por µp(V ), é definido por

µp(V ) =
k∑

i=1

(−1)k−i dimC

On,p

〈J(f1, . . . , fi), f1, . . . , fi−1〉
,

onde dimC

On,p

〈J(f1, . . . , fi), f1, . . . , fi−1〉
denota a dimensão do quociente como um C- espaço
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vetorial. O número µp(V ) não depende da escolha das funções f1, . . . , fk ∈ On,p (ver [30]).
No caso em que V é uma hipersuperf́ıcie (k = 1), temos

µp(V ) = dimC

On,p

J(f)
,

onde J(f) =

〈(
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn

)〉
, f = f1.

Agora, sejam X uma variedade complexa compacta de dimensão n e D uma hiper-
superf́ıcie reduzida em X com singularidades isoladas. De [30], Teorema 3.9, obtemos a
seguinte fórmula

∫

D

cn−1(TX − [D]) = χ(D) + (−1)n−1
∑

p∈Sing(D)

µp(D). (1.37)

Além disso, para qualquer decomposição D = D1 ∪D2 (não necessariamente irredut́ıvel),
onde D1, D2 têm singularidades isoladas e C = D1 ∩ D2 é uma interseção completa de
codimensão 2 com singularidades isoladas, então temos:

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2]) = χ(C) + (−1)n−2
∑

p∈Sing(C)

µp(C). (1.38)

1.8 O ı́ndice GSV

O ı́ndice GSV, definido por X. Goméz-Mont, J. Seade e A. Verjovsky [5], generaliza
o ı́ndice de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidos em ambientes não regulares.
Originalmente, o ı́ndice GSV foi concebido para campos de vetores sobre hipersuperf́ıcies
com singularidades isoladas. J. P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa [27], obtiveram uma
generalização deste conceito para campos de vetores sobre subvariedades anaĺıticas do
tipo interseção completa local, com singularidades isoladas. Em [17], D. Lehmann, M.
G. Soares e T. Suwa , introduziram o indicie virtual que via teoria Chern-Weil pode ser
interpretado como o ı́ndice GSV e X. Gómez-Mont [12], usando Álgebra Homológica,
definiu o ı́ndice homológico o qual também coincide com o ı́ndice GSV. No trabalho
de M. Brunella [4], o ı́ndice GSV também aparece definido sob outra conotação, mais
precisamente, no contexto de superf́ıcies complexas, o ı́ndice GSV foi concebido para
curvas invariantes por folheações holomorfas. Mais recentemente, M. Corrêa e D. Machado
[7] definiram o ı́ndice GSV no contexto de sistemas de Pfaff.

Na presente seção, vamos apresentar o conceito de ı́ndice GSV de campos de vetores e
alguns resultados da literatura que serão importantes no desenvolvimento deste trabalho.
A referência para esta seção é [30].

Seja D uma hipersuperf́ıcie com singularidades isoladas numa variedade complexa X
n-dimensional e seja v um campo de vetores holomorfos em X, com singularidades iso-
ladas e logaŕıtmico ao longo de D - como já visto na Definição 1.3.7. Dado um ponto
singular x0 ∈ Sing(D), onde Sing(D) é o conjunto dos pontos singulares de D, considere
então h uma função anaĺıtica definindo D numa vizinhança U0 de x0. Assim, o vetor
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gradiente grad(h) nunca se anula, exceto em x0 (já que x0 é uma singularidade isolada)
e é normal a D.

Agora, denotamos por v∗ a restrição de v à parte regular de D, denotada por DREG =
D−Sing(D). Na vizinhança U0, suponhamos que o campo de vetores v seja não-singular
nos pontos distintos de x0. Como v é logaŕıtmico ao longo de D, temos que os vetores
grad(h)(z) e v∗(z) são linearmente independentes em cada ponto z ∈ U0 ∩ (D − {x0}).
Assuma que (z1, . . . , zn) é um sistema de coordenadas em U0 e considere também

Sε = {z = (z1, . . . , zn) : ||z − x0|| = ε}

uma esfera de raio ε > 0 (suficientemente pequeno) tal que K = D ∩ Dε seja o link da
singularidade de D em x0 (essa definição pode ser vista com mais detalhes em [19]). K
constitui uma variedade real de dimensão 2n− 1 e, utilizando, se necessário, o método de
Gram-Schmidt, os campos v∗ e grad(h) definem a aplicação cont́ınua

φv := (v∗, grad(h)) : K −→ W2,n+1 (1.39)

onde W2,n+1 é a variedade Stiefel de 2-frames complexos em C
n+1. Para mais detalhes

sobre variedades Stiefel de 2-frames, consultar [14].

Podemos então definir o ı́ndice GSV .

Definição 1.8.1 O ı́ndice GSV de v em x0 ∈ D, denotado por GSV (v,D, x0) é definido
como o grau da aplicação φv definida em (1.39).

Agora, sejam X uma variedade complexa compacta de dimensão n e D uma hiper-
superf́ıcie reduzida em X com singularidades isoladas. Dado v é um campo de vetores
holomorfo em X, com singularidades isoladas e logaŕıtmico ao longo de D, temos (ver
[30], Teorema 7.16)

∫

D

cn−1(TX − [D]) =
∑

x∈S(v,D)

GSV (v,D, x), (1.40)

onde S(v,D) = [Sing(v) ∩D] ∪ Sing(D).
Dada uma decomposição (não necessariamente irredut́ıvel) D = D1∪D2, onde D1, D2 têm
singularidades isoladas e C = D1 ∩D2 é uma interseção completa de codimensão 2 com
singularidades isoladas, seja v é um campo de vetores holomorfo emX, com singularidades
isoladas e logaŕıtmico ao longo de C, temos (ver [30], Teorema 7.16)

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2]) =
∑

x∈S(v,C)

GSV (v, C, x), (1.41)

onde S(v, C) = [Sing(v) ∩ C] ∪ Sing(C).

Observação 1.8.2 Agora que já definimos os três principais ı́ndices que usaremos nos
resultados principais deste trabalho, fixaremos a seguinte notação em relação aos mesmos:
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sejaW ⊂ X um subespaço e v ∈ H0(X, TX) um campo de vetores holomorfos. Escrevemos
então

PH(v,W ) =
∑

x∈W

PH(v, x)

µ(D,W ) =
∑

x∈W

µx(D)

GSV (v,D,W ) =
∑

x∈W

GSV (v,D, x)
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Caṕıtulo 2

Resultados Principais

2.1 O Teorema Gauss-Bonnet para ∂-variedades

Inicialmente, vamos estabelecer algumas notações de importantes objetos abordados
nessa seção. Seja X uma variedade complexa n-dimensional, e D uma hipersuperf́ıcie
anaĺıtica (reduzida) em X. Vamos denotar, respectivamente, por Ω1

X
e Ω1

X
(logD) o

feixe de 1-formas holomorfas em X e o feixe de 1-formas logaŕıtmicas ao longo de D.
O feixe tangente de X será denotado por TX e corresponde ao dual (Ω1

X
)∗. Os feixes

(sobre X) das funções holomorfas em X e das funções holomorfas em D serão denotados,
respectivamente, por OX e OD.

É importante observar que, como iremos calcular as classes de Chern de muitos dos
objetos acima mencionados, é necessário que os mesmos sejam fibrados vetoriais. Porém,
como já mostrado na seção 1.4, existe uma correspondência entre fibrados vetoriais holo-
morfos e feixes localmente livres. Quando calcularmos as “classes de Chern do feixe TX”,
por exemplo, é importante levar em conta que o mesmo é, em sua essência, um fibrado
vetorial holomorfo.

Mais ainda, a seguinte definição estabelece, de modo mais formal, o tipo de variedade
que nos interessa:

Definição 2.1.1 Uma ∂-variedade é uma variedade complexa da forma X̃ = X − D,
onde X é uma variedade complexa n-dimensional e D ⊂ X é um divisor.

Antes de demonstrarmos nossos principais resultados, enunciaremos algumas pro-
posições. A primeira delas, vista logo abaixo, nos dá uma propriedade já conhecida
para o cálculo de classes de Chern em sequencias exatas (ver [15]).

Proposição 2.1.2 Para qualquer sequência exata

0 −→ E ′ −→ E −→ E ′′ −→ 0

de fibrados vetoriais em X, então a classe de Chern de total de E é dada por c(E) =
c(E ′)c(E ′′).

Tal resultado segue diretamente do fato de que, dada a sequência exata acima, é
posśıvel mostrar que E ≃ E ′ ⊕E ′′, o que nos leva à fórmula de Whitney do produto para
classes de Chern (1.27).
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Proposição 2.1.3 Seja X uma variedade complexa n-dimensional e D uma hipersu-
perf́ıcie anaĺıtica em X. Então vale a relação

ck(OD) = c1([D])k (2.1)

para k = 1, . . . , n, onde [D] representa o fibrado vetorial associado a hipersuperf́ıcie D.

Demonstração: Inicialmente, de [15], tomemos a seguinte sequência exata de feixes
sobre X:

0 −→ O(−D) −→ OX −→ OD −→ 0

onde O(−D) denota o fibrado associado ao divisor −D, o qual satisfaz a relação O(−D) ∼=
[D]∗ (ver [15], Corolário 2.3.10).

Com isso, temos a seguinte relação entre classes de Chern:

c(OX) = c(OD)c(O(−D))

⇒ c(OX) = c(OD)c([D]∗) (2.2)

Sendo [D]∗ um fibrado vetorial de dimensão 1, segue que c([D]∗) = 1+ c1([D]∗). Mais
ainda, como c(OX) = 1, substituindo esses resultados em (2.2), temos

1 = c(OD)(1 + c1([D]∗))

= c(OD) + c(OD)c1([D]∗)

= (1 + c1(OD) + . . .+ cn(OD)) + (1 + c1(OD) + . . .+ cn(OD))c1([D]∗)

Assim, sendo o produto de classes de Chern induzido pelo produto exterior de formas, a
igualdade acima nos dá o seguinte conjunto de igualdades:

1 = 1

0 = c1(OD) + c1([D]∗)

0 = c2(OD) + c1(OD)c1([D]∗)

0 = c3(OD) + c2(OD)c1([D]∗)

...

0 = cn(OD) + cn−1(OD)c1([D]∗)

ou seja,

c1(OD) = −c1([D]∗)

c2(OD) = −c1(OD)c1([D]∗) = c1([D]∗)2

c3(OD) = −c2(OD)c1([D]∗) = −c1([D]∗)3

...

cn(OD) = −cn−1(OD)c1([D]∗) = (−1)nc1([D]∗)n

e assim, obtemos a seguinte fórmula de recorrência

ck(OD) = (−1)kc1([D]∗)k



2.1. O Teorema Gauss-Bonnet para ∂-variedades 67

Por fim, utilizando a relação entre a classe de um fibrado e seu dual, temos

ck(OD) = (−1)kc1([D]∗)k

= (−1)k[(−1)kc1([D])k]

= c1([D])k

Lema 2.1.4 Seja D = D1 ∪ D2 uma hipersuperf́ıcie reduzida em X, onde D1 e D2 são
hipersuperf́ıcies reduzidas e C = D1 ∩D2 é uma interseção completa reduzida, então

Ω1
X(logD) ⊂ Ω1

X(logC) (2.3)

Demonstração: Sejam h1, h2 e h = h1h2 as funções que definem D1, D2 e D, respecti-
vamente, em um aberto U ⊂ X. Dado ω ∈ Ω1

X(logD), por definição, dh∧ω é holomorfa.
Definindo θ := dh ∧ ω, temos

θ = dh ∧ ω = d(h1h2) ∧ ω = h2dh1 ∧ ω + h1dh2 ∧ ω

⇒ dh1 ∧ ω =
θ

h2
− h1

dh2
h2

∧ ω

Como θ é holomorfa, note que
θ

h2
∈ Ω2

X(D2).

Agora, como Ω•
X(logD) é fechado para a operação ∧ - ver [26] - então

dh2
h2

∧ ω ∈

Ω2
X(logD) e, por consequência

h2

(
h1
dh2
h2

∧ ω

)
= h

dh2
h2

∧ ω

é holomorfa, ou seja, h1
dh2
h2

∈ Ω2
X(D2). Assim, dh1 ∧ ω ∈ Ω2

X(D2). De forma análoga, é

posśıvel mostrar que dh2 ∧ ω ∈ Ω2
X(D1).

Portanto, ω ∈ Ω1
X(logC), o que prova a inclusão.

Proposição 2.1.5 Seja D = D1 ∪D2 uma hipersuperf́ıcie reduzida em X, onde D1 e D2

são hipersuperf́ıcies reduzidas e C = D1 ∩D2 uma interseção completa reduzida. Então

Ω1
X(logD) = Ω1

X(logD1) + Ω1
X(logD2). (2.4)

Demonstração: Para essa demonstração, considere hi a função holomorfa que define a
hipersuperf́ıcie Di, para i = 1, 2. Dessa forma, podemos escrever a função h que define D
como h = h1h2.
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Agora, seja ω ∈ Ω1
X(logD1) + Ω1

X(logD2). Assim, podemos escrever ω = ω1 + ω2 e,
por hipótese, dh1 ∧ ω1 e dh2 ∧ ω2 são 2-formas holomorfas. Desse modo, temos

dh ∧ ω = dh ∧ (ω1 + ω2) = dh ∧ ω1 + dh ∧ ω2

= d(h1h2) ∧ ω1 + d(h1h2) ∧ ω2

= (h1dh2 + h2dh1) ∧ ω1 + (h1dh2 + h2dh1) ∧ ω2

= h1dh2 ∧ ω1 + h2dh1 ∧ ω1 + h1dh2 ∧ ω2 + h2dh1 ∧ ω2

Por hipótese, dh1∧ω1 e dh2∧ω2 são holomorfas. Além disso, h1dh2∧ω1 e h2dh1∧ω2 são
2-formas holomorfas, dados os hi no ińıcio de cada expressão, já que ωi ∈ Ω1

X(logDi) ⊂
Ω1

X(Di), para i = 1, 2. Portanto, ω = ω1 + ω2 ∈ Ω1
X(logD).

Para a inclusão contrária, tomemos agora ω ∈ Ω1
X(logD). De acordo com (2.3) e

(1.36), temos

Ω1
X(logD) ⊂ Ω1

X(logC)

Ω1
X(logC) = Ω1

X(D1) + Ω1
X(D2)

Ou seja, Ω1
X(logD) ⊂ Ω1

X(D1) + Ω1
X(D2), e assim escrevemos ω como

ω =
θ1
h1

+
θ2
h2

onde θ1 e θ2 são 1-formas holomorfas. Como ω ∈ Ω1
X(logD), dh ∧ ω é uma 2-forma

holomorfa. Calculando esse produto, temos

dh ∧ ω = d(h1h2) ∧ ω

= (h1dh2 + h2dh1) ∧ ω

= h1dh2 ∧ ω + h2dh1 ∧ ω

= h1dh2 ∧

(
θ1
h1

+
θ2
h2

)
+ h2dh1 ∧

(
θ1
h1

+
θ2
h2

)

= h1dh2 ∧
θ1
h1

+ h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

+ h2dh1 ∧
θ2
h2

= dh2 ∧ θ1 + h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

+ dh1 ∧ θ2

E, consequentemente, h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

é holomorfa, visto que

h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

= dh ∧ ω − dh1 ∧ θ2 − dh2 ∧ θ1

e as parcelas da direita são 2-formas holomorfas.
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Assim, escrevemos γ = h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

, e com isso

γ = h1dh2 ∧
θ2
h2

+ h2dh1 ∧
θ1
h1

=⇒ h1dh2 ∧
θ2
h2

= γ − h2dh1 ∧
θ1
h1

=⇒ (h21)dh2 ∧
θ2
h2

= γ · h1 − h2dh1 ∧ θ1

Note que, como γ é holomorfa, da igualdade acima podemos concluir que (h21)dh2 ∧
θ2
h2

é

uma forma holomorfa - olhando para o lado direito da igualdade.
Como C = D1∩D2 uma interseção completa reduzida, então (h1, h2) é uma sequência

regular. Dessa forma, a forma (h21)dh2 ∧
θ2
h2

é holomorfa independentemente do termo

(h21), visto que h2 não faz parte da decomposição em fatores irredut́ıveis de (h1)
2.

Com isso, podemos concluir que dh2 ∧
θ2
h2

é holomorfa, o que nos diz que
θ2
h2

∈

Ω1
X(logD2). De maneira análoga, é posśıvel mostrar que

θ1
h1

∈ Ω1
X(logD1).

Portanto, ω =
θ1
h1

+
θ2
h2

∈ Ω1
X(logD1) + Ω1

X(logD2).

O resultado anterior será utilizado na demonstração da próxima Proposição, que é
uma relação envolvendo classes de Chern de conjuntos já apresentados. Como iremos
demonstrar uma fórmula do tipo Gauss-Bonnet para variedades do tipo X̃ = X − D, o
resultado a seguir será fundamental para o caso em questão.

Proposição 2.1.6 Sejam X é uma variedade complexa compacta de dimensão n, com
n ≥ 3 e D uma hipersuperf́ıce reduzida em X. Se D = D1∪D2 é uma decomposição (não
necessariamente irredut́ıvel) onde D1 e D2 possuem singularidades isoladas, então

c(Ω1
X(logD)) = c(OD1

)c(OD2
)c(Ω1

X). (2.5)

Demonstração: Considerando a seguinte sequência exata de feixes (ver [1]):

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logD1)⊕ Ω1
X(logD2) −→ Ω1

X(logD1) + Ω1
X(logD2) −→ 0,

e a relação Ω1
X(logD1) + Ω1

X(logD2) = Ω1
X(logD) obtida na Proposição 2.1.5, obtemos

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logD1)⊕ Ω1
X(logD2) −→ Ω1

X(logD) −→ 0

Sendo Ω1
X(logD1), Ω

1
X(logD2) e Ω1

X(logD) feixes reflexivos (ver [26]), temos que

c(Ω1
X)c(Ω

1
X(logD)) = c(Ω1

X(logD1)⊕ Ω1
X(logD2)) (2.6)

Para desenvolver essa igualdade, iremos verificar mais algumas propriedades das classes
de Chern. De fato, para i = 1, 2, temos a seguinte sequência exata (ver [10]):

0 −→ Ω1
X −→ Ω1

X(logDi) −→ ODi
−→ 0
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e, a partir dela, obtemos a igualdade

c(Ω1
X(logDi)) = c(Ω1

X)c(ODi
) (2.7)

Dáı, utilizando (2.7) em (2.6), obtemos

c(Ω1
X)c(Ω

1
X(logD)) = c(Ω1

X(logD1)⊕ Ω1
X(logD2))

= c(Ω1
X(logD1))c(Ω

1
X(logD2))

= c(Ω1
X)c(OD1

)c(Ω1
X)c(OD2

)

Ou seja,

c(Ω1
X)c(Ω

1
X(logD)) = c(Ω1

X)c(OD1
)c(Ω1

X)c(OD2
) (2.8)

A partir dessa igualdade, concluiremos a demonstração. Como a igualdade trabalha com
a classe total de Chern dos feixes, podemos reescrevê-la da seguinte forma:

n∑

i1=0

ci1(Ω
1
X)

n∑

i2=0

ci2(Ω
1
X(logD)) =

n∑

i3=0

ci3(Ω
1
X)

n∑

i4=0

ci4(OD1
)

n∑

i5=0

ci5(Ω
1
X)

n∑

i6=0

ci6(OD2
),

onde cada cir representa a ir-ésima classe de Chern de cada feixe, com r = 1, . . . , 6 e
c0(Ω

1
X) = c0(Ω

1
X(logD)) = c0(OD1

) = c0(OD2
) = 1.

Além disso, como o produto dessas classes é induzido pelo produto exterior de formas,
podemos escrever, para m ≥ 1,

∑

i1+i2=m

ci1(Ω
1
X)ci2(Ω

1
X(logD)) =

∑

i3+i4+

i5+i6=m

ci3(Ω
1
X)ci4(OD1

)ci5(Ω
1
X)ci6(OD2

), (2.9)

onde m é o grau das formas de cada igualdade, e a soma dessas igualdades, para cada m,
nos dá a igualdade anterior.

Com o aux́ılio dessas observações, utilizaremos o prinćıpio de indução finita para
demonstrar a seguinte relação:

∀m ∈ N,m ≥ 1, cm(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=m

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

).

Com efeito, para k = 1, de (2.9), temos

∑

i1+i2=1

ci1(Ω
1
X)ci2(Ω

1
X(logD)) =

∑

i3+i4+i5+i6=1

ci3(Ω
1
X)ci4(OD1

)ci5(Ω
1
X)ci6(OD2

)

=⇒ c1(Ω
1
X) + c1(Ω

1
X(logD)) = c1(Ω

1
X) + c1(OD1

) + c1(Ω
1
X) + c1(OD2

)

=⇒ c1(Ω
1
X(logD)) = c1(OD1

) + c1(Ω
1
X) + c1(OD2

)

=⇒ c1(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=1

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

)
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Agora, suponha que a nossa hipótese, seja válida para qualquer m ≤ k, ou seja

c1(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=1

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

)

c2(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=2

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

)

... (2.10)

ck−1(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=k−1

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

)

ck(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=k

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

)

Para m = k + 1, usando (2.9), temos

∑

i1+i2
=k+1

ci1(Ω
1
X)ci2(Ω

1
X(logD)) =

∑

i3+i4+i5
+i6=k+1

ci3(Ω
1
X)ci4(OD1

)ci5(Ω
1
X)ci6(OD2

)

=⇒ ck+1(Ω
1
X(logD)) + c1(Ω

1
X)ck(Ω

1
X(logD)) + c2(Ω

1
X)ck−1(Ω

1
X(logD)) + . . .

+ck(Ω
1
X)c1(Ω

1
X(logD)) + ck+1(Ω

1
X) =

∑

i4+i5
+i6=k+1

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

)+

+ c1(Ω
1
X)
∑

i4+i5
+i6=k

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

) + c2(Ω
1
X)

∑

i4+i5+

i6=k−1

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

)

+ . . .+ ck(Ω
1
X)

∑

i4+i5+i6=1

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

) + ck+1(Ω
1
X)

Substituindo no lado direito da equação os somatórios de acordo com (2.10), temos então

ck+1(Ω
1
X(logD)) + c1(Ω

1
X)ck(Ω

1
X(logD)) + c2(Ω

1
X)ck−1(Ω

1
X(logD)) + . . .+

ck(Ω
1
X)c1(Ω

1
X(logD)) + ck+1(Ω

1
X) =

∑

i4+i5+i6=k+1

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

) + c1(Ω
1
X)ck(Ω

1
X(logD)) + c2(Ω

1
X)ck−1(Ω

1
X(logD)) +

. . .+ ck(Ω
1
X)c1(Ω

1
X(logD)) + ck+1(Ω

1
X)

E, por fim, eliminando os elementos em comum em ambos os lados, obtemos

ck+1(Ω
1
X(logD)) =

∑

i4+i5+i6=k+1

ci4(OD1
)ci5(Ω

1
X)ci6(OD2

).

Dáı, pelo prinćıpio de indução finita, está demonstrada a relação

∀m ∈ N,m ≥ 1, cm(Ω
1
X(logD)) =

∑

j1+j2+j3=m

cj1(OD1
)cj2(Ω

1
X)cj3(OD2

),
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da qual obtemos o resultado desejado:

c(Ω1
X(logD)) = c(OD1

)c(OD2
)c(Ω1

X)

O Teorema a seguir será fundamental para os últimos resultados que serão apresen-
tados. A partir dele, é posśıvel demonstrar o resultado principal, a fórmula do tipo
Gauss-Bonnet, e ainda uma fórmula do tipo Poincaré-Hopf, ambas para ∂-variedades.

Teorema 2.1.7 Seja X uma variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3) e D
um divisor reduzido em X. Se D = D1 ∪D2 é uma decomposição - não necessariamente
irredut́ıvel -, onde D1 e D2 são divisores com singularidades isoladas, e C = D1 ∩ D2 é
uma subvariedade anaĺıtica com codimensão 2 e que possui singularidades isoladas, então

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)n

[∫

X

cn(TX)−

∫

D1

cn−1(TX − [D1]) (2.11)

−

∫

D2

cn−1(TX − [D2]) +

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2])

]

Demonstração: Inicialmente, sendo D como na hipótese, podemos utilizar o resultado
(2.5):

c(Ω1
X(logD)) = c(OD1

)c(OD2
)c(Ω1

X)

que diz respeito às classes totais de Chern de cada espaço. Assim, podemos trabalhar
com a n-ésima classe de Chern de Ω1

X(logD), ou seja,

cn(Ω
1
X(logD)) =

∑

i1+i2+i3=n

ci1(OD1
)ci2(OD2

)ci3(Ω
1
X)

= cn(Ω
1
X) +

∑

i1+i3=n
i1≥1

ci1(OD1
)ci3(Ω

1
X)

+
∑

i2+i3=n
i2≥1

ci2(OD2
)ci3(Ω

1
X) +

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

ci1(OD1
)ci2(OD2

)ci3(Ω
1
X)

= (−1)ncn(TX) +
∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1ci3(Ω

1
X)

+
∑

i2+i3=n
i2≥1

c1([D2])
i2ci3(Ω

1
X) +

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1c2([D2])

i2ci3(Ω
1
X)

Onde, na última igualdade utilizamos dois resultados envolvando relação entre classes de
Chern:

ci(TX) = ci((Ω
1
X)

∗) = (−1)ici(Ω
1
X)

⇒ cn(Ω
1
X) = (−1)ncn(TX),

correspondendo às classes de Chern do espaço e seu dual, como vimos em (1.29), em que
denotamos (Ω1

X)
∗ = TX , e
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ci(OD) = c1([D])i =⇒ ci1(OD) = c1([D])i1 ,

utilizando a relação entre as classes de Chern de OD e do fibrado de posto 1 determinado
pela hipersuperf́ıcie D, denotado por [D], como visto na Proposição 2.1.3. Com isso,
temos

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) =

∫

X


(−1)ncn(TX) +

∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1ci3(Ω

1
X)

+
∑

i2+i3=n
i2≥1

c1([D2])
i2ci3(Ω

1
X) +

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1c2([D2])

i2ci3(Ω
1
X)




=

∫

X

(−1)ncn(TX) +

∫

X

∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1ci3(Ω

1
X)

+

∫

X

∑

i2+i3=n
i2≥1

c1([D2])
i2ci3(Ω

1
X) +

∫

X

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1c1([D2])

i2ci3(Ω
1
X)

A demonstração se encerra calculando cada parcela do lado direito. Utilizando que,
para cada i = 1, 2, c1([Di]) é o dual de Poincaré do ciclo determinado pela classe funda-
mental de Di (essa definição é dada com mais detalhes em [20]), e também a classe de
Chern do fibrado virtual formado por Ω1

X e [Di] - já apresentada em (1.31) -, obtemos
∫

X

∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1ci3(Ω

1
X)) =

∫

D1

∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1−1ci3(Ω

1
X)

=

∫

D1

n−1∑

i=0

c1([D1])
icn−1−i(Ω

1
X)

=

∫

D1

cn−1(Ω
1
X − [D1]

∗)

= (−1)n−1

∫

D1

cn−1(TX − [D1]),

onde a última igualdade segue novamente da relação entre a classe de Chern do espaço e
seu dual. De forma similiar, obtemos também que

∫

X

∑

i2+i3=n
i1≥1

c1([D2])
i2ci3(Ω

1
X)) = (−1)n−1

∫

D2

cn−1(TX − [D2])
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Por fim, utilizamos que c1([D1])c1([D2]) é o dual de Poincaré da classe fundamental
de C = D1 ∩D2. Com isso,

∫

X

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1c1([D2])

i2ci3(Ω
1
X) =

∫

C

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1−1c2([D2])

i2−1ci3(Ω
1
X)

=

∫

C

cn−2(Ω
1
X − [D2]

∗ − [D1]
∗)

= (−1)n−2

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2]),

novamente utilizando a relação entre as classes de Chern do espaço e seu dual. Portanto,

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) =

∫

X

(−1)ncn(TX) +

∫

X

∑

i1+i3=n
i1≥1

c1([D1])
i1ci3(Ω

1
X)

+

∫

X

∑

i2+i3=n
i2≥1

c1([D2])
i2ci3(Ω

1
X) +

∫

X

∑

i1+i2+i3=n
i1,i2≥1

c1([D1])
i1c1([D2])

i2ci3(Ω
1
X)

=

∫

X

(−1)ncn(TX) + (−1)n−1

∫

D1

cn−1(TX − [D1])

+(−1)n−1

∫

D2

cn−1(TX − [D2]) + (−1)n−2

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2])

= (−1)n
[∫

X

cn(TX)−

∫

D1

cn−1(TX − [D1])

−

∫

D2

cn−1(TX − [D2]) +

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2])

]

O corolário a seguir segue diretamente do Teorema anterior, quando tomamos D1 = D
eD2 = ∅. Os corolários dos próximos resultados seguem uma abordagem parecida, quando
na hipótese tomarmos D um divisor com singularidades isoladas.

Corolário 2.1.8 Seja X uma variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3) e D
um divisor reduzido em X. Se D é um divisor com singularidades isoladas, então

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)n

[∫

X

cn(TX)−

∫

D

cn−1(TX − [D])

]

Utilizaremos diretamente o resultado do Teorema anterior para demonstrar a seguinte
fórmula do tipo Gauss-Bonnet:

Teorema 2.1.9 (Teorema do tipo Gauss-Bonnet) Seja X̃ = X −D uma variedade
complexa, onde X é uma variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3) e D um
divisor reduzido em X. Se D = D1 ∪ D2 é uma decomposição - não necessariamente
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irredut́ıvel -, onde D1 e D2 são divisores com singularidades isoladas, e C = D1 ∩ D2 é
uma subvariedade anaĺıtica com codimensão 2 e que possui singularidades isoladas, então

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)nχ(X̃) + µ(D1, S(D1)) + µ(D2, S(D2)) + µ(C, S(C)),

onde µ(D,S(D)) denota a soma de números de Milnor de pontos singulares de D, ou
seja,

µ(D,S(D)) =
∑

p∈S(D)

µp(D)

Demonstração: Aqui, utilizaremos os seguintes resultados:

∫

D

cn−1(TX − [Di]) = χ(Di) + (−1)n−1
∑

p∈Sing(Di)

µp(Di), i = 1, 2

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2]) = χ(C) + (−1)n−2
∑

p∈Sing(C)

µp(C)

que já foram apresentados, em (1.37) e (1.38). Mais ainda, do clássico Teorema de Gauss-
Bonnet,

∫

X

cn(TX) = χ(X). (2.12)

Assim, substituindo essas duas igualdades e (2.12) no resultado (2.11) do Teorema 2.1.7,
temos o resultado

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)n

[∫

X

cn(TX)−

∫

D1

cn−1(TX − [D1])

−

∫

D2

cn−1(TX − [D2]) +

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2])

]

= (−1)n


χ(X)− χ(D1)− (−1)n−1

∑

p∈Sing(D1)

µp(D1)

−χ(D2)− (−1)n−1
∑

p∈Sing(D2)

µp(D2) + χ(C) + (−1)n−2
∑

p∈Sing(C)

µp(C)




= (−1)n [ χ(X)− χ(D1)− χ(D2) + χ(C) ]

+
∑

p∈Sing(D1)

µp(D1) +
∑

p∈Sing(D2)

µp(D2) +
∑

p∈Sing(C)

µp(C)

= (−1)nχ(X̃) +
∑

p∈Sing(D1)

µp(D1) +
∑

p∈Sing(D2)

µp(D2) +
∑

p∈Sing(C)

µp(C),
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onde na última igualdade utilizamos que

χ(X)− χ(D1)− χ(D2) + χ(C)

= χ(X)− (χ(D1) + χ(D2)− χ(D1 ∩D2))

= χ(X)− χ(D)

= χ(X̃),

já que a união X = X̃ ∪D é disjunta.

Corolário 2.1.10 Seja X̃ uma variedade complexa, com X̃ = X − D, onde X é uma
variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3) e D um divisor reduzido em X. Se
D é um divisor com singularidades isoladas, então

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)nχ(X̃) +

∑

p∈Sing(D)

µp(D),

onde µp(D) denota o número de Milnor de p em D.
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2.2 O Teorema de Poincaré-Hopf para ∂-variedades

Como visto na seção anterior, o Teorema 2.1.9 nos dá uma generalização para o clássico
Teorema Gauss-Bonnet, um resultado que segue diretamente do Teorema 2.1.7. Mais
ainda, esse último resultado pode ser utilizado para obtermos uma outra importante ge-
neralização.

Aqui, enunciaremos um outro resultado do tipo Poincaré-Hopf, dessa vez para o mesmo
tipo de ∂-variedades apresentadas no Teorema 2.1.9. Os ı́ndices apresentados abaixo foram
todos abordados no primeiro caṕıtulo desse trabalho.

Teorema 2.2.1 (Teorema do tipo Poincaré-Hopf) Seja X̃ uma variedade complexa,
com X̃ = X − D, onde X é uma variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3)
e D um divisor reduzido em X com singularidades isoladas. Se D = D1 ∪ D2 é uma
decomposição - não necessariamente irredut́ıvel -, onde D1 e D2 são divisores com singu-
laridades isoladas, com C = D1∩D2 uma subvariedade anaĺıtica com codimensão 2 e que
possui singularidades isoladas e, mais ainda, v é um campo de vetores holomorfos em X,
logaritmico ao longo de D e também com singularidades isoladas, então

χ(X̃) = PH(v, Sing(v))−GSV (v,D1, S(v,D1))−GSV (v,D2, S(v,D2))

+ GSV (v, C, S(v, C)) + (−1)n−1[µ(D1, S(D1)) + µ(D2, S(D2)) + µ(C, S(C))]

Demonstração: Novamente, recordamos resultados já apresentados, dados por (1.40)
e (1.41):

∫

Di

cn−1(TX − [Di]) =
∑

x∈S(v,Di)

GSV (v,Di, x), i = 1, 2

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2]) =
∑

x∈S(v,C)

GSV (v, C, x)

Assim, substituindo o resultado do Teorema clássico de Poincaré-Hopf (dado em (1.33))
e as duas igualdades acima no resultado (2.11) do Teorema 2.1.7, temos:

(−1)n
∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) =

∫

X

cn(TX)−

∫

D1

cn−1(TX − [D1])

−

∫

D2

cn−1(TX − [D2]) +

∫

C

cn−2(TX − [D1]⊕ [D2])

⇒ (−1)n
∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = χ(X)−

∑

x∈S(v,D1)

GSV (v,D1, x)

−
∑

x∈S(v,D2)

GSV (v,D2, x) +
∑

x∈S(v,C)

GSV (v, C, x)

=
∑

x∈Sing(v)∩X

PH(v, x)−
∑

x∈S(v,D1)

GSV (v,D1, x)

−
∑

x∈S(v,D2)

GSV (v,D2, x) +
∑

x∈S(v,C)

GSV (v, C, x)
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Assim, do Teorema 2.1.9, temos:

∫

X

cn(Ω
1
X(logD)) = (−1)nχ(X̃) + µ(D1, S(D1)) + µ(D2, S(D2)) + µ(C, S(C))

=⇒
∑

x∈Sing(v)∩X

PH(v, x)−
∑

x∈S(v,D1)

GSV (v,D1, x)

−
∑

x∈S(v,D2)

GSV (v,D2, x) +
∑

x∈S(v,C)

GSV (v, C, x) =

χ(X̃) + (−1)nµ(D1, S(D1)) + (−1)nµ(D2, S(D2)) + (−1)nµ(C, S(C))

⇒ χ(X̃) = PH(v, Sing(v))−GSV (v,D1, S(v,D1))−GSV (v,D2, S(v,D2))

+ GSV (v, C, S(v, C)) + (−1)n−1[µ(D1, S(D1)) + µ(D2, S(D2)) + µ(C, S(C))]

de onde segue o resultado, das notações já estabelecidas anteriormente (ver Observação
1.8.2).

Por fim, para o caso em que D1 = D e D2 = ∅, vale o seguinte Corolário

Corolário 2.2.2 Seja X̃ uma variedade complexa, com X̃ = X − D, onde X é uma
variedade complexa compacta n-dimensional (n ≥ 3) e D um divisor reduzido em X com
singularidades isoladas. Se v é um campo de vetores holomorfos em X, logaritmico ao
longo de D e também com singularidades isoladas, então

χ(X̃) =
∑

x∈Sing(v)

PH(v, x)−
∑

x∈S(v,D)

GSV (v,D, x) + (−1)n−1
∑

p∈Sing(D)

µp(D).
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[7] CORRÊA, M.; MACHADO, D. GSV-Index for holomorphic Pfaff Systems. Do-
cumenta Mathematica (print), v. 25, p. 1011-1027, 2020.
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[29] SILVOTTI, R. On a conjecture of varchenko. arXiv preprint alg-
geom/9503016, 1995.

[30] SUWA, T. Indices of vector fields and residues of singular holomorphic
foliations. [S.l.]: Hermann, 1998. ISBN 2705663614.


	Introdução
	Preliminares
	Fibrados Vetoriais
	Definições Iniciais
	Algumas Construções Envolvendo Fibrados

	Classes de Chern
	Conexões e Curvaturas
	Polinômios Invariantes
	Classes Características
	Propriedades das Classes de Chern

	Feixes
	Feixes Localmente Livres e Fibrados Holomorfos
	O índice de Poincaré-Hopf
	Formas e Campos Logarítmicos
	O Número de Milnor
	O índice GSV

	Resultados Principais
	O Teorema Gauss-Bonnet para -variedades
	O Teorema de Poincaré-Hopf para -variedades

	Referências Bibliográficas

