PEDRO CARLOS BARBOSA JUNIOR

TEOREMAS GAUSS-BONNET E POINCARE-HOPF PARA
0-VARIEDADES

Dissertagao apresentada a Universidade Federal
de Vigosa, como parte das exigéncias do Pro-
grama de Pds-Graduacao em Matematica, para
obtencao do titulo de Magister Scientiae.

Orientador: Diogo da Silva Machado

VICOSA - MINAS GERAIS
2021



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca Central da Universidade
Federal de Vigosa - Campus Vigcosa

T
Barbosa Junior, Pedro Carlos, 1995-
B238t Teoremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf para
2021 \partial-variedades / Pedro Carlos Barbosa Junior. — Vigosa,| MG,
2021.
80 f.; 29 cm.

Orientador: Diogo da Silva Machado.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Vicgsa.
Referéncias bibliograficas: f. 79-80.

1. Espacos fibrados (Matematica). 2. Geometria algébrjca.
3. Indices. I. Universidade Federal de Vicosa. Departamentq de
Matemética. Programa de Pés-Graduacdo em Matematica.
[I. Titulo.

CDD 22. ed. 516.35

Bibliotecéario(a) responsavel: Renata de Fatima Alves CRB6/2578



PEDRO CARLOS BARBOSA JUNIOR

TEOREMAS GAUSS-BONNET E POINCARE-HOPF PARA
0-VARIEDADES

Dissertacdo apresentada & Universidade
Federal de Vigosa, como parte das exigén-
cias do Programa de Pés-Graduagao em
Matemaética, para obteng¢do do titulo de
Magister Scientiae.

APROVADA: 19 de maio de 2021.

Assentimento:

R,
Pedro Carlos Barbosa Junior
Autor

RV, PR o

Diogo da Silva, Machado
Orientador




“O momento mais assustador € sempre logo antes de comecar”

Stephen King



Agradecimentos

Inicialmente, gostaria de agradecer a todas as pessoas que caminharam comigo e me
permitiram chegar até aqui. Esse trabalho nao seria o mesmo se eu estivesse sozinho em
toda essa jornada.

Agradego a minha mae, Maria Célia, por sempre estar comigo, acompanhando cada
passo que tomei e me ajudando a manter a calma desde sempre.

A minha familia, por todo o apoio nas minhas decisées e, em especial, aos meus so-
brinhos pelas boas risadas e por me trazerem alegria intimeras vezes.

Aos meus amigos, em especial, Eduardo, Mauro, Carol e Ttlio. Vocés sao muito im-
portantes pra mim, e a vida de mestrando foi muito mais leve e bem melhor com voces,
mesmo que fisicamente distantes.

A todos os professores do DMA-UFV que tive a oportunidade de ser aluno. Cada
estudo feito para essa dissertacao tem um pouco do conhecimento que adquiri com voces,
tanto na graduagao, quanto no mestrado. Em especial, sou muito grato ao professor Di-
0go, pela dedicacao e por todos os ensinamentos que foram fundamentais para a conclusao
desse trabalho.

Por fim, agradeco também a CAPES pelo apoio financeiro indispensavel. O presente
trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de Financiamento 001.



Resumo

BARBOSA JUNIOR, Pedro Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, maio de 2021.
Teoremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf para 0-Variedades. Orientador: Diogo
da Silva Machado.

O Teorema Gauss-Bonnet é um classico resultado da geometria diferencial, que nos d&
a caracteristica de Euler de uma variedade complexa compacta. Neste trabalho, estu-
daremos uma versao desse teorema para variedades nao necessariamente compactas, e
utilizaremos o que foi desenvolvido para também apresentar uma outra versao de mais
um resultado classico: o Teorema de Poincaré-Hopf.

Palavras-chave: Teorema Gauss-Bonnet. Teorema de Poincaré-Hopf. Fibrados Vetoriais.
Classes de Chern.



Abstract

BARBOSA JUNIOR, Pedro Carlos, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2021.
Gauss-Bonnet and Poincaré-Hopf Theorems for 0-Manifolds. Advisor: Diogo da
Silva Machado.

The Gauss-Bonnet Theorem is a classic result from differential geometry, which gives
us the Euler characteristic of a complex compact manifold. In this work, we will study a
version of this theorem for not-necessarily compact manifolds, and we will use what has
been developed to also present another version of one more classic result: the Poincaré-
Hopf theorem.

Keywords: Gauss-Bonnet Theorem. Poincaré-Hopf Theorem. Vector Bundles. Chern
Classes.
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Introducao

Os teoremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf figuram na literatura matematica como
dois dos resultados classicos da Geometria.

Dada uma superficie complexa X, compacta, o Teorema Gauss-Bonnet estabelece uma
formula que relaciona o nimero top de Chern do feixe de 1-formas holomorfas sobre X e
a sua caracteristica de Euler. Mais precisamente:

Teorema (Gauss-Bonnet): Seja X uma variedade compleza compacta de dimensao n.
Entao

/X e () = (~1)x(X),

onde QY denota o feize de 1-formas holomorfas sobre X e x(X) denota a caracteristica
de Fuler de X.

Essa versao do Teorema Gauss-Bonnet foi provada em 1944 por S. S. Chern ([5]).

Em 1979, S. Iitaka ([16]) propos a seguinte versao do Teorema Gauss-Bonnet para
O-variedades, isto é, variedades complexas nao compactas do tipo X = X — D, onde X
¢ uma variedade complexa compacta e D é uma hipersuperficie analitica em X do tipo

cruzamento normal. Tal versao foi provada independentemente por Y. Norimatsu ([22]),
R. Silvotti ([29]) e P. Aluffi (]2]):

Teorema (Norimatsu-Silvotti-Aluffi): Seja X = X — D wma variedade compleza
nao compacta, onde X ¢ uma variedade complexa n-dimensional compacta e D € uma
hipersuperficie do tipo cruzamento normal. Entdo

| enlkl1o D) = (-1 (D).

X

onde Q% (log D) denota o feire de 1-formas logaritmicas ao longo de D e x(X) € a carac-
teristica de Fuler de X.

Aqui pesa o fato da hipersuperficie compactificante D possuir singularidades do tipo
cruzamentos normais, uma vez que, neste caso, o feixe de 1-formas logaritmicas Q% (log D)
constitui um feixe localmente livre (ver [26]), ou seja, trata-se essencialmente é um fibrado
vetorial holomorfo.

Mais recentemente, M. Corréa, F. Lourengo, D. Machado e A. Ferreira (ver [6]), ob-
tiveram uma nova versao do Teorema de Gauss-Bonnet para J-variedades, considerando
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o caso em que a hipersuperficie compactificante D tem singularidades isoladas (e ndo do
tipo cruzamentos normais).

Por outro lado, dado v € H°(X, Tx) um campo de vetores holomorfos, sobre a varie-
dade complexa compacta X, v com singularidades isoladas, entao o Teorema de Poincaré-
Hopf estabelece uma férmula que relaciona a caracteristica de Euler de X com a soma
total dos indices de Poincaré-Hopf de v:

Teorema (Poincaré-Hopf): Sejam X uma variedade complexa compacta de dimensao
nev € HYX,Tx) um campo de vetores holomorfos sobre X, com singularidades isoladas.
Entao,

X(X)= > PH(up),

peSing(v)

onde PH(v,p) denota o indice de Poincaré-Hopf de v em p.

Em 2018, M. Corréa e D. Machado (ver [8]), realizaram um estudo sobre férmulas de
residuos de folheagoes logaritimicas e obtiveram uma versao do Teorema Poincaré-Hopf
para d-variedades do tipo X = X — D, onde D é uma hipersuperficie com singularidades
do tipo cruzamentos normais. Mais precisamente:

Teorema (M. Corréa e D. Machado): Seja X = X — D wma variedade compleza,
onde X € uma variedade complexa n-dimensional compacta e D é uma hipersuperficie
do tipo cruzamento normal. Seja v € H°(X,Tx) um campo de vetores holomorfos, com
singularidades isoladas (ndo-degeneradas) e logaritmico ao longo de D. Entao,

X(X)= > PH(vp)

peSing(v)NX

M. Corréa, F. Lourenco, D. Machado e A. Ferreira (ver [6]), obtiveram uma nova
versao do Teorema Poincaré-Hopf para 0-variedades, considerando o caso em que a hi-
persuperficie compactificante D tem singularidades isoladas (e nao do tipo cruzamentos
normais).

No presente trabalho de dissertagao, seguindo [6], iremos estudar as versoes dos Te-
oremas Gauss-Bonnet e Poincaré-Hopf para 0-variedades, considerando o caso em que a
hipersuperficie compactificante tenha singularidades isoladas.

No primeiro capitulo, desenvolveremos os conceitos preliminares necessarios desta dis-
sertagao. Assim, comecaremos com o estudo da Teoria Chern-Weil de Classes Carac-
teristicas, inicialmente definindo fibrados vetoriais, e seus principais exemplos. A partir
disso, seguiremos com o conceito de classes de Chern, que é fundamental para o desenvol-
vimento dos principais resultados que serao apresentados aqui. Ao final da secao, ainda
daremos algumas propriedades que as classes de Chern satisfazem, principalmente em
relacao aos fibrados ja previamente apresentados.

Logo na sequéncia, definiremos feizes de grupos abelianos, definicao essa que pode ser
estendida para outras estruturas algébricas. Apds isso, definiremos um tipo especial de
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feixes, feizes localmente livres, e mostraremos como os mesmos se relacionam com fibrados
vetoriais holomorfos. Para encerrar o capitulo, definiremos o numero de Milnor, o indice
de Poincaré-Hopf e o indice GSV, e iremos apresentar ainda uma relagdo entre os dois
ultimos. Ainda nesses estudos, iremos definir brevemente formas e campos logaritmicos.

Por fim, encerramos este trabalho com os resultados principais: demonstraremos al-
gumas importantes proposi¢oes para finalmente enunciar e apresentar a prova de um
Teorema do tipo Gauss-Bonnet, para as 0-variedades ja comentadas anteriormente e, em
seguida, utilizaremos principalmente os indices apresentados para também apresentar um
Teorema do tipo Poincaré-Hopf para 0-variedades.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos importantes definigoes que serao necessarias para o de-
senvolvimente deste estudo.

Inicialmente, falaremos de fibrados vetoriais, uma estrutura algébrica definida por dois
espagos topoldgicos e uma aplicacao continua entre eles, que chamaremos de projecao. No
decorrer dos estudos, iremos definir, a partir dos conceitos anteriores, as suas func¢oes de
transicao. Em seguida, mostraremos que € possivel caracterizar um fibrado utilizando tais
funcoes de transicao, quando as mesmas satisfazem as condicoes de cociclo. Por fim, com
essa caracterizacao, iremos construir alguns exemplos importantes.

Em seguida, apresentaremos o conceito de classes de Chern. Para esse desenvolvi-
mento, iremos passar pelas construcoes de uma conexao e, a partir dela, sua curvatura e
também classes caracteristicas. Apos definir as classes de Chern, apresentaremos algumas
propriedades e exemplos relevantes nesse contexto.

Logo apés, apresentaremos o conceito de feixes de grupos abelianos, e algumas estru-
turas relacionadas aos mesmos, como talos, morfismos e sequéncias exatas de feixes. A
secao seguinte desse estudo definird o conceito de feixes localmente livres, o que nos dé,
por consequéncia, uma relacao direta entre feixes e fibrados.

Por fim, definiremos trés importantes indices: o ndmero de Milnor, o indice de Poin-
caré-Hopfe o indice GSV , que iremos retomar no 1ltimo Teorema a ser apresentado nessa
dissertacao.

1.1 Fibrados Vetoriais

1.1.1 Definigoes Iniciais

Para os préximos resultados, iremos considerar um espago topoldgico X como um
espaco de Hausdorff - ou um espaco separado, visto que todo par de pontos distintos
possuem vizinhancas disjuntas -, com base enumerével e conexo.

Definicao 1.1.1 Seja X um espaco topologico. Um fibrado vetorial real de posto n
sobre X € um espaco topoldogico E, juntamente com uma projecao, uma funcao continua
m: F — X satisfazendo
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(i) Para cada x € X, o conjunto 7~ (z) := E, - que chamamos de fibra de E sobre
x € X - tem estrutura de espaco vetorial real de dimensao n;

(ii) Ezistem {Uy}aca cobertura por abertos de X, com X = U U,, € homeomorfismos
acA

O, : 7Y (U,) — Uy x R"
tais que, se x € U,, entao
Oow :=0a|, : By — {2} x R" = R"

€ um isomorfismo de espacos vetoriais reais, para todo o € A.

Também é comum denotarmos o fibrado E munido da projecao m por E — X.

Consideramos entao, a partir da definicao, as seguintes notagoes:
e [/ é chamado o espaco total do fibrado;

e X ¢é a base do fibrado;

e As funcgoes 0, sao as trivializacoes locais de E.

Definicao 1.1.2 Uma secao de E —— X ¢ uma aplicacio continua s : X — E tal que,
dado x € X, entdo (7o s)(z) = x, ou seja, s(x) € E,.

Exemplo 1.1.3 Considere R" = X X R" e a proje¢io m : R" — X dada por n(xz,v) = x.
Sob essas condicoes, R™ € um fibrado vetorial sobre X, de posto n. De fato, as duas
condicoes sao satisfeitas:

(i) Para cada x € X, temos
E,=7nYz)={z} x R"

e, sendo {x} x R" = R", fica claro que E, possui a estrutura de espago vetorial real
de dimensao n;

(1i) Seja {Us}taca uma cobertura aberta de X. Como =1 (U,) = U, x R", tomamos

O,: 71U, — U, x R®
(x,v) +— Oy(z,v) = (x,0v)

Sendo 0, a identidade em U, x R™, € imediato que cada 0, € um homeomorfismo.
Quando restrita a E,, a fun¢ao também é, em particular, um isomorfismo, pois

0. E, — {z} xR"
(z,v) = ba(r,v) = (7,0)

também representa a identidade (dessa vez, em {x} x R™).



1.1. Fibrados Vetoriais 13

Exemplo 1.1.4 Para definirmos um importante fibrado, chamado fibrado tangente, ini-
cialmente iremos lembrar algumas definicoes envolvendo variedades topoldgicas.

Seja X uma variedade n-dimensional de classe C* e {Uq}aca uma cobertura de abertos
de X. Da definicao de variedades, existem homeomorfismos

Yo Uy — 0u(Uy) =V, CR"

onde o conjunto V, € um aberto de R"™, para cada o.
Mais ainda, em cada ponto p de X, sendo p € U,, o espago tangente a X em p é
definido como

T,X = (oL (p) - e1,...,0L(p) - ),

onde ¢l (p) : R™ — R".
Com isso, definimos

TU, = | T,X ={(p.va) : p € Un, va € R"}

pEUy

como a uniao dos espacos tangentes dos pontos em U,. Assim, definimos o fibrado
tangente de X por

Ty = UTUa: UUax]R"
acA acA

Desse modo, Tx (também denotado por TX ) possui estrutura de fibrado vetorial de posto
n sobre X. Consideremos entdo a sequinte aplica¢ao

T: Ty —» X
(p,v) — w(p,v)=p
a qual € continua. Assim, as fibras de T sao dadas por
7 Ha) = {(p,v); 7(p,v) =}

={(z,v); veR"}
={z} xR"=R"

e 7 (x) também possui estrutura de espaco vetorial real n-dimensional.

Para as trivializacoes locais, definimos

O,: 71U, — U, x R”
(x,v) > Ou(x,v) = (x,0)

e note que 0, é um isomorfismo. Com isso, Tx munido de m é um fibrado de posto n
sobre X .

Agora, seja s : X — F uma secao do fibrado E. Entao a aplicacao

v, — U, x R"
¢ Bu(s(x)) = (z, () (1.1)

QQOSUQ:
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representa o grafico de S, : U, — R". Com isso, podemos dizer que as secoes de um
fibrado sao, localmente, funcoes de U, com valores em R".

Mais ainda, se f : X — R™ é uma aplicacao de classe C° entao seu grafico
g9(x) = (z, f(z)) € X x R"
é, claramente, uma secao do fibrado trivial R".

Consideramos agora £ — X um fibrado de posto n, {U,} uma cobertura trivializa-
dora e {6,} trivializagdes locais de E. Para cada z € U, note que 6, : £, — R" é um
isomorfismo, por ser uma restricao de 6, a F,. Isso implica na existéncia do isomorfismo
inverso 0.1 : {z} x R" — E,.

Denotando U, = U, N Up, definimos

9a5: Uaﬁ — I(Rn,Rn) %GL(’I?,,R”)
R — Oop(z) = Ouz © H/gxl

onde Z(R",R™) denota o espago de isomorfismos de R™ em R™ e GL(n,R™) o grupo

de matrizes inversiveis de ordem n x n. As fungoes 0,5 sao chamadas de funcoes de
transicao de E e obedecem o seguinte diagrama

—1

93
Uag x R" —— W_I(Uag)

Uaﬁ x R™

(z, )1 (s () - 0)

Note que, por defini¢ao, as fungoes de transicao sao continuas, ja que, para cada «, 0,
é um isomorfismo.

Antes de demonstrarmos a préxima proposicao, estabeleceremos a seguinte notacao

90&5(‘73) = [0ae] - [8,306]_1

com [0az), [05:] € GL(n,R), visto que Z(R",R™) e GL(n,R™) sao isomorfos. Além disso,
as matrizes [0,,] e [0, representam as matrizes de seus respectivos isomorfismos escritas
na base canonica.

Proposigao 1.1.5 Seja E —~ X um fibrado de posto n e 0,5 suas funcoes de transicdo.
Entao sao vdlidas as sequintes condicoes:

(Z) Gaﬁ o (95,y o e’ya =1Id em Uaﬁ,y =U,N Ug N U,Y =+ @,’
i) 0.5 = 071 em Uyg.
B Ba B

Tais condicoes sao chamadas condicoes de cociclo.
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Demonstragao:

(i) Seja x € Uypy. Entao temos

O © 03, 0 00 w) = |8 (@) |83, (@)] |00 (@)]

Desse modo, como GL(n,R) é um grupo, segue da unicidade do inverso multiplicativo
que op =05, ™

No nosso proximo resultado, mostraremos uma relagao entre as fungoes de transicao
e as secoes de um fibrado vetorial.

Proposicao 1.1.6 Seja E — X um fibrado vetorial de posto n e sejam também S, :
Uy = R" e Sz : Ug — R" secoes de E. Entao, em U,p vale a sequinte relagdao

Oop - Sp = Sa
Demonstracao: Em U,g, segue de (1.1) que temos as seguintes composigoes

0, o 3|Ua5(a:) = (x,S,(7))
95 © S’Uag(‘r) = (ZE, Sﬁ(x))

vindo diretamente da caracterizacao de secoes serem localmente funcoes em U,s. Com
isso, temos
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(2, 5a(2)) = B0 03]y, (2)
=0,0 05_1 0fgo S}Uaﬁ(x)
= <9a © 9;) |Ua5><]R” © (95 © 5|Uaﬁ(x))
= (00001, (@2 S5(2)
- 90‘|7r_1(Ua5) © 9§1|Uaﬁan(x, Sp(x))
= (, 0ap(x) - 55())

onde a pentltima igualdade segue da construgao feita sobre as fungoes de transicao de F.
Igualando termo a termo, obtemos

Sa = Oap - Sp
|

Definigao 1.1.7 Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X. Definimos um morfismo
p: E— F como uma aplicagao continua tal que o diagrama abaixo comuta

E L F
TR TR
X Id X

e, em cada fibra de E, a restrigio |, : E, — F, € linear, para todo x € X. Se p € uma
bijecio e =1 é um morfismo, entao dizemos que @ € um isomorfismo.

Vamos olhar a defini¢ao anterior com mais detalhes. Sejam E e F' fibrados vetoriais so-
bre X de posto n e m, respectivamente. Consideremos também {U, } uma cobertura trivi-
alizadora comum a ambas e {0, } e {n,} as trivializac¢oes locais de E e F', respectivamente.
Se ¢ é um morfismo de E em F', entao ¢ induz uma aplicagao ¢, : U, x R" — U, x R™.
De fato, pelo diagrama abaixo

U, x R" 751<Uo¢)

[e3

A

P

Uy, x Rm<—L 724U,

basta tomarmos (p, = 1, 0 p o 0.

Para os préximos estudos, vamos apresentar um resultado fundamental para a ca-
racterizacao de um fibrado vetorial. Esta caracterizacao permite a construcao de novos
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fibrados a partir de dados mais simples, como veremos no proximo resultado. Para isso,
utilizaremos um espaco topoldgico quociente, e por consequéncia, é preciso definir uma
relacao de equivaléncia.

Seja {Uay}aca uma cobertura aberta para X. Vamos tomar 0,5 : U,p — GL(n,R)
aplicagoes continuas satisfazendo as condic¢oes de cociclo, com 6,, = Id. Consideremos

E:HUaxR”

acA

como a uniao disjunta dos conjuntos U, x R"™. Esse conjunto pode ser visto como um
espago topoldgico com a topologia canonica 7p.

Definimos entao
(a,z,u) ~ (B,y,v) ©x =1y, Oup(x) - v=u e Uy #0
que é uma relacao de equivaléncia em E. De fato

(i) (REFLEXIVA) E imediato que z = z e Uy = U, # 0, pois z € U,. Mais ainda,
sendo #,, = Id, entao

Logo, (a, x,v) ~ (a, x, ).

(i) (SmmETRICA) Considere (o, z,u) ~ (8, y,v). Dali,
=y, bop(x) - v=u e Uyp#0

ouseja, y =z e Ugy = Ug NU, = Uyp # (. Mais ainda

Q

a(x) v =0,5(z) - u

Oop(z) - v =1u= H;E(x) of

= 9;& (x)

U
= Osa(y) - u =0

jd que y = z e B,p satisfaz a segunda condicdo de cociclo. Portanto, (f8,y,v) ~
(v, x,u).
(iii) (TRANSITIVA) Suponha (o, z,u) ~ (B,y,v) e (B,y,v) ~ (v, z,w). Isso nos da

=y, Oop(x) - v=u e Uy #0 (1)
y=2 Op) - w=v e Up #0 (2)

Assim, sendo = =y = z, Uyp, # 0, e dai, Uyp, C U,, # . Mais ainda, como as
funcoes 0,4 satisfazem as condigoes de cociclo,

Oap 083y 0010 =1Id = Oap 0 03y = bay (3)
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Portanto, temos

IIe

Oy (z) - w

X

) Gup() 0 0, () - w
Oap(x) 0 O, (y) - w
eaﬁ(x)(eﬁv( ) - w)

) Gup() v

= Uu

Il
<

I

—~
N

e dal (o, z,u) ~ (7, z,w).
Finalmente, podemos demonstrar o seguinte Teorema:

Teorema 1.1.8 Sejam {U,}aca uma cobertura aberta para X, {0,s5} as aplicagoes continuas
satisfazendo as condicoes de cociclo - com O,, = Id - e seja também o espaco E =

H Uy X R™ com a relagio de equivaléncia ~ definida acima. Entdo, o quociente E /..

acA
tem a estrutura de fibrado vetorial de posto n sobre X, a menos de isomorfismo.

Demonstracao: Inicialmente, para caracterizarmos um fibrado, precisamos de uma
projecao. Consideremos entao a aplicacao

. E/l. — X

(o, z,v) — w(a,z,v) =2z

onde aqui denotamos por («,z,v) a classe de equivaléncia de [(«, z,v)] € E/.. Vamos
verificar que 7 estd bem definida.

Considere (o, z,v), (B,y,w) € E/., com (a,z,v) = (B,y,w). Ou seja, (o, x,v) € E e
(B,y,w) € E se relacionam, e dai, z = y. Portanto,

m(a,x,v) =2 =y =m(8,y,w)

e dai, m esta bem definida.

Vamos verificar agora que 7 é continua. Para isso, iremos utilizar a definicao de
continuidade em espagos topoldgicos, ou seja, a pré-imagem da funcao em um aberto da
imagem é um aberto do dominio. Ou seja, considerando os espagos topolégicos (E/.,T)
e (X, 7x), entdo, para verificarmos que 7 é continua, é suficiente mostrar que U € 7x =
71 (U) € 7. Dessa forma, é necessdrio definir a topologia 7, pois ja sabemos que X é
um espago topolégico. A construgao que faremos abaixo, assim como as demonstragoes
de algumas topologias dadas abaixo, podem ser vistas com mais detalhes em [28].

Inicialmente, considere {U, }aea uma cobertura por abertos de X, com X = U Uy,

aEA
como visto na Definicao 1.1.1. Como, para cada o € A, U, C X, podemos tomar a

topologia induzida por 7x sobre U,, dada por
To ={GNU,: G€Erx} (1.2)

que, de fato, é uma topologia, como visto em [11]. Assim, consideremos (U, x R", 7,) um
espaco topoldgico, onde 7, é a topologia produto, induzida pelas topologias de U, e R™.
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Agora, sendo E = H U, x R"™ uma uniao disjunta, existe uma familia de funcoes
a€A
Injetivas

vo: U xR — E
(x,v) +— (a,x,0)

Sendo (U, x R",7,) uma familia de espacos topolégicos, (E,7g) também é um espago
topoldgico, munido da seguinte topologia:

E={UCE: o' (U) €1y, VE A}
e, a partir dela, a topologia 7 de £/, dada por
F={UCE/.:p(U) € 5},
com

p: E o E/.
(o, z,v) — pla,z,v) = (a,z,0) € B/

Entao, voltemos ao nosso objetivo, que é mostrar que U € 7x = 7 }(U) € 7. Inicial-
mente, note que

alU)eF & p Y a  (U)) €tp (1.3)
& e tp N (Y U))) € Tay, YVae A

Escrevendo A’ = {a € A; UNU, # (0}, temos
7' U) ={(a,z,v) € E/:a€ A, (z,v) € (UNU,) x R"}

e dai,

U G () (a,z,v) € E:pla,z,v) € m1(U)} (1.4)

a, T
(,z,v) e E:ac A, (z,v) e (UNU,) x R"}

{
{
Com isso, para verificar (1.3), dado ag € A qualquer, temos duas possibilidades:
e se ap ¢ A, entao

o (0 (1 (U)) = G ))

e se o € A, ent@o escrevemos, de (1.4)

p Ha HU) = {(a,2,v) € E:a € AN}, (z,v) € (UNU,) x R*} U
{(ag, z,v) € E: (xz,v) € (UNU,) x R"}
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gpgol({(a,x,v) € E:aeA\{ap}, (z,v) e (UNU,) x R"}) =10,
pois ag ¢ A\{ap}, e

gp&&({(ao,x,v) € E:(z,v) e (UNU,) xR"})
={(z,v) € Uy x R": (z,v) € (UNU,) x R"}
=(UNU,) xR",

entao

p @ N U)) = {(a,z,0) € E:a € A\{aw}, (z,0) € (UNU,) x R} U
{(ag, z,v) € E: (z,v) e (UNU,) xR"} =

o (0 (7 H(U))) = wo, {(@,2,0) € E o € A\{ao}, (w,v) € (UNTa) x R"})
U s ({(a0, z,0) € E: (z,v) € (UNU,) x R"})
=0 U (UNU,,) xR"
— (UNU,,) x R

Para o primeiro caso, sendo 7,, uma topologia, entdo () € 7,,, por definigao.
Ja para o segundo caso, note que, de (1.2), UNU,, € Ty, j& que, por hipétese, U € Tx.
Da topologia produto, como jé dito anteriormente, entao (U NU,,) X R™ € 7,,.

Como tomamos g arbitrério, a condigao (1.3) é satisfeita, ou seja, 71 (U) é um aberto
de E/.. Portanto, 7 é continua.

Agora, munidos de uma projecao continua, podemos verificar as duas condigoes para
que E/. seja um fibrado.

(i) Para cada z € X, 7 !(z) = E, possui estrutura de fibrado vetorial. De fato, dado
xo € X, temos

7 Nzo) = {(a,z,0) € B/ ;m(a, 2, 0) = 0}
={(a,zp,v) € B/ ;v €R" e a € Ap}

onde Ag = {a € A;U, N{zo} # 0}.

Agora, sejam 3,7 € Ay, com f # 7. Assim, U, # 0, j4 que xy € Us,. Mais
ainda, se dado w € R", tomarmos v = 6g,(z) - w, entdo (5, zo,v) e (7, o, w)
representam a mesma classe de equivaléncia, visto que (3, xg,v) ~ (v, zg,w), isto
é, (B,x0,v) = (v,20,w) € E/.. Com isso, se fixarmos [ € Ay, temos a seguinte
inclusao

{(7,zo,w) € E/ ;w € R"} C {(B,z0,v) € E/. ;v € R"} (1.5)
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Como tomamos v # [ arbitrario, temos entao que, fixado 5 € Ag:

7 N xo) = {(a, 20,v) € B/ ;v €ER" e a € Ag}
~[ U {Goanw) e BlosweR}] U {(Bian0) € B~ sv e R}

~y€Ao\{B}
= |J [{(r.zo,w) € E/w;weR"} U {(B,20,0) € E/« ;0 €R"} |
~€Ao\{B}
Y\ {(B.w0,v) € Ef ;v e R
y€Ao\{B}

= {(5,%,0) S E/N ;U GRn} ~ R"

visto que o parametro 3 é fixo. Logo, cada fibra E,, possui estrutura de espaco
vetorial real.

(ii) Vamos agora definir as trivializagoes locais de E. Inicialmente, vamos mostrar que

7 (Us) = {(a,z,v) € B/ ;2 € Uy e v € R}

Tome (8,y,w) € =1 (Uy). Assim, 7(83,y,w) =y € Uy. Se tomarmos vy = Osa(y)-w,
entao (3, y,w) representa a mesma classe de equivaléncia de («, y, vg) e, como y € U,
e vo € R, entdo (B,y,w) = (a,y,v) € {(a,x,v) € E/. ;0 € U, e v € R"}.
Portanto, 77 1(U,) C {(a,z,v) € E/. ;x € U, e v € R"}.

A inclusdo contraria é imediata, visto que w(a,z,v) = v € U, = (a,z,v) €
7Y U,).

Com isso, definimos

Vo : mHU,) —> U, x R?
a,z,v) — Yoo, x,v) = (x,0)

Vamos verificar que 1, é um homeomorfismo. Para isso, observe que v, pode ser
vista como duas fungoes coordenada da seguinte forma:

¢Oé1: 7T71<Uo¢) — Ua

a,,v) — Yo, (a,z,0) = © (1.6)
Voo 1 ™ HUy) —> R™

a,z,v) > Yo, (a,z,0) =0

Com isso, ¥, estd bem definida - a demonstracao é analoga a feita para a projegao
7 -, assim como 1), , pois

(o, z,u) = (a,y,v)em B/ . = x=1ye€l,, - v=u
u=0 -v=I1dv=v

= waQ(Oé>xau) =u=v= 7’/}0‘2(06’1.’1)).

Dessa forma, 1), esta bem definida.
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Agora, iremos verificar que 1, é continua, olhando novamente para (1.6).

Como U, C X e 7 YU,) C E/., a continuidade de 1,, segue diretamente da
continuidade de 7.

Para a continuidade de v,,, utilizaremos a mesma caracterizagao feita para de-
monstrar a continuidade de 7, ou seja, dado U C R™ aberto, queremos mostrar que
Vo, (U) é um aberto de 77(U,,), ou entdo, em E/., j4 que 7' (U,) é um aberto de
E/. (pois m é continua). Ou seja, como visto em (1.3), basta mostrar que

0o’ (0 (1o, (U))) € 7oy Ya € A,

isto é, p 1 (p~ (v, }(U))) é aberto em U, x R™. Com isso, note que

as

Vol (U) = {(o,2,v) € 71 (Ua); ¥o) (v, 2,0) € U}
= {(a,z,v) e 77 (U,); v e U}

Dai, temos

P (g, (U)) = {(e,2,v) € B pla,z,v) € ¥, (U)}
={(a,1,v) € E; (a,m,v) € (Uy) ev € U}
={(a,z,v) €FE; x€UseveU}

ja que (o, x,v) € 71 (U,) nos dd 7(a, x,v) = x € U,. Consequentemente

o (07 (e, (U) = {(z,v) € Ua x R™; pa(z,v) € p~ (g, (U))}
={(z,v) €Uy, xR z€U,evelU}
=U, xU.

Sendo U aberto em R"”, da topologia produto, é imediato que U, x U é um aberto
de U, x R™. Portanto, 1, é continua, o que nos da também a continuidade de 1/,
Por fim, verificamos que 1, é uma bijecao:
— 1), € injetiva, pois
Yala, w1,01) = Yo, T2, v2)

= (Ihvl) = ($2,U2)
= (o, 21,01) = (o, 22, 02)

— Dado (x,v) € U, x R™ arbitrdrio, basta tomar (a,z,v) € 7 1(U,), e dai,
Vo(a, x,v) = (z,v). Portanto, 1, é sobrejetora.

Logo, 1, é um homeomorfismo e, quando restrita a uma fibra F,,

e {z} x R"
(Oé,.T,U) — ¢ax(aax7v) - (quj)

é um isomorfismo.
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Como foram satisfeitas as condigoes (i) e (ii) da Definicao 1.1.1, portanto, E/. é um
fibrado vetorial real de posto n sobre X. m

Observagao 1.1.9 Em todas as contrucgoes feitas nessa se¢do, se trocarmos R por C
obtemos a nocao de fibrados vetoriais complezxos.

Além disso, as trivializacoes também caracterizam a construcao do fibrado, isto €, se
X € uma variedade compleza e as funcgoes de transicao forem de classe C* ou holomorfas,
teremos fibrados vetoriais complexos de classe C™ ou holomorfos, respectivamente.

1.1.2 Algumas Construcoes Envolvendo Fibrados

Para esse tépico, construiremos alguns importantes, exemplos de fibrados vetoriais. O
Teorema 1.1.8 nos permite fazer isso ja que, a menos de isomorfismo, basta verificarmos
se a familia de funcgoes de transicao do fibrado satisfazem as condicoes de cociclo.

O Produto Tensorial

Consideremos as seguintes estruturas algébricas
e FE fibrado vetorial de posto n, cujas fungdes de transicao sao 0,5 : Uyg — GL(n, R);
e FE'fibrado vetorial de posto m, cujas fungoes de transigao sao 0,5 : Usg — GL(m, R).

Note que {U,} é uma cobertura trivializadora comum a ambos fibrados, e que as fungoes
de transicao 0,5 e 05 sdo continuas e satisfazem as condigdes de cociclo. Desse modo, o
produto tensorial E® E' é um fibrado de posto n-m, cujas fungoes de transicao sao dadas
por

Yap = eag &® QZM cUnp — GL(TL,R) ® GL(m,R) ~ GL(TLTTL,R)
Vamos verificar que, de fato, as funcoes 1,4 satisfazem as condicoes de cociclo. Definindo

Yap(z): R*@R™ —> R" @ R™
URv = Yap()(URV) = Opp - u @050

temos entao

(i) Sejam U,py # 0, x € Uppy e u® v € R" @ R™ quaisquer. Note que

Yap(T) 0 ¢Bv(x) 0Yna(T) UV = 77/1045(%) © ¢Bv(x)(0w U Hlm ")
= tap () [(96“/ 0 0o - u) ® (9,/37 © e'lya : U)]
= (0ap © 0y © o - 1) ® (B0 05, 00, - v)
= (Id(z) - u) ® (Id(x) - v)
=uu

utilizando o fato das funcoes de E e E’ satisfazerem a primeira condicao de cociclo.

Portanto, ¥, © 15, 0 ¥y = Id;
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(ii) Sejam Ups # 0, € Upp e u® v € R* @ R™ quaisquer. Com isso,

Yap() 0 Yy () - u @V = Yas(7)(Oa - u ® O, - V)
= (Oap 000 - u) @ ( ;BOQ'BQ-U)
= (Id(z) - v) ® (Id(z) - v)

=u®u
utilizando o fato das funcoes de E e E’ satisfazerem a segunda condicao de cociclo.
Logo, ¥ap © 13, = Id, 0 que implica em 1,5 = zﬁﬁ?al

Portanto, como a familia de fungoes de transigao {¢,s3} satisfaz as condigoes de coci-
clo, E® E’ é um fibrado vetorial de posto nm sobre X.

Antes da proxima construcao, apresentamos a seguinte definicao:

Definigao 1.1.10 Seja (E,m) um fibrado vetorial sobre X. Um subfibrado de E é um
conjunto F' tal que F C E e a projecao e as trivializag¢oes locais de E dao a F' estrutura
de fibrado vetorial real de posto m < n.

Sendo 6, as trivializacoes de F, entao
® Tp = 7r|F ¢ a projecao de F;
e para cada z € X, as fibras de F', denotadas por F}, sao subespacos vetoriais de F,;

e as trivializagoes locais de F' sao dadas por 7, = 9a|F 72 (Uy) = Uy X R

O Fibrado Quociente
Dados um fibrado E e seu subfibrado F' C E, o fibrado quociente é definido por Z/p.

Suas fibras sdo Z=/p. e, dadas {U,} trivializacoes de E, o diagrama abaixo é satisfeito

Uag X R <2 5L (Ung) 22> Uy x R

| | T

-1
Uap X R™ <o—— 75" (Uap) —57> Uag X R™

onde as flechas verticais representam as respectivas aplicacoes de inclusao. Assim, temos
aplicagoes que levam (z,v) € Uyp xR"™ em (2, 0,5(2)-v) € (2,0) € Uyp X R™ em (2, nap5(x)-
v), onde

Qagi R* —» R

v o Gup(z) v

Nap: R™ — R™
v nag(z) v
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Como, das construcoes de subfibrados, 7, ¢ restri¢ao de 6, entao escrevemos 0,4(x) ’Rm =

Nag(x), para cada v € R™. Assim, podemos expressar 0,5 como

_ 03(T)  Pa
fas(7) = ( o )

onde
Nag(x) : R™ — R™
pap(x) : R"™™ — R™
O(z) :R™ - R"™™

Com isso, temos uma familia de fungoes {(,s} satisfazendo as condicoes de cociclo.
Desse modo, as fungoes {(,s} serao as fungoes de transigao que definem o fibrado quociente

O Fibrado Soma Direta

Novamente, consideremos as seguintes estruturas algébricas

e F fibrado vetorial de posto n sobre X, cujas funcoes de transicao sao dadas por
a5 : Usg — GL(n,R). Suas fibras sdo E, e suas trivializagoes locais sao dadas por
%

e F' fibrado vetorial de posto m sobre X, cujas funcoes de transicao sao dadas por
0.5 : Uag — GL(m,R). Suas fibras sdo £, e suas trivializagoes locais sdo dadas por

ol

Com isso, a soma direta E& E' é um fibrado de posto n+m cujas fungoes de transigao
sao dadas por

Pap = bop © 0,5 : Usg — GL(n,R) & GL(m,R) =~ GL(n + m,R)
Vamos verificar que, de fato, as funcoes ¢,s satisfazem as condicoes de cociclo. Defi-
nindo
Yap(z): RPBGR" —> R™® R"
0.5(x 0
(W) pusla) - (u,0) = ( AL )<u,v>

af

verifiquemos entao as duas condicoes:
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(i) Sejam U,py # 0, x € Uypy € (u,v) € R" & R™ quaisquer. Com isso,

Pap(T) © sy () © Pralz) - (u,0)

_ (wm 0 )(wm 0 )(%m 0 ),(u )
0 0, 0 05 0o @, ’

_ [ Oap(2)05,(2)00() y - (u,v)
0 045(2)05. (7)0, () ’

= [Id} (u,v) = (u,v)
visto que as familias {0,s} e {05} satisfazem as condigdes de cocilo.
Assim, @ap © Py 0 Pre = 1d;
(ii) Sejam Uy # 0, x € Uyp € (u,v) € R* @ R™ quaisquer. Com isso,

soaﬁ<x>o%<x>-<u,v>=(9“%(” ) )(9‘3&0@ 920)-@,@)

05

_ 005(1;)65&(:6) 0 . (U U)
0 Or5(2)05,(2) 7
— [Id] (u,v) = (u,v)

utilizando novamente o fato das familias de funcoes de transigao satisfazerem as
condicoes de cociclo. Desse modo, ¢ap 0 ¢gq = Id = @ap = cpgi

Portanto, como a familia {¢,s} satisfaz as condigdes de cociclo, £ @& E' é, de fato, um
fibrado de posto n + m sobre X.

Mais ainda, as fibras de F & E’, para cada x € X, sdo dadas por E, @& E/ e suas
trivializacoes locais sdo induzidas pelas trivializacoes de F e E':

0o @0, : 71 (Uy) — U, x (R* O R™)

O Fibrado Dual

Inicialmente, recordamos que uma aplicacao linear f : V' — W induz uma aplicagao
linear definida nos espagos duais de V e W, definida por
fr: W* — %
T(A) -
0 ffla)y: V. — R
v = (aof)(v)
Mais ainda, a matriz de f7 é a transposta da matriz de f.

Agora, seja E —+ X um fibrado vetorial de posto n com trivializacoes {f,}. Para
cada 0, : 7~ 1(U,) — U, x R", definimos entao

05 a7 (Uy) — Uy x R™
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dada pela inversa da aplicacao induzida por 6,. Tais aplicagoes serao as trivializagoes do
fibrado dual E*. Antes de demonstrarmos que as aplicagoes satisfazem as condigoes de
cociclo, note que

O)71(65) = ((65)707) " = ((6a05)7) " = (67,) "

Assim, a familia das fungoes de transicao de E* é dada por {¢,s}, onde 15 = (Qgﬁ)
Agora, olhando para as matrizes das trivializacoes, temos que:

(i) Dado x € Uygy,

(1/’045 SRUEMES ¢7a)(x)
= (65) " (05,) ' (03.) (@)

-1

(ii) Dado = € U,g,

|
—~
X2
=
~—
L
—~
=R
Q
~
L
—
8
SN~—

(Yap © Ypa)(T) =

ou seja, Yap © Ygy 0 Yy = Id e, da unicidade do inverso multiplicativo em G'L(n,R),

waﬁ = ¢ﬁ_i

Portanto, a familia {1,5} satisfaz as condigoes de cociclo e E* é, de fato, um fibrado
vetorial de posto n.
O Fibrado Gerado por uma Hipersuperficie

Para apresentarmos o ultimo exemplo dessa se¢ao, inicialmente precisamos apresentar
a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 1.1.11 (i) Seja X uma variedade complexa e W um subconjunto aberto de
X. Uma hipersuperficie D C W ¢ uma subvariedade analitica localmente definida
por uma unica funcao holomorfa nao-nula, ou seja, para cada p € W, existe uma
vizinhanga U de p e h holomorfa tal que

DNU={qeU / h(q) =0}.
(i1) Um divisor é uma combinagdo linear formal
D = Z a; [DZ]?

onde D; C X sao hipersuperficies irredutiveis - ou seja, a fun¢do que define a
hipersuperficie é dada por um polinomio irredutivel - e a; € Z.

Agora, considere X uma variedade complexa e D C X uma hipersuperficie analitica.
Como para cada p € X podemos tomar um aberto U,, considere a familia de fungoes
he : Uy = Ce {U,} uma cobertura de abertos para X. Assim, em U,g, temos h, = @ashs,
onde ¢,5 : Uyp — C* é uma aplicacao holomorfa que nao se anula em nenhum ponto de
Uap-

Definimos entdo o fibrado associado a hipersuperficie D, denotado por [D], pelas

- . ha , - .
funcoes de transicao ¢.5 = - (ndo ¢ dificil verificar que tais fungoes satisfazem as

condigbes de cociclo).

Observe que [D] é um fibrado de posto 1.

O Fibrado Virtual

Nesta secao vamos apresentar o conceito de Fibrado Virtual. Para mais detalhes, a
referéncia para esta segao é [3] e [20].

Sejam {E;} fibrados vetoriais C*° em uma variedade X, com i = 0,...,q. Definimos
q

o Fibrado Virtual ¢ = Z(—l)iEi como um elemento do K-grupo K(X) de X, onde
i=0
K(X) denota um grupo abeliano, chamado grupo de Grothendieck de X (ver pagina 158
de [20]).
Aqui nos interessa o caso em que ¢ = 1, ou seja, os fibrados virtuais da forma L = E—F'.
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1.2 Classes de Chern

Para a construcao que desenvolveremos nessa se¢ao, seguimos a referéncia [20].

1.2.1 Conexoes e Curvaturas

Inicialmente, fixemos algumas notacoes importantes. Considere E um espaco to-
poldgico, X uma variedade complexa e £ — X um fibrado vetorial complexo de posto
n. Sendo U C X aberto, considere que:

e A°(U) é a C-algebra C>(U, C), ou seja, funcoes complexas em U, de classe C;
e AF(U) é o A" (U)-médulo de p-formas complexas de classe C™ sobre U,

e (I"(U) é a élgebra graduada de formas diferenciais complexas C'* sobre U, dadas
por

a W) = @ arw);
e AP(U,E) é o Q°(U)-médulo C=(U, A’ TX® ® E) de secoes de A"’ TX® @ E sobre
U. Em particular, quando p = 0, CLO(U, E) é o médulo de segoes C™ de E sobre U.
Definicao 1.2.1 Uma conexao em E é uma aplicacao C-linear
V:A°(X,E) — a'(X,E)
satisfazendo a regra de Leibniz
V(fs)=df @ s+ fV(s), Vfea’X), Vseca’ (X, E)

Note que, na definicao acima, o produto tensorial df ® s nao é feito em C, e sim em
a’(X), visto que @' (X, E) é um A°(X)-médulo.

Proposicao 1.2.2 O conceito de conexao é um conceito local.

Demonstracao: Queremos mostrar que, se s é uma secao identicamente nula num
aberto U, entdo V(s) € A'(X,E) também é identicamente nula em U. Seguiremos a
demonstracao por absurdo.

Suponha que exista 2o € U tal que V(s)(2) # 0. Tomando uma funcio p € A°(U)
com suporte compacto, e que vale 1 numa vizinhanga V' C U de xg, definimos p como

B (), =xz€U
(z) {po, z e X\U

Com isso, ps € CLO(X , E) é identicamente nula - ja que s é identicamente 0 em U. Com
isso, como a conexao é C-linear,

V(ps) = V(0) = V(0c - 0) = 0¢ - V(0) = 0
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onde O¢ é o nimero complexo nulo. Mais ainda, da regra de Leibniz,
V(ps) = dp @ 5 + PV (s) = pV(s),
ja que s se anula em U e, p se anula em X\U.

Assim, por definigao, p(z) = p(x) = 1, para todo x € V. Porém, como pV(s) = 0 para
todo elemento de X, entdo pV(s) =0 = V(s) =0 em V. Em particular, V(s)(x¢) = 0,
uma contradi¢ao a hipotese inicial. m

Como as conexoes possuem um carater local, podemos restringi-las a abertos de X.
Assim, sendo {U,} uma cobertura aberta de X, entao uma conexao em E fica completa-
mente determinada pelas suas restricoes V U

A seguir, mostraremos a existéncia dessas aplicagoes.

Lema 1.2.3 FEzistem conexoes.

Demonstragao: Seja {U,} cobertura aberta de X, trivializadora de ambos E e T X®.
Para cada «, tome s® = (s¢, ..., s%) um referencial para 771(U,) = U, x C", ou seja,

ren

s¢ € A°(Uy,, E). Mais ainda, para cada z € Uy, {s{(2),...,5%(z)} é uma base de E,.

ren

Consideramos também entao {p,} uma particao da unidade subordinada a {U,}.

Assim, definimos V* em U, por V®(s{) =0, para todo i =1,...,n.
Com essa definicio, para f € A°(U,), vale

VE(fsf) =df @ 57 + [VO(s]) = df @ 57

Note que, sendo s® um referencial para m—'(U,), é possivel reescrevermos uma segio
s € A (U,, E) em funcio dos termos da base de E,, ou seja,

dy =S st fieadu) (17)
i=1
e entao, podemos estender V¢ para uma secao qualquer, da seguinte forma
Ve(s|,.) = VO‘( zn:fisf‘ ) = iva(fisfé) = zn:dfi ® 57
i=1 i=1 i=1
Com isso, definimos

V=> pV°

que é uma conexao. De fato, como

CEOWALEIES WAD WY (18)
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entao V ¢ linear, o que segue diretamente da linearidade do produto tensorial. Por fim,
dado g € A°(X), temos

V(gs) = paV°(gs) = Zpava< gi 5o )
- Zpava( angfisf )
= ra X_; V( gfis)
=> pa En; d(gf;) @ st

n

= pa Y (fidg + gdfs) ® s¢

1=
n

— Z Pa Z(fidg ® s + gdf; @ s§')
o 1

1=

- Zpaiﬁdms? +Zpa§;9dfi®3?
_ Zpaidg@)fisg +gZpa(Zn;dfz‘ ®S?‘>
WS, (dg ® i fz-S?) +9V(s)
- g
S0 (dg ® S}UQ> +9V(s)
S dg@ pasly, + 99(6)
- d; @Y pasl, +9V(s)

=dg® s+ gV(s)

[ ]
Mantendo as notagoes do Lema anterior, podemos expressar V no aberto U, através
de s como

V(sy) =Y 0@ s, (1.9)
j=1

onde 9% sao as 1-formas de classe C* sobre U,. Vamos olhar com mais detalhes como
expressar essas formas 7.

Como V(s%) € A'(Uy, E), podemos reescreve-lo como um produto tensorial u & v.

Sendo A (U, E) = C®(U,TX® ® E), entdo u € C®°(Uy, TX®) e v € C®(Uy, E) e,
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utilizando a notagao de (1.7), escrevemos v = Z fis§, com f; € a’(U,). Dai,
j=1

V(i) =u®v

K3
n

:U®ij8?

j=1

=D _u®fis
j=1

=) fu®s
j=1

Desse modo, a matriz de 1-formas 6 = [9;‘;} ¢ a matriz de V em U,, onde 07 = f;u.

Nosso préximo objetivo é construir uma relagao entre as matrizes da conexao V em
abertos U, e Ug.
Sejam s® e s? referenciais sobre U, e Ugs, respectivamente. Assim, considerando U,s =
n

U, NUp # 0, existe uma matriz inversivel g,z = [gij} tal que s = Zgijsf. Isso nos

permite definir g;ﬂl = [f]ij], com

Sp= Y dus (1.10)
=1

Com essas notagoes, temos

V(ng ]) = Z:;V(giﬁf)

n

dgi; ® s + gV Z dgi; ® s + Z 9V (57)

=t

= dg”@s +Zglg(20 ®Sk)
(1.10) Z[dgw ® (Zgﬂsl )} + Zgij (Z Gfk ® sg)

7j=1

(1 0 Z Z dgzg & g]lSl + Z Gij |:Z ejk & (Z gkl1S) ):|

jlll

= Z Z dgzyg]l & Sl + Z (Z ng Jkgkl) & Sl

lljl 7j=1 k=1

- Z (Z dgzjgjl + Z Z Gij Jkgkl) &® 5[

7=1 k=1
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Assim, se compararmos o resultado encontrado com (1.9), ou seja,
n
o\ «@ @
V(si) = E 05 @ s,
1=1

concluimos que
0 = Z dgi;gji + Z Z gz‘jefkgkz,
j=1 j=1 k=1
onde a igualdade acima representa o seguinte produto matricial
0% = dgapgus + 9as’ 9o

A partir do conceito de conexao, estenderemos tal nocao definindo um operador que
também possui carater local.

Definigcao 1.2.4 Dada uma conexdao V em E, definimos
V:a'(X,E) = Q*(X,E)
onde, para w € A*(X) e s € A°(X, E), temos
V(w®s)=dw®s—wAV(s) (regra de Leibniz)
Proposicao 1.2.5 Seja f € A°(X). Entdo, a aplicacio V satisfaz a sequinte relagdo
V(iflw®s)=df AN(w®s)+ fV(w® s)
Demonstragao: Basta observarmos que

V(fwes) = V(fwes) = d(fo) @ s — (fu) A V(s)
= (fdw+df Nw) ® s — (fw) AV(s)
=(df Nw)® s+ fldw®s) — f(wAV(s))
=df N(w®s)+ fldo®s—wAV(s))
=df N(w®s)+ fV(w®s)

|
Definicao 1.2.6 Definimos a curvatura de uma conexio V por
K \va V oV
A curvatura de uma conexao também é linear, o que é verificado no resultado abaixo.

Proposicao 1.2.7 A curvatura Ky de uma conexdao é uma aplicacdao CLO(X)—linear.
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Demonstragdo: Sejam f € A°(X) e s € A°(X,E). Dessa forma, se escrevermos
V(s)=w®veQ'(X,E), temos
Ky(fs)=VoV(fs)=V(df ®s+ [V(s))
= V(df ® s) + V(fV(s))
=d*f®s—df AV(s)+ V(f(w®v))
=d’f@s—df AV(s)+df N(w®v) + fV(w @)
=d’f@s+ fV(w®v)

onde, na tltima igualdade, utilizamos que df AV (s) = df A(w®wv). Antes de concluirmos,

note que
d’f = d( of dzi>
0z

= d dz;,
Zazﬁzz % I\ %

e, sendo f de classe C'*°, entao

0% f 0*f
OZjaZi 02182'] ¢ “ : : “

ou seja, d’f = 0. Portanto,

Ky(fs)=d’f@s+ fV(w®v)
= fV(w®v)
= [V(V(s)) = [Ev(s)
]

Ainda sobre a curvatura de uma conexao, a proxima Proposi¢ao nos da outro impor-
tante resultado sobre Ky:

Proposicao 1.2.8 O valor de Kv em um ponto x € X depende apenas do valor da se¢ao
s no ponto x, independentemente da se¢cao tomada.

«

Demonstracao: Seja s* = (s9,...,s%) um referencial local de E em U,, com = € U,.
Consideremos também s e s

segoes de E sobre U,, tais que s(z) = s'(x).
Entao, como s — s’ € CLO(Ua, E), podemos escrever

n
s —5 = Z fisi
1=1

e como s(x) — &' (z) =0, entao f;(x) =0,i=1,...,n. Assim, utilizando o fato de Ky ser
linear, temos

Ky(s—s) KV(Zfz )zgjfif(v(s
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ou seja,
Kv(s)(x) — Ky(s')(z) = Ky(s — §) Zm(V Z 0 Ky(s¥(z)) =0

e, portanto,

Ky(s)(z) = Kv(s')(z).

]

Podemos expressar a curvatura de uma conexao através de uma matriz, de maneira
andloga como fizemos com a conexdo. Tomando novamente s* = (s¢,...,s%) referencial
local para F sobre U,, temos

Ky(sf) = V(V(s))
= V(i 05 ® s )

V(05 @ s7)

1

~

[ b @ si7 = 03 AV (s7) ]

I
NE

N
Il
—

I
T M:

o5 @ s — Z 05 A V(s

= Z 495 @ 5 — Z egA(Z efj@asg)
=1 =1 7=1

Agora, reescrevendo os indices do primeiro somatorio, temos

:Z do @ 57— egA(Z 93@@3;)
_ =1 7j=1
_Z oy @ 57— 93A<Z efj@@s;)
1=1 j=1
_Z dos; @ 59 —ZZ(egAeg)m

7j=1 [=1
n

Z(d&“ > Ae;;.)> ® 55

=1

Ou seja, escrevemos

Z@a@)s
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onde

OF = dos — > 05 A 6],
=1

Assim, a matriz @ = [ o |, com oF, = do;; — Zn: 0k \ Or; € a matriz de Ky em
U,. Note que seus coeficientes sao 2-formas em U, e, Iélzelssa forma, concluimos que
O% =dh* — 0“ N 6°, (1.11)
onde 0° representa a matriz da conexao V em U,.

Novamente, podemos relacionar matrizes @ e ©° de curvaturas em U, e U, respec-
tivamente. Tomando s e s? referenciais locais sobre os abertos U, e Up e as matrizes

Jop = |9ij] € 9;5 = [3i;], tais que
St =D 0us; e sL=) gusi
=1 =1

como j4 visto, entao é vélido, em U,s = U, N U # (:
Kelst) = Ko (Yot ) = Soaufcsls)
=1 =1
1.9) -
eI DIAT
k=1

=1

=3 (b ®sy)

=1 k=1

= i i [9@19;@; ® <]i1 §kj5?)]

=1 k=1

=Y 3D gubpin © 55
=1 k=1 j—1

=S|I it o
j=1 Li=1 k=1
Ou seja,
Of =2 > gubldu
=1 k=1

que, escrevendo da forma matricial, se expressa como

© = .s0%, (112
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1.2.2 Polinomios Invariantes

Para essa segao, considere M (n,C) sendo a dlgebra de matrizes n x n sobre C.
Defini¢ao 1.2.9 Um polinémio invariante sobre M(n,C) € uma fungao
P:M(n,C)—C
que € polinomial nas entradas de uma matriz e satisfaz
P(g~Ag) = P(A),
para todo A € M(n,C) e para todo g € GL(n,C).

O conjunto de polindémios invariantes sobre M (n,C) também é uma algebra, que
denotamos por I(n,C).

A seguinte proposicao nos dd uma condi¢ao equivalente para trabalharmos com po-
lindomios invariantes.

Proposicao 1.2.10 Sao equivalentes:
(1) P(g~'Ag) = P(A), para todo A € M(n,C) e para todo g € GL(n,C);
(ii)) P(XY)= P(YX), para todos X,Y € M(n,C).

Demonstragao:

e (ii) = (i) Sejam A€ M(n,C) e g € GL(n,C). Tomando X =g 'AeY =g, da
condigao (i), temos

P(XY) = P(YX)
= P(g7'Ag) = P(g99~'A) = P(Id-A) = P(A),

onde Id é a matriz identidade n X n;

e (i) = (ii) Vamos separar essa demonstracdo em dois casos.

Inicialmente, considere Y € GL(n,C) C M(n,C). Entao, tomando g =Y ¢ A =
Y X na condigao (i), entdo

P(A) = P(g~'Ag)
= P(YX)=PY Y(YX)Y)=PId-XY) = P(XY).

Para o caso em que X € GL(n,C), a demonstragao é analoga.
Suponhamos agora X,Y € M (n,C)\GL(n,C).

Inicialmente, lembramos que o conjunto GL(n,C) é denso em M (n,C), ou seja,
dado r > 0, existe uma matriz X, € B(X,r) tal que Xy € GL(n,C).
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Mais ainda, sendo P polinomial, entao P é continua. Em particular, também sao
continuas as aplicacoes

W € M(n,C) — P(WY)
W e M(n,C) — P(YW)

Logo, dado ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que, para toda matriz W € B(X,0), entao

|P(XY) - P(WY)| < (1.13)

IP(YX) = P(YW)| <

N OD| ™

Assim, tomando r = 9, existe Wy € B(X,d) tal que Wy € GL(n,C) e, do caso
anterior, P(W,Y) = P(YW,).

Logo, dado € > 0 qualquer, temos

|P(XY) — P(YX)| = |P(XY) — P(W,Y) + P(YW,) — P(YX)]
|P(XY) = PWoY)| + |[P(YWo) — P(Y X)

Ou seja, |P(XY)— P(YX)| < ¢, para todo € > 0. Logo, |[P(XY)—-P(YX)|=0=
P(XY) = P(YX).

[ ]
Abaixo, daremos alguns exemplos de polinémios invariantes

Exemplo 1.2.11 Em M (n,C) podemos definir a aplicagdo

det: M(n,C) — C
A —  det(A)

que € um polinomio invariante, visto que jd € conhecida a relacao
det(AB) = det(A) - det(B) = det(B) - det(A) = det(BA).

O proximo exemplo nos dard uma construcao que utilizaremos novamente ao final
dessa secao.

Exemplo 1.2.12 Sejam A € M(n,C) e Id a matriz identidade n x n em M(n,C). Os
polinomios C;, definidos por

det(t] + A) = Coi(A)',
=0

sao polinomios invariantes.

1
De fato, dada g € GL(n,C), é vdlida a relagao det g~* = Tot visto que det g # 0.
et g
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Mazs ainda, note que

det(tl + A) = det(g™") - det(tI 4+ A) - det g
=det[g ' (tI + A)g]
=det(g 'tlg + g ' Ag)
=det(t-g g+ g 'Ag)
= det(t] + g 'Ag)

Com 1isso, temos

det(tl + A) = det(tl + g 1Ag)

= Y Coi(A ch i(g~ Ag)t!
=0
= Cnfl(A) = Cnfi( 71Ag), =0,...,n

onde, no ultimo passo, utilizamos igualdade de polinomios. Observe ainda que o termo
det(tI + A) nos leva diretamente ao cdlculo de autovalores de A.

Consideramos F — X um fibrado vetorial complexo C* de posto n, V uma conexao
em F e Ky a curvatura de V. Em um aberto trivializador U,, Ky é dado por uma matriz
n x n de 2-formas O, como visto anteriormente. Em U,gs, de (1.12), temos

O = 450795,
onde g,3 € GL(n,C). Assim, se P é um polindmio invariante,
P(©%) = P(g.5©"g,}) = P(©")
Com isso, se P tem grau k, definindo

P(KV)|Ua =

P(©®%)
temos que P(Ky) é uma 2-forma global em X, independente das trivializagoes.
Lema 1.2.13 Se P € um polinomio invariante, entio dP(Kvy) = 0.

Demonstracao: Seja P um polindmio invariante. Escrevendo P(A) = P([a;;]), con-

P
sidere B = [8

aij
CcOomo

} a matriz de derivadas de P. Assim, escrevemos a derivada de P

j
([as] ZZ Jar, daw (1.14)

i=1 j=1
Mostraremos duas identidades:

o dP(A) = tr(BTdA)
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Como os termos da matriz BT dA podem ser expressos por (BTdA);; = Z BiT,Cdakj,

k=1
temos entao
tr(BTdA) = Z(BTdA)ii
i=1
= >(5 o)
i=1 “k=1
"~ [ 0P
=33 (5
i=1 k1 \C0ki
(1.14)
=" dP(lay]) = dP(A)
e, portanto,
tr(BTdA) = dP(A) (1.15)
e ABT =BTA
Inicialmente, considere a matriz Ej; = [e,s], onde e, = J;,0;s - aqui, as fungoes J

representam o delta de Kronecker -, ou seja

1 ser=jes=1
Crg — , .
" 0 caso contrario

Isso nos diz que Ej; tem entrada 1 na posicao (4, j) e 0 nas demais. Com isso

(EjiA)TSZ{ 0 ser#j o (AEji)rsz{ 0 ses##1

Qs ser =] ar; S€Ss=1
Agora, como P é invariante, da Proposicao 1.2.10, vale
P((I+tEj;)A) = P(A(I +tE};))

e derivando essa expressao em relacao a t, temos

—~ 9P - 0P

(1.16)

Qs Z Q5
= Oas o Oan
"\ 0P . 9P
Por fim, como (ABT);; = Y as—— e (BTA);; = Za,,«j—, segue o resultado:
—1 aajs 1 aam-
ABT = BTA

(1.17)
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Tomamos agora U, um aberto trivializador de E e sejam ¢ e O% as matrizes da
conexao V e da curvatura Ky, respectivamente (ambos em relacao a U, ). Entao, escre-

VEIMOS
OP
B p—
[agij }

onde as entradas da matriz B sao formas de grau par. De (1.15), temos
dP(®%) = tr(BT A dO%) (1.18)

Mais ainda, estudando o termo BT A d®®, temos
dOf; = d(d@% — i@ﬁg A (9,%)
d(dos,) (Z 05 A egj)
= —d(Z 05, A egj)

k=1
= —Z<d93€ —293A9§+293A9§) NOR+ 05 A doy,
k=1 =1 =1 k=1
= —Z(d@;}c - Zemel@;) N Z(Ze;’; AH?,;) N+ 05 A doy,
k=1 =1 k=1 Mi=1 k=1
Note que podemos reescrever a segunda parcela acima como
Z(Z 0% A 9?2) NG
k=1 Ml=1
=Y O A (Ze;‘; A@ﬁ)
k=1 =1
=> 05 A (Z@;}; /\egj)
=1 k=1
=S n (S nag)
k=1 =1
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visto que, na ultima igualdade, trocamos apenas os parametros k e [. Assim,
HCHES —Z(degz - o5 Ae;;,) AR = 65 A (Ze;:l Aeg.) +) 65 A doy,
k=1 =1 k=1 =1 k=1
- —Z(d@fk —> 05 Aeﬁf) AOR+ 05 A (de;fj -y o Aeg)
k=1 =1 k=1 =1
== O A0+ 05 A O
k=1 k=1
que, reescrita na forma matricial, é dada por

dO° = 0" N O — @ A §°

e ¢ chamada identidade de Bianchi. Assim, substituindo esse resultado em (1.18), temos

dP(®%) = tr(BT A dO%)
=tr(BY A (0% A O — @ A G?))
=tr[(BY AO*) A O — @ A (BT A 6Y))]
=D D (BT A0Y)i A OF — O A (BT A 0]
=1 k=1
=0

pois ©F; é uma 2-forma, que comuta com qualquer outra forma. Logo, dP(Ky) =0. =

1.2.3 Classes Caracteristicas

Na segao anterior, vimos que, se P é um polindémio invariante de grau k, entao P(Ky)
define uma classe em H2%(X,C).

Nosso objetivo é mostrar que tal classe depende apenas da classe de isomorfismo de
E, e nao da conexao V. Para isso, utilizaremos uma operagao na comologia de De Rham
chamada wntegracao ao longo das fibras, que descreveremos a seguir.

Seja X x R? "4 X o fibrado trivial. Localmente, uma forma C'*°w sobre X x R? se
escreve como uma combinacgao linear de formas dos seguintes tipos:

e Tipo (I):w = f(x t)dt; Ndz%, com |I| < q
e Tipo (I1) :w = f(x* t)dt;, NdxG = f(z*,t)dty A... Adtg A\ dx

onde t = (t1,...,ty), dt; =dtyy N...Ndb;,, iy < ... <., |I| =7, dty A... Adt, determina
a orientacao de R? e z sao as coordenadas locais de X.
Definimos entdo o operador linear p2' : @*(X x RY) — A* (X)) por
p2'w =0 se w é do Tipo (1)

oW = < f(xa,t)dtjq)d:zﬁ se w é do Tipo (I1)
Ad
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onde AY é o ¢-simplexo padrao, dado por

A= {(20,. .., z) ER™ Yty =1, £; > 0}

1=0

Dadas as notagoes, enunciamos a seguinte Proposic¢ao:
Proposicao 1.2.14 Sejai: 9(X x A?) — X x A? o operador inclusao. Entdo
e od+ (—1)"d o p2" = 2" o (1.19)
Demonstragao: Separemos a demonstracao em dois casos.

(i) w € do Tipo (I);

Seja w = f(x* t)dt; A dx%, com |I| < ¢ — 1. Nesse caso, d(p2'w) = d(0) = 0 e
02" (dw) = 0, j4 que dw, j& que dw também é uma forma do Tipo (I).

Mais ainda, como i*w também é do Tipo (1), entdao p?2* 0 i*(w) = 0, e daf, o resul-
tado também ¢é valido, visto que a igualdade (1.19) se torna nula.

Agora, suponhamos w = f(xt)dt; A dz5, com |I| = ¢ — 1 e, digamos, dt; =
dty N...ANdt AL A dt, - aqui dt; implica que dt; nao esta no produto exterior, ja
que |I| = ¢ — 1. Assim, sendo dt; A dt; A dz§ = 0 quando [ # i, temos

dw—zﬁdxa/\dt Ada:uia—fdt Adt; A dz®
a 8xa k ! 7 8tl : ! 7
=1

of o
= Z adex’“ Adtr A dxS + 8tidti Adty A dz§

_ of of
— (_1)91 « « i—1

oyl A da

0
Como cada —fadtl A dzg A dz§ é uma forma do Tipo (I) (ou seja, se anula quando

o0z

aplicamos p2'), temos

e (dw) = P2 ((-1)7? ;J;dtf Adzxy A dz§ + (— 1)i1%dt1q A dx5)
= (-7 12 ——dt; Adzy A dzG) + 2" ((— 1)Hﬁdt1 A dx$)
* a k J 8tz q J
_ AT i—1 f
= 2"((-1) 5 —=dt;, A dz5)
= (—1)“( ﬁdtl/\...Adtl)dgcg (1.20)
Aa Ot

Agora, da versao combinatéria do Teorema de Stokes, (vista com mais detalhes em
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[18]), temos

q
(—1)"‘1/ gfdtl .Adu:Z(—nﬂ'/ F@@ t)dty A AdE AN iy,
A4

§=0 Aa(y)

onde A?(j) é a j-ésima face de AL

Assim, retornando a (1.20),

=" (dw) = (Z(—l)j/ fx® t)dty AL A Jt\j A A dtq) dx

=0 Ad(F)

que é exatamente p?27(i*w), visto que E?2* e PIA” diferem apenas em suas regioes
de integracao, o que nos da o resultado (1.19), j& que p2*(w) = 0.

(ii) w € do Tipo (II);
Seja agora w = f(z®,t)dt; A ... ANdt, N dz5. Assim, i *xw = 0, o que anula o lado
direito da igualdade (1.19). Assim, basta mostrar que

e od = (—1)%d o p2" (1.21)

*

Utilizando novamente que dt; A dt; A dx§ = 0, temos

dw = d(f(z® t)dty A ... Ndt, N dx)
of L Of
= ——dxy Ndt; N\ dx9 —dt; Ndt; N\ dz5
;w? o A dty A xJ+lzlatl L Adty A daS
:Zﬁdxgmtl/\dxg
Oxy
k
0
— —1)qza—;dt1/\dxz‘/\dx§
k k
e com isso,

pfq(d&)) = < Z 8J}k dt; A dl’k N dl’J)

= (/A (—1)? gfadtl ./\dtq)dx‘,:/\d:vﬁ

= (=1)1 Z( of ——dty A... A dtq) dzj A dx§ (1.22)

k; Aq al‘k
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E como

(—1)9d(p2"w) = (—1)qd< fa® t)ydty A A dtq> dz
A4

= (—1)¢ Z( ﬁdtl AN dtq) dz$ A da§

(0%
Aq al’k

entao é vélido (1.21), o que encerra a demonstragao.

Iremos recorrer aqui a algumas defini¢oes que ja apresentamos sobre fibrados vetoriais.

Considere E - X um fibrado vetorial complexo, de posto n, onde X é uma variedade
complexa. Entao o fibrado vetorial

7xid

E xR — X x R?

¢ induzido pelo fibrado (F, ), e suas fibras tem a mesma dimensdo das fibras de E. Se
tomarmos uma cobertura trivializadora {U,}, comum a E e a TX® e um referencial
local, temos que as secoes de E X Rq‘U ~ U, x R? x C" podem ser expressas como

o

st = 3 1),
=1

onde t = (t1,...,1,).
Agora tome ¢ + 1 conexdes VY, V1, ..., VY sobre E e considere a soma convexa
Vol = (1 —t) —ty— ... =t )V + V! + 1,V + .+ 1,V
Desse modo, V%14 define uma conexao sobre £ x R?, cuja matriz sobre U, é dada por
POt = (1T — 1) —tg — ... — 1 )0%Y + 1,05 + 105 + ..+ 1,09

onde cada 6%® é a matriz da conexao V¢, i = 0,1,...,q, em U,. Assim, de (1.11), a
curvatura Kyo.,...q, em U,, é dada por,

@0,1,...,01 — deO,l,...,a o 00,1,...,04 A 90,1,...,01

Definimos entao a aplicagao P(V°, V!, ... V?) : I(n,C) — @*(X) da seguinte forma

grP

P(VO)(P) = % - P(Kyo) se q=0
P(VO, V!, ..., VI)(P) = (=)l (P(VO9))  seq>0

(1.23)

onde gr P denota o grau de P (se ¢ =0) e p2>" : @*(X x RY) — A*79(X) é a integragao
ao longo das fibras.
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No préximo exemplo, vamos analisar a aplicacao P para o caso em que g = 1.

Exemplo 1.2.15 Na defini¢io da aplicagio P(V°, V1, ... V), quando q = 1, temos

P(VE,VH(P) = g (P(V11)

= <(§> PP(Kvon)

pois VO € uma tinica conexdo, e entio vale (1.23) para ¢ = 0.
Do Lema 1.2.13, vale

dP(Kvo1) = 0,

ja que P é um polinomio invariante. Mais ainda,

d(P(V°, V)(P)) d(p* ((%)g PP(Kvo,l))>

(LY (02 (P(n))

27
Utilizando agora a Proposicao 1.2.14, com q =1, temos

o od+ (=1 do gl = 0% od
—> o 0 d(P(Kyon)) +do o (P(Kyo)) = oI o i*(P(Kyo.))

Assim, unindo os resultados (1.24) e (1.25), temos
do @*AI(P(KVOJ)) = @fN o 1" (P(Kyo1))

() o oA (PHenn) = () "2 0 it (P(Kg)

— d(P(V°,V')(P)) = (%) 05 0 0% (P(Kgos))

Agora, da versao combinatoria do Teorema de Stokes,

1

aAl . Al(j _
§ =iy — 1]
=0

onde i; = X — X x [0,1] € a inclusdo, dada por i;(z) = (x,j). Portanto,
AP TP) = (5] 6 oir) (Pl
~(5) P ~ EPEw))

_ (%)W P(P(Kvo) — P(Kv1))

(1.24)

(1.25)
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= P(VO)(P) — P(V})(P)

Tais calculos nos mostram que as formas P(Kyo) e P(Ky:) diferem, a menos de uma
gr P

constante (QL) , da forma d(P(VY, V!)(P)). Mais ainda, a classe [P(Ky)| depende

T
apenas da classe de isomorfismo (C*°) de E, e nao da conexao V em E.

Em outras palavras, vale o resultado a seguir

Proposigao 1.2.16 A classe [P(Kv)| = [P(E)] € H)p(X,C) independe da conexao V
sobre E. Tual classe é chamada classe caracteristica de E.

Assim, podemos resumir os estudos dessa se¢ao da seguinte forma: sendo I(n,C) a
algebra graduada de polinémios invariantes e £ — X um fibrado vetorial complexo de
posto n, obtivemos entao um homomorfismo de dlgebras, dado por

W: I(n,C) — HZ(X,C)
P —  [P(K)]

onde K é a curvatura de uma conexao qualquer em E. VW é chamado homomorfismo de
Weil.

Finalmente, podemos enunciar a importante definicao a seguir:

Defini¢ao 1.2.17 (i) Sejam C;,i = 1,...,n polinomios simétricos elementares de au-
tovalores de uma matriz n x n. As formas de Chern de uma curvatura Kv - essa
associada a uma conexao V sobre E - sao dadas por

c(Kg) = CZ(%KV)

(ii) As classes de Chern de E sao dadas por

- Co(E) = 1,’
- ¢(F) = {C’Z<ﬁK)] € Hy,(X,C),i=1,2,...,n.

A soma c¢(E) =14+ c1(E)+ ...+ cu(E) € chamada de classe de Chern total de E e
cn(E) € a classe Top de Chern de E.

Observacao 1.2.18 (1) A defini¢ao acima possui um pequeno abuso de nota¢ao, visto
que as classes de Chern ¢; sio, na verdade, definidas em H?*(X,Z). Porém, essen-
cialmente esses objetos sao os memos - sequndo a Teoria de Chern-Weil;

(2) Se X € uma variedade compleza, ¢;(X) denota a i-ésima classe de Chern do fibrado
tangente holomorfo de X, ja definido no FExemplo 1.1.4.
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1.2.4 Propriedades das Classes de Chern
Foérmula de Whitney do Produto

. ™ s .« e ~ .

Sejam E -2 X e F = X fibrados vetoriais com conexdes Vg e V, respectivamente.
Assim, tomamos [0 e [0r] as matrizes de suas respectivas conexdes no aberto U,. Assim,
o fibrado E & F' assume naturalmente uma conexao Vggr = Vg & Vg, cuja matriz
Oper = 05 @ 0% também pode ser expressa por

sl = | B |

da construgao ja feita para o fibrado soma direta. Assim, sua matriz de curvatura Kv . .,
de (1.11), se expressa como

O%er = d(0y @ 0F) — (05 © 07) A (05 @ 0F)

=diy, & dos — (0% 0)+ (08 60%)) A (0@ 0) + (08 60%))
=diy ®diy — (05D 0) N (052 0)+ (0% 0) A (06 6%)

+ (0@ 0%) N (0% @0)+ (08 6%) A (0B 6%)]

=di ddiy — (05 N0%) D0+0B0+0B0+0d (05 A0F)]
= (do%, — 0% N Og) @ (dbs — 0% N Oy)

= 0% ¢ 0%

sendo O% e O©% as matrizes das curvaturas Ky, e Ky, respectivamente.
Representando na forma matricial e, ja pensando nas formas de Chern, temos o se-
guinte resultado

(O3] = [ [(%E] [(;)a] ] = det(t] + O%p) = det(t] + ©F) - det(t] + OF)

(ch (O )(ZCn (Ot )

Z n—i @aEEBF i
onde
Ck @%@F ch ] G)a )

Assim, as classes de Chern de E @ F' sao dadas por

a(E®F) = c(E)+c(F)
CQ(E@F) = C2(E)+61(E)01(F)+CQ(F>

(EOF) = Y cj(B)e(F) (1.26)
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Observe que tal relagao é a mesma que é satisfeita no produto de formas. Por fim, a classe
total de Chern de E & F é dada por

c(EeF)=14aFoF)+caEeF)+...+a(EaF)

=(c(E)+a(E)+...+cn(E)(co(F)+cr(F)+ ...+ cn(F))

Portanto,
(E®F)=c(E)c(F) (1.27)
Classes de Chern do Fibrado Dual

Sejam F - X um fibrado vetorial de posto n e E* "4 X o fibrado dual de E.
Como ja vimos, se {gap} sao os cociclos de transicao de E, entao {15} sdo os de E*,
com Y3 = (gaﬁ) Dada uma conexao V sobre E, suas matrizes satisfazem

0% = dgaﬁgojﬁl + gaﬁéﬁg;g (1.28)

como ja visto anteriormente. Transpondo essa igualdade, obtemos

(0)" = [dgasgas + 9ap0°9,5]"
= [dgapgas)” + [9050° 925"

= (9ap) " (dgas)” + (925)7(0°) gl
= (9ap) " (d9ap)" + (9ap) 1 (0°) gag

Como d((925)7") = —(945) 'dgls(g%s)~" (utilizando a propriedade da aplicacao inversa),

entao (g45) 'dgls = —d((95) ") gls-

Substuindo isso no resultado acima, temos
(6" = _d((ggﬁ)_l)ggﬁ + (925)_1(9’6)ng5
= (=0 = d((g25) ) 9as + (9ap) ' (=0") g0g
= (=0°)" = dibaptins + vas(=0") 055
que é a representagao de (1.28) para o dual E*. Desse modo, podemos definir uma conexao
V* sobre E*, cuja matriz serd dada por (—6)7. Assim, a matriz de Ky~ em U, satisfaz
((—G)T) —(=0)" A (=0)"
—(dg*)" = (0)" A (0)"
—(dh*)" — (6™ A ™)
—(d* + 6> N 9T = —(@)T

Assim, visto que a transposi¢ao A — AT em GL(n,C) é obtida por conjugagao, dado P*



1.2. Classes de Chern 50

um polinomio homogeéneo de grau ¢, temos
P{(—(@")7) = (-1)'P/(©°)
Assim, as classes de Chern de E e seu dual satisfazem
ci(E*) = (=1)'¢(E) (1.29)

Os dois préximos resultados a serem enunciados serao necessarios até o fim desse traba-
lho. Suas construgoes podem ser vistas com mais detalhes em [15] e [20], respectivamente.

Classes de Chern do Produto Tensorial

Considere E — X um fibrado vetorial de posto n e F' 4 X um fibrado vetorial de
posto 1. Assim, as classes de Chern do produto tensorial se expressam da seguinte forma

a(E®F) ;cl(E) +n-c(F)

G(E®F) = Z (" a k>ck(5)c1(F)“f, 2<i<n

1 —k
k=0

(1.30)

Classes de Chern do Fibrado Virtual

Considere, novamente, £ — X um fibrado vetorial de posto n e L 5 X um fibrado
vetorial de posto 1. Nesse caso, F e L induzem um fibrado, chamado fibrado virtual e
denotado por E— L. Os fibrados virtuais sao elementos de K(X), o grupo de Grothendieck
de X (ver [20]), e suas classes de Chern sdo dadas por

a(F—L)=c(FE)+ ci (L")

c(E—L) = Z (7;__:) cn(E)er (L)%, 2<i<n

k=0

(1.31)

onde L* representa o fibrado dual de L.
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1.3 Feixes

Definicao 1.3.1 Seja X um espaco topologico. Dizemos que F é um pré-feixe de grupos
abelianos sobre X se

(a) para todo subconjunto aberto U C X existe um grupo abeliano F (U)

(b) para toda inclusao V- C U de subconjuntos abertos de X, temos um homomorfismo
de grupos abelianos py, : F (U) — F (V) denominado mapa restricao, satisfazendo
as sequintes condicoes:

- F(0) =0
— puu s F(U) — F(U) € a aplicagao identidade;

—seW CV C U sao subconjuntos abertos, entao puyw = Pow © Puv, OU S€JG, O
diagrama abaizo é comutativo:

F(U)-2% F(W)

Pow

F(V)

A defini¢ao apresentada anteriormente pode ser adaptada para outras estruturas algébricas,
ou seja, é possivel definir, por exemplo, pré-feixes de conjuntos, aneis, médulos, entre ou-
tros, de acordo com a necessidade do estudo. A seguir, temos algumas observacoes quanto
as notacoes utilizadas.

Observacao 1.3.2 :
o Se F € um pré-feize, entdo diremos que F (U) € o conjunto das secoes de F em Uy

o As aplicacies py, sao chamadas aplicagoes restricoes. Para 0s proximos resultados,
iremos denotar pu.,(s) = s|v.

Definicao 1.3.3 Seja F um pré-feize sobre um espago topologico X. Dizemos que F é
um feixe se satisfaz as sequintes condicoes adicionais:

(¢) [Localizagao| se U é um conjunto aberto {V;} é uma cobertura aberta de U e s €
F(U) € tal que s|y, = 0, para todo i, entio s = 0;

(d) [Globalizagao] se U é um conjunto aberto, {V;} € uma cobertura aberta de U e
s; € F(V;) satisfaz, para cada 1,3, silv,av;, = sjlvin;, entdo existe s € F(U) tal que
sly, = i, para cada i.

Exemplo 1.3.4 Seja X uma variedade complexa. Para cada conjunto aberto U C X,
considere

O(U) = {f holomorfa em U}, U #0
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o anel das fungoes requlares de U em C e, para cada V-C U, tomamos py, : O(U) — O(V)
o mapa restri¢io. Considerando O(0) = {0}, sendo 0 a fungao identicamente nula, entdo
O € um feixe de aneis sobre X . De fato, podemos verificar as quatro condigoes necessdarias:

(a) Para cada U C X, O(U) € um anel, por defini¢io;

(b) Os dois primeiros itens sao imediatos da defini¢ao. Para o terceiro item, tomando
feo), flyeOlV) e flwe OW), comW CV CU abertos, temos

(Pow © pun) (f) = Pow(Puv(f)) = pow(flv) = flw = puw(f);
(c) Seja f € O(U) e {V;} cobertura aberta de U. Se, para cada V;, fly, =0, entao
O:f|‘/i zpuvi(f):>f(z):0,\v’2’€‘/i,

ou seja, para cada z € U, ewiste j tal que z € V. Sendo f nula em cada V;, entao
f(z) =0 e, portanto, f = 0;

(d) Novamente, seja f € O(U) e {V;} cobertura aberta de U. Tomando f; € O(V;) e
f; € O(Vj) e, para cada i, 3, filviav, = fjlvinv,, temos

fi

vinv; — fj VinVj = pu,vzﬂvj (fz) = pu,viﬂvj (fj)7

ou seja, em V; NV, fi e f; assumem os mesmos valores, para cada par i,j escolhido.
Assim, definimos a sequinte func¢ado
f: U — C
r — f(z) = filz),z €V

E possivel demonstrar, pela hipdtese, que tal funcdao estd bem definida. Agora, note que,

dado xy € U no dominio, existe jo tal que xo € Vj,, visto que {V;} é uma cobertura de U.
Agora, pela definicao de f,

flviy = fio € O(Vjy)-
Logo, f € holomorfa em Vj,. Ou seja, f € O(U) e seque diretamente da definicao que
flvi = fi.

O feixe apresentado no exemplo anterior, O - as vezes denotado por Oy, para ilustrar
onde o feixe estd definido -, é conhecido como o feixe das fungoes holomorfas. Ao decorrer
desse trabalho, veremos algumas propriedades relacionadas a esse feixe.

Exemplo 1.3.5 Sejam X uma variedade complexa e Ox o feize de funcoes holomorfas
sobre X. O feixe tangente de X, denotado por TX € o feixe de Ox-mddulos definido da
sequinte forma:

Para cada aberto U C X, TX(U) constitui o Ox(U)-médulo de campo de vetores
holomorfos sobre U.

Iremos agora definir o talo de um feixe, dado por um conjunto quociente. Para isso, é
necessario definirmos uma relagao de equivaléncia.

Seja p € X e F um feixe em X. Considerando o par (U, s), onde U C X é um aberto
e s € F(U) uma segao do feixe F, definimos
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(U, s) ~ (V.,s) se existe aberto W C UNV tal que s|y = ¢'|w ”
que é uma relacao de equivaléncia. De fato,
e (REFLEXIVA) Visto que U C UNU = U, e s|y = s|y, ¢ imediato que (U, s) ~ (U, s);
e (SIMETRICA) Sejam U,V C X abertos e s, s’ se¢oes de F. Com isso,

(U,s) ~(V,s'y = I W aberto ,WW CcUNV =V NU tal que §'|y = s|w
= (V,8') = (U, s);

e (TRANSITIVA) Inicialmente, tomamos U, V,Y C X abertos e s, s, s” segoes de F.
Note que

(U,s) ~(V,s') e (V,s') ~ (Y, ")
= 3 Wy, W, abertos , W, C UNYV tal que sy, = s'|w,
Wy CcVNY tal que §'|w, = " |w,

Assim, tomando W = W; N W,, que também é um conjunto aberto, onde W =
WinW,cUnV)n(VnY)=UnNnVnNnY cUNY, temos

_ o . /i
sl =slwnw, =5lwnw, = "lwy s, = <l
——— ——— ———
cwy cwy CWa
CWay
e, portanto, (U, s) ~ (Y, s").
Definicao 1.3.6 O talo de F em p, denotado por F,, € dado por
F, ={(U,s); U € um aberto contendo p, s é uma se¢ao de F em U}/ ~

As classes de equivaléncia sao denominadas germes de F em p.

A seguir, iremos definir quando uma aplicagao entre pré-feixes é um morfismo. Tal
definicao sera importante para mostramos que, caso tenhamos um isomorfismo, é possivel
induzir, a partir dela, também um isomorfismo entre os talos dos respectivos feixes.

Definicao 1.3.7 Sejam F e G pré-feixes sobre um espaco topologico X. Um morfismo
de feixes

p: F—G
consiste em um morfismo de grupos abelianos
p(U) : F(U) — G(U)

onde U é um aberto do espaco X tal que, sempre que V' C U, o diagrama abaizo comuta

Foy—Y . gw)
F(V) (V)




1.3. Feixes 54

Se cada componente do diagrama € bijetora, entao temos um isomorfismo em cada com-
ponente.

Proposicao 1.3.8 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes sobre um espago topologico
X. Entao ¢ é um isomorfismo se, e somente se, a aplicagdo induzida sobre o talo o, :
Fp — G, € um isomorfismo, para todo p € X.

Demonstracao: Inicialmente, note que sendo ¢ um isomorfismo, entao ¢ é um isomor-
fismo em cada vizinhanca de p € X. Logo, é imediato que ¢, ¢ também um isomorfismo.

Suponha agora que ¢, : F, — G, ¢ um isomorfismo, para toda vizinhanca p € X.
Para mostrar que ¢ é um isomorfismo, é suficiente mostrar que ¢(U) : F(U) — G(U) é
um isomorfismo para cada U. Consideremos entao a seguinte aplicacao

p(U): FU) — G(U)
s = p(s)

Vamos mostrar a injetividade e a sobrejetividade de ¢(U) utilizando diretamente as
condicoes da definicao de feixes.

Inicialmente, tome ¢(s) € G(U), tal que ¢(s) = 0. Entdo, para toda vizinhanga U, de
p, a imagem de ¢(s) no talo G, - iremos denotar por ¢(s),- é nula. Como, por hipétese,
¢, ¢ injetiva, entdo p(s), =0 = s, =0, para cada p € U.
Da Definigao 1.3.3 , s, = 0 é equivalente a dizer que existe uma vizinhanca aberta W, C U
tal que s|w, = Oy, = 0. Assim, como para cada p tomamos um W),, podemos tomar a
cobertura {Wy},er de U. Como sy, = 0 para cada p, do item (c) da Definicao 1.3.3,
s =0em U. Logo, ¢(U) ¢é injetora.

Por fim, tome ¢ € G(U). Para cada vizinhanga de p em U, consideremos entao o

tp € G, o germe da secao ¢ na vizinhanca de p. Como ¢, ¢é, por hipdtese, sobrejetora,
entdo existe s, € F, tal que ¢,(s,) = t,.
Agora, considere s(p) a representacao de s, em uma vizinhanga do ponto V, do ponto p.
Desse modo, ¢(s(p)) e t|y, sao dois elementos de G, com os mesmos germes em V},. Caso
contrario, é possivel escolher V] C V), suficientemente pequeno que satisfaca p(s(p)) = t|v,
em G(V))

Novamente, é possivel cobrir U, dessa vez com a familia {V,},cy e, para cada V),
s(p) € F(Vp). Agora, tomamos p, q tais que s(p)|v,v, € 5(¢)|v,nv, sao secoes de F(V,NV)
levadas em t|y,ny, por ¢. Da injetividade, s(p)|v,nv, = s(q)|v,nv, e, do item (d) da
Definigao 1.3.3, entdo existe s € F(U) tal que s|y, = s(p), para cada p € U.

Assim, sendo ¢(s) e t secoes de G(U) e, para cada p, ¢(s)|v, = t|y,, temos

©(s)lv, = tlv,
= ©(s)|v, —tly, =0
= p(s) —t=0 = (s) =t,

onde nos tltimos dois passos usamos o item (c) da definigao de Feixes. Portanto, ¢ é
sobrejetora. m

Definigao 1.3.9 Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feizes, onde F e G sdao pré-feives
no espacgo topologico X .
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(i) Para cada aberto U C X, temos o grupo abeliano ker(o(U)), que definimos como o
pré-feixe ntucleo de ¢ ;

(i) Para cada aberto U C X, temos o grupo abeliano Im(p(U)), que definimos como o
pré-feixe imagem de ¢ ;

Definigao 1.3.10 Um sub-feixe de um feize F é um feize F' tal que, para todo conjunto
aberto U C X, entao F'(U) é um subgrupo de F(U) e as aplicagoes restrigoes do feize F'
sao induzidas pelas aplicacoes do feixe F.

Da definigao anterior, para qualquer ponto p, o talo F, é um subgrupo de .
Definicao 1.3.11 Seja ¢ : F — G um morfismo entre feizes. Definimos

(i) o nicleo de ¢, denotado por ker(yp), o pré-feixe nicleo de . Além disso, se
ker(p) = 0 e ker(p) € um feize, p € um monomorfismo;

(7i) a imagem de ¢, denotada por Im(yp), o feize associado ao pré-feize imagem de .
Além disso, se Im(p) = G, ¢ € um epimorfismo.

Definicao 1.3.12 Dizemos que uma sequéncia de feizes e morfismos
i—1 (pifl . L,Di i+1 (piJrl
= FT = = T —
¢ exata se em cada etapa temos ker(p') = Im(p ).
Exemplo 1.3.13 Das definicoes anteriores, é facil verificar que a sequéncia
0—F-2g
¢ exata se, e somente se, ¢ € um monomorfismo. Analogamente, a sequéncia
F-25G—0

€ exala se, e somente se, p é um epimorfismo.

As sequéncias exatas sao fundamentais nos calculos de classes de Chern de vérias
estruturas algébricas, como ainda veremos no decorrer desse estudo. Mais ainda, note
que, como anteriormente ja definimos morfismos de fibrados vetoriais, podemos definir,
de modo andlogo, sequéncias exatas de fibrados.

Por fim, enunciaremos mais um resultado relacionando as os morfismos de feixes e os
morfismos entre os talos desses feixes, agora quando ambos formam sequéncias exatas. A
demonstragao de tal resultado por ser vista em [24].

Proposicao 1.3.14 Considere a sequinte sequéncia de feixes de grupos abelianos sobre
um espago topologico X

. 1—1 . 7 . i+1
UG ~ et S AN N Iy A R N AN
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Tal sequéncia é uma sequéncia exata se, e somente se, em cada p € X a sequéncia de
talos

¢ uma sequéncia de homomorfismos de grupos abelianos.

1.4 Feixes Localmente Livres e Fibrados Holomorfos

Nesta secao, estabeleceremos uma importante relagao entre dois conceitos ja apresen-
tados: feizes e fibrados vetoriais. Aqui iremos trabalhar com feixes de aneis e de médulos,
como ja foi dito ser possivel na definicao de feixes de grupos abelianos. Tal relacao nos
permitird calcular as classes de Chern de alguns feixes, ji que em esséncia os mesmos
podem ser vistos como fibrados vetoriais.

Definicao 1.4.1 Seja Ox um feixe de aneis sobre um espaco topologico X e seja F um
feize de modulos sobre Ox. O feize F é dito um feixe localmente livre de posto r sobre
Ox, se € localmente isomorfo a OF" em uma vizinhanga de todo ponto de M. Em outras
palavras, F € localmente livre se, para todo p € M, for possivel encontrar uma vizinhanga
U de p e segoes Fy, ..., F. € F(U) tais que o homomorfismo de feizes

(wy,y...,w,) —> Z w; F; (1.32)

seja um isomorfismo.

Observamos que, sendo F um feixe localmente livre, segue diretamente da definicao
que é possivel cobrir X com abertos {U,}aca sobre F. Note também que, para cada
a € A, F admite geradores livres F}, ... F" € F(U,).

Agora, sejam U,, Uz abertos com p € U, N Uz = U,p. Como F(U,) e F(Us) sao
modulos, podemos relacionar seus elementos da base da seguinte forma:

. -
Fl = Z FIG7%,.

1<j<r
Ou seja, para cada par («, ), temos a matriz r X r
ik
Gas = (G2

que relaciona os geradores livres.
Desse modo, iremos definir a seguinte funcgao

, onde Gjakﬁ € O(Uap)

1<j,k<r

bap : OX'(Usg)  — OX' (Uas)
w1y

w= (. w) — pas(w) = (G
wy
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e que coincide com F;' o Fp, onde F, e Fj sao dadas em (1.32), quando tomamos os
abertos U, e Ug, respectivamente.

Vamos verificar que .5 = F, ' o F. De fato, tomando e,, = (0,...,1,...,0) um dos
vetores da base de OY'(Uy,p), temos

(Fo' o Fs)(em) = F ' (Fp(em))

1<j<r

= F,'(F)

= F! ( > Fg(;gg>
1<j<r

= (GYp,....GIm)

[ 0

::FQ] i
o)

- Soa,é’(em)a

onde 1 representa o elemento neutro de OF"(U,g). Mais ainda, tal demonstragao ¢ sufi-
ciente para todo elemento do anel pois, dado w € OY (Uyg), vale

@(w) = 90(’6017 . 7wr) = 90<w1€1 +...+ wrer) = wl@(el) +.o wr(p<er>

pois pa3 = I, loF 3 ¢ um homomorfismo. Com isso, a partir de agora usaremos a notacao

ap = I 5 €, modo, as matriz op satisfazem ndico iclo.
G F~1 o Fjs e, desse modo, as matrizes G,z satisfazem as condicoes de cociclo. De

fato, para todo w € O (Uag),
° G;/:jl = Gga;

(Gap 0 Gga)(w) = (Fy ' o Fp) o (Fy' o Fy)(w)
10(F50F[3_1)0Fa(w)
Yo (Id) o F,(w)

! Fo(w)

Id(w) =w

(F,
Fy
Fy
Fy

e Gos0Gy, 0G,, =1d.

(Gag 0 Gy 0 Gra)(w) = (Fy ' o F) o (Fy' o Fy) o (F ' o Fy)(w)
:F(;lo(FBoFﬁ_l)o(FvoFgl)oFa(w)
= F(;l oldoldoF,(w)
= F,' o F(w)
= Id(w) = w
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Agora, chegamos ao nosso objetivo principal que é mostrar a existéncia de uma cor-
?
respondéncia entre feixes de O,;-modulos localmente livres e fibrados vetoriais holomorfos.

Dada uma colegao de matrizes G5 = (gi{%) € GL(Ox)(U,p) satisfazendo as condigoes

de cociclo, podemos definir um O x-fibrado vetorial

HUa x C"

ael
F=———,

~Y

onde ~ é a relacao de equivaléncia dada por

(xaaga) ~ (xﬁagﬁ) = xo=a5=x€U,UUpg e fﬁ = Gaﬂ(fﬁ) “Eq-

Do Teorema 1.1.8, tal feixe localmente livre nos da um fibrado vetorial. Iremos ilustrar
tal resultado construindo as fibras desse fibrado.
Para cada x € X, consideremos o mapa

v 0, — C
w — w(x)

onde O, é um talo do feixe O e, assim, a aplicacao w é continua. Assim, denotaremos o
nucleo de ¥ como M, que é um ideal maximal de O,. Consequentemente, pelo Primeiro
Teorema do Isomorfismo,

O,
=C
M,
Agora, sendo F um feixe localmente livre de posto r, para cada = € X, associaremos
Fu
um C-espaco vetorial £, = M De fato, sendo F, ~ O%" podemos ver que
Fo (0N
E{t g ~ ~ (CT.
M, M,

Assim, podemos considerar o conjunto F = | | E, com a projegao natural
zeX

™ : F — X

§ — 7(§) =u,
e entao teremos fibras E, = 7 !(z) com estrutura de espago vetorial complexo de di-
mensao 7.

Reciprocamente, podemos construir um feixe localmente livre a partir de um fibrado
vetorial holomorfo.

Seja E — X um fibrado vetorial holomorfo, de posto r sobre a variedade complexa
X. Definimos o feixe de segoes associado a E, denotado por O(E), da seguinte forma:
para cada aberto U C X, O(E)(U) constitui o grupo de segoes de E sobre U. Mais ainda,
para cada aberto trivializador U,, consideremos a trivializagao

Yo : T HUy) = Uy x C,
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e lembrando que, para cada x € U,,
Yo T Y2)=E, = {z} xC"
é isomorfismo. Por fim, basta tomar a aplicagao

F o 0%(U,) — O(E)(U,)
Flw) : Uy, — E
w — -1

r — ot (z,w(z)) € E,

que também ¢é um isomorfismo, das construcoes que ja conhecemos de fibrados vetoriais.
Dessa forma, a partir do fibrado E — X, é possivel construir um feixe localmente livre.

Observacao 1.4.2 Dado um feixze localmente livre, visto nessa se¢cao que o mesmo €, es-
sencialmente, um fibrado vetorial. Dessa forma, dado um feixe localmente livre, € possivel
encontrar as classes de Chern correspondentes ao mesmo, visto que as contrugoes feitas
na secao 1.2.

Para o caso em que o feize F nao necessariamente localmente livre, a classe carac-
teristica de F € o produto alternado das classes totais de Chern da resolu¢ao localmente
livre associada a esse feize, e sao vdlidas as propriedades dadas em 1.2.4 (ver mais deta-

lhes em [13] e [23]).

1.5 O indice de Poincaré-Hopf

Nesta secao, vamos apresentar o conceito de indice de Poincaré-Hopf de campos de
vetores e alguns resultados da literatura que serao importantes no desenvolvimento deste
trabalho. A referéncia para esta secao é [3].

Em R" = {(z1,...,2,) : 2; € R}, considere um campo de vetores continuo v =

8:61-

as suas componentes se anulam, isto é, f;(p) = 0 para todo i = 1,...,m. A singularidade
é dita isolada quando em todo ponto x proximo a p existe pelo menos uma componente
de v que nao se anula.

Para definir o indice de Poincaré-Hopf, seja v um campo de vetores continuo no aberto
U C R com uma singularidade isolada em p, e seja S, uma pequena esfera de raio € em
U centrada em p. Entao o indice de Poincaré-Hopf de v em p, denotado por PH (v, p), é
definido como sendo o grau da aplicacao de Gauss

v(x)
| v(@) |l

- 0
Z fi definido num aberto U C R. Uma singularidade p de v é um ponto onde todas
i=1

T —

de S, na esfera unitaria em R™ .

Agora, seja X uma variedade diferenciavel de classe C°*°. Um campo de vetores em
X é uma secao de seu fibrado tangente Tx. Dado um sistema de coordenadas locais
(z1,...,2,) em X, um campo de vetores v € H*(X,Tx) em X é expressado localmente
como acima e a definicao do indice de Poincaré-Hopf em uma singularidade isolada se
estende de forma natural. O indice nao depende do sistema de coordenadas escolhido.
Por fim, apresentamos ainda o importante resultado a seguir:



1.6. Formas e Campos Logaritmicos 60

Teorema 1.5.1 (Poincaré-Hopf) Sejam X uma variedade complexa compacta de di-
mensaon ev € HY(X,Tx) um campo de vetores holomorfos sobre X, com singularidades
1soladas. Entao,

= Y PH(vp), (1.33)

peSing(v)

onde PH(v,p) denota o indice de Poincaré-Hopf de v em p.

1.6 Formas e Campos Logaritmicos

O conceito de ¢g-formas logaritmicas remonta o trabalho de P. Deligne ([9]), onde ori-
ginalmente foi concebido no contexto de formas logaritmicas ao longo de hipersuperficies
com singularidades do tipo cruzamentos normais. Em ([26]), K. Saito desenvolveu uma
teoria geral destes feixes apresentando algumas defini¢oes alternativas e também diversas
propriedades.

Sejam X uma variedade complexa de dimensao n, w uma ¢-forma meromorfa em X e
D uma hipersuperficie analitica de X. Dado = € X, seja h, = 0 uma equagao (reduzida)
definindo D, localmente, em x. Dizemos que w é logaritmica ao longo de D em x, se
h,w e h, dw sao formas holomorfas. Denotando por ng(log D) o conjunto de germes de
g-formas logaritmicas ao longo de D em =z, definimos o feize de Ox-mdodulos das g-formas
logaritmicas ao longo de D como sendo

Q% (log D) U Q% . (log D).

zeX

Quando D tem singularidades do tipo cruzamentos normais, entao o feixe de 1-formas
logarftmicas ao longo de D, QL (log D), é localmente livre. Além disso, neste caso, existe
a seguinte sequéncia exata de feixes sobre X

N
0 — Q% — QL (log D) @ p, — 0, (1.34)

onde Res é o mapa de residuos de Poincaré e D;, i € {1,... N}, sdo as componentes
irredutiveis de D. Tal construgao ¢é feita com mais detalhes em [26].

No caso em que D é uma hipersuperficie analitica reduzida com codim(Sing(D)) > 3,
existe a seguinte sequéncia exata de feixes sobre X (ver I. Dolgachev [10], Corolério 2.1)

0 — Q% — Q(log D) — Op —> 0. (1.35)

Agora, dado z € X, seja v € Tx, um germe em x de campo de vetores holomorfo em
X. Dizemos que v é logaritmico ao longo de D em x, se satisfaz a seguinte condicao: a
derivagao v(h,;) de uma equacao local para D em x pertence ao ideal (h,)Ox .. Denotemos
por T'x .(—log D) o conjunto de germes de campos de vetores logaritmicos ao longo de D
em x. O feize de Ox-mddulos de campos de vetores logaritmicos ao longo de D é definido
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por

Tx(—log D) := | ] Txa(—1log D).

zeX

Para encerrar essa secao, daremos aqui a definicao e algumas propriedades de formas
multi-logaritmicas. A construgao desta defini¢ao pode ser vista com mais detalhes em [1]
e [25].

Considere D uma hipersuperficie sobre uma variedade complexa X, com decomposicao
dada por D = D1 U...U Dy, onde cada D; é uma hipersuperficie definida por uma funcao
h;, comi=1,...,k, em um subconjunto aberto U C X, e seja também C = D;N...NDy
uma interse¢ao completa reduzida.

Uma ¢-forma multi-logaritmica ao longo de C' em um subconjunto aberto U C X, é
uma g-forma meromorfa w em U, regular U — D tal que w possui no maximo pdlos simples
ao longo de D e

k
dh; Nw € Z QtY(D,) paratodoi € {1,...,k},

=1

ondeb\i:D1U...UD1~_1UD¢+1U...UD;€.
Em particular, quando ¢ = 1 e k = 2, conhecemos da literatura (ver [25]) a seguinte
igualdade

Dy (log C) = Qx(D1) + Qx(D2) (1.36)

1.7 O Numero de Milnor

Nesta se¢ao, vamos apresentar o conceito de Nimero de Milnor e alguns resultados da
literatura que serdao importantes no desenvolvimento deste trabalho. A referéncia para
esta segao é [30].

Sejam O, , o anel de germes de funcoes holomorfas em p € C" e V' C C" uma intersegao
completa, definida localmente (em p) por fi,..., f € O,,. Suponhamos que p seja uma
singularidade isolada de V. Para cada ¢ = 1,...,k, vamos considerar a C-algebra dada
pelo quociente

Onp
(J(fiyoo s fi)s frseoos fima)

onde o denominador (J(fi,..., fi), f1,..., fi—1) denota o ideal em O,,, gerado pelos de-

M ,1Syl,...,%‘Sn,efla---afi—l-
8(ZV1,--'aZVi)

O numero de Milnor de V' em p, denotado por p,(V), é definido por

terminantes jacobianos det(

k

— _1\k—1 7: On’p
V) = 2 e

Onp
<‘](fla B 7fi)>fla s 7fi—1>

onde dim¢ denota a dimensao do quociente como um C- espago
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vetorial. O ndmero y, (V) nao depende da escolha das fungoes fi, ..., fr € O, (ver [30]).
No caso em que V' é uma hipersuperficie (k = 1), temos

J(f)
onde J(f)_<<aa_ivag_i)>af_fl

Agora, sejam X uma variedade complexa compacta de dimensao n e D uma hiper-
superficie reduzida em X com singularidades isoladas. De [30], Teorema 3.9, obtemos a
seguinte férmula

/D car(Tx = D)) = x(D) + (1) 3 (D). (1.37)

peSing(D)

Além disso, para qualquer decomposi¢ao D = D; U Dy (nao necessariamente irredutivel),
onde Dy, Dy tém singularidades isoladas e C' = D; N Dy é uma intersecao completa de
codimensao 2 com singularidades isoladas, entao temos:

/C tos(Tx = (D] @ [D)) = X(C) + (~1)"2 3 p(C). (1.38)

peSing(C)

1.8 O indice GSV

O indice GSV, definido por X. Goméz-Mont, J. Seade e A. Verjovsky [5], generaliza
o indice de Poincaré-Hopf para campos de vetores definidos em ambientes nao regulares.
Originalmente, o indice GSV foi concebido para campos de vetores sobre hipersuperficies
com singularidades isoladas. J. P. Brasselet, J. Seade e T. Suwa [27], obtiveram uma
generalizacgao deste conceito para campos de vetores sobre subvariedades analiticas do
tipo intersecao completa local, com singularidades isoladas. Em [17], D. Lehmann, M.
G. Soares e T. Suwa , introduziram o indicie virtual que via teoria Chern-Weil pode ser
interpretado como o indice GSV e X. Gémez-Mont [12], usando Algebra Homoldgica,
definiu o indice homoldgico o qual também coincide com o indice GSV. No trabalho
de M. Brunella [4], o indice GSV também aparece definido sob outra conotac¢ao, mais
precisamente, no contexto de superficies complexas, o indice GSV foi concebido para
curvas invariantes por folheagoes holomorfas. Mais recentemente, M. Corréa e D. Machado
[7] definiram o indice GSV no contexto de sistemas de Pfaff.

Na presente secao, vamos apresentar o conceito de indice GSV de campos de vetores e
alguns resultados da literatura que serao importantes no desenvolvimento deste trabalho.
A referéncia para esta se¢ao é [30].

Seja D uma hipersuperficie com singularidades isoladas numa variedade complexa X
n-dimensional e seja v um campo de vetores holomorfos em X, com singularidades iso-
ladas e logaritmico ao longo de D - como ja visto na Definicao 1.3.7. Dado um ponto
singular z¢ € Sing(D), onde Sing(D) é o conjunto dos pontos singulares de D, considere
entdao h uma fun¢do analitica definindo D numa vizinhanga Uy de x,. Assim, o vetor
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gradiente grad(h) nunca se anula, exceto em xy (ja que zo é uma singularidade isolada)
e é normal a D.

Agora, denotamos por v, a restricao de v a parte regular de D, denotada por Drrg =
D — Sing(D). Na vizinhanga Uy, suponhamos que o campo de vetores v seja nao-singular
nos pontos distintos de xyg. Como v é logaritmico ao longo de D, temos que os vetores
grad(h)(z) e v.(z) sao linearmente independentes em cada ponto z € Uy N (D — {zo}).
Assuma que (z1,...,2,) é um sistema de coordenadas em Uy e considere também

Se={z=1(z1,...,20) : ||z — mo|| = €}

uma esfera de raio € > 0 (suficientemente pequeno) tal que K = D N D, seja o link da
singularidade de D em x, (essa defini¢ao pode ser vista com mais detalhes em [19]). K
constitui uma variedade real de dimensao 2n — 1 e, utilizando, se necessario, o método de
Gram-Schmidt, os campos v, e grad(h) definem a aplicagdo continua

¢p = (v, grad(h)) : K — Wy, (1.39)

onde Wy, ¢ a variedade Stiefel de 2-frames complexos em C"™'. Para mais detalhes
sobre variedades Stiefel de 2-frames, consultar [14].

Podemos entao definir o indice GSV'.

Defini¢ao 1.8.1 O indice GSV dev em xg € D, denotado por GSV (v, D, xq) € definido
como o grau da aplicagio ¢, definida em (1.59).

Agora, sejam X uma variedade complexa compacta de dimensao n e D uma hiper-
superficie reduzida em X com singularidades isoladas. Dado v é um campo de vetores
holomorfo em X, com singularidades isoladas e logaritmico ao longo de D, temos (ver
[30], Teorema 7.16)

/ Ty —[D) = 3 GSV(v,D,2), (1.40)
D z€S(v,D)
onde S(v, D) = [Sing(v) N D] U Sing(D).
Dada uma decomposigao (nao necessariamente irredutivel) D = D;UDsy, onde Dy, Dy tém
singularidades isoladas e C' = Dy N Dy é uma intersecao completa de codimensao 2 com
singularidades isoladas, seja v é um campo de vetores holomorfo em X, com singularidades
isoladas e logaritmico ao longo de C, temos (ver [30], Teorema 7.16)

/C Ty — D@ D) = Y GSV(v,C ), (1.41)

z€S(v,C)
onde S(v,C) = [Sing(v) N C] U Sing(C).

Observagao 1.8.2 Agora que ja definimos os trés principais indices que usaremos nos
resultados principais deste trabalho, fixaremos a sequinte notacdao em relag¢ao aos mesmos:
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seja W C X um subespaco ev € H*(X, Tx) um campo de vetores holomorfos. Escrevemos
entao

PH(v,W)= > PH(v,x)

w(D,W) =" (D)

zeW
GSV(v,D,W) = > GSV(v,D,x)

zeW
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Capitulo 2

Resultados Principais

2.1 O Teorema (Gauss-Bonnet para 0-variedades

Inicialmente, vamos estabelecer algumas notagoes de importantes objetos abordados
nessa secao. Seja X uma variedade complexa n-dimensional, e D uma hipersuperficie
analitica (reduzida) em X. Vamos denotar, respectivamente, por Q% e Q% (logD) o
feixe de 1-formas holomorfas em X e o feixe de 1-formas logaritmicas ao longo de D.
O feixe tangente de X serd denotado por Tx e corresponde ao dual (2%)*. Os feixes
(sobre X) das fungdes holomorfas em X e das fungoes holomorfas em D serao denotados,
respectivamente, por Ox e Op.

E importante observar que, como iremos calcular as classes de Chern de muitos dos
objetos acima mencionados, é necessario que os mesmos sejam fibrados vetoriais. Porém,
como ja mostrado na secao 1.4, existe uma correspondéncia entre fibrados vetoriais holo-
morfos e feixes localmente livres. Quando calcularmos as “classes de Chern do feixe T'x”,
por exemplo, é importante levar em conta que o mesmo é, em sua esséncia, um fibrado
vetorial holomorfo.

Mais ainda, a seguinte definicao estabelece, de modo mais formal, o tipo de variedade
que nos interessa:

Definicdo 2.1.1 Uma d-variedade ¢ wma variedade compleza da forma X = X — D,
onde X € uma variedade complexa n-dimensional e D C X é um divisor.

Antes de demonstrarmos nossos principais resultados, enunciaremos algumas pro-
posicoes. A primeira delas, vista logo abaixo, nos dd uma propriedade ja conhecida
para o calculo de classes de Chern em sequencias exatas (ver [15]).

Proposicao 2.1.2 Para qualquer sequéncia exata
0—F —FE—FE —0

de fibrados vetoriais em X, entdo a classe de Chern de total de E é dada por ¢(F) =
c¢(E")e(E").

Tal resultado segue diretamente do fato de que, dada a sequéncia exata acima, é
possivel mostrar que E ~ E’'@® E”, o que nos leva a férmula de Whitney do produto para

classes de Chern (1.27).



2.1. O Teorema Gauss-Bonnet para d-variedades 66

Proposicao 2.1.3 Seja X uma variedade complexa n-dimensional e D uma hipersu-
perficie analitica em X. Entao vale a relagao

cr(Op) = ei([D])" (2.1)
para k =1,...,n, onde [D] representa o fibrado vetorial associado a hipersuperficie D.

Demonstragao: Inicialmente, de [15], tomemos a seguinte sequéncia exata de feixes
sobre X:

0— O(-D) — Ox — Op —0

onde O(—D) denota o fibrado associado ao divisor — D, o qual satisfaz a relagdo O(—D) =
[D]* (ver [15], Corolario 2.3.10).
Com isso, temos a seguinte relagao entre classes de Chern:
¢(Ox) = ¢(Op)c(O(=D))
= (Ox) = c(Op)e([D]) (2.2)

Sendo [D]* um fibrado vetorial de dimensao 1, segue que ¢([D]*) = 1+ ¢1([D]*). Mais
ainda, como ¢(Ox) = 1, substituindo esses resultados em (2.2), temos

1 =¢(Op)(1+ 1 ([D]7))
= ¢(Op) + ¢(Op)ey ([D])
=(1+c1(Op)+...+¢c(Op)) + (1 +c1(Op) + ...+ cu(Op))er([D]F)

Assim, sendo o produto de classes de Chern induzido pelo produto exterior de formas, a
igualdade acima nos da o seguinte conjunto de igualdades:

ou seja,

n(Op) = —cn1(Op)er([D]") = (=1)"es ([D]F)"
e assim, obtemos a seguinte férmula de recorréncia

cx(Op) = (=1)"es ([D])*
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Por fim, utilizando a relagao entre a classe de um fibrado e seu dual, temos

cx(Op) = (=1)* s ([D])*
= (=D*[(=D) e (D))
c([D)*

Lema 2.1.4 Seja D = Dy U Dy uma hipersuperficie reduzida em X, onde Dy e Dy sao
hipersuperficies reduzidas e C' = Dy N Dy € uma intersecao completa reduzida, entao

Q% (log D) C Q% (log ©) (2.3)

Demonstragcao: Sejam hi, hy € h = hihy as funcoes que definem D4, Dy e D, respecti-
vamente, em um aberto U C X. Dado w € Q% (log D), por defini¢do, dh A w é holomorfa.
Definindo 6 := dh A w, temos

deh/\w:d(hlhg)/\w: hgdhl/\w+h1dh2Aw
0 dhs

dhy Aw =~ — 1y 22
= 1 A\ w I th A w

6
Como 6 é holomorfa, note que € 0% (Ds).
2

dhy
Agora, como Q% (log D) é fechado para a operacao A - ver [26] - entao . Nw €
2

0% (log D) e, por consequéncia

dhs dho
haol hi—= A =h—A
2(1h2 ) Iy w

dhs
é holomorfa, ou seja, hy— € Q% (Dy). Assim, dhy Aw € Q%(D5). De forma ansloga, é

ha
possivel mostrar que dhy A w € Q% (Dy).

Portanto, w € Q4 (log C'), o que prova a inclusiao. m

Proposicao 2.1.5 Seja D = D, U Dy uma hipersuperficie reduzida em X, onde Dy e Dy
sao hipersuperficies reduzidas e C' = Dy N Dy uma intersecao completa reduzida. Entdo

Q% (log D) = Q% (log Dy) + Q% (log Ds). (2.4)

Demonstragao: Para essa demonstragao, considere h; a fungao holomorfa que define a
hipersuperficie D;, para ¢ = 1,2. Dessa forma, podemos escrever a funcao h que define D
como h = hihs.
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Agora, seja w € QL (log Dy) + Q% (log Dy). Assim, podemos escrever w = w; + wy e,
por hipétese, dhi A wy e dhy A wsy sao 2-formas holomorfas. Desse modo, temos

dh Aw = dh A (w; +ws) = dh A wy +dh A wsy
= d(h1hg) Awy + d(hiha) A we
= (hidhg + hadhy) A wy + (hidhe + hadhy) A wy
= hidhgy A\ wy + hadhy A wy + hidhg A wy + haodhy A wo

Por hipdtese, dhi Awy e dho Awy sa0 holomorfas. Além disso, hidhs Awq € hadhq Aws 820
2-formas holomorfas, dados os h; no inicio de cada expressio, jd que w; € Q4 (log D;) C
QOL(D;), para i = 1,2. Portanto, w = w; + wy € Q% (log D).

Para a inclusdao contraria, tomemos agora w € Q% (log D). De acordo com (2.3) e
(1.36), temos

Qx(log D) C Q% (log C)
Oy (log C) = Ay (D) + Qx (D)

Ou seja, Q% (log D) C Q4 (D;) + Q% (D5), e assim escrevemos w como

0 6,

w—h—1+h—2

onde 0; e 6y sdo 1-formas holomorfas. Como w € Q% (log D), dh A w é uma 2-forma
holomorfa. Calculando esse produto, temos

dh ANw = d(hth) N\ w
= (hldhg + hzdhl) A w
= hldhg N w —+ hgdhl A w
01 92 91 02
= hidh — 4+ = hadh — 4+ =
hid 2/\<h1+h2>+ 2 1/\<h1+h2)
0 2 0 0>

= hydhy A h_1 + hadhy N T + hodhy N n + hodhy N T

9 9
:dh2A91+h1dh2/\h—2+h2dh1/\h—1+dh1/\92
2 1

E, consequentemente, hidhs A h_2 + hodhy A h—l é holomorfa, visto que
2 1

hldhg/\Z—Q—l—thhl/\Z—l:dh/\w—dhl/\eg—dhg/\el
2 1

e as parcelas da direita sao 2-formas holomorfas.
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0 0
Assim, escrevemos v = hidhy A h_2 + hodhy A h—l, e com 1Sso
2 1

0
hy

- hldhg/\@:"}/—hzdhl/\ﬁ
ha hq

0
— (h})dhy A h—2 — - hy — hodhy A 6,
2

0
Y= hldhg VAN h—2 + thhl VAN
2

Note que, como v é holomorfa, da igualdade acima podemos concluir que (h?)dhy A h—2 é
2

uma forma holomorfa - olhando para o lado direito da igualdade.
Como C' = Dy N Dy uma interse¢ao completa reduzida, entdo (hy, hy) é uma sequéncia

o
regular. Dessa forma, a forma (h?)dhy A h_2 ¢ holomorfa independentemente do termo
2
(h?), visto que hy nao faz parte da decomposicao em fatores irredutiveis de (hy)?.

0
Com isso, podemos concluir que dhy A h_2 ¢ holomorfa, o que nos diz que h_2 €
2 2

0
Q% (log D5). De maneira anéloga, é possivel mostrar que h—l € Q% (log Dy).
1

0 0
Portanto, w = h—l + h_2 € Q% (log Dy) + Q% (log Dy). =
1 2

O resultado anterior serd utilizado na demonstracao da proxima Proposicao, que é
uma relacao envolvendo classes de Chern de conjuntos ja apresentados. Como iremos
demonstrar uma férmula do tipo Gauss-Bonnet para variedades do tipo X = X — D, o
resultado a seguir sera fundamental para o caso em questao.

Proposicao 2.1.6 Sejam X € uma variedade complexa compacta de dimensao n, com
n > 3 e D uma hipersuperfice reduzida em X. Se D = Dy U Dy € uma decomposi¢io (ndao
necessariamente irredutivel) onde Dy e Dy possuem singularidades isoladas, entdo

c(Qx(log D)) = ¢(Op,)e(Op,)e(y)- (2:5)
Demonstracao: Considerando a seguinte sequéncia exata de feixes (ver [1]):
0 — Q% — Q% (log D) & Q% (log D3) — Q% (log Dy) + Q% (log Dy) — 0,
e a relagao Q% (log Dy) + Q% (log Dy) = Q% (log D) obtida na Proposigao 2.1.5, obtemos
0 — QL — QY (log D) & Q% (log Dy) — QL (log D) — 0
Sendo Q% (log Dy), Q4 (log Dy) e Q% (log D) feixes reflexivos (ver [26]), temos que
c(Qx )e(Qx (log D)) = ¢(Qx (log D1) & Q (log D»)) (2.6)

Para desenvolver essa igualdade, iremos verificar mais algumas propriedades das classes
de Chern. De fato, para i = 1,2, temos a seguinte sequéncia exata (ver [10]):

0— Q% — Q% (logD;) — Op, — 0
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e, a partir dela, obtemos a igualdade
c(Q (log D;)) = ¢(2x)c(Op,) (2.7)
Dai, utilizando (2.7) em (2.6), obtemos
c(Qx)e(Qx (log D)) = c(Qx(log D1) & Q2 (log Dy))
= (2 (log Dy))c(2x (log Dy))

= (%)e(Op,)e(5)c(Op,)

Ou seja,
c(Qx)e(Qx (log D)) = (2 )e(Op, (2 )e(Op,) (2.8)

A partir dessa igualdade, concluiremos a demonstracao. Como a igualdade trabalha com
a classe total de Chern dos feixes, podemos reescrevé-la da seguinte formas:

Z Ciy (Qﬁ() Z Ciy (Qﬁ( (log D)) = Z Cis (Qﬁ() Z Ci4(0D1) Z Cis (Qﬁ() Z Ciﬁ(oDz)v

11=0 i2=0 13=0 14=0 i5=0 16=0

onde cada ¢;, representa a i,-ésima classe de Chern de cada feixe, com r = 1,...,6 e
co(Q2x) = co(Qx (log D)) = ¢o(Op,) = ¢o(Op,) = 1.

Além disso, como o produto dessas classes é induzido pelo produto exterior de formas,
podemos escrever, para m > 1,

Z Ciy (Q%)Cm (Qﬁ( (log D)) = Z Cis (%{)Cm (ODl)Ci5 (Q.%()clb (OD2)7 (29)
i1+i2=m 3tig+
z5+z6:m
onde m é o grau das formas de cada igualdade, e a soma dessas igualdades, para cada m,
nos da a igualdade anterior.
Com o auxilio dessas observacoes, utilizaremos o principio de inducao finita para
demonstrar a seguinte relagao:

Vm € N7 m > 17 Cm(Qﬁ((log D)) = Z le(ODl)Cjz (Qi()ch,(ODz)'

Jitjetiz=m
Com efeito, para k = 1, de (2.9), temos
Z Ciy (Qﬁ()cm (Qﬁ( (1Og D)) - Z Cig (Qk)% (ODl )Cis (Qﬁf)ci(s (ODz)
i1+i2=1 13+14+15+ig=1

— 1 (Qx) + a1 (Qx(log D)) = e1(x) + c1(Op,) + c1(Qx) + ¢1(Op,)
— 1(Qx(log D)) = c1(Op,) + c1(2x) + ¢1(Op,)
ﬁ((log D)) = Z Cja (OD1)Cj2 (Qiacjs (OD2)

J1+j2+js=1

— 01<Q
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Agora, suponha que a nossa hipdtese, seja valida para qualquer m < k, ou seja

a(Q(logD) = > ¢ (On,)e;(Q%)e;(Op,)
Jit+je+js=1
CQ(Q§(<log D)) = Z Cir (ODl)CJé(Q%()C]S(ODz)
Jitj2+iz=2
: (2.10)
a1 (Qx(og D)) = > ¢,(0p,)e; (), (Op,)
Jitj2+j3=k—1
Ck(Qﬁ((log D)) - Z Cj1(OD1)Cj2 (Qﬁ()cjs (Op,)
J1+je+ijs=k
Para m = k + 1, usando (2.9), temos
Z Ciy (Qg()clz (Q§{<10g D)) = Z Cig (Qk)cizx (ODl)Cis (Qﬁ()ciﬁ (ODQ)
4% Lt
= 341(Q% (log D)) + c1(Q% )ex (2% (log D)) + c2(Q% )er—1(Qx (log D)) + . ...
+ep(Q)er(Qx (log D)) + cen () = D €0, (Op, )iy (% )eiy (Op,)+
e
+a (Q.lX) Z Ciy (ODl)Ci5 (Q.lX)cie (ODQ) + 62(9.1)() Z Ciy (ODI )Cis (Q.IX)CZB (OD2>
us A
+...+ Ck(Qi() Z Ci4(OD1)Ci5 (Qﬁ()ciG(ODz) + Crt1 (Qﬁ()

ig+is+ig=1
Substituindo no lado direito da equagao os somatérios de acordo com (2.10), temos entao
ra (2% (log D)) + ¢4 (2 )ex(Qk (log D)) + e2(Qh )1 (@ (log D)) + ... +
cr(Qx )er (2 (log D)) + cra () =

> (Op,)ei (Q)ei (Op,) + c1(Qx )er(Qk (log D)) + ea(Q )ex—1(Q (log D)) +
i4+i5+ig=k+1
(@) er (24 (log D)) + cer (24)

E, por fim, eliminando os elementos em comum em ambos os lados, obtemos

Crk+1 (Q}((log D)) = Z Ci4(OD1)Ci5 (Q_lX)Cia(ODz)'

1a+is+ig=k+1

Dai, pelo principio de indugao finita, esta demonstrada a relagao

Ym € N, m > 17 Cm(Q}((log D)) = Z Gy (OD1)Cj2 (Q_lX)st(OD2)7

Jit+j2+jz=m
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da qual obtemos o resultado desejado:

c(Qx (log D)) = ¢(Op,)c(Op, ()

O Teorema a seguir serd fundamental para os ultimos resultados que serao apresen-
tados. A partir dele, é possivel demonstrar o resultado principal, a férmula do tipo
Gauss-Bonnet, e ainda uma férmula do tipo Poincaré-Hopf, ambas para 0-variedades.

Teorema 2.1.7 Seja X uma variedade complexa compacta n-dimensional (n > 3) e D
um divisor reduzido em X. Se D = Dy U Dy € uma decomposicao - nao necessariamente
wrredutivel -, onde Dy e Dy sao divisores com singularidades isoladas, e C = Dy N Dy €
uma subvariedade analitica com codimensao 2 e que possui singularidades isoladas, entao

@ (ogD) = (1) | [ enTx)— [ eon(Tx - (D) (2.11)
/. IRIERA
-/ (T = (D) + [ eoalTx - D)@ [D3)

C

Demonstracao: Inicialmente, sendo D como na hipotese, podemos utilizar o resultado
(2.5):

¢(Qx (log D)) = ¢(Op,)c(Op, ()

que diz respeito as classes totais de Chern de cada espaco. Assim, podemos trabalhar
com a n-ésima classe de Chern de Q% (log D), ou seja,

Cn(Qﬁ(OOg D)) = Z Ciy (ODl)Ciz (OD2)Ci3 (Qﬁ()

i1+i2+i3=n

:Cn(Qﬁ()‘i‘ Z Ci1(0D1>Ci3<Q§()

i1+iz=n
i1>1
+ Z Ciz(ODz)Cis (Qﬁ() + Z Ciy (ODl)Ci2<OD2)Ci3 (Qk)
ig+iz=n 11+i2-+i3=n
1221 i1,i2>1

= (—1)"eulTx) + Y al[Di]) ey ()

11+i3=n

11>1
+ Y a(Da)?e, Q%)+ > al[Di)) ea([Da]) e, ()
i2j|—i§1:n il‘f"i2'+£31:n

Onde, na ultima igualdade utilizamos dois resultados envolvando relagao entre classes de
Chern:

ci(Tx) = ci((Qx)") = (—1)'ai(x)
= ca(Qx) = (=1)"en(Tx),

correspondendo as classes de Chern do espago e seu dual, como vimos em (1.29), em que
denotamos (Q4)* =Ty, e
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¢i(Op) = ai([D])' = ¢;,(Op) = ar([D])",

utilizando a relacao entre as classes de Chern de Op e do fibrado de posto 1 determinado
pela hipersuperficie D, denotado por [D], como visto na Proposigao 2.1.3. Com isso,
temos

/X 0(Q (log D)) = /X 1)+ Y allDi]) e @)

11+1i3=n
i1>1

+ ) alD)2e @)+ Y allD)e([Da])2e, (k)

i2+iz=n i1+i2+i3=n
i9>1 11,021

/X( "en(Tx) + / Z c1([D1]) e, (%)

i1+13=n
i1>1
/ > allDa]) e, (Q) / Y. allDi) e([Da]) e ()
i9+iz3=n t1+i2+i3=n
io>1 i1,i9>1

A demonstracao se encerra calculando cada parcela do lado direito. Utilizando que,
para cada i = 1,2, ¢1([D;]) é o dual de Poincaré do ciclo determinado pela classe funda-
mental de D; (essa definicao é dada com mais detalhes em [20]), e também a classe de
Chern do fibrado virtual formado por Q% e [D;] - ja apresentada em (1.31) -, obtemos

Y alDi) ey () = /D Y alDi) e (@)

i1+i3=n
121 121

X

onde a ultima igualdade segue novamente da relagao entre a classe de Chern do espago e
seu dual. De forma similiar, obtemos também que

/ > alDa)) e, (2)) = (-1 )n—l/Dch_l(TX—[Da])

i2+13=n
i1>1
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Por fim, utilizamos que ¢;([D1])c1([D2]) é o dual de Poincaré da classe fundamental
de C' = Dy N Dy. Com isso,

/X S D)t ([Da]) e (9) = /C S ([P (Do) ey ()

11+i2+i3=n 11+i2+i3=n
i1,i0>1 i1,i0>1
- / toos(Q — (Do) — D)
C
= (—1y? / tas(Tx — [D1] @ [D3)).
C

novamente utilizando a relagao entre as classes de Chern do espago e seu dual. Portanto,

[ en@ktoz0) = [ (—0ramo+ [ 3 a@Dire el

i1+i3:n
i1>1

w [ apdra@n s [ X albd)elDd) e @)
X i2+i3:n X i1 —&‘—i2‘+i3:n
i9>1 i1,i9>1

- /X(—l)”cn(TX) + (—1)"1/ cn1(Tx — [D1])

Dy

I /D tns(Tx — [Da]) + (—1)"2 /C tr(Tx — (D] & (D))

= (=1)" [/X cn(Tx) —/Dl cn1(Tx — [D1])
_ /DZ cn1(Tx — [Ds)) +/ cn—2(Tx — [Dh] @ [Do])

C

]

O corolario a seguir segue diretamente do Teorema anterior, quando tomamos Dy = D
e Dy = (). Os coroldrios dos proximos resultados seguem uma abordagem parecida, quando
na hipétese tomarmos D um divisor com singularidades isoladas.

Corolario 2.1.8 Seja X uma variedade complexa compacta n-dimensional (n > 3) e D
um divisor reduzido em X . Se D é um divisor com singularidades isoladas, entdo

/ch(nﬁ(aogp)):(—nn [/ch(TX)—/Dcn_l(Tx—[DD}

Utilizaremos diretamente o resultado do Teorema anterior para demonstrar a seguinte
formula do tipo Gauss-Bonnet:

Teorema 2.1.9 (Teorema do tipo Gauss-Bonnet) Sejo X = X — D uma variedade
complexa, onde X é uma variedade complexa compacta n-dimensional (n > 3) e D um
divisor reduzido em X. Se D = Dy U Dy € uma decomposi¢cdo - nao necessariamente
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wrredutivel -, onde Dy e Dy sao divisores com singularidades isoladas, e C = Dy N Dy €
uma subvariedade analitica com codimensao 2 e que possui singularidades isoladas, entao

/X ea(Q(log D)) = (—1)"x(X) + Dy, S(D1)) + pu(Ds, S(D2)) + u(C, S(C)).

onde u(D,S(D)) denota a soma de niumeros de Milnor de pontos singulares de D, ou
seja,

WD, S(D)) = Y (D)

peS(D)
Demonstragao: Aqui, utilizaremos os seguintes resultados:

[ en@s =D = (D) + (41" I (D) i =12

peSing(D;)

[ ena(Tx =D& D) = x(C)+ (1 T (©)

peSing(C)

que ja foram apresentados, em (1.37) e (1.38). Mais ainda, do cldssico Teorema de Gauss-
Bonnet,

/X en(Tx) = v(X). (2.12)

Assim, substituindo essas duas igualdades e (2.12) no resultado (2.11) do Teorema 2.1.7,
temos o resultado

cn(Qx (log D)) = (—1)" cn(Tx) = | caa(Tx — [D1])
/. JRCER
_ /D eun(T — Da) + /C eno(Tx — [Dy] @ [DQ])]

= (=" [x(X) = x(D1) = (=1)"" > p(Dy)

p€Sing(D1)

X(D2) = (1" Y (D) +X(CO)+ (1) Y ,(0)

peSing(D2) peSing(C)

= (=" [ x(X) = x(D1) = x(D2) + x(C) |
+ Z pip(D1) + Z pp(D2) + Z 1p(C)

peSing(D1) pESing(D2) peSing(C)

=(-)"(X)+ > mD)+ > mD)+ D> (0,

peSing(D1) peSing(D2) peSing(C)
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onde na ultima igualdade utilizamos que

X(X) = x(D1) = x(D2) + x(C)
= X(X) = (x(D1) + x(D2) — x(D1 N Dy))
= x(X) = x(D)
= x(X),

j4 que a unidgo X = X U D é disjunta. m

Corolario 2.1.10 Seja X wma variedade compleza, com X = X — D, onde X € uma
variedade complexa compacta n-dimensional (n > 3) e D um divisor reduzido em X . Se
D é um divisor com singularidades isoladas, entao

/X (@ (log D) = (-1 (X) + S (D),

peSing(D)

onde p,(D) denota o nimero de Milnor de p em D.
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2.2 O Teorema de Poincaré-Hopf para 0-variedades

Como visto na secao anterior, o Teorema 2.1.9 nos d4 uma generalizacao para o cléssico
Teorema Gauss-Bonnet, um resultado que segue diretamente do Teorema 2.1.7. Mais
ainda, esse ultimo resultado pode ser utilizado para obtermos uma outra importante ge-
neralizacao.

Aqui, enunciaremos um outro resultado do tipo Poincaré-Hopf, dessa vez para o mesmo
tipo de 0-variedades apresentadas no Teorema 2.1.9. Os indices apresentados abaixo foram
todos abordados no primeiro capitulo desse trabalho.

Teorema 2.2.1 (Teorema do tipo Poincaré-Hopf) Seja X uma variedade compleza,
com X = X — D, onde X ¢ uma variedade compleza compacta n-dimensional (n>3)
e D um divisor reduzido em X com singularidades isoladas. Se D = Dy U Dy € uma
decomposicao - nao necessariamente irredutivel -, onde Dy e Dy sdo divisores com singu-
laridades isoladas, com C = DN Dy uma subvariedade analitica com codimensao 2 e que
possui singularidades isoladas e, mais ainda, v € um campo de vetores holomorfos em X,
logaritmico ao longo de D e também com singularidades isoladas, entao

X(f() = PH(v, Sing(v)) — GSV (v, D1, S(v, Dy)) — GSV (v, Do, S(v, D3))
+ GSV(v,C,S(v,C)) + (=1)" (D1, S(D1)) 4+ (D2, S(D2)) + pu(C, S(C))]

Demonstragao: Novamente, recordamos resultados ja apresentados, dados por (1.40)
e (1.41):

/cnl(TX—[Di])— > GSV(v,Djx), i=1,2

v z€S(v,D;)

/C Ty — D@ D) = 3 GSV(v,C,n)

z€S(v,C)

Assim, substituindo o resultado do Teorema classico de Poincaré-Hopf (dado em (1.33))
e as duas igualdades acima no resultado (2.11) do Teorema 2.1.7, temos:

1" [ eu@itogD) = [ et - [ (T = (D)
-/ cunlTx ~ D) + [ ena(t — Dr] 2 (D)

C

:»<_1)"/ch<sz§{(1ogp))zx<)c)— S GSV(v, Dy, )

z€S(v,D1)

- Z GSV (v, Do, ) + Z GSV(v,C,x)

z€S(v,D2) zeS(v,C)

= > PH(@waz)— Y GSV(v,Dix)

zeSing(v)NX z€S(v,D1)

— Y GSV(v,Dyz)+ Y GSV(v,Cx)

zeS(v,D2) z€S(v,C)
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Assim, do Teorema 2.1.9, temos:

/ch(ﬂk(log D)) = (=1)"X(X) + (D1, S(D1)) + p( D5, S(Ds)) + u(C, S(C))

— Z PH(v,z) — Z GSV (v, Dy, x)

zeSing(v)NX z€S(v,D1)
— Z GSV (v, Dy, ) + Z GSV(v,C,z) =
z€S(v,D3) zeS(v,C)

X(X) + (=1)"u(Dy, S(D1)) + (=1)"u(Ds, S(D2)) + (=1)"u(C, S(C))
= x(X) = PH(v,Sing(v)) — GSV (v, Dy, S(v, D1)) — GSV (v, Ds, S(v, D))
+ GSV(v,C, S(v,C)) + (=1)" " u(D1, S(D1)) + (D2, S(D2)) + p(C, S(C)))]

de onde segue o resultado, das notagoes ja estabelecidas anteriormente (ver Observagao
1.82). =m

Por fim, para o caso em que D; = D e D,y = (), vale o seguinte Coroldrio

Corolario 2.2.2 Seja X wma variedade complexa, com X =X-— D, onde X € uma
variedade complexa compacta n-dimensional (n > 3) e D um divisor reduzido em X com
singularidades isoladas. Se v € um campo de vetores holomorfos em X, logaritmico ao
longo de D e também com singularidades isoladas, entao

X(X)= > PH@waz)— Y GSV(w,Dax)+(=)"" > (D).

z€Sing(v) z€S(v,D) p€eSing(D)
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