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Resumo

PINTO, Tobias Fernando, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, fevereiro de
2016. Correspondéncia entre Categoria Modelo e Pares de Cotorsao de
Categorias Abelianas e Exatas. Orientadora: Sonia Maria Fernandes.

Nesta dissertagao estudamos principalmente a correspondéncia entre categoria
modelo e pares de cotorsdo em categorias abeliana e exata. A correspondéncia de
Hovey para categoria abeliana é adaptada para categoria exata. E isto é possivel
quando a categoria exata é fracamente idempotente completa. Esta correspondéncia
nos permite encontrar estruturas modelos através de pares de cotorsao. Também
estudamos as categorias Grothendieck e exata do tipo Grothendieck que sao
categorias abeliana e exata, respectivamente, que nos fornecem alguns exemplos

de pares de cotorcao.



Abstract

PINTO, Tobias Fernando, M.Sc. Universidade Federal de Vigosa, February,
2017. Correspondece between Model Categories and Cotorsion Pairs
of Abelian and Exact Category. Adiviser: Sonia Maria Fernandes..

In this dissertation we studied mainly the correspondence between model category
and cotorsion pairs in abelian and exact categories. Hovey’s correspondence
to abelian category is adapted to exact category. And it is possible when an
exact category is weakly idempotent complete. This correspondence allows us to
find model structures through cotorsion pairs. Also we study like Grothendieck
categories and exact categories of Grothendieck type, which are abelian and exact

categories, respectively, which provide us with some examples of cotorsion pairs.
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Introducao

Neste trabalho nosso principal objetivo é estudar a correspondéncia de
Hovey para categorias abelianas e exatas.

A Teoria de Categorias fornece uma linguagem conceitual conveniente
para o estudo de varios campos de pesquisa em Matematica. Esta linguagem nos
permite unificar e simplificar muitas estruturas matematicas representando-as com
diagramas de flechas. Categorias, funtores, transformacoes naturais e dualidade
sao os principais objetos de estudo da Teoria de Categorias e foram introduzidos
por Eilemberg ¢ Maclane [I] nos anos 40.

A Algebra Homoldgica foi desenvolvida por H. Cartan e S. Eilenberg [2],
em 1954, para categoria de médulos de certos aneis, com o objetivo de apresentar
de forma unificada os desenvolvimentos trazidos pelos métodos de Topologia
Algébrica para a Algebra Pura. Os resultados e definicdes contidos em [2] sao
dados de forma categorica e isto permite que sejam levados para outras categorias
com comportamento parecido com a categoria dos modulos de um anel. Em
1955, Buchsbaum [3] fez uma generalizagdo desta teoria para um certo tipo de
categoria que ele chamou de categoria exata. Esta generalizacao foi importante
para encontrar novas aplicacoes para a Algebra Homoldgica, tais como a categoria
de feixes. Porém, esta definicdo de categoria exata nao cobre todas as aplica¢oes
da Algebra Homoldgica. Em 1958, Heller [4] definiu a categoria abeliana, com uma
classe propria de morfismos. Esta definicdo generalizou a definicao de categoria
exata segundo Buchsbaum, cobrindo mais aplicacoes da Algebra Homoldgica.
Os axiomas de categoria abeliana foram escolhidos precisamente para uma boa
noc¢ao de Teoria de Homologia na categoria de complexos de uma categoria. Se
a aditividade é removida, entao existem duas possiveis direcoes. Uma é tentar
axiomatizar homologia nao-abeliana. A outra é na direcao de homotopia. Nesse
sentido, em 1971, Barr [5] fez uma definigao intrinseca de categoria exata de forma
que uma categoria ¢ abeliana se, e somente se, ¢ aditiva e exata. Em 1973, Quillen
[6] definiu categoria exata de forma extrinseca consistindo de uma categoria aditiva
e uma classe de pares ntucleo-conticleo satisfazendo algumas propriedades. Nesta
categoria pode-se demonstrar a maioria dos resultados da Algebra Homolégica.

Em 1964, Mitchell [7] mostrou que toda categoria abeliana pequena admite
um mergulho covariante, exato e pleno na categoria dos médulos sobre um anel
apropriado. Como consequéncia, Freyd [8] mostrou que os resultados obtidos
utilizando diagramas podem ser transferidos da categoria dos médulos de um anel
para uma categoria abeliana geral.

Um dos principais objetos de estudo da Algebra Homolégica sao os funtores
derivados entre categorias abelianas. Para definir estes funtores é necessario que



seja possivel calcular a resolucao projetiva de cada objeto ou, de forma dual, a
resolucao injetiva. Quando ha esta possibilidade, dizemos que a categoria tem
suficientes projetivos ou, dualmente, suficientes injetivos. Na categoria dos modulos
finitamente gerados de um anel é possivel definir os funtores derivados, pois é
uma categoria com suficientes projetivos e injetivos. A demonstracao de que
na categoria dos médulos de um anel tem suficientes injetivos pode ser feita
de duas formas. Uma delas é mais conhecida e peculiar para a categoria dos
modulos. A outra é mais categérica e baseada no argumento de objeto pequeno
de Quillen pelo qual Grothendieck em [9] provou que uma categoria abeliana,
possuindo as ferramentas necessarias tais como limites diretos exatos e a existéncia
de um gerador, tem suficientes injetivos. Em 2014, Stovicek [I0] trouxe esta
configuracao para categoria exata e provou que a chamada categoria exata do
tipo Grothendieck tem suficientes injetivos. Um exemplo é a categoria Ch(R) dos
complexos da categoria R-Mod dos modulos de um anel R com a estrutura exata
sendo Ecp a classe de sequéncias exatas curtas Cartan-Eilenbergue em Ch(R) que
podemos encontrar definida em [T1].

Algebra Homotépica ou Algebra Homolégica néo linear é a generalizacio
de Algebra Homoldgica para categorias arbitrarias. Em 1967, Quillen [12] definiu
categoria modelo para formalizar os estudos de Algebra Homotépica. Ele usou
esta definicdo como uma maneira de construir resolugoes em configuragoes nao
abelianas. Esta categoria, inventada por topologos algebristas, permite introduzir
as ideias da Teoria de Homotopia a situacoes distantes de espagos topoldgicos.

Uma categoria pode ter mais de uma estrutura modelo, porém nem sempre
¢ facil encontrar estas estruturas. Em 2002, Hovey [13] fez uma conexao entre
categoria modelo e pares de cotorsao em categorias abelianas, que é uma estrutura
que generaliza a nocao de objetos injetivos e projetivos. Este resultado nos permite
encontrar estruturas modelos em categorias abelianas através de pares de cotorsao.
Em 2011, Gillespie [14] generalizou este resultado para categorias exatas. Com esta
generalizacao é possivel encontrar estruturas modelos em categorias exatas através
de pares de cotorsdao. Um exemplo é dado por Stovicek em [10]. Ele mostrou,
usando pares de cotorsao, que se a classe de todos os complexos aciclicos Cy.(G) de
uma categoria exata do tipo Grothendieck G é deconstrutivel na categoria Ch(G)
dos complexos de G, entao podemos encontrar uma estrutura modelo hereditaria

em Ch(G).

Em 2004, Gillespie [15] motivou o estudo sobre pares de cotorsao induzidos
na categoria de complexo. Ele demonstrou em [I5] que qualquer par de cotorsao
hereditario em R-Mod induz dois pares de cotorsao em Ch(R). Para conseguir
uma categoria modelo a partir desses pares de cotorsao induzidos, é necessario
que eles sejam completos. Esta questao ficou em aberto no trabalho do Gillespie.

Em 2011, Yang e Liu [I6] mostraram que dados pares de cotorsao
hereditarios na categoria R-Mod, os seus pares de cotorsao induzidos na categoria
de complexos C'h(R) sdo completos.

Em 2015, Yang e Ding [I7] demonstram o resultado para categoria abeliana.
Até o momento nao se sabe se esse resultado vale para categoria exata.

A correspondéncia entre estruturas modelos e pares de cotorsao de
categorias abelianas e exatas serd apresentada no Capitulo 4. Inicialmente,



definiremos estrutura modelo em uma categoria C e definiremos categoria modelo
como uma categoria bicompleta com uma estrutura modelo. Definiremos também
os pares de cotorsGo em uma categoria abeliana A e uma estrutura modelo abeliana
para que seja possivel fazer a correspondéncia. Um dos lados da correspondéncia
consiste em mostrar que dada uma estrutura modelo abeliana conseguimos dois
pares de cotorsao completos. O outro lado da correspondéncia é um pouco mais
trabalhoso. Posteriormente, definiremos pares de cotorsao em uma categoria
exata e uma estrutura modelo exata para a correspondéncia. Um dos lados desta
correspondéncia consiste em mostrar que dada uma estrutura modelo exata
conseguimos dois pares de cotorsao completos. Para mostrar o outro lado da
correspondéncia precisamos que a categoria exata seja fracamente idempotente
completa. Na categoria de moédulos finitamente gerados temos exemplos bem
conhecidos de pares de cotorsao completos. No Capitulo 3 apresentamos outros
exemplos.

No Capitulo 3 apresentamos a categoria Grothendieck que é uma categoria
abeliana com propriedades suficientes para que se tenha suficientes injetivos.
Apresentamos também a categoria exata do tipo Grothendieck que é uma categoria
exata com propriedades suficientes para ter suficientes injetivos.

Nos primeiros capitulos apresentamos os principais conceitos a serem
abordados nos préoximos capitulos. No Capitulo 1 definiremos categoria, funtor,
transformacdo natural, categoria aditiva, categoria abeliana, produto e coproduto,
pullback e pushout, gerador e cogerador, limite e colimite e apresentaremos alguns
dos resultados que serao relevantes no trabalho. No Capitulo 2 definimos a categoria
exata, apresentamos resultados béasicos de Algebra Homolégica transferidos para
este contexto.



Capitulo 1

Categoria abeliana

Apresentamos neste capitulo os conceitos de categoria e funtor, categoria
aditiva e categoria abeliana. Os conceitos apresentados aqui podem ser encontrados
em [18], [19], [20]. Alguns dos resultados apresentados aqui nao serao demonstrados.

1.1 Categorias e funtores

Muitos sistemas de propriedades mateméaticas podem ser unificados e
simplificados por uma representacao com diagramas de flechas. Por exemplo, na
Algebra e também na Topologia estudamos conjuntos com certas estruturas e
aplicacOes entre os conjuntos que preservam a estrutura. A Teoria de Categorias
tem como principal objetivo estudar estas estruturas de uma maneira mais geral
e mais simples de visualizar. Muitas propriedades de construgoes matematicas
podem ser representadas por propriedades universais de diagramas.

Utilizamos a Teoria Axiomatica de Conjuntos de Bernays-Godel,
introduzida em [2I] e [22], para definir os principais conceitos na Teoria de
Categorias. Para mais informagoes sobre a Teoria Axiomatica de Conjuntos veja
o Apéndice [A]l

1.1.1 Categorias

Definig¢ao 1.1.1. Uma categoria C consiste de:

1. Uma classe obC de objetos.

2. Para cada par de objetos (A,B) um conjunto Hom¢(A, B) com elementos
chamados morfismos com dominio A e contradominio B.

3. Para cada tripla ordenada de objetos (A,B,C), temos uma aplicagao
(f,g9) = gf de Hom(A, B) x Hom(B,C) em Hom(A,C).

Os objetos A, B,C, D € obC satisfazem as seguintes condigoes:
C 1 Se (A, B) # (C,D), entao Hom(A, B) e Hom(C, D) sao disjuntos.

4



5 1.1. CATEGORIAS E FUNTORES

C 2 (Associatividade) Se f € Hom(A, B), g € Hom(B,C) ¢
h € Hom(C, D), entao (hg)f = h(gf).

C 3 (Unidade) Para todo objeto A, temos um elemento 1, € Hom(A, A)
tal que fly = f, para todo f € Hom(A,B), e 149 = g, para todo
g € Hom(B, A).

Vejamos alguns exemplos de categorias:

0 ¢é a categoria vazia, nenhum objeto e nenhuma flecha.

e Set ¢ a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os conjuntos e os
morfismos sao as fungoes.

e Grp é a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os grupos e os
morfismos sao os homomorfismos de grupos.

e Ab é a categoria cuja classe de objetos ¢ a classe de todos os grupos abelianos
e os morfismos sao os homomorfismos de grupos abelianos.

e Ring ¢ a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os anéis e os
morfismos sao 0os homomorfismos de anéis.

e CRing ¢ a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os anéis
comutativos e os morfismos sao os homomorfismos de anéis comutativos.

e R-Mod ¢ a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os modulos
a esquerda sobre um anel R e os morfismos sdo os R-homomorfismos de
moédulos.

e Mod-R ¢ a categoria cuja classe de objetos ¢ a classe de todos os mddulos a
direita sobre um anel R e os morfismos sao os R-homomorfismos de médulos.

e Top ¢ a categoria cuja classe de objetos é a classe de todos os espagos
topolodgicos e os morfismos sao as fungoes continuas.

Dizemos que um diagrama da forma

Sy

W

I

C

é comutativo se fa = v e dizemos, neste caso, que o morfismo ~ se fatora sobre B.
De modo analogo, um diagrama

e
Q

—
=2}

3



6 1.1. CATEGORIAS E FUNTORES

é comutativo se Sa = 7.

Seja A uma categoria. Um morfismo f : A — B em A é chamado de
corretragdo se existe um morfismo g : B — A em A tal que gf = 14. Dualmente,
dizemos que f é uma retragdo se existe um morfismo h : B — A tal que fh = 1p.
Se f é uma retragao e uma corretracao, entao chamamos f de isomorfismo e
dizemos que os objetos A e B sao isomorfos e denotamos isto por A = B. Neste
caso, temos

9 =9l =g(fh) = (9f)h = 1ah = h.
Chamamos g = h de inverso de f e o denotamos por f~1.

Um morfismo o : A — B é chamado de monomorfismo se af = ag implica
f = g, para todo par de morfismos f, g com dominio A. Dualmente, o é chamado
de epimorfismo se fa = ga implica f = g, para todo par de morfismos f, g com
dominio B.

Lema 1.1.2. Todo isomorfismo € um monomorfismo e um epimorfismo.
Vejamos algumas categorias especiais:

e Uma categoria é discreta quando os tinicos morfismos sao as identidades.
e Uma categoria é pequena quando sua classe de objetos é um conjunto.

e Seja A uma categoria. Construimos a categoria A~ tomando como objetos
os morfismos e dados dois morfismos f: A — Be g:(C — D tomamos um
diagrama

A%B
a B

c—2-D
comutativo como um morfismo de f para g.

e Seja A uma categoria. Construimos a categoria A~ tomando como objetos
os pares de morfismos em A. E dados dois pares de morfismos gf e ¢ f’
sendo f:A—B,g:B—C, f':A — B eg:B — C’" morfismos em A,
tomamos um diagrama comutativo:

como um morfismo de gf para ¢'f’.

e Seja Z um objeto de uma categoria C. O objeto Z é inicial se para todo
C € C, existe um tunico morfismo Z — C; Z é final se para todo C' € C,
existe um tnico morfismo C' — Z e Z é zero se é inicial e final. Quaisquer
dois objetos zeros sdao isomorfos e eles sdo portanto identificados por um
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objeto zero 0 de C. Chamamos uma categoria com objeto inicial e objeto
final de pontuada se o morfismo do objeto inicial para o objeto final é um
isomorfismo.

Para cada categoria C existe uma categoria dual C°P, cujo conjunto
subjacente é o mesmo de C e com

Homeor (C,C") = Home(C', C)

e ax =0 a, com * denotando a composi¢cdo em C? e - a composicao em C.
Toda definigdo ou teorema para C dualiza a uma correspondente definicao ou
teorema para C.

Uma categoria C é preaditiva se cada conjunto Home(C,C") é um grupo
abeliano e as aplicagbes composicaio Hom(C', C") x Hom(C,C") — Hom/(C,C")
sao bilineares.

Se C é uma categoria preaditiva e tem um objeto zero 0, entdo o elemento
zero do grupo Home(C,C") é idéntico ao morfismo composto C' — 0 — C’, como
segue da bilinearidade da aplicagao composigao

Hom(C,0) x Hom(0,C") — Hom(C,C").

1.1.2 Funtores e transformacoes naturais

Definicao 1.1.3. Sejam B e C duas categorias. Um funtor covariante T : B — C
associa a cada objeto B em B um objeto T'(B) em C e associa a cada morfismo
a: B — B em B um morfismo T'(«) : T(B) — T(B’) em C, de tal modo que:

F 1 T(pa)=T(8)T(«), para quaisquer o : B — B', f: B' - B" em B.

F2 T(1p) = lya).

Assim, um funtor covariante T": B — C define uma aplicagao
Hompg(B, B") — Home(T(B), T(B")),

para cada par B, B’ de objetos em B. O funtor T" é chamado fiel se estas aplicagoes
sao injetivas e é chamado pleno se elas sdo sobrejetivas. Funtores T': B — C e
U : C — D podem ser compostos originando um funtor UT : B — D. Um funtor
T : B — C é um funtor contravariante de B para C.

Se B e C sao categorias preaditivas, entdao um funtor T : B — C é aditivo
se satisfaz:

F3 T(a+d)=T(a)+T(a), para quaisquer a, o’ : C — C".

Assim, um funtor T' é aditivo se, e somente se, as aplicagoes [1.1.2] entre
morfismos sdo homomorfismos de grupos.

Vejamos alguns exemplos de funtores que usaremos mais adiante.
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1. Seja A uma categoria aditiva e A € A. Temos um funtor covariante
Hom(A,—) : A — Ab definido da seguinte maneira:

(a) Cada objeto B € A corresponde a um grupo abeliano Hom(A, B).

(b) Cada morfismo o : B — C' em A corresponde a um homomorfismo
de grupos Hom(A,a) : Hom(A,B) — Hom(A,C) tal que
Hom(A, a)(x) = azx, para todo x € Hom(A, B).

Dualmente podemos definir um funtor contravariante Hom(—, A) : A — Ab
da seguinte maneira:

(a) Cada objeto B € A corresponde a um grupo abeliano Hom(B, A).

(b) Cada morfismo o : B — C em A corresponde a um homomorfismo
de grupos Hom(a,A) : Hom(C,A) — Hom(B,A) tal que
Hom(a, A)(x) = za para © € Hom(C, A).

2. Seja A uma categoria abeliana e A um objeto de A. Podemos definir o funtor
Ext"(A,—) : A — Ab de duas maneiras diferentes: Uma como o n-ésimo
funtor derivado a direita do funtor Hom(A,—) : A — Ab como definido
em [2], [20]. A outra forma é como definiram Baer [23] e Yoneda [24], ou
seja, definir Ext"(C, A) como uma classe de equivaléncia de extensoes com
n dobras de A para C, isto é, sequéncia exata da forma

0—-A—B,1—B,92—-—B —By—C—=0.
Como definido em [I8].

Definicao 1.1.4. Se B e C sao categorias, entdao B é uma subcategoria de C se
Ob(B) é uma subclasse de Ob(C), Hompg(B, B') ¢ um subconjunto de Hom¢(B, B'),
para todo B e B’ em Ob(B), e a composi¢ao em B é a mesma que em C.

Neste caso, existe um funtor fiel F' : B — C. A categoria B é uma
subcategoria plena de C se este funtor é pleno. Se C é uma categoria preaditiva e
B é uma subcategoria plena de C, entao também B é preaditiva e o funtor inclusao
B — C é aditivo.

Como nas categorias, também é possivel relacionar dois funtores de modo
que preserve suas propriedades. Para isto, define-se as transformacgoes naturais.

Definicao 1.1.5. Sejam S e T funtores B — C. Uma transformacgdao natural
n : S — T é obtida tomando, para cada objeto B em B, um morfismo
ng : S(B) — T(B) em C tal que, para cada morfismo a : B — B’ em B,
obtém-se a comutatividade do diagrama

S(B) —*— T(B)

JS(a) lT(a)

S(B) -2 T(B).

Uma transformacgao natural n é uma equivaléncia natural, se cada np é um
isomorfismo em C.
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Duas categorias C e D sao isomorfas se existem funtores S : & — D e
T:D—Ctaisque TS =1¢c e ST = 1p.

Um funtor S : C — D é uma equivaléncia se existe um funtor 7' : D — C e
equivaléncias naturais T'S — 1¢ e ST — 1p.

Proposig¢ao 1.1.6. Um funtor S : C — D é uma equivaléncia se, e somente
se, € pleno e fiel e todo objeto de D € isomorfo a um objeto da forma S(C').

1.1.3 Subobjetos e objetos quocientes

Seja C uma categoria preaditiva com objeto zero. Um morfismo o : B — C'
em C é um monomorfismo se, e somente se, a& = 0 implica £ = 0, para todo
¢ : X — B. De fato, sejam o« um monomorfismo e ¢ : X — B um morfismo tal
que aé = 0. Logo

a=0=af=¢=0.
Reciprocamente, sejam o« : B — C' f,g : X — B morfismos em C tais que af = ag.
Dai
O=af-ag=a(f—g)=f—-g=0.
Logo, f =g.

Dualmente, o é um epimorfismo se, e somente se, na = 0 implica n = 0,

para todo n : C' — X. Dois monomorfismos « : B — C e o/ : B — C sao

equivalentes se existe um isomorfismo v : B — B’ tal que o/ = . Uma classe de
equivaléncia de monomorfismos em C é chamada um subobjeto de C.

Sea:B—Ced:B — C sao dois subobjetos de C, entao escrevemos
B C B’ se existe um morfismo v : B — B’ tal que o’y = « (note que 7y entao
serd um monomorfismo). Em particular, se B C B’ e B’ C B, entao os dois
monomorfismos representam o mesmo subobjeto de C.

Dois epimorfismos a : B — C e o : B — (' sdo equivalentes se existe
um isomorfismo v : ¢/ — C tal que 7o/ = «. Uma classe de equivaléncia de
epimorfismos de B é chamado um objeto quociente de B.

Definicao 1.1.7. Um nicleo de um morfismo o : B — ' é um morfismo
k: K — B tal que

1. ak =0;

2. para todo £ : X — B com af = 0, existe um tnico v : X — K tal que
&= k.

Proposicao 1.1.8. Dois nicleos de o representam o mesmo subobjeto.

Demonstragio. Sejam k : K — B e k' : K’ — B nucleos de o : B — C'. Visto que
ak’ =0, existe v : K’ — K tal que ky = k’. Similarmente, existe §: K — K’ tal
que k'S = k. Consequentemente,

kB = KB = klx
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]{Z/ﬁ”)/ = k’y = k'/lK/.

Como k e k' sdo monomorfismos, entdao 75 = 1g e v = 1g. Logo [ é um
isomorfismo. O

Seja f : A — B um morfismo na categoria C. Denotemos por ker(f) :
Ker(f) — A onucleo de f e por Ker(f) o dominio do ntcleo de f.

Proposicao 1.1.9. Um morfismo o é um monomorfismo se, e somente se,
Ker(a) =0

Demonstragdo. Seja o : A — B um monomorfismo. Seja f : X — A um morfismo
tal que af = 0. Como « é monomorfismo, f = 0. Isto significa que f se fatora
unicamente sobre o objeto zero. Logo, 0 : 0 — A é o niicleo de «.

Reciprocamente, seja @ um morfismo com Ker(a) = 0. Seja f : X — B tal que
af = 0. Pela defini¢do de nicleo, f se fatora por Ker(a) = 0. Entao, f = 0. Logo,
a ¢ um monomorfismo. [

De maneira dual, definimos o conticleo de um morfismo.

Um conicleo de um morfismo « : B — C' é um morfismo
coker(a) : C'— Coker(«)

tal que

1. coker(a)a =0

2. para todo € : C'— X com e« = 0, existe um unico v : Coker(a) — X tal
que € = coker(a)y.

Analogamente, podemos mostrar que dois contcleos representam o mesmo
objeto quociente e também que um morfismo a é um epimorfismo se, e somente
se, Cokera = 0.

Proposicao 1.1.10. Se a é um niicleo de algum morfismo e se Cokera existe,
entao o = ker(cokera).

Demonstragao. Seja a: B — C o nucleo de v : C — D. Como ya = 0, existe um
tnico morfismo f : Coker(a) — D tal que fcoker(a) = .

coker(a)

B —=C Coker(a)

\ ’y ////
S

D
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Seja £ : X — C morfismo tal que coker(a)¢ = 0. Logo v¢ = fcoker(a)¢ = 0.
Como « = ker(7y), existe um tnico morfismo g : X — B tal que ag = &.

X
Portanto, o é um ntcleo de coker(a).
B~ ¢ Coker(a)
U
X

1.1.4 Produtos e Coprodutos

Defini¢ao 1.1.11. Um produto de uma familia (C;);c; de objetos de C é um
objeto C' em C e morfismos 7; : C' — C};, com 1 € I, tal que para cada objeto X
e morfismos &; : X — C;, com i € I, existe um tnico morfismo £ : X — C' com
m& =& para todo i € I.

Proposicao 1.1.12. O produto de uma familia (C;);er de objetos de C é inico a
menos de isomorfismo.

Denotamos o produto por HC’i e os morfismos candnicos 7; : HC’Z- — C;
I3 I3
sao chamados de projecoes.

Proposicao 1.1.13. Sejam (C;);er uma familia de objetos de C e X um objeto
de C. Entao
Hom(X,[[C;) = ][ Hom(X,C;).
T i

Demonstragio. Sejam Hom(X,m;) : Hom(X,[[ C;) — Hom(X, C;) os morfismos
T
induzidos das proje¢des. Vamos mostrar que Hom (X, [[ C;) é um produto para a

I
familia de grupos abelianos (Hom(X, C;))icr com Hom(X, ;) sendo as projecoes.
Seja G um grupo abeliano e, para cada ¢ € I, f; : G — Hom(X,C;) um
homomorfismo de grupos. Note que, para cada g € G, fi(g9) € Hom(X, C;). Pela
defini¢do de produto, existe um tnico f(g) : X — [[ C; tal que m: f(g) = fi(9).

T
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LG g5 X
= A)
c,

Deste modo, temos uma aplica¢do f : G — Hom(X, [[ G;) tal que m f(g) = fi(g).
T
Sejam g, h € G. Temos

mif(g+h) = filg+h) = filg) + fi(h) = mif(g) + mif(h) = m(f(g) + f(h)).

Pela unicidade novamente,

flg+h) = f(g)+ f(h).

Assim, f é um homomorfismo de grupo. Mostremos a unicidade de f. Seja
f':G— Hom(X, ch) um homomorfismo de grupo tal que Hom/(X,m;)f' = f;,

para todo i € I. Sejla g€ G,
mif'(9) = filg) = mif(g), para todoi € I.
Pela unicidade de f(g), temos
flg) = 1(9).
Logo, f = f'. Portanto, Hom(X, [[ C;) ¢ um produto de (Hom(X,C;))ics. Pela
T

Proposic¢ao [1.1.12) Hom(X,[[ C;) = [[ Hom(X, C;). O
T T

Se «; : B; — C}, para todo i € I, é uma familia de morfismos, entao os
morfismos compostos [[ B; = B; — C; induzem um morfismo « : [ B; — []C;.

Proposicao 1.1.14. Se «; : B; — C;, para todo © € I, sao monomorfismos, entdo
o morfismo induzido « : H B, — H C; € um monomorfismo.

i ji
Demonstracio. Sejam &,n : X — []B; morfismos tais que af = an. Entao
pia€ = p;an, sendo p; os morfismos candnicos [] C; — C;, para todo i € I.

£
X —— 1B ——1IC;

N

o
Como p;a = aym;, para todo ¢ € I, temos «o;m;¢ = a;mn. Como «; sdo morfismos,

m:& = mn, para todo ¢ € I. Pela unicidade da fatoracao sobre [] B;, £ = 7. Logo,
a é monomorfismo. O

De modo dual, define-se também o coproduto.
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Defini¢ao 1.1.15. Um coproduto de uma familia (C;);c; de objetos de C é um
objeto C' junto com morfismos [; : C; — C, para todo ¢ € I, tal que, para cada
objeto X e morfismos &; : C; — X, para todo ¢ € [ existe um tnico morfismo
£:C — X com &l; =&, para todo 7 € 1.

C -t X
Ci

De modo analogo a Proposicao [1.1.12] podemos provar que o coproduto de
uma familia (C;);er de objetos de C' é tinico a menos de isomorfismo.

Denotamos o coproduto por @ C}; e os morfismos canonicos I; : C; — @ C;
I I
sao chamamos de injecoes.

Proposigao 1.1.16. Sejam (C;); uma familia de objetos de C e X um objeto de
C. Entao,
Hom(@ C;, X) = [[ Hom(C;, X).
I i

Demonstragio. Sejam Hom(l;, X) : Hom(EP C;, X) — Hom(C;, X) os morfismos
T
induzidos das inje¢des. Vamos mostrar que Hom(EP C;, X) e Hom(l;, X) sdo

I
um produto da familia de grupos abelianos (Hom(C;, X))ies. Seja G um grupo
abeliano e para cada i € I f; : G — Hom(C;, X)) homomorfismos de grupos. Para
cada g € G, temos f;(g) € Hom(C;, X). Pela definigdo de coproduto,

@Cz "ff(*gf)ﬁ X
I

ZZT /@
C;

existe um unico morfismo f(g) : X — @ C; tal que f(g)l; = fi(g), para cadai € I.
Deste modo, temos uma aplicacio [ : é — Hom(ED C;, X) tal que f(g)l; = fi(g),
para todo g € G e i € I. Sejam a,b € G. Entao !
fla+b)l; = fila+b) = fi(a) + fi(b) = f(a)l; + f(O)l; = (f(a) + f(b))L.
Pela unicidade da fatoragdo de fi(a +b) por @ C;, temos f(a+b) = f(a) + f(b).
I

Logo, f é homomorfismo de grupo. Falta mostrar a unicidade de f. Seja
G — Hom(@C’i,X) tal que Hom(l;, X)f' = f;, para cada i € I. Seja
I

g € G. Temos

Hom(l;, X) f'(9) = filg) = f(9)li = fi(g) = f(9)l:.
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Pela unicidade da fatoracao de f;(g) sobre @ C;, temos f(g) = f'(g). Logo, f = f.
I
Portanto, Hom(EP C;, X) com Hom(l;, X) é o produto de (Hom(Cj, X))er.
I

Assim, obtemos o isomorfismo. O

Proposicao 1.1.17. Se«; : B; — C;, i € I, sdo epimorfismos, entao o morfismos
mduzidos « : @ B, — @ C; € um epimorfismo.
I I

Quando todos os C; sdo iguais a um certo objeto C, usamos a notacio C7
e CD para produto e coproduto, respectivamente.

Seja (C;); uma familia de objetos tal que H C; e @ C; existem. Para cada
I I
J € I definimos ¢;; : C; — C; como

5 — 1 se 1=
Y10 se i

Pela defini¢do de produtos existe um tinico morfismo ¢/} : Cj — H C; tal
ji

que m;t; = d;5. Disto segue, em particular, que cada projecio 7; é um epimorfismo.
Dualmente, o morfismo §;; induz 7} : @; C; — C; tal que mit; = 6;;, e as injegOes
t; sa0, portanto, monomorfismos.

Assumimos agora que I é finito, digamos I = {1,--- ,n}. Neste caso temos
thym + -+, m, = 1, pois para cada C; obtemos

/ / /
7TZ'<L1 + -+ lnﬂ-n) = Tl T = T = 7Ti'17

e a unicidade da fatoragao sobre o produto implica ¢jm + - -- + ¢/ m, = 1. Para
um coproduto finito obtemos também ¢y7] + - -+ + ¢, 7w, = 1.

Proposicao 1.1.18. Suponha que existam morfismos v; : C; — C e m; : C — C;
(t=1,---,n) tais que

Tilj :51']' e LT+ + lyTTy = 1.

Entao C € um produto e um coproduto dos objetos C;, com projecoes 7; € injecoes
Li.

Demonstracao. Por simetria é suficiente mostrar que C' é um produto. Suponha que
sejam dados morfismos &; : X — C;. Defina £ : X — C com & = 116 + -+ - + 1,60
Logo m;j§ = mjti&y + - -+ + Tty = &, como desejado. Ha apenas uma escolha
para &, pois se & : X — C é tal que m&’ = &, entdo & = (11 + - + t,mp)E =
L17T1+"'+Ln£n:€. ]

Quando o conjunto de indices é finito, denotamos C x- - - xC,, e C1B- - -DC,,
o produto e o coproduto, respectivamente.

E conveniente usar notacao de matriz para morfismos entre produtos finitos.

Um morfismo 3 : [[8; = [[ Ci, com I e J finitos, é denotado pela matriz (53;;),
J I
com /Bij = 7TZ-CBL]~B : Bj — Cz
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Definicao 1.1.19. Uma categoria ¢ chamada de aditiva se é preaditiva, tem um
objeto zero e tem produtos e coprodutos finitos.

1.2 Categorias Abelianas

Seja C uma categoria preaditiva em que todos os morfismos tem ntcleo e
contcleo. Para um morfismo « : B — C existe uma fatoragao canonica

ker(a) o coker(ca)

Ker(a)

- C

K

Coker(ker(a)) % Ker(coker(a))

Coker(a)

na qual & é obtido da seguinte maneira: se coker(a)a = 0, entdo o = pf3, para
algum 5 : B — Ker(coker(a)). Assim, pfSker(a) = aker(a) = 0 o que implica
Bker(a) = 0, visto que p é um monomorfismo e, consequentemente, 3 se fatora
como 8 = a). Chamamos esta fatoracao de andlise de a.

Definigao 1.2.1. Uma categoria C é abeliana se:

A 1 C é preaditiva.
A 2 Toda familia finita de objetos tem um produto (e coproduto).
A 3 Todo morfismo tem um ntcleo e contucleo.

A 4 Para todo morfismo «, a : Coker(ker(a)) — Ker(coker(a)) é um
isomorfismo.

Proposigao 1.2.2. Seja C uma categoria abeliana e o : A — B um morfismo de

C.

1. Se o € wm monomorfismo, entdo o = ker(coker(a)).
2. Se o € um epimorfismo, entio o = coker(ker(a)).

3. Se a é um monomorfismo e um epimorfismo, entao o é um isomorfismo.

Demonstragio. Sejam A = coker(ker(a)), p = ker(coker(a)) e o diagrama
comutativo
Ker(a) ker(e) A - B ket Coker(a)

I d

Coker(ker(a)) —2— Ker(coker(a))
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1. Se a ¢é monomorfismo, entdo Ker(a) = 0. Como 1la(ker(a)) = 0,
existe um tdnico X : Coker(ker(a)) — A tal que XA = 1,4. Note que
A= ANA) = (AN)A. Como A ¢é epimorfismo, AN = Lcoker(ker(a))- LOgo A é
um isomorfismo. Seja f : X — B um morfismo tal que coker(a)f = 0. Como
p = ker(coker(a)), existe um tnico g : X — Ker(coker(a)) tal que pg = f.
Considere o morfismo h = A~'a~lg: X — A. Segue ah = palh = ug = f.
Se ' : X — A é um morfismo tal que ah’ = f, entdo ah’ = ah. Como & e
A s2o isomorfismos e 1 ¢ um monomorfismo, o = paA € um monomorfismo.
Logo, h/ = h. Portanto, o = pa = ker(coker(a)).

2. Se a ¢ epimorfismo, entdo Coker(a) = 0. Como coker(a)lp = 0, existe um
unico ' : B — Ker(coker(a)) tal que uy' = 1p. Note que, u(p'pn) = p.
Como g é monomorfismo, p'ft = 1ger(coker(a))- Entdo, p é isomorfismo. Seja
f: A — X um morfismo tal que fker(a) = 0. Como \ = coker(ker(«a)),
existe um unico g : Coker(ker(a) — X tal que g\ = f. Considere o morfismo
h=ga‘'y?t:B— X.Segue hao = hual = g\ = f. Se h' : B — X é um
morfismo tal que h'a = f, entdao h'a = ha. Como & e u sdo isomorfismos e
A é um epimorfismo, o = pa é um epimorfismo. Logo, h’ = h. Portanto,
a = pal = coker(ker(a)).

3. Se a é¢ monomorfismo e epimorfismo, entao A e u sdo isomorfismos. Logo,
a = pa é um isomorfismo.

O

Seja A uma categoria abeliana. Quando A é um subobjeto de B,
frequentemente escrevemos % para o objeto quociente Coker(A — B) de B.

Para todo morfismo a : A — B definimos a imagem de a como
Im(a) = Ker(coker(a)). Assim « tem uma fatoragao

A—"4 Ima —- B

na qual ¢’ é um epimorfismo e v é um monomorfismo. Se A’ é um subobjeto

de A, denotamos por a(A’) a imagem do morfismo composto A" — A % B.
Observe que se a é um epimorfismo entao I'm(a) = B.

Dizemos que uma sequéncia da forma

- — Ci+1 AR C,L & Ci,1 tee (11)

¢ uma sequéncia exata em C; se Im(a;41) = Ker(o;) (iguais como subobjetos de
C;). E a sequéncia (1.1 é ezata se é exata em cada C;.

Proposigao 1.2.3. Um morfismo f: A — B:

7/ A . f 7
1. é um monomorfismo se, e somente se, a sequéncia 0 — A — B ¢ exata.

7/ . A . f 7
2. € um epimorfismo se, e somente se, a sequéncia A — B — 0 ¢ exata.
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P . A . f
3. € um isomorfismo se, e somente se, a sequéncia 0 — A — B — 0

Chamamos de sequéncia exata curta uma sequéncia exata da forma

0—s At B9, 09

Também chamamos esta sequéncia exata curta de uma extensio de A por C.

Dizemos que uma sequéncia exata curta

0—s ATt B9, 09

cinde se existe um morfismo j : C' — B tal que gj = 1¢.

Se uma sequéncia exata curta

0—s At B 9,09

cinde, entao podemos mostrar que B = A @ C.

Seja C um objeto de C com uma familia (C;); de subobjetos e assuma
que EB C; existe. O monomorfismo C; — C induz um morfismo « : @ Cc;, — C.
A im;gem de o é chamada soma dos subobjetos C; e é denotada i)or ZC’i.
Dizemos que a soma Z C; ¢ uma soma direta se o ¢ um monomorfismo. léeste
caso dizemos também]que a familia de subobjetos (C;); é independente. Além

disso, pela andlise do morfismo «a temos um isomorfismo @ C; = Z C;. De fato,
I I
Im(a) = Ker(coker(a)) e considere o seguinte diagrama comutativo, com @ um

isomorfismo ¢ B = C;:
T

Kera B @ C Cokera

| !

Coker(kera) —— Ker(cokera)

Como a é monomorfismo, temos Ker(a) = 0. Segue que A é isomorfismo. Como
@ ¢ isomorfismo, temos Ker(coker(a)) = B. Ou seja,

> C; = Im(a) = Ker(coker(a)) = B = P Ci.

C
Dualmente, o epimorfismo C' — CQ induz 8 : C — H o (quando o produto
I %

existe). O nicleo de 5 é a intersecao dos subobjetos C; e é denotado por ﬂ C;.
I

Seja T': C — D um funtor aditivo entre categorias abelianas C e D.
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1. T é exato a esquerda se a exatidao de 0 — A N - BNV implica a

exatiddode 0 — TA Lf> TB 1, TC.

9. T'é exato d direita se a exatidiode A 25 B % ¢ — 0 implica a exatidao

de TA X B ™ 70— 0,

3. T é exato se é exato a direita e a esquerda.

Se C é uma categoria abeliana e B é uma subcategoria que também é
abeliana, entao B é dita uma subcategoria abeliana de C se o funtor inclusao
B — C é exato.

Seja C uma categoria abeliana. Um objeto C' é projetivo se o funtor
Hom(C,—) : C — Ab é exato, e é injetivo se Hom(—,C) : C? — Ab é exata.

Se (C;); uma familia de objetos, entdo podemos mostrar que

1. @ C; é projetivo se, e somente se, cada C; é projetivo.
I

2. H C; é injetivo se, e somente se, cada C; é injetivo.
1

A categoria C' tem suficientes projetivos se todo objeto de C é um objeto
quociente de um objeto projetivo, e tem suficientes injetivos se todo objeto é um
subobjeto de um objeto injetivo.

1.2.1 Pullbacks e Pushouts

Assumimos aqui que C é uma categoria abeliana.

Definicao 1.2.4. Sejam o1 : ¢} — C e ay : (5 — C morfismos em C. Um
pullback de aq e as é um objeto P e dois morfismos 7 : P — C, m : P — (5
tais que:

1. Q1] = Q7.

2. Para todo objeto X e morfismos & : X — (4, & 0 X — Oy com &y = b,

existe um unico v : X — P tal que my = & e moy = &s.

O diagrama

|
'™ pB lag
~

ClLC

é assim chamado de um quadrado pullback.

De modo dual definimos pushout.
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Definicao 1.2.5. Sejam 3, : C' — C e By : C' — C5 morfismos em C. Um pushout
de 1 e B3 é um objeto D e dois morfismos ¢y : C; — D, 15 : Co — D tais que:

L. 1181 = 130s.

2. Para todo objeto X e morfismos & : C) — X, & : Cy — X com &5 = &0,

existe um unico v : D — X tal que vi1 =& e v = &s.

O diagrama

é chamado de um quadrado pushout.

Dizemos que um diagrama

é bicartesiano se A, f1, fo € um pullback de g1, g2 € B, g1, g2 ¢ um pushout de f,
fa.

Proposicao 1.2.6. O pullback é inico a menos de isomorfismo.

Demonstracao. Sejam oy : C; — C e ay : Cy — C morfismos em C e P; junto
comm: Pp— Ciemy: P — Cye Py junto com py : Py — C e py : Py, — C5 dois
pullbacks. Como P, 71, mo é um pullback, existe um tinico morfismo 5 : P, — P,

tal que mve = p1 e maye = pa. Como P, py, p2 é um pullback, existe um tnico
morfismo 7, : P, — P, tal que p;y1 = w1 e poy; = me. Note que

m(en) =pn=m e mlp =m,
To(Yen) = pey1 = T2 e Tmolp =T

Pela unicidade da definigao de pullback, 7571 = 1p,. De modo analogo, y1v2 = 1p,.
Logo, P, = P;. ]

Dado um quadrado pullback

'™ PR Jaz
+

c, =5 C

podemos denotar o objeto P por C} X¢ Cs.
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Proposigao 1.2.7. O pushout € inico a menos de isomorfismo.

A demonstragao da unicidade do pushout é analoga a unicidade do pullback.

Dado um quadrado pushout

podemos denotar o objeto D por C; Ug Cs.

Proposicao 1.2.8. Se a: B — C' é um morfismo, entdo um diagrama

0

é

¢ um pullback se, e somente se, P = Ker(a).

]

<7
3

«

T

Demonstragdo. Seja

m‘T”U
Pe

:

um quadrado pullback. Entao am = 0. Seja f : X — B tal que af = 0. Pela
defini¢do de pullback, existe um tinico g : X — P tal que 7g = f e (P — 0)g = 0.
Logo, P = Ker(a).

Reciprocamente sejam 7 : P — Bonicleodea: B —-Ce f: X -BeX —0
tais que af = X — 0 — C' = 0. Pela definicao de ntcleo, existe um tnico morfismo
g: X — P tal que mg = f e, pela definigdo de objeto zero, (P — 0)g = X — 0.
Logo,

0

2

é um quadrado pullback. O

I

%
3

e

T

Proposigao 1.2.9. Se a: A — B € um morfismo, entao um diagrama
A B
0 D

¢ um pushout se, e somente se, D = Coker(a).

«
—

J
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A demonstracdo da Proposicao [1.2.9] é andloga a demonstragdo da

Proposigao [1.2.8|

Proposicao 1.2.10. Sejam C e Cy objetos em C. Entdo um diagrama

¢ um pullback se, e somente se, P = Cy x Cj.

Proposicao 1.2.11. Todo pullback pode ser construido com o uso de nicleos
e produtos, isto €, sejam oy : C; — C e ag : Cy — C morfismos. Entao
P = Ker(agm — agmg), p1 = mker(aim — qaomy), pe = meker(anm — agms)
¢ um pullback de aq, an, em que m : C7 x Cy — C e my : C1 X Cy — Cy sdo as
projecoes.

Demonstragdo. Considere o diagrama comutativo

P p2 02
\ V

p1 Cl X Cg a2

o

4 = C.

Sejam [y : X — Cy e B : X — (] tais que a8y = asfy. Pela defini¢ao de
produto, existe um tnico morfismo 3 : X — Cy x Cs tal que m1 5 = 1 e mf3 = [s.
Entao,

(a1 — aoma) B = anm B — qomeff = oy B — By = 0.

Pela definicao de ntcleo, existe um tnico f : X — P tal que
kf=0.
Assim,
pif =mkf=mp =05 e pof =mkf=mf=[s.

Seja f': X — P tal que p1f/ = 1 e pof = [a. Segue que p; = mkf e By = mokf'.
Pela unicidade de 3, kf' = 8 e, pela unicidade de f, f' = f. H

Proposigao 1.2.12. Seja

um quadrado pullback. Entao:
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1. Se ay € um monomorfismo, entao py também é.
2. Se ay € um epimorfismo, entdo pa também é.

3. Se ay € o nicleo de um morfismo 3 : C — D, entao py € o nicleo de [fas.

Demonstragao. 1. Se £ : X — P é um monomorfismo tal que p§ = 0, entao
a1pr€ = aapa€ = 0 e, por oy ser monomorfismo, p1£ = 0. A unicidade da
fatoracao sobre P implica £ = 0.

2. Usando a Proposicao [1.2.11] obtemos uma sequéncia exata

0 Pt xC s C 0 (1.2)

na qual p = a7 — apmy € um epimorfismo, pois pe; = aq é um epimorfismo,
sendo ¢; : C7 — C} x Cy a injegao e assim pu = (coker(ker(u)). Suponha
que £ : 5 — X é um morfismo tal que {py = 0. Entao 0 = &py = Emek
implica que existe 1 : C'— X tal que nu = £my, pois p = coker(k). Isto nos
da nay = nuiy = Ematy = 0 e ap um epimorfismo implica n = 0. Mas entao
Emy = 0 e, consequentemente, £ = 0.

3. Temos Basps = fagpr =0ese & : X — Cy é um morfismo tal que Sasé = 0,
entdo ap fatora sobre ay = ker(/) por um morfismo n : X — C}, com
a1mn = ax€. Consequentemente, ¢ fatora sobre o pullback P e a unicidade é
pelo fato de py ser monomorfismo.

]

Quando «; é um monomorfismo, define-se o objeto pullback P como a
imagem inversa de C) sob ay e denota-se P por oy ' (C}).

Se a1 e ay sdo monomorfismos, entao P = C N C5. De fato, Seja C' um
objeto de uma categoria abeliana C com C e Cy subobjetos de C. Considere os

. . . a a .
objetos quocientes & e <. Os epimorfismos C 5% £ e C % £ induzem
Y0y Ch Ca
. o o O
um morfismo g : C' — o X G
c . C
—_ —_ < ,,,,,,
Ch X Co /B C
<
C;

O ntcleo de § ¢é a intersecao dos subobjetos C, Cs. Vamos mostrar que C7; N Cy é
o pullback dos monomorfismos a; : C7 — C, as : C5 — C. Note que

0— C; 2 &C%HO,
0—C, 32CB L 0

Ca
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sdo sequéncias exatas, com oy = ker(ay) e ag = ker(ay). Como u: C;NCy — C
é o nucleo de 8 e p18 = ay, p2f = as, temos a1u = p1fu = 0 e asu = pfu = 0,
sendo p; e po as projegoes. Entao,

Cy N Oy

com i € {1,2}, existem unicos a} : C1 N Cy — C} e al, : C; N Cy — Cy tais que
u = a1a) = ayal. Assim temos um quadrado comutativo.

CnCy —A o

JCLIQ Jm (1'3)

OQLC.

Sejam f: X — Cy e g: X — Cy morfismos de C tais que a1 f = asg

ey i
Cg 2 C QXQL>

Note que

p1Barf =aionf =0,
p2Ban f = pefasg = asaag =0

Pela definicao de produto, existe um tinico morfismo x : X — c% X c% tal
que

p1z = p1Parf =0 = p,0,
p2x = pafag f =0 = ps0.

S

Pela unicidade de x, temos Say f = 0. Pela definicao de nicleo, existe um tnico
h:X — CyNCYy tal que uh = aq f.
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Falta mostrar que a}h = f e aybh = g. Como «; é monomorfismo, com i € {1, 2},
arf =uh=a1alth = f=dh
asg = a1 f = uh = apabh = g = ayh.
Logo, C7 N Cy é o pullback de oy, as.
Seja . = aym — Qama, com T e Ty projecoes. Note que
Ml = Tl — QiTigly = (i € /L(-Lz) = —QTlg + QaTalyg = Qg

e observe também que 1o e —t9 sdo morfismos isomorfos e assim C; & Cy, com ¢q,
—t9 também é um coproduto de C; e Cs. Desse modo, p € o morfismo induzido
por a; e ay. Como demonstrado na Proposicao item 2, y é um epimorfismo.
Entao Cy + Cy =2 C. Além disso, C; & Cy = (7 x (5. Assim, temos a sequéncia
exata curta

O%ClmCQLCH@Cg%Ol—FCQ%O. (14)
Segue que a soma C 4+ (5 é direta se, e somente se, C; N Cy = 0.

Proposicao 1.2.13. Se C e Cy sao subobjetos de C', entao
(Ci +Cy) Coy

4 - (CiNCy)’

Demonstragio. Com o uso da Proposicao obtemos um diagrama comutativo
com linhas exatas

0 —— Cl N Cg Cg (01&02) 0
J J H (1.5)
0 Oy Cy + Cy ) 0.

Visto que o quadrado a esquerda é um pullback. Com a exatidao da linha de cima
de ([1.5]) tem-se a conclusdao desejada. ]

Outra consequéncia da Proposicao[1.2.12[¢é que pode-se construir o pullback
de uma sequéncia exata curta 0 — Cy — C7 — C — 0 com relacao a um
morfismo Cy — C'. Para isto consideramos o diagrama comutativo

0 c, L, p_2 .0, 0

b 1o

0 C, 25y 25 C 0
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no qual o quadrado a direita é um diagrama pullback e 3, é induzido por g e
o morfismo zero Cy — C5. Resta mostrar que 3y é o nicleo de 5. Suponha que
£ : X — P étal que ¢ = 0. Entdao ayy¢ = 0, assim 7€ = apA, para algum
A X — Cy. Agora o e £ dao o mesmo resultado quando compostos com v e
B, assim & = [y pela propriedade universal de pullbacks. Conseguentemente, a
linha de cima de ¢é exata.

Quando ay : Cy — C' é um monomorfismo, esta constru¢do mostra que
cada subobjeto Cy de % é da forma C%, para algum subobjeto P de Cf.

1.2.2 (Geradores e cogeradores

Considere duas categorias aditivas C e D e um funtor aditivo T': C' — D.
O funtor T ¢ dito fiel se T'(«) # 0, para todo morfismo « # 0 em C.

Proposicao 1.2.14. Um funtor exato T € fiel se, e somente se, T(C) # 0 para
todo objeto nao nulo C.

Demonstragio. Seja C € C com T(C') = 0, segue que T'(1¢) = 1y = 0. Como
T é fiel, 1o = 0. Logo, C' = 0.

Reciprocamente, se o # 0 em C, entdao Im(«) # 0 e assim T'(Im(«a)) # 0. A
exatidao de T implica T'(Im(«)) = Im(T(«)), assim T'(«) # 0. O

Um objeto C de C é um gerador para C se Hom(C,—) ¢ fiel ¢ é um
cogerador se Hom(—,C) é fiel.

Proposigao 1.2.15. Seja C uma categoria com coproduto. Se U é um gerador,
entdo para todo objeto C, existe um epimorfismo UY) — C, para algum conjunto
indexado I.

Demonstragdo. Seja I = Hom(U,C) e defina ¢ : UY) = @ U, — C o morfismo
acl
induzido por a : U, = U — C, para cada o € I. Se v : C' — " é um morfismo

nao-nulo, entdao o homomorfismo de grupo

Hom(U,~): Hom(U,C) — Hom(U,C")
o) — Y

é nao-nulo, isto é, existe um o € Hom (U, C) tal que ya # 0 e, consequentemente,
v # 0.

[P Nye R SN

g

U

Isto mostra que ¢ é um epimorfismo. O]

Proposicao 1.2.16. Se P ¢ um objeto projetivo, entdo P é um gerador se, e
somente se, existe um morfismo ndao nulo P — C, para cada objeto C' ndao nulo.



26 1.2. CATEGORIAS ABELIANAS

Demonstragio. Como P é projetivo, o funtor Hom(P, —) é exato.

Se P ¢ gerador, entdo Hom(P, —) ¢é fiel. Pela Proposi¢ao [1.2.14] para cada C # 0,
temos Hom(P,C') # 0.

a reciproca segue diretamente das definig¢oes. O

Dualmente, temos os seguintes resultados. As demonstragoes seguem de
forma andloga.

Proposicao 1.2.17. Seja C uma categoria com produto. Se V é um cogerador,
entdo, para todo objeto C, existe um monomorfismo C — VI, para algum conjunto
de indices I.

Proposicao 1.2.18. Um objeto injetivo E é um cogerador se, e somente se, existe
um morfismo nao nulo C' — E para cada C # 0.

Uma categoria é dita localmente pequena se a classe de subobjetos de
qualquer objeto é um conjunto.

Proposicao 1.2.19. Se C tem um gerador, entao C ¢é localmente pequena.

Demonstracao. Seja U um gerador e C' um objeto. Para cada monomorfismo
b : B — C, seja < > o conjunto de todos os morfismos U — C' que podem
ser fatorados sobre (3. Visto que Hom(U, C') é um conjunto, é suficiente mostrar
que se [ e ' representam subobjetos diferentes, entao < f >#< ' > . Visto
que 5 e ' sdo nao equivalentes, nao pode acontecer que ambos monomorfismos
v:BNB — Be~:BNB — B sejam isomorfismos, pois assim teriamos (3 e
f' (B = B’) na mesma classe. Digamos que 7 nao o seja. Neste caso, 7 ndo é um
epimorfismo, assim Coker(vy) # 0. Consequentemente, existe o : U — B tal que
coker(vy)a # 0, pois U é gerador. Entao, a ndo pode ser fatorado por B’, assim
<P >#E< [ > O

Uma familia (U;); de objetos da categoria abeliana C é uma familia de
geradores para C se, para cada morfismo nao nulo a : B — C' em C existe um
morfismo (3 : U; — B, para algum ¢ € I, tal que a8 # 0. Se C tem coprodutos, isto
¢é equivalente dizer que @ U; é um gerador. Assim, a existéncia de uma familia

I
de geradores projetivos para C implica que C tem suficientes projetivos.

1.2.3 Categoria Funtor

Se Z é uma categoria pequena e C é uma categoria arbitraria, pode-se
definir a categoria funtor Fun(Z,C), na qual os objetos sao funtores Z — C e os
morfismos sao as transformacoes naturais entre tais funtores. Sejam £ : F' — G e
n : G — H duas transformacgoes naturais e um morfismo f : A — B na categoria
7. Temos o seguinte diagrama:

A F(A)

&a
—
Jf F(f) G(f) J{H(f)
éB
—=

S8
A
3
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Como os quadrados menores sado comutativos, o quadrado maior também é
comutativo. Entao a composicao né : F' — H também é uma trasformacao natural.
Para mostrar que a composi¢ao é associativa, basta lembrar que a composicao
de morfismos em C ¢é associativa. Com efeito, sejam £ : FF — G, n: G — H e
k : H — I transformacgoes naturais entre funtores F,G,H,I : 7 — C ¢ A um
objeto de Z. Como &4 : F(A) = G(A), na: G(A) = H(A) e ka: H(A) — I(A)
sao morfismos em C, (kana)a = ka(na&a). Falta mostrar que existe uma
transformacao identidade, para cada funtor. De fato, seja T : Z — C um funtor.
Tome a transformacao identidade de T" como a transformagao 17 : T'— T dada
pelos morfismos identidade 1y : T'(B) — T'(B), para cada objeto B na categoria
I.Se§:R—Ten:T — S sao transformagoes naturais, entao 1paa = &4 €
nalra) = na, para todo objeto A em Z. Assim, 17§ = § e nly = 1.

Denotaremos o conjunto de todas as transformacoes naturais S — T por
Nat(S,T). Como Z é pequena, entao Nat(S,T) é um conjunto. Esse conjunto pode
ser considerado como um subconjunto do produto dos conjuntos Hom(S(i),T())
tomado sobre todos objetos i € 7.

Proposigao 1.2.20. Se Z € uma categoria pequena e C é preaditiva (abeliana),
entao Fun(Z,C) € preaditiva (abeliana).

Demonstragcao. Suponha que C seja preaditiva. Sejam S e T funtores Z — C e
considere duas transformacoes naturais £, : .S — T. A soma de transformagoes
naturais £ + n ¢é definida por (£ +n); = & +n € Hom(S(i),T(i)), para cada
objeto ¢ de Z. Como Hom(S(i),T'(i)) ¢ um grupo abeliano, Nat(S,T) é um grupo
abeliano. De modo analogo, a composicao de transformacoes naturais ¢é bilinear,
ou seja, dadas as transformacoes naturais §,n: S - T, k: T —- Re~y:U — S,
com T,S, R, U :7 — C, temos k(§+1n) = kE + kn e (§+n)y =&y + ny. Assim,
a categoria Fun(Z,C) é preaditiva. Agora assuma que C seja abeliana. Vamos
provar que Fun(Z,C) é uma categoria abeliana. Se Ty, - -+, T,, sdo funtores Z — C,
entao um novo funtor 7' é definido por

T(i) = Ti(i) x - -+ x Tp(2),
T(\) = Th(\) % -+ x Tu(\),

para objetos ¢ e morfismos A de Z. Verifica-se que o funtor 7' =T} x --- x T}, é um
objeto da categoria Fun(Z,C), assim esta categoria tem produtos finitos. Para
mostrar que ela tem nucleos, considere uma transformacao natural n : S — 7.
Defina um funtor K : Z — C como

K(Z) = Ker(ni)7
K (X) = induzido de S(\) pela restrigao.

Esta restricao decorre da definicao de nicleo, ou seja, como n;(S(\)ker(n;))
T(X)(niker(n;)) = 0, existe um tnico K(\) : K(i) = K(j) tal que ker(n;) K(\) =
S(A)ker(n;), como no diagrama abaixo
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K (i) S(i) —"— T(i)
\LK()\) JS()\) lT()\)
K(j) S(j) — T(j).

Assim temos uma transformagao natural ker(n) : K — S. Como n;ker(n;) = 0,
para todo i € Z, temos nker(n) = 0. Dado £ : R — S, temos n§ = 0, isto é,
n:& = 0, para todo ¢ € Z, entdo, para cada i € Z, existe um tnico 7y : R(i) — K (1)
tal que ker(n;)y; = &. Deste modo, temos uma tnica transformacao natural
v : R — K tal que ker(n)y = £ Entao, ker(n) é o nicleo de 7. Similarmente
podemos mostrar que Fun(Z,C) tem conucleos. Note que niicleos e conticleos
(bem como produtos) em Fun(Z,C) sao construidos “ponto-a-ponto” utilizando
os objetos de Z. Disto segue que a validade do Axioma A4 em C é herdado por
Fun(Z,C), que assim é uma categoria abeliana. ]

Assuma que B e C sejam categorias preaditivas e que B é pequena. Seja
Hom(B,C) a subcategoria plena de Fun(B,C) consistindo dos funtores aditivos.
A categoria Hom(B,C) é também preaditiva.

Proposicao 1.2.21. Se B é uma categoria preaditiva pequena e C é abeliana,
entao Hom(B,C) é uma subcategoria abeliana de Fun(B,C).

Demonstracio. Se Ti,---,T, sdo funtores aditivos B — C, entao também
Ty x --- x T, é aditivo. Similarmente, se n : S — T é uma transformacao
natural de funtores aditivos S e T', entdao o funtor K construido na demonstragao
da Proposicao é aditivo. A categoria Hom(B,C) é assim abeliana pelas
mesmas razoes que Fun(B,C) o é. O funtor inclusao Hom(B,C) — Fun(B,C) é
claramente exato. []

De interesse particular sao as categorias funtor Hom(B, Ab), porque elas
generalizam a categoria dos médulos de maneira natural. Para cada objeto B de
B, denotemos hp o funtor Hom(—, B) : B? — Ab.

1.2.4 Limites e Colimites

Seja C uma categoria preaditiva e seja I uma categoria pequena. Seja
também um funtor F : I — C. Se X é um objeto de C, para cada i € obj([)
atribuimos um morfismo «; : X — F(i), entao a familia («;) é chamada compativel
se para todo A : i — j em I temos o; = F(\)oy.

Definicao 1.2.22. Um limite de um funtor ' : [ — C é um objeto lim F' em C e
uma familia compativel de morfismos ; : l&n F — F(i), tal que para cada outra
familia compativel &; : X — F(i) existe um tnico £ : X — lglF(z) com € = §&.

lim F' " F(4)

é%

X
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Pode-se mostrar que um limite de um funtor F' é tinico a menos de
isomorfismo.

Definicao 1.2.23. Uma categoria preaditiva C é chamada completa se o limite
existe para todo funtor F': Z — C quando Z é pequena.

Definicao 1.2.24. Um colimite de um funtor F : [ — C é um objeto hglF de
C e uma familia compativel de morfismos ¢; : F(i) — lim F' tal que, para cada
familia compativel & : F'(i) — X, existe um tinico morfismo ¢ : lim ' — X com

§Li =&

li F +—— F(i)

e

X

Uma categoria preaditiva C é chamada cocompleta se o limite existe para
todo funtor F' : Z — C quando Z é pequena. Dizemos que uma categoria preaditiva
C é bicompleta se é completa e cocompleta.

Seja I um conjunto parcialmente ordenado que é chamado dirigido se, para
todo par i,7 € I, existe k € I tal que i« < k e j < k. Considere I como uma
categoria. Se C é uma categoria arbitraria, entdao um funtor I — C é chamado de
um sistema direto em C, enquanto um funtor /¢ — C é um sistema inverso em C.

Definigao 1.2.25. Seja I um conjunto dirigido. O colimite de um sistema direto
F : I — C é chamado de limite direto.

Proposicao 1.2.26. Se C é completa, entao m € um funtor Fun(Z,C) — C,
para cada categoria pequena T.

Demonstragao. Se F' e G sao funtores Z — C e n : F — G uma transformacao
natural, entdo obtemos uma familia compativel de morfismos

lim F = F(i) 2 G(i).

Pela definicao de @ G, esta familia se fatora sobre um tnico morfismo @ F—
I'Lm G, que denotamos como 1‘&”7-

Im G —— G(7)

lim F
0

E possivel construir o limite de F : Z — C a partir de produtos e ntcleos,
deste modo generalizando a construgao de pullbacks. Para fazer isso vamos fixar
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algumas notagoes. Se A : i — j é um morfismo em Z, entdo escrevemos i = s(\) e
j = t(\). Para cada X existe um morfismo

T = F(N)psoy — P HF(i) — F(t(N),

no qual p; denota a projecao de H F(i) para F(i). Os morfismos 7, induzem um
morfismo Z

m: [[F@) — [[F@EWN), (1.7)

i A

no qual o segundo produto é tomado sobre todos os morfismos A em Z.
Proposicao 1.2.27. Se C tem produtos e nicleos e F' : T — C é um funtor, entao
hm P = K er(m).
Demonstragio. Seja m o morfismo (L.7), K = Ker(n) e u = ker(r) : K — [[ F(i).

Se ¢; : K — F(i) é definida como ¢; = p;u, entdo (y;) ¢ uma familia compativel.

K —* TTF()

BN

F(i)
De fato, se A : i — j temos

F(N)wi—¢; = F(A)pu—pju= (F(A\)p; —p;)u

= (F</\)ps(>\) —pt(A))u TAU.

Como 7 é o morfismo induzido da definicdo de produto, temos 7y = p 7. Assim,
F(A\) i —@; = myu = pymu = 0. Logo, F(\)¢; = ¢;. Dada uma familia compativel
& X — F(i) § = F(NE, para todo A : i — j, vamos mostrar que existe um
tnico morfismo ¢g : X — K tal que y;g = ;. Pela defini¢do do produto [T F(7),
existe um tnico morfismo & : X — [ F(i) tal que, para cada A : i — j, tem-se

pi§ = &

[1FG) —— F(i)

i
3

mE = (FN)pspyy) — i) = F(MN)& — & =0 para todo A : i — j.

s

Consequentemente,

Assim, pym€ = mp\& = 0, para todo A : i — j. Pela defini¢do do produto H F(t(N)),
A
existe um tnico morfismo h : X — [[ F(t())) tal que pyh =0
A
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[[FEN) === F(t(N)

A
T
hi mAE=0
|

X

Note que, p\0 = 0 e pym& = 0. Pela unicidade de h, temos 0 = h = 7&. Como
7 = ker(u), existe um unico g : X — K tal que ug = &.

K —— [1F() —— ILFEW)

0
]

X
Entao, ¢;g = &;. Seja ¢ : X — K tal que p;¢' = &;. Segue

0ig = @ig = pug = pug, para todo i € objT

F(i)

Pela unicidade da defini¢ao do produto, ug’ = ug. Como u é um monomorfismo,
g = g. Logo, K = Ker(m) = MF ¢ o limite de F a familia compativel
goi:piu:l'&nF%F(i). O

Corolario 1.2.28. Uma categoria abeliana é completa se, e somente se, tem
produto.

Demonstrag¢io. Seja C uma categoria abeliana completa e (C;);ec; uma familia de
objetos de C. Considere Z uma categoria discreta, isto é, os inicos morfismos sao
as identidades, cujos objetos sao os elementos do conjunto de indices /. Considere
também o funtor F : T — C dado por F(i) = C; e F(1;) = 1¢,. Como C é
completa, existe o limite de F, isto é, existe um objeto gnF e uma familia
compativel ¢; : @ — F(i) na categoria C. Assim, temos o produto H C;, = 1&1 F
I

com (; sendo as projegoes.

Reciprocamente, como C é abeliana, entao tem nicleo. Pela Proposicao
1.2.27], existe um limite, para todo funtor F': Z — C quando Z é pequena. O

O seguinte resultado pode ser demonstrado de forma dual a Proposi¢ao
L2271

Proposigao 1.2.29. Se C tem coprodutos e conicleos e F': T — C é um funtor,

entao
lim F* = C’oker(E)\D F(s(A\) — @F(z))
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com [ : G}?F(SO\)) — @F(z)) induzido por

l,\ = ut(,\)F()\) — Us(n) - F(S(x\)) — @F(z)

Corolario 1.2.30. Sejam C uma categoria abeliana completa e F' : T — C um
funtor. Se o = F(i) — C € uma familia de morfismos compativel induzindo
a:lim F'— C, entdo Im(a) =Y Im(a;).

Demonstragio. Os morfismos «; induzem a : @ F(i) — C

T / (1.8)

Sabemos que «; pode ser fatorado como

/

F(i) SN Im(oy) —— C.

Pela definicao de coproduto, existem tnicos morfismos o’ e 7 tais que os seguintes
diagramas comutam

Assim, ya'u; = ;0 = «;. Pela unicidade de &, temos a = ~a/. Pelo dual da
Proposicao [1.1.14] o’ é epimorfismo. Pela definicao de soma,

> Im(ey) = Im(y) = Kercoker(y) = Kercoker(ya') = Im(a).

Seja f: C' — X. Temos 0 = (fya)u; = fyual = fry:al, para todo i. Como
é epimorfismo, entao fv; = 0, para todo i. Pela unicidade de f+ (definigao de
coproduto de @ I'm(«;)), temos fv = 0. Pela defini¢ao de conticleo de 7, existe
um Unico morfismo v tal que ¥coker(y) = f. Assim temos o seguinte diagrama
comutativo.

@F(i)%@[m(ai) . C Coker(7)

F(i) SN Im(oy)

Logo, Coker(ya') = Coker(y). Pela Proposicao [1.2.29, lim F* = Coker(l) com
L: P F(s(N) = @ F(i) ¢ induzido por Iy = u) F(X) — usry : F(s(X)) — F(i).
A i
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Utilizando a comutatividade do diagrama ((1.8]) obtemos:

para todo A, e

Pela unicidade da definicao de coproduto, temos al = 0. Pela defini¢do de conticleo,
existe um tnico morfismo h : hﬂ F — C' tal que hg = a, ou seja, temos o seguinte
diagrama comutativo:

D F(s(N) — @, F(i) ="

@.
lim F
Iy E

Pela construcao do colimite na Proposicao[l.2.29] temos que a familia compativel do
colimite é ¢; = gu; e que induz com «; um unico « tal que ap; = «; para todo 1.

F(7) i, hﬂF

C

.
e
-

Como au; = «y, para todo 1,
agu; = ap; = o = Qly,

para todo i. Pela unicidade de &, temos g = «. Pela unicidade de h, temos
h = «a. Note que se ¢ : C' — Y ¢ tal que ga = 0, entao gqag = 0. Como ¢ ¢
epimorfismo, temos ga = 0. Entao existe um tnico morfismo a : Coker(a) — Y
tal que acoker(a) = q. No diagrama temos:

@F(z) — lim /7 —= C’/oker(a)

C
A
7 a
v’
Y

Logo, coker(a) = coker(a). Assim
Im(a) = Ker(coker(a) = Ker(coker(a) = Im(a).

Portanto, Im(a) = ¥ Im(a;). O
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Sejam C e D categorias preaditivas. Um funtor 7" : C — D preserva
limites se, para todo funtor F': Z — C, sendo Z pequena e l&lF existe, tem-se
T(l&1 F) = WmTF e T leva os morfismos canonicos lim ' — F° (7) nos morfismos
canonicos l'ng F — TF(i). Segue da Proposigao que T preserva limites se,
e somente se, preserva produtos e nicleos.

Dizemos que o limite de um funtor Z — C é um limite finito se Z tem
apenas uma quantidade finita de objetos e morfismos.

Proposicao 1.2.31. Seja T : C — D um funtor aditivo entre duas categorias
abelianas C e D. As sequintes propriedades de T sao equivalentes:

1. T € exato a esquerda
2. T preserva nicleos
3. T preserva limites finitos.

Demonstragio. (1)= (2) Seja f : A — B um morfismo em C. A sequéncia
0 — Ker(f)""Y4 25 B 6 exata. Por hipotese,

Tker

0 — TKer(f) 2 pa 1

TB

é uma sequéncia exata. Entao,
Ker(Tf) = Im(Tker(f)) = TKer(f),
pois ker(f) é um monomorfismo.

(2)=(1) Seja 0 — A LB % C uma sequéncia exata. Segue que
Ker(g) = Im(f) e Ker(f) =0. Como f é monomorfismo, temos A = I'm(f) =
Ker(g). Por hipétese, TKer(g) = Ker(Tg) ¢ TKer(f) = Ker(Tf). Entao,
T(0) =TKer(f) = Ker(Tf) e Ker(Tg) = TKer(g) = TA. Segue que T'f ¢ um
monomorfismo. Logo, Im(Tf) 2 TA = Ker(Tg). Portanto,

0—TA L 7 1% 70

¢ uma sequéncia exata.

(2)=-(3) Seja Z uma categoria com uma quantidade finita de objetos e
morfismos e um funtor F' : Z — C. Pela Proposicao [1.2.27] 1£1F = Ker(n).
Sabemos que

Como T'Ker(m) = Ker(Tn) e T : ﬁTF(z) — [[TF(t(N)), temos
X

Tlim F' = TKer(m) = Ker(Tm) = @(TF)

(¢c)=(b) Seja f : A — B um morfismo em C. Sabemos que
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Ker(f) —— 0
7
A——— B

é um diagrama pullback. Seja Z a categoria

N

3

/

2

mais os morfismos identidade e seja F' : Z — C o funtor dado por F(1) = 0,
F(2) = Ae F(3) = B. O limite de F ¢ obtido pelo diagrama pullback

lim F ——— F(1) =0

| J

A=F@2) — F3)=B.

Pela unicidade do pullback, @ F = Ker(f). Logo,
TKer(f)=TlmF = Jm TF = Ker(Tf).
]

Seja C uma categoria completa e seja J uma categoria pequena. Afirmamos
que a categoria Fun(J,C) também é completa e que seus limites podem ser
calculados ponto a ponto em C, como ja sabemos é verdade para produtos e
niicleos. Suponha que Z é uma categoria pequena e F' : Z — Fun(J,C) um funtor.
Para cada objeto j de J definimos um funtor F; : Z — C como

Fj(i) = F(i)(j),
Fi(A) = F(X);.

Um morfismo p : j — j° em J induz uma transformagao natural i : F; — Fj,
definida como

i = Fli) () : F5(i) = Fy(0).
@F é entao o funtor J — C dado por
(lim F)(j) = lim F},
(lim F)(p) = Lim .

Por esta construgao, podemos associar ao funtor F' : Z — Fun(J,C) um novo
funtor F': J — Fun(Z,C), definido como

e assim chegamos a seguinte conclusao.
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Proposigao 1.2.32. Se J € pequena e C é completa, entao Fun(J,C) é completa.
Se F': T — Fun(J,C) é um funtor, entdo @F ¢ o funtor composto

J 5 Fun(Z,C) 1& C. (1.9)

A correspondéncia F — F é bijetiva, de fato existem isomorfismos de categorias
Fun(Z, Fun(J,C)) = Fun(Z x J,C) = Fun(J, Fun(Z,C))

como se pode verificar. Se F corresponde a F : T x J — C, entio também
verifica-se que

lim(lim F) = lim F = lim(lim F). (1.10)
T2 e T
Proposicao 1.2.33. O funtor @ : Fun(J,C) — C preserva limites.

Demonstrag¢io. Para todo funtor F': Z — Fun(J,C) obtemos
m F) = lim(lim F) = lim(lim F)
im{lim F) = im(im F) = fm(lim
usando ((1.10)) e aplicando (|1.9) para F ao invés de F. ]

Seja C uma categoria abeliana cocompleta, e seja C' um objeto de C. Uma
familia (C;); de subobjetos de C' é dita direta se Z torna-se um conjunto dirigido
quando define-se 7 < j sempre que C; C C;. Deveriamos notar que o limite direto
I’EC nao é necessariamente um subobjeto de C'; a menos que limites diretos
preservem monomorfismos. Mas existe um morfismo canoénico « : lg Ci—Cie

Im(a) = 3 C; pelo Corolario [1.2.30

Proposicao 1.2.34. Se (C;); é uma familia direta de subobjetos de C, entao o

limite direto do sistema direto (5)1 de objetos quocientes é ZCG'

%

Demonstracio. A sequéncia exata 0 — C; — C — cg — 0 induz no limite
direto uma sequéncia exata
lim C; “s C h_ngc% — 0,

pelo dual da Proposigao [1.2.33] e, consequentemente, pelo dual da [I.2.31] Logo,

wl_ € _C

]

Se (C;); é uma familia finita de objetos, entdo o coproduto @ C; é o limite
I
direto dos coprodutos ED C; com J percorrendo todos subconjuntos finitos de 1.
J



Capitulo 2

Categoria exata

Neste capitulo definimos as Categorias exatas e apresentamos resultados
basicos de Algebra Homoldgica transferidos para este contexto. As categorias
exatas sao categorias aditivas mais gerais que as categorias abelianas mas para
a qual também pode ser construida uma Algebra Homoldgica. Em geral, nao é
possivel definir imagem de um morfismo em uma categoria exata, por isso nao é
possivel definir sequéncias exatas da mesma forma que é definida nas categorias
abelianas. No entanto, nas categorias exatas fracamente idempotentes completas
podemos definir morfismos admissiveis e isto torna possivel a defini¢do de sequéncia
exata em categorias exatas. Observamos que se (A4, £) é uma categoria exata, entao
a categoria dos complexos C'(,A) também é uma categoria exata com uma estrutura
induzida. Os conceitos apresentados neste capitulo podem ser encontrados em
[25], [6], [4] e [3]. Alguns resultados apresentados aqui nao serao demonstrados.

2.1 Categoria exata

Seja A uma categoria aditiva. Um par nicleo-conicleo (i,p) em A é um
par de morfismos compostos

A —1s A2 A

tal que ¢ é um nicleo de p e p é um conticleo de i. Fixando uma classe £ de pares

nucleo-contcleo em A, chamamos um morfismo ¢ de monic admissivel se existe

um morfismo p’ tal que (i,p') € £. Chamamos um morfismo p de epic admissivel

se existe um morfismo i’ tal que (i, p) € £. Representamos monic admissivel por
—— e epic admissivel por ——

Definigao 2.1.1. Uma estrutura exata em A é uma classe £ de pares nucleo-
contuicleo que é fechada sob isomorfismos e satisfaz os seguintes axiomas:

[EO] Para todo objeto A € A, o morfismo identidade 14 é um monic
admissivel.

[E0°?] Para todo objeto A € A, o morfismo identidade 14 é um epic
admissivel.

37
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[E1] A classe de monics admissiveis é fechada sob a composicao.

[E1°] A classe de epics admissiveis é fechada sob a composigao.

[E2] O pushout de um monic admissivel A ~— B ao longo de um morfismo

arbitrario A — A’ existe e produz um monic admissivel.

[E2°P] O pullback de um epic admissivel A" — B’ ao longo de um morfismo

arbitrario B — B’ existe e produz um epic admissivel.

Definigao 2.1.2. Uma categoria erata é um par (A,E) constituido de uma
categoria aditiva A e uma estrutura exata & em A. Os elementos de £ sdo
chamados sequéncias exatas curtas.

Observagao 2.1.3. Isomorfismos s@o monics admissiveis e epics admissiveis. De
fato, seja f : A — B um isomorfismo isto segue do diagrama comutativo

AL, pB 0
NP
Ar— A 0,

do fato de que estruturas exatas sao fechadas sob isomorfismos e que os axiomas
sao duais sobre si mesmo.

Observacao 2.1.4. Os axiomas sao redundantes e podem ser enfraquecidos. Os
axiomas [EO] e [E0] podem ser substituidos pela afirmacao: 1y, a identidade do
objeto zero, é um epic admissivel. De fato, para um objeto A existe um diagrama
pullback

~

A 14

go

Como 1y é epic admissivel, temos por [E2°?] que [E0%] é verdadeiro. Note que
k’e’f‘(lo) = 102

£

1o
—_—

e RV
. =}
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X

f=0 \ 0
1 1o

0 ——0 0

Entéao, 1y é também um monic admissivel. Assim, de modo analogo para [E0%],
podemos concluir de [E2] que [E0] também vale. Keller prova também em [26] (A.1,
demonstragao da Proposicao step 3) que ou [E1] ou [E1°] pode ser descartado.

Lema 2.1.5. Sejam A, B objetos em uma categoria ezata (A,E). A sequéncia

1
PRGN PS R IR (2.1)

€ exata curta.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que o morfismo fy : 0 — B é o ntcleo
de 1p. Seja f: X — B um morfismo tal que 1zf = 0. Segue f = 0, isto é, f se
fatora por 0. Como o morfismo X — 0 é tnico, fy é o niicleo de 15. Por [E0]
15 é epic admissivel e assim f; é monic admissivel. Do mesmo modo, gg: 0 — A
também é um monic admissivel. Vamos mostrar que o seguinte diagrama é um
quadrado pushout:

>f—O>B

0
[» o ® (2:2)
PRONYPS)

De fato, pela definicao de objeto inicial, o diagrama é comutativo. Sejam f : B — X
e g : A — X morfismos tais que ffy = ggo. Note que [?]{gf} = fe

é ] [ gf } = ¢g. Vamos mostrar que { gf ] ¢ tinica. Seja { g f } um morfismo

talque[(l)][g’f’}:fel(l)][g’f’}:g.Segueg’:gef’:f.Logo,

é um quadrado pushout.

Os morfismos [ (1) ] e [ 1

0 ] sao monics admissiveis por [E2]. Falta mostrar que

[01}:A@B%Béoconﬁcleode[é] ‘A — A®B.Seja | o B | : A®B — X
talque{aﬁ}[(1)]:O.Seguea:().Noteque,B[Ol}:[Oﬁ}:[aﬁ].



40 2.1. CATEGORIA EXATA

1
A (9) Aep 2
> 0>
[a B].-7
\ J 3
X.

Para mostrar a unicidade de 3, considere 5’ : B — X tal que /¢’ [ 01 } = { a f }
Segue 8’ = 3. Portanto, a sequéncia (2.1]) é uma sequéncia exata curta. O

Dada uma categoria aditiva A, a classe &,,;, de pares ntcleo-contucleo
isomorfos a pares do tipo é uma estrutura exata. Além disso, é a menor
estrutura exata que podemos tomar em A. No entanto, se tomarmos £ como a
classe de todos os pares nucleo-conticleo de A nem sempre £ é uma estrutura
exata.

Seja A uma categoria aditiva com ntcleos e conticleos. Um conticleo
g: B — C em A é dito semi-estavel se, para todo quadrado pullback,

o morfismo pr é também um contcleo. De modo dual, um ntcleo f: A — B em
A é dito semi-estdvel se, para todo quadrado pushout,

X By
T -, 8

o morfismo sy é também um nticleo.
Em [27] os autores demonstraram que dada uma categoria aditiva A com
nicleos e contcleos entao a classe de pares nicleo-conticleo

Emaz = {(€, f); e é um nicleo semi-estével e f é um conticleo semi-estével. }

¢ uma estrutura exata em A. Além disso, &4, ¢ uma estrutura exata maximal de
A, isto é, todas as estruturas exatas de A estao contidas em &,,4,.

Proposicao 2.1.6. A soma direta de duas sequéncias exatas curtas € uma
sequéncia exata curta.

~ . 1 d k ~ .
Demonstracio. Sejam A~ A % A" e B+ B -% B” duas sequéncias
exatas curtas. Primeiro observe que, para todo objeto C, a sequéncia

(&12) (d0)
AoCr—— A C —— A"
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é exata curta. Com efeito, o segundo morfismo é uma epic admissivel, porque
é a composicao de epics admissiveis (1 0) c ApC — A e d:Ar— A"
o primeiro morfismo na sequéncia é um nticleo do segundo. De fato, dado um

morfismo [g] : X = Ae C tal que {d 0] lg] = 0 consequentemente df = 0.
Como i = ker(d), existe um tnico morfismo a : X — A’ tal que ia = f. Tome

[Z] : X — A" @ C e note que

o [s)-15]=10)

/
Se [Z, ] : X —» A'@ C é um morfismo tal que

o] 5] [

temos ia/ = f e 10g’ = g. Pela unicidade da fatoragao de f, temos o = «. Assim,

[é 10 1 = ker [d O] e consequentemente ¢ uma monic admissivel. Agora segue
c

de [E1] que (é 2) : A®B »— A® B ¢ uma monic admissivel, porque é a

- (z 0
composicao de

A B — A®d B com
0 1p

14 0 ,
(0 k‘) A B — A® B.

i 0 do
Agora falta mostrar que A’ & B’ —5 (5% A® B —> (62) A” @ B” é um par nucleo-

contucleo. De fato, seja [f g} : A® B — X um morfismo tal que [ f 9} [(Z] 21 =

{O 0}, segue fi = gk = 0. Como d = coker(i) e ¢ = coker(k), existem unicos

a:A”—>X66:B”%Xtaisquead:feﬁc:g.Tome[Oz /8} A"eB" - X
e note que

[ 8] 0] = [aa e =[5 a].

e {0/ 6’] : A" ® B” — X é um morfismo tal que

o 8] |50|=1r 9],

temos o’d = f e f'c = g, pela unicidade da fatoracdo de f e g, @/ = a e

- / () (40)
g = p. Portanto, A’ & B’ ——

A® B — A" @® B” ¢ uma sequéncia exata
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curta. ]

Como consequéncia da Proposicao temos o seguinte Corolario do qual
nao faremos a demonstracao.

Corolario 2.1.7. A estrutura exata € é uma subcategoria aditiva da categoria
aditiva A7 de morfismos compostos de A.

Proposigao 2.1.8. Considere o quadrado comutativo

A" B

fJ Jf’ (2.3)

A~

sendo as flechas horizontais monics admissiveis. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes

1. O quadrado é um pushout

_,Lf ’og!
2. A sequéncia A u Ba A ¢y B’

é exata curta.
3. O quadrado é bicartesiano, isto é, um pushout e um pullback.

4. O quadrado é parte de um diagrama comutativo

A~ B -2, C

1 b =

/

Al sp P,

com linhas exatas.

Demonstragio. (1) = (2) Seja (g h) : B® A — C um morfismo tal

que ( g h ) ( _Z f ) = 0 implica gi = hf. Pela propriedade de pushout,

existe um unico morfismo « : B" — C tal que af’ = g e ai’ = h, ou seja,

a( f! i’) — (g h). Logo, (f/ i’) = cok;e?“( _lf ) Falta mostrar que

< ’ ) : A — B® A’ é monic admissivel. Considere a composi¢ao

—f
1 10 i0
AJM»A@A(fQA@A(MlB@A.

e (3 1) )= (52 (5 D) () - ()

que Lo é um isomorfismo com o inverso Lo . Pelo Lema [2.1.5]

-f 1 f1
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0 1
direta dos morfismos i : A — Bel: A — A’ que sdo monics admissiveis. Pela

< 1 é um monic admissivel. O morfismo ( (Z) 0 cAPA —- B A éasoma

Proposicao [2.1.6, ( (Z) (1) ) A A — B@ A’ também é monic admissivel. Logo,

A—— B A —— B

é uma sequéncia exata curta.
(2) = (3) Sejam g : B — C' e h: A’ — C dois morfismos tais que gi = hf.
Segue que gi — hf = 0 implica ( gh ) ( ) =0, com ( g h ) B A — C.

7
—f
Como ( i ) = coker( _Zf ), existe um unico morfismo « : B’ — C tal

que a( o ) = ( g h ) Assim, af’ = g e ai’ = h. Logo, o diagrama ({2.3])
pushout:

Agorasejam g’ : X — Beh': X — A’ taisque f'g’ = i'h'. Segue que f'g'—i'h' =0

implica ( o ) < —g;z’> = f'gd — ik = 0. Como < _Zf> = ker( 7 ),

. /
existe um 1nico morfismo o : X — A tal que _Z f ) a = < z, ) implica
ia =g e — fa=—h'. Logo, (2.3) é um diagrama pullback:

(3) = (1): Direto da definicao.

(1) = (4): Seja p: B — C' um conicleo de i. Pela propriedade de
pushout, existe um tUnico morfismo p' : B — C' tal que p'f' =p e p'i' = 0.
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Observe que p'f’ = p implica que p’ é um contcleo de i'. Seja g : B’ — X tal que
gi’ = 0. Entao gf'i = gi'f = 0, assim ¢ f’ fatora unicamente sobre um morfismo

h:C — X tal que gf" = hp.

T

/

At p -2,

X lg
K h

X.

Afirmamos que hp’ = g. Isto segue da propriedade de pushout, pois hp'f' = hp =
gf' e hp'i' =0 = gi'.

Note que se temos outro morfismo A’ : C' — X tal que A'p’ = g, entdo, por p’ ser
epimorfismo, h' = h. Logo, p’ é o contucleo de 7'.

(4) = (2): Sejam D, q, ¢ o pullback de p e p’ do diagrama (2.4]). Pelo dual
da implicacao (1) = (4), obtemos o seguinte diagrama comutativo

A=——A
b
A+~ D-*4sB
R
At B 2,0

com linhas e colunas exatas. Como p’ f’ = p, existe um tnico morfismo k : B — D

tal que ¢’k =1 e gk = f'.
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q

D —— B
IR
/ P’ C

Visto que ¢'(1p — k¢’) = 0, existe um tdnico morfismo [ : D — A’ tal que
j,l = 1D — k‘q’.

Note que Ik = 0 porque j'lk = (1p — k¢')k = 0 e j/ é monic, enquanto o calculo
j'li" = (1p — kq')j" implica j’ = 14/, novamente porque j' é monic. Além disso,

ilj = (qi")lj = q(lp — kq')j = —(¢k)(dj) = —f'i = —i'f

implica [j = — f visto que i’ é monic. Os morfismos

(k j):BeA =D e <ql,>:D—>B@A’

sao mutuamente inversos visto que

/

(k‘ j’)(% )qu’—i—j’l:lp e

q N _(dk 43 (18 O
(T = ()= (0 L)

Agora

_Zf [ -
mostra que A g Bo A U g éisomorfoa A 2 D L B m

Observacao 2.1.9. Considere o quadrado pushout

Se j': B — Coker(i’) é um conicleo de ' entdao pela definicdo de pushout

existe um tnico morfismo j : B — Coker(i') tal que jb = 7’ e ji = 0.
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Vamos mostrar que j é o conticleo de . Seja f : B — X um morfismo tal que fi = 0.
Note que 0 = fia = fbi’. Pela defini¢do do conticleo j', existe um tinico morfismo
g : Coker(i') — X tal que gj’ = fb. Note que gji =0 = fi e fb = gj’ = gjb.
Pela unicidade da definicao de pushout, f = gj. Falta mostrar que g é tinico. Seja
g : Coker(i) — X tal que ¢'j = f = gj. Temos ¢'j' = ¢'jb = fb = gj'. Pela
unicidade da fatoragdo de fb por Coker(i'), ¢ = g. Logo, j é o conticleo de 1.
Assim, temos o diagrama

-/

A p Coker(i")

Ja o J” | H (2.5)

A—— B —L Coker(i).

comutativo com linhas sendo sequéncias exatas curtas que chamamos de diagrama
pushout. De modo andlogo, se j: B — C ¢é um contucleo de i podemos provar
que j' = jb é um conicleo de i’ E novamente temos o diagrama pushout (2.5]).

Corolario 2.1.10. O diagrama da forma

7]? 'f e
é bicartesiano e A @ AaC M C" ¢€ exata curta.

Demonstracio. Segue da Proposicao [2.1.8 e seu dual que os quadrados sdo
bicartesianos ao longo de uma flecha comum produz outro quadrado bicartesiano,
que acarreta a primeira parte e o fato que a sequéncia da segunda parte é um par
/
’ . ~ I _ / f 0 . 1 £l
nucleo-contcleo. A equagao ( Jgf c ) = ( g c ) ( 0 1o ) exibe ( Jgf c )
como uma composicao de epics admissiveis pelas proposicoes.

Proposicao 2.1.11. O pullback de um monic admissivel i : A — B ao longo de
um epic admissivel e : B' — B produz um monic admissivel i’ : A" — B’.

A B

o o |

At B.
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Demonstragao. Considere o diagrama

|
I
e/ PB le H

A B —2 Coker(i).

Pelo Axioma [E2°P] existe o pullback. Seja p um coniicleo de i, assim é uma epic
admissivel e pe é uma epic admissivel pelo Axioma [E1°P]. Em qualquer categoria,
o pullback de um monic é monic ( se existe). Para provar que " é um monic
admissivel, é suficiente provar que ¢ é um nicleo de pe. Suponha que ¢’ : X — B’
é tal que peg’ = 0. Visto que i é um nicleo de p, existe um tnico f: X — A tal
que eg’ = if. Pela propriedade de pullback, existe um tnico f': X — A’ tal que
ef'=feif =¢g.Sejah:X — A tal que i'h = ¢’. Como ¢' é monomorfismo e
i'h=¢g =14f, h= f". Logo, i’ é o nicleo de pe. H

Proposigao 2.1.12 (Axioma Obscuro). Seja i : A — B um morfismo em A
admitindo um conicleo. Se existe um morfismo j : B — C' em A tal que a composta
ji: A — C seja um monic admissivel, entdo i ¢ um monic admissivel.

Demonstracio. Seja k : B — D um conticleo de i. Na demonstragao da Proposicao
2.1.6| observamos que a sequencia

(0] 6 9]
A—— BoC —— DpC

é exata. Considere o seguinte diagrama:

A—" B b D
| )]
AW B@C@D@C.

Visto que o quadrado direito é um pullback, £ é um epic admissivel e ¢ é um
nucleo de k, entao ¢ é um monic admissivel. O

Corolario 2.1.13. Sejam (i, p) e (i’, p’) dois pares de morfismos cuja composi¢ao

estd definida. Se o par ([ (2) ?, 1 , [ (1)31(0)’ 1) ¢ uma sequéncia exata curta, entdo

(i, p) e (i’, p’) sdo sequéncias exatas curtas.

Demonstragio. Os pares (i,p) e (7', p’) sdo pares nicleo-conticleo. Visto que i tem
p como um conucleo e que

()=

¢ um monic admissivel, o Axioma Obscuro implica que 7 é um monic admissivel.
Entéao (7, p) é uma sequéncia exata curta. De modo andlogo, (i, p’) também é uma
sequéncia exata curta 0
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Proposicao 2.1.14. Seja (A,E) uma categoria exata. Um morfismo de

uma sequéncia exata curta A’ B’ C'  para outra sequéncia
exata curta A B C  se fatora sobre uma sequéncia exata curta
A D C’

PURSEE : i e

ool

Ar—"— D —— '

|, L

A1 B9, ¢

de tal modo que os dois quadrados marcados BC' sao bicartesianos. Em particular
existe um isomorfismo canonico do pushout A Ux B’ com o pullback B x¢o C'.

Demonstragdo. Seja

um morfismo entre sequéncias exatas curtas. Pelo Axioma [E2], existe o pushout

deae f

A’>L>B'

la lb'

A—"3 D

que é também um diagrama pullback, pela Proposigao [2.1.8 Pela defini¢ao de
pushout, existe um tnico e : D — C’ tal que eb = ¢’ e em = 0. Novamente pela
definicado de pushout, existe um tnico b” : D — B tal que 0"V =be b'm = f.
Vamos mostrar que coker(m) = e. De fato, seja um morfismo a : D — X tal
que am = 0. Note que at/f" = ama = 0. Como ¢ = coker(f’'), existe um
unico morfismo g : C! — X tal que 8¢’ = ab’. Pela definicao de pushout, existe
um unico morfismo v : D — X tal que 40’ = B¢’ e ym = 0. Observe que
Beb! = g’ = ab' e fem = 0 = am, segue da unicidade da definicao de pushout
que fe = v = «a. Suponhamos que ' : " — X é um morfismo tal que e = a,
entdao g = p'ell = al/. Pela definicao de coker(f’), temos 5 = (. Entao,
e = coker(m). Logo, A+ D - C’ é uma sequéncia exata curta.

Observe que cg’'f’ = 0a = 0. Pela definicao de pushout, existe um tnico
morfismo 6 : D — C tal que 60/ = ¢g’ e dm = 0. Observe também que
cel = cg = gb = gb'b e cem = 0 = gf = gb’m. Entao, ce = 6 = gb".
Assim, o diagrama
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A-"4 D% C
| b
A B s C

é comutativo e como tem linhas exatas, pela Proposigao [2.1.8] o quadrado da
direita é um pullback e, consequentemente, é bicartesiano. O

Lema 2.1.15. Considere o diagrama

A~24 B X
>

|k

Ar250 - 25Y

&—
&)
N
AéAA

N
N «

tal que as duas primeiras linhas horizontais e a coluna do meio sio exatas curtas.
Entao a terceira coluna existe, é exata curta e é unicamente determinada de
forma que faz o diagrama comutar. Além disso, o quadrado acima e a direita é
bicartesiano.

Demonstracao. Vamos mostrar a existéncia de z. Como a primeira linha ¢é exata,
by = coker(ay). Note que bya; = ay. Entao ¢1bea; = cjas = 0 pois a segunda linha
é exata curta. Pela definigao de coker(ay), existe um tnico x tal que xb; = c1bs.
Agora vamos mostrar a existéncia de y. Da exatidao da segunda linha temos
¢1 = coker(ag). Como ay = boa; e a coluna do meio é exata, caag = coboa; = 0.
Pela defini¢ao de coker(ay) existe um unico y tal que yc; = ¢o. Pela Proposigao
2.1.8 o quadrado contendo x é bicartesiano. Segue que  é monic admissivel e y é
seu contcleo. O

Corolario 2.1.16 (Lema 3 x 3). Considere um diagrama comutativo

oL p Lo

I

AL B2 ,¢C

N

A f B g’ C//

tal que as colunas sao exatas curtas e uma das sequintes condicoes vale:

1. a linha do meio e qualquer das outras duas linhas € exata curta;

2. as duas linhas das extremidades sao exatas curtas e gf = 0.

Entdo a linha que resta € exata curta também.
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Demonstra¢io. Vamos provar (1). As duas possibilidades sdo duais, entao
precisamos considerar apenas um caso. Consideremos que as duas primeiras
linhas sdo exatas. Aplicando a Proposicao para as primeiras duas linhas,
obtemos o diagrama comutativo

ot p Lo
oo [ |
A D2

|, Lose |

At B2, ¢

com ji = b. Note que i e j sdo monics admissiveis pelo Axioma [E2] e pela
Proposi¢ao respectivamente. Pela Observagao [2.1.9) o morfismo ¢’ : D — A”
determinado por i'i = 0 e 7 f = o’ é um conticleo de i, enquanto o morfismo
j": B — C" dado por j' = g = ¢"'b' é um coniicleo de j. Sabemos que o diagrama

B ' D" A

| b

B' "~ B —"» B"
N
C/l [— C/l

é comutativo, entdo, pelo Lema [2.1.15] (f”, g”) é uma sequéncia exata curta. Logo,
resta provar que f”7' = b'j, visto que as outras relagoes de comutatividade b = ji
e ¢"b = j’ valem por construgao. Vamos aplicar a propriedade de pushout do
quadrado A’B’AD. Temos (f"i)i = 0 = b'b = (Vj)i e (Wj)f = Vf = f'd =
(f"i"f, que junto com (f"i'fla = (f"'i)f' = 0 e (Vjfla = f'da = 0 =
bof' = (b'ji)f’, mostra que f"i’ e b'j sdao solugbes do mesmo problema pushout,
consequentemente sao iguais. Isto resolve o caso (1). Agora vamos provar (2).
Tomamos o pushout de ¢’ e b. Assim temos o seguinte diagrama comutativo com
linhas e colunas exatas,

f B/ g/

A c’
N G
A—+B—1 %D
I
B

Jv

B//

em que o conucleo k' de k é determinado por £'j = b e k'k = 0, enquanto i = bf’
é um nticleo do epic admissivel j, pela Observagao [2.1.9 e Proposigao 2.1.11} A
propriedade de pushout do quadrado B'C'BD aplicada ao quadrado B'C'BC
produz um unico morfismo d' : D — C' tal que d'k =ce d'j = g. O diagrama
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¢ —— ('
I
D—%

o e
1"

B 9 C"

tem linhas e colunas exatas e é comutativo. De fato, pela construc¢ao de d’ temos
¢ = d'k, enquanto dd = ¢"k' segue de dd'j = g = ¢"V = ¢"K'j e o fato de
que j é um epimorfismo. Concluimos da Proposicao que DCB"C" é um
pullback, assim d’ é um epic admissivel e ¢ = d’j também é. O tnico morfismo
d: A" — D tal que k¥'d = " e dd = 0 é um ntcleo de d'. Pela propriedade
pullback de DC'B"C", o diagrama

A/ A/

AL . p_92,¢C

At s p 40

—
g\
<

é comutativo visto que k'(da) = f"ad' =V f =K (jf) e d(dd’) = 0gf = d'(jf).
Segue da Proposicao que ABA"D é bicartesiano, assim f é um ntcleo de g,
pela Proposicao [2.1.11} O

Seja a : A — B um monic admissivel e epimorfismo. Como « é monic
admissivel, tem um conticleo tal que A »* B — Coker(a) é uma sequéncia

exata curta. Como « é epimorfismo, Coker(a) = 0. Assim, a = ker(B — 0) e
pela definicao de nicleo, existe um tnico morfismo v : B — A tal que ay = 1p.
Note que,

aya =a = aly.

Como « é monic, ya = 14. Logo, a é um isomorfismo.

Definigao 2.1.17. Uma categoria aditiva A é idempotente completa se para todo
idempotente p : A — A, isto é, p?> = p, existe uma decomposicio A = K & I de A

talquep%’(g (1) .

Observagao 2.1.18. A categoria aditiva A é idempotente completa se, e somente
se, todo idempotente tem um nticleo. De fato, suponha que todo idempotente tenha
um nucleo. Seja k : K — A um nicleo do idempotente p : A — Aei: 1 — A
um nicleo do idempotente 1 — p. Porque p(1 — p) = 0, temos (1 — p) = ki,
para um tnico [ : A — K e porque (1 — p)p = 0, temos p = ij para um unico
j A — I. Visto que k é monomorfismo e kli = (1 — p)i = 0, temos li = 0 e
porque klk = (1 — p)k = pk + (1 — p)k = k temos Ik = 1x. Similarmente, jk = 0

ejile.Portanto[k i}:K@I—>Ae(;):A%KGB]séoinversosum
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dooutroe(é)p(?)z(é)ij(k: z):<8 fj),comodesejado.Note

que construimos uma analise de p:
A £ A
K I K,

em particular k: K —— A éum ntcleodepe i:I >~ A ¢é uma imagem
de p. A reciproca é mais direta.

Proposicao 2.1.19. A categoria aditiva A € idempotente completa se, e somente
se, todo idempotente p tem nicleo.

Demonstracio. Seja p : A — A um idempotente de A. Considere k : K — A e
i: I — A os nicleos de p e 1 — p respectivamente. Como p(1 — p) = 0, existe
um unico morfismo [ : A — K tal que kIl = 1 — p. Como (1 — p)p = 0, existe
um tnico morfismo j : A — [ tal que ij = p. Segue 0 = (1 —p)i = kliek
monic implica i = 0. Também segue k = pk = pk+k = pk+ (1 — p)k =
(1 — p)k = klk e k monic implica [k = 1, 0 = pk = ijk e i monic implica jk =0
ei=(1—p)i—(1—p)i+i= —pi+pi+i= (1—p)i+pi = pi = iji e i monic implica
ji = 1;. Assim, temos os morfismos ( k i > Kol — A, (é ) A Kal

que sao inversos um do outro:

(ki)(;>:M+U:1—p+p:1

()= )= (% 0

Entao, A= K & I. Agora, note que

l . l .
(j)p(k ”:(j)(pk M=
Ipk Ipi \ _ ( ligk liji\ (0 0
Jjpk  jpi Jigk  jiji 0 1

~ (0 0
Logop:(o 1}).

Reciprocamente, seja p : A — A um idempotente de A. Tome K e [

objetosdeAtaisqueA§K@Iep%’<8 10> H
I

Definicao 2.1.20. Um morfismo r : B — C' é chamado de retragdo se existe uma
secdo s :— B de r no sentido de rs = 1¢. Dualmente, um morfismo ¢: A — B é
corretragdo, se admite secdo s: B — A, isto é, sc = 14.

Observagao 2.1.21. Retragoes sao epics e corretragoes sao monics. Além disso,
uma se¢ao de uma retragao é uma corretracao e uma sec¢ao de uma corretracao é
uma retracao.
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Observacao 2.1.22. Assuma que r : B — (' é uma retracdo, com secio
s : C — B. Entao sr : B — B é um idempotente. Provaremos que este
idempotente dda um acréscimo para uma decomposi¢cao de B, se r admite um
nicleo £ : A — B. De fato, visto que r(1g — sr) = 0, existe um unico
morfismo ¢t : B — A tal que kt = 1p — sr. Segue que k é uma corretragao,
pois ktk = (1 — sr)k = k implica tk = 14. Além disso, kts = 0, assim ts = 0,

, . . t
consequentemente ( k s ) : A®C — B éum isomorfismo com inverso ( , ) Em
particular, as sequéncias A — B — C e A— A® C — C sao isomorfas.

Lema 2.1.23. Em wuma categoria aditiva A as segquintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. Toda corretracao tem um contcleo.

2. Toda retracio tem um nicleo.

Demonstrag¢io. Por dualidade é suficiente provar que (2) = (1). Sejac: C — B
uma corretracao com se¢ao s. Entao s é uma retracao e, assumindo 2, admite um
ntcleo k : A — B. Pela discussdo na Observagao [2.1.22] k é uma corretragdo com
secao t: B — A et é um contcleo de c. m

Definigao 2.1.24. Se as condi¢oes do Lema [2.1.23] valem, entao a categoria A é
chamada fracamente idempotente completa.

Corolario 2.1.25. Seja (A, E) uma categoria exata. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. A categoria aditiva A é fracamente idempotente completa.
2. Toda corretracdo € um monic admissivel.

3. Toda retracao é um epic admissivel.

Demonstracio. Da Observacao [2.1.22, se uma retracdo r : B — (' admite
um nucleo, entdo existe uma sequéncia A — B — C que é isomorfa a

sequéncia exata cindida A ~— A @ C ~— C. Consequentemente, r é um epic
admissivel pelo Lema [2.1.5] Logo 1 implica 3. Por dualidade 1 implica 2 também.
Reciprocamente, todo monic admissivel tem um contcleo e todo epic admissivel
tem um nicleo, consequentemente 2 e 3 implicam 1. O

Proposicao 2.1.26. Seja (A, E) uma categoria exata. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

1. A categoria aditiva A € fracamente idempotente completa.

2. Considere dois morfismos g: B —C e f: A— B. Segf : A— C éum

epic admissivel, entao g é uma epic admissivel.

Demonstragio. (1) = (2): Forme o pullback sobre g e gf e considere o diagrama
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que prova que ¢ é uma retracdo. Assim, ¢’ tem um nucleo K’ — B’, pois o
diagrama é um pullback, a composta K’ — B’ — B é um nucleo de g e agora o
dual do Axioma Obscuro diz que g é um epic admissivel.

(2) = (1) Seja r : B — C uma retragao com segao s : C'— B. Como 1¢ é
epic admissivel, r é epic admissivel. Logo existe ker(r). O

Corolario 2.1.27. Uma categoria exata é fracamente idempotente completa se, e
somente se, tem a sequinte propriedade: todo morfismo g : B — C' tal que existe
um diagrama comutativo

A

Sy

—
Q

AN
N

Q

¢ epic admissivel.
Demonstracao. Uma categoria exata fracamente idempotente completa desfruta
da propriedade estabelecida pela Proposicao [2.1.26]

Reciprocamente, sejam r: B — C' e s : C — B tal que rs = 1¢. Queremos
mostrar que r é um epic admissivel. As sequéncias

(4) )

B>—>B@CM»C e C H»

BoC B

sao exatas cindidas, assim ( rl ) e ( 1s ) sao epics admissiveis. Como o diagrama

BacC 1% B

e

C

é comutativo, r é um epic admissivel. n

Definicao 2.1.28. Um morfismo f : A — B em uma categoria exata

f
A B
Xy %
I
é chamado admissivel se ele se fatora como uma composicdo de uma monic

admissivel com uma epic admissivel. Nos diagramas, denotamos morfismo
admissivel como —+ em diagramas.
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Lema 2.1.29. A fatoragcdio de um morfismo admissivel é unica a menos de
isomorfismo. Mais precisamente, em um diagrama comutativo da forma

)

existe um unico morfismo 1,1 fazendo o diagrama comutar. Em particular, i e i
sao isomorfismos mutuamente inversos.

Demonstragdo. Seja k um nucleo de e. Visto que m’e’k = mek = 0 e m’ é monic
temos €'k = 0, consequentemente existe um tnico morfismo ¢ : I — I’ tal que
¢ = ie. Além disso, m'ie = m'e’ = me. Como e é epic obtemos m'i = m.

Dualmente para i’ O

Um morfismo admissivel tem uma anélise

NN

na qual k£ é um nucleo, ¢ é um contcleo, e é uma coimagem e m é uma imagem
de f e a classe de isomorfismos de K, I e C' esta bem definida pelo Lema [2.1.29]

Lema 2.1.30. Morfismos admissiveis sdo estdveis sob pushout ao longo de monics
admissiveis e pullbacks ao longo de epics admissiveis.

Demonstracio. Seja A — I — B uma fatoracao de um morfismo admissivel
em um epic admissivel e um monic admissivel. Para provar a parte do pushout
construa o diagrama

A I B

A I B’
A Proposicao [2.1.11] diz que A" — I’ é um epic admissivel e o restante da
demonstracao ¢é direta. O

Definicao 2.1.31. Dizemos que uma sequéncia de morfismos admissiveis

!

A { A d A
XIV \I//

é exata se I »— A — I' é uma sequéncia exata curta. Sequéncias longas de
morfismos admissiveis sdo exatas se a sequéncia dada por quaisquer dois morfismos
consecutivos ¢ exata.
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Lema 2.1.32 (Lema das Cinco). Se o diagrama comutativo

Ay Ay As Ay As
A
By By Bs By Bs

tem linhas exatas entdo f € um isomorfismo.

Proposicao 2.1.33. Assuma que A ¢é uma categoria exata fracamente
idempotente. Sejam f : A — B e g : B — C morfismos admissiveis tais que
h=gf:A— C étambém admissivel. Entdo existe uma sequéncia exata

Kerf —— Kerh —— Kerg —— Cokerf —— Cokerh —— Cokeryg.

Demonstragio. Observe que o morfismo Ker(f) — A se fatora sobre

Ker(h) » A via um tnico morfismo Ker(f) — Ker(h) que é um monic
admissivel, pela Proposigao [2.1.26]

Seja Ker(h) — X um contcleo de Ker(f) »— Ker(h). Dualmente,

existe um epic admissivel Coker(h) — Coker(g) com Z »— Coker(h) como

nicleo. O Lema[2.1.15] implica que existem dois diagramas comutativos com linhas
e colunas exatas

Im(h) == Im(g) —— Z

| I I I

Ker(f) —— Ker(h) —»
1

I
m
|
m

Ker(f) II f)y ¢ Im(h) 17 Coker(h)
Im(h) == Im(h) Coker(g) = Coker(g).

E facil ver que existe um monic admissivel X »— Ker(g) cujo contcleo

denotamos por Ker(g) — Y. Portanto, o Corolério [2.1.16| produz um diagrama

comutativo com linhas e colunas exatas

X — Ker(g) —— Y

I [ I

Im(f) B Coker(f)

[ l |

Im(h) —— Im(9) ——— Z.

A sequéncia-Ker-Coker desejada é agora obtida pelo encaixe: comega com a
primeira linha do primeiro diagrama, emenda com a primeira linha do terceiro
diagrama, e continua com a terceira coluna do terceiro diagrama e a terceira
coluna do segundo diagrama. A naturalidade afirmacao é direta. O
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Lema 2.1.34. Seja A uma categoria exata em que cada triangulo comutativo de
morfismos admissiveis produz uma sequéncia-Ker-Coker exata sendo a exatidao no
sentido de morfismos admissiveis. Entao A € fracamente idempotente completa.

Demonstragao. Usando o critério no Corolario [2.1.27] precisamos mostrar que
todo diagrama comutativo da forma

At B
Xlg
C

o morfismo ¢ é um epic admissivel. Dado tal diagrama, considere o diagrama
Ker(f) —— A

Sk

C

cuja sequéncia-Ker-Coker associada é

0 —— Ker(f) —e— Ker(h) B <5 C 0

tal que g é um epic admissivel. O

Corolario 2.1.35 (Lema da Serpente). Seja A fracamente idempotente completa.

Considere um morfismo de sequéncias exatas curtas A — A — A" e

B ~— B — B"” com componentes admissiveis. Existe um diagrama comutativo

com linhas e colunas exatas e existe um morfismo de conecgio § : K" — '
apropriado para uma sequéncia exata

/

K’ k K 4 K" J C c C ¢ ol

dependendo naturalmente do morfismo de sequéncias exatas curtas.

Demonstragao. Pela Proposicao e Lema [2.1.30, obtemos o diagrama
comutativo
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Al A A
et
B D A
S SR
B B B

(mais precisamente, o diagrama é obtido formando o pushout A’AB’'D). A
sequéncia-Ker-Coker de um triangulo comutativo de morfismos admissiveis

A—— D

.

B

produz o resultado desejado, pela Observacao [2.1.9, O

Observacao 2.1.36. Usando a notacao da demonstracao do Lema considere o
diagrama

Kerf A
P
C

C

|

A sequéncia Kerf —— Kerh B4 C 0 0 fornecida

pelo Lema da serpente mostra que g é uma epic admissivel. Segue que o Lema da
serpente pode valer somente se a categoria é fracamente idempotente completa.

—




Capitulo 3

Categoria Grothendieck e
Categoria Exata do Tipo
Grothendieck

Em 1957, Alexandre Grothendieck [9] provou que uma categoria abeliana
possuindo as ferramentas necessarias tais como limites diretos exatos e a existéncia
de um gerador, poderia ter suficientes injetivos. Com a demonstracao deste fato,
tem-se uma alternativa para demonstrar que a categoria dos modulos de um anel
também tem suficientes injetivos.

Em vérios contextos frequentemente considera-se categorias mais gerais que
categorias Grothendieck. Isto motivou Stovicek [10] a definir uma categoria exata
que tenha suficientes injetivos. Ele fez isso trazendo a configuracao da categoria
de Grothendieck para categoria exata e fazendo as adaptagoes necessarias.

Neste capitulo apresentamos a definicdo de categoria Grothendieck,
categoria eficiente, categoria exata do tipo Grothendieck e algumas defini¢oes e
resultados necessarios para demonstrar que a categoria Grothendieck e a categoria
exata do tipo Grotendieck tem suficientes injetivos. Os conceitos trabalhados neste
capitulo podem ser encontrados em [9],[10], [19], [28]. Neste capitulo assumimos
que o leitor esteja familiarizado com o conceito de numeros ordinais e numeros
cardinais que podem ser encontrados em [29].

3.1 Categoria Grothendieck

Nesta secao definiremos a categoria Grothendieck, apresentaremos alguns
resultados necessarios com relagao a exatidao de limites e o argumento de objetos
pequenos de Quillen, que pode ser encontrado em [28], para demonstrar que a
categoria Grothendick tem suficientes injetivos.

59
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3.1.1 A exatidao de limites diretos

Seja C uma categoria abeliana cocompleta. Pelo dual da Proposicao [1.2.33,
o funtor colimite lim : F un(Z,C) — C é exato a esquerda. Assim limites diretos
sao exatos se, e somente se, eles preservam monomorfismos. Sejam C' um objeto
de C e (C;); uma familia direta de subobjetos de C. Se os limites diretos em C sao
exatos, entao hgrl C; é um subobjeto de C' que coincide com Z C;, e é chamado

I
de unido direta dos subobjetos C;. A exatidao de limites diretos, implicam, em
particular, que unides diretas preservam intersecoes finitas, assim, para qualquer
subobjeto B de C, tem-se

> _Ci)ynB=> (C;NB). (3.1)

Lema 3.1.1. Se C satisfaz (3.1)) e seja (C;)r um sistema direto de objetos em C,
entdao, para cada k € I, tem-se

Ker(Cy — lim C) = > Ker(Cy, — Cy).

Jj>k
Demonstracao. Pela Proposicao [1.2.29]

liﬂ@ = C’oker(@ Csn) — @C’Z) e
Y i

In = s yij — sy Csny) = P Ci

Para cada k € I, existe um diagrama comutativo
D
I
>
X

i

de morfismos canonicos. Seja R o subconjunto de I x I consistindo dos pares (i, j),
com ¢ < j. Para cada S C R, colocamos

CS = Z [m(uz — uj’}/ij) - @Cz,
1

(i,5)€S

sendo v;; : C; — C; o morfismo canodnico, para ¢ < j. Entao liﬂ(]i = LBCIRQ, De
fato, pela definicao de coproduto,
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Além disso, Im(ly) = Ker(coker(ly)) e

Cson

Qi
D
09

[m(l,\)

com [ epimorfismo e vy, monomorfismo. Pela definigdo de coproduto, existem
unicos morfismos [ e 7 que fazem o seguinte diagrama comutar:

Py L PIm(ly) -1+ DG
A Y

I
IA
us(A)T T
l/

Cspy ——— Im(ly)

Como xly = Iy, para todo A, segue que vl'ugn) = [5, para todo A. Pela unicidade
de @, temos v’ = a. Pelo dual da Proposicao [1.1.14] [ é epimorfismo. Assim,

> Im(ly) = Im(y) = Ker(coker(y)) =

Ker(coker(yl')) = Ker(coker(a) = Im(a)

D Cen — @D 1m(ly) — P Ci —— Coker(y1')
A I -

A .
Igs

X

isto ¢, Cr = >_ Im(l\) = Im(a). Logo,
)

& coker(a) ,.

N
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D, C
Cr

Para cada S C R subconjunto finito de R, temos um morfismo induzido
Vs © Djyes Im(ui — ujvig) — @; Ci e Im(vs) = L jyes Im(ui — ujvi;) = Cs.
Segue o morfismo induzido ¢ : g Cs — @, C;. Considerando

D Im(u; —ujyij) = > Im(u; —ujvi),
(i,9)eS (3,7)€S

Como a = af3, segue que coker(a) = coker(a). Como a é monic, lim C; =

o epimorfismo da fatoracao da Im(vs), ugj)s : Im(ui —u;yi;) — @ jyes Im(u; —
ujvij) € us 2 5es Im(us—u;vij) — @g Cs inclusdes, temos o morfismo induzido
2 B jer Im(u; — ujyi;) — @g Cs. Pela unicidade da defini¢ao de coproduto,
o =1.

(t.j)eR s ¢
U(mﬁ “4
/

U(i.4) g
Im(l —5 @ Im(lg ) —— Y pes Im(li )
(i,9)€S

Vamos mostrar que p é epimorfismo. Seja f : @g > Im(l; ;) — X tal que fu = 0.
Segue que fuug ;) = 0, para todo (i,j) € R. Entao fusysui,j)s = 0, para
todo S subconjunto finito de R e para todo (i,7) € S. Isto implica fugys = 0,
para todo S subconjunto finito de R. Como vy é epimorfismo, fug = 0, para
todo S subconjunto finito de R. Logo, f = 0. Portanto, ;1 é um epimorfismo.
Consequentemente,

> Im(lig) = Im(y) = Im(6p) = Im(5 ZCS

(,7)ER

Assim, para cada k € I, tem-se Ker(l},) = u;, ' (Cr) = Sgu;, ' (Cs), pela hipdtese.
Agora para mostrar que Ker(lx) = > Ker(y;), é suficiente mostrar que, para
todo S finito, tem-se u; '(Cg) C Ker(vyxs), para algum s > k. Visto que S é finito,
pode-se escolher s € I tal que k < s e (i,5) € S implica i < s, 7 < s. Definimos
B, C; — Cg tal que

3 Vis se1<'s
U; = , .
' 0 caso contrdrio

Para cada (i,7) € S, tem-se B(u; — u;vij) = Vis — VjsVij = 0. Assim Cg C Ker(f).
Consequentemente, u;,'(Cs) C uyp'(Ker(B)) = Ker(Buy) = Ker(ys), como
desejado. O]

Proposicao 3.1.2. As sequintes propriedades de categoria abeliana cocompleta C
sao equivalentes:

1. Limites diretos sao exatos em C.
2. C satisfaz a condigio (Y C;)N B =Y (CiN B), na qual C; sio subobjetos
I I
de um objeto C de C e B é um objeto de C.
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3. Para todo morfismo a : B — C' e familia direta (C;); de subobjetos de C,

tem a (D _Cy) =Y a N ().
Demonstragio. (1) = (2): Para cada ¢ € I, considere o diagrama pullback

[ e ]

Aplicando o funtor limite temos

[ J

como o funtor limite preserva limites e o pullback é um limite, o diagrama acima é
um pullback. Por hipotese, o limite direto é exato. Logo preserva monomorfismos.
Assim temos o diagrama pullback

S(C;NB) —— B

[ e ]

(2) = (3): Sejaa: B — C. E o™ (C;) dado por

aY(Cy) ——

Ja
C;

(2

B
la (3.2)
C.

Note que a se fatora como B -% Im(a) -+ C' com & sendo um epimorfismo e
~ monomorfismo. Construindo o pullback, temos

C; N Im(a) —— Im(a)

= |

Note que yab = ab = ca, entdo existe um tnico 8 : a1 (C;) — C; N Im(a) tal
que o seguinte diagrama comute:
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(3.3)

CiNIm@a) —— Im(a).

Vamos mostrar que é pullback. Sejam f: X — Beg: X — C;NIm(«) morfismos
tais que yg = af. Segue que cxg = vyg = ya&f. Pela propriedade pullback do
quadrado (3.2), existe um tinico morfismo A : X — a~1(C;) tal que zg = 2\ e

f =D
D% f
-

Oé_l(ci) 417)

B
o |
C.

zg

Como z é monomorfismo, g = SA. Logo, (3.3 é um pullback. Note que

Y1 Im(a) 0

0 —— Cl N Im(a) i> Im(a) C;NIm(a)

é exata, consequentemente, y = ker(y;). Pela Proposicao [1.2.12) b = ker(y,«), ou
seja,

0 —— a7'(Ci) —— B 5 oy —— 0

é exata. Assim, temos o diagrama

3 b 1 Im(a
0 — « 1(Cz‘) B —* Ciﬂh(n()a) 0
8 ¢ H
T Y
c c1 C
. G p g 0.
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Pela Proposicao [1.2.34] temos o diagrama

0 —— S a {(C) Ling (cfm%ga» 0

T

0 —— G G

As duas primeiras linhas formam um diagrama pullback, entao o primeiro quadrado
a esquerda é um pullback. Por hipétese, >-(C; N Im(a)) = (3 C;) N Im(a). Segue
que o quadrado a esquerda abaixo é um quadrado pullback pela definicao de
intersecao. Assim, como os dois quadrados a esquerda sao pullbacks, temos que o
retangulo maior a esquerda é um pullback, a saber

SaY(C) —— B

| |

Logo, pela definicdo de imagem inversa, Y. a~}(C;) = a7 (X C)).
(3) = (2): Se B é um subobjeto de C' e (C;); é uma familia direta de

subobjetos de C, entao aplica-se (¢) ao monomorfismo a: B — C, e obtém-se

a(2C)=BNYC; —— B

| |

> C; C.

Logo, BN (X C;) = a1 (X C) = S a '(C;) = (BN C;). Resta provar que
2 e 3 implicam 1. Seja «; : B; — (), para cada ¢ € I, um sistema direto de
monomorfismos em C, com morfismos candnicos f3;; : B; = Bj e v;; : C; = C},
quando 2 < j. Existem diagramas comutativos

BZLCQ

llé lzi

Tomemos K = Ker(a). Visto que lim B; = > ; Im(l}) pela Proposicao [1.2.29]
temos K = KN (X Im(l})) = > (K NIm(l)). Portanto, é suficiente mostrar que
KNIm(l}) =0, para todo i € I. Suponhamos, por contradigao, que KNIm(l;) # 0.

Segue que [ '(K) # 0 em B;. Com o uso da Proposicio |1.2.12 e Lema m,
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obtemos

04171 (K) = Ker(al)) = Ker(lia;) = ofl(Ker(l )
= ai_l(z Ker(fyw ZCY KBT’ %J )

= ZKe_r(%jai) = ZKer(ajBij) = ZKer(ﬂij)
= Ker(l}).

Isto implica Im(l}) N K = I}(I;"'(K)) = 0, uma contradi¢do que finaliza a prova
da proposicao. O

3.1.2 Injetivos em categorias Grothendieck

Definicao 3.1.3. Uma categoria abeliana C é chamada categoria Grothendieck
se existem um gerador e limites diretos e os limites diretos sao exatos.

A existéncia de um gerador implica que, dado um objeto M de uma
categoria Grothendieck A, existe um conjunto de subobjetos.

Definigao 3.1.4. Seja A uma categoria Grothendieck. Seja M um objeto de A.
O tamanho |M| de M é a cardinalidade do conjunto de subobjetos de M.

Lema 3.1.5. Seja A uma categoria Grothendieck. Se
0O — M — M — M —20

¢ uma sequéncia exata curta de A, entao |M'|,|M"| < |M]|.

Lema 3.1.6. Seja A uma categoria Grothendieck com gerador G.

1. Se |M| < K, entao M € o quociente de uma soma direta de, no mdzimo, K
copias de G.

2. Para todo cardinal k, existe um conjunto de classes de isomorfismos de
objetos M, com |M| < k.

Demonstragio. Para (1) escolha, para todo subobjeto préprio M’ C M um
morfismo ¢, : G — M cuja imagem nao esta contida em M’. Entao

Smcmem : BwemG = M
é sobrejetiva. E claro que (1) implica (2). O

Definicao 3.1.7. Sejam C uma categoria, I C obC e o um ordinal. Um objeto A
de C ¢ dito a-pequeno com relagao a I se sempre que {Bg} é um sistema sobre «
com aplicagoes transitivas em I, entao a aplicacao

hg"l HOmc(A, BB) — HOmc(A, hg"l Bg)

Bea Bea

¢ um isomorfismo.
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Proposicao 3.1.8. Seja A uma categoria Grothendieck. Seja M um objeto de
A. Seja k = |M|. Se a é um ordinal cuja cofinalidade é maior que k, entao M é
Q-PEqUENO COM, TESPEILO O INjecoes.

Demonstracao. Precisamos apenas mostrar que a aplicacao

hﬂ HOmc(A, Bﬁ) — HOmc(/L hﬂ Bﬁ)

Bea BEw

¢ uma sobrejecao. Seja f : M — lim Bz um morfismo. Considere os subobjetos do
colimite B = UgBj. Se um deles, digamos f_;(Bg), preenche M, entao o morfismo
fatora sobre Bg. Suponha o contrério, isto é, que todos f_1(Bjs) sejam subobjetos
proprios de M. Contudo, porque A tem colimites filtrados exatos, temos

lim FLy(Bg) = f-1(lim Bg) = M.

Agora, existem no méaximo k subobjetos diferentes de M que ocorrem em f_1(B,),
por hipdtese. Assim, podemos encontrar um subconjunto S C « de cardinalidade
no maximo k tal que como (' varia sobre S, o f~(Bgs) varia sobre todo os
f7Y(B,). No entanto, S tem uma cota superior & < «, j4 que « tem cofinalidade
maior que k. Em particular, todos os f~(Bg ), 8’ € S, estdo contidas em f~!(Bs).
Logo f~'(Bs) = M. Em particular, a aplicagio se fatora através de Bg. O]

Na categoria dos médulos de um anel, o critério de Baer a partir do lema de
Zorn, nos da uma caracterizacao de modulos injetivos. Na categoria Grothendieck
também temos uma caracterizacao de objetos injetivos, analoga a de médulos que
demonstraremos a seguir.

Proposicao 3.1.9. (Critério de Baer para Categoria Grothendieck). Seja C uma
categoria Grothendieck com uma familia de geradores (G;);. Um objeto E € injetivo
se, e somente se, para todo monomorfismo o : C' — G; e morfismo ¢ : C' — E|
existe '+ G; — E tal que ¢'a = ¢.

Demonstragdo. Sejam um monomorfismo « : C' — C’ e um morfismo ¢ : C' — E.
Considere o conjunto S de pares (A, ') consistindo de um objeto A tal que
C C AC C'eum morfismo ¢’ : A — FE estendendo F, ou seja, p'a = ¢

ces A c’
bz
E.

Dados (A, f),(B,g) € S, dizemos que (A, f) < (B,g), se A C B, como no
diagrama a seguir
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Desse modo, < define uma relacdo de ordem parcial em S. Entdo escolha um
subconjunto 7' C S totalmente ordenado. Como 7" é totalmente ordenado, segue
que é um conjunto dirigido. Fixando um conjunto de indices I, para os elementos
de T', e definindo uma ordem em I de modo que i < j sempre que A; C A;,
observamos que as familias (A4;);er e (p;)ier sdo diretas, com (A;, ¢;) € T, para
todo 7 € I. Entao, os respectivos limites diretos existem e (hﬂ Ay, hg(pt) ¢ uma
cota superior de T'. Pelo Lema de Zorn, o conjunto S tem um elemento maximal

(A, ¢").
Afirmacgao: Se ¢ nao pode ser estendida dentro de C’; ou seja, nao existe
morfismo ¢’ : A" — FE tal que C C A’ C (' e o seguinte diagrama

[0}

/\
C A’ C’

i

E

comuta, entao o € um isomorfismo. De fato, suponha que o nao seja um isomorfismo.
Entao existe algum morfismo v : G; — C” tal que Im~ nao esté contida em C. De
fato, como « nao é isomorfismo, entao o nao é epimorfismo. Segue que cokera # 0.
Como G é gerador, existe 7 : G; — C’ tal que ay # 0. Dai, v ndo pode ser
fatorado por C, pois do contrario teriamos a contradi¢do ay = 0. Assim, I'm~y nao
estd contida em C'. Considere os pullbacks

ImfyﬂC% C

[

G, RIS Imy —2— ('

7 H(C) ——

Segue que

7 HO) SN ImynC

a{ Jarz (3-4)

!

G, — 11— Imny
também ¢é um pullback. Tomando a sequéncia exata
0 — K — G; — Imy — 0,

temos um diagrama pullback

0 K ¥ v HCO) LN ImyNnC —— 0
| |-
0 K i G; " Imy — 0.

Visto que y~1(C) é um subobjeto de G;, o morfismo composto
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A1

V*I(C)leyﬂC C —“-E

pode ser estendido a 3 : G; — E, por hipdtese. No diagrama

v HC) B ImynC -2 0 —2 5 E

o
G

Ja que y1k' =0, fark’ = o1k = 0. Como I'm~y é o conticleo de K — G, existe
um tunico f' : Imy — E tal que o seguinte diagrama comuta:

/

K G —— Imny
L// 8
E

O diagrama

[m’yﬂCL C

| |

!

Imy — FE.

comuta porque v, : v~ *(C) — Imy N C é um epimorfismo e em

v HC) o ImynC NN

Jou J{O@ Jcp (3.5)

/ /

G ——— Imy —"— FE

B

o retangulo maior comuta e o diagrama (3.4]) comuta.

Pela demonstracao da Proposicao(l.2.12]item 2, existe uma sequéncia exata

a2
0%]m7ﬂ0@]m7@0$1m7+0%0. (3.6)

Considere o morfismo (=3, ¢): Imy ® C — E. Segue de (3.5
(-57#) (57) =0.

Entéao, como u é o contcleo de (7 ), existe um tnico morfismo v’ : Imy+C — E
tal que w'u = (-8 ¢), como a seguir.
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]mvﬂCM ImyeC —— Imy+C

\ J,(_Bl7 L‘e)///////
0 T
I

E.

Assim,

[1]

C
wJ /
(=6"9)

E.

Isto significa que encontramos um morfismo u’ que estende estritamente ¢, o que
é uma contradi¢ao. Assim, demonstramos a Afirmacao.

Desse modo, se ¢ pode ser estendida dentro de C”, encontramos, pelo Lema
de Zorn, uma extensao maximal ¢’ e ndo existe uma extensao ¢’ dentro de C".
Entéao, pela Afirmacao, A = C’. Logo, E é um objeto injetivo. O

Teorema 3.1.10. Seja A uma categoria Grothendieck. Entao todo objeto pode
ser mergulhado em um objeto injetivo.

Demonstragio. Escolha um gerador G de A. Para um objeto X, definimos E(X)
pelo seguinte diagrama pushout

Drnca (@JO N) —— @nce (@Jo G)

| l

X E(X)

com Jo = Hom(N, X). Por indugdo transfinita define-se £, (X), para todo ordinal
a. Tem-se, Fy(X) = X e, dado E,(X), define-se E,11(X) = E(EL(X)) e, para um
limite ordinal 3, tem-se E3(X) = lim E.(X). Finalmente, escolha um ordinal «

a<f
cuja cofinalidade é maior que |G|. Como o colimite é exato, temos que X — E,(X)

é um monomorfismo.

Afirmacgao: Seja A uma categoria Grothendieck e X um objeto de A.
Se v é um ordinal cuja cofinalidade é maior que | X|, entdo X é a-pequeno com
respeito a monomorfismos.

Se N C G é um subobjeto e ¢ : N — E,(X) = ligEv(X) é um morfismo,

<o
entao pela Afirmagao ¢ se fatora sobre E,/ (X), para algum o/ < a. Assim, temos
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I
Dnrca (GBJ ,N) —— ®nce (@J , )

|

Ea(X)
— Tl

EO/(X) Eo/-l-l(X)

com J, = Hom(N, E,(X)). Como E,11(X) = E(Ey (X)), ¢ se estende a um
morfismo de G em E.;1(X) e, consequentemente, em E,(X). Pelo Critério de
Baer concluimos que E,(X) é injetivo. O

3.2 Categoria exata do tipo Grothendieck

Nesta secao estudaremos os conceitos de composicdo transfinita, objeto
pequeno relativo, categoria eficiente, categoria exata do tipo Grothendick e a
demonstracao de que a categoria exata do tipo Grothendieck tem suficientes
injetivos. Vamos denotar uma categoria exata (A,E) simplesmente por sua
estrutura exata £.

Definicao 3.2.1. Seja C uma categoria arbitraria, seja A um ntmero ordinal, e
seja (Xa, fap)a<p<r um sistema direto indexado por A em uma categoria C:

X, fo1 X, fi2 X, o X, Jo w1 Xw+1 o
fo2
wa

0,w+1

Tal sistema ¢ chamado uma A-sequéncia se, para cada limite ordinal u < A, o
objeto X, com o morfismo f,, : X, = X, & < g, ¢ um colimite do subsistema

direto (Xa, fas)a<p<u-

A composicao de \-sequéncias é o morfismo colimite

Xy — lim X,

a<A

se ele existir em C

Finalmente, se Z é uma classe de morfismos de C, entdo uma composicao
transfinita de morfismos de Z ¢é definida como a composicao de A-sequéncias
(Xas fap)a<p<r, com foar1 € L, para todo o +1 < A

Definicao 3.2.2. Se C é uma categoria, x ¢ um nimero cardinal e D é uma classe
de morfismos de C, entao um objeto X € C é chamado k-pequeno relativo a D se,
para todo cardinal infinito regular A > k e toda A-sequéncia

Ey Ey Es s Eq Eopy1 —— -+
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em C tal que fyat1: Eo = Euqq1 estd em D, para todo o + 1 < A, a aplicagao
canodnica de conjuntos

lim Hom(X, E,) —— Hom(X,lim E,)
¢ um isomorfismo.

O objeto X é chamado pequeno relativo a D, se é rk-pequeno relativo a D,
para algum cardinal .

A seguir faremos a definicdo de categoria eficiente. Com esta categoria
consegue-se varias propriedades como, por exemplo, que os grupos Ext de Yoneda
sao sempre conjuntos em vez de classes proprias. Porém, os axiomas para definir
estas categorias ainda nao sao suficientes para ter suficientes injetivos.

Definicao 3.2.3. Uma categoria exata £ é chamada eficiente se

[Ef0] &£ é fracamente idempotente completa.

[Ef1] Composicoes transfinitas arbitrarias de monics admissiveis existe e sao
monics admissiveis também.

Ef2] Todo objeto de &£ é pequeno relativo a classe de todos os monics
J
admissiveis.

[Ef3] £ admite um gerador.

Definicao 3.2.4. Seja £ uma categoria exata e S uma classe de objetos em &.
Denota-se uma S-filtragio por uma A-seqgéncia

0= X, fo1 X, fi2 X, X, Jw,wt1 Xppy ——s -

tal que Xy =0 e, para cada av +1 < A, o morfismo f, 441 ¢ um monic admissivel
cujo conticleo pertence a S, isto €, temos sequéncias exatas curtas

0 X, Tt ox S, 0,

com S, € S.

Um objeto X € £ é chamado S-filtrado se 0 — X é a composi¢do de uma
S-filtracao. A classe de todos os objetos S-filtrados sera denotada por F'iltS.

Definicao 3.2.5. Seja £ uma categoria exata e F C £ uma classe de objetos.
Entao F é chamado deconstrutivel se existe um conjunto S C £ de objetos tais
que F = FiltS.

Definicao 3.2.6. Uma categoria exata £ é dita do tipo Grothendieck, se £ é
eficiente e deconstrutivel em si mesmo, isto €, existe um conjunto de objetos S C &
tal que & = FiltS.
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No Lema 3.6 de [30], temos um exemplo de categoria exata do tipo
Grothendieck.

Definicao 3.2.7. Seja £ uma categoria exata. Para uma classe S de objetos de

&, definimos
St ={Bc&|Exati(S,B)=0,¥S €S} e

LS = {A € €|ExtL(A,S) = 0,¥S € S}.

A seguir enunciaremos alguns resultados sem as demonstragoes.

Proposigao 3.2.8 (Proposition 5.3 [10] ). Sejam £ uma categoria exata eficiente
com gerador G e S € € um objeto. Entao existe um conjunto s de monics
admissiveis de £ com as sequintes propriedades:

1. Para cada f € Lg, existe uma sequéncia exata curta K Joqm s,

2. Seh: X —Y éum monic admissivel em £ com conicleo isomorfo a S,
entao h é um pushout de algum f € Zg

Proposicao 3.2.9 (Proposition 5.7 [10]). Seja € uma categoria exata satisfazendo
(Ef1). Seja B uma classe de objetos em & e denote A = B. Entdo qualquer
objeto A-filtrado pertence a A.

Teorema 3.2.10 (Critério de Baer para Categorias Exatas do Tipo Grothendieck).
Seja £ uma categoria exata do tipo Grothendieck. Se S é um conjunto de objetos
tal que € = Filt(S) e Ls € o conjunto dos monics admissiveis tal que:

1. todo | € Is tem conicleo em S e

2. todo monic admissivel cujo conicleo estd em S é o pushout de algum | € Zs,

entao X é E-injetivo se, e somente se, para todo K; s =+ Y, s €Is e f: K; s — X,
existe o Y; ¢ — X tal que o diagrama

comuta.

Demonstracio. Se X é E-injetivo, entao, para todo monic admissivel f : A — B
eg:A— X, existe a : B — X tal que af = ¢g. Reciprocamente, considere

A=1X = {A € E|Ext;(A,X) = 0}. Seja S € Se X — @ — S uma

sequéncia exata curta. Entao existe um diagrama comutativo

Ki,S ‘L Y;,S —_—> S

b

X Q S,
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com f € Zs. Por hipdtese, existe o : Y; ¢ — X tal que af = g. Pela definicao de
pushout, existe 3 : @ — X tal que o diagrama

f
Kig —— Ys

A

X —Q

comuta. Logo, X — @ — S cinde. Assim, S C A. Pela Proposicao [3.2.9,
FiltA C A. Entao

E=FiltSCFiltACACE=>A=¢E.
Portanto, X é injetivo. O

Teorema 3.2.11. Seja € uma categoria exata do tipo Grothendieck. Entdo £ tem
suficientes injetivos.

Demonstracao. Como £ é deconstrutivel em si mesmo, existe um conjunto de
objetos S de &£ tal que & = FiltS. Pela Proposicao [3.2.8] existe um conjunto de
monics admissiveis Zs satisfazendo as propriedades 1 e 2 da Proposicgao [3.2.8|
Seja X € £ e J = Hom(K;g,X), para cada f : K; 5 — GO € Zs. Por (Ef1) o
coproduto de monics admissiveis é também um monic admissivel. Desse modo,
tome o diagrama pushout

Dz, (B Krs) — Dz, (D, GD)

Para todo ordinal «, definimos Z,(X), por indugao transfinita, isto é, Zy(X) = X,
dado Z,(X), Zar1(X) = Z1(Z,(X)) e, para um limite ordinal 3, definimos
Zg(X) = li_r)nZa(X). Por (Ef2), para cada f : K; g — G e s, Krg é k-
pequeno relativo a classe de todos os monics admissiveis, para algum cardinal
k. Considere L o conjunto desses cardinais e o cardinal a = supL. Sejam A
um cardinal regular infinito maior ou igual a o, g : K; 9 — GY) € Ts e
0 : K;s— Z)\(X). Como K;g é k-pequeno relativo a classe de todos os monics
admissiveis, para algum cardinal k e A > &, temos que ¢ se fatora sobre Zy (X),
para algum X < A. De Zy 11 (X) = Z1(Zy (X)) e da comutatividade do diagrama
abaixo, ¢ se estende a um morfismo de GV, para Z,(X).
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Kis - GO
Bz (@B, Kz,s>/</+> Bz (B, G&/)/)/
Z\(X) -~
Zy(X) = Z)x’-; (X)

Pelo Critério de Baer, Z,(X) é injetivo. Novamente por (Efl), X — Z,(X) é um
monic admissivel. Portanto, £ tem suficientes injetivos. n

Exemplo 3.2.12. Seja Ch(R) a categoria dos complexos de R-Mod e Ecp
a classe de sequéncias exatas curtas Cartan-Eilenbergue em Ch(R), ou seja,

uma sequéncia exata curta 0 — A — B — C' — 0 em Ch(R) estd em Ecp
se 0— Z;(A) — Z;(B) — Z;(C) — 0 ¢é exata, para todo i € Z. Desse

modo (Ch(R),Eck) é uma categoria exata do tipo Grothendieck com gerador
G = (®nezD™(R)) ® (BrezS™(R)) e tendo seus Eqcp-projetivos (injetivos) como
os complexos projetivos (injetivos) Cartan-Eilenberg definidos em [11].

Exemplo 3.2.13. Seja R-Mod a categoria dos médulos e &,,,. uma classe de
sequéncias exatas curtas puras em R-Mod, ou equivalentemente a classe das
sequéncias exatas curtas que sao limites diretos de sequéncias exatas curtas
cindidas. Deste modo, (R-Mod, £,,,) é¢ uma categoria exata do tipo Grothendieck
com &E,yre-projetivos (injetivos) sendo R-médulos projetivos (injetivos) puros.

Exemplo 3.2.14. Chamamos de estrutura exata pura induzida em Ch(R) a
classe Ch(Eyure) de sequéncias exatas curtas em C'h(R) que sdo exatas puras em
cada nivel. Assim temos (Ch(R), Ch(Epure)) uma categoria exata eficiente do tipo
Grothendieck, com os C'h(&pyre)-projetivos (injetivos) sendo complexos contraiveis
de médulos projetivos (injetivos) puros.



Capitulo 4

Categoria Modelo e pares de
cotorsao

Neste capitulo apresentaremos os conceitos de categoria modelo e pares de
cotorsao, a demonstragao feita por Hovey [13] em 2002, da correspondéncia entre
essas categorias modelos e pares de cotorsao e a transferéncia dessa correspondéncia
para categorias exatas, feita por Gillespie [14] em 2011. Os conceitos deste capitulo
podem ser encontrados em [12], [13], [14], [31], [32].

4.1 Categoria Modelo

Em [32] e [31], se pode encontrar a defini¢ao de categoria modelo como
definiremos a seguir.

Definicao 4.1.1. Seja C uma categoria. Um morfismo f em C é uma retragcio de
um morfismo g em C se existe um diagrama comutativo da forma

A C A
AN N
B D B

com as composi¢oes horizontais sendo identidades.

Dada uma categoria C, podemos formar a categoria C~ cujos objetos sao
morfismos de C e cujos morfismos sao quadrados comutativos.

Definigao 4.1.2. Uma fatoragdo funtorial é um par ordenado («, 5) de funtores
C7 — C tal que f = B(f) oa(f), para todo f € C. Em particular, o dominio
de a(f) é o dominio de f, o contradominio de a(f) é o dominio de 5(f) e o
contradominio de §(f) é o contradominio de f.

Definicao 4.1.3. Sejam i: A — B e p: X — Y morfismos em uma categoria C.
Entao i tem a propriedade de levantamento a esquerda com relacdo a p e p tem
a propriedade de levantamento a direita com relagdo a i se, para todo diagrama
comutativo

76
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~

existe um levantamento h : B — X tal que hi = f e ph = g.

Definicao 4.1.4. Uma estrutura modelo em uma categoria C é formada por trés
subcategorias de C chamadas equivaléncias fracas, fibragoes e cofibragoes e duas
fatoragoes funtoriais (o, 5) e (v, 0) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (Retragoes) As classes de morfismos das trés subcategorias sao fechadas sob
retracoes.

2. (3 por 2) Se f e g sao morfismos de C tal que o morfismo composto gf esta
definido e quaisquer dois dos morfismos f, g e gf sdo equivaléncias fracas,
entao o terceiro também o é.

3. (Axioma do levantamento) Chamamos um morfismo de cofibracao trivial
se é uma fibracdo e uma equivaléncia fraca. Similarmente, chamamos um
morfismo de fibracdo trivial se é uma fibracdo e uma equivaléncia fraca.
Sejam f e g dois morfismos na categoria C.

(a) Se f é uma cofibra¢do trivial e g é uma fibragao, entdo f tem a
propriedade de levantamento a esquerda com relacao a g.

(b) Se f é uma cofibragdo e g é uma fibragdo trivial, entdo f tem a
propriedade de levantamento a esquerda com relacao a g.

4. (Fatoragao) Para qualquer morfismo f na categoria C, a( f) é uma cofibragao,
B(f) é uma fibracao trivial, y(f) é uma cofibragao trivial e §(f) é uma
fibragao.

Definigao 4.1.5. Uma categoria modelo é uma categoria C com todos os limites
e colimites e uma estrutura modelo em C.

Proposicao 4.1.6. Uma categoria modelo C tem objeto inicial e objeto final.

Demonstragao. Considere a categoria 0 cuja classe de objetos seja o conjunto vazio
e o funtor F': 0 — C. Aplicando o colimite em F', temos um objeto A = hﬂF na
categoria C tal que, para todo objeto X na categoria C, existe um tinico morfismo
f € Hom(A, X). De modo analogo, aplicando o limite em F', temos um objeto
B = @ F' na categoria C tal que, para todo objeto X na categoria C, existe um
tnico morfismo f € Hom(X, B). O

Definicao 4.1.7. Seja C uma categoria modelo. Dizemos que um objeto X em C
é cofibrante se f : 0 — X, o morfismo do objeto inicial para ele, é uma cofibragao
e dizemos que um objeto X ¢é fibrante se f : X — 0, o morfismo dele para o objeto
final, ¢ uma fibracao. Se C é uma categoria pontuada, isto ¢, o morfismo do objeto
inicial para o objeto final é um isomorfismo, entdao chamamos um objeto de trivial
se o morfismo do objeto inicial para ele é uma equivaléncia fraca.
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Sejam A um objeto inicial e B um objeto final em uma categoria pontuada
C. Seja X um objeto trivial de C. Observe que o morfismo entre o objeto inicial e
o final é uma retracao do morfismo do objeto inicial para X, conforme o diagrama

A A A

[

pl, x _9.p

Como f: A— Xegf =a:A— Bsao equivaléncias fracas, segue que g : X — B
é uma equivaléncia fraca.

A categoria dos complexos de um R-médulo Ch(R) (Vide Apéndice [B)) é
um exemplo de categoria modelo, como demonstraram Goerss e Schemmerhorn
em [32]. Antes de fazermos esta demonstracao vamos listar alguns resultados
encontrados em [32] que serdo necessarios mas nao os demonstraremos aqui.

Seja A uma categoria abeliana e (C, d) um complexo em Ch(A). Definimos

Ker(d
a n-homologia de (C,d) como H,(C) = er(dy)

= —— 2 Dizemos que
Tm(dn 1) !

H,(f): H.,(C) = H,(D)

¢ o n-morfismo induzido do morfismo de complexos f : (C,d) — (D, d) e o n-funtor
homoldgico H,, : Ch(A) — A é um funtor aditivo da categoria dos complexos
de A para a categoria A. (Vide [20].) Seja f € Homenr)(A, B). Aqui, dizer que
H.(f) é um isomorfismo significard que H,(f) é isomorfismo, para todo n.

Proposicao 4.1.8. Sejam dois morfismos j: A — B eq: M — N de complezos
tais que

1. para todon >0, A, — B, € um monomorfismo e f;—: ¢ projetivo;

2. H.(q) é um isomorfismo e M,, — N,, é um epimorfismo, para n > 0.

Entdao qualquer quadrado comutativo

A—— M

A
J/J /// lq

B— N
tem um levantamento de modo que os triangulos comutam.

Lema 4.1.9. Seja f : M — N um morfismo de complexos. Entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. H.(f) é um isomorfismo e f : M,, — N,, € um epimorfismo, para n > 0.

2. O morfismo induzido
Mn — Zn—lM X Zn 1N Nn

¢ um epimorfismo, para n > 0.
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Sob qualquer dessas condigoes, o morfismo induzido Z,M — Z,N ¢é um
epimorfismo.

Teorema 4.1.10. Seja Ch(R) a categoria dos compleros de R-mddulos.
Entio Ch(R) tem a estrutura de uma categoria modelo com um morfismo

f:(M,d) — (N,0) que é:

1. uma equivaléncia fraca se H,(f) é um isomorfismo;
2. uma fibragao, se M,, — N,, é um epimorfismo, para n > 1;

3. uma cofibragdo se, e somente se, para n > 0, o morfismo M, — N, é um
monomorfismo com nicleo projetivo.

Demonstragcio. Vamos mostrar que o axioma da retragao ¢é valido. Seja
f:(M,d) — (N,0) uma fibragao e g : (A,d’) — (B, d’) sua retragao. Para cada
n > 1, temos o seguinte diagrama comutativo

O(/

An — MTL . A'I’L

lgn lfn lgn (4- 1 )

B, N, -, B

com oo, = 1a, € B8, = 1p,. Seja h : B, — X tal que hg, = 0. Note que
hp! fn = hgnal, = 0. Como f,, é um epimorfismo, hf3/ = 0 e, consequentemente,
0 = hp. B, = hlg, = h. Logo, g, é um epimorfismo, para cada n > 1.

Se f : (M,d) — (N,d) é uma cofibragdo, entdo, para cada n > 0,
fn: M,, — N,, ¢ um monomorfismo com conucleo projetivo. Seja h : X — A, tal
que g,h = 0. Note que f,a,h = 5,9,h = 0. Como f,, ¢ monomorfismo, a,h = 0
isto implica que 0 = o/, a,,h = h. Logo, ¢, ¢ monomorfismo, para n > 0. Vamos
mostrar que Coker(g,) é projetivo. De fato, seja h : A — X um epimorfismo e
j : Coker(g,) — X um morfismo. Note que

jeoker(gn) B, fn = jeoker(gy)gnas, = 0.

coker fn

M, —— Cok:er(fn)

N,
\ J jcoker gn),B’ /
X .

P l
Entao existe um morfismo [ : Coker(f,) — X tal que

jeoker(g,) Bl = leoker(fy).

Como Coker(f,) é projetivo, existe o : Coker(f,) — A tal que ha = [. Além
disso,

coker(fn)Pngn = coker(fy) fnon = 0.
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A, —" 5 B, _coker(gn) , Coker(gn)

\ lco,ﬂer(f")ﬁn ///

Coker(f,) -t

Segue que existe um morfismo ¢ : Coker(g,) — Coker(f,) tal que coker(f,)p, =
tcoker(gy,). Consequentemente,

I(tcoker(g,)) = lcoker(f,)Bn = jeoker(gn) B, B, = jeoker(gy).
Como coker(gy,) ¢ epimorfismo, It = j. Assim, h(at) = It = j. Logo, Coker(g,) é
projetivo.

Se f é uma equivaléncia fraca, entdo H,(f) é um isomorfismo. Aplicando
o funtor homoldgico no diagrama (4.1]) temos o seguinte diagrama comutativo

H,(A) Hy (M) 2% g a)
lHn(g) lHn(f) lHTL(g)
Hy(B) P vy % g ()

Como H,(g) é uma retragao de H,(f), entdo H,(g) ¢ monomorfismo e epimorfismo,
para cada n > 0. Logo, g é uma equivaléncia fraca.

Agora vamos mostrar que o Axioma (3 por 2) também vale. Sejam
f: X —=>Yeg:Y — Zmorfismos em Ch(R). Se f e g sdo equivaléncias fracas,
entdo H,.(f) e H.(g) sdo isomorfismos. Segue que H.(g9f) = (H.(9))(H.(f))
é isomorfismo. Se f e gf sdo equivaléncias fracas, entdo H,.(f) e H.(gf) sao
isomorfismos. Assim H,(g) = (H.(q))(H.(f))(H.(f))™" = H.(gf)(H.(f))™" e isto
implica que g é equivaléncia fraca. O outro caso é analogo.

Mostremos que qualquer morfismo em C'h(R) pode ser fatorado por uma
fibracao e uma cofibracao trivial.

Denotamos por (D(n),d), para n > 1, o complexo com D(n), = 0,
para k # n,n—1e 0, = 1g : D(n), = R - R = D(n),_1. Entao
existe um isomorfismo natural Hom(D(n),N) = N,. De fato, considere
on @ Hom(D(n),N) — N, definida por ¢n(f) = f.(1). Mostremos que ¢y
¢ uma funcao. Mostremos que ¢y é um R-homomorfismo de médulos. Sejam f e
g morfismos em Ch(R)

on(f+9)=(f +9)n(1) = fu(1) + gu(1) = on(f) + ¢n(9)

e (rf) = (rfln(1) = rfu(1) = ren(f).

Vamos mostrar que ¢y é monomorfismo. De fato, seja x € N,. Considere
f:(D(n),0) — (N,d) sendo f, = 0,se k # n,n—1, f, : R — N, um
R-homomorfismo tal que f,(1) = z e f,-1 = d,f.. Logo on(f) = x. Agora
falta mostrar que ¢ = (¢n) é uma transformacao natural entre os funtores

Hom(D(n),—) : Ch(R) — Modg e F,, : Ch(R) — Modg, com F,(M) = M, e
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F.(f) = fu- Seja f : (M,d) — (N, ). Vamos mostrar que o seguinte diagrama ¢é
comutativo.

Hom(D(n), M) 2 M,

|- J»

Hom(D(n),N) -2~ N,,.

De fato, seja g : D(n) — M. Segue que f,onm(g9) = fu(gn(1)) = (fugn)(1) =
on(fg) = on(f«(g)). Portanto, ¢ é um isomorfismo natural.

Afirmagao:Um morfismo ¢ : (Q,d) — (N, d) é uma fibragdo se, e somente
se, ¢ tem a propriedade de levantamento a direita com relacdo ao morfismo
0 — (D(n),0), para n > 0.

De fato, seja ¢ : (Q,d) — (N,0) uma fibragao e p : (D(n),d) — (IV,9)
um morfismo entre complexos. Como ¢, é epimorfismo, para n > 0, existe
t € Qn tal que gu(t) = on(p). Tome h = @' (t). Segue que p = y'on(p) =
oN (1) = on'anpq(h) = N ongh = gh. Reciprocamente, seja © € N,,, para
n > 0. Por hipétese, existe h : (D(n),d) — (Q,d) tal que ¢h = ¢y'(z). Entdo
r = pnqh = gn(h,(1)). Logo, ¢ é uma fibragao.

Se (N,0) é um complexo, defina um novo complexo (P(N),d’) e um
morfismo ¢ : (P(N),d') = (N, ) pela equagdo P(N) = @,,50 D.en, D(n) — N.
Considerando, para cada n > 0, @,cn, D(n) — N o morfismo induzido pelos
morfismos o' (z) : (D(n),d) — (N, ). Para cada n > 0 e quadrado comutativo

|

D(n) ——

—— P(N)

]%s

)

tomamos como levantamento o morfismo incluséao i,, : D(n) — P(N). Entéo ¢ é
uma fibracdo. Dado M — N, note que o quadrado comutativo a seguir

0 —— M& P(N)

T
7

D(n) —— N

tem como levantamento a inclusao. Logo, ¢ é uma fibragao.

Se f: (M,d) — (N,d) é um morfismo de complexos, entdao f pode ser
fatorado por

—— N. (4.2)

Note que
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¢ uma sequéncia exata curta, segue que P(N) = Coker ([}]), ou seja, Coker ([}])

1 , - 11,
ol ¢ monomorfismo, entao 0| € uma
cofibracao. Seja ¢’ : (A,d") — (B,d") uma fibracao e um quadrado comutativo

é projetivo. Para cada n > 0, como

M—9% 4 A

T

P(N) =— M & P(N) — B.

7 v
Como q é epimorfismo e (P(N),d") é projetivo,
existe a : (P(N),d") — (A,d) tal que ¢a = [b b’} (1] = b'. Consideramos

{a oz] : (M,d) & (P(N),d") — (A,d'). Segue ¢ {a a} = {q’a q’a} = [b b’}.
(1) tem a propriedade de levantamento a esquerda com relacao a toda
fibracdo. Como P(N) = @,,50 ®.cn, D(n) é soma direta de complexos aciclicos,
H,(P(N)) = 0 para todo n > 0. Segue da exatiddo da sequéncia

Logo,

Hya(P(N)) —— Hy(M) —— Ho(M & P(N)) —— H,(P(N))

1y, . 1], A .
que H, lol ¢ isomorfismo. Logo, 0] ¢ uma equivaléncia fraca. Assim

conseguimos fatorar f por uma fibragdo e uma cofibragao trivial. (Vide diagrama
2.

Agora vamos mostrar que cofibragoes triviais tem a propriedade de
levantamento a esquerda com relagdo a fibragdes. Seja i : (M, d) — (N, J) uma
cofibracao trivial. Podemos fatorar ¢ como

Lol M & P(N)

[i p]
 m——

N,

0

com [é} uma cofibracao trivial e {Z p} uma fibragao. Como i e L sa0

. . 1 . . .
equivaléncias fracas e 1 = {Z p} l O]’ segue que [z p} também o é. Pela

Proposicao [4.1.8, existe um levantamento [S,] : N — M@ P(N) tal que o

diagrama

A, e pov)

M
}‘ ]~ [0
L

-
-

:N

comuta. Seja um quadrado comutativo
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M—*5 A
Lol
N -5 B

com f sendo uma fibragao. Note que 1 = [z p}

L — |

(1]1, segue que

M — 5 A

3 s
bli p]

M e P(N) 2 B

comuta. Como [ ] tem a propriedade de levantamento a esquerda com relagao

0
a todas as fibragoes, existe § : M & P(N) — A tal que f[ﬁ 6’} = b[i p} e

{5 6'} lé] = a. Considerando {5 6’} ls,l : N — A. Segue

18 o) [a]=oliol [ o] =ve [#01[5)i= (5 91[o] o

isto é, ¢ tem a propriedade de levantamento a esquerda com relacao a qualquer
fibragao.

Vamos mostrar que qualquer morfismo em Ch(R) pode ser fatorado por
uma fibracdo trivial e uma cofibracio. Seja f : (M, d) — (N, ) um monomorfismo
de complexo. Vamos construir, de forma indutiva sobre n > 0, R-mddulos @), e
morfismos de R-médulos i, : M,, = Q,, p: Q, — N, e 0, : Q,, = Q,,_1 tais que:

2. 0,-10, = 0 e os seguintes diagramas

d 0,
M, —* M, 4 Qr —— Qi1
J{ik J{ikfl J{pk J{pkfl
0 é
Qr —— Qi1 Ny —— Ny_1

comutam, para todo k < n;

3. 1, € um monomorfismo com contcleo projetivo e o morfismo induzido

Qn — anlQ ><Zn_1N Nn

é um epimorfismo.

Para n = 0, tomamos Qg = My @ P(Ny). Considerando que nossos complexos sao
0 nos graus negativos, temos Z_1() = Z_1 N = 0. Note que
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1n,
Ny —% Ny

]

0 0

¢ um quadrado pullback. Isto significa que Z_1Q Xz ,n Ny = Ny. Tomamos
. 1 .

g = lO] € Py = |:f0 5}. Seguepozo = f() : M() — Ng. Como Q—l = Q_Q = 0,
0_100 =0, com Jy : Q9 — 0 e _1 : 0 — 0. Observe que

0 My — My P(Ny) 122

P(Ny) —— 0

é uma sequéncia exata que cinde, entdao Coker(i) = P(NNy) é projetivo. Agora
mostremos que o morfismo induzido pela definicao de pullback

a:Qo— Z1Q xXz_,n No =Ny
é epimorfismo. Note que py = 1y,a0 = . Seja x € Ny. Como ey, é epimorfismo,

existe t € P(Ny) tal que €(t) = x. Tomamos [t

0] € My @ P(Ny). Segue que

t
por inducao, que existam R-modulos )y e morfismos de R-mddulos iy, : My — Q,

Pk - Qk — Nk e 8k : Qk — Qk;—l tais que:

. lO] _ {fo 6} [?] = fo(0) + &(t) = . Logo, po é epimorfismo. Suponhamos,

L. prix = fi;

2. Ox_10r = 0 e os seguintes diagramas

d )
M, — M, Q — Qi1

A

19)
Ql o Ql—l Nl — Nl—l

comutam, para todo [ < k;

3. 1; ¢ monomorfismo com contcleo projetivo e o morfismo induzido do pullback
Qr — Zyp-1Q Xz,_,n Ny € epimorfismo, com 0 <k <n — 1.

Assim, temos o seguinte diagrama comutativo:
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dn dn—l
M, M, _1 M, _o
\‘\\\ c ’L’n71 7:'n72
T
Z Onl—
fn Zn—lQ =1 Qn—l J}”— Qn—Q
L ‘/ Pn—1 k Pn—2
o 5n71
Nn b Nn—l Nn—Z
LN

Sejam zg o nicleo de 9,_; e zy o nicleo de 6,,_;. Como d,,_19,, = 0, existe um tnico
a: N, = Z,_1N tal que zya = d,,. Como 8,,_1p,_12Q = Pn—2(0n_12¢) = 0, existe
um unico b : Z,1Q — Z,_1N tal que p,_12¢ = zyb. Como 0,_1ip_1d, =

in—2dy_1d, = 0, existe um tnico ¢ : M, — Z,1Q tal que i,_1d, = zgc.
Além disso, zyaf, = onfn = foo1dn = Dn—1in—1dy, = pn_12gc = zybc. Como
zy € monomorfismo, af, = bc. Pela definicao de pullback, existe um tnico

foM, = Z,1Q Xz, _,n N, tal que o seguinte diagrama comuta:

Jn
M,

X
b/

anlQ xanlN Nn — Nn

Zp1Q ———— Z, \N.

Tomando P = P(Z, 1Q Xz, ,nNy)eec: P — Z, 1Q Xz, _,n N, um epimorfismo
definido pela evaluation map, podemos fatorar f’ como

1 =
Mn A Mn ©® P M Zn—lQ ><Zn,lN Nn

com {f’ e} um epimorfismo. Consideremos @, = M, & P, i, = [11,

pn:b’[f’ 6} = [f’ b’s} e, = {ZQC zQa’s}. Note que
On—10p, = On_120 [c a’e] =0

e, pelo principio de inducao finita, estas propriedades valem, para todo n € N.

Pelo Lema [4.1.9] H.(p) é um isomorfismo e p, : @, — N,, é epimorfismo,
para n > 0. Logo, o morfismo de complexos p é uma cofibragao trivial. Portanto,
Ch(R) tem uma estrutura modelo. O

No axioma de levantamento, observamos que uma cofibracdo sempre tem
a propriedade de levantamento a esquerda com relacao a qualquer fibracao trivial.
Por outro lado, as cofibra¢des sao os tinicos morfismos que tem a propriedade de
levantamento a esquerda com relagao a todas as fibracgoes triviais. Analogamente,
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também ocorre com as cofibragoes triviais e de modo dual fibragoes e fibracoes
triviais sao os unicos morfismos com a propriedade de levantamento a direita com
relacdo a todas as cofibragoes triviais e cofibragoes, respectivamente.

Lema 4.1.11. Seja C uma categoria modelo. Entao um morfismo é uma cofibragao
(uma cofibragdo trivial) se, e somente se, tem a propriedade de levantamento a
esquerda com relagao a todas as fibragoes triviais (fibragoes). Dualmente, um
morfismo € uma fibragio (uma fibragio trival) se, e somente se, tem a propriedade
de levantamento da direita com relagio a todas as cofibragoes triviais (cofibragoes).

Demonstrag¢io. Suponha que um morfismo f de C tenha a propriedade de
levantamento a esquerda com relacao a todas as fibracgoes triviais. Fatorando
f = pi, com i uma cofibragao e p uma fibragao trivial, segue de 3 (b) que f tem a
propriedade de levantamento a esquerda com relagao a p.

/Ny

P
J/f a//// J/p

-

B B.
Obtemos o seguinte diagrama comutativo:
A A A
ool
B—~ A "> B

Assim, f é uma retragdo de i. Portanto, f é uma cofibragdo. A Reciproca, segue
da definicao de estrutura abeliana.

A demonstracao de que um morfismo é uma cofibracao trivial se, e somente
se, tem a propriedade de levantamento a esquerda com relagao a todas as fibragoes
é analoga. E o restante do lema segue da dualidade. O

Este resultado nos permite caracterizar cofibragoes, cofibracoes triviais,
fibracoes e fibragoes triviais por meio da propriedade de levantamento. E podemos
usa-lo, por exemplo, para mostrar que um isomorfismo f é uma cofibragao trivial
e uma fibragao trivial. De fato, para cada fibragao g e um diagrama comutativo

a

A———C
[l
B—"5D

basta tomar como levantamento o morfismo af~!: B — C' e teremos o diagrama
comutativo

J

A——C
af~?t /7 l
f

Bt D.

~
s}
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Logo, f é uma cofibracao trivial. Por outro lado, para cada cofibracao g e um
diagrama comutativo

C —~- A
ol
D—%.pB

basta tomar como levantamento o morfismo f~'d : D — A e teremos o diagrama
comutativo

C —- A
—1 P
g ! d lf

D4, B

J

J

Logo, f é uma fibragao trivial.

Corolario 4.1.12. Se C é uma categoria modelo, entao cofibracoes (cofibracoes
triviais) sao fechadas sob pushout, isto €, se temos um quadrado pushout

A—2s C
ool
B—"5D

com f uma cofibracio (cofibragio trivial), entdo g é uma cofibragio (cofibragao
trivial). Dualmente, fibragoes (fibragoes triviais) sao fechadas sob pullbacks.

Demonstragao. Seja f uma cofibracao e

A—5C

Jf Jg (4-3)

B-".D

um quadrado pushout. Vamos mostrar que g tem a propriedade de levantamento
a esquerda. Sejam h uma fibragao trivial e um quadrado comutativo

C —<—- M

ool

D45 N
existe um levantamento o : B — M para o quadrado comutativo

A2 M

7
[ 2 L

B _® , N
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Como ([4.3)) é um quadrado pushout e af = ca, existe um unico v : D — M tal
que yg =ce vb=q.

A—2
f
B,

Pela unicidade da propriedade de pullback, hy = d. Logo, g tem a propriedade de
levantamento a esquerda com relacao a todas as fibragoes triviais, ou seja, temos
o seguinte diagrama comutativo.

Pelo Lema [4.1.11] g é uma cofibragdo. O caso de cofibracao trivial é andlogo e os
casos de fibragao e fibragao trivial sao duais. O

Corolario 4.1.13. Se C é uma categoria modelo, entdo cofibragoes (cofibracoes
triviais) tem conicleos cofibrantes (cofibrantes triviais). Dualmente, fibragoes
(fibragoes triviais) tem nicleos fibrantes (fibrantes triviais).

A demonstragdo do Corolario [4.1.13] segue diretamente do Corolério 4.1.12
e das Proposigoes ell.2.9

4.2 Correspondéncia entre Estrutura Modelo
Abeliana e Pares de Cotorsao

Definigao 4.2.1. Seja A uma categoria abeliana. Um par de cotorsio em A é um
par (D, ) de classes de objetos de A sendo cada qual um complemento ortogonal
do outro com relagao ao funtor Ezt. Em outras palavras, temos

1. D € D se, e somente se, Ext'(D, E) = 0, para todo F € £ e

2. E € & se, e somente se, Ext'(D, E) = 0, para todo D € D.
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Dizemos que um par de cotorsao (D, E) tem suficientes projetivos se, para
todo X na categoria abeliana A, existe uma sequéncia exata curta

0 E D X 0, (4.4)

com D € De FE € &. Dizemos que (D, ) tem suficientes projetivos funtorais se a
sequéncia (4.4]) é funtorial em X. Dualmente, dizemos que (D, £) tem suficientes
injetivos se, para todo X em A, existe uma sequéncia exata curta

0 X E D 0 (4.5)

com E € £ e D € D. Dizemos que (D, &) tem suficientes injetivos funtoriais
se a sequéncia é funtorial em X. Se (D, ) tem suficientes projetivos e
sufientes injetivos, dizemos que é um par de cotorsao completo. Dizemos que um
par de cotorsao é funtorialmente completo se tem suficientes injetivos funtoriais e
suficientes projetivos funtoriais.

Vejamos alguns exemplos conhecidos de pares de cotorsao:

Exemplo 4.2.2. A categoria R-mod dos moédulos finitamente gerados de um
anel artiniano R é uma categoria com suficientes injetivos e suficientes projetivos.
Assim, temos um par de cotorsao (P, R-mod) com suficientes projetivos formados
pela classe P de R-médulos finitamente gerados projetivos e a classe R-mod dos
R-médulos finitamente gerados e também temos um par de cotorsao (R-mod,Z),
com suficientes injetivos formados pela classe Z de todos os R-mo6dulos finitamente
gerados injetivos e a classe R-mod de todos os R-mddulos finitamente gerados.
Além disso, estes pares de cotorsao sao completos. De fato, para qualquer R-mddulo
M basta considerar as sequéncias exatas curtas

0 I IeoM M 0

0 M MoP P 0,

comleZlePeP.

Exemplo 4.2.3. Seja G uma categoria Grothendieck e Z a classe de objetos
injetivos. Como vimos no Capitulo 3, G tem suficientes injetivos. Desse modo,
temos o seguinte par de cotorsao com suficientes injetivos (0bG,Z). Além disso,
este par de cotorsao é completo. De fato, seja X € obG. Como a categoria G é
abeliana, existe uma sequéncia exata curta

0 0 X X, x 0.

Logo, o par de cotorsdo (0bG,Z) tem suficientes projetivos.

Para relacionar pares de cotorsao e estruturas modelos em uma categoria
abeliana, é preciso que a estrutura modelo preserve a estrutura abeliana na
categoria. Neste sentido definimos a estrutura modelo abeliana.
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Definicao 4.2.4. Seja A uma categoria abeliana. Uma estrutura modelo abeliana
em A é uma estrutura modelo tal que

1. Toda cofibragao ¢ um monomorfismo.

2. Um morfismo é uma fibragao (fibracdo trivial) se, e somente se, ¢ um
epimorfismo com ntcleo fibrante (fibrante trivial).

Definicao 4.2.5. Uma categoria modelo abeliana é uma categoria abeliana com
limites e colimites e uma estrutura modelo abeliana.

Em uma categoria modelo abeliana podemos encontrar dois pares de
cotorsao relacionados com sua estrutura modelo, mais especificamente com as
classes de objetos fibrantes, cofibrantes e triviais.

Teorema 4.2.6. Sejam A uma categoria modelo abeliana, C a classe de objetos
cofibrantes, F a classe dos objetos fibrantes e W a classe dos objetos triviais.
Entao (COW,F) e (C,FNW) sao pares de cotorsao completos.

Demonstragio. Primeiro vamos mostrar que Fxt!(C, K) = 0, para um cofibrante
C e um fibrante trivial K. Um elemento de Ext'(C, K) é representado por uma
sequéncia exata curta

0 K——Xx-",¢C 0. (4.6)

Como p é um epimorfismo e K é um fibrante trivial, entao p é uma fibragao trivial,
pela definicao de categoria modelo abeliana. Considere o diagrama comutativo

0 —— X

b

C —=C.

Como C' é cofibrante, 0 — C' é uma cofibragdo. Pelo axioma de levantamento da
categoria modelo, existe h : C' — X tal que ph = 1¢. Entéo, (4.6)) cinde. Logo,
Ext'(C,K) = 0.

Agora suponhamos que A seja um objeto tal que Ext!(A, K) = 0, para todo
fibrante trivial K. Devemos mostrar que A é cofibrante. Pelo Lema [4.1.11] basta
mostrar que 0 — A tem a propriedade de levantamento a esquerda com relagao a
fibragoes triviais. Seja p : X — Y uma fibracao trivial. Por defini¢do de categoria
modelo abeliana, p é um epimorfismo e seu ntcleo é um fibrante trivial. Segue
que Ext'(A, Ker(p)) = 0, entdao Hom(A, p) é epimorfismo. Consequentemente,
dado f € Hom(A,Y) existe h € Hom(A, X) tal que ph = f, isto é, 0 — A tem a
propriedade de levantamento a esquerda com relagago a p: X — Y.

— X

0
l hj lp
AT Ly

—
f
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Logo, A é um cofibrante.

Dualmente, seja X um objeto tal que Ext!(C, X) = 0, para todo cofibrante
C. Devemos mostrar que X ¢ um fibrante trivial. Pelo Lema [{.I.11] basta
mostrarmos que X — 0 tem a propriedade de levantamento a direita com relagao
a cofibragoes. Seja i : A — B uma cofibragdo. Pela definicao de categoria modelo
abeliana, i ¢ um monomorfismo e, pelo Coroldrio [£.1.13] Coker (i) ¢ cofibrante.
Logo Ext!(Coker(i), X) = 0, entdo Hom(i, X) é epimorfismo. Consequentemente,
dado f € Hom(A, X), existe h € Hom(B, X) tal que hi = f, isto é, X — 0 tem
a propriedade de levantamento a direita com relacao ai: A — B.

ALX

h
T e

.

)

-

B——0

Logo, X é um fibrante trivial. Portanto (C N W, F) é um par de cotorsao.

Agora vamos mostrar que (C, F N W) também é um par de cotorsdo. Seja
X seja algum objeto tal que Ext!(C, X) = 0, para todo cofibrante C'. Devemos
mostrar que X é um fibrante trivial. Pelo Lema [£.1.11] basta mostrarmos que
X — 0 tem a propriedade de levantamento a direita com relagdo a cofibragoes.
Seja i : A — B uma cofibragao. Pela defini¢do de categoria modelo abeliana, i é
um monomorfismo com conticleo cofibrante. Entao Ext'(Coker(i), X) = 0. Pela
exatidao da sequéncia:

Hom(B, X) — Hom(A, X) — Ext'(Coker(i), X) (4.7)

e Hom(i, X') é epimorfismo. Assim dado f € Hom(A, X) existe h € Hom(B, X)
tal que he = f, isto é,

f
—

A X
B 0

—

X — 0 tem a propriedade de levantamento a direita com relacdo a i : A — B.
Logo, X é um fibrante trivial. Portanto, mostramos que (C, F N W) é um par de
cotorsao.

Agora mostraremos que (C,F N W) tem suficientes projetivos. Seja X
um objeto arbitrario de A. Pela defini¢ao de categoria modelo, podemos fatorar
0 — X em uma cofibracao seguida de uma fibracao trivial

0 y -2, X,

Logo Y é um cofibrante. Pela definicdo de categoria modelo abeliana, p é um
epimorfismo com ntcleo K fibrante trivial. Entao temos uma sequéncia exata
curta

0 K y 25 X 0,
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com K € FNWeY €C. Logo, (C,FNW) tem suficientes projetivos.

Agora falta mostrar que (C, F N W) tem suficientes injetivos. Seja X um
objeto arbitrario de A. Pela definicao de categoria modelo, podemos fatorar X — 0
em uma cofibracao seguida de uma fibragao trivial

X ",y <50

Logo Y é um fibrante trivial. Pela definicao de categoria modelo abeliana, ¢ é um
monomorfismo com conticleo C' cofibrante. Disto temos uma sequéncia exata curta

0 X Ly C 0,

com Ce€CeY € FNW. Logo, (C, F N W) tem suficientes injetivos. Portanto, o
par de cotorsao (C, F N W) é completo. A completude do outro par de cotorsao
segue de modo andlogo. O

Proposigao 4.2.7. Seja A uma categoria abeliana bicompleta com uma estrutura
modelo em A, na qual toda cofibracio € um monomorfismo e toda fibracao
¢ um epimorfismo. Entao fibragoes coincidem com epimorfismos com nicleos
fibrantes se, e somente se, cofibragoes triviais coincidem com monomorfismos
com contcleos cofibrantes triviais. Similarmente, fibragoes triviais coincidem com
epimorfismos com nicleos fibrantes triviais se, e somente se, cofibragoes coincidem
com monomorfismos com contcleos cofibrantes.

Demonstragcao. Suponha que fibragoes triviais coincidam com epimorfismos com
nucleo fibrante trivial. Mostremos que cofibra¢des coincidem com monomorfismos
com conucleos cofibrantes. Suponha que i : A — B é um monomorfismo com
contcleo j : B — C' com C' um cofibrante. Vamos mostrar que i tem a propriedade
de levantamento a esquerda com relagao a qualquer fibragao trivial p: X — Y.
Considere um quadrado comutativo

A
i
B

Como p é uma fibragao trivial, K = Ker(p) é um cofibrante trivial. Este diagrama
induz o diagrama comutativo com linhas e colunas exatas a seguir.

I x

|

LN Vg

bS]

De fato, dado o : B — X, temos i*p.(«) = i*(pa) = pai = p, (i) = p.i*(a). De
modo analogo, temos ¥k, = k,i*.
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Agora vamos mostrar a comutatividade do quadrado de baixo a direita.
Seja B : A — X. Tomando o diagrama pushout de 5 com i

E:0 A—t,p-t.,¢C 0
o
£:0 X-‘tsp-—m,C 0

encontramos () = [¢] que é a classe de sequéncias exatas curtas equivalentes a
sequéncia e: 0 — X -5 P ™ ¢ — 0.
Aplicando p, : FEzt'(C,X) — FExt'(C,Y) em §(8) encontramos

() = [€'], a classe de sequéncias exatas curtas equivalentes a sequéncia dada
pelo diagrama pushout a seguir

£:0 X _t,p_m., 0 0
£ 0 y L. p ™o 0

Agora vamos calcular dp,(3). Tomando o diagrama pushout de p.(5) = pS
com ¢

E:0 A—sB—1,¢C 0
o]
&0 y s pr ™, ¢ 0,
temos Op.(5) = 0(pB) = [€"], a classe de sequéncias exatas curtas
equivalentes a &”. Para mostrar que p.d(5) = 0p.(f), devemos mostrar

que ¢ :0—Y —-P —C —0 ec" :0—-Y —P'—C—0 sao
equivalentes. Pela definicao de pushout, temos

Assim, pelo Lema das Cinco, no diagrama

0 Y P C 0
0 Y P C 0
r é um isomorfismo. Logo, p.d(8) = Ip.«(8). De modo anilogo, temos a

comutatividade do quadrado ao lado.
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Temos p, f = i*g. Assim, p,0f = dp.f = 0i*g. Vamos mostrar que di*g = 0.
De fato, d7*g = dgi € a classe das sequéncias exatas curtas equivalentes a sequéncia
resultante do pushout de ¢ com gi:

0 A—t,p-t,(C 0
E
0 Yy "+ R-",C 0

Pela definicao de pushout, existe um tnico ¢: R — Y tal que gs =g e qr = 1y.

A, B

b

Y X/ R

Entdo, a sequéncia 0 — Y — R O —0 cinde, isto é, dgi = 0. Pelo
Teorema [4.2.6), Ext'(C, K) = 0. Consequentemente, § f = 0. Pela exatidao de

Hom(B,X) 5 Hom(A, X) % Ext'(C, X),

existe uma aplicagdo h : B — X tal que hi = f.

Temos ainda i*(ph — g) = (ph — g)i = phi — gi = 0, assim existe uma
aplicacao m : C' — Y tal que mj = j*m = ph — g. Da sequéncia exata

Hom(C,X) £ Hom(C,Y) - Ext'(C,K) =0,

temos 6(m) = 0. Logo, existe n : C — X tal que pn = p.n = m.
Consequentemente, (h —nj)i = hi = f e p(h — nj) = ph — pnj = ph —mj =
ph — ph 4+ g = g, ou seja, h — Gj : B — X é o levantamento procurado. Logo, 7 é
uma cofibracao. m

Definicao 4.2.8. Uma subcategoria nao vazia S de uma categoria abeliana A é
chamada thick se é fechada sob retragoes e dada uma sequéncia exata

0—ALBLS0—0 (4.8)

se duas das trés entradas A, B,C' da sequéncia (4.8)) estdo na subcategoria S,
entao a terceira também esté.

Proposicao 4.2.9. Se A € uma categoria modelo abeliana e VW € uma classe de
objetos triviais, entao VV é thick.

Demonstracdo. Seja A um objeto trivial, isto é, 0 — A é uma equivaléncia fraca.
Vamos mostrar que A — 0 também é uma equivaléncia fraca. Note que 1y é uma
retracao de 0 — A, como podemos observar no diagrama a seguir
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0 0 0
|1
0 A 0

Entao 1o é uma equivaléncia fraca. Como 1o = 0 — A — 0, temos que A — 0
também é uma equivaléncia fraca.

Agora mostremos que W é fechada sob retragoes. Seja g : C — D um
morfismo em W e f: A — B sua retragao. Considere os diagramas comutativos

S

Note que 0 — A é uma retragdo de 0 — C' e B — 0 é uma retracao
de D — 0. Como 0 — C' e D — 0 sao equivaléncias fracas, entdao 0 — A
e B — 0 também o sao. Logo, f € W. Dada uma sequéncia exata curta
00— A 7, B-LCc— 0, podemos escrever g = pi, com p uma fibragao (e,

em particular, um epimorfismo), e ¢ é uma cofibragao trivial (e, em particular, um
monomorfismo). Seja A’ = ker(p). Como p(if) = gf = 0, pela definigdo de nicleo,
existe um tnico j : A — A’ tal que kj = if.

At P,

F\
\\\\ ZfT %
A

Entao, temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

0 At B 2,¢ 0
il
0 A —— B —C 0.

Como 7 e f sdo monomorfismos, entao kj também o é, e assim j é um
monomorfismo. Pela propriedade de pushout Coker(j) = Coker(i). Pela
Proposicao [£.2.7} como i é uma cofibragao trivial, entdo Coker(i) é cofibrante
trivial. Novamente pela Proposicao , como j é monomorfismo e Coker(j) =
Coker(i) é um cofibrante trivial, entdao j é uma cofibracao trivial. Portanto, se

A € W temos que A — A" — 0 ¢é uma equivaléncia fraca, entao A’ — 0
também é uma equivaléncia fraca, ou seja, A’ € WW. Como p é uma fibracao, A’
também ¢ fibrante, pela definicdo de categoria abeliana modelo. Neste caso, p é
uma fibragao trivial, assim g é uma equivaléncia fraca. Logo, B € W se, e somente
se, C' € W. Similarmente, se B,C € W, entao p ¢é fibracao trivial. Logo, A’ € W
e assim A € W. O]

O Teorema [£.2.6) mostra que, dada uma estrutura modelo abeliana em
uma categoria abeliana A, pode-se encontrar dois pares de cotorsao completos
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em A. Reciprocamente, mostraremos a seguir que dados dois pares de cotorsao
completos em uma categoria abeliana A pode-se encontrar uma estrutura modelo
abeliana em A.

Para os proximos resultados desta secdo consideremos A uma categoria
abeliana bicompleta e C, F, W sejam trés classes de objetos em A.

Para construir uma estrutura modelo abeliana vamos definir uma cofibragao
(resp. cofibragao trivial) como um monomorfismo f de A cujo contcleo estd em
C (resp. CN'W), e uma fibragcdo (resp. fibragao trivial) como um epimorfismo
cujo nicleo estd em F (resp. F N W). E uma equivaléncia fraca definimos como
um morfismo f em A que se fatora como f = pi, com p uma fibragao trivial
e i ¢ uma cofibragdo. Denotemos por C,, (resp. CW,,) a classe das cofibragoes
(resp. cofibragoes triviais), F,, (resp. FW,,) a classe das fibragoes (resp. fibragoes
triviais), W, a classe das equivaléncias fracas

Lema 4.2.10. Se (C,FNW) e (CNW,F) sao pares de cotorsao em A, entdo
Com, CW,, Frn € FW,,, sdo subcategorias de A.

Demonstragdo. Se i e j sao cofibragoes, entao ji € um monomorfismo. Assim,
podemos construir um diagrama comutativo com linhas e colunas exatas como
segue

0
0 0 Ker(f)
0 A—2 ¢ Coker(ji) — 0
Z | f
0 B ! C Coker(j) —— 0
Coker(i) 0 0

Pela defini¢do de contcleo, existe uma tnica f : Coker(ji) — Coker(j) tal que
feoker(ji) = coker(j). Como coker(j) é epimorfismo, f também o é. Pelo Lema
da Serpente, existe uma sequéncia exata

0 —— Ker(f) —— Coker(i) —— 0,
isto é, Ker(f) = Coker(i). Desse modo, temos a sequéncia exata

0 —— Coker(i) —— Coker(ji) —— Coker(j) —— 0.

Seja K € F NW. Aplicando o funtor Ext!(—, K) nesta sequéncia, temos uma
sequéncia exata

Ezt'(Coker(j), K) —— Ext'(Coker(ji), K) —— Ext!'(Coker(i), K).
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Como i e j sao cofibragoes, Ext!(Coker(j), K) = Ext'(Coker(i), K) = 0. Logo,
Ext'(Coker(ji), K) = 0. Assim, Coker(ji) € C. Portanto, ji ¢ uma cofibragao.
Os outros casos sao similares. O

Vamos mostrar que esta estrutura satisfaz o axioma de levantamento.

Lema 4.2.11. Se (C,FNW) e (CNW,F) sao pares de cotorsao em A, entdo
cofibracoes tem a propriedade de levantamento a esquerda com relag¢io a fibragoes
triviais. E cofibragoes triviais tem a propriedade de levantamento a esquerda com
relacdo a fibragoes.

Demonstragio. Seja 1 : A — B uma cofibracao. Seja p : X — Y uma fibragao
trivial e um quadrado comutativo

I x

bS]

A
[:
B

Este diagrama induz o diagrama comutativo com linhas e colunas exatas:

AN Ve

O morfismo f representa uma classe em Hom(A, X) tal que p.f = i*g. Assim
p0f = dp.f = di*g = 0. Por hipdtese Ext'(C,K) = 0. Consequentemente,
0f = 0. Pela exatidao de

Hom(B,X) —— Hom(A,X) —>— Ezt'(C, X)
existe uma aplicagao h : B — X tal que hi = f. Note que i*(ph—g) = (ph—g)i =
pht — gi = 0, assim existe uma aplicagao F': C' — Y tal que Fj = j*F = ph — g.
Olhando para a sequéncia
Hom(C,X) —2— Hom(C,Y) —— Ezt'(C,K) =0
note que §(F) = 0. Segue que, existe G : C' — X tal que pG = p,G = F. Dali,
(h—Gj)i = hi = feplh—Gj)=ph—pgj =ph—Fj=ph—ph+g = g. Portanto,

h—Gj: B — X ¢é o levantamento procurado. O

Vamos mostrar que esta estrutura satisfaz o axioma da fatoragao.
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Proposicao 4.2.12. Se (C, FNW) e (CNW, F) sdo pares de cotorsio completos
em A, entdo todo morfismo f em A pode ser fatorado como f = pi = qj, com p
uma fibracao, i uma cofibracdo trivial, ¢ uma fibragdo trivial e j uma cofibracdo.
Se o0s pares de cotorsao sao funtorialmente completos, entdo as fatoracoes sao
funtoriais.

Demonstracdo. Primeiro mostremos que qualquer monomorfismo f pode ser
fatorado como f = ¢j, com ¢ uma fibragao trivial e 7 uma cofibragao. De fato,
seja f : A — B um monomorfismo com conicleo C. Como (C,F NW) é um par
de cotorsdao completo, existe um epimorfismo QC —h, C, com QC € C, cujo
nucleo K € FNW. Tomando o pullback, obtemos o diagrama comutativo abaixo
cujas linhas e colunas sao sequéncias exatas curtas

Lo

L. B —*.,QC

il

! . B C.

Como j é um monomorfismo com conucleo QC' € C, j é uma cofibragao. Visto
que o nucleo de ¢ estda em F N W, ¢ é uma fibracao trivial.

Mostraremos agora que qualquer epimorfismo f : X — Y pode ser fatorado
como f = qj, com ¢ uma fibracao trivial e 7 uma cofibracao. De fato, seja
f X — Y um epimorfismo com niicleo K. Como (C,F NW) é um par de
cotorsdao completo, existe um monomorfismo g : K — RK com contcleo em C
e RK € FNW. Entao tomamos o pushout para obter o diagrama comutativo
abaixo

K x .y
I
RK X 5y
I B
C ——(C——0

Como f = gj é um epimorfismo, ¢ também o é. Como o nicleo RK de q estd em
FNW, q é uma fibracao trivial. Como g é um monomorfismo, ¢’ é um epimorfismo.
Segue que X' — ' também é um epimorfismo. Entdao j é um monomorfismo.
Como C = Coker(j) € C, j é uma cofibragao.

Agora seja f : A — B uma aplicagdo arbitraria. Entao podemos fatorar f
como

1

Podemos escrever 1g | = ¢4, com ¢’ uma fibracao trivial e j° uma cofibracao.
)
Entao j'i é um monomorfismo e assim podemos escrever j'i; = ¢”j, com ¢” uma
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fibragao trivial e j uma cofibragao. Seja ¢ = ¢'¢”. Entao f = ¢j, com ¢ uma
fibragao trivial, pelo Lema [4.2.10} e 7 uma cofibragao. Esta é uma fatoracao, como
queriamos. O

Vamos mostrar que a estrutura satisfaz o axioma das retragoes.

Lema 4.2.13. Se (C,FNW) e (CNW,F) sao pares de cotorsao em A, entdo
Cn, CWo, Fon € FW,, sao fechadas sob retragoes.

Demonstracao. Seja g : B — Y uma cofibracdo e f : A — X sua retracdo. Segue
que existe um diagrama comutativo

A—2 B2 .4

ookl

X —/—Y 45X

tal que fa =14 e sr = 1x. Entao, r e a sao monomorfismos. Consequentemente,
f também é monomorfismo. Assim, pela defini¢cao de cofibragdo Coker(g) € C,
falta mostrar que Coker(f) € C. Note que,

coker(g)rf = coker(g)ga = 0.

Pela definigao de coker(f), existe r' : Coker(f) — Coker(g) tal que r’coker(f) =
coker(g)r. De modo anédlogo temos também s’ : Coker(g) — Coker(f) tal que
s'coker(g) = coker(f)s. Assim temos o diagrama comutativo

0 0 0
0 A o B ? A 0
f g
0 X a Y : X 0 (4.9)
coker(f) coker(g) coker(f)
Coker(f) —"— Coker(g) —— Coker(f)

Pela comutatividade de (4.9), s'r’coker(f) = coker(f)sr = coker(f). Como
coker(f) é um epimorfismo, s'r" = looker(s). Agora seja K € FNW tal que exista
uma sequéncia exata curta

0 K —*» D 2 Coker(f) — 0.

Considere o diagrama pullback
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0 K-—*,p_" Coker(g) —— 0
|k
0 K —*+ D2 Coker(f) —— 0.

Como (C,F N W) é um par cotorsao e Coker(g) € C e K € FNW,
Ext'(Coker(g), K) = 0. Entéo existe y' : Coker(g) — P tal que yy' = looker(q)-
Tome py'r’ : Coker(f) — D e note que

z(py'r’") = s'yy'r’ = ' = Looker(p)-

Entao, a sequéncia exata curta 0 K—*+p—= Coker(f) —— 0

cinde. Isto significa que Ext'(Coker(f), K) = 0. Pela definigao de par de cotorsio,
Coker(f) € C. Logo, f é uma cofibragdo. Os outros casos sao similares. m

Lema 4.2.14. Se (C,FNW) e (CNW,F) sao pares de cotorsio funtorialmente
completos em A, entdao W,, € fechada sob retragies.

Demonstragdo. Seja f uma retragao de g. Pela Proposicao [4.2.12] temos uma
fatoracao funtorial, f = pi e g = qj com p e ¢ fibracoes triviais, ¢ e j cofibragoes.
Como a fatoragao ¢é funtorial, temos o seguinte diagrama comutativo

A—— B —"- A

ool

Al T B s’ A

Pl b

X *,y Y.Xx

com s'r" = 14. Isto significa que 7 é uma retracao de j e p é uma retracao de q. Se
g € uma equivaléncia fraca, entao tomamos 7 como uma cofibragao trivial. Como
cofibragoes triviais sao fechadas sob retragoes, ¢ é também uma cofibracao trivial.
Portanto, f é uma equivaléncia fraca. n

Agora vamos mostrar que a estrutura satisfaz o Axioma (3 por 2).

Proposi¢ao 4.2.15. Se (C,F N W) e (C N W,F) sdao pares de cotorsao
funtorialmente completos em A e W uma subcategoria thick de A, entdo W,, sao
fechadas sob composigoes.

Demonstracao. Sejam f e g equivaléncias fracas. Vamos mostrar que g f também
é uma equivaléncia fraca. Por definicao g = pi e f = ¢j com p, ¢ fibragoes triviais e
i, j cofibragoes triviais. Segue que ¢gf = piqj. Pelo Lema [£.2.10] basta mostrarmos
que iq ¢ uma equivaléncia fraca. Pela Proposigao [4.2.12] iq pode ser fatorado como
iq = ¢'i’, com ¢ fibracao trivial e ' uma cofibragdo. Obtemos assim um diagrama
comutativo com linhas exatas
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0 A—>B Coker(i') —— 0
CI\L lq’ Jr
0 C ——=C Coker(i) — 0

no qual r : Coker(i') — Coker(i) é obtido pela definigdo de conticleo. Precisamos
mostrar que i’ é uma cofibracao trivial. Pelo Lema da Serpente, temos a sequéncia
exata

0 — Ker(q) — Ker(q¢) — Ker(r) — Coker(q).

Como ¢ é um epimorfismo, Coker(q) = 0. Pelo fato de i’ ser um monomorfismo, o
morfismo induzido da defini¢do de niicleo Ker(q) — Ker(q') é um monomorfismo.
Segue que

0 —— Ker(q) —— Ker(¢') —— Ker(r) —— 0

é uma sequéncia exata curta. Pela definigao de cofibragio trivial, Coker(i) € CNW.
Uma vez que ¢ e ¢’ sdo fibragoes triviais, Ker(q), Ker(¢') € F NW. Como W é
thick, Ker(r) € W. Se C — Coker(i) e ¢’ sao epimorfismos, entao r também o é.
Assim,

0 —— Ker(r) —— Coker(i'’) —— Coker(i) —— 0

¢ exata. Como W ¢é thick, Coker(i") € W. Logo, " é uma cofibragao trivial. [J

Lema 4.2.16. Se h = gf, com h e f monomorfismos e g um epimorfismo em A,
entdo existe uma sequéncia exata curta

0 — Ker(g) — Coker(f) — Coker(h) — 0. (4.10)

Dualmente, se temos uma fatoracao h' = ¢’ ', com h' e ¢ epimorfismos e f" um
monomorfismo, entdo existe uma sequéncia exata curta

0 — Ker(h') — Ker(g') — Coker(f') — 0. (4.11)

Demonstracao. Temos o seguinte diagrama comutativo cujas linhas sao sequéncias
exatas curtas.

0 A-L.B Coker(f) —— 0
|k
0 ALl Coker(h) —— 0.

Pelo Lema da Serpente temos a sequéncia exata

0 — Ker(g) — Ker(r) — 0.
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Isto significa que Ker(g) = Ker(r). Como g e C — Coker(h) sao epimorfismos,
r também é um epimorfismo. Logo, obtemos a sequéncia exata curta (4.10]). A
demonstracao da sequéncia (4.11]) é similar. O

Lema 4.2.17. Sei é um monomorfismo em A e W é uma subcategoria thick de A,
entdo i € uma equivaléncia fraca se, e somente se, Coker(i) € W. Em particular,
uma aplicacao que € uma cofibracao e uma equivaléncia fraca € uma cofibracao
trivial. Dualmente, um epimorfismo p € uma equivaléncia fraca se, e somente se,
Ker(p) € W. Assim, uma aplicagio que é uma fibragio e uma equivaléncia fraca
¢ uma fibragdo trivial.

Demonstracao. Se i = pj, no qual p é uma fibracao trivial e j é uma cofibracao,
entao pelo Lema obtemos uma sequéncia exata curta

0 —— Ker(p) —— Coker(j) —— Coker(i) —— 0.

Como Ker(p) € W e W é uma subcategoria thick temos que se Coker(j) € W
entdo Coker(i) € W. Em particular, se Coker(i) € W, entdao Coker(j) € W
e assim j é uma cofibracao trivial. Portanto, ¢ é uma equivaléncia fraca.
Reciprocamente, se i é uma equivaléncia fraca, entdo podemos tomar j uma
cofibragao trivial. Isto significa que Coker(j) € W e assim Coker(i) € W. O

Lema 4.2.18. Sejam (C, F NW) e (CNW,F) sao pares de cotorsao completos
em A e W uma subcategoria thick de A. Se fi = j, com i e j cofibragoes triviais,
entdio f € uma equivaléncia fraca. Dualmente, se qf = p, com p e q fibrantes
triviais, entao f é uma equivaléncia fraca.

Demonstracio. Suponha que fi = j. Seja f = [k uma fatoracao de f tal que k
¢ uma cofibragao trivial e [ é uma fibracdo. Desse modo, j = fi = [(ki). Vamos
mostrar que [ é uma equivaléncia fraca. Como [ é um epimorfismo e j e ki sao
monomorfismo, pelo Lema [4.2.16| existe uma sequéncia exata curta

0 —— Ker(f) —— Coker(i) —— Coker(j) —— 0

Como Coker(i) e Coker(j) estao em W e W é uma subcategoria thick, obtemos
Ker(f) € W. Pelo Lema [4.2.17], f é uma equivaléncia fraca. O

Lema 4.2.19. Seja W uma subcategoria thick de A. Se pi = j, com p uma
fibracdo trivial e j € uma cofibracao trivial, entao v € uma equivaléncia fraca.
Dualmente, se qj = p o qual j € uma cofibracao trivial e p € uma fibracao trivial,
entdo q € uma equivaléncia fraca.

Demonstragio. Note que ¢ é um monomorfismo. Pelo Lema [£.2.10] existe uma
sequéncia exata curta.

0 —— Ker(p) —— Coker(i) —— Coker(j) —— 0.

Como Ker(p) e Coker(j) estao em W e W é uma subcategoria thick, Coker(i) esta
também em . Logo, o Lema implica que 7 é uma equivaléncia fraca. [
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Lema 4.2.20. Seja W uma subcategoria thick de A. Se jf = i, com i e j
cofibragoes triviais, entdo f € uma equivaléncia fraca. Dualmente, se fq = p, com
q e p fibragoes triviais, entao f € uma equivaléncia fraca.

Demonstracdo. Note que f é um monomorfismo. Assim, temos o seguinte diagrama
comutativo com linhas exatas

0 ——— Ker(r)

E J
|

! B Coker(f) —— 0

A : C Coker(i) —— 0
0

—— Coker(j) —— Coker(r)

Pelo Lema da Serpente, temos a sequéncia exata

0 —— Ker(r) 0 Coker(j) —— Coker(r) —— 0.

Isto significa que Ker(r) = 0 e Coker(j) = Coker(r). Logo, temos a sequéncia
exata curta

0 —— Coker(f) —— Coker(i) —— Coker(j) —— 0.

Como W é uma subcategoria thick, Coker(f) € W. Assim, f é uma equivaléncia

fraca, pelo Lema O

Utilizando os lemas acima mostraremos que o axioma 3 por 2 é valido, que
serda demonstrado na proposicao abaixo.

Proposigao 4.2.21. Sejam (C,F N W) e (CNW,F) sdo pares de cotorsao
completos em A, W uma subcategoria thick de A e f e g morfismos em A com
a composicdo gf definida. Se dois de f,qg e gf sao equivaléncias fracas, entdo a
terceira também é.

Demonstragio. Pela Proposigao [£.2.15] se f e g sdo equivaléncias fracas, entao gf
também o é. Vamos mostrar que se gf : X — Z sao equivaléncias fracas, entao f
também o é. O outro caso é dual. Pela Proposi¢ao [4.2.12, podemos fatorar f como
f = yx com x uma cofibracao e y uma fibracao trivial. Se x fosse uma equivaléncia
fraca, entao f seria uma equivaléncia fraca. Assim podemos reduzir ao caso em
que f: X — Y é uma cofibracao. Como ¢ é uma equivaléncia fraca, é possivel
fatorar g = pi, com ¢ uma cofibracao trivial e p uma fibracao trivial. Entao temos
uma fatoracdo if = ¢j, com j uma cofibragdo e ¢ uma fibracao trivial. Assim
temos o diagrama comutativo.
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Por outro lado, gf é também uma equivaléncia fraca, assim podemos fatorar
gf = rk, com k uma cofibragao trivial e » uma fibragao trivial. Consequentemente
temos o diagrama comutativo.

X 2 x "M,z

X X" A

Aqui o morfismo « existe pela propriedade de levantamento a esquerda de j com
relacao a r.

X o X

1

) LNy

Note que pg = ra, com pq e r fibragoes triviais. Consequentemente, o Lema
mostra que « é uma equivaléncia fraca. Podemos entao fatorar a = s/, com s
uma fibragao trivial e [ uma cofibragao trivial. Temos entao s(lj) = k, com s uma
fibracao trivial e k uma cofibrac¢ao trivial. O Lema implica que [j é uma
cofibracao trivial. Visto que | é uma cofibracao trivial, o Lema implica
que j é uma cofibracao trivial. Isto significa que if e ¢ sdo cofibragoes triviais.
Consequentemente, do Lema [4.2.20 f é uma cofibragdo trivial. ]

Assim concluimos a demonstracao do seguinte teorema.

Teorema 4.2.22. Sejam C, F, W trés classes de objetos em uma categoria abeliana
bicompleta A tais que

1. W € thick e

2. (C,FNW) e (CNW,F) sao pares de cotorsio completos.

Entdo existe uma tunica categoria modelo abeliana em A tal que C é a classe de
objetos cofibrantes, F ¢ a classe de objetos fibrantes e W € a classe de objetos
trivials.

4.3 Correspondéncia entre Estrutura Modelo
Exata e Pares de Cotorsao

Definicao 4.3.1. Seja (A, ) uma categoria exata. Um par de classes (F,C) de
objetos em uma categoria exata (A,E) é um par de cotorsao se as seguintes
condic¢oes valem:
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1. Ext{, ¢ (F,C) =0, para todo F € F e C€C.
2. Se Ext{, ¢ (F,X) =0, para todo F € F, entao X € C.

3. Se Ext{,¢(X,C) =0, para todo C € C, entdao X € F.

Dizemos que um par de cotorsao (F,C) tem suficientes projetivos se, para
todo X na categoria exata (A, ), existe uma sequéncia exata curta

C F X, (4.12)

com F € F e C € C. Dizemos que (F,C) tem suficientes projetivos funtorais se a
sequéncia (4.12)) é funtorial em X. Dualmente, dizemos que (F,C) tem suficientes
injetivos se, para todo X em (A, E) existe uma sequéncia exata curta

X C F, (4.13)

com C € C e F' € F. Dizemos que (F,C) tem suficientes injetivos funtoriais
se a sequéncia ¢ funtorial em X. Se (F,C) tem suficientes projetivos e
sufientes injetivos, dizemos que é um par de cotorsao completo. Dizemos que um
par de cotorsao ¢é funtorialmente completo se tem suficientes injetivos funtoriais e
suficientes projetivos funtoriais.

Exemplo 4.3.2. Seja G uma categoria exata do tipo Grothendieck e Z a classe
de objetos injetivos. Do Teorema [3.2.11] o par (0bG,Z) ¢ um par de cotorsao com
suficientes injetivos. Além disso, este par de cotorsao é completo. De fato, seja
X € obG. Como a categoria G é exata, existe uma sequéncia exata curta

0 X X5 X,

Logo, o par de cotorsao (0bG,Z) tem suficientes projetivos.

De modo natural é possivel fazer a correspondéncia entre pares de cotorsao
e estruturas exatas em categorias exatas como foi feito para categorias abelianas.
Primeiro precisamos definir uma estrutura modelo que preserve a estrutura exata.

Definicao 4.3.3. Seja (A, E) uma categoria exata. Uma estrutura modelo exata
em (A, €E) é uma estrutura modelo em que valem as afirmagoes.

1. Um morfismo é uma fibragao (trivial) se, e somente se, é um monomorfismo
admissivel com um conticleo cofibrante (trivial).

2. Um morfismo é uma fibragao (trivial) se, e somente se, ¢ um epimorfismo
admissivel com um nucleo fibrante (trivial).

Definigao 4.3.4. Dada uma categoria exata (A, E), uma subcategoria thick de
A é uma classe de objetos W que é fechada sob somandos diretos e tal que se
dois de trés termos em uma sequéncia exata curta estao em WV, entao o terceiro
também esta.
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Teorema 4.3.5. Seja (A,E) uma categoria exata com uma estrutura modelo
exata. Seja Q a classe de objetos cofibrantes, R a classe de objetos fibrantes e VW
a classe de objetos triviais. Entao VW é uma subcategoria thick de A e (Q,RNW)
e (QNW,R) sdo pares de cotorsao funtorialmente completos em A.

Demonstra¢io. A demonstragao de que (Q,RNW) e (QNW,R) sdo pares de
cotorsao completos em A ¢é andloga a demonstragao do Teorema [£.2.6] Vamos
mostrar que W é thick. Seja W € W e X um somando direto de W, ou seja,
W =X @Y. Note que 0 — X é uma retracao da aplicacao 0 — W. De fato,

1
x (0) Yoy Uy

é uma sequéncia exata curta e, além disso, (1 0) (}) = 1. Entéo, temos o diagrama
comutativo

0 0

(10) I

1
(*O>>X@Y*>X

i

isto é, 0 — X é uma retracao de 0 — W. Assim, como 0 — W é uma equivaléncia
fraca, o axioma de retracao nos diz que 0 — X também é uma equivaléncia fraca.
Logo, W ¢é fechado sob somandos diretos.

Y

Agora queremos provar que se dois termos em uma sequéncia exata curta
estao em W, entao o terceiro também esta. Seja

Arl B2, ¢

uma sequéncia exata curta. Usando o axioma da fatoracao, escrevemos g = pt
com p uma fibragao (e assim um epic admissivel com ntcleo fibrante) e i uma
cofibragao trivial (e assim um monic admissivel com contcleo cofibrante trivial).
Seja A = Ker(p). Como p(if) = gf = 0, pela definigdo de nicleo, existe um
unico j : A — A’ tal que kj = if.

Ak, p (0o

LN
z‘fT 0
i
A

Entao, temos um diagrama comutativo com linhas exatas:

Al B2, ¢
N
APt p 2, C

Pela Proposicao o quadrado a esquerda é um pushout. Seja ¢ = coker(i).
Temos (¢k)j = qif = 0e, dado o : A" — X tal que «aj = 0, pela defini¢ao de
pushout, existe um tnico h : B" — X tal que hi =0 e hk = «.
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Pela definigao de contcleo de i, existe um tnico morfismo [ : Coker(i) — X tal
que lg = h. Assim, l(¢gk) = hk = a. Para mostrar a unicidade, suponha que
' : Coker(i) — X seja tal que I'(¢k) = a. Como k é monomorfismo, temos

I'(qgk) = l(gk) = I'q = Iq.

Pela unicidade de [, I’ = [. Logo, gk = coker(j) e Coker(j) = Coker(i). Como i e
f s@o monics admissiveis, segue que a composi¢ao kj = if é um monic admissivel.
Pelo Axioma Obscuro, j é um monic admissivel. Note que Coker(i) = Coker(j)
é um cofibrante. Logo, j é uma cofibracao trivial. Agora, se A € W, entao a

composicio A -5+ A’ — 0 é uma equivaléncia fraca. Assim, como j também é
uma equivaléncia fraca, A’ — 0 é uma equivaléncia fraca, isto é, A’ € W. Como p
¢ uma fibracao, A’ é também um fibrante. Neste caso, p é uma fibracao trivial e,
assim, g = pi é uma equivaléncia fraca. Logo, B € W se, e somente se, C' € W.
Por outro lado, se B,C € W, entdo p é uma equivaléncia fraca. Logo, A’ € W e
assim A € W. ]

Agora, assumindo que (A4, &) é fracamente idempotente completa, vamos
mostrar que dados uma subcategoria thick W e classes Q e R tais que (Q, RNW)
e (QNW,R) sao pares de cotorsao completos, entdo existe uma estrutura modelo
exata em A com Q a classe dos cofibrantes, R a classe dos fibrantes e W a
classe dos objetos triviais. O primeiro passo ¢ definir as cofibragoes, fibragoes e
equivaléncias fracas. De modo natural, defina uma cofibragdo (trivial) como um
monic admissivel f em A cujo conticleo estd Q(Q NW). De modo andlogo, defina
uma fibragao (trivial) como um epic admissivel cujo nicleo estd em R (RNW). E
defina uma equivaléncia fraca como um morfismo f em A que pode ser fatorado
como f = pt, com p uma fibracao trivial e ¢ uma cofibragao trivial.

Teorema 4.3.6. Seja (A,E) uma categoria exata fracamente idempotente
completa. Seja VW uma subcategoria thick e Q e R classes de objetos tais que
(Q,RNW) e (QNW,R) sejam pares de cotorsao completos. Entdo existe uma
estrutura modelo exata em A com Q os objetos cofibrantes, R os objetos fibrantes
e W os objetos triviais.

A demonstragdo do Teorema [4.3.6| é andloga a demonstracao do Teorema
4.2.22|

Exemplo 4.3.7. Seja G uma categoria exata do tipo Grothendieck. Em [10]
(vide Teorema 7.11) Stovicek utiliza a correspondéncia entre pares de cotorsao e
estrutura modelo exata para mostrar que se Cy.(G) a classe dos complexos aciclicos
for deconstrutivel em Ch(G), entdo existe uma estrutura modelo hereditdria em

Ch(G) com Q = Ch(G) a classe de objetos cofibrantes, W = C,.(G) a classe de
objetos triviais e R = C,(G)* a classe de objetos fibrantes.



Consideracoes Finais

As estruturas modelos sdo necessarias na construcao da categoria de
homotopia, que é definida pela localizagdo de uma categoria modelo.

Neste trabalho apresentamos a correspondéncia entre estrutura modelo e
pares de cotorsdo em categorias abelianas, que foi demonstrada por Hovey [13] e,
generalizada por Gillespie [14], para categorias exatas.

Com as categorias Grothendieck e as categorias exatas do tipo Grothendieck,
temos exemplos de pares de cotorsao completos e estes exemplos nos dao estruturas
modelos nestas categorias.

O resultado proposto por Gillespie [I5], em 2004, e demonstrado por
Yang e Ding [17], em 2015, diz que um par de cotorsdo completo hereditério em
uma categoria abeliana bicompleta A induz dois pares de cotorsao completos na
categoria dos complexos C'(.A). Assim, a correspondéncia de Hovey, junto com este
resultado, nos fornece uma estrutura modelo na categoria dos complexos C'(A) de
uma categoria abeliana A com um par de cotorsao completo e hereditario em A.
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Apéndice A
Conjuntos e classes

Na Teoria de Conjuntos Axiomatica de Zermelo-Fraenkel temos os seguintes
axiomas, que podem ser encontrados em [29]:

1. Axioma da Extensionalidade: Se X e Y tém os mesmos elementos, entao
X=Y.

2. Axioma do Emparelhamento: Para quaisquer conjuntos x e y existe um
conjunto {z,y}.

3. Axioma Esquema de Separagao: Se P é uma propriedade, entao para qualquer
X e p existe um conjunto Y = {x € X|P(z,p)} que contém todos os z € X
que tem a propriedade P.

4. Axioma da Unido: Para todo conjunto X existe o conjunto ¥ = U X, a
uniao de todos os elementos de X.

5. Axioma do Conjunto Poténcia: Para todo conjunto X existe o conjunto
poténcia Y = P(X), o conjunto de todos os subconjuntos de X.

6. Axioma da Infinidade: Existe um conjunto infinito.

7. Axioma Esquema de Substituicao: Se uma classe F' é uma fungao, entao
para qualquer conjunto X existe um conjunto Y = F(X) = {F(z)|z € X}.

8. Axioma da Regularidade: Todo conjunto nao vazio tem um €-minimal
elemento.

9. Axioma da Escolha: Toda familia de conjuntos nao vazios tem uma fungao
escolha.

O seguinte axioma: se P é uma propriedade, entdo existe um conjunto
Y = {z|P(x)}, chamado de Axioma Esquema de Compreensao, foi substituido
pelo Axioma Esquema de Separacao, pois se mostra contraditério como podemos
ver, por exemplo, no paradoxo de Russel. Considere o conjunto S = {X|X ¢ X}
cujos elementos sao todos os conjuntos que nao sao membros deles mesmos. S € S7
Se S € S, entdo S nao é um membro dele mesmo e assim S ¢ S. Por outro lado,
se S ¢ S, entdao S € S. Em qualquer caso, temos uma contradi¢ao. Para corrigir
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este problema, abandona-se o Axioma Esquema de Compreensao e faz-se uma
versao mais fraca que é o Axioma Esquema de Separagao.

Com esta alteragao nos axiomas Zermelo-Fraenkel, o paradoxo de Russel
ja nao ¢é problema. No entanto, nao existe um conjunto de todos os conjuntos.
De fato, se existisse um conjunto X de todos os conjuntos, entao, pelo Axioma
Esquema de Separacao, existe um conjunto Y = {x € X|z ¢ x}. Assim, Y € X.
SeYeY, entaoY ¢ Y. EseY ¢ Y entao Y € Y. Portanto, em qualquer dos dois
casos temos uma contradi¢do. Neste caso ndo seria possivel definir uma estrutura
geral como a categoria de todos os conjuntos.

Com o intuito de resolver este problema, Maclane em [33], define o universo
como um conjunto com as seguintes propriedades:

l.zeueU=uzeclU.
22ueUecvelU={uv}(uv)euxvel.
. xeU=PzxeUelxel.

4. w e U (onde w ={0,1,2,---} é o conjunto de todos os niimeros ordinais
finitos).

5. Se f:a — b ¢ uma funcao sobrejetora com a € U e b C U, entao b € U.

Chamando um conjunto u € U de conjunto pequeno e uma funcao entre conjuntos
pequenos de funcao pequena, ele consegue definir a categoria de todos os conjuntos
pequenos em que U é o conjunto dos objetos e A é o conjunto de flechas.
Dessa forma, pode-se construir, por exemplo, a categoria dos grupos pequenos, a
categoria dos espacos topologicos pequenos e categorias de outros tipos de objetos
matematicos pequenos. Também pode-se construir a categoria das categorias
pequenas que sao categorias onde o conjunto de objetos e o de flechas sdo pequenos.
Observe que a categoria dos conjuntos pequenos, por exemplo, ndo é uma categoria
pequena, pois o conjunto de objetos U nao é um conjunto pequeno. Desse modo,
segundo Maclane, ao assumir a existéncia de um conjunto universo, junto com os
axiomas de Zermelo-Fraenkel, tem-se o suficiente para a proposta usual de Teoria
de Categorias.

Uma axiomatizacao alternativa da Teoria de Conjuntos é o Sistema
Axiomatico da Teoria de Conjuntos de Bernays-Godel, introduzida por Bernays
em [21].

1. (a) Extensionalidade: se para todo u, u € X se, e somente se, y € Y, entao
X=Y.
(b) Todo conjunto é uma classe.
(c) Se X €Y, entao X é um conjunto.

(d) Poda: Para quaisquer conjuntos z e y, existe um conjunto {x,y}.

2. Compreensao:

Para todos Xi,---,X,, existe Y tal que Y = {z|p(z, X1, -+, X,)},
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onde ¢ é uma férmula em que apenas os conjuntos variaveis sao quantificados.

3. (a) Infinidade: Existe um conjunto infinito.
(b) Uniao: Para todo conjunto z existe o conjunto .

(¢) Conjunto poténcia: Para todo conjunto x existe o conjunto poténcia
P(z) de z.

(d) Substituigdo: Se uma classe F' é uma fungao e x é um conjunto, entao
{F(2)|z € x} é um conjunto.

4. Regularidade.

5. Escolha: Existe uma fungao F' tal que F'(z) € x para todo conjunto x nao
vazio.

A Teoria de Conjuntos Axiomatica de Zermelo-Fraenkel, tem apenas um tipo de
objeto, que s@o os conjuntos. Ja a Teoria de Conjuntos Axiomatica Alternativa de
Bernays-Goédel tem dois tipos de objetos: os conjuntos e as classes. Se um conjunto
de afirmagoes tedricas é provavel na Teoria de Conjuntos Axiomética de Zermelo-
Fraenkel, entao é provavel na Teoria de Conjuntos Axiomatica de Bernays-Godel.
Shoenfield [34] prova que se uma sentenga envolvendo apenas varidveis conjuntos
é provavel na Teoria de Conjuntos Axiomatica de Bernays-Godel, entao é provavel
na Teoria de Conjuntos Axiomética de Zermelo-Fraenkel.



Apéndice B

A Categoria dos Complexos e a
Categoria Homotdpica de uma
Categoria Exata

Seja A uma categoria aditiva. Definimos a Categoria dos Complexos
denotada por Ch(A) tendo como objetos os complexos (A, d,), os quais sdo
sequéncias de objetos de A, e morfismos dy € Hom(A*, A™) chamados
diferenciais

dnfl dn
A AP A Antl L

e Anfl
tal que a composicao de morfismos adjacentes € zero, ou seja
dd% ' =0, para todo n € Z.

O morfismo f : (A,da) — (B,dp) nessa categoria é uma familia de morfismos
fm: A" — B", para todo n € Z, fazendo o seguinte diagrama comutar:

dn—l an
...%An_l A A" A An+1—>...

fnfll lfn J{fnfl
dn—l

dn
e._—_y pn-1 B B" 5B, pgntl ...

Lema B.0.1. Se (A,€) € uma categoria exata entdo Ch(A) é uma categoria
exata com relagio a classe Ch(E) de sequéncias exatas curtas de morfismos que
sao exatos em cada grau. Se A € abeliana, entao Ch(A) também é.

Demonstragio. O ponto é que (como na categoria funtor) limites e colimites de
diagramas em Ch(A) sdo obtidos tomando os limites e colimites ponto a ponto
(em cada grau). Em particular, pushout sob monics admissiveis e pullback sobre
epics admissiveis existem e produzem monics admissiveis e epics admissiveis. O
restante segue diretamente. ]

Definicao B.0.2. A aplicacio cone de uma aplicacao cadeia f : A — B é o

_ n+1
complexo cone(f)* = A" @ B", com diferencial d} = ( fi{‘j‘rl d?_é; ) . Além
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disso, d?“d’} = 0, precisamente porque f é uma aplicagao cadeia. E claro que
a aplicagdo cone define um funtor da categoria de morfismos em Ch(A), para
Ch(A).
O funtor translagao em Ch(A) é definido por ¥A = cone(A — 0). Mais
explicitamente, ¥ A é o complexo com componentes (Y A)" = A" e diferenciais
n = —d%h. Se f é uma aplicacdo cadeia, sua traducao é dada por (Xf)" = f7+1.
Claramente, ¥ é um automorfismo aditivo de Ch(A).

O triangulo estrito sobre a aplicacao cadeia f : A — B é a sequéncia
3-periddica

A-l,p Y cone(f) I 3/ RN 5 ; Zcone(f)%u'

na qual a aplicacao cadeia 7y tem componentes ( ) e jf tem componentes

(10).

Seja f : A — B uma aplicacao cadeia. Observe que a sequéncia de
aplicagoes cadeia

1

B, cone(f) BELENS 3|

cinde em cada grau, porém, nao precisa ser uma sequéncia exata cindida em
Ch(A), porque a aplicagdo que cinde em cada grau nao precisa montar uma
aplicacao cadeia. De fato, é direto verificar que a sequéncia acima é exata cindida
em Ch(A) se, e somente se, f é homotdpica a zero.

Definicao B.0.3. Uma aplicacdo cadeia f : A — B é homotdpica a zero se
existem morfismos A" : A" — B! tais que f" = djy 'h" + h"*1d%. Um complexo
A é chamado homotopicamente nulo se 14 é homotdpico a zero.

As aplicagoes cadeia que sao homotdpicas a zero formam um ideal em
Ch(A), isto é, se h : B — C' é homotopica a zero entao hf e gh também o sao,
para todos morfismos f: A — Beg:C — D. Se hy e hy sdo homotdpicos a zero
entdo hy @ hy também o é. O conjunto N(A, B) de aplicagoes cadeia A — B que
sao homotépicas a zero é um subgrupo do grupo abeliano Homcpay(A, B).

Definicao B.0.4. A categoria homotdpica K(A) é a categoria com os complexos
HomCh(A) (A,B)

N(AB) como morfismo.

sobre A como objetos e Homga)(A, B) :=

Note que todo complexo homotopicamente nulo é isomorfo ao objeto zero
em K (A). Acontece que K (A) é aditiva, mas é muito raramente abeliana ou exata
com respeito a uma estrutura exata nao trivial. Porém, K (A) tem a estrutura de
uma categoria triangulada induzida pelos tridngulos estritos em Ch(.A).

Para cada objeto A € A, define-se cone(A) = cone(14). Note que cone(A)

, . 0 0 . .
¢ homotopicamente nulo com 10 ), como homotopia contraida.
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Se f e g sao homotopicamente equivalentes, isto é, f — g é homotdpico
a zero, entao cone(f) e cone(g) sao isomorfos em Ch(A), mas o isomorfismo e
sua classe de homotopia geralmente dependem da escolha de uma homotopia. Em
particular, a construcao da aplicagao cone nao produz um funtor definido em
morfismos de K (A).

Uma aplicagao cadeia f : A — B é homotopica a zero se, e somente se, se
fatora como hiy = f sobre h : cone(A) — B, com iy =iy, : A — cone(A). Além
disso, h tem componentes ( prtto fn ), sendo a familia de morfismos {h"} uma

homotopia de f a zero. Similarmente, f é homotdpica a zero se, e somente se, f
se fatora sobre jo-15 = j1__, : cone(X7'B) — B.

Definicao B.0.5. Um complexo A sobre uma categoria exata é chamado aciclico
(ou erato) se cada diferencial se fatora como A" —» Z"1A »— A" de tal
modo que cada sequéncia Z"A »— A" —» Z"T1A ¢ exata.

Lema B.0.6 (Lemma 10.3 [25]). A aplicagio cone de uma aplicagio cadeia
f:A— B entre complexos aciclicos ¢ aciclico.
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