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RESUMO

TEIXEIRA, Camila Cristina, M.Sc., Universidade Federal de Vigcosa, maio de 2022.
Metodologia Gage R&R: uma abordagem de estimacao intervalar via método
delta multivariado. Orientador: Eduardo Campana Barbosa.

A qualidade dos mais variados processos de produgao esta diretamente associada a
analise estatistica de dados coletados dos mesmos. Portanto, para tentar minimizar a
probabilidade de fracassos ou de falhas, métodos estatisticos sédo utilizados. Um dos
estudos mais tradicionais para avaliar um sistema de medi¢cdo € denominado como
Gage R&R (MSA, 2010; MONTGOMERY; RUNGER, 1993), em que a variacao total
do sistema é decomposta em, principalmente, duas partes: Repetibilidade e
Reprodutibilidade. Logo, o objetivo deste trabalho é realizar o estudo de Gage R&R,
via método da Analise de Variancia (ANOVA), para estimar os quadrados médios
associados aos fatores aleatérios operador e pega, e, em seguida, através do Método
dos Momentos, obter os estimadores para as componentes de variancia associadas
a Repetibilidade e a Reprodutibilidade. Posteriormente, estima-se o indice R&R (%) e
obtém-se um intervalo de confianga assintético, que permite classificar o sistema de
medicao quanto a sua adequacéao, de acordo com um quadro de referéncia utilizado

por académicos e profissionais atuantes nas industrias.

Palavras-chave: Intervalo de Confianga. Operador. Peca. Qualidade. Repetibilidade.
Reprodutibilidade



ABSTRACT

TEIXEIRA, Camila Cristina, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2022. Gage
R&R methodology: an interval estimation approach via multivariate delta
method. Adviser: Eduardo Campana Barbosa.

The quality of most production processes is directly associated with the statistical
analysis of data collected from them. Therefore, to try to minimize the probability of
failures or insuccesses, statistical methods are used. One of the most traditional
studies to evaluate a measurement system is called Gage R&R (MSA, 2010;
MONTGOMERY; RUNGER, 1993), in which the total variation of the system is mainly
decomposed into two parts: Repeatability and Reproducibility. Therefore, the objective
of this work is to carry out the study of Gage R&R, via the Analysis of Variance
(ANOVA) method, to estimate the mean squares associated with the random effects
of operator and part, and then, through the Method of Moments, to obtain the
estimators of the wvariance components associated with Repeatability and
Reproducibility. Subsequently, the R&R (%) index is estimated and an asymptotic
confidence interval is obtained, which allows classifying the measurement system as
to its suitability, according to a reference table used by academics and professionals

working in industries.

Keywords: Confidence Interval. Operator. Part. Quality. Repeatability. Reproducibility
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1. Introducao

Atualmente, para que as empresas se mantenham saudaveis e lucrativas no
mercado € necessario que elas sejam competitivas. A competitividade esta associada
a diversos fatores, e, principalmente, a satisfacao dos clientes, que estdo cada vez
mais exigentes. Por este motivo, os gestores devem adotar politicas de melhoria
continua, j& que novos desafios surgirdo, exigindo que as empresas aprimorem seus
processos e busquem sistemas de producdo mais capazes, eficientes e com
exceléncia na confiabilidade de seus resultados (KLAPUT et al., 2016).

Uma politica de melhoria continua tradicionalmente empregada para
monitorar ou tentar maximizar a eficiéncia de uma empresa e, consequentemente, sua
competitividade, € a do controle de qualidade dos seus produtos (processos e/ou
servicos). De maneira geral, o controle de qualidade envolve todas as operacdes da
cadeia produtiva da companhia, desde a identificacdo da demanda e o recebimento
dos suprimentos, até a confeccao dos itens, a avaliagdo de nao conformidades e a
entrega do produto final ao cliente (SELEME, 2008; PALADINI, 2009).

Logo, a auséncia de controle de qualidade em qualquer fase dos processos
industriais implica em consequéncias financeiras, retrabalhos, perdas e desperdicios
para as empresas, bem como em transtornos para os clientes (CUDNEY; ELROD,
2011). Mais especificamente, na etapa final da cadeia ou da operagéo, que envolve a
metrologia ou a medicdo dos itens produzidos, € que os problemas mais graves
podem ocorrer, principalmente quando um item n&o conforme € erroneamente
considerado como conforme e enviado ao cliente (KLAPUT et al., 2016).

Para tentar minimizar esses problemas alguns estudos tém sido conduzidos
com a finalidade de avaliar a eficiéncia de um Sistema de Medicao'. Dentre as
alternativas disponiveis, uma metodologia estatistica frequentemente empregada
para isso é a analise da Repetibilidade e da Reprodutibilidade (Gage R&R) do sistema
(MSA, 2010), que permite verificar, indiretamente, a capacidade do sistema de
producédo e, diretamente, a capacidade do sistema de medicdo de uma empresa.
Destaca-se que a capacidade do sistema de medicao esta associada a habilidade dos
operadores em realizar as medicdes e a presenca de efeitos associados a fontes

1 Um sistema de medigéao é definido como uma colegéo de instrumentos ou dispositivos de medigao e
de fixagao de pegas, padrdes, operacdes, métodos, software, pessoal, ambiente e premissas utilizadas
para quantificar a unidade de medi¢édo ou realizar a avaliagdo de uma caracteristica que esta sendo
medida (MSA, 2010)
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aleatorias de variacdo, que também afetam as medi¢ées (BURDICK; BORROR,;
MONTGOMERY, 2003).

De forma sucinta, a analise de um sistema de medicao via metodologia Gage
R&R tem como principal objetivo estimar um indice conhecido como indice R&R (%),
que é uma fungao nao linear das componentes de variancia associadas aos fatores
de interesse avaliados na andlise. Esse indice permite ao pesquisador classificar o
sistema de medi¢cdo em estudo como adequado, moderado ou inadequado, de acordo
com uma tabela de referéncia estabelecida na literatura. A estimativa do indice R&R
(%) pode ser obtida a partir de duas abordagens distintas: i) via método dos graficos
de controle para média e amplitude (GONCALVES JUNIOR; SOUSA, 2017; MSA,
2010) ou ii) por ajuste de um modelo linear estatistico, como o da Andlise de Variancia
(ANOVA) (MONTGOMERY, 2000

No que se refere as aplicagdes praticas da metodologia Gage R&R, além dos
trabalhos pioneiros de Montgomery & Runger (MONTGOMERY; RUNGER, 1993a;
MONTGOMERY; RUNGER, 1993b), Li e Al-Refaie (2008) analisaram dados de um
sistema de medicdo de uma industria madeireira via abordagem de gréaficos de
controle para média e amplitude. Os autores mediram o didmetro de perfuragdes
realizadas em painéis laterais. No experimento foram selecionados aleatoriamente
trés operadores e dez painéis laterais, utilizando um numero de trés repeticées por
operador. Os resultados demonstraram que o sistema de medicdo em questdo era
moderado, com um indice R&R (%) estimado de aproximadamente 12,67%.
Posteriormente, apds a detecgédo dos problemas, medidas corretivas foram realizadas
e um novo estudo foi conduzido. Ja os novos resultados demonstraram a adequacao
do sistema, com um indice R&R (%) estimado de aproximadamente 9,86% ou menor
que 10% (como sera apresentado mais adiante, um sistema de medicdo sera
considerado adequado se o seu indice R&R (%) estimado for inferior a 10%).

Ja Erdmann et al. (2010) utilizaram a abordagem da ANOVA para analisar um
sistema de medi¢do na area da saude (em um hospital). Nesse estudo foram utilizados
dados resultantes de medicbes de temperatura corporal (em ©°C) obtidas por
enfermeiros através de um termémetro auricular. Os resultados demonstraram que o
sistema de medicdo em questéo foi classificado como moderado, apresentando um
indice R&R (%) estimado de aproximadamente 25,4% (analogamente, um sistema de
medicdo sera considerado moderado se o valor estimado para o incide R&R (%) for
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maior do que 10% e inferior a 30%, e inadequado quando essa estimativa for superior
a 30%).

Por fim, na literatura cientifica, verifica-se que poucos trabalhos apresentam
a derivacao dos intervalos de confianga para o indice R&R (%). Mais especificamente,
0 que se verifica com maior frequéncia sao trabalhos que apresentam a constru¢ao
de intervalos de confianga para as variancias ou para as componentes de variancia.
Isto é, intervalos de confianca assintéticos (MONTEGOMERY; RUNGER, 1993b),
intervalos de confianca Bayesianos (LOPILATO; CARTER; WANG, 2015) e intervalos
de confianga baseados em métodos de reamostragem ou Bootstrap (WANG; LI, 2003)
para as componentes de variancia e nao para o indice R&R (%).

Nesse sentido, o principal objetivo deste trabalho foi apresentar a construcao
de um intervalo de confianga assintético para o indice R&R percentual, o que
possibilitard a realizacdo de comparagdes estatisticas entre sistemas de medicao e a
testagem de hipoteses sobre o verdadeiro valor do indice R&R (%). Para isso foi
utilizado o Método Delta Multivariado (CASELLA; BERGER, 2002), no intuito de obter
a estimativa da variancia do estimador do indice R&R (%), que é necessaria para a

construgao do intervalo de confianca de interesse.
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2. Referencial Teoérico

2.1 Analise do sistema de medicao

O estudo de Gage R&R permite avaliar e conhecer as principais fontes de
variacao associadas aos valores das medi¢coes. Em geral, os sistemas de medicao
estdo associados a duas principais fontes de variagdo: as pegas, produzidas na
operacao da empresa, e 0s operadores, que realizam as medi¢cOes dessas pegas com
um dispositivo de medicao apropriado (DESHPANDE et al., 2020). Ou seja:

2 — 2 2
OTotal = OPeca + Osistema de Medigdo (1)

Adicionalmente, segundo Dolezal, Burdick e Birch (1998), a variabilidade
associada ao sistema de medicao pode ser decomposta em duas outras componentes
de variacao, denominadas, respectivamente, de Repetibilidade e Reprodutibilidade:

2 _ 2 2
OSistema de Medi¢do — URepetibilidade + UReprodutibilidade (2)

2.1.1 Repetibilidade

A Repetibilidade representa a variabilidade natural ou inerente ao processo de
medicao, isto é, a variabilidade associada aos fatores aleatérios desconhecidos ou
que nao podem ser controlados, mensurados ou observados (por exemplo, condi¢des
ambientais, precisdo do instrumento, etc.) pelo pesquisador. Nesse sentido, a
Repetibilidade pode ser interpretada como a variagdo observada “dentro das
medicdes de um mesmo operador” ou dentro das medicbes de uma mesma peca,
quando avaliada repetidas vezes por um mesmo operador € com um mesmo
instrumento de medida (ou sob condigbes idénticas) (BURDICK, BORROR,
MONTGOMERY, 2003; SMITH; MCCRARY; CALLAHAN, 2007). Por este motivo, na
representacdo formal de modelos lineares estatisticos, a Repetibilidade esta

associada a variabilidade dos erros aleatorios, isto é:

2 _ 2
ORepetibilidade = O (3)
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2.1.2 Reprodutibilidade

Define-se a Reprodutibilidade como a variabilidade decorrente da diferenca
entre as médias originadas pelas medi¢des de diferentes operadores (ou de diferentes
periodos de tempo, ou de diferentes ambientes, ou em geral, de diferentes condi¢des),
quando estes utilizam 0 mesmo instrumento de medida, repetidas vezes, para avaliar
as mesmas pegas. Por esse motivo, a Reprodutibilidade pode ser interpretada como
a variabilidade “entre as medi¢cdes médias dos operadores” (WERKEMA, 1996;
BURDICK; BORROR; MONTGOMERY, 2003; SMITH; MCCRARY; CALLAHAN,
2007).

Um detalhe importante é que alguns operadores podem apresentar
dificuldades para medir determinadas pecas, enquanto outras ndo, o que caracteriza
o efeito de interacao entre operadores e pecgas, ou, mais especificamente, o efeito da

interacdo entre os fatores operador e pega. Logo, a Reprodutibilidade é definida como:

2 — 2 2
OReprodutibilidade = 00 T 00xp (4)

Note que na analise de Gage R&R estabelecem-se fatores, sendo que “O”

representa o fator Operador, definido com “0” niveis, “P” o fator Peca, definido com “p
“I”

niveis, e “Ox P” ou
Operador e o fator Pega (BURDICK; BORROR; MONTGOMERY, 2003).

€ a representagcao formal para a interagcdo entre o fator

2.1.2.1 Variabilidade associada a Interacao

A interacao representa a dependéncia entre os niveis dos fatores operador e
peca. O conceito de interacdo pode ser ilustrado graficamente, veja a Figura 1, que
apresenta o fator Peca, com dois niveis, p, € p,, plotado contra os dois niveis do fator
Operador, 0, € 0,. No grafico (a) é possivel visualizar que as linhas de o, e 0, sdo
aproximadamente paralelas, indicando que, possivelmente, os fatores Operador e
Peca nao interagem. Ja no gréfico (b) as linhas de o, e 0, ndo sdo paralelas e se
cruzam, indicando que, possivelmente, ha interacdo (complexa) entre os fatores
Operador e Peca (MONTGOMERY, 2012). Por fim, no grafico (c) as linhas de o, € o,

também nao sdo paralelas, mas ndo chegam a se cruzar, o que também caracteriza
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uma possivel interacdo (simples) entre os fatores Operador e Peca (MITCHELL;

JOLLEY, 2010).

Figura 1 - Exemplo de Interacdo entre fatores operador e pega.

12 G P
Lo b _—
o 11 S
8 10 il
; 10 0, 01
1 2 s ° 1 2
Peca Peca
(a) (b)
w 16 Ol
: 2 M \"'*u_._‘_ 01
< 02 0,
1 2

Peca
(c)

Fonte: Adaptado de Montgomery (2012, p.571) e Mitchell e Jolley (2010, p.442)

Vale ressaltar que uma conclusao mais formal sobre a presenca ou néo de
interacdo entre os fatores deve ser avaliada através de um teste de hipdtese
adequado. Se for constatada a presenca de interacdo significativa, a sua respectiva
componente de variancia, a3, p, ird representar uma parte da Reprodutibilidade, caso

contrario, se a interagdo n&o for significativa, entdo, o5, p = 0 e, consequentemente,
2 _ 2
UReprodutibilidade = 0p-

2.1.3 O indice R&R percentual

O indice R&R percentual resulta da razdo entre o desvio-padrdo do sistema
de medicao (ogy) € 0 desvio-padrao total dos dados (orota1), OU S€ja, 0 célculo desse
indice esta associado ao valor da variabilidade das pecas, da Repetibilidade e da
Reprodutibilidade (GONCALVES JUNIOR; SOUSA, 2017).
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2 2
\/GRepetibilidade + OReprodutibilidade
R&R(%) = ——

x100  (5)

2 2 2
\/UPega + JRepetibilidade + UReprodutibilidade

Naturalmente, como em geral ndo se conhece o valor verdadeiro desses
parametros, o indice R&R (%) devera ser estimado, substituindo esses valores
desconhecidos por suas respectivas estimativas. Um dos critérios mais utilizados para
verificar a adequacao de um processo de medicao, por meio do indice R&R (%), € o

apresentado a seguir no Quadro 1 (MSA, 2010).

Quadro 1 - Faixas de Classificagdo de um Sistema de Medicao.

R&R (%) Situacao do Sistema de Medicao
<10% Sistema de medigéo aceitavel
Entre 10% e 30% Sistema de medicao aceitavel, dependendo da aplicacao
> 30% Sistema de medicéo inaceitavel

Fonte: Adaptado MSA (2010, p.78).

2.2 Analise De Variancia (ANOVA)

A ANOVA ¢ o método estatistico tradicionalmente utilizado nos estudos de
Gage R&R para decompor a variabilidade total dos dados e estimar os quadrados
médios amostrais associados as fontes de variagao dos fatores em estudo. A ANOVA
€ aqui empregada pois a estimativa das componentes de varidncia, quantidades
necessarias para estimar o indice R&R (%), sao obtidas a partir dos valores amostrais
mencionados. Destaca-se que essa metodologia é capaz de lidar com diversas
configuragbes experimentais e permite estimar as variagbes amostrais com boa
precisdao (NAMALA, 2008). Porém, de acordo com Janiga (2018), seus calculos sao
mais complexos e exigem certo grau de conhecimento estatistico para interpretar os
resultados, sendo assim, a utilizacdo deste método é indicada principalmente quando

ha ferramentas computacionais disponiveis.

2.2.1 Modelo Estatistico

Segundo Montgomery (2012), o modelo estatistico da ANOVA empregado no
estudo convencional de Gage R&R é o modelo linear de um experimento com dois
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fatores aleatorios (Peca e Operador), desenvolvido sob um Delineamento
Inteiramente Casualizado (DIC), conforme apresentado em (6). Vale destacar que
esse modelo é utilizado para situacbes em que o planejamento do experimento é
cruzado, isto é, quando é possivel que todos os operadores megcam as mesmas pecas

repetidas vezes.

i=12 ..,p
Ve =+ 10+ B+ (@B)j + &jpp =12 ..,0 (6)
k=12 ..r

Em que u representa a meédia geral do modelo, 7;, £;, (8);; € &ijx
representam, respectivamente, o efeito do i-ésimo nivel do fator Pega, o efeito do j-
ésimo nivel do fator Operador, o efeito da interag&o entre a i-ésima pega e 0 j-ésimo
operador e o erro aleatorio associado a medicao da i-ésima peca, quando realizada
i.i.d.

pelo j-ésimo operador, na k-ésima repeticdo do experimento, tal que, &;jx N (0,

a?).

Diferente do modelo classico da ANOVA, em que o efeito dos fatores é tratado
como fixo, nos estudos de Gage R&R é comum admitir que o efeito dos fatores é
aleatério, ou seja, que os niveis dos fatores sdo na verdade uma amostra aleatéria
dos niveis reais. Naturalmente, como ambos os fatores (operador e peca) sao aqui

tratados como aleatérios, a interacédo entre eles também sera considerada como um
fator aleatério (BURDICK; BORROR; MONTGOMERY, 2005). Ou seja:

i.i.d.

~

7 i.i.d. N (O, 0§ ﬁj

i.i.d.
N N(0, a3) (B = N(O, a5 xp)
Admita ainda que os efeitos de peca, operador e interacdo sejam variaveis
aleatérias continuas mutuamente independentes e que cada uma dessas variaveis

aleatorias também seja independente do componente aleatério
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2.2.2 Estimacao dos Parametros

Segundo Rencher e Schaalie (2008), os parametros u, t;, §; € (tf8);; do

modelo (6) sao tradicionalmente estimados pelo Método dos Minimos Quadrados

Ordinarios, minimizando:
P p
2
Z :Z eln = Z {Yijx = [n + 7 + B + @By} 7

Para isso deriva-se parcialmente a quantidade Z ou a soma de quadrado dos
erros aleatérios em relagdo a cada um dos parametros e, em seguida, iguala-se cada
uma dessas derivadas parciais a zero, obtendo assim o Sistema de Equacdes
Normais ou SEN:

0Z
o

0z 0z oz

0 —=0 —=0 =
0T ap; 9(TB);j

0

Para que a solucdo do SEN seja possivel e determinavel, é necessario impor

algumas restricdes paramétricas, conforme demonstrado a seguir:
p [ 14 o

7 =0 DB=0  Dapy=0  Y@ahy =0
=1 j=1 i=1 j=1

4

Apés a imposicao dessas restricoes e a resolugdo do SEN, os estimadores de
Minimos Quadrados Ordinarios dos parametros do modelo sao:

A=y > Y b = T ®)

1 _
R R 9



2.2.3 Soma de Quadrados
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(10)

(11)

Definidos os estimadores de Minimos Quadrados Ordinarios, € possivel derivar

os estimadores das somas de quadrados do modelo, conforme ilustrado a seguir. O

leitor pode consultar as demonstragbes completas em Montgomery (2000):

Quadro 2 — Estimadores das somas de quadrados dos fatores do modelo

P o r 14
SQP = D Y X &P =or ) (F - V)
i=1 j=1 k=1 i=1
P o r 0
500 = 5 = pr ) (7 = V)
i=1j=1k=1 j=1

i=1 j=1k=1 i=1j=1
P o r p o r
SQE = DX > épt= ) DY U — ¥y
i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1
P o r p o r
SQT = > XN Wi = 0 = ) > > (e = 7)?
i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1

2.2.4 Esperancas de Quadrados Médios ou E(QM)

De acordo com Montgomery (2000), para construir as estatisticas dos testes

para os fatores aleatérios da ANOVA é preciso conhecer os quadrados médios

esperados. Nesse caso, utilizaremos um método indireto para isso, conforme ilustra o

quadro abaixo:




Quadro 3 — Quadrados Médios Esperados para ANOVA com Fatores de Efeitos Aleatérios
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FV o* ro,.p | rods rpos E(QM)
o) X X o2 +radyp + 100§
P X X X 02 +1rodyp + 1008
OxP X X 02 +1054p
E X a?

O algoritmo para obter essas E(QM) é estabelecido a seguir:

i) Escreva as fontes de variacdo na primeira coluna do quadro e as respectivas

componentes de variancia na primeira linha;

ii) Adicione na primeira linha do quadro, ao lado de cada componente variancia, as
letras faltantes no indice da respectiva componente, por exemplo, em ¢4 faltam as

letras r e p, “r” referente as repeticdes do experimento e “p” referente aos niveis do

fator peca;

i) Como todas as E(QM) sdo combinagdes lineares de o* (MYERS; WEEL, 2003),
adicione (representado por X) essa componente de variancia na férmula da EQM de
todas as demais fontes de variacao presentes no quadro;

iv) Além de iii), para cada fonte de variacdo, adicione na férmula de sua E(QM) a
componente que possuir pelo menos uma das letras dessa fonte no indice. Por
exemplo, para a EQ do fator O, deve-se incluir na férmula rpcé e o p, POis essas
duas componentes contém, pelo menos uma vez, a letra O nos indices. Logo, temos

que E(QMO) = 02 + rabyp + rpod

2.2.4.1 Estatistica do Teste F para Fatores de Efeitos Aleatérios

Com o conhecimento das esperancas de quadrados médios pode-se derivar
uma estatistica de teste cuja distribuicdo de probabilidades seja uma distribuicao F
central e exata. Mais especificamente, quando o efeito dos fatores é aleatério, ndo ha
o interesse em se testar hipéteses sobre a igualdade de médias, como no caso de
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fatores de efeito fixo, e sim sobre a nulidade ou nao das componentes de variancia. O
quadro abaixo apresenta um esquema que permite compreender como a estatistica
do teste F é definida, em funcdo de uma razao de esperancas de quadrados médios,
que, sob H, verdadeira, deve tender a unidade (como em um teste F basico para

comparacao de duas variancias).

Quadro 4 - Estatistica do Teste F para Fatores de Efeitos Aleatdrios.

~ Sob H,, Razao de
F.V. E(QM) Razao de E(QM) Verdadeira E(QM) Teste F
E(QMO) o2 + prog + rof E(QMO) QMO
O 2 2 2 — -g2 = =
o° + proj + rof E(QMD) pE— Hy: 0§ 0 E(QMI) oMI
E(QMP)  o% + oroZ + ro? E(QMP) QMP
= 2 2 2 — g2 = —
otk orop FTOr | T oM o2 + rof Horop =0 1 womn oMI
| 2 4 ra? EQMD) _ o* + rof bio2 = o | E@MD _ QMI
! E(QME) 02 0 E(QME) QME
Erro o? - - } B
Total - - - - -

* Admita, por conveniéncia, que | = O x P ou a Interagdo do Fator Operador com o Fator Pega

2.2.5 Tabela da ANOVA

Por fim, & construida uma tabela, conhecida como a tabela classica da
ANOVA, que resume o0s principais resultados apresentados anteriormente. A
construcdo dessa tabela envolve o célculo dos quadrados médios (QM) amostrais,
que sao obtidos pela divisdo de cada uma das somas de quadrado amostrais pelos
seus respectivos graus de liberdade (GL), ou niumero de desvios independentes e que

podem variar livremente.




22

Tabela 1 — Tabela ANOVA para um modelo com fatores de efeito aleatério

F.V. G.L. S.Q. Q.M. F VALOR DE P
QMP
P p—1 sQpP QMP oMl P{FgLp.6L; = Fobs.p}
O 1 SQ0 MO oMo P{F, >F }
0 — Q Q W GLo,GL; = Tobs. ¢
| 1 1 SQI MI oM P{F, > F, }
@-D-1 Q Q OME GL,GLg = Fobs.;
Erro po(r — 1) SQE QME - -
Total por — 1 SQT

* Admita | = O x P ou a Interacéo do Fator Peca com Fator Operador.

Vale ressaltar que, especificamente, quando a interacao nao € significativa
(valor de p > «a) deve-se ajustar um novo modelo (denominado como modelo
reduzido) no qual esse termo é removido. Além disso, nessa situacdo, o teste F e o
célculo do valor de p para os fatores Operador e Pegca devem ser conduzidos
utilizando informagdes sobre a fonte de variagdo associada ao erro aleatério no lugar
da fonte de variacdo associada a interagao, ou seja, substituir QMI e GL; por QME e
GLg. Naturalmente, o leitor também podera chegar a essa conclusao se refizer o

esquema do quadro 4 desconsiderando o termo de interacao.

2.2.6 Estimacao das componentes de variancia

Tradicionalmente, nos modelos de Anélise de Variancia com fatores de efeitos
aleatérios, as componentes de variancia sao estimadas pelo método dos momentos
(SEARLE; CASELLA; McCULLOCH, 2006), igualando um momento populacional, no
caso, a esperanca de quadrado médio de um determinado fator, a um momento
amostral, no caso, o quadrado médio do mesmo fator, estimado através da ANOVA,
por meio dos dados observados. O quadro abaixo apresenta um resumo dos
estimadores.
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Quadro 5 — Estimacao das componentes de variancia via método dos momentos.

E(QMI) = QMI
E(QME) = QME 6% + 16 = QMI
6% = QME ., _ QMI — QME
of = ————
r
E(QMO0) = QMO E(QMP) = QMP
6% + prés + réf = QMO 6% + orég + ré¢ = QMP
., _ QMO — QMI ., _ QMP — QMI
0 = ——————— 6 = ————
pr or

* Admita, por conveniéncia, | = O x P ou a Interacéo entre o Fator Pega e o Fator Operador

Note que os estimadores das componentes de variancia, que sao variaveis
aleatérias, ndo sao independentes, e por isso existe uma ordem de estimagcédo que
deve ser seguida ou respeitada durante o procedimento, o que implica que a primeira
componente a ser estimada deve ser a do erro, seguida pela componente da interacao
e, por fim, dos fatores operador e pecga ou peca e operador. Analogamente ao teste F,
na definicao dos estimadores das componentes de variancia, quando a interacao nao
for significativa e o modelo reduzido for ajustado, o termo QMI devera ser substituido

pelo termo de QME na expresséo final.

2.3 Intervalo de confianca para o indice R&R percentual

Uma alternativa para a construcao de um intervalo de confianca para o indice
R&R percentual € admitir a normalidade de seu estimador, isto é, admitir a
normalidade de R&R e obter um intervalo assint6tico ou aproximado para o verdadeiro
valor do mesmo. Mais especificamente, nesse trabalho, para construcdo de um
intervalo desse tipo, utilizou-se o método Delta multivariado. A ideia desse método é
obter uma aproximagao de primeira ordem em série de Taylor (vide Khuri, 2003) para
o estimador R&R (%), que é uma fungdo ndo linear do vetor de estimativas de
componentes de variancia ou de 62, e estimar sua variéncia, mais detalhes sobre esse

método estdo apresentados no Apéndice A.
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Dessa forma, de acordo com o algoritmo apresentado a seguir, sera possivel
aproximar a funcédo nao linear de varias variaveis g por uma funcao linear, e assim
obter a variancia (também aproximada, consequentemente) do estimador de

interesse, necessaria para construcao do referido intervalo. Segue:

i) Defina a funcao néo linear g ou o estimador para o qual deseja-se obter

uma aproximagao para sua variancia, neste caso:

6%+ 6% + 68
6% + 6f + 65+ 67

R&R = § = g(62,6%,63,6%) =

i)  Obtenha o vetor de derivadas parciais da funcéo g (g) com relacao a
cada uma das componentes de variancia que o define e avalie essas derivadas

parciais sob as respectivas estimativas (entéo obtenha g), ou seja:

~ ~ > 2 2 ag ag ag ag
g:[gl 92 93 94]_ o2 0012 603 605

0.2 =&2

Em que:

o2 +af + d§
0% +of + a5+ of

g = g(o®,0¢,04,08) =

a* = (02,0¢,08,0%)

6% = (62,6%,6%,6%)

Portanto:
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. _Og 0 o2 +af + o
917802252~ 907 0%+ af + 0§ + of
a2 =g?
. _0g 0 % +af +
27 002| ,_., 002 0%+ 0% + 3k +a
o’ =0 o252
. 0g 0 o2 +af + d§
T 00¢| ,_, 00¢| 0%+ 07 + g+ a}
o’ =5 o2 = 52
. 0g 0 o2+t +
* 7 002 2_gz 00f|J0?+0f +05+0f

A derivadas foram calculadas com auxilio do site WolframAlpha, mais

detalhes no Apéndice B. Note que apds a derivacéo os resultados obtidos sao:

1 6%+ 6¢ + 65
~ o~ . G2+ 06F +65+6% (6%+6F +065+65)?
91 =92=93 =

62 + 6% + 65

/\2 oy A2 A2

0c+of +05+0op
. 6%+ 62 + 6%
9s = —

/\2 /\2
o<+ o,
0 ,\2 ’\2 /\2 ,\22
— — ~ —(0< +0F + 05+ 0
02+012+0c2>+0r2’( I o+ dp)

iii) A partir dos resultados extraidos das derivadas parciais em ii), avaliadas
sob o vetor de estimativas das componentes de variancia, define-se o vetor transposto
de g,oug'

—~

g:[gl gz §3 54](1x4)
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91
, _ |92
g
9a (4x1)

Q)
Il

iv)  Encontre a matriz de variancias e covariancias estimada ou avaliada sob

o vetor de estimativas das componentes de variancia, isso &, & = V(32):

V(6?) Cov(62,62) Cov(62,65) Cov(6?, 62)
6 _ 0@ - |Cov@RED V@D Cova,a3) Cov(df,ah)
- ~ |Cov(85,6%) Cov(65,67) V(85  Cov(63,65)
Cov(65,6%) Cov(63,67) Cov(65,65) V(63 Ul ._ .
Em que:
2
2(a?)
A j .
V(0j2)=T,]—I,O,P,E

Admita que 67 = 6% e que fj representa o numero de graus de liberdade do j-

ésimo quadrado médio, obtido na tabela da ANOVA. Para as covariancias tem-se que:
Cov(68,6%) = Cov(6%63) =0
Cov(63,6%) = Cov(6%465) =0

2(0.2)2

Cov(é\_Z, 62) = COv(é\-zlﬁlz) == m

COU(&IZ,é'\(%) = Cov(ﬁg),&f) =

L{Z(&z + r&ﬁ)z}
pr* ((p — Do - 1)

COU(&E,&%) = COU(&S,&IZ) =

1 (2(6% + r6f)?
OTZ{(P— 1)(o— 1)}
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1 (2(6% + r68)?
Cov(62,62) = Cov(62,62) =
ov(65, 6p) ov(6p,65) opr2 | (p = Do - 1)

A demonstracdo completa dos resultados apresentados acima pode ser
conferida com maiores detalhes no apéndice C. No apéndice D é possivel verificar a

matriz completa de varidncias e covariancias.

v) A partir dos passos iii)) e iv), e com alguma algebra (LEHMANN;
CASELLA, 1998), é possivel mostrar que a variancia estimada de g ou, nesse caso,

de R&R, pode ser obtida a partir do seguinte produto matricial:

A~ ———— -~

V[R&R] =TV[gl=gQg'

vi)  De acordo com o valor obtido no passo v) e admitindo a normalidade de
goude R&R, pode-se derivar, com confianca de (1 - a)%, o intervalo de assintético

para o verdadeiro valor de R&R (%):

p{m—@ [7[R&R] < R&R < RER + 20 /V[@e]}=1—a
2 2

Destaca-se que como o indice R&R (%) é uma quantidade que variade 0 a 1,
ou de 0% a 100%, pode-se admitir, sem perda de generalidades, que:

LI = max |0, R&R — za /17[}787?]
L 2 m
LS = min [R&R + za /17[}787?], 1
L 2 n
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3. Material e Métodos

3.1 Obtencao dos dados

Os dados utilizados neste estudo referem-se a medi¢des de densidade a seco
de corpos-de-prova prismaticos, construidos a partir de material ceramico.
Basicamente, os corpos de prova ou as pecas foram processadas (detalhes sobre
esses procedimentos podem ser encontrados em Pinheiro, Barbosa e Mello, 2012) e,
em seguida, foi realizada a medicdo da massa (em gramas) e do volume (em cm3,
mediu-se 0 comprimento, a largura e a espessura das pecas e em seguida foi
calculado o produto desses valores para se obter o volume) das mesmas.
Posteriormente, a variavel de interesse (densidade a seco, em g/cm?3) foi calculada
pela razao entre a massa e o volume obtido a partir de cada um dos corpos de prova.
Adicionalmente, para a realizagdo das medi¢cdes seguiu-se algumas recomendacgdes
que s&o comuns nos estudos de Gage R&R:

i) O numero de operadores, pecas e repeticdes utilizados nesse estudo foi de,
respectivamente, dois, dez e cinco. Isto € o = 2,p =10e r = 5. Segundo o MSA
(2010), esses numeros sédo considerados adequados, ja que para se ter um nivel
minimo de confiabilidade nos resultados é necessario que o produto o x p x r seja
maior que quinze (15), e neste caso foi de cem (100). Aléem disso, esses valores séo
corroborados pelos estudos de Sweeney (2017) e Bueno (2018), que sugerem a

utilizacdo de pelo menos duas repeticdes (r = 2), trés operadores (o = 2) e cinco

pecas (p = 5).

ii) As pecgas foram distribuidas aleatoriamente entre os operadores e cada um
destes seguiu 0 mesmo procedimento para obtencado das medidas. Naturalmente, as
medicées ocorreram sem que estes soubessem que estavam medindo as mesmas
pecas. Isso foi feito para tentar minimizar o viés associado a meméria dos operadores
no que se refere as medidas obtidas na primeira repeticdo ou em repeticoes
anteriores. O quadro 6 apresenta os resultados obtidos a partir das medicoes

realizadas:
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Quadro 6 - Medicdes repetidas da densidade ap6s secagem (em g/cm3) de dez pecas pelos operadores

Peca Operador 1 Operador 2
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1,85 1,86 1,87 1,82 1,86 1,88 1,90 1,92 1,90 1,86
2 1,88 1,91 1,88 1,87 1,89 1,91 1,88 1,90 1,91 1,89
3 1,87 1,89 1,88 1,88 1,87 1,90 1,90 1,91 1,87 1,89
4 1,89 1,85 1,86 1,87 1,87 1,90 1,91 1,90 1,90 1,89
5 1,87 1,86 1,89 1,87 1,86 1,87 1,90 1,90 1,89 1,88
6 1,90 1,87 1,88 1,92 1,87 1,88 1,89 1,91 1,90 1,91
7 1,89 1,92 1,91 1,88 1,91 1,89 1,89 1,89 1,89 1,91
8 1,87 1,87 1,90 1,89 1,87 1,91 1,90 1,91 1,86 1,89
9 1,90 1,87 1,91 1,88 1,88 1,89 1,91 1,90 1,90 1,88
10 1,89 1,93 1,90 1,86 1,88 1,89 1,87 1,90 1,91 1,89

3.2 Procedimentos de Analise

O modelo da ANOVA com fatores de efeitos aleatérios descrito em (6) foi
ajustado utilizando o software livre R (R CORE TEAM, 2020), através do pacote
Sixsigma versdo 0.10.3, utilizando a fungédo ss.rr conforme sugerido por Cano,
Moguerza e Redchuk, (2012). Adicionalmente, a referida funcdo desse pacote ja
apresenta as estimativas de quadrados médios e os resultados para os testes F de
hip6teses, bem como as estimativas das componentes de variancia, obtidas pelo
método dos momentos, e também do indice R&R (%). O quadro 7 apresenta os
argumentos da funcao ss.rr do pacote Sixsigma do R e suas respectivas descricoes.
Ja os caodigos utilizados podem ser verificados no Apéndice E.
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Quadro 7 - Atributos da funcao ss.rr do pacote SixSigma do software R

Atributo Descricao
var Variavel medida
part Fator Peca
appr Fator Operador
Ls| Valor numérico do limite inferior especificado usado com USL para calcular a
variagao do estudo com % de tolerancia
usl| Valor numérico do limite superior especificado usado com USL para calcular a
variagao do estudo com % de tolerancia
sigma Valor numérico para o numero de desvios padrao a serem utilizados no calculo da
9 variagao do estudo
tolerance Valor numérico para a tolerancia
data Dataframe contendo as variaveis
main Titulo principal para a saida gréafica
sub Legenda para a saida gréfica
alphalLim Valor limite para considerar a interacao (padrao 0,05)
errorTerm Qual termo do modelo deve ser usado como termo de erro (para o modelo com
interacao)
digits Numero de digitos decimais para saida
method Caractere para especificar o tipo de andlise a ser executada, “crossed” (padréo) ou
“nested”
fint plot Se TRUE (padréo) as plotagens sao impressas. Altere para FALSE para evitar a
print_p impressao de plotagens.
Signifstars Se FALSE (padrao) as estrelas de significAncia sdo omitidas. Altere para TRUE
9 para permitir a impressao de estrelas.

3.3 Simulacao de dados

Para verificar se a variancia estimada pelo método Delta seria uma boa
aproximacao para a verdadeira variancia do estimador de R&R (%) ou para R&R (%)
foi realizado, a posteriori, um estudo de simulacao de dados. Neste, foram realizadas
1000 simulacées ou gerados 1000 bancos de dados hipotéticos no software livre R (0
script esta apresentado no Apéndice F), em que cada um desses bancos de dados foi
gerado a partir de um cenario similar ao cenario dos dados originais ou do estudo real,
isto &, considerandoo =2, p=10er =5.

Adicionalmente, os dados foram simulados a partir de um modelo de Analise
de Variancias (ANOVA) que admitia apenas os efeitos principais de operador e de
peca, ambos independentes, normais, com média nula, varidncia constante e
equivalente as estimativas de Minimos Quadrados Ordinarias obtidas no estudo real.
Destaca-se que o erro aleatorio do modelo foi simulado também sob uma distribuigéo
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normal, independente dos efeitos de peca e operador e admitindo variancia constante

e equivalente a variancia estimada para a repetibilidade. Ou seja:
A2
ai ~ N(O, O-pega)
A2 A2
.Bj ~ N(O, GReprodutibilidade)’ Ou nesse caso, ﬁj ~ N(O' GOperador)

A2
gijk ~ N(0, 8epetibilidade)

Por fim, para cada simulacéo foi ajustado o modelo da ANOVA, estimado o
indice R&R (%) e coletado o valor pontual de R&R (%). Desta forma foi estabelecido
um conjunto composto por 1000 valores ou por 1000 estimativas de R&R (%), o que
permitiu acessar a distribuicdo empirica desse estimador e, principalmente, avaliar a
sua variancia amostral. Por fim, o valor da variancia amostral dos 1000 valores de
R&R (%) foi comparada com a estimativa de variancia obtida via método Delta

Multivariado.
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4. Resultados e Discussao

4.1 Estudo de Gage R&R pelo método ANOVA

Com os dados apresentados no Quadro 6, o modelo da ANOVA foi ajustado e os
resultados da andlise podem ser visualizados na Tabela 2.

Tabela 2 — ANOVA para dois fatores com interacao

F.V. G.L. S.Q. Q.M. F Valor de p
P 9 0,00529 0,000588 1,205 0,3929
O 1 0,00504 0,005040 10,328* 0,0106

OxP 9 0,00439 0,000488 1,914 0,0616
E 80 0,02036 0,000255
Total 99 0,03507

* Significativo a 5% de probabilidade

Observa-se inicialmente que a interacao entre os fatores Operador e Peca
nao foi significativa a 5% de probabilidade (p = 0,0616), logo, esse termo sera
removido e o modelo reduzido sera ajustado. Para corroborar esse resultado, a Figura
2 ilustra o grafico da interacao entre os fatores Operador e Peca e, como pode ser
observado, as linhas referentes aos operadores sao paralelas para praticamente todas
as pecas, podendo-se admitir que os cruzamentos observados foram causados pelo

acaso e que ndo se repetiriam se o experimento pudesse ser conduzido outras vezes.

Figura 2 — Grafico de Interagcao para o modelo completo

operador
® 1
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Como mencionado anteriormente, os resultados do modelo reduzido estdo
apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 — ANOVA para dois fatores sem interacao

F.V. G.L. S.Q. Q.M. F Valor de p

Peca 9 0,00529 0,000588 2,115* 0,0362
Operador 1 0,00504 0,005040 18,129* 0,0000

Erro 89 0,02475 0,000278

Total 99 0,03507

* significativo a 5% de probabilidade

Note que agora tanto o fator Peca quanto o fator Operador foram significativos
a 5% de probabilidade (Valor de p < 0,05), com valor de p, respectivamente, de 0,0362
e 0,0000, ambos menores do que 0,05. Isso indica que, de forma independente, pode-
se concluir que existe variabilidade relevante em torno da média das medi¢des obtidas
em diferentes pecgas e também em torno da média das medi¢des obtidas por diferentes
operadores, uma vez que a hipotese nula (Hy:02 = 0e Hy: 04 = 0) do teste F foi
rejeitada para ambos os casos, 0 que permite concluir em favor de H,;, ou seja, que
g > 0 e também que o3 > 0. Logo, esses resultados fornecem indicios de que o
processo de produgéo das pegas pode estar fora de controle estatistico (seria preciso
um estudo mais especifico para validar esse indicio) e também de que os operadores
podem nao estar devidamente preparados ou treinados para realizar as medigdes.

4.1.1 Analise e Diagnodstico dos residuos do modelo

Como o estudo de Gage R&R foi conduzido através do método da ANOVA,
para que sua aplicacao seja valida, é necessario avaliar as pressuposicdes do modelo
estatistico. A Figura 3 ilustra os gréaficos de diagnéstico dos residuos padronizados?.

-0

2% — gi—Hg _ & _ &
;= = =
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Figura 3 — Andlise das pressuposicoes do método ANOVA.

Diagrama do Residuo Pela Ordem de Casualizagao Diagrama de Dispersao do Residuo Pelos Valores Ajustados das Medigoes
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Na Figura 3a observa-se o diagrama de dispersao dos residuos plotados contra
a ordem de casualizagdo. Verifica-se que os pontos estao dispersos aleatoriamente
em torno da linha média central, ndo apresentando nenhum tipo de tendéncia. Logo,
conclui-se que os erros experimentais sao independentes, o que implica que o efeito
dos tratamentos ou dos grupos (combinagdes entre operadores e pecgas) independe
da ordem em que as medi¢coes foram realizadas. Adicionalmente, na Figura 3b, o
mesmo comportamento foi verificado para o diagrama de dispersao dos residuos,
agora plotados contra os valores ajustados das medicdes, o que permitiu concluir
sobre a homogeneidade das varidncias dos erros experimentais e,
consequentemente, dos tratamentos ou grupos.

Por fim, na Figura 3c e 3d, a normalidade dos erros aleatérios foi verificada
de acordo com o QQ-plot e o histograma de probabilidades, respectivamente. Note
pela Figura 3c que ao comparar os quantis da distribuicdo acumulada empirica (dos
dados amostrais) com os quantis da distribuicdo acumulada de uma curva normal
padrao, o grafico resultante foi similar a uma linha reta, o que demonstra um ajuste
adequado dos residuos a mesma e, consequentemente, fortes indicios de
normalidade dos erros. A Figura 3d corrobora essa conclusao, ja que o histograma
apresenta forma de sino e a curva da funcdo densidade de probabilidade da
distribuicdo normal padréo (linha tracejada) se ajusta adequadamente aos dados.
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4.2 Estimacao Pontual das Componentes de Variancia e do indice R&R (%)

Com os valores dos quadrados médios amostrais obtidos na Tabela 3 foram
estimadas as componentes de variancia, conforme ja explicado anteriormente. A

Tabela 4 apresenta esses resultados.

Tabela 4 — Resultado do estudo de Gage R&R pelo método da ANOVA

Fonte de Variacdo 82 G 82 /67011 (%)
Repetibilidade 2,780 x 104 0,01667 68,78
Reprodutibilidade 9,526 x 10 0,00976 23,57
Operador 9,526 x 10° 0,00976 23,57
Peca 3,090 x 10 0,00556 7,65
Sistema de Medicao 3,733 x 10 0,01932 92,36
Variagéo Total 4,042 x 10 0,02010 100

Logo, de acordo com as estimativas das componentes de variancia
apresentadas na segunda coluna da Tabela 4, o valor estimado do indice R&R

percentual é:

Osistema de Medicio

R&R (%) = x 100

OTotal

V3,733 x104 0,01932
x100 = —————

R&R (%) = -
2 J4,042.10 x 10—* 0,02010

x100 = 96,12

Esse resultado, segundo as informacdes do Quadro 1, sugere que o sistema
de medicao é inadequado, ja que o valor estimado do indice R&R (%) € muito superior
ao valor de 30%, assemelhando-se aos resultados obtidos por DELGADO et al.
(2018), os quais calcularam o indice R&R (%) para o sistema de medi¢cdo de uma
empresa de embalagens e encontraram um valor de 95,73%, chegando também a
mesma conclusao sobre a inadequabilidade do sistema.

Adicionalmente, pela andlise da terceira coluna da Tabela 4, pode-se observar
que a maior parte da variabilidade total dos dados esta associada a Repetibilidade
(68,78%) ou a causas/fatores aleatérios, que nao tiveram seus efeitos incluidos no
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modelo, o que é algo critico e que deve ser investigado. Ja a Reprodutibilidade, nesse
caso, representada apenas pela componente de variacdo associada ao fator
operador, contribuiu com cerca de 23,57% da variacao total, sendo apés a
repetibilidade, a segunda fonte de variagdo de maior representatividade. Esses
percentuais podem ser considerados altos se comparados com o percentual de
contribuicdo associado a componente de variancia do fator Pega (7,65%). Por isso,
aparentemente, ha evidéncias de que o desajuste do sistema de medicéao esta sendo
causado, principalmente, por causas aleatérias e por falhas dos operadores, ja que o
fator peca, embora significativo, apresentou baixa contribuigcéo.

Nesse sentido, de acordo com MSA (2010), algumas das principais causas
aleatérias, desconhecidas ou ndo mensuradas e cujos efeitos nao foram incluidos no

modelo, podem estar associadas a:

i. Necessidade de manutengéo ou troca do dispositivo de medigéo;
il. Condicoes inadequadas (posicao, fixacdo, acabamento) para realizar as

medigdes.

Como a reprodutibilidade também contribuiu de forma significativa na variagao
do sistema de medicdo, € importante que as possiveis causas associadas aos
problemas de medicao errbnea dos operadores também sejam investigadas. Pode-se

citar:

i. Necessidade de treinamento dos operadores para que 0S mMesmos
possam utilizar e conseguir ler corretamente o dispositivo de medi¢ao;
ii. Utilizacdo de algum acessério que auxilie os operadores ou que

simplifique/facilite o procedimento de medigé&o.

4.3 Intervalo de confianca para o indice R&R (%)

4.3.1 Intervalo de confianca para o indice R&R (%) via Método Delta
Multivariado

Os calculos para o intervalo assintotico do indice R&R (%), com confianca de

95% e obtido via Método Delta Multivariado, s&o detalhados a seguir:
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-~

9=104, G, G§s]=1[984221 984221 —1188,9011]

g, =| 984221
g ~1188,9011
3

Q)
Il

91 [ 98,4221 ]

1,7367x107°  —3,4734x10711 —1,7367x1071°

Q=|-34734x10"11 1,8149x 108 3,4734x 10712
—1,7367 x 10710 3,4734x 10712 2,1218x 10710
Logo:
V[R&R]|=gQ g' ~ 0,0005317
Por fim:

1€, o (RGR) = [m 70 |V[RGR]; FER + 72 /v[m]]
2 2

ICos0,(R&R) = [0,9612 —1,964/5,317 x 10~%; 0,9612 + 1,96+/5,317 x 10-4]

ICos0,(R&R) = [0,916; 1,000] ou [91,6%; 100%]

Através dos resultados obtidos pelo Método Delta, observou-se que o intervalo
apresentado corrobora, probabilisticamente, o resultado das estimativas pontuais,
sobre a inadequabilidade do sistema de medigéo, ja que tanto o limite inferior quanto
o limite superior do mesmo s&o muito maiores do que 30%.

No entanto, a critério de ilustracdo e a titulo de uma possivel aplicagéo,
considere uma situacao hipotética em que medidas corretivas tenham sido realizadas
no sistema de medicao em questdo e um novo estudo tenha sido conduzido. Admita
que agora, no novo estudo, a estimativa pontual do indice R&R (%) tenha sido de
89,31%, ou seja, levemente inferior a do estudo atual, de 96,12%. Admita também que
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o intervalo de confianca para o indice R&R (%) desse novo estudo tenha fornecido
valores de LI = 0,8511 (85,11%) e LS = 0,9351 (93,51%). Portanto, ao comparar o
intervalo de confianca dos dois estudos (atual e o hipotético), seria possivel concluir
que apesar da estimativa pontual do indice R&R (%) do novo estudo demonstrar uma
possivel melhoria do sistema de medicao, de acordo com a comparagao dos intervalos
de confianga, essa afirmacao nao seria valida, pois verificariamos uma sobreposi¢ao
dos mesmos, conforme apresentado na Figura 4, o que sugere que os verdadeiros
valores (ou valores populacionais de R&R (%)), de ambos os estudos, seriam na
verdade iguais.

Figura 4 — Intervalo de confianga para o estudo de Gage R&R atual e hipotético.
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Além disso, a utilizagdo de intervalos de confianga para o indice R&R (%)
pode proporcionar uma tomada de decisdao, em relagao a classificagdo do sistema de
medicao, mais assertiva ou baseada em probabilidade. Isto é, pode-se agora testar
hipbteses sobre particulares valores de R&R (%). Por exemplo, considere que a
estimativa pontual para o indice R&R (%) de um sistema de medicao tenha sido de
12%, e, portanto, conforme o quadro 1, o sistema de medicdo seria considerado
moderadamente adequado. No entanto, se os limites inferior e superior de seu

intervalo de confianca sdo 8% e 16%, respectivamente, seria possivel afirmar que o
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sistema de medicao na verdade (ou a nivel populacional) é adequado, ja que o valor
de 10% pertence ao intervalo de confianga estabelecido. Dessa forma, recomenda-se
também a utilizacdo dos intervalos de confianga quando as estimativas pontuais

estiverem préximas aos limites de classificacao fornecidos no quadro 1. Veja o
exemplo ilustrativo a seguir:

Figura 5 — Teste de hip6tese sobre o parametro R&R (%) via Intervalo de confianga.
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4.3.2 Simulacao de dados

Através da simulacao dos dados foi possivel construir a distribuicdo amostral
do estimador do indice R&R (%), conforme ilustra a Figura 6.



Figura 6 — Histograma da distribuicao de R&R (%)
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E possivel verificar que nesse caso, para o modelo admitido e para os dados

gerados, a distribuicdo amostral de R&R foi assimétrica a esquerda, uma vez que

grandes valores de R&R apareceram com maior frequéncia. Esse é um ponto

negativo, pois a construcao do intervalo de confianca no estudo real, com a variancia

do estimador obtida via método Delta Multivariado, foi realizada sobre a premissa de

normalidade assintética, o que nao se verificou na préatica. Os resultados obtidos para

a variancia estimada e para os limites de confianga (intervalo normal assintotico e

percentis da distribuicdo empirica) estao apresentados no Quadro 8:

Quadro 8 — Comparacao resultado via Método Delta versus resultado simulacao

Método V(R&R) LI (2,5%) LS (97,5%)
Delta Multivariado 5,317x10+ 0,916 1,00
Simulagéo 1,285x10-3 0,873 1,00
Portanto, pode-se concluir, inicialmente, que o método Delta

Multivariado subestimou a variancia do estimador do indice R&R (%). Isso sugere que

uma aproximacgao de ordem superior a 1 em série Taylor poderia ter sido empregada,

no intuito de tentar obter maior precisao para a estimativa de variancia. No entanto,
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um ponto positivo € que o método Delta subestimou a variancia e nao a superestimou,
0 que poderia ser mais critico. Adicionalmente, mesmo com essa diferenga e com uma
distribuicao assimétrica a esquerda, os limites de confianca estimados com a variancia
obtida e sob normalidade foram muito préximos dos limites de confianca definidos
pelos percentis 2,5% e 97,5% da distribuicdo empirica, o que foi um resultado

interessante e que valida a aplicacao do método Delta Multivariado.
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5. CONCLUSAO

No presente trabalho derivou-se um intervalo de confianga assintotico para o
indice R&R (%) através da utilizagdo do Método Delta Multivariado, que se mostrou
uma boa alternativa metodologica para esse fim, pois mesmo subestimando a
variancia do estimador de interesse, produziu limites de confianga proximos aos
limites definidos pelos percentis 2,5% e 97,5% da distribuigdo empirica do estimador.

Adicionalmente, observou-se que a utilizacdo dos intervalos de confianca
estabelecidos é interessante pois permite a realizacdo de comparacdes estatisticas
entre sistemas de medicbes e a testagem de hipdteses sobre particulares valores de
R&R (%), o que favorece a tomada de decisdo, uma vez que se possui informacdes
probabilisticas sobre o verdadeiro valor de R&R (%), que poderiam auxiliar no
momento de classificar o sistema de medicdo em adequado, moderado ou

inadequado.
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APENDICE A - Método Delta Multivariado

Segundo Casella e Berger (2002), o Método Delta Multivariado é utilizado para
obter a variancia aproximada de uma funcao nao linear. Isso é realizado, inicialmente,
por meio da linearizacdo da funcdo nao linear de interesse, através de uma
aproximagao em primeira ordem em série de Taylor para a respectiva fungao (vide

Khuri, 2003) e, posteriormente, a aplicagcao de propriedades de variancia. Admita que:

g = g() e g =9
Com:

0 = (61,62,...,0r),

~

6,,0,,...,8,)

)
Il

Dito isso, seja g é uma funcéo continuamente diferencial no ponto 8 = 8, o
teorema de Taylor afirma que é possivel escrever a fungdo g como série de poténcia

infinita:

n-1 —~
9 (6 - 9) . (8-0)

emque 0 < 0, <. Se R, » 0 quando n — oo, entdo, tém-se a série de Taylor,

_ - -0
g(8) =~ g(6) + ng(e) (k—')
k=1

a aproximacao de primeira ordem em série de Taylor para g € dada por:

g(0) ~ g(6) + g(6) (6 — 6) (1)



onde g(6) € um vetor com as primeiras derivadas parciais avaliadas no ponto 6,

~ dg(0) dg dg
1(0) = gV (@) = = |=,...,
g@@) = g+ (0) 30 30, 36,

Considerando que E[8] = 8 e aplicando E[g(®)] em (1) tem-se que:
E[g(®)] ~E[g(6) + 9(6) (B — 0)]
E[g®] ~ E[g(®)] + E[4(8)(8 — 6)]
Elg@®)] ~ g(0) + g()E[(8 - )]
E[g(®)] ~ 9(8)
Dessa forma, a variancia aproximada de g(8) sera:
V[g®] = E{g(® — E[g(®)]}>
Substituindo (1) e (2) em V[g(®)]:
V[g(®)] = E[9(8) + g(8)(8 — 6) — g(8)]°
Vig®] = E[4(8) (@ - 6)]*
De acordo com a teoria de algebra de matrizes e vetores, tem-se que:
Vg®] = g(O)E[® - 6)]*3(6)
Vlg@] = g(6)v(6) g(6)

Vig®] =gayg’

47
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Como o valor real dos parametros € desconhecido, substitui-se os mesmos
pelas suas respectivas estimativas (Método plug-in). Portanto, a variancia estimada

de g(8),isto &, 7[g(8)], pelo Método Delta é:
Pg®] ~ gag (3)
onde

ag(6)

07 = J (] = (1) 0 =
g(@) = g*’(0) 20 ly_s

Q)
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APENDICE B - Resolucdo de Derivadas com WolframAlpha

Para encontrar a solucdo das derivadas parciais utilizou-se a plataforma
gratuita Wolfram Alpha (https://www.wolframalpha.com/). Dentro do site na pagina
inicial pesquisou-se por “derivate’, em seguida, a fungao a ser derivada foi inserida no
campo “funcition to differentiate” e o botdo “compute” foi acionado. A Figura 7
apresenta detalhes sobre isso. Para ilustrar, utilizou-se a funcédo g, apresentada no
referencial te6rico, como ndao ha a opcédo para insercdo das componentes de

variancias, elas foram substituidas por letras (a = 62, b = 672, ¢ = 65 ed = 62).

Figura 7 — Insergdo de fungao para derivagao no site WolframAlpha

UPGRADETOPRO~  APPS~  TOUR Sign In |

3 :fh‘ % *“' " x
¢ A =
L] ] -

B
Volume of a cylinder? Piece of cake, ‘

& WolframAlpha sz
m— | derivative .

S - MR m ue -
& NATURAL LANGUAGE | [fh MATH INPUT [EH EXTEMDED KEYROARD ::i EXAMPLES @ UPLOAD 34 RANDOM

Assuming “derivative” refers to a computation | Use as -'.P?é'fﬁﬂm _E':"F'HE:PI
a general topic or referring to a mathematical definition anWl‘n‘P
or & word or referring to a course app instead

dein{x)
i
Computiational Inputs:

— # function to differentiate: | ((a+brci(a+bre+x)(1/2)

Also include; differentiation variable

{ Lt probale &
| step-by-step solufrons

Challgnge gourself =
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Conforme apresentado na Figura 8, o resultado da derivada parcial é obtido

como:

Figura 8 - Resultado WolframAlpha passo-a-passo

Derivative [ [ Step-by-step solution ]

a a+b+c a+b+c
ox|Va+bscex | -
2 | B @i bsc+x)?
a+b+cex

Alternate forms assuming a, b, c, and x are positive

va+b+c

2(@+b+c+x)>32

1 a+b+c
2\ (@+b+c+x)3
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APENDICE C - Elementos da matriz de variancias e covariancias
i) Obtencao das variancias contidas na matriz Q

Para encontrar as variancias de cada componente considerou-se a seguinte
aproximagao (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974):

57 52 2 232
n;o; n:o: n: 2(g-
-~ X = V{ ;!} ~V{xa} = S5 VI8 ~ 2n; = V{6?} = 2(o)” l_)

o; : (6/)? n;

Substituindo a2 por 62 de cada componente de variancia e n pelo respectivo
grau de liberdade, obtém-se as varidncias aproximadas para as componentes
conforme apresentado na tabela 6.

Tabela 5 — Estimadores das variancias contidas na matriz de variancia e covaridncias do modelo
tradicional de Gage R&R

Variancia Estimador

o 2(62%)?
O e
2(6¢)°
@-D@-1
2(68)°
(o-1)
2(88)*
-1

vt

ii) Obtencao das covariancias contidas na matriz Q

Para o célculo das covariancias admite-se que as somas de quadrados de
cada componente sdo mutuamente independentes (BILODEAU, 2021), ou seja, o0 que

implica que a covariancia entre os quadrados médios dos diferentes fatores é nula.
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1. Encontrando Cov( 62,67)

MI — QME
Cov(62%,6%) = Cov (QME,&)

Cov(62,6%) = % [Cov(QME, QMI) — Cov(QME, QME)]

1
Cov(62,6%) = —;V(QME)

1
Cov( 62,62) = — ;V(éz)

Em que:
V(OME) = V(62) = 2@y 1
Q - o= po(r — 1) S
Logo:
2(62)2
A2 A2 TN S
Cov(674,6¢) = por(r —1)
2. Encontrando Cov(6?, 62)

MO — QOMI

Cov(62,63) = Cov{QME,u}
pr

1
pr

~2 ~2

Cov(64,65) = — (Cov{QME,QMO} — Cov{QME, QMI})

Cov(6%,6%) = 0
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3. Encontrando Cov(62,65)

QMP — QMI}

Cov(62,63) = Cov {QME,
or

1
Cov(62,6%) = E(Cov{QME, QMP} — Cov{QME,QMI})
Cov(62,65) = 0

4. Encontrando Cov (67, 62)

MI — QME QMO — QMI
Cov(67,65) = Cov{Q rQ ,Q prQ }

Cov(6%,68) = z% (Cov{QMI,QMO} — Cov{QMI, QMI} — Cov{QME,QMO} + Cov{QME, QMI})

Cov(6%,63) = iV{QMI}
Y0 pT‘Z

Em que
% ~Xn o V<%) ~V(x3) - ﬁV{QMI}~Zn
viomn = 20 -1y 1)
vigun = 219 @

p-DO-1
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Logo:

Cov(6¢,65) =

1 {2(62 + r&f)z}
pr’ ((p— Do -1

5. Encontrando Cov (67, 62)

QMI — QME QMP — QMI}
- )

Cov(6f,68) = Cov{
or

Cov(62,62) = %(COU{QMI, QMP} — Cov{QMI,QMI} — Cov{QME, QMP} — Cov{QME, QMI})
A2 a2y _ L
Cov(6y,6p) = orZ v{QMI}

Substituindo de acordo com (2):

COU(&IZ, 63) =

1 (2(6% + ré62)?
or? {(P — 10— 1)}

6. Encontrando Cov (63, 6%)

MO —QMI QMP — QMI
Cov(63,63) = Cov {Q ¢ ,Q ¢ }
pr or

Cov(63,6%) = ﬁ{Cov{QMO, QMP} — Cov{QMO, QMI} — Cov{QMI,QMP} + Cov{QMI,QMI}}

Cov(68,63) = — V(QMI}

opr?

Substituindo de acordo com (2):

1 {2(62 + r&f)z}

C ’\2’ A2 —
ov@.50) = o | -Dl -1
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delo tradicional de

n

ancias e covariancias para 0 mo

PN

APENDICE D - Matriz de vari

Gage R&R

=

=
=}

Nﬂm__;.mu_m
po(r—1)
Nmmmum
B por(r—1)

Mﬁ@.;mu_m

B por(r — 1)

2(67)?

-1 -1

pr?

1 (2(8% + ra?)

(p—1)(—-1)

2
2(8% + raj)

(p—1)o-1)

0
1 (2(3% + ra?)
pr?| p-D(-1)

2(35)*

(o—1)
1 [2(8° + _.mwu
por? | (p—1)(o—1)

o -
2
1 (2(3® +ra)
or2 | p—1D(o—1)
-2 ~23}2
1 mﬁq + H.Sv
por? | (p—1)(o—1)
2(65)°
p—-1)
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APENDICE E — Script em R para ANOVA

#Carregando os dados
library(openxlsx)

df<- read.xlsx ("dados ceramicos.xIsx")
attach (df)

#Analise de GRR pelo método ANOVA

library(SixSigma)
anova.rr <- ss.rr(var =y,
part = peca,
appr = operador,
data = df,
main = "Six Sigma Gage R&R Measure",
sub =" MSA")

#Gréfico de Interacao
library(dplyr)
interacao = read.xlIsx ("interacao.xlsx") %>% mutate(operador=as.factor(operador))

library(ggplot2)

ggplot(interacao, aes(x=peca,y=y, group=operador, shape=operador)) +
geom_line()+ geom_point(fill = "black", size = 3, stroke = 1)+
scale_x_continuous(breaks = seq(1,10,1))+
theme_bw()+
labs(x= "Pec¢a", y= "Média das Medi¢des", Shape="Operador")

HHHHHHH A Testando as pressuposicOes ##H#HHHHHHHHHHEHHH
aq = factor (peca)

bq = factor (operador)

mdicf = aov (y ~ aq + bq)

#normalizando os residuos
resdicf = residuals (mdicf)
resdicf=resdicf/sqrt(0.0002780786517)

#ajuste
yajg = fitted (mdicf)
tapply(resdicf,trat,var)

#graficos

par(mfrow=c(2,2))

plot (resdicf ~ ordem, xlab = "Ordem de Casualizacao", ylab = "Residuo”, main =
"Diagrama do Residuo Pela Ordem de Casualizagao")

abline (h =0, Ity = 2)

mean(resdicf)

plot(resdicf~trat, main="Diagrama de Dispersao do Residuo Pelos Valores Ajustados
das Medicdes", xlab="Grupos", ylab="Residuos")



57

abline(h=0,lty=2)

ggnorm(resdicf, main = "Grafico de normalidade para os residuos”, xlab = "Quantis
Tedricos Normais", ylab = "Quantis da Amostra")
qqline(resdicf)

hist(resdicf, main = "Histograma dos Residuos", ylab = "Probabilidade",
xlab="Residuo", probability = T)
curve(dnorm(x,0,0.9481508), col = "black", add =T, Ity=2)



APENDICE F — Script em R para a simulagdo

# Dados Iniciais (Operador, Peca e Repeticoes)

p = 10 # Nimero de Pecas

o = 2 # Numero de operadores
r =5 # Numero de repeticoes
N = o*p*r

# Valores das componentes de variancia obtidas no trabalho

(Mu = 1.8875)

(Sigma2_R = 2.780*(107-4))

(Sigma2_0 = 9.526*(10"-5))

(Sigma2_P = 3.090*(10”-5))

(RR_V = sqrt(Sigma2_R + Sigma2_0)/sqrt(Sigma2_R + Sigma2_0 + Sigma2_P))

# Construindo a matriz de delineamento do modelo

Xmu = c(rep(1,100))

Xo1 = c(rep(1,50),rep(0,50))

Xo2 = c(rep(0,50),rep(1,50))

Xp1 = c(rep(1,5),rep(0,45),rep(1,5),rep(0,45))

Xp2 = c(rep(0,5),rep(1,5),rep(0,40), rep(0,5), rep(1,5), rep(0,40))
Xp3 = c(rep(0,10), rep(1 ,5),rep(0,35), rep(0,10), rep(1,5), rep(0,35))
Xp4 = c(rep(0,15),rep(1,5),rep(0,30), rep(0,15), rep(1,5), rep(0,30))
Xp5 = c(rep(0,20),rep(1,5),rep(0,25), rep(0,20), rep(1,5), rep(0,25))
Xp6 = c(rep(0,25),rep(1,5),rep(0,20), rep(0,25), rep(1,5), rep(0,20))
Xp7 = c(rep(0,30),rep(1,5),rep(0,15), rep(0,30), rep(1,5), rep(0,15))
Xp8 = c(rep(0,35),rep(1,5),rep(0,10), rep(0,35), rep(1,5), rep(0,10))
Xp9 = c(rep(0,40),rep(1,5),rep(0,5), rep(0,40), rep(1,5), rep(0,5))

r
Xp10 = c(rep(0,45),rep(1,5),rep(0,45), rep(1,5))
X = cbind(Xmu, Xp1, Xp2, Xp3, Xp4, Xp5, Xp6, Xp7, Xp8, Xp9, Xp10, Xo1, Xo2)

# install.packages("SixSigma")
library("SixSigma")

# Fatores

operador = factor(rep(c(1,2), each = 50))
peca = factor(rep(seq(1:10),each = 5))

# Simulacao
RR = ¢(NULL)
Simul = 1000

for (i in 1:Simul)

{
B = ¢(Mu, rnorm(p, 0, sqrt(Sigma2_P)), rnorm(o, 0, sqrt(Sigma2_0)))
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Y = X%*%B + rnorm(N, 0, sqrt(Sigma2_R))

dt = data.frame(cbind(peca, operador, Y)); colnames(dt) = c("peca","operador","Y")

teste = ss.rr(var = Y, part = peca, appr = operador, errorTerm = "Repeatability”, data
= dt, print_plot = F, alphaLim = 0)

RR]i] = teste$studyVar[1,3]
}

# Histograma da distribuicdo amostral dos estimadores das variancias e RR

hist(RR, main = "Histograma do indice R&R(%)", ylab= "Frequéncia", xlab="indice
R&R(%)")

# Intervalo de Confianca estimado pelos Percentis LI = P(2.5%) e LS = P(97.5%)

(LIp = quantile(RR, .025))
(Mediana = median(RR))
(LSp = quantile(RR, .975))
mean(RR)

#tvariancia de RR

(sd(RR))*2/(10072)
# Resultados via Método Delta

# Vetor g ponto e vetor g linha ponto

p1 = (1/(Sigma2_R + Sigma2_0O + Sigma2_P))
p2 = ((Sigma2_R + Sigma2_0)/((Sigma2_R + Sigma2_0O + Sigma2_P)"2))
p3 = 2*sqrt((Sigma2_R + Sigma2_0)/(Sigma2_R + Sigma2_0O + Sigma2_P))

gp1 = ((p1 - p2)/p3); gp2 = gpf
p11 = (Sigma2_R + Sigma2_0O)

p12 = p3
p13 = ((Sigma2_R + Sigma2_0O + Sigma2_P)"2)

gp3 = - (p11/(p12*p13))

(gp = c(gp1, gp2, gp3))
(9pl = t(gp))

# Variancias estimadas por teoria [V(Sigma2_chapéu)]
(V_Sigma2_R = 2*((Sigma2_R)"2)/(o*p*r-o-p + 1))
(V_Sigma2_0 = 2*((Sigma2_0)"2)/(o - 1))
(V_Sigma2_P = 2*((Sigma2_P)"2)/(p - 1))

# Covariancias teoricas estimadas
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X

C_Sigma2_0O_Sigma2_
C_Sigma2_R_Sigma2_
C_Sigma2_P_Sigma2_

( V_Sigma2_R/
(

(

(C_Sigma2_R_Sigma2_

(

(

- ( (r
- (V_Sigma2_R/(r*
- (V_Sigma2_R/(r*o)
(V_Sigma2_R/(r*o)
Sigma2_R/((r"2)
Sigma2_R/((r"2)*

P)
P)

O

T
[ | | | N T I

~~ S~ 1

oY)

o

C_Sigma2_0O_Sigma2_

V_
C_Sigma2_P_Sigma2_O = (V_

# Matriz Omega Estimada

L1 = c(V_Sigma2_R, C_Sigma2_R_Sigma2_0O, C_Sigma2_R_Sigma2_P)
L2 = ¢(C_Sigma2_0O_Sigma2_R, V_Sigma2_0O, C_Sigma2_0O_Sigma2_P)
L3 = ¢(C_Sigma2_P_Sigma2_R, C_Sigma2_P_Sigma2_0O, V_Sigma2_P)

(Omega = rbind(L1, L2, L3))
# Variancia estimada e erro padrdo estimado

(V = gpl%*%Omega%*%gp)
(EP = sart(V))

# Intervalo de Confianga estimado pela matriz 6mega estimada

(LI = RR_V - 1.96*EP)
(LS = RR_V + 1.96*EP)
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