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“Is the purpose of theoretical physics to be no
more than a cataloging of all the things that can
happen when particles interact with each other
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not directly observable (as the underlying quan-
tized fields are) but in terms of which we shall
have a more fundamental understanding?”
(Julian Schwinger em Quantum Mechanics -
Symbolism of Atomic Measurements (2001) pag.
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RESUMO

LOPES, Ricardo Junior Campos, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, outubro de
2021. Nanomagnetismo: Um estudo sobre transições de fase, ordenamento
topológico e seus efeitos em spintrônica. Orientador: Winder Alexander de Moura
Melo. Coorientador: Antônio Ribeiro de Moura.

Na presente tese, desenvolvemos diversos trabalhos cujo foco central é o estudo de sis-

temas nanomagnéticos (ou magneticamente nano estruturados) em sua grande maioria

bidimensionais ou quasi-bidimensionais. Em nosso caso, os sistemas quasi-bidimensionais

são compostos por camadas bidimensionais fracamente acopladas entre si. Os estudos

perpassam desde a descrição e caracterização de transições de fase magnéticas, ordena-

mento topológico, excitações coletivas em regimes de baixa energia, dinâmica de spins e

de domínios magnéticos e spintrônica mediada por magnons (também conhecida como

magnônica). Dentro dos temas supracitados, pudemos descrever a influência de uma

transição de fase topológica do tipo BKT (Berezinskii-Kosterlitz-Thouless) no processo

de injeção de correntes de spin em junções compostas por metais normais e ferromagnetos

isolantes, observando um efeito switch térmico nesta injeção na exata temperatura em

que o material sofre a transição de fase, além de observarmos o efeito de saturação do

processo de injeção da corrente de spins bem como a grande acurácia na obtenção da

temperatura de transição para sistema reais [1]. Também descrevemos a possível extin-

ção de uma transição de fase BKT em sistemas magnéticos com interações diagonais [2].

Por fim, observamos a cíclica conversão entre diferentes excitações topológicas do tipo

Skyrmion [3].

Palavras-chave: Nanomagnetismo. Bidimensional. Transição de fase. Excitações coletivas



ABSTRACT

LOPES, Ricardo Junior Campos, M.Sc., Universidade Federal de Viçosa, October, 2021.
Nanomagnetism: A study of phase transitions, topological ordering, and their
effects on spintronics. Adviser: Winder Alexander de Moura Melo. Co-Adviser:
Antônio Ribeiro de Moura.

In this thesis, we develop several works whose central focus is the study of nanomagnetic

(or magnetically nanostructured) systems, which are mostly two-dimensional or quasi-

two-dimensional. In our case, quasi-two-dimensional systems are composed of layered two-

dimensional systems that are weakly coupled. The studies vary from the description and

characterization of magnetic phase transitions, topological ordering, collective excitations

in low energy regimes, dynamics of spins and magnetic domains, and magnon-mediated

spintronics (also known as magnonics). Within the aforementioned topics, we were able

to describe the influence of a BKT (Berezinskii-Kosterlitz-Thouless) topological phase

transition in the spin current injection process in junctions composed of normal-metals

and insulating-ferromagnets, observing a thermal switch effect in this injection at the

exact temperature the material undergoes the phase transition, as well as the saturation

effect of the spin current injection process, together with the great accuracy in obtaining

the transition temperature for real systems [1]. We also describe the possible extinction

of a BKT phase transition in magnetic systems with diagonal interactions [2]. We observe

the cyclic conversion between different topological excitations of the Skyrmion-type [3].

Keywords: Nanomagnetism. Two-dimensional. Phase transition. Collective excitation
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Capítulo 1

Introdução

O foco central desta tese reside no estudo e descrição de sistemas magnéticos micro- ou

nanoestruturados, ou seja, cujas dimensões espaciais não ultrapassem poucos micrôme-

tros ou frações de micrômetro. Além disso, damos grande atenção a sistemas magnéticos

com baixa dimensionalidade onde, na maioria das situações, podemos considerar que os

sistemas são bidimensionais (2D) ou quasi-bidimensionais (q2D). Ao longo dos capítulos

e seções subsequentes, descreverei diversos trabalhos desenvolvidos ao longo deste dou-

torado, que compreendem temas que vão desde a descrição de transições de fase até a

dinâmica de domínios e excitações magnéticas. Também descreverei alguns dos métodos

utilizados e desenvolvidos ao longo deste período. Apesar do amplo espectro de problemas

rapidamente resumido anteriormente, todos estes problemas compartilham um simples,

porém poderoso, tipo de interação, a interação de troca de Heisenberg, JijS⃗i · S⃗j, que

permeará e nos condizirá ao longo de todos os trabalhos.

No restante desta introdução, descreverei o campo do magnetismo sob o prisma da

física da matéria condensada, ou seja, focando principalmente em sistemas de muitos cor-

pos, bem como darei descrições gerais sobre métodos númericos e computacionais recor-

rentemente utilizados nesta tese. Os demais capítulos serão escritos em formato de "artigo

fechado", ou seja, cada capítulo será um artigo desenvolvido ao longo do doutorado. Ao

longo do cap.[2], discutiremos a influência de uma transição de Berezinskii-Kosterlitz-

Thouless (BKT) no processo de injeção de corrente de spin (em nosso caso, tal corrente

de spins será mediada via magnons) em um ferromagneto isolante quasi-bidimensional,

levando ao cancelamento da corrente de spin injetada no sistema, acima da temperatura

crítica da transição BKT, além de observamos a saturação no processo de injeção desta

corrente [1]. No cap.[3], estudamos a possível extinção de uma transição BKT devido

à interações diagonais em uma rede checkerboard (rede obtida a partir da planificação

de uma rede pirocloro) [2]. Por fim, no cap.[4], estudamos skyrmions formados por dois
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merons (também chamados de skyrmions de dois núcleos) em sistemas antiferromagnéti-

cos. Além da interação e aniquilação destas estruturas por defeitos da rede, mostramos

a conversão do skyrmion de dois núcleos em skyrmion de apenas um núcleo através da

aplicação de campos externos [3]. Desta forma, após a Introdução, os capítulos podem ser

lidos em qualquer ordem sem perda de contexto ou generalidade por se tratarem de artigos

já publicados em periódicos, de forma que o próxima convergência entre os capítulos se

dará no último capítulo, referente às conclusões, como representado diagramaticamente

abaixo.

Capítulo 1

Capítulo 2 Capítulo 3 Capítulo 4

Capítulo 5

1.1 Física da Matéria Condensada

Sob linhas gerais, esta tese encontra-se imersa no campo da Física da Matéria Con-

densada, que pode ser definida como o estudo do comportamento de grandes coleções

de partículas, em um regime onde estas não estejam se movendo muito rápido e nem

encontrem-se em altissimas temperaturas. Ao dizermos "grandes coleções", estamos em

geral tratando sistemas que possuem aproximadamente 1023 partículas1. Para efeitos prá-

ticos, sistemas desta ordem de grandeza são considerados como infinitos e recorrentemente

chamaremos este regime de limite termodinâmico. Estas partículas podem ser moléculas,

átomos ou até elétrons.

Dado o amplo espectro anteriormente descrito para a Física da Matéria Condensada,

torna-se fácil notar que a mesma engloba diversas áreas da Física em geral, passando pela

física do estado sólido, ciência de materiais, ótica, estudo de transições de fase, dentre

outros. A Física da Matéria Condensada fornece o ferramental para descrever e responder

questões como: Por que determinados materiais apresentam magnetização expontânea à

1De maneira um pouco mais rigorosa, estamos lidando com números da ordem da constante de Avo-
grado que é aproximadamente igual à 6.022 × 1023.
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temperatura ambiente? Como se dá a transição entre as fases líquida e sólida de um

mesmo material? Por que determinados materias apresentam supercondutividade/super-

fluidez em baixas temperaturas? Como explicar o efeito Hall quântico? Como aumentar

a densidade de transistors em um processo litográfico, fabricando assim, melhores e mais

rápidos processadores?2 Dentre um infinidade de outras perguntas que envolvam o com-

portamento coletivo em sistemas de muitos corpos.

Apesar da necessidade de, em muitas das situações descritas acima, ser necessário

um profundo conhecimento das leis de força fundamentais entre os átomos e moléculas

que compõem o sistema, grandes coleções de partículas interagentes podem apresentar

fenômenos emergentes, que em sua maioria não são consequências diretas das leis

fundamentais que descrevem o comportamento de seus entes mais fundamentais. Como

brilhantemente descrito por P. W. Anderson, em seu trabalho More is Different [4];

"A habilidade em reduzir tudo a simples leis fundamentais não implica na habilidade em iniciar
destas mesmas leis e reconstruir o universo. De fato, quanto mais os físicos de particulas nos
dizem sobre a natureza das leis fundamentais, menos relevância elas parecem ter para o restante
dos reais problemas da ciência, muito menos para aqueles da sociedade.(...) esta hierarquia
não implica que a ciência X é "apenas Y aplicado". Em cada estágio, inteiramente novas leis,
conceitos e generalizações são necessárias, requerendo inspiração e criatividade em um grau tão
grande quanto no estágio anterior. Psicologia não é biologia aplica, nem biologia é química
aplicada."3 Tradução livre realizada por Ricardo J. C. Lopes.

Esta afirmação de P. W. Anderson é intimamente relacionado ao conceito de decidibi-

lidade em matemática. Sob linhas gerais, como mostrado por Kurt Gödel [5,6], é possível

demonstrar que a matemática é indecidível, ou seja, não existe nenhum algoritmo capaz

de determinar se dada afirmação ou comportamento é derivável de seus axiomas. Uma

das implicações práticas deste teorema é que, mesmo que conheçamos todos os detalhes

microscópicos de um problema, bem como as leis físicas que os regem, somos incapazes

de auferir se determinado comportamento ocorrerá ou não neste sistema. Um belíssimo e

elegante exemplo deste problema é mostrado no artigo [7] onde os autores mostram que

o problema do gap espectral, em mecânica quântica de muitos corpos, é indecidível.

Ao longo desta tese, nos depararemos com diferentes fenômenos emergentes, que vão

2Este exemplo foi intencionalmente colocado para mostrar como a física da matéria condensada está
amplamente presente no dia-a-dia, em especial no desenvolvimento tecnológico.

3The ability to reduce everything to simple fundamental laws does not imply the ability to start from
those laws and reconstruct the universe. In fact, the more the elementary particle physicists tell us about
the nature of the fundamental laws, the less relevance they seem to have to the very real problems of
the rest of science, much less to those of society. (...) this hierarchy dos not imply that science X is
just applied Y. At each stage entirely new laws, concepts, and generalizations are necessary, requiring
inspiration and creativity to just as great a degree as in the previous one. Psychology is not applied
biology, nor is biology applied chemistry. - citação original presente em [4].
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desde transições de fase até diversas excitações coletivas, como magnons, vórtices, skyr-

mions e merons. Apesar de algumas destes fenômenos guardarem fortes semelhanças com

contrapartes presentes em teorias mais fundamentais (a exemplo do skyrmion em modelos

que descrevem campos em interações nucleares [8, 9]), muitos dos fenômenos emergentes

são extremamente difíceis de se prever, partindo apenas das leis fundamentais de intera-

ção. Um exemplo trata-se da ocorrência de transições de fase onde simetrias, muitas vezes

presentes nas leis fundamentais de interação do sistema, são expontaneamente quebradas,

levando a comportamentos que independem dos detalhes microscópicos do sistema.

Apesar de já termos enfatizado em alguns momentos do texto até aqui, é importante

ressaltar que, tamanha riqueza em detalhes e comportamentos não seria possível de se

observar em sistemas não-interagentes. O comportamento de regimes idealizados onde as

partículas não interagem entre si, como o gás ideal e o paramagneto ideal por exemplo,

podem ser estudados e explicados a partir do comportamento e dinâmica de uma única

partícula. Isso se resume no fato da função de partição de sistemas não-interagentes

poder ser escrita à partir da função de partição de uma única partícula do sistema, ou

seja, Zsistema = (Z1)
N , onde Z1 é a função de partição de uma única partícula e N é o

número total de partículas [10].

Já no caso em que as partículas podem interagir entre si, o problema torna-se muito

mais complicado além de raramente ser soluvel. Tomemos como exemplo, um sistema

composto por N -elétrons que interagem via lei de força de Coulomb. Este sistema possui

um total de 3N equações de movimento acopladas, uma vez que a equação de movimento

para um elétron depende da posição dos (N −1) elétrons restantes. Como é bem conhecido

na literatura [11](p.121-126), sistemas com três ou mais corpos, interagindo via lei de força

dependente do inverso do quadrado da distância, não possuem nenhuma solução geral

conhecida, tendo apenas soluções particulares. E aqui, cabe-nos ressaltar que, mesmo se

houvesse soluções para problemas de muitos corpos interagentes, isto não é uma garantia

de que tal solução seja prática e/ou útil. Desta forma, para estudarmos os fenômenos

emergentes presentes nesta tese, será de extrema importância a descrição destes fenômenos

bem como de diversas excitações coletivas, como veremos ao longo das próximas seções.
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1.2 Modelo de Heisenberg

Ao longo do tempo, diversos modelos e teorias para explicar fenômenos magnéticos

foram criados. Um dos mais proeminentes e conhecidos trata-se do modelo de Heisenberg,

descrito pelo Hamiltoniano abaixo;

H =
∑

⟨i,j⟩

JijS⃗i · S⃗j , (1.1)

onde S⃗i representa o spin (ou operador de spin) localizado na posição i, Jij fornece a

intensidade da interação entre os spins i e j e ⟨i, j⟩ denota que está interação ocorre apenas

entre os primeiros vizinhos em uma rede. Este modelo também é conhecido como modelo

da interação de troca. Para Jij > 0 , temos uma interação que favorece a orientação

antiferromagnética dos spins enquanto para Jij < 0 temos o favorecimento à configurações

ferromagnéticas.

Uma das razões para a ampla difusão desde modelo, deu-se pela sua capacidade em

prever temperaturas de transições magnéticas da ordem de centenas de Kelvin, fato este

que apenas a interação dipolar entre os spins eletrônicos é incapaz de obter dado que esta

interação é extremamente fraca (∼ 10−5eV ou < 1K) . Apesar de não demonstrarmos

aqui, uma vez que este é um tema amplamente difundido na literatura [12–19], os prin-

cipais mecanismos que dão origem à interação de troca, podem ser obtidos das seguintes

propriedades do elétron: (i) O spin do elétron, (ii) Princípio de exclusão de Pauli, (iii)

Repulsão Coulombiana entre os elétrons e, (iv) Delocalização eletrônica. Sob linhas ge-

rais, elétrons cujas funções de onda estão espacialmente localizadas, sobrepondo-se, e que

estão interagindo repulsivamente (interação de Coumlomb) terão acoplamento magnético

do tipo ferromagnético se suas funções de onda forem ortonormais e estiverem ocupando

aproximadamente a mesma região do espaço, desta forma, o alinhamento dos spins reduz

a energia total da interação e, terão acoplamento antiferromagnético se suas funções de

onda não forem ortonormais, de forma que o princípio de exclusão de Pauli impede a

formação de um estado cujos spins estejam alinhados, logo, o anti-alinhamento dos spins

reduz a energia total da interação.

Em diversas ocasiões, a intensidade de Jij é praticamente constante, de tal forma que

podemos desprezar suas pequenas flutuações no espaço e assumir um valor constante para
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o mesmo, deixando o Hamiltoniano anterior da seguinte forma;

H = ±|J |
∑

⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j , (1.2)

entretanto, este hamiltoniano pode apresentar-se de diversas formas à depender das pro-

priedades e valores de Jij. Alguns exemplos, principalmente associados a esta tese, mas

não limitados à mesma, estão listados à baixo:

(i) Hamiltonianos com interações espacialmente anisotrópicas:

Neste caso, a interação entre os primeiros vizinhos em determinada direção espacial

pode diferir das demais. Um caso particular é para Jx
ij = Jy

ij ̸= Jz
ij.

H =
∑

⟨i,j⟩

Jxy
ij S⃗i · S⃗j +

∑

⟨i,j⟩

Jz
ijS⃗i · S⃗j (1.3)

Este tipo de fenômeno pode ocorrer, por exemplo, em sistemas cujo parâmetro de

rede é diferente para direções espaciais distintas. Um modelo similar foi utilizado

no trabalho referente ao PRB 102 184422 (2020) [1] que será apresentado no cap.2.

(ii) Hamiltonianos com interações entre primeiros e segundos vizinhos:

Aqui, a interação também ocorrerá entre sítios mais afastados em uma rede e é

geralmente representada da seguinte forma:

H =
∑

⟨i,j⟩

JijS⃗i · S⃗j +
∑

⟨⟨i,j⟩⟩

J ′
ijS⃗i · S⃗j , (1.4)

onde ⟨⟨i, j⟩⟩ denota que está interação ocorre apenas entre os segundos vizinhos

em uma rede. Em sua grande maioria, as constantes Jij e J ′
ij são diferentes entre

si, sendo a constante de interação entre primeiros vizinhos comumente maior que

a constante de interação entre os segundos. Um modelo similar foi utilizado no

trabalho referente ao PLA 382 1492 (2018) [2] que será apresentado no cap.3.

(iii) Hamiltoniano de Haldane-Shastry [20,21]:

Trata-se de um modelo de Heisenberg antiferromagnético com interações de troca

de longo alcance do tipo 1/r2.

H = |J |
∑

i̸=j

1

(xi − xj)2
S⃗i · S⃗j . (1.5)
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Dentre suas características, este modelo é completamente integrável além de suas

energias e autoestados serem exatamente computáveis.

(iv) Hamiltoniano com spins na presença de um campo externo:

H =
∑

⟨i,j⟩

JijS⃗i · S⃗j +
∑

i

B⃗ext
i · S⃗i (1.6)

Campos externos podem ser usados com diversos propósitos em sistemas magnéticos,

que vão desde o controle da magnetização de domínios magnéticos específicos, como

por exemplo, em discos rígidos magnéticos, o estudo da dinâmica de spins e até

o estudo de histerese em sistemas magnéticos. O Hamiltoniano na presença de

campo externo exige apenas a adição de um termo de interação tipo Zeeman, como

mostrado no Hamiltonia da eq.1.7 acima. A presença de campos externos será

recorrente nos trabalhos apresentados nos capítulos seguintes.

(v) Hamiltonino biquadrático [22–26]:

H =
∑

⟨i,j⟩

[
J1S⃗i · S⃗j + J2(S⃗i · S⃗j)

2
]

(1.7)

O termo biquadrático pode ser obtido como uma correção em segunda ordem na

expansão da interação de troca, e por isso, é geralmente considerado menor que

sua contraparte bilinear. A depender da razão entre as constantes J1 e J2, as

propriedades obtidas deste modelo se assemelham muito às obtidas no modelo de

Heisenberg usual. Entretanto, de uma forma geral, este modelo apresenta uma

grande riqueza de detalhes bem como um amplo diagrama de fases para seus estados

fundamentais.

Existe ainda uma grande quantidade de modelos correlatos catalogados e descritos

na literatura, cada qual com suas propriedades e especificidades e que não cabem a sua

descrição aqui. Contudo, pudemos ter um pequeno vislumbre do quão rico e amplo é o

modelo de Heisenberg e suas variações.
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1.2.1 Ondas de Spin ou Magnons

Figura 1.1: Representação gráfica de uma
onda de spin. Figura extraida e adaptada
de [27].

Como mostrado por Bloch [28, 29], os

estados de mais baixa energia em siste-

mas de spin que interagem via interação

de troca, possuem comportamento ondu-

latório e são chamadas de ondas de spin.

Como mostrado na figura ao lado, essas

ondas são resultado de um comportamento

coletivo dos spins e/ou momentos magnéti-

cos do sistema. No regime quantizado, tais

ondas de spin são chamadas de magnons e

têm caráter de uma quasipartícula bosônica, semelhante ao que ocorre com os fônons que

surgem devido às vibrações de uma rede cristalina. Desde a sua previsão e descrição, o

estudo e a detecção direta e indireta de magnons tem ocorrido nos mais diversos sistemas

de spin, desde os ordenados, como em sistemas ferromagnéticos [30, 31], antiferromag-

néticos [32, 33], ferrimagnéticos [34] e até em sistemas desordenados, como é o caso dos

paramagnetos [35,36].

1.2.2 Vórtices

Figura 1.2: Representação gráfica de um vór-
tice em um sistema de domínios magnéti-
cos. Figura extraída, traduzida e adaptada
de [37].

Em um sistema magnético planar e com

simetria interna O(2), vórtices são defeitos

topológicos que não podem ser continua-

mente deformados até um estado funda-

mental onde todos os spins estejam uni-

formemente alinhados e, por isso, dize-

mos que vórtices são estruturas topologica-

mente protegidas. O invariante topológico

associado aos vórtices é chamado de vorticidade e basicamente conta o número de vezes

que os spins executam uma volta completa em torno do centro do vórtice. Na figura

acima, temos um exemplo de vórtices em um sistema composto por domínios magnéti-

cos [38–43]. Vórtices serão de suma importância no entendimento da transição BKT que

discutiremos na seção1.4 à frente.
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1.2.3 Skyrmions

Figura 1.3: Representação gráfica de um
Skyrmion em um sistema de domínios mag-
néticos. Figura extraída de [44].

Historicamente, os skyrmions surgiram

como soluções não-lineares em modelos efe-

tivos de campos utilizados na descrição do

núcleo atômico. Sua proposição inicial veio

do físico T. H. R. Skyrme [45, 46]. Já em

magnetismo e matéria condensada, solu-

ções do tipo skyrmion foram posteriormente descritas por Belavin e Polyakov [47] (sendo

por vezes chamado de sóliton de Belavin-Polyakov) e posteriormente foram observados

experimentalmente [48–50]. Similarmente aos vórtices, skyrmions também são soluções

topologicamente estáveis, o que nos impede de continuamente deformá-los para outros

estados com diferentes cargas topológicas. Como no caso da Figura1.3, soluções do tipo

skyrmion podem ser obtidas via mapeamento estereográfico da esfera de spins no plano

real.

1.3 Transições de Fase

Transição de fase [51–54] é um dos principais fenômenos emergentes em sistemas com-

postos por grande número de entes interagentes. Comumente, transições de fase estão

presentes em nosso dia-a-dia, como na transição da água líquida para gasosa pelo pro-

cesso de ebulição, ou na transição do gelo da água para seu estado líquido através do

processo de fusão. É fácil notar que em algum momento as fases sólida, líquida e gasosa

da água sofreram uma transição entre si, daí o nome, transição de fase. Outro exemplo

cotidiano são os ímãs, como os utilizados em geladeiras e estantes metálicas. Estes imãs

são geralmente compostos por ligas metálicas em um estado ferromagnético e por isso são

capazes de atraírem e grudarem em outras superfícies metálicas. Este regime ferromagné-

tico pode ser destruído através do simples aquecimento deste imã, levando-o a um estado

paramagnético, ou seja, sem magnetização.

De modo geral, as transições de fase andam paralelamente ao conceito de quebra

espontânea de simetria. Tomemos como exemplo um líquido. As moléculas presentes em

um líquido como a água estão completamente dispersas em seu meio, sem nenhuma ou

quase nenhuma correlação entre si. A posição de uma molécula não fornece informações
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suficientes sobre a posição das demais. Este é, portanto, um sistema com uma simetria

translacional e rotacional contínua. Ao resfriarmos este líquido e o passarmos para sua

fase sólida, as moléculas presentes no sólido passam a compor uma estrutura ordenada,

de forma que saber a posição de uma molécula passa a nos fornecer informações sobre

as demais dentro desta estrutura. Neste caso, dizemos que a simetria translacional e

rotacional foi espontaneamente quebrada e como consequência, surgiram correlações e

ordem de longo alcance neste sistema.

Estas mudanças qualitativas nas propriedades do sistema são em geral caracterizadas

por singularidades da energia livre deste sistema. A ordem derivacional destas singulari-

dades são utilizadas como critério de classificação da transição de fase. Sistemas cuja pri-

meira derivada da energia livre com respeito a alguma variável termodinâmica apresenta

uma descontinuidade são denominadas transições descontínuas (ou transições de primeira

ordem). Estas transições são caracterizadas pela absorção ou liberação de grande quanti-

dade de energia, denominado calor latente, enquanto a temperatura mantém-se constante

no ponto crítico em que ocorre a transição e, durante este processo, existe a coexistência

entre as fases. Os exemplos mais comuns de transições descontínuas são as transições

sólido-líquido e líquido-gás. Outra classificação para as transições, diz respeito a sistemas

cuja segunda derivada da energia livre com respeito a alguma variável termodinâmica

apresenta uma descontinuidade ou divergência. Estas transições são denominadas con-

tínuas (ou transições de segunda-ordem). Próximo ao ponto crítico de ocorrência desta

transição, é característica a existência de decaimentos em lei de potência das correla-

ções do sistema e no ponto crítico de transição, a divergência das susceptibilidades e do

comprimento de correlação são assinaturas deste tipo de transição. Exemplos comuns de

transições contínuas são a transição entre as fases ferromagnética e paramagnética em

alguns materiais, a transição superfluida e a transição para supercondutores tipo-I na

ausência de campo magnético externo.

Por fim, mas não menos importante, devemos retornar à primeira frase desta seção

para enfatizarmos e termos a clareza que transições de fase são um fenômeno emergente

e ocorrem exclusivamente em sistemas no limite termodinâmico. Ao olharmos para a

função de partição de um sistema, dada por:

Z =
∑

{σi}

e−Ei/kBT , (1.8)
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fica claro que a mesma é uma função analítica da temperatura e, nenhuma quebra espontâ-

nea de simetria do hamiltoniano original do sistema, bem como nenhuma singularidade das

funções termodinâmicas oriundas da função de partição podem ser obtidas para sistemas

finitos. Uma elegante análise do surgimento de anomalias na função de partição à medida

em que o sistema se aproxima do limite termodinâmico foi elaborada por Lee-Yang [55,56]

e por Michael E. Fisher [57] através da análise dos zeros da função de partição no plano

complexo das temperaturas para os casos gran-canônico e canônico respectivamente.

1.4 Transição de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

Segundo o teorema de Mermin-Wagner: “Não existe quebra espontânea de uma sime-

tria contínua para sistemas com interações de curto alcance em dimensoes D ≤ 2”. Isto

implica que, para sistemas que satisfaçam tais critérios de interação e dimensionalidade,

as classificações e definições de transições de fase comentadas anteriormente são inváli-

das. Entretanto, como mostrado por V. L. Berezinskii [58, 59] e por J. M. Kosterlitz e

D. J. Thouless [60], estes sistemas ainda apresentam dois regimes distintos. O primeiro

regime, a altas temperaturas, onde o sistema encontra-se completamente desordenado e

com correlações decaindo exponencialmente. O segundo regime, a baixas temperaturas,

ainda desordenado mas com correlações que decaem segundo uma lei de potência. A

este segundo regime dizemos que possui uma “ordem de quase-longo alcance”. Esta é a

chamada transição de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless ou somente transição BKT e a tem-

peratura em que ela ocorre é denominada TBKT . Como originalmente mostrado em [60]

para um modelo rotor planar4 e para superfluidos neutros, o mecanismo responsável pela

existência destes dois regimes trata-se da dissociação de pares de vórtice-antivórtice no

sistema. Em baixas temperaturas, T < TBKT , os pares vórtice-antivórtice mantêm-se

ligados conferindo ao sistema o regime de ordem de quase-longo alcance. À medida que

a temperatura aumenta, estes pares se dissociam até que para T > TBKT , estes pares

dissociados levam o sistema à completa desordem.

4O modelo rotor planar é caracterizado por dimensão D = 2 e simetria interna O(2), ou seja, S⃗ =

(Sx, Sy) cuja hamiltoniana de interação é dada por: Hrp =
∑

⟨i,j⟩(S
(x)
i S

(x)
j + S

(y)
i S

(y)
j ).

Originalmente, Kosterlitz e Thouless chamavam o modelo de modelo-xy. Entretanto, tal nomenclatura
é atualmente utilizada para sistemas com dimensão D = 2 e simetria interna O(3), S⃗ = (Sx, Sy, Sz) e

cuha hamiltoniana de interação é dada por Hxy =
∑

⟨i,j⟩(S
(x)
i S

(x)
j + S

(y)
i S

(y)
j )



2. Transição BKT e injeção de corrente de spin 23

Capítulo 2

Efeitos da transição BKT na injeção

de correntes de spin em junções NM/FI

Este trabalho encontra finalizado e publicado em PRB 102 184422

2020 [1]. Uma cópia está anexada ao final do capítulo.

Por muitos anos, o foco da indústria de eletrônicos esteve exclusivamente nas pro-

priedades elétricas de condutores e semi-condutores, de tal forma que a manipulação e

a geração de correntes elétricas atualmente tornou-se uma tarefa completamente trivial.

Contudo, elétrons também possuem um momento magnético intrínseco, o spin. Sendo

assim, torna-se natural imaginarmos a exploração do spin eletrônico como mais um grau

de liberdade na propagação de correntes elétricas, aumentando assim a densidade de in-

formação contida em correntes de dispositivos eletrônicos [61].

A utilização do spin eletrônico como forma de propagar informação constitui uma par-

cela da então chamada spintrônica. Em resumo, a spintrônica é o estudo do fluxo do spin

eletrônico, bem como de outros momentos magnéticos, e do desenvolvimento e aplicação

a dispositivos que utilizem este fluxo. Nos últimos anos, a ciência de materiais tem consi-

derado a spintrônica como um potencial substituto para os atuais dispositivos eletrônicos.

Podemos apontar o surgimento da spintrônica, bem como de seu desenvolvimento à forma

que a conhecemos atualmente, à três grandes trabalhos da década e de 70 e 80, a citar:

Os experimentos de tunelamento em junções magnéticas [62], a observação da injeção de

elétrons spin-polarizados entre junções de metais ferromagnéticos e metais isolantes [63]

e a descoberta da magnetorresistência gigante [64,65].

Uma peculiaridade das correntes de spin dá-se ao fato da mesma propagar-se tanto

em materiais condutores quanto em materiais isolantes, podendo cada um destes ser

magnético ou não-magnético. Isto torna o leque de aplicações extremamente amplo,

alguns exemplos vão desde a construção de diodos de spin, transistors de spin e até
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mesmo aplicação em computação quântica, através dos chamados spin qubits (para mais

detalhes sobre estas e outras aplicações, vide ref. [66]).

Naturalmente, dada a grande classe de materiais que permitem a propagação de cor-

rentes de spin, é de se esperar que existam diferentes formas de propagação além de

diferentes mecanismos que gerem tais correntes. Exemplos incluem as correntes de spin

puras normalmente associadas a materiais condutores não magnèticos como a platina (Pt)

e mecanismos de efeito Hall [61,67,68], as correntes de carga spin polarizadas associadas

principalmente à estrutura cristalina do sistema e a materiais condutores ferromagnéticos

como o Permalloy (Fe1−xNix) [61,69] e, as correntes de spin transportadas por ondas de

spin (ou magnons em um formalismo quantizado) associadas a materiais isolantes ferro-

magnéticos, antiferromagnéticos e paramagnéticos [70–75].

Ao longo deste trabalho estaremos interessados na propagação da corrente de spin

em materiais ferromagnéticos isolantes (FMI). Um dos mecanismo utilizados para se criar

correntes de spin em materiais FMI é o chamado spin pumping, que utiliza da Ressonância

Ferromagnética para induzir a criação de magnons no sistema [76].

yFMINM

Figura 2.1: Diagrama a injeção de magnons
em uma junção NM/FMI devido ao desequi-
líbrio entre eletrons up e down.

Outra forma de induzir a criação de

correntes de spin é através da utilização

de junções entre materiais Ferromagne-

tos Isolantes e metais Condutores Não-

Magnéticos (NM), onde na parte NM é in-

duzido um desequilíbrio entre os potenciais

químicos para os elétrons com spin up µ↑

e down µ↓ (∆µ = µ↑ − µ↓ ̸= 0). Uma das

maneiras de se criar esta diferença ∆µ é

através do efeito Hall de spin [71] (neste

caso, ∆µ estará associado com a voltagem de polarização da parte NM). Como os elé-

trons do setor não são capazes de penetrar no FMI, eles são refletidos na interface entre

os materiais, onde ocorre a inversão do spin (no caso em que ∆µ > 0 a criação de elétrons

down é favorecida). Neste processo, por conservação do momento angular, uma excitação

com spin inteiro é emitida (ou absorvida) na parte FMI. Em nosso caso, tal excitação

trata-se de um magnon, o quantum de uma onda de spin, que possui spin inteiro. No

diagrama acima, temos representado de maneira simplificada tal processo, onde um elé-
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tron com spin up e energia ξk é refletido na interface com energia ξk′ e inverte o seu spin

através da absorção (esquerda) de um magnon com spin down ou emissão (direita) de um

magnon com frequência ωq.

Uma interessante propriedade de correntes de spin transportadas por magnons é a

não dissipação via efeito Joule. Contudo, apesar da não dissipação por efeito Joule,

efeitos térmicos têm um importante papel na propagação e transmissão de correntes de

spin, podendo levar a destruição de estados magnetizados devido à flutuações, impedindo

assim, sua propagação. Outro efeito térmico importante na propagação de correntes de

spin, trata-se da transição BKT, anteriormente descrita e que possui natureza topológica.

Entretanto, a literatura sobre efeitos térmicos e de transições de fase na propagação

de correntes de spin é extremamente escassa e, em algumas ocasiões, como no caso da

transição BKT, praticamente inexistente. Aqui, propomos o estudo teórico das influências

térmicas e em especial, de uma transição BKT na injeção propagação da corrente de spin.

2.1 Métodos

Como estamos interessados nos efeitos de uma transição BKT no processo de injeção

de uma corrente de spin em junções NM/FMI precisamos, para uma descrição teórica, de

um hamiltoniano que leve em conta os efeitos de ambos os setores da junção (NM e FMI)

além de possíveis interações na interface entre estes setores. Desta forma, separamos o

Hamiltoniano em três partes

Ĥ = Ĥe + Ĥm + Ĥsd (2.1)

onde He é o Hamiltoniano que descreve os elétrons na parte condutora não-magnética

(NM), Hm descreve o setor ferromagnético isolante (FMI) e Hsd é um hamiltoniano tipo-

sd que descreve a interação na interface entre os dois materiais. Além disso, também

utilizamos a teoria de resposta linear para obtenção da corrente de spin transmitida na

interface.

A seguir, descrevemos separadamente cada termo e procedimento utilizado ao longo

do desenvolvimento do trabalho.
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2.1.1 Termo condutor não-magnético

Como descrito anteriormente, para este termo consideramos um modelo de elétrons

livres com uma diferença de potencial químico que depende da orientação do spin µ↑,↓.

No formalismo da segunda quantização [15], o hamiltoniano Ĥe é simplesmente dado por:

Ĥe =
∑

k,σ

(ϵkσ − µσ)c†
kσckσ (2.2)

onde ckσ é um operador fermiônico que aniquila um elétron de momento k e spin σ. Em

temperaturas finitas, a propagação do elétron é dada pela função de Green retardada

ıℏGret
kσ (t) = θ(t)⟨{ckσ(0), c†

kσ(t)}⟩.

2.1.2 Termo ferromagnético isolante

Para que possamos capturar efeitos da transição BKT no processo de injeção da cor-

rente de spin, precisamos de um modelo que seja bidimensional ou quase-bidimensional.

Sabendo disso, consideramos um material composto por camadas bidimensionais, fraca-

mente acopladas ao longo da direção-z (direção em que ocorre a injeção da corrente de

spin). Este acoplamento em z garante que os magnons possam penetrar o material no

processo de injeção da corrente de spin. O hamiltoniano é dado por:

Ĥm = −J
∑

⟨ij⟩

(Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j + λxySz
i Sz

j ) − Jz
∑

⟨ij⟩

(Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j + λzSz
i Sz

j )

− µBgBs

∑

i

Sx
i

(2.3)

onde J é a interação de troca intraplano, Jz a interação de troca interplanos e B é um

campo magnético aplicado ao longo da direção-x. Consideramos em princípio, a existência

de duas anisotropias λxy no plano e λz fora do plano. Por fim, o primeiro somatório

representa a soma sobre os primeiros vizinhos no plano e no segundo uma soma sobre os

primeiros ao longo de z.
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Figura 2.2: Estrutura de camadas do
K2CuF4, um material Ferromagnético
Isolante com fraco acoplamento entre as
camadas.

A figura ao lado representa o corte lateral

da estrutura do Tetrafluorcuprato(II) de Potás-

sio, ou K2CuF4. Este material é amplamente

estudado desde a decada de 70 [77–80] devido

as suas propriedades ferromagnéticas, além de

ser um material composto por camadas bidi-

mensioanis fracamente acopladas. Devido à tais

propriedades, constitui um dos primeiros siste-

mas magnéticos onde se observou uma transi-

ção BKT. Além destas propriedades, o K2CuF4

também é um material isolante. Desta forma,

o modelo proposto e representado pela eq.(2.3)

possui as mesmas propriedades e caracteristicas

magnéticas do K2CuF4, justificando assim, sua

utilização.

Vale ressaltar também que dado os diversos estudos experimentais sobre o K2CuF4,

o mesmo encontra-se muito bem caracterizado. Assumindo kB = 1, as constantes de

acoplamento intra e interplanos são iguais a J = 23, 86K e Jz = 0, 016K, respectivamente.

A constante de anisotropia λxy
∼= 0, 992 enquanto λz = 1, 0. Além disso, TC = 6, 25K

e TBKT = 5, 50K são respectivamente as temperaturas de Curie e BKT do material.

Futuramente, utilizaremos estes resultados para verificar a qualidade e validade do nosso

modelo, além da abordagem utilizada.

Como o hamiltoniano da equação anterior não possui solução exata, para que possa-

mos capturar e estudar a transição BKT, utilizaremos a Aproximação Harmônica Auto-

Consistente (SCHA). Diferente de outros formalismos bosônicos [81], a SCHA é o único

capaz de capturar os efeitos da transição BKT, a qual estamos interessados. A SCHA

substitui a Hamiltoniana da equação (2.3) por uma Hamiltoniana quadrática com parâ-

metros renormalizados que levam em conta contribuições de ordem mais alta. Usando a

representação de Villain [82], os operadores escada serão representados por:
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S+
i = eıφi

√
S(S + 1) − Sz(Sz + 1) (2.4)

S−
i =

√
S(S + 1) − Sz(Sz + 1)e−ıφi (2.5)

onde φ e Sz são operadores. Para melhor entendimento da representação anterior, pode-

mos visualizar os operadores anteriores através da decomposição clássica em coordenadas

cilíndricas para o spin.

Figura 2.3: Decomposição clássica em coordenadas cilíndricas para o spin.

Classicamente, os campos φ e Sz obedecem a parênteses de Poisson. Logo, do ponto

de vista quântico, φ e Sz serão canonicamente conjugados, e obedecerão uma relação de

comutação igual a:

{φi, Sz
j } = δij

⇓

[φi, Sz
j ] = ıℏδij

(2.6)

Sendo assim, considerando um campo de spins que varia suavemente, podemos expan-

dir o hamiltoniano até segunda ordem em φ e Sz obtendo:

Hm,0 =
∑

k

(
4JS̃2ρ(1 − γk) + 2JzS̃2ρz(1 − γz

k) + µBgBsS̃ζ
)

︸ ︷︷ ︸

Hφ
k

φkφ−k

+
(

4J(1 − λxyγk) + 2Jz(1 − λzγz
k) +

µBgBs

S̃

)

︸ ︷︷ ︸

Hz
k

Sz
kSz

−k

(2.7)

onde adotamos S̃2 = S(S + 1). As helicidades (ou spin stiffness) ρ e ρz, além da cons-



2. Transição BKT e injeção de corrente de spin 29

tante de renormalização ζ, são os parâmetros que levam em conta contribuições de ordem

mais alta no hamiltoniano harmônico. A obtenção destes parâmetros pode ser feita via

utilização do princípio variacional de Bogoliubov, que nos fornece as seguintes equações

auto-consistentes:

ρ =

(
1 − ⟨(Sz)2⟩0

S̃2

)
e− 1

2
⟨(∆φ)2⟩0 (2.8)

ρz =

(
1 − ⟨(Sz)2⟩0

S̃2

)
e− 1

2
⟨(∆φ(z))2⟩0 (2.9)

ζ =

(
1 − ⟨(Sz)2⟩0

2S̃2

)
e− 1

2
⟨(φ)2⟩0 (2.10)

onde as médias ⟨·⟩0 são realizadas considerando o hamiltoniano harmônico. Reescrevendo

φk e Sz
k do hamiltoniano (2.7) em termos de operadores bosônicos ak :

φk =

√
ℏ√
2

(
Hz

k

Hφ
k

) 1
4

(a†
k + a−k)

Sz
k =

ı
√
ℏ√
2

(
Hφ

k

Hz
k

) 1
4

(a†
k − a−k)

(2.11)

obtemos o hamiltoniano harmônico:

Hm,0 =
∑

k

ℏωk

(
a†

kak +
1

2

)
(2.12)

onde a energia do magnon é igual a ℏωk = 2
√

Hφ
k Hz

k e, como esperado, a relação de

dispersão para longos comprimentos de onda no caso ferromagnético tem o comportamento

ωk ∝ k2. Por fim, os valores médios das equações (2.8) a (2.10) são iguais à:

⟨(Sz)2⟩0 =
1

2

∫ d3k

(2π)3

√√√√Hφ
k

Hz
k

coth

(
ℏωk

2T

)

⟨(φ)2⟩0 =
∫ d3k

(2π)3

√
Hz

k

Hφ
k

coth

(
ℏωk

2T

)

⟨(∆φ)2⟩0 =
∫ d3k

(2π)3
(1 − γk)

√
Hz

k

Hφ
k

coth

(
ℏωk

2T

)

⟨(∆φ(z))
2⟩0 =

∫ d3k

(2π)3
(1 − γz

k)

√
Hz

k

Hφ
k

coth

(
ℏωk

2T

)

(2.13)

Podemos obter a temperatura BKT pela intersecção da curva para ρ com a reta
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2T/πJS̃2. E como exposto anteriormente, podemos utilizar este cálculo para verificar a

validade e qualidade dos calculos. Experimentalmente, o K2CuF4 possui uma temperatura

BKT muito bem definida dada por TBKT = 5, 5K. Utilizando os parâmetros conhecidos

para este material, encontramos o valor de TBKT = 5, 35K, o que está em excelente acordo

com o experado (erro de aproximadamente 3%). Em uma rápida revisão na literatura,

o melhor valor teórico obtido para esta transição foi TBKT = 7, 9K [80], o que reforça a

qualidade dos nossos cálculos e resultados.

2.1.3 Termo de Interação entre camadas

A interação entre os elétrons da parte normal condutora e os magnons da parte ferro-

magnética isolante é descrita por uma hamiltoniana de troca do tipo-sd [71,83,84], dada

por:

Ĥsd = Jsd

∑

qkk′

[
S−

q c†
k′↑ck↓ + S+

q c†
k′↓ck↑ + Sz

q

(
c†

k↑ck′↑ − c†
k↓ck′↓

)]
, (2.14)

onde ck↓ é o operador que cria um elétron com momento k e spin-up, enquanto S+
q é

o operador que cria um magnon-up com momento q ou aniquila um magnon-down com

momento q no sentido oposto.

Este modelo foi inicialmente proposto para explicar a interação entre elétrons de uma

camada-d incompleta, fixos na estrutura cristalina do material, com elétrons itinerantes

da camada-s externa. Contudo, ele também é utilizado para explicar a interação dos

elétrons-s condutores com os momentos magnéticos retidos por elétrons da camada-d.

Utilizando o hamiltoniano anterior, torna-se mais simples o entendimento dos proces-

sos representados na figura (5.1). Ambos os diagramas são a representação do segundo

termo do hamiltoniano.

Js

q

k

k'

Js

q

k

k'

No primeiro diagrama (es-

querda), um elétron-up incide na

superfície entre os materiais com

momento k, é aniquilado (ck↓),

um elétron-down é criado com

momento k′ (c†
k′↓) enquanto um

magnon-down com momento q incide na interface e é aniquilado (S+
q ). Já para o se-
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gundo diagrama, a única diferença é a emissão de um magnon-up com momento q na

interface. Ambos os processos contribuem igualmente para a injeção de uma corrente de

spin do material NM para o material FMI.

Para que possamos realizar a soma em q, k e k′ independentemente, assumimos que

a interface entre os materiais é rugosa, levando assim a um espalhamento incoerente dos

elétrons (componente transversa do momento não é conservada). Por fim, o terceiro

termo do hamiltoniano não está associado a nenhum processo de emissão ou absorção de

magnons na interface.

2.1.4 Corrente de Spin

Figura 2.4: Representação esquemática do processo inversão do spin eletrônico na parte
NM (azul) e injeção de magnons parte FMI (laranja). Imagem retirada do link na ref. [85].

Como visto na figura anterior, o processo de injeção da corrente de spin está ligada

à taxa com a qual os elétrons da parte condutora NM incidem na interface e invertem

seus spins emitindo assim um magnon, que transportará a corrente de spin na parte FMI.

Desta forma, podemos definir o operarador corrente de spin através da derivada temporal

da diferença entre o número de spins up e down, dada por:

Îs =
d

dt

∑

kσ

ℏσc†
kσckσ =

d

dt

∑

k

ℏ

(
c†

k↑ck↑ − c†
k↓ck↓

)

!
= ıJsd

∑

qkk′

[
S−

q c†
k↑ck′↓ − S+

q c†
k↓ck′↑

]
,

(2.15)

onde a evolução temporal dos operadores é obtida através do quadro de interação.

A eq.(2.15) para o operador corrente de spin tem uma estrutura similar ao do hamilto-
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niano da interação-sd. Em resumo, este operador contabiliza a contribuição das correntes

de spin propagando-se em direções opostas fornecendo assim, o valor resultante esperado

para a corrente de spin. O valor esperado da corrente de spin (Js) é obtido através da

teoria de resposta linear, que nos fornece:

Is =
1

ıℏ

∫ ∞

−∞
dtθ(t)⟨

[
Îs(t), Ĥsd(0)

]
⟩ (2.16)

Definindo Â(t) =
∑

qkk′ S−
q (t)c†

k↑(t)ck′↓(t), conseguimos reescrever a eq.(2.16) da seguinte

forma:

Is =
2J2

sd

ℏ
Im

{∫ ∞

−∞
dteıδµt(−ı)θ(t)⟨[Â(t), Â†(0)]⟩

}
(2.17)

contudo, podemos definir a função de Green retardada,

ıℏUret(t) = θ(t)⟨[Â(t), Â†(0)]⟩ (2.18)

o que nos leva a:

Is = 2J2
sdIm

{∫ ∞

−∞
dteıδµtUret(t)

}
= −2J2

sdImŨret(δµ) (2.19)

onde Ũret(δµ) é a transformada de Fourier para Uret(t).

Novamente, como estamos interessados em tratar o problema à temperaturas finitas,

torna-se conveniente utilizarmos o formalismo de Matsubara para a função de Green, nos

levando a escrever:

U(ıΩl) = −1

ℏ

∫ β

0
dτeıΩlτ ⟨Tτ Â(τ)Â†(τ)⟩ (2.20)

= −1

ℏ

∑

qkk′

∫ β

0
dτeıΩlτ ⟨S−

−q(τ)S+
q (0)⟩0⟨c†

k↑(τ)ck↑(0)⟩⟨ck′↓(τ)c†
k′↓(0⟩ (2.21)

= −ℏ
2
∑

qkk′

∫ β

0
dτeıΩlτ χq(τ)Gk↑(−τ)Gk′↓(τ) , (2.22)

onde Ωl = (2πl/β), l ∈ Z são as frequências de Matsubara e Tτ é o operador de ordena-

mento temporal. Para recuperarmos a função de Green retardada Uret(δµ) devemos fazer

a continuação analítica ıΩl → δµ + ıϵ, com o limite ϵ → 0. A passagem da eq.(2.20) para
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a eq.(2.21) utiliza o teorema de ordenamento de Wick.

χq(τ) e Gkσ(τ) são respectivamente as funções de Green para o magnon e para o

elétron no formalismo de Matsubara. O calculo detalhado da função de Green do magnon

encontra-se na ref. [1] , enquanto a função de Green para o elétron é dada por:

Gkσ(τ) = −1

ℏ
⟨Tτ ckσ(τ)c†

kσ(0)⟩ =
1

β

∑

υn

e−ıυnτ

ıℏυn − ξkσ

(2.23)

onde υn = ((2n + 1)π/β) com n ∈ Z são as frequências de Matsubara no caso fermiônico

e ξkσ = ϵk − µσ é a energia do elétron.

Após substituirmos todas as funções de Green e calcular todas as somas sobre as

frequências de Matsubara, eq.2.22 nos fornecerá:

Is = 2πJ2
sd

∑

qkk′

[
cosh2 θq

[
n(ωq) (f(ξk↑) − 1) f(ξk′↓)

]
δ(−ξk↑ + ξk′↓ + ωq + ∆µ)

n(−ξk↑ + ξk′↓ + ωq)

− sinh2 θq

[
(1 + n(ωq)) (f(ξk↑) − 1) f(ξk′↓)

]
δ(−ξk↑ + ξk′↓ − ωq + ∆µ)

n(−ξk↑ + ξk′↓ − ωq)

]
,

Is =
2πJ2

sd

n(−∆µ)

∑
qk

[
cosh2 θq

(
n(ωq) (f(ξk↑) − 1) f(ξk↑ − ωq − ∆µ)

)
+

− sinh2 θq

(
(1 + n(ωq)) (f(ξk↑) − 1) f(ξk↑ + ωq − ∆µ)

)]
, (2.24)

Considerando escalas tipicas de energia (ϵF ∼ 10eV, ξk ≲ 10−2eV e ℏωq, µq, ∆µ < ξk),

podemos assumir um limite contínuo e integrar sobre as funções de fermi-Dirac para obter:

∑

k

(f(ξk↑) − 1) f(ξk↑ ± ωq − ∆µ) ≃ V

4

(
2me

βπℏ2

)3/2

×

×Li1/2

(
−eβδ±

)
, (2.25)

onde V é o volume do NM, me é a massa do eletron, δ± = ϵF − (−3∆µ ± ℏωq)/2 e

Lis(x) é a função polilogaritmica (também conhecida como função de Jonquière) de ordem

s. Finalmente substituindo o resultado da eq.(2.25) na eq.(2.24) obtemos a seguinte

expressão final para a corrente de spin:

Is =
gsT 3/2

n(−∆µ)

∑

q

[
cosh2(θq)n(ℏωq)Li1/2

(
−eβδ−

)
+ sinh2(θq) (1 + n(ℏωq)) Li1/2

(
−eβδ+

) ]
(2.26)
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onde definimos a constante,

gs =
V

4

(
2mekB

πℏ2

)3/2

(2πJ2
sd).

É importante ressaltar que o resultado da eq.(2.26) deve ser interpretado com bas-

tante cuidado no regime de altas temperaturas (T > TBKT ) uma vez que a aproximação

harmônica autoconsistente fornece resultados confiáveis apenas para temperaturas abaixo

da temperatura de transição BKT, dado que os parâmetros autoconsistentes se anulam

acima da temperatura de transição. A consequência direta da anulação destes parâmetros

é a divergência da corrente de spin definida pela eq.(2.26). Uma análise cuidadosa revela

que o problema surge na função de Green do magnon. Como ωq → 0 à medida que o

sistema aproxima-se da transição BKT, os demais operadores não apresentam evolução

temporal, tornando-se assim, independentes do tempo. Isso faz com que a função de Green

do magnon anule-se quanto T → TBKT. Sendo assim, esperamos acima da temperatura de

transição, não haja propagação de magnons e a corrente de spin anule-se abruptamente

para T = TBKT . Esta análise também concorda com o fato que os vórtices atuam como

potenciais espalhadores para magnons [86,87]. Para T > TBKT a completa dissociação dos

pares vórtice-antivórtice desordena o sistema além de fazer com que os magnons injetados

seja sucessivamente espalhados, destruindo assim, o transporte da corrente de spin.
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2.2 Resultados

Na Fig.(2.5) podemos notar que a corrente de spin aumenta com a temperatura e

anula-se em T = 0. Este resultado é semelhante ao obtido nas referências [71,72,88] e está

associado ao fato de flutuações térmicas aumentarem a população de magnons sem que,

para T = 0, não há excitações impedindo a ocorrência do processo de spin-flip na interface

e a injeção da corrente de magnons. Utilizando a relação de dispersão clássica do magnon

(ωq ∝ q2 - caso ferromagnético) é fácil obter da eq.(2.26) que Is ∝ T 3/2, novamente de

acordo com resultados experimentais [88] e teóricos [71] prévios, embora nosso modelo seja

quasi-2D. No inset deste mesmo gráfico, podemos observar um comportamento linear para

a corrente de spin em baixas temperaturas (a linha magenta possui inclinação unitária

e serve apenas como um guia), ou seja, Is ∝ T à medida que T → 0. Este resultado

também está de acordo com resultado teórico prévio [71].
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Figura 2.5: Corrente de spin vs Temperatura para diferentes valores de ∆µ (representado por
cores diferentes) e para diferentes Bs (representado por diferentes tracejados). η = 10−3 e
λxy = 0.99 estão fixados. Gráfico presente na ref. [1]
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Considerando ainda o gráfico da Fig.(2.5), observamos o abrupto desaparecimento

da corrente de spin na exata temperatura em que o sistema passa pela transição BKT,

conforme discutido anteriormente. Este resultado além de uma assinatura indireta da

ocorrência de uma transição BKT pode ser usado para em dispositivos de válvula de cor-

rente de spin pura [89], que são componentes cruciais no desenvolvimento de dispositivos

spintrônicos. Além disso, notamos a redução esperada da corrente de spin com o aumento

do campo magnético estático aplicado, uma vez que o acoplamento entre este campo e os

momentos magnéticos restringe suas flutuações, bem como vemos a saturação da corrente

de spin injetada para pequenos valores de ∆µ à medida que a temperatura aumenta.

Outro resultado comumente estudado e reportado na literatura trata de dependên-

cia tem a corrente de spin e a diferença de potencial químico ∆µ para valores fixos de

temperatura. No gráfico da figura 2.6 notamos que, para pequenos valores de ∆µ, a
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Figura 2.6: Corrente de spin vs. Potencial Químico ∆µ para diferentes temperaturas e campo
estático aplicado. η = 10−3 e λxy = 0.99 estão fixados. Gráfico presente na ref. [1]

corrente de spin apresenta uma dependência linear com o mesmo, resultado em acordo
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com o já reportado em [71, 72]. Contudo, além do comportamento linear, observamos

neste mesmo gráfico, a saturação da corrente de spin para grandes valores de ∆µ. Isto

é uma consequência da criação de magnons devido à flutuações térmicas. Para menores

temperaturas, menos magnons são criados devido a estas flutuações o que limita o total de

processos spin-flip que ocorrem na interface entre o NM/FMI levando a uma consequente

limitação da corrente de spin máxima que pode ser injetada do lado FMI. Analogamente,

maiores temperaturas geram mais magnons via flutuações térmicas, aumentando o total

de processos spin-flip ocorrendo na interface e, portanto, levando ao aumento da corrente

de spin máxima que pode ser injetada. Por fim, ressaltamos novamente a redução da

corrente de spin com o aumento do campo magnético estático como esperado.

2.3 Conclusões

Neste trabalho estudamos a injeção de corrente de spin em uma interface composta

por um metal normal e um ferromagneto isolante quasi-bidimensional. Assumimos a exis-

tência de uma diferença no potencial químico para os elétrons com spin up e down e estes

elétrons, ao serem refletidos na interface NM/FMI e podem sofrer um processo de inversão

de seu spin, emitindo (ou absorvendo) um magnon no lado FMI. Além de verificarmos

alguns resultados conhecidos da literatura, como a dependência da corrente de spin com a

temperatura e com o potencial químico, observamos interessantes novos comportamentos.

Quando este sistema passa por uma transição BKT, observamos o abrupto anulamento da

corrente de spin. Este resultado pode ser atribuído à desordem ocasionada pela dissocia-

ção e proliferação dos vórtices (que atuam como potenciais espalhadores para os magnons)

acima da temperatura de transição. Este resultado ainda não havia sido descrito na lite-

ratura. Também verificamos a existência de uma saturação para a corrente de spin para

grandes valores da diferença de potencial químico. Esta saturação também é dependente

do valor da temperatura, onde, maiores temperaturas levam a maiores valores da corrente

de saturação. Este resultado está associado com a disponibilidade de criação de magnons

devido a flutuações térmicas.
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We investigate the temperature effects on the spin current through an interface between a normal metal and
a quasi-two-dimensional ferromagnetic insulator. Conductive electrons are reflected at the interface absorbing
or emitting magnons. The interaction process depends on the temperature, and we are interested in finding out
how the transport of spin current is affected close to the Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transition. That
is an important open question. While the thermodynamics of spin currents in the usual normal-metal–insulating-
ferromagnet interfaces are known, the results of a BKT transition are still unknown. As it is well documented,
the BKT transition is associated with the unbinding of vortex-antivortex pairs in two-dimensional models with
an O(2) symmetry. In our work, the ferromagnet is a layered quasi-two-dimensional material, and in the limit of
weak interplane coupling, a BKT transition is expected. Using the self-consistent harmonic approximation), we
have obtained the BKT transition temperature (TBKT) and the spin current as a function of the temperature. The
spin current behavior at low temperatures is similar to those obtained from theoretical and experimental systems.
At TBKT, the spin current shows a discontinuous jump associated with vortex dissociation.

DOI: 10.1103/PhysRevB.102.184422

I. INTRODUCTION

Spintronics has emerged as an exciting field in the last
years [1–3]. Instead of ordinary electric current, spintronics
mainly deals with spin current, characterized by a net flux of
spin. Spin currents propagate in both insulating or conducting
materials, each one being magnetic or nonmagnetic, which
diversify technological application. In nonmagnetic conduc-
tors, such as platinum, a spin current can be generated, for
example, by conductive electrons moving in opposite direc-
tions according to their spin (the spin-up electron direction
usually defines the spin current direction). This is the so-called
pure spin current since there is no effective charge current. In
a magnetic conductor, the charge current is also a spin current
since the conductive electrons spins are naturally oriented. In
insulators, the spin current is necessarily driven by spin waves,
magnons in the quantum formalism, and it can be observed in
ferromagnetic (FMI) [4–7], antiferromagnetic (AFI) [8–13] or
even in paramagnetic (PMI) [13–17] insulators. Semiconduc-
tor materials have also played an important role in spintronics
[18–21]. In particular, semiconductor-based spintronic de-
vices have the potential of revolutionizing the technological
industry, for a review see Ref. [20].

Spin currents can be generated and manipulated through
the separation of up and down spins electrons in the charge
current by means of spin-orbit coupling (the spin Hall ef-
fect, SHE) [22–26], temperature gradient (the spin Seebeck
effect) [27,28] or by spin pumping using ferromagnetic
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resonance [5,29,30]. Conversely, one can detect spin current
by converting it into charge current, which can be measured
using conventional methods. In this case, usually, the process
involves the inverse spin Hall effect [31–33], but it can also
occur by the inverse Rashba-Edelstein effect [34] or spin-
transfer torque [30,35,36]. Since magnon spin current has
no energetic losses by Joule effect, magnetic insulators have
often been used to generate and detect spin currents. Yttrium
iron garnet, for example, is a widely used ferromagnetic insu-
lator for spin current experiments [37].

A spin current injection at the interface between a normal
metal (NM), also considered nonmagnetic, and a ferromag-
netic insulator can occur in both directions. At equilibrium,
spin current from the NM to FMI is equal in magnitude to
the spin current in the opposite direction and, therefore, no
spin current flows across the interface. One can create an
effective spin current providing a nonequilibrium situation
that favors the current in a specific direction. For example, in
the spin-transfer torque process [30,38–40], a splitting chem-
ical potential �μe = μ↑ − μ↓ between up and down spin
arises for the conduction electrons in the NM [6] close to
the interface and, once free electrons are not able to penetrate
into insulator, they reflect at the interface with inverted spins.
In the case where �μ > 0, the creation of down spins is
favored, and therefore spin-up electrons are annihilated when
they reflect at the interface. Effectively, integer spin angular
momentum is transmitted to the FMI, and the angular mo-
mentum conservation in the spin-flip scattering requires the
appearance of a quantum of spin wave, a magnon, that bears
spin-1. Whether the magnon has an up or down integer spin
will depend on the ferromagnetic ground state orientation;
however, an spin-up magnon has the same effect as a spin-
down magnon moving in the opposite direction. In both cases,
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the spin current flows from the NM to the FMI. A similar
process occurs when �μ < 0; however, in this case, the spin
current direction is opposite to the latter one.

It is well-known that temperature has a main role in the
spin current transmission. For example, there is no magnon
excitation at zero temperature, and the spin conductivity van-
ishes. Besides, at zero temperature, all down electron states
below μ↓ are occupied, and it is impossible to occur the re-
flection of an up electron to a state with spin-down. Therefore,
finite temperature effects are a necessary condition for spin
current injection in the junction. In turn, FMI can present a
topological phase transition at finite temperature, the so-called
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transition, which oc-
curs in two-dimensional magnets bearing a continuous O(2)
symmetry [41–45]. Instead of a spontaneous symmetry break-
ing, the BKT transition is associated with vortex-antivortex
pairs unbinding. Below TBKT, the vortex-antivortex pairs are
confined to stay together, leading to a quasi-long-range order.
Vortex-antivortex unbinding occurs above TBKT, yielding to
an exponential decay for the spin-spin correlation function, in
place of the power-law decay for T < TBKT. Here, we model
the FMI as composed of weakly coupled layers, which ensures
the BKT transition [46–51].

In this work, we are interested in the effects of the BKT
transition on the injection of spin current from a normal metal
to a ferromagnetic insulator. We also determine the effects of
the interplane interaction and the easy-plane anisotropy on the
spin current injection. For determining the phase transition
and its effects, we use the self-consistent harmonic approx-
imation (SCHA). SCHA considers renormalized parameters
that take into account higher orders in the operator expan-
sion for the magnetic part. The magnon Green’s function
and the statistical average of spin operators are evaluated.
As standard procedures, we apply linear response theory to
find the spin current through the interface. The results show
a discontinuous jump at TBKT for spin current resistance. The
low-temperature behavior agrees with that already reported in
the literature.

II. THE MODEL

Following recent works [6,14], we divided the Hamilto-
nian into three parts: normal metal, magnetic insulator, and
interaction interface term. The normal metal is considered
as a free electron model with different chemical potentials
μ↑,↓ for up and down electrons. In the second quantization
formalism, the electronic Hamiltonian is written as Ĥe =
∑

kσ (ǫk − μσ )c†
kσ

ckσ , where ckσ is the fermionic operator that
annihilates an electron of momentum k and spin σ . At finite
temperature, the electron propagation is given by the retarded
Green’s function ih̄Gret

kσ (t ) = θ (t )〈{ckσ (t ), c†
kσ

(0)}〉 [52].
We considered a magnetic material composed of two-

dimensional layers connected by an interplane coupling Jz.
The Hamiltonian is given by

Hm = −J
∑

〈i j〉

(

Sx
i Sx

j + S
y
i S

y
j + λxySz

i Sz
j

)

− Jz
∑

〈i j〉

(

Sx
i Sx

j

+ S
y
i S

y
j + λzS

z
i Sz

j

)

− gμBBs

∑

i

Sx
i , (1)

where the first sum is performed over intraplane neighbors
(coupling constant J), while the second sum is over interplane
neighbors (coupling Jz), 0 � λxy < 1 and 0 � λz � 1 are easy
plane anisotropies that favor the spins to align parallel to the
XY plane to minimize the energy. As usual for many rele-
vant materials [53–56], we consider a large interplane lattice
parameter compared with intraplane sites, which lead us to
Jz ≪ J . Also, we will only consider the axial anisotropy λxy

for the intraplane interactions. Finally, the Zeeman energy is
associated with a uniform static magnetic field �B = Bsx̂ and
will be used to probe the spin of the magnon excitations.

There are many methods to obtain the spin propagator in
the magnetic material. Takahashi et al. [6] used the ladder
operators S±

i to define the magnon Green’s function in an
ordered FM model. It is also possible, for phases with broken
symmetry, to represent the spin operators as bosonic operators
using, for example, the Holstein-Primakoff (HP) formalism.
However, HP bosons do not apply to disordered phases.
Okamoto [14] adopted the Schwinger formalism to describe
the spin current in the AF/FM in both ordered and disordered
phases. In this case, the spin propagator is defined in terms of
spinon (neutral collective modes with half-integer spin) opera-
tors. Although Schwinger formalism may be used to study the
BKT transition, such a method is not the most appropriate,
being necessary the addition of an auxiliary Abelian gauge
field for the correct description of the BKT transition, as well
shown in Refs. [57,58]. In order to obtain the BKT transition,
we used the SCHA, described in Appendix A. Through the
SCHA, we can write a quadratic Hamiltonian with renormal-
ized parameters that take into account high order interactions.
We also show that our calculations have a better agreement
with experimental results than previous works.

The electrons of the magnetic insulator and normal metal
interact by an sd-type exchange Hamiltonian [6,59] (an in-
teraction between localized d-type electrons and conduction
s-type electrons)

Ĥsd = Jsd

∑

qkk′

[

Sz
q(c†

k↑ck′↑ − c†
k↓ck′↓)

+ S−
q c†

k↑ck′↓ + S+
q c†

k↓ck′↑
]

, (2)

where Jsd is the exchange coupling between conductor elec-
trons and magnetic sites. The sum over the momenta q, k,
and k′ is made independently considering a rough interface
and, therefore, the transverse component of momentum is
not conserved. Here we adopted dimensionless spin operators
with the h̄ absorbed in the couplings Jsd , J , and Jz.

The spin current operator is defined as the time derivative
Îs = (d/dt )

∑

kσ h̄σc†
kσ

ckσ and, using the Heisenberg equa-
tion of motion, we obtain

Îs = iJsd

∑

qkk′

(S−
q c†

k↑ck′↓ − S+
q c†

k↓ck′↑). (3)

As one can note, when �μ > 0, spin-up electrons are de-
stroyed while spin-down electrons are created in the spin-flip
process. The same spin current operator can be obtained if
we define the spin current in the FMI side of the interface as
Îs = (d/dt )

∑

qσ h̄σa†
qaq, where aq is the magnon annihilation

operator.
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FIG. 1. Schematic example of a possible spin-flip process at the
interface and the injection of magnons on the FMI side. An up spin
electron with momentum k is reflected at the interface with down
spin and momentum k′ at the NM side. A magnon with up spin and
momentum q is injected at the FMI side. Bs is a static magnetic field
applied along the x direction, and Is is the total spin current injected.

III. SPIN CURRENT

Using linear response theory [6], we obtain the expectation
value of Îs, defined in Eq. (3), as

Is = 1

ih̄

∫ ∞

−∞
dtθ (t )〈[Îs(t ), Ĥsd(0)]〉, (4)

where the time evolution of the operators is obtained from
the interaction picture. We define the operator ı h̄Û (t ) =
θ (t )[Â(t ), Â†(0)], which provides the retarded Green’s
function

ı h̄Uret(t ) = θ (t )〈[Â(t ), Â†(0)]〉, (5)

where Â(t ) = ∑

qkk′ S−
q (t )c†

k↑(t )ck′↓(t ). The Û operator can

be written as Û = Û ′ + iÛ ′′, where Û ′ gives the real part
of Uret, while Û ′′ provides the imaginary one. It is easy to
verify that Û ′(0) = 0, and consequently Re[Uret(t )] vanishes
for any t . To create a nonequilibrium situation that provides a
spin current injection through the NM/FMI interface (Fig. 1),
we introduce a spin-dependent chemical potential μσ in the
NM part, where �μ = μ↑ − μ↓ 
= 0. After a straightforward
procedure, the spin current is written as

Is(�μ) = −2J2
sdImUret(�μ), (6)

with the Fourier transform Uret(�μ) =
∫

dteı�μtUret(t ).
From the Lehmann representation, we obtain Is(�μ) =
2πJ2

sd

∑

mn Pmnδ(Km − Kn + �μ), with the transition

probabilities given by

Pmn = (e−βKm − e−βKn )

e−β

|〈m|A|n〉|2, (7)

where Km is the eigenvalue of the operator K̂ = ∑

kσ (ǫk −
μσ ). Therefore, one notes that Is = 0 in the limit of �μ = 0.
As expected, if the up and spin-down electrons have the same
chemical potential, then there is no effective spin inversion at
the interface reflection, and Is = 0.

As usual, since it is simpler to work with imaginary time
τ = it than real time t , we adopted the Matsubara formalism
to express the Green’s function as

h̄U (ı
m) = −
∫ β h̄

0
dτeı
mτ 〈Tτ Â(τ )Â†(0)〉, (8)

where 
m = 2πm/β h̄, m ∈ Z, are the Matsubara frequencies
and, Tτ is the imaginary time ordering operator. The retarded
Green’s function Uret(�μ) is recovered adopting the analytic
continuation i
m → �μ + iǫ, where ǫ > 0 is an infinitesimal
parameter. Applying Wick’s theorem, Eq. (8) is simplified to

U (ı
m) = −h̄2
∑

qkk′

∫ β h̄

0
dτei
mτ

Gk↑(−τ )Gk′↓(τ )Dq(−τ ).

(9)

The Matsubara Green’s function of the electron is given by

h̄Gkσ (τ ) = −〈Tτ ckσ (τ )c†
kσ

(0)〉

= 1

β

∑

νn

e−iνnτ

ih̄νn − ξkσ

= eξkσ τ [ f (ξkσ )θ (τ ) − (1 − f (ξkσ )θ (−τ ))], (10)

where νn = (2n + 1)π/β h̄, with n ∈ Z, are the Matsubara
frequencies for fermionic operators and, ξkσ = ǫk − μσ is the
electron energy relative to the chemical potential μσ . Here,
we are considering a normal conducting state; however, a
superconducting phase, for example, would be implemented
by considering the phonon-electron interaction and adopting
a coherent ground state in order to allow electrons to bind
in Cooper pairs. The magnon Matsubara Green’s function,
defined by h̄Dq(τ ) = −〈Tτ S−

−q(τ )S+
q (0)〉, was developed in

Appendix B.
After replacing the Green’s functions and evaluating the

sum over the Matsubara frequencies, Eq. (9) yields

Is = 2πJ2
sd

∑

qkk′

[

cosh2 θq[n(ωq)( f (ξk↑) − 1) f (ξk′↓)]
δ(−ξk↑ + ξk′↓ + ωq + �μ)

n(−ξk↑ + ξk′↓ + ωq )

− sinh2 θq[(1 + n(ωq))( f (ξk↑) − 1) f (ξk′↓)]
δ(−ξk↑ + ξk′↓ − ωq + �μ)

n(−ξk↑ + ξk′↓ − ωq)

]

,

Is = 2πJ2
sd

n(−�μ)

∑

qk

[cosh2 θq(n(ωq)( f (ξk↑) − 1) f (ξk↑ − ωq − �μ)) + .

− sinh2 θq((1 + n(ωq))( f (ξk↑) − 1) f (ξk↑ + ωq − �μ))]. (11)
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Considering typical energy scales (ǫF ∼ 10 eV, ξk �
10−2 eV and h̄ωq, μq,�μ < ξk), we can assume a continuous
limit and integrate the Fermi-Dirac functions to obtain

∑

k

( f (ξk↑) − 1) f (ξk↑ ± ωq − �μ) ≃ V

4

(

2me

βπ h̄2

)3/2

× Li1/2(−eβδ± ), (12)

where V is the NM volume, me is the electron mass, δ± =
ǫF − (−3�μ ± h̄ωq )/2 and Lis(x) is the polylogarithm (also
known as Jonquière’s function) of order s. Moreover, finally
replacing the result from Eq. (12) in Eq. (11), we obtain the
final expression for the spin current:

Is = gsT
3/2

n(−�μ)

∑

q

[cosh2(θq)n(h̄ωq )Li1/2(−eβδ− )

+ sinh2(θq)(1 + n(h̄ωq))Li1/2(−eβδ+ )], (13)

in which we defined the constant,

gs = V

4

(

2mekB

π h̄2

)3/2
(

2πJ2
sd

)

.

It is important to note that for high temperatures (T >

TBKT), the result should be interpreted with care. The SCHA
method provides reliable results for temperatures T < TBKT.
However, above the BKT temperature, the self-consistent
parameters vanish as well as the energy h̄ωq for all mo-
mentum. As a consequence, the spin current defined by
Eq. (13) provides an infinite spin current for temperatures
above the BKT transition. A detailed analysis reveals that
the problem arises in the Green’s function of the a op-
erators. Indeed, since ωq → 0 in the BKT transition, the
aq and a†

q operators do not present time evolution, and
any spin operator should be time independent. In particular,
S−

q (t ) = S−
q (0) and the magnon Green’s function h̄Dret

q (t ) =
(−ih̄)−1θ (t )〈[S−

q , S+
q ]〉 = 2(−ih̄)−1θ (t )〈Sz

q〉 = 0 because Hφ
q

tends to zero when T → TBKT. Therefore, at the transition
temperature, we expect there will be no magnon propagation,
and the spin current abruptly vanishes at T = TBKT.

This different behavior, where the spin current vanishes
after undergoing a BKT transition differs from that observed
by Okamoto [14], which even after the system undergoes a
phase transition, it still presents a finite propagation of the spin
current. Actually, in Ref. [14] the transition from an FMI or
AFI ordered system (T < Tcritical) to a disordered PMI system
(T > Tcritical) is realized. This usual paramagnetic phase is
generally composed of domains and the correlation length is
finite (diverging only at the temperature where phase transi-
tion occurs). Regarding the BKT transition, for both T < TBKT

and T > TBKT, the system has no ordering at all [60]. It is
disordered for any finite temperature. However, for 0 < T <

TBKT, the correlation function follows a power law and the
correlation length is infinite [41–43], that is, the system is
critical at the whole temperature range, a feature which essen-
tially differs our from that considered by Okamoto [14], where
the system is critical only at the transition temperature. This
regime is often called quasiordered and is characterized by
the presence of bound vortices that contribute for disordering
the system. These vortices also work like scattering potentials
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FIG. 2. Spin current vs T at different �μ (represented by differ-
ent colors), for a number of Bs (represented by different line styles).
We have fixed η = 10−3 and λXY = 0.99. The inset shows the linear
behavior of Is at a very low temperature. (The magenta line has a
unity slope, and it only serves as a guide to the eyes). The curves
above show the abruptly vanishing of spin current at BKT transition,
as well as its reduction with the applied static field.

for magnons, as shown by Pereira et al. in Refs. [61,62].
For T > TBKT, vortex-pair dissociation and proliferation com-
pletely disorders the system. In this paramagnetic regime,
characterized by the excess of free vortices, the successive
scattering experienced by the injected magnons in the system
is enough to disorder the magnon propagation, breaking down
any coherence in the spin current transport, consequently nul-
lifying it.

IV. RESULTS

For temperatures below TBKT, the spin current presents a
similar behavior when compared with references [6,7,14]. It
increases with temperature and vanishes at T = 0. This comes
about for thermal fluctuations increase the magnon popula-
tion. At T = 0, there is no magnon excitation, so that the
spin-flip process is prohibited, yielding that the spin current
vanishes. Considering the classical magnon dispersion rela-
tion (ωq ∝ q2), it is easy to obtain Is ∝ T 3/2 from Eq. (13).
This result is in accordance to previous theoretical [6] and
experimental [7] results, even though our model is closer to
the two-dimensional (2D) case. At very low temperatures,
T → 0, we also recover the theoretical result from [6], where
Is ∝ T .

In Fig. 2, we can also notice the expected reduction of the
spin current with the increasing static magnetic field applied
and the abruptly vanishing of the spin current at the BKT
transition, as previously discussed. This behavior could be
used as both an indirect signature for BKT transition and on
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FIG. 3. Spin current vs the chemical potential for different tem-
peratures and applied fields, showing the saturation of spin current
for large �μ values, in addition to the expected linear behavior for
small �μ. We have used η = 10−3 and λXY = 0.99.

pure spin current valve devices [63], which represent a crucial
component to spintronics development. Finally, we can also
see that, for small �μ values, the injected spin current swiftly
saturates with the temperature.

Another important result is how the spin current varies with
�μ at fixed temperatures. For low �μ values, we recover the
expected linear behavior [6,14], as shown in Fig. 3.

Besides the linear behavior, we also note that spin current
injection saturates at larger �μ values. This comes about for
thermal fluctuations increases magnon population so that at a
lower temperature, fewer magnons are created, which limits
the possible spin-flip processes at the interface and conse-
quently, the maximum spin current injected through FMI. In
contrast, a higher (static) magnetic field decreases the magnon
population, since the coupling between the magnetic field and
the magnetic moments restricts their fluctuations.

According to Eq. (13), spin current jump �Is =
limT →T −

BKT
Is(T ) not only depend on temperature, but also

interaction parameters, chemical potential, and applied field.
This nontrivial behavior is shown in Fig. 4. Despite the slight
variation in �Is, some expected behaviors can be observed.
On the one hand, even for small interplane couplings, for fixed
λXY values, increasing η leads to lower �Is since, at higher
η values, the system approaches a 3D isotropic Heisenberg
model, which is disordered and presents no BKT transition.
On the other hand, for fixed η values, lower λXY values
(regime close to the XY model) yields higher �Is values. In
addition to BKT transition influence on the system, these two
behaviors for η and λXY , also highlight the importance of
planar spin configurations to increase the magnon injection
on the FMI side.
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FIG. 4. Spin current jump, �Is, at the TBKT, with η and λXY

varying. �μ = 10−2J and gμBBs = 10−2J . Similar behavior occurs
for different �μ and Bs values. Lower η and λXY values, in addition
to favor a BKT transition, lead to higher �Is values, showing the
importance of planar configurations to increase the magnon injection
on the FMI.

V. CONCLUSIONS

In this work, we have studied the spin current injection
through the interface between a normal metal and a quasi-2D
ferromagnetic insulator. We have assumed a splitting chemical
potential �μ for the up and down electrons in the NM. These
electrons reflect at the NM/FMI interface, and due to spin-flip
processes, they emit (or absorb) magnons in the FMI side.
Results for spin current injection in magnetic materials are
known, but our work presents characteristics not yet observed
in 3D systems. Here, we have considered a layered FMI whose
layers are weakly coupled. Therefore, it is reasonable to take
into account the BKT phase transition and its effects on the
spin current.

We have used the SCHA method, which considers ther-
mal renormalized parameters in order to include high order
contributions, to express the magnon Green’s function. The
SCHA is a suitable formalism since the transition temper-
atures evaluated are in good agreement with experimental
data. For potassium tetrafluorocuprate [53–55,64], for ex-
ample, through the spin stiffness obtained from SCHA, the
error between the BKT transition temperature obtained by
us and the experimental result is less than 3%. Using linear
response theory, we have obtained a spin current as a function
of temperature, splitting chemical potential, static magnetic
field, and coupling constants. Even though our model is closer
to the 2D case, we have been able to retrieve the expected
theoretical [6] and experimental [7] results for the spin cur-
rent dependence on temperature (Is ∝ T 3/2), including the
theoretical result [6] for very low temperatures (Is ∝ T ). We
also recovered the expected linear dependence [6,14] of spin
current for small �μ values (Is ∝ �μ).

However, when the BKT transition occurs, due to the vor-
tices dissociation and proliferation, the spin stiffness suffers
a discontinuity and the injected magnons are successively
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scattered by the free vortices, disordering the magnon prop-
agation and breaking down any coherence in the spin current
transport, which induces an abrupt vanishing of the spin cur-
rent. This result has not been described in the literature so
far, and could be applied both to the indirect detection of
a BKT transition and to application on pure spin current
valve devices [63]. We have also verified the existence of an
injection saturation for the spin current for large �μ values.
The value of saturation current varies with both temperature
(higher temperature leads to higher saturation current), and
static magnetic field applied (higher magnetic fields yields to
lower saturation current).
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APPENDIX A: SCHA

Conventional bosonic representations, like Schwinger
[65–67], Holstein-Primakoff [68], and Dyson-Maleev [69–72]
are not practical to treat BKT transition, we depart to adopt the
SCHA [73–77]. The SCHA replaces the Hamiltonian given
by Eq. (1) by a quadratic Hamiltonian with renormalized
parameters that take into account higher-order contributions.
Using the Villain representation [73], the ladder operators S+

and S− are represented by the ϕ and Sz operators as

S+
i = eiϕi

√

S(S + 1) − Sz
i

(

Sz
i + 1

)

, (A1)

S−
i =

√

S(S + 1) − Sz
i

(

Sz
i + 1

)

e−iϕ . (A2)

Classically, ϕ and Sz fields obey Poisson brackets
{ϕi, Sz

j} = δi j and, from quantum point of view, ϕ and Sz turn
out to be canonically conjugate operators, i.e.[ϕi, Sz

j] = iδi j .
Considering a smooth spin field, we expanded the Hamilto-
nian (1) in powers of Sz

i and ϕi up to 2nd-order and, after a
Fourier transform, we obtained

H = J
∑

q

(

Hϕ
q ϕqϕ−q + H z

q Sz
qSz

−q

)

, (A3)

where we defined the coefficients Hϕ
q = 4S̃2ρ(1 −

γq ) + 2(Jz/J )S̃2ρz(1 − γ z
q ) + (μBgBS̃/J )ζ and H z

q =
4(1 − λxyγq) + 2(Jz/J )(1 − λzγ

z
q ) + (μBgB/(JS̃)). Here,

S̃2 = S(S + 1), γq = (cos qx + cos qy)/2 and γ z
q = cos qz are

structure factors for a quasi-2D square lattice. The intra-
and interplane spin stiffness, ρ and ρz, respectively, and
the ζ parameter are added to take into account higher order
terms in the harmonic approximation, being determined
by the Bogoliubov variational principle. Defining F as the
Helmholtz free energy for the original Hamiltonian and F0

as the free energy for the quadratic Hamiltonian then, ρ,
ρ ′, and ζ should be chosen in order to satisfy the inequality
F � F0 + 〈H − H0〉, where the mean value is evaluated using

the harmonic Hamiltonian. Such a condition provides three
self-consistent equations

ρ =
(

1 −
〈(

Sz
i

)2〉

S̃2

)

e− 1
2 〈�ϕ2〉, (A4)

ρz =
(

1 −
〈(

Sz
i

)2〉

S̃2

)

e− 1
2 〈�ϕ2

z 〉, (A5)

ζ =
(

1 −
〈(

Sz
i

)2〉

2S̃2

)

e− 1
2 〈ϕ2〉. (A6)

The statistical averages 〈�ϕ2〉 and 〈�ϕ2
z 〉 are evaluated

between the four intraplane neighbors and the two interplane
neighbors, respectively. Expressing ϕq and Sz

q in terms of the
new bosonic operator aq, defined by

ϕq = 1√
2

(

H z
q

H
ϕ
q

)1/4

(a†
q + a−q ), (A7)

Sz
q = i√

2

(

Hϕ
q

H z
q

)1/4

(a†
q − a−q), (A8)

we obtain the harmonic Hamiltonian

H0 =
∑

q

h̄ωq

(

a†
qaq + 1

2

)

, (A9)

with the magnon energy h̄ωq = 2J
√

H
ϕ
q H z

q . Considering

small both the axial anisotropy and the interplane interaction,
a straightforward expansion to second order provides the char-
acteristic quadratic magnon dispersion for FM in the absence
of magnetic fields

ωq ≈ 2JS̃
√

ρ(1 − λxy)

h̄

(

q2
x + q2

y + κ2q2
z

)

, (A10)

where the z-axis anisotropy κ is defined as

κ =
√

Jzρ + Jz(1 − λxy)ρz

2Jρ(1 − λxy)
. (A11)

By virtue of small interplane coupling, ωq has a weak depen-
dence with qz and the magnon dispersion is almost constant
along the z axis, parallel to NM/FMI interface. For λxy = 0
and Jz = J , κ = 1 and we recover the 3D isotropic dispersion
ωq = (2JS̃

√
ρ/h̄)q2.

Using Eq. (A7), the following averages are determined in
the thermodynamic limit:

〈(

Sz
i

)2〉 = 1

2

∫

d3q

(2π )3

√

H
ϕ
q

H z
q

coth

(

h̄ωq

2T

)

, (A12)

〈

ϕ2
i

〉

= 1

2

∫

d3q

(2π )3

√

H z
q

H
ϕ
q

coth

(

h̄ωq

2T

)

, (A13)

〈�ϕ2〉 =
∫

d3q

(2π )3
(1 − γq )

√

H z
q

H
ϕ
q

coth

(

h̄ωq

2T

)

, (A14)

〈

�ϕ2
z

〉

=
∫

d3q

(2π )3

(

1 − γ z
q

)

√

H z
q

H
ϕ
q

coth

(

h̄ωq

2T

)

. (A15)

It is well known that the spin stiffness exhibits a uni-
versal jump at TBKT associated with vortex proliferation
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[41–43,75,76]. The spin stiffness vanishes for T > TBKT while
ρJS̃2/T tends to 2/π when T → T −

BKT. Therefore, ϕ should
be split into two parts: ϕ = ϕs + ϕv , where ϕs describes the
spin wave fluctuation, while ϕv is the vortex field. Unfortu-
nately, the stiffness ρ obtained from SCHA takes into account
only the spin wave contribution, neglecting any vortex ef-
fect. However, we can obtain the BKT temperature through
the crossing between ρ(T ), obtained from the SCHA, and
2T/πJS̃2. In order to verify our equations, we determined the
BKT temperature for potassium tetrafluorocuprate (K2CuF4),
a well known layered ferromagnetic material with S = 1/2
[53–55,64]. Using J = 23.86 K, J ′ = 0.016 K and Ja =
0.18 K, the SCHA provides TBKT = 5.35 K, in accordance
with the experimental measure TBKT = 5.5 K [54], and a better
agreement than Irkhin [78] (TBKT = 11.4 K) and Sachs [53]
(TBKT = 7.9 K).

APPENDIX B: THE MAGNON GREEN’S FUNCTION

The retarded magnon Green’s function is defined by

ı h̄Dret
q (t ) = θ (t )〈[S+

q (t ), S−
−q(0)]〉0, (B1)

where we have considered mean values evaluated through
the quadratic Hamiltonian from the SCHA. Using the Villain
representation after the expansion of the ladder operators up
to second order in ϕ and Sz, we obtain the mean value in
momentum space

〈[S+
q (t ), S−

−q(0)]〉0 = 1

N

∑

�r

〈[S+
i (t ), S−

i+�r (0)]〉0eiq�r

= sinh2 θq〈[a†
q(t ), aq(0)]〉0

+ cosh2 θq〈[aq(t ), a†
q(0)]〉0

= 〈[aq(t ), a†
q(0)]〉0 , (B2)

where we define a new bosonic operator given by aq =
sinh θqa†

q + cosh θqaq, with

sinh θq =

√

√

√

√J

(

H
ϕ
q + 4S̃4H z

q

4S̃2 h̄ωq

)

− 1

2
, (B3a)

cosh θq =

√

√

√

√J

(

H
ϕ
q + 4S̃4H z

q

4S̃2 h̄ωq

)

+ 1

2
. (B3b)

The retarded magnon Green’s function then takes the form:

ı h̄Dret
q (t ) = θ (t )〈[aq(t ), a†

q(0)]〉0 , (B4)

which is similar to that obtained from the Holstein-Primakoff
formalism [68], which defines the ladder operators in terms
of bosonic operators bq as S+

q =
√

2Sbq and S−
q =

√
2Sb†

q

(note that, in this case, the spin field is aligned along the z

direction). By the definition of Dret
q , we interpret a

†
q as an

operator that creates a magnon with spin along the z axis
as well as b†

q in Holstein-Primakoff representation. However,
there is a difference in the spin orientation of the excited
states obtained from our representation and the HP one. Since

the ground state presents magnetization along the x direction,
due to the static magnetic field, the lowest energy excitations
should be long-wavelength spin waves with spin aligned along
the magnetization direction. Therefore, aq operators create
magnons states with spin along the x direction, different
from aq or bq operators. Provided that the Hamiltonian given
by Eq. (A9) is diagonalized by the aq operators, we obtain
aq(t ) = e−iωqt aq(0), whereas the states created by a

†
q, which

are not eigenstates of H , present a more complicated time
evolution. As a consequence, the number operator a

†
a does

not commute with the Hamiltonian, as it is clear from the
definition of a. Indeed, in the stationary state of the preces-
sion magnetization, the x component of the spin is conserved
while the z component oscillates with a frequency defined by
the energy eigenvalues. For that reason, the Green’s function
given by Eq. (B4) is composed of the linear combination
of eigenstates of H0 (at least for the case where the lad-
der operators are given by an expansion up to second order
in ϕ and Sz). In the frequency space, the Green’s function
becomes

h̄Dret
q (ω) = cosh2 θq

ω − ωq + ıǫ
− sinh2 θq

ω + ωq + ıǫ
, (B5)

in which, as usual, we introduced an infinitesimal
factor ıǫ to ensure the convergence in the limit
t → ∞. The spectral function Rq(ω) = −2 Im Dret

q (ω) =
−2π h̄−1[sinh2 θqδ(ω + ωq ) − cosh2 θqδ(ω − ωq )] provides
two excitations, whose energies are given by E = ±h̄ωq. The
negative energy excitation is associated with a magnon with
inverse spin moving in the opposite direction, and therefore
both modes contribute to the positive spin current.

FIG. 5. The magnon spin in the Brillouin zone. Due to the
adopted approximations, the spin is slightly larger than unity in some
regions of the BZ but an average over the whole zone provides an
according result. The inset shows the spin over the diagonal line.
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TABLE I. The average spin 〈Sm〉 and the standard deviation σ

of the excitation obtained from SCHA. The values are in accordance
with the expected value of the magnon spin.

Jz/J λXY gμBBs/J 〈Sm〉 σ

10−2 0.90 10−1 0.970 0.008
10−2 0.90 10−2 1.012 0.015
10−2 0.99 10−1 0.987 0.015
10−2 0.99 10−2 0.939 0.010
10−3 0.90 10−1 0.982 0.011
10−3 0.90 10−2 0.984 0.016
10−3 0.99 10−1 1.000 0.017
10−3 0.99 10−2 0.992 0.016

For finite temperature, it is useful to consider the Matsub-
ara Green’s function

h̄Dq(ωm) = cosh2 θq

ıωm − ωq

− sinh2 θq

ıωm + ωq

, (B6)

with the bosonic frequencies ωm = 2πm/β h̄, m ∈ Z.
After summing over the Matsubara frequencies, we
have

Dq(τ ) = cosh2 θqϒq(τ ) + sinh2 θqϒq(−τ ) , (B7)

where

h̄ϒq(τ ) = −〈Tτ aq(τ )a†
q(0)〉 = −e−ωqτ [nq + θ (τ )] (B8)

represents the Matsubara Green’s function for the aq mode.
In order to probe the spin of the excitations described by

the a operators, we evaluated the energy increase due to mag-
netic fields and associated it with the energy spin fluctuations.
We can define the magnon spin 〈Sm〉 by the energy difference:
gμBBs〈Sm〉 = 〈h̄ωq(Bs) − h̄ωq(0)〉, where the mean value is
obtained over the first Brillouin zone. In Fig. 5, we show
the result for gμBBs = 0.01J , Jz = 10−3J , λXY = 0.99 and
S = 1/2 (other combinations of Jz, λXY and Bs provide similar
graphs). Since the propagators are evaluated considering a
quadratic expansion in Sz and φ, the results are not exact;
however, except for some regions of the first Brillouin zone,
the spin value is only slightly larger than unity. The average
over the Brillouin zone in Fig. 5 gives 〈Sm〉 = 0.992(16).
For S = 1/2, we also found the average 〈Sm〉 and the stan-
dard deviation σ for many combinations of the interactions
parameters and the static magnetic field Bs. As shown in
Table I, the results are in agreement with the integer magnon
spin.
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Capítulo 3

Possível extinção da uma transição BKT

por interação diagonais em uma rede

checkerboard.

Este trabalho encontra finalizado e publicado em PLA 382 (22)

1492–1498 2018 [2]. Uma cópia está anexada ao final do capítulo.

Figura 3.1: Rede Checkerboard. Linhas
contínuas representam acoplamento J
enquanto linhas tracejadas representam
acoplamento J ′

Neste trabalho, estudaremos a transição

BKT em uma rede Checkerboard. Neste mo-

delo, temos uma rede quadrada que possui uma

interação J entre seus primeiros vizinhos e uma

interação J ′ entre metade de seus segundos vizi-

nhos. Esta interação diagonal (entre segundos

vizinhos) dá-se somente em uma direção para

sítios de uma sub-rede A (azul), e para sub-rede

B (vermelha) ocorre em uma direção perpen-

dicular à primeira. No limite completamente

degenerado (J ′ = J), esta rede trata-se da planificação de uma rede pirocloro. Mostra-

remos que a temperatura BKT possivelmente anula-se para uma razão crítica ηc = J ′/J ,

indicando que sistema torna-se completamente desordenado mesmo à temperatura zero.

Para descrever este sistema, utilizaremos o modelo de Heisenberg para as interações en-

tre primeiros e segundos vizinhos. Como o modelo de Heisenberg isotrópico não apresenta

uma transição BKT, incluímos uma anisotropia de sítio único que favorece o surgimento

de configurações planares, com simetria O(2), de forma que uma transição BKT seja

esperada. A Hamiltoniana é então dada por:
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H = J
∑

⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j + J ′
∑

⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j + D
∑

i

(Sz
i )2 (3.1)

onde as constante J e J ′ são positivas, tratando-se portanto do caso antiferromagnético.

Estudos recentes indicam que a temperatura BKT é reduzida à medida que a interação

J ′ aumenta, contribuindo para a proliferação de vórtices [90]. Esta redução na tempera-

tura BKT pode ser entendida olhando-se para dois limites da razão entre as constantes

de interação η = J ′/J . Para uma anisotropia D > 0, no limite em que η → 0 temos

um sistema quase-planar onde uma transição BKT é esperada, e portanto, TBKT é fi-

nita. Já para limite em que η → ∞ o sistema será composto por cadeias unidimensionais

fracamente acopladas, ou desacopladas, que não apresentam uma transição BKT.

Neste trabalho serão considerados os limites η < 1 até η ∼ 1. Nosso objetivo é obter

uma estimativa, caso exista, do valor para a razão η tal que a temperatura BKT anule-se.

Para atingirmos tal objetivo, adotamos duas abordagens complementares. Na primeira,

obtemos o modelo contínuo, que consiste no Modelo Sigma Não Linear (MSNL) O(3)

com um termo de massa devido à anisotropia. Integramos a componente fora do plano e

obtemos um modelo com simetria O(2) com constantes de acoplamento renormalizadas,

desta forma, podemos obter a temperatura BKT em função dos acoplamentos η e ani-

sotropia (D) do sistema. Na segunda abordagem, utilizamos simulações de Monte Carlo

para também determinar a temperatura BKT bem como a energia do vórtice.

3.1 Métodos

3.1.1 Tratamento Teórico

Como estamos adotando o limite em que η ≤ 1, escolhemos a aproximação para o

estado fundamental do sistema como um estado de Néel entre os primeiros vizinhos e

tratarmos a interação J ′ como uma perturbação do sistema. Então para obtermos o

modelo contínuo do sistema, podemos parametrizar S⃗ da seguinte forma:

S⃗i = SΩ⃗i

Ω⃗i = (−1)iQ⃗·r⃗in⃗i + ã⃗li

(3.2)
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onde Q = (π/a, π/a) é o vetor de onda para o estado de Néel, n⃗i é o campo de flutuações

lentas (ou modos lentos) para a magnetização e l⃗i é o campo de oscilações rápidas (ou

modos rápidos), a é o espaçamento de rede.

A ação para o sistema é escrita como segue:

S[Ω⃗] =
∑

spins

iℏSω[Ω⃗] +
∫ βℏ

0
dτH(τ)

∑

spins

iℏSω[Ω⃗] =
iℏS

a

∫ βℏ

0
dτ
∫

d2rl⃗ ·
(

∂n⃗

∂τ
× n⃗

)

∫ βℏ

0
dτH(τ) =

∫ βℏ

0
dτ
∫

d2r

[
JS2

4
(2 − η)(∇n⃗)2 + JS2(2 + η)⃗l2+

+
DS2

a2
(nz)2 + 2DS2(lz)2

]

(3.3)

Integrando sobre os modos rápidos, obtemos uma ação efetiva a baixas energias dada

por:
Seff

ℏ
=

1

2f

∫
d2+1r

[
(∂µn⃗)2 + µ2(nz)2 − κ(∂0n⃗ × n⃗)2

z

]
, (3.4)

sendo
∂µ = ∂µ = (c−1

0 ∂τ , ∇⃗)

κ =
2D

J(2 + η) + 2D
uma constante anisotrópica,

c0 =
2JS

√
(2 − η)(2 + η)

Λℏ
a velocidade das ondas de spin,

f =
2

ΛS

√
2 + η

2 − η
a constante de acoplamento e

µ2 =
4DΛ2

J(2 − η)
o termo de massa.

Na presença de uma anisotropia de sítio único, a simetria O(3) do sistema é reduzida

para uma simetria O(2), como já comentado anteriormente. Aqui, através de simples

considerações, podemos simplificar e reescrever a ação em sua forma clássica como segue:

(i) Como a transição BKT é um fenômeno clássico, podemos considerar βℏc0 ≪ a

(limite de pequenas flutuações quânticas) tornando o intervalo de tempo muito

pequeno. Além disso, podemos assumir campos que independem ou variam muito

lentamente no tempo imaginário τ . Desta forma, podemos definir uma ação clássica

como:
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Seff

ℏ
= Scl =

1

2g0

∫
d2r

[
∇n⃗ · ∇n⃗ + µ2(nz)2

]
, onde g0(T ) =

2T

J(T )S2(2 − η)
(3.5)

(ii) Podemos parametrizar o campo de spin através de dois campos escalares auxiliares,

da seguinte forma n⃗ = (
√

1 − m2 cos θ,
√

1 − m2 sin θ, m). Aqui, devido a anisotropia

D, podemos considerar o campo m pequeno e expandir até segunda ordem obtendo

Scl =
1

2g0

∫
d2r

[
(∇θ)2 − m2(∇θ)2 + (∇m)2 + µ2m2 +

1

4
(∇m2)2

]
(3.6)

1 + 2

+ + 4 + 4

+

8

+8

Figura 3.2: Todas os possíveis diagramas para corre-
ções do propagador do campo θ a até 2-loops, junta-
mente com a multiplicidade de cada diagrama

Podemos dividir a ação ante-

rior em 3 diferentes partes. (1)

Termos dependentes somente do

campo angular θ, (2) termos de-

pendentes somente do campos de

flutuações fora do plano m e (3)

termos mistos entre os campos θ

e m, representando uma “intera-

ção” entre ambos. O campo angu-

lar θ possui um papel fundamen-

tal na descrição da transição BKT, uma vez que o mesmo contém toda a informação

sobre os vórtices e a propagação de ondas de spin no plano e, como estamos interessados

em obter a temperatura onde ocorre a transição BKT, podemos integrar m na função

de partição do sistema, obtendo assim, uma ação efetiva para o campo θ renormalizado.

Na figura acima, as linhas onduladas representam o propagador do campo m e as linhas

sólidas representam o propagador do campo θ e entre colchetes estão presentes todas as

correções até segunda ordem para a função vértice de 2 pontos do campo θ.

Após regularizações dimensionais, renormalizamos a constante de acoplamento g e o

campo θ de modo a obtermos a seguinte expressão auto-consistente para determinação

da temperatura de transição BKT sendo da por;

TBKT =
Ec

ln(2π2) − ln(π − 2g(TBKT ))
(3.7)

onde Ec é a energia do núcleo do vórtice. A dependência com os parâmetros da interação

estão contidos dentro a constante de acoplamento g(T ) (para mais detalhes, consultar
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ref. [2]).

3.1.2 Simulação Computacional

Adotamos um método de Monte Carlo misto, combinando atualizações de configura-

ções seguindo single spin flips e cluster flips, para calcular a helicidade (também chamada

de spin stiffness) neste sistema. O single spin flip é a tentativa de alterar a orientação de

um único spin, enquanto o cluster flip altera um aglomerado de spins.

A probabilidade de realizar um single spin flip para um spin aleatório no sistema é

dada pelo peso de Boltzmann e−β∆E. Já a construção de um aglomerado de spin, seguindo

o método de Wolff, dá-se da seguinte forma:

(i) Sorteia-se um spin aleatório do sistema;

(ii) Adiciona-se seus primeiros vizinhos ao cluster seguindo a probabilidade

p = 1 − exp{min[0, 2βJ(n̂ · S⃗i)(n̂ · S⃗i)]}, onde n̂ é um vetor aleatório;

(iii) A alteração da configuração se dá pela inversão de todas as componentes dos spins

paralelas ao vetor n̂. A probabilidade de aceitação do novo estado também segue

um peso tipo Boltzmann.

Cada passo de Monte Carlo (MCS) consiste de L2 atualizações de Metropolis (single

spin flip) [91, 92] e 0.2L2 atualizações de Wolff Cluster [92, 93], onde L é o tamanho do

sistema. Utilizamos 106 MCS para o cálculo das médias da helicidade a cada temperatura.

Para garantirmos a termalização em cada passo, são descartados ao inicio da simulação

para cada temperatura 2L2 MCS. Seguindo a literatura [94, 95], podemos facilmente

mostrar que a helicidade Υ para a Hamiltoniana da eq.(3.1) assume a seguinte forma:

Υ(T ) = −1

2
⟨H⟩− 1

TN

〈[
J
∑

⟨i,j⟩

(r̂ij ·x̂)(Sx
i Sy

j −Sy
i Sx

j )+J ′
∑

⟨i,j⟩

(r̂ij ·x̂)(Sx
i Sy

j −Sy
i Sx

j )

]2〉
(3.8)

onde r̂ij é o vetor unitário apontando do sítio i (r⃗i) para o sítio j (r⃗j), o módulo do spin

é unitário (S = 1) e ⟨(. . .)⟩ representam médias estatísticas usuais.

Além disso, é muito bem estabelecido que a helicidade, ao passar pela temperatura

crítica (TBKT ) salta de forma descontínua de 2TBKT /π para 0 [96]. Então, olhando para o
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ponto onde a helicidade cruza com a reta 2T/π para diferentes tamanhos é uma excelente

maneira para determinar TBKT usando a relação de escala [97]:

T (L) = T∞ +
π

(4c ln L)2
, (3.9)

Todas as simulações foram realizadas para seis distintos tamanhos de rede (L =

16, 32, 64, 128, 256, 512) e para razões η = J ′/J ≲ 1.0. Para η = J ′/J ≳ 1.0, efeitos

de congelamento e de critical slowing down tornam a determinação da temperatura im-

precisa e complicada. Por fim, todas as barras de erro apresentadas advém de erros

estatísticos do cálculo nas médias da helicidade através das simulações de Monte Carlo.

Abaixo, segue o algoritmo completo:

(0) Escolha um estado inicial e calcule sua energia;

(1) Escolha um sítio aleatório i do sistema;

(2) Modifica sua orientação aleatoriamente no espaço e calcule a diferença de energia

resultante desta modificação ∆E (passo single spin flip);

[(2.1)] A cada 5 single spin flip, realize um cluster flip;

(4) Gere um número aleatório entre r, uniformemente distribuído entre 0 e 1 (0 < r < 1);

(5) Se r < e−β∆E, aceito a mudança na configuração;

(6) Retorne ao passo (1).
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3.2 Resultados

Como podemos observar na eq.(3.7), para que possamos conhecer o comportamento

teórico da temperatura BKT, primeiramente precisamos determinar o comportamento da

energia do núcleo do vórtice. Inclusive, uma dependência entre a Ec e TBKT é esperada,

onde um aumento na energia do núcleo se refletiria no aumento da temperatura BKT.

Adiante veremos que uma sútil mudança na energia do núcleo pode não ocasionar uma

redução nesta temperatura.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0.8
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E
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D = 1.0

D = 5.0

D = 10.0

D = 100.0

Figura 3.3: Energia do núcleo do vórtice Ec (em unidades de JS2 vs eta para diferentes
anisotropias D. Notamos um comportamento quase linear para grandes valores de D.

Como pode ser notado na figura anterior, especialmente para grandes valores da cons-

tante de anisotropia D, o comportamento da energia do núcleo do vórtice é quase linear

em η. Sendo assim, adotaremos um comportamento linear decrescente para Ec em função

de η. Apesar de as simulações indicarem que uma função mais complexa seja necessária

para o caso em que D é pequeno, também adotaremos um ajuste linear neste caso que,



3. Extinção da transição BKT 54

para nossos propósitos, será suficiente. Utilizando então está consideração, podemos plo-

tar o gráfico da temperatura BKT reduzida tBKT = TBKT /JS2 em função de η, obtendo

então:
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Figura 3.4: Temperatura reduzida tBKT em função de η. As linhas contínuas representam
os resultados teóricos e os pontos foram obtidos via simulação. O gráfico interno mostra
o processo de obtenção de TBKT via interseção da helicidade Υ com a curva (2/π)T

Para os resultados teóricos (linhas contínuas), devido à consideração de comporta-

mento linear para a energia do núcleo do vórtice, obtemos também uma relação quase

linear entre a temperatura BKT reduzida tBKT e η. É importante salientar a existência de

correções logarítmicas nas curvas teóricas acima, porém tais correções são extremamente

pequenas, prevalecendo o comportamento linear.

Usando este comportamento linear, podemos determinar o valor crítico de η tal que

a temperatura BKT anula-se no limite para grandes valores de D. Naturalmente, este

procedimento é uma estimativa, uma vez que o modelo teórico e as simulações foram

desenvolvidas no intervalo em que 0 ≤ η ≤ 1. Ou seja, para extrair o valor de ηc, estamos
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assumindo que o comportamento de tBKT em função de η é mantido para η > 1. Uma

investigação mais precisa pode ser feita, analisando-se o limite para η ≫ 1 através da

consideração de um estado fundamental ao longo da direção J ′ e repetindo-se os passos

do capítulo 2.

O resultado para ηc em função de D e D−1 encontram-se no gráfico a seguir:
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Figura 3.5: ηc como uma função de D (gráfico externo) e de D−1 (gráfico interno). As
linhas tracejadas foram obtidas considerando-se um ajusto linear entre etac e D−1.

Novamente, podemos notar um comportamento aparentemente linear entre ηc e D−1.

Adotando então um ajuste linear para este caso obtemos,

ηc = 1, 606 +
0, 388

D
(3.10)

o que nos fornece o limite de ηc = 1, 606 para D → ∞.

A relação entre a anisotropia de sitio único D e o comportamento de Ec e de tBKT

também é de grande interesse. Em uma analise preliminar, para pequenos valores de D,
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uma componente fora do plano para o núcleo do vórtice é esperada, de forma a minimizar

a sua energia. Porém, um pequeno incremento na anisotropia δD gera um aumento na

energia do núcleo, de forma que esperamos que Ec seja uma função crescente em D no

regime de D pequeno. Já o oposto, o regime para grande valores de D, o custo energético

de uma componente fora do plano para o núcleo do vórtice é extremamente elevado, de

forma que favorece-se configurações onde os núcleos sejam planares ou quase-planares.

Desta forma, dado o favorecimento do surgimento deste tipo de solução, espera-se que

Ec seja uma função decrescente em D no regime de D grande. Abaixo, segue a curva de

Ec em função de D para diferentes valores de η. O procedimento para obtenção de Ec é

análogo ao adotado anteriormente:
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Figura 3.6: Energia do núcleo do vórtice Ec (unidade de JS2) em função da anisotropia
de sítio único D.

Como podemos notar, existe um valor crítico Dc entre 5 ≲ Dc/J ≲ 10 que separa

dois regimes para Ec, corroborando o que havíamos discutido anteriormente. Aqui vale
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notar que este é um resultado somente perante a aplicação do grupo de renormaliza-

ção, acrescentando as correções de 1 e 2-loops dado que, a constante de acoplamento

“não-interagente” g0 não leva em conta a anisotropia D, apenas após sua renormalização

passamos a ter tal dependência.

Na próxima figura, temos o comportamento obtido computacionalmente da tempera-

tura BKT reduzida como função de D−1 para diferentes acoplamentos η.
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Figura 3.7: Temperatura BKT reduzida tBKT = TBKT /JS2 em função de D−1

E novamente, observamos dois comportamentos:

(i) No regime para pequenos valores de D (D < DC), a temperatura BKT é uma função

crescente em D, em acordo com o comportamento de Ec. Ou seja, um aumento no

valor de Ec favoreceu um aumento na temperatura de transição tBKT .

(ii) No regime para grandes valores de D (D > DC), a energia do núcleo do vórtice sofre

um lento decrescimento enquanto a temperatura BKT assume um valor aproxima-
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damente constante. Este é mais um resultado associado às correções de 1 e 2-loops

para a constante de acoplamento g.

3.3 Conclusões

No presente trabalho, estudamos o modelo de Heisenberg antiferromagnético clássico

bidimensional, na rede Checkerboard, com anisotropia de sítio único. Tal anisotropia favo-

rece o surgimento de uma simetria O(2), de forma que uma transição BKT seja esperada.

Em resumo, fomos capazes de determinar teoricamente, via grupo de renormalização, e

computacionalmente, o comportamento da temperatura de transição BKT como função

do acoplamento J ′ e da anisotropia de sítio único D, estando todos os resultados de acordo

com o esperado.

Entre alguns dos principais resultados deste trabalho, obtivemos uma estimativa de

valor crítico para a razão ηc = J ′/J tal que, a transição BKT é extinta devido a completa

desordem do sistema;

Além disso, apesar do sistema ser clássico, e não possuir uma transição de fase para D

grande, tal qual seu análogo quântico, observamos dois regimes distintos para energia do

núcleo do vórtice Ec à medida que aumentamos o valor de D. Esta mudança de regime

esta associada à facilidade no surgimento de soluções tipo vórtice totalmente planares ou

quase-planares, dado que o custo energético para que seu núcleo tenha uma componente

fora do plano torna-se elevado.
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1. Introduction

It is a well-documented fact that two-dimensional magnetic 
models that are described by the Heisenberg Hamiltonian, which 
presents a continuous O (3) symmetry, do not have a sponta-
neous breaking symmetry at finite temperatures. The lack of a 
long-range order (LRO) at finite temperatures (in the absence of 
a magnetic field) is a consequence of the Mermin–Wagner the-
orem. Indeed, in the two-dimensional isotropic magnetic model 
with short-range interactions, a unique thermal phase transition 
occurs at zero temperature. However, in the XY -model (a model 
with an O (2) symmetry), a second phase transition, called the 
Berezinskii–Kosterlitz–Thouless transition, arises at finite temper-

ature TBKT [1–3]. Naturally, this transition is not associated with 
a continuous breaking symmetry since there is no ordered state 
involved. The BKT transition has a topological nature and is associ-
ated with the vortex unbinding at high temperatures. Below TBKT , 
the anti-vortex–vortex pairs are confined to stay together, and the 
model is disordered with a quasi-LRO. Above the transition tem-

perature, vortex-pair unbinding occurs, which induces exponential 
decay for the spin–spin correlation function in place of the power-

law decay for T < TBKT . In this work, we are particularly interested 
in the BKT transition for the anisotropic checkerboard lattice. We 

* Corresponding author.
E-mail addresses: ricardo .lopes @ufv.br (R.J.C. Lopes), antoniormoura @ufv.br

(A.R. Moura).

Fig. 1. The checkerboard model is composed of a J interaction (solid lines) and J ′
interaction (dotted lines).

have shown that the BKT temperature possibly vanishes at a criti-
cal ratio ηc = J ′/ J , which indicates a disordered state with expo-
nential decay at zero temperature.

The checkerboard model is composed of a square lattice and a 
diagonal crossing in half of the cells as shown in Fig. 1. The present 
model is represented by the Hamiltonian

H = J
∑

〈i, j〉
�S i · �S j + J ′

∑

〈i, j〉
�S i · �S j + D

∑

i

(S zi )
2, (1)
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where the first sum is done over the nearest neighbor spins on 
different sublattices (coupling constant J > 0) and the other one 
is evaluated over neighbor spins on the same sublattice (cou-
pling constant J ′ > 0). An equivalent XY model has been stud-
ied through the Self-Consistent Harmonic Approximation (SCHA) 
at zero and finite temperatures [4]. In that work, the author has 
shown the emergence of an ordered state at zero temperature due 
to quantum fluctuations, the so called Quantum Order-by-Disorder. 
Besides, it has also been shown that the BKT temperature is low-

ered by the J ′ interaction, which contributes to the proliferation of 
magnetic vortices.

Although the isotropic Heisenberg model does not present a 
BKT transition, the inclusion of a single-ion anisotropy favors pla-
nar configurations with O (2) symmetry, and a BKT transition is 
expected. Here the role of the single-ion anisotropy is similar to 
that of the usual anisotropic term λS zi S

z
j .

One can imagine the checkerboard model as a planar projec-
tion of the pyrochlore lattice, and in the fully frustrated limit 
J = J ′ , both lattices share many properties as the highly de-
generate ground state. Besides, close to the point η = J ′/ J = 1, 
the checkerboard model can exhibit Order-by-Disorder or even 
Quantum-Order-by-Disorder [4–10]. In this case, if a linear spin 
wave approximation (a non-interacting spin wave theory) is ap-
plied, then there is no ordered phase for η bigger than a critical 
ratio ηc . However, when the spin wave interactions are properly 
considered, the model presents an LRO at zero temperature and 
the fluctuations are responsible for the transition.

In order to reach our objective, we have adopted two different 
approaches to the problem. In the first one, we developed a contin-
uous model for the checkerboard lattice. The continuous model is 
given by the traditional O (3) Nonlinear Sigma Model (NLSM) with 
a mass term due to the anisotropic interaction. After the integra-
tion of the out-of-plane spin component, we obtained an effective 
O (2) model with renormalized constant coupling. Moreover, we 
used Monte Carlo simulations to determine the vortex-core energy 
as well as the BKT temperature.

2. Theoretical treatment

Since we have adopted the limit η ≤ 1, the Néel state over the 
nearest neighbor spins has been considered as an approximation 
for the ground state, and J ′ interaction can be considered as a 
perturbation. However, in the opposite limit η ≫ 1, a Néel state 
is expected along the J ′ direction as a ground state. The exact 
knowledge of the ground state is unnecessary, and it is sufficient 
to adopt a Néel field as a background where spin waves arise due 
to quantum and thermal effects. In order to develop the continu-
ous model, we parameterized the spin field as �S i = S ��i , where the 
unitary field ��i is defined by

��i = (−1)i
�Q ·�ri �ni + ã�li, (2)

where Q = (π/a, π/a) is the wave vector for the Néel state, �ni is a 
slow field defining the slow sublattice magnetization, and �li is the 
fast spin fluctuation. The lattice parameter ã measures the distance 
between interacting sites: ã = a for spins in different sublattices 
and ã =

√
2a for spins in the same sublattice. To preserve the 

norm | ��i | = 1, we imposed �ni ·�li = 0 and disregarded second-order 
terms in a. This approximation is reasonable when we consider 
the continuous limit a → 0. Our interest is in a low-energy ef-
fective model, and fast modes need to be integrated. As usual, 
we described our model using the partition function given by the 
functional integral

Z =
∫

D ��
∏

i

δ( ��2
i − 1)e−S[ ��]/h̄, (3)

where the delta Dirac function ensures the O (3) non-linear con-
straint ��2 = 1 on each site i. The integration is done over the slow 
and fast modes. Using the coherent state basis, we write the action 
as

S[ ��] =
∑

spins

ih̄Sω[ ��] +
βh̄
∫

0

dτ H(τ ), (4)

where the first term is the Berry phase and H(τ ) is the projection 
of the Hamiltonian (1) onto the spin coherent state basis. Note 
that H(τ ) plays the role of a potential term, whereas the Berry 
phase is a kinetic term responsible for the dynamic of the model. 
Every term in the above expression is evaluated using parametriza-

tion (2) and by performing a first-order Taylor expansion in �n. The 
Berry phase, for example, is written as

∑

spins

ih̄Sω[ ��] = ih̄S

a

βh̄
∫

0

dτ

∫

d2r�l ·
(

∂�n
∂τ

× �n
)

. (5)

The potential part is given by

βh̄
∫

0

dτ H(τ ) =
βh̄
∫

0

dτ

∫

d2r

[

J S2

4
(2− η)(∇�n)2 +

+ J S2(2+ η)�l2 + DS2

a2
(nz)2 + 2DS2(lz)2

]

. (6)

Fast modes are quadratic; they can be integrated to yield an effec-
tive low energy action. The steepest descent method provides

lx,y = − i

2 J Sa(2 + η)
(∂τ �n × �n)x,y (7)

and

lz = − i

2 J Sa(2 + η) + 4DSa
(∂τ �n × �n)z (8)

for planar and perpendicular fluctuations, respectively. Then, after 
the replacement of the fast field, we obtained the effective action

Seff

h̄
= 1

2 f

∫

d2+1r
[

(∂μ�n)2 + μ2(nz)2 − κ(∂0�n × �n)2z

]

, (9)

where ∂μ = ∂μ = (c−1
0 ∂τ , �∇) and κ = 2D

J (2+η)+2D is an anisotropic 
constant due to the single-ion anisotropy. Here, we introduced an 
intrinsic momentum scale � = a−1 as a short-range cutoff for the 
spacial integrals. Note that there is no cutoff in imaginary time 
τ because quantum fluctuations exist on all imaginary time scale. 
Besides, in the continuous limit a → 0, we have divergence prob-
lems that are resolved by standard renormalization procedures. In 
the above action, we have also defined the bare long-wavelength 
spin wave velocity

c0 = 2 J S
√

(2− η)(2 + η)

�h̄
, (10)

the coupling constant

f = 2

�S

√

2+ η

2− η
, (11)

and the mass term

μ2 = 4D�2

J (2− η)
. (12)
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In the absence of the anisotropy term, the effective action (9) de-

scribes the massive O (3) Quantum NLSM. At zero temperature, we 
can interpret the imaginary time as a space dimension, and the 
effective action is mapped into the classical (d + 1)-dimensional 
NLSM. The one-loop Renormalization Group (RG) [11–14] provides 
the critical coupling fc = 2π2(d −2)/(N −2), where N is the inter-
nal symmetry dimension. From Eq. (11), we can also define a criti-
cal spin Sc associated with fc . Critical coupling separates the state 
with LRO for f < fc (S > Sc) from a disordered phase when f > fc
(S < Sc). As it is well known, for the classical two-dimensional 
O (2) NLSM, the result obtained from the RG is inconclusive, and 
we are unable to determine the BKT temperature from this ap-
proach. In this case, we have to deal with a topological phase 
transition associated with the vortex-pair unbinding instead of a 
phase transition due to a breaking symmetry.

In the presence of a single-ion anisotropy, the O (3) symmetry 
is reduced to an O (2) symmetry, and a BKT transition is expected 
for the quasi-planar spin field. Therefore, instead of following the 
standard RG procedure for the O (3) NLSM, we applied a different 
approach. Since the BKT transition is a classical phenomenon, we 
can consider βh̄c0 ≪ 1 (weak quantum fluctuations), and hence 
the imaginary time thickness is narrow. Thereafter, we have as-
sumed an imaginary time independent field �n and a simpler action 
Seff/h̄ = Scl , with the dimensionless classical action defined by

Scl =
1

2g0

∫

d2r
[

∇�n · ∇�n + μ2(nz)2
]

, (13)

where the bare coupling constant is given by

g0(T ) = 2T

J (T )S2(2 − η)
, (14)

and we have adopted kB = 1. Here, we considered a temperature 
dependent coupling constant J (T ). At zero temperature J (0) = J , 
but at a finite temperature, the coupling is reduced when one takes 
into account the effects of vortices. J (T ) is a decreasing function of 
increasing temperature, and it abruptly vanishes when T → T−

BK T . 
Obtaining the exact expression for J (T ) is a hard problem, and we 
have considered some approximations in our work. Besides, note 
that ρ0 = (βg0)

−1 = J (T )S2(1 − η/2) is the bare spin stiffness, 
which vanishes for T > T BK T . In order to explicitly consider the 
O (2) symmetry, we have parametrized the spin field as a func-
tion of two scalar fields as �n = (

√
1−m2 cos θ, 

√
1−m2 sin θ, m). 

For small m, we have

Scl =
1

2g0

∫

d2r
[

(∇θ)2 −m2(∇θ)2 + (∇m)2 + μ2m2+

+ 1

4
(∇m2)2

]

. (15)

Now, the partition function is expressed as a functional integral 
over m and θ and, performing the integration over m, we obtain 
the effective energy given by

e−Seff[θ ] = e−Sθ 〈e−Sint〉m, (16)

in which the average is defined by 〈O 〉m = Z−1
m

∫

DmOe−Sm and 
Zm is the partition function for the m field. By definition, the field 
m is limited but we extended the domain to −∞ < m < ∞ and 
considered a Gaussian functional integral. The extended domain is 
not a serious problem since a relevant contribution occurs only 
close to m = 0 and the field has fast decay. The same argument is 
also applied to the θ field. After the replacement m → √

g0m, the 
actions in momentum space are written as

Fig. 2. The two-point vertex function at the two-loop level. The θ and m propagators 
are represented by the solid and wiggle lines, respectively.

Sθ = 1

2N

∑

k

G−1
0,θ (k)θ−kθk, (17)

Sm = 1

2N

∑

k

G−1
0,m(k)m−kmk +

+ g0

N3

∑

kpq

q2

8
mp−qmpmk+qmk, (18)

Sint = − 1

N3

∑

kpq

k(k + q)

2
mpmp−qθkθk+q (19)

with G−1
0,θ (k) = k2/g0 and G−1

0,m(k) = k2 + μ2 being the massless 
and massive bare Green function for the θ and m fields, respec-
tively.

At the two-loop level, the two-point vertex function is com-

posed of the diagrams shown in Fig. 2. The m propagator is rep-
resented by the wiggle line, whereas the solid line represents the 
θ propagator. The last two diagrams have a null contribution, and 
the two-point vertex function is given by

Ŵθ (k) = k2

g0

[

1− g0 I1

(

1− 3

2
g0 I1 − g0μ

2 I2

)]

, (20)

where the integrals In are defined by

In(μ
2) =

∫

d2q

(2π)2

1

(q2 + μ2)n
. (21)

Clearly, the integral I1 is logarithmically divergent and the vertex 
function needs to be renormalized. Since the residue is propor-
tional only to g0 , at least one renormalization function will be 
necessary, Zθ in this case. Moving to an arbitrary d-dimensional 
space, the integrals can be evaluated by the dimensional regular-
ization, which gives

I1(μ
2) = �ǫ

4π

(

μ2

4π�

)

ǫ
2

Ŵ
(

−ǫ

2

)

(22)

I2(μ
2) = − ǫ�ǫ

8πμ2

(

μ2

4π�

)

ǫ
2

Ŵ
(

−ǫ

2

)

, (23)

where ǫ = d − 2. Note that, in the d-dimensional space, the cou-
pling g0 acquires an engineering dimension 2 − d (in momen-

tum space), and then we define the new dimensionless constant 
g̃0 = g0�

ǫ . Logarithmic divergence occurs because of the Gamma 
function pole at ǫ = 0. Performing a zero-order Laurent series ex-
pansion, we separate the divergent term from the finite one. Thus, 
after a straightforward procedure, the two-point vertex function is 
written as

Ŵθ (k) = k2ξ(g̃0)

g0

{

1+ 1

2πǫ

g̃0

ξ(g̃0)
+ 3g̃20

8π2ǫξ(g̃0)

[

1

ǫ
+

+
(

γ − 1

3

)

+ ln

(

μ2

4π�2

)]}

, (24)
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where γ ≈ 0.577 is the Euler–Mascheroni constant, and we have 
defined the function ξ(g̃0) = 1 + c1 g̃0 + c2 g̃

2
0 with the constants

c1 = 1

4π

[

γ + ln

(

μ2

4π�2

)]

(25)

c2 = 1

16π2

[

π2

4
+ γ (3γ − 2) − 2(1− 3γ ) ln

(

μ2

4π�2

)

+

+ 3 ln2

(

μ2

4π�2

)]

. (26)

As one can note, ξ(ρ0) does not depend on the arbitrary mo-

mentum scale since μ2 ∝ �2 , and the higher order terms in ǫ van-

ish in the limit d → 2. The divergence in the two-point vertex is 
removed through the renormalization ŴR

θ (k) = ZθŴθ (k); fixing the 
condition ∂ŴR

θ /∂k2 = g−1 , we obtain the renormalized coupling 
constant g = g0/ξ(g̃0). For ǫ ≈ 0, the function renormalization is 
defined by

Zθ = 1− g̃0

2πǫ
+ g̃20

8π2ǫ2
+O(g̃30). (27)

Thus, using the renormalized field θR = Z
−1/2
θ θ , we obtained a 

simple effective action written as

Scl =
1

2g

∫

d2r(∇θR)2. (28)

The above action is the same as the one obtained from the 
XY -model, and the BKT transition is determined as usual. The an-
gular field is divided into two parts: θ R (�r) = ψ(�r) + φ(�r), wherein 
ψ(�r) is the vortex field and φ(�r) is the spin wave field. While the 
spin wave fluctuations, the Goldstone modes in the actual scenario, 
play an important role in the zero temperature transition, the vor-
tex field is responsible for the BK T transition. The minimal energy 
provides ∇2ψ = 2πm, with m being an integer that specifies the 
topological sector while φ obeys the Laplace equation. The parti-
tion function splits in a spin wave sector and a topological sector 
associated with the vortices. The vortex interaction is very similar 
to the electrical interaction in two-dimensional neutral Coulomb 
plasma. A simple analysis of the Helmholtz free energy shows a 
phase transition at g = π/2, which provides the transition tem-

perature T BK T . At low temperatures, T < T BK T , it is advantageous 
for the system to keep the vortex–anti-vortex close, whereas for 
T > T BK T the larger entropy favors vortex unbinding. However, 
the transition temperature obtained from this simple analysis is 
overestimated because the thermal effects on the vortices are not 
correctly considered. Theoretical behavior of the BKT temperature 
as a function of η, for example, is similar to the simulation one, 
and, for both results, the transition temperature decay almost lin-
early with η. The correction factor can be obtained by the RG 
analysis [15]. Using the RG for the BKT transition, we can express 
the coupling constant reduced by the vortex-core energy Ec as the 
limit

lim
T→T−

BK T

g(T ) = π

2
− π2e−Ec/T BK T . (29)

For a planar spin field, the vortex-core energy can be approximated 
by Ec = π2 J S2/2 ≈ 4.93 J S2 . However, in our case, the vortex-core 
energy is smaller than this value since the core has an out-of-plane 
spin component which reduces the vortex-core energy. In general, 
the vortex-core energy is expected to depend on both η and D
parameters, but finding this relation is a hard task. It would be 
necessary to have a full knowledge of the out-of-plane spin field 
solution to determine the vortex-core energy, which is beyond the 

present work. Instead, we used Eq. (29) together with the compu-

tational data, obtained by Monte Carlo simulations, in order to get 
the vortex-core energy behavior. Since the BKT temperature de-
creases with increasing η, one can imagine a similar behavior to 
the vortex-core energy. In fact, the results show an almost linearly 
decreasing Ec with increasing η. Therefore, the increasing J ′ inter-
action is responsible for the proliferation of vortices as well as the 
disorder due to the antiferromagnetic frustration.

The relation between the vortex-core energy and the single-ion 
anisotropy is intriguing. It is well known that there is a QPT at 
a critical anisotropy DQ

c which occurs even at zero temperature. 
The transition is related to the energetic costs of the (quantum) 
fluctuations along the z-axis. After we adopted imaginary time in-
dependence in Eq. (9), the spin fields were considered as classical 
fields; however, the D anisotropy still plays an important role in 
the model. Indeed, on the one hand, the vortex-core spins tend to 
stay out-of-plane to minimize the energy; on the other hand, the 
D anisotropy forces the spins to be planar. Besides, whether the 
vortex-core spins choose to be out-of-plane or not should depend 
on the D anisotropy. An out-of-plane component of the vortex-core 
spins will have a high energetic cost for large D values. Therefore, 
the emergence of topological solutions with a planar core is eas-
ier at the D ≫ J regime than in the small D case. The vortex-core 
energy, for quasi-planar vortices, should be a decreasing function 
of increasing D (when D is large). At the small D regime, the spin 
field tends to be planar, but the model is ordered with 〈S z〉 �= 0. An 
out-of-plane vortex-core is favored in this case. However, as the D
anisotropy becomes larger, the energetic cost to keep an out-of-
plane core becomes larger too. Therefore, the energy for small D
is an increasing function of anisotropy, and we can imagine that 
thermal spin waves and topological configurations are sensitive to 
the D anisotropy. In our work, we have used the classical limit 
to determine the vortex-core energy, which is associated with BKT 
transition, for both small and large single-ion anisotropy.

Since the vortex-core energy is known, from the coupling equa-
tion obtained through the RG, we expressed T BK T by the self-
consistent equation

T BK T = Ec

ln(2π2) − ln(π − 2g(T BK T ))
, (30)

where, in the two-dimensional space, the renormalized coupling 
constant up to the two-loop order is given by g(T ) = g0/ξ(g0) =
g0(1 − c1g0 − c2g

2
0) and g0 is the bare coupling given by Eq. (14). 

The correction constants c1 and c2 for one- and two-loop correc-
tions, respectively, are small but necessary since the 0-loop order 
constant g0 is independent of D and is unable to correctly describe 
the role of D . In the limit D → 0, it is easy to see that g diverges 
to minus infinity. If g0 �= 0, then the unique solution to Eq. (10) is 
T BK T → 0−; we considered the case where g0 = 0 which implies 
T BK T = 0. Furthermore, in the limit D → 0, the vortex-core en-
ergy tends to Ec → T BK T ln 2π and vanishes as well as T BK T . The 
vanishing vortex-core energy results in the proliferation of vortices 
at any finite temperature, consistent with T BK T = 0. Therefore, the 
present model is in accordance with the expected result of the 
isotropic Heisenberg model.

In the asymptotic limit D ≫ J , one could imagine a model 
with no out-of-plane spins since there is a huge energetic cost 
to keep a finite 〈S z〉 in the vortex-core. Thus, the model should 
be identical to the planar rotator. Obviously, in this case the loop 
corrections, due to the m field, are unnecessary and the coupling 
constant should be given just by g0 . The BKT temperature obtained 
from this approximation is equal to the well known result for the 
planar rotator, but our computational results show a different sit-
uation. The nz spin field component is always important, and the 
BKT temperature obtained in the present model is larger than the 
transition temperature obtained from the planar rotator.
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3. Simulation

We adopted a Monte Carlo approach combining single spin 
and cluster updates to calculate the spin stiffness (also called he-
licity) in this system. Each Monte Carlo Step (MCS) consists of 
L2 Metropolis [16,17] updates and 0.2L2 Wolff cluster updates 
[17,18], where L is the lattice size. We used 106 MCS to calcu-
late the averages of the helicity at each temperature. In order to 
ensure thermalization, we also used 2L2 MCS for each tempera-

ture. Following the traditional steps [19,20], we can easily show 
that the helicity (ϒ) for the Hamiltonian (1) assumes the following 
form:

ϒ(T ) = −1

2
〈H〉 − 1

T N

〈[

J
∑

〈i, j〉
(r̂i j · x̂)(Sxi S

y
j − S

y
i S

x
j) +

+ J ′
∑

〈i, j〉
(r̂i j · x̂)(Sxi S

y
j − S

y
i S

x
j)

]2〉

, (31)

where r̂i j is the unity vector pointing from site i (�ri) to site j (�r j), 
the spin module S = 1 and 〈(. . .)〉 are standard statistical averages.

Notwithstanding, it is well known that the helicity at the crit-
ical temperature T BK T abruptly jumps from 2

π T BK T to zero [21]. 
Therefore, looking at the point where the helicity crosses the line 
2
π T BK T for different lattice sizes, it is a reliable way to determine 
T BK T using the scale equation [22]

T (L) = T∞ + π

(4c ln L)2
, (32)

where T∞ = T BK T .

All the simulations were performed for six different lattice sizes 
(L = 16, 32, 64, 128, 256, and 512) and for the ratio η = J ′/ J �
1.0. For η � 1.0, the critical slowing down and freezing effects 
make temperature determination complicated and imprecise.

Finally, the source for all the error bars is the statistical errors 
present in the averages of the helicity calculations throughout the 
Monte Carlo simulations. The results are presented below.

4. Results

In order to determine the BKT transition as a function of both 
parameters D and η, we used Eq. (29) together with the Monte 
Carlo data to estimate the vortex-core energy. In general, a re-

lation between the vortex-core energy and the BKT temperature 
is expected, and an increase in Ec should reflect an increase in 
T BK T . However, we verified that, eventually, a subtle decrease in 
vortex-core energy does not provide a reduction in the transition 
temperature.

In Fig. 3, we show the vortex-core energy as a function of η. 
For large D anisotropies, the core energy decays almost linearly 
with η, and then we also adopted a linear decreasing vortex-core 
energy for the small D limit which provides results according to 
our simulation data.

The reduced BKT temperature tBK T = T BK T / J S2 as a function 
of η is plotted in Fig. 4. The solid lines were obtained from Eq. (29)
considering a linear fit for the vortex-core energy, whereas the dots 
are the Monte Carlo results. As expected, the BKT temperature is 
a decreasing function of increasing η. Accordance with the com-

putational data, mainly for small D , will be better if we adopt a 
more complex function, instead of the linear one, for the vortex-
core energy. However, for our proposals, it is sufficient to consider 
the linear behavior. Besides, due to the linear vortex-core energy 
consideration, we obtained an almost linear relation between the 
reduced BKT temperature tBK T and η. Using this characteristic, we 

Fig. 3. Vortex-core energy (in units of J S2) as a function of η for different values of 
the D anisotropies. The behavior is almost linear mainly large D values.

Fig. 4. The reduced BKT temperature tBKT as a function of the coupling η. The 
solid lines are the theoretical results, whereas the dots were obtained from Monte 
Carlo simulations. The inset graph shows the extraction of BKT temperature from 
the crossing of Helicity curve with (2/π)T line, for size L and two different inter-
action parameters (η = 0.0 for black curve and η = 1.0 for the red one. D = 1.0 for 
both). (For interpretation of the colors in the figure(s), the reader is referred to the 
web version of this article.)

can estimate the critical ηc which provides a vanishing BKT tem-

perature. Usually, the BKT temperature is finite, but in this case we 
have found a zero BKT temperature.

Obviously, this procedure is an estimate since the model has 
been developed only for the interval 0 ≤ η ≤ 1, and for extraction 
of critical ηc we are assuming a linear behavior between tBK T and 
η for η > 1. It is important to note that in the η ≫ 1 limit, the 
system is headed to the regime of weakly coupled one-dimensional 
spin chains and the approximation could fail.

A more precise investigation can be performed by considering 
an antiferromagnetic ground state along the J ′ direction and re-
peating the procedures of Section 2, but this is out of the scope of 
the actual work. Nevertheless, decrease BKT temperature is reason-
able, considering the linear decay, we found the critical coupling ηc

as a function of D . For D = 1, we obtained ηc = 2.0, while ηc tends 
to 1.6 for D ≫ 1. In Fig. 5, we plot the critical ηc as a function of 
both D and D−1 . The graphic of ηc as a function of D suggests an 
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Fig. 5. The critical ηc as a function of D and D−1 . The dashed lines are obtained 
considering a linear fit between ηc and D−1 .

Fig. 6. Vortex-core energy (in units of J S2) as a function of the single-ion 
anisotropy D (in units of J ). The core energy presents a different behavior for 
D < Dc and D > Dc .

inverse relation between ηc and D . Since the plot of ηc as a func-
tion of D−1 is almost linear, we considered a linear fit in order 
to obtain ηc = 1.606 + 0.388/D that provides the limit ηc = 1.606

when D → ∞.

The relation between the vortex-core energy and the single-
ion anisotropy is represented in Fig. 6. Again, the core energy has 
been obtained from the Monte Carlo data using Eq. (29). As one 
can see, the core energy is an increasing function for small val-
ues of D , whereas it presents a slightly decreasing behavior for 
larger anisotropies. The behavior is in accordance with our previ-
ous analysis. Curiously, if we use the 0-loop coupling constant g0
to determine the vortex-core energy, then the behavior for large 
D will be described by an increasing function of D (very slight in 
this case). Obviously, the results obtained using g0 are not reliable 
since g0 does not properly consider the single-ion anisotropy. The 
single-ion anisotropy that gives the maximum vortex-core energy 
has been considered as a critical Dc . From this viewpoint, we have 
found Dc as a decreasing function of η with 5 � Dc/ J � 10 for 
0 ≤ η ≤ 1.

In Fig. 7, the reduced temperature tBK T is represented as a 
function of D−1 . It is easy to verify that for small η, the tran-

Fig. 7. Reduced BKT temperature as a function of the inverse of D (in units of J ).

sition temperature has a sharp increase for small D while Ec is 
approximately constant for D/ J � 10. Still, for η = 1, tBK T is a very 
slightly increasing function of D . The behavior for D < Dc is in ac-
cordance with Fig. 6, and an increase in the core energy reflects 
an increase in tBK T . However, for large D , although the vortex-
core energy slightly decreases, the transition temperature keeps 
approximately a constant value. This is an effect that is purely 
due to the loop correction (both one- and two-loop orders) for 
the coupling constant g . Besides, when η ≈ 1, the model will be 
close to the fully frustrated phase, and the weight of the single-ion 
anisotropy to cause the model to be disordered is reduced. There-
fore, the emergence of vortices is equally favored for all values 
of D and the BKT temperature assumes approximately a constant 
value tBK T ≈ 0.40.

5. Discussion and conclusions

In this paper, we have studied the single-ion anisotropic 
Heisenberg model in the two-dimensional checkerboard lattice. 
Due to the fact that the two-dimensional model presents an O (2)

symmetry, a BK T transition is expected. Using a continuous ap-
proach and RG, as well as Monte Carlo simulations, we determined 
T BK T as a function of the diagonal coupling J ′ and the single-ion 
anisotropy D . While the J ′ interaction is responsible for the frus-
tration between neighbor spins, the single-ion anisotropy is known 
to cause a QPT. However, inasmuch as quantum fluctuations are 
responsible for a QPT at zero temperature, we have adopted a clas-
sical model and there is no phase transition in our model. Here, 
there is an energetic dispute between J and D that defines the 
vortex-core nature. When the single-ion anisotropy is small, the 
vortex-core keeps an out-of-plane component, and for large D val-

ues, the vortex tends to be planar. Since the vortex-core energy is 
directly associated with the BKT transition, T BK T is highly influ-
enced by the D anisotropy.

Using the model developed here, we determined the vortex-
core energy Ec and its relation with T BK T . The core energy is a 
decreasing function of increasing η with almost linear decay when 
D ≫ 1. Even for small values of D , the adoption of a linear profile 
for Ec does not provide a considerable error. In the limit η ≫ 1, 
the Hamiltonian (1) describes the weakly coupled one-dimensional 
spin chains which do not present a spontaneous breaking sym-

metry or BKT transition. However, we also estimated a critical 
coupling ηc � 1 for which the model presents a highly disor-
dered phase even at zero temperature. The relation between this 
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phase and the one-dimensional antiferromagnetic chains phase is 
an open question and more studies are required. As expected, we 
have shown that T BK T is a decreasing function of increasing η; 
extrapolating our results to η > 1, we can estimate the critical 
ηc where the BKT transition vanishes. Above this critical point, 
the model is highly disordered with exponential decay for the 
spin–spin correlation. For D = 1, we found ηc = 2.0, whereas for 
large D , ηc approximates to 1.6. The vanishing BKT temperature is 
associated with free vortex proliferation at any finite temperature, 
and therefore the single-ion anisotropy favors the dissociation of 
anti-vortex–vortex pairs. Besides, in the D ≫ J limit, critical cou-
pling ηc is almost constant, which is reasonable since the vortex-
core energy for D ≫ Dc is also constant as one can see in Fig. 6.

The analysis of single-ion anisotropy has also shown an in-
teresting result. The vortex-core energy for small D anisotropies 
(D < Dc) is an increasing function of D . In this case, the vortex-
core spins prefer to keep an out-of-plane component, whereas the 
D anisotropy forces a planar configuration. The core energy in-
creases when D approaches Dc from the left which provides an in-
creasing T BK T . The critical Dc value is defined as the point where 
the vortex-core energy is maximum. For D ≫ J , the model does 
not present an ordered ground state, and the energetic cost as-
sociated with the out-of-plane core spin component is very high. 
In this case, the emergence of planar vortices is not prohibitive 
and the vortex-core energy decreases when D increases. This ef-
fect is purely due to the loop corrections and it can be obtained 
whether we consider the one- or two-loop level but not in the 0 
order, where any out-of-plane component is disregarded. Although 
the vortex-core presents two different behaviors (out-of-plane or 
planar spins), it can not be associated with the well known QPT 
of the single-ion anisotropy since our model is classical. The tran-
sition could be determined through a careful analysis of Eq. (9), 
which properly consider quantum fluctuations, but such contribu-
tion is beyond of scope the present text.

To summarize, we have determined the BKT transition as 
a function of the diagonal coupling J ′ and the single-ion anisotropy 

D using analytical models and computational simulation. Our re-
sults are accordance with the expected ones. Notwithstanding, 
there are a couple of open questions beyond the actual work.
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Capítulo 4

Skyrmions e Merons em sistemas an-

tiferromagnéticos bidimensionais

Este trabalho encontra finalizado e publicado em SSC 290 55-59

2019 [3]. Uma cópia está anexada ao final do capítulo.

É amplamente conhecido que o modelo de Heisenberg Isotrópico no limite contínuo é

descrito pelo modelo sigma não-linear [10,98];

HHI = J
∑

⟨i,j⟩

S⃗i · S⃗j (4.1)

Hσ =
J

2

∫
(∂µS⃗)(∂µS⃗) (4.2)

sujeito ao vínculo S⃗ ·S⃗ = 1. A equação de campo, no regime estático, para a Hamiltoniana

anterior é dada por:

∇2S⃗ − (S⃗ · ∇2S⃗)S⃗ = 0⃗ (4.3)

Para o caso em que a dimensão do sistema D = 2 (µ = 1, 2) e para uma simetria interna

O(3) (S⃗ = (Sx, Sy, Sz)), a equação (4.3), como mostrado por Belavin e Polyakov [47],

admite as famosas soluções de skyrmion, como já discutido na introdução.

A configuração de skyrmion apresentada na introdução e presente na figura 4.1a é

obtida à partir da condição de fronteira onde, para |x⃗| → ∞, todos os spins estejam

apontando perpendicularmente ao plano, ou seja, lim|x⃗|→∞ S⃗(x⃗) → (0, 0, 1). Esta configu-

ração é comumente chamada de Skyrmion de 1 núcleo, ou somente 1CS.

Contudo, outras texturas são possiveis partindo-se de diferentes condições de fronteira.

Na figura 4.1b, temos uma solução distinta para as equações de campo. Esta configuração

é obtida à partir da condição lim|x⃗|→∞ S⃗(x⃗) → (1, 0, 0), ou seja, os spins na fronteira devem

apontar paralelamente ao plano. Esta configuração é chamada de Skyrmion de 2 núcleos,
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ou somente 2CS ou ainda bimerons. O nome deve-se ao fato desta textura possuir 2

estruturas tipo vórtice-antivórtice próximo ao centro do skyrmion. Estas estruturas tipo

vórtice são na realidade pares de merons e anti-merons que carregam cargas topológica

semi-inteira (o meron carrega carga 1/2 e o anti-meron carrega carga −1/2), de tal forma

que juntos, esta textura compõem um skyrmion com carga topológica igual a 1.

(a) Configuração de skyrmion com apenas 1
núcleo

(b) Configuração de skyrmion com 2
núcleos

Figura 4.1: Diferentes configurações de skyrmion obtidas à partir de diferentes condições
de fronteira.

Apesar da existência de excelentes trabalhos tratando sobre os skyrmions 2CS, como

por exemplo Ezawa [99] que demonstrou a possibilidade de existência de bimerons em

filmes finos magnéticos e Ricardo L. Silva [100] que demonstrou via simulações a emer-

gência de redes de skyrmion e bimerons em magnetos quirais com impurezas, o grande

grande volume de trabalhos sobre skyrmions concentra-se nos skyrmions 1CS, os primei-

ros a serem detectados experimentalmente [48, 101]. Contudo, recentemente, em 2018,

Yu et.al. [102] observou experimentalmente, no espaço real, pela primeira vez, uma rede

quadrada composta de merons e anti-merons em um filme fino de Co8Zn9Mn3. Isto

reacendeu o interesse nestes sistemas bem como em sua aplicabilidade.

Neste trabalho, investigamos numericamente problemas associados à estabilidade e

dinâmica de skyrmions 2CS no regime antiferromagnético, uma vez que o regime ferro-

magnético já foi amplamente estudado em [103, 104]. Para este intuito, utilizaremos o

método preditor-corretor de quarta ordem [105,106].
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4.1 Resultados e Conclusão

4.1.1 Energia do Skyrmion 2CS

Figura 4.2: Energia do Skyrmion em função
de 1/L

No limite termodinâmico, a energia de

um skyrmion com carga topológica Q é

dada por EQ = 4πJ |Q| ≈ 12.57J |Q|. Para

sistemas finitos, esperamos desvios neste

valor. Entretanto, através de uma análise

de tamanho finito, esperamos nos aproxi-

mar assintoticamente deste valor. Na fi-

gura 4.2 calculamos a energia para diferen-

tes tamanhos R1 de Skyrmion 2CS e plo-

tamos em função do inverso do tamanho

do sistema. Como podemos observar, no

limite termodinâmico, todos os skyrmions

2CS convergem para o valor esperado de energia.

4.1.2 Colapso de Skyrmions 2CS

Figura 4.3: Tamanho do skyrmion R(t) vs.
tempo de simulação t

Como mostrado por Liufei Cai et. al.

[103], skyrmions 1CS em uma rede dis-

creta, descrita pelo modelo de heisenberg

isotrópico bidimensional, colapsam tanto

no caso ferromagnético quanto antiferro-

magnético. Apesar da diferença entre as

texturas para o caso 1CS e 2CS, ambos

são topologicamente equivalentes, de forma

que esperamos um comportamento similar

para ambos. De fato, na figura 4.3, ve-

mos para diversos tamanhos iniciais que os

skyrmions 2CS também colapsam após de-

corrido um tempo. No gráfico interno, temos um plot em escala log-log do tempo que

1o tamanho do skyrmion 2CS é definido como a distância entre um meron e o centro do skyrmion.
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levou para a textura colapsar (tc) em função do tamanho inicial do sistema R0. Os resul-

tados prévios de [103] sugerem que tc e R0 respeitem uma lei de potência do tipo tc ∝ Rα
0 .

Sendo assim, o ajuste no gráfico interno nos leva a um coeficiente α = 2.25, muito próximo

do coeficiente obtido por [103] (α = 2.15).

4.1.3 Conversão de Skyrmions 2CS em 1CS

Por fim, estudamos a influência de campos magnéticos externos constantes na estru-

tura 2CS em duas ocasiões. Primeiro, o campo externo é aplicado paralelamente aos spins

da fronteira (x̂). Segundo, o campo externo é aplicado perpendicularmente aos spins da

fronteira (ŷ). Esta escolha deve-se ao fato da estrutura não ser cilindricamente simétrica,

tal qual sua contraparte 1CS. No primeiro caso, uma pequena rotação ao redor do centro

do skyrmion é induzida, porém, sem afetar o colapso, bem como o tempo de colapso (tc)

da estrutura.

Contudo, no caso em que o campo é aplicado perpendicularmente aos spins da fron-

teira, um comportamento interessante é observado. Inicialmente, os spins precessam ao

redor do eixo definido pelo campo aplicado, deformando continuamente a estrutura. Após

decorrido um tempo t = 2πJ/h, a textura 2CS foi continuamente deformada em uma es-

trutura do tipo 1CS. Como o processo de deformação das texturas devido à precessão dos

spins continua, a textura 1CS é novamente deformada na textura 2CS, em um processo

cíclico.

Na figura 4.4a plotamos a componente z do spin, na rede Néel, ao longo do eixo-y (para

efeitos práticos de simulação, adotamos J = h = 1) e para 2 instantes de tempo distintos

(t = 0 e t = 2π). É fácil notar que a condição de spin paralelos ao eixo-x no instante t=0

é convertida na condição em que os spins são perpendiculares ao plano, característica da

solução 1CS. A figura 4.4a mostra a configuração inicial do skyrmion 2CS. Enfatizamos

que, como ambas as soluções pertencem ao mesmo setor topológico, essa conversão é

viável pois deve existir uma deformação contínua que leve a textura 1CS na textura 2CS

e vice-versa. Resultado similar a esta conversão também foi observado por Yu et al. [102]

onde uma rede quadrada bidimensional de merons e anti-merons é convertida em uma

rede hexagonal de skyrmions 1CS via aplicação de um campo externo.
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(a) Componente z do spin na rede Neél ao longo do eixo-y para os instantes
de tempo t = 0 e t = 2π.

(b) Configuração inicial do skyrmion 2CS

Figura 4.4: Componente z do spins (a) para dois instantes de tempo distintos bem como
a configuração inicial (b) da textura 2CS utilizada na simulação.
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A B S T R A C T

We have investigated (numerically) skyrmions constituted by two merons in two-dimensional Heisenberg an-

tiferromagnets. The behavior and stability of these topological pseudo-particles are analyzed in discrete and

finite lattices. The influence of lattice defects and external magnetic fields is also studied. The topological sta-

bility dictates that the two merons must be kept apart but processes of annihilation and fusion of merons are

observed for finite lattices.

1. Introduction

Topological solitons and vortices are investigated in the context of
condensed matter physics for more than a half-century. In the decade of

1990, the presence of these objects in planar magnets was analyzed by
their possible indirect contributions to some experimental physical

variables such as the specific heat [1,2] and the neutron scattering
function [3–7]. Nowadays, individual skyrmions and skyrmion lattices

are directly seen in chiral magnets [8,9] and the possibility of their use
in new technologies is very actual [10,11]. In general, in these studies,

the focus is on skyrmions with only one center (1CS) as will be ex-
plained below. Particularly, in chiral ferromagnets, these are the crucial

objects since the broken symmetry dictate them. However, a kind of
two-center skyrmions (2CS) are also possible and much less attention

has been dedicated to them (probably because they were not yet di-

rectly observed experimentally). It is always expected that one day,
perhaps in a near future, these topological structures could also be seen

(directly or not) in new classes of magnetic materials (similar to what
happened to the case of 1CS). Recently, structures very similar to 2CS,

called bimerons, have been stabilized in frustrated two-dimensional in-
plane magnets [12]. Further, crystal structure that can stabilize these

bimerons or bimeron crystals via the Dzyaloshinskii-Moriya interaction
has been also analyzed [12]. Therefore, here, we investigate some

problems associated with the annihilation and fusion of these topolo-
gical solitons in discrete and finite lattices.

Before starting our investigation of the planar antiferromagnet we
describe first the continuum limit of the two-dimensional (2d) isotropic

Heisenberg ferromagnet, which is expressed by the non-linear σ-model

∫= ∇H
J

d x S
2

( ) ,σ
2 2

(1)

with the spin S obeying the constraint S2=1. Because the constraint,
the S field has two independent components, which implies in a unique

mapping of S = (Sx, Sy, Sz) onto the plane x = (x, y). Each nontrivial
field configuration (skyrmion) is characterized by a conserved topolo-

gical charge Q= ±1,±2,± 3, … and finite energy E=4πJ|Q|S2,
independently of its size R (the non-linear σ-model is scale invariant).

The topological solution requires boundary conditions at x → ∞, being
the skyrmion configuration deeply related with this. For instance,

taking S = (0, 0,± 1) as x goes to infinity, one gets the |Q| core con-

figuration. Other configuration completely different (but with the same
energy) can be obtained considering S = (±1, 0, 0) at x → ∞, re-

sulting in a 2|Q| core configuration. Considering the spherical sym-
metry of the spin space, here, we are calling skyrmion center the point

where the in-plane spin components obey the relation + =S S 0x y
2 2 (or

Sz= ±1). Then, for the 1CS (Q=1), there is also the possibility of a

2CS with the same energy. The 2d antiferromagnet can also be de-
scribed by similar Hamiltonian and static solutions (see next section),

but with vector S replaced by the normalized Néel sublattice magneti-
zation ni = (S2i−S2i+1)∕2S, where the subscripts refer to the different

sublattices.
As said before, one core skyrmions have received much attention

due to its experimental observation in various magnetic systems (spe-
cially, in non-center-symmetric ferromagnets such asMnSi, FeGe, Fe1−x,

CoxSi [13]). The broken space-symmetry in these materials actives the
Dzyaloshinskii-Moriya interaction that favors a canted spin arrange-

ment. Applying a weak magnetic field, skyrmions are stabilized. How-
ever, apart from these interactions, it is also useful to study the dy-

namics of isolated skyrmions in real magnetic films, comprising what
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effects the discreteness, anisotropy, defects and so on have on these
excitations. Once topological properties are related to continuity of the

field model, one expects that a skyrmion configuration in a discrete
lattice should be unstable [14,15]. Indeed, several studies related to

1CS in a discrete lattice confirm this fact. For example, in Ref. [15] the
authors study skyrmions in isotropic two-dimensional ferro and anti-

ferromagnetic lattices, concluding that discreteness effects lead to their
collapse. On the other hand, concerning excitations with two cores,

Hertel and Schneider [16] performed numerical simulations of the
vortex-antivortex pair annihilation in a thin magnetic film. They ob-

served extremely different outcomes for vortex-pairs with parallel and
antiparallel core magnetization. The relevance of skyrmion-mediated

annihilation was also investigated in Refs. [17,18].
Of course, there are several differences between the dynamical be-

havior of these spin textures in ferromagnets and antiferromagnets.
Indeed, these states have very different dynamics and here, we will also

point out some distinct behaviors. For instance, for effect of comparison
with our results, it should be important to say that a 2CS in a 2d

Heisenberg ferromagnet is highly stable and did not collapse even in a
discrete and finite lattice. However, this object is not static in finite

lattices, i.e, the two cores tour around each other with a defined fre-
quency ω for a given lattice size L. This frequency decreases as L in-

creases indicating that, in the limit L → ∞, the skyrmions become static
[19] with energy equal to 4πJS2. In 2d antiferromagnets, things work

very differently for the 2CS, as will be shown. To start, we first describe
the model and the topological configurations. Our system is the planar

classical Heisenberg model in a discrete lattice. All results are obtained
numerically by spin dynamics simulations.

2. Model and results

In the continuum approach, the classical 2d-antiferromagnetic
Heisenberg model is described by the following Hamiltonian:

∫= ⎡
⎣

+ ∇ ⎤
⎦

H JS d x
c
n n

1

2

1
̇ ( ) ,2 2

2
2 2

(2)

with the Néel vector normalized as n2=1. Here, =c JaS2 2 /ℏ is the
speed of spin waves in a square lattice and a is the lattice parameter.

Similar to the continuum limit of the ferromagnetic case (see Eq. (1)),
the motion equations for the 2d antiferromagnet also lead to static

configurations (skyrmions) of finite energy E=4π|Q|J (Q is the topo-
logical charge). Indeed, the double core skyrmions (Q=1) can be ob-

tained by using boundary conditions n = (1, 0, 0) at x → ∞, resulting
in:

⎜ ⎟= ⎛
⎝

−
+ + +

⎞
⎠

r R

r R

Rx

r R

Ry

r R
n ,

2
,

2
,

2 2

2 2 2 2 2 2 (3)

where r2= x2 + y2 and R is the skyrmion size. Note that its energy is
independent of R. Basically, this structure consists of two merons. A

meron has chirality q (this O(2) winding number can assume the values
q = +1 for vortices type configurations or q=−1 for antivortex) and

core polarity p= ±1, containing, therefore, a half-integer skyrmion
charge ν= qp∕2 (the meron wraps only half of the sphere and it has a

configuration similar to the vortex configuration). Then, a meron
(q=1, p) and an antimeron (q=−1, −p) with antiparallel core po-

larizations have equal skyrmion numbers adding to a total of
Q=2ν = +1 or Q=2ν=−1 and, consequently, this texture belongs

to a nontrivial topological sector, in such a way that it cannot be de-
formed continuously into the ground state (with zero skyrmion

number), being topologically stable. In a 2CS skyrmion, the meron and
the antimeron centers are positioned at the skyrmion centers.

Fig. 1 shows the skyrmion configuration in a discrete lattice with

R=4a obtained as follows: we divide the antiferromagnetic (AFM)
lattice into two sublattices A and B and, for each spin Si in the sublattice

A (also given by Eq. (3)) corresponds an almost contrary spin (−Si) in
the sublattice B. If one considers the Néel field n, the configuration

would be similar to the configuration of only one sublattice A or B. The
study of this spin texture must also be relevant because in a thin film

with no intrinsic anisotropy, the magnetization is forced to stay mainly
in the plane of the film by dipolar interactions. However, we do not

consider the dipolar interaction since it causes a rapid fusion of the two
centers, constituting in an extra factor that favors the annihilation of

the skyrmion configuration given by Fig. 1. Therefore, our 2d lattice is a
very coarse approximation of a thin film, which in most cases is not

actually a monoatomic system. On the other hand, there is a large class
of layered insulators that have been shown to exhibit the experimental

characteristic of two-dimensional magnetism and our calculations
could be applied to them (for instance, the isotropic spin-5∕2 layered

manganese compounds [1,20] and n-propylammonium tetra-
chloromanganate [5] are good candidates). Indeed, for some typically

layered insulators, the interlayer coupling J′ is very small as compared
with the intralayer coupling J (J′∕J≪ 1) and the material becomes ef-

fectively 2d for finite temperatures (T≠ 0). In addition to the classical
aspects contemplated here, such a spin texture may be relevant even in

the quantum level, where the 2CS and similar structures were in-
vestigated in the context of possible 2d spin liquid materials with

merons behaving like spinons, which must suffer deconfinement due to
quantum fluctuations [21,22]. Also, similar structures known as bi-

merons (compact two-meron states) are interesting objects in planar
chiral magnets [23,24]. Here, we believe that our results are the first

step in the direction concerning magnetic thin films and can give im-
portant insights about these structures in more realistic materials.

As mentioned before, our aim is to investigate how the skyrmion
shown in Fig. 1 behaves in a discrete and finite lattice. Therefore, in

order to explore its dynamical behavior, we performed numerical in-
tegration of the equations of motion for each spin lattice. These equa-

tions are given by:

�= ∂
∂

×d

dt
S

S
Sℏ ,i

i
i (4)

where � = ∑J S S
i j i j,

represents the isotropic Heisenberg Hamiltonian

and J > 0 is the exchange constant for the antiferromagnet (AFM). The
method used for the numerical integration is the a fourth-order pre-

dictor-corrector that provides good performance, keeping the spin
length and energy conservation. Periodic boundary conditions is

Fig. 1. 2CS skyrmion configuration in a discrete antiferromagnetic lattice.
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considered to minimize finite size effects. We performed simulations in

lattices up to 1000×1000 spins.

2.1. Lattice without impurities

Firstly we consider the case of a pure system, i.e, without the pre-

sence of nonmagnetic impurities. We perform simulations for different
skyrmion sizes R on different lattice sizes L. Fig. 2 shows the texture

energy E as a function of 1∕L. The energy E is calculated directly from
the classical Heisenberg Hamiltonian � = ∑J S S

i j i j,
, disregarding the

ground state energy−2JN (with N= L× L). This is the total energy of

the system and is a conserved quantity in the simulation. Indeed, since
the skyrmion in AFM is very unstable in the discrete lattice, the kinetic

energy term ṅ
2 in Eq. (2) is no longer zero and depends on the quantity

dR(t)∕dt, where R(t) is the skyrmion size. Therefore, as the kinetic term

increases with t, the gradient term in Eq. (2) decreases by the same
amount, keeping constant the total energy E. Note in Fig. 2 that, for

small lattices, the skyrmion energy becomes strongly dependent of its
size R and higher than that found in its continuum counterpart, namely,

4πJ. This result is expected since the lattice is finite and the discreteness
leads to a relative loss of the topological properties of this structure.

However, as L goes to infinity, the energy becomes independent of R
and tends to the usual value 4πJ, as it can be seen from an extrapolation

of the data. Therefore, a double core skyrmion in a 2d AFM becomes
stable only in the limit L → ∞. In a finite lattice, additional interactions

are required to stabilize it.
Now, with regard to the dynamical aspects, we get that in the an-

tiferromagnet, double core skyrmions are very unstable even in large
lattices. For example, in a system of size 1000a×1000a, the excitation

(with initial size R0=10a) collapse to the ground state at approxi-
mately t=125J∕ℏ. It is a lifetime much smaller than that of 2CS in the

2d ferromagnetic counterpart [19]. Moreover, our results show that the
lifetime of this object does not just depend on the size lattice L, but also

on the skyrmion initial size R (see R(t) in Fig. 3). Therefore, small
skyrmions collapse faster than large skyrmions. Another relevant aspect

is that, differently from the picture observed in the ferromagnet (FM)
case, double core skyrmions in 2d AFM do not revolve around its center.

Just for comparison, in Ref. [19], the authors obtained that in a finite

FM lattice (if R is not small enough), the two cores of the skyrmion
rotate with a defined frequency ω, being its energy expressed as

E=4πJ + αω(L). They also obtained that the size R is approximately
constant over the time simulation t. On the other hand, here for the

AFM case, the cores of a skyrmion do not rotate. However, they ap-
proximate each other with R(t) decreasing ever faster, until the cores

meet in the mass center and the skyrmion decays into spin waves. The

merons do not rotate in antiferromagnets because the sublattices tend

to turn in opposite directions. Therefore, without rotation, the merons
are then impelled to each other due to lattice finite size. As shown in

Fig. 3, by considering a lattice size equal to 1000a×1000a, the lifetime
of a skyrmion in a finite system increases with its initial size R0. Keeping

constant the lattice size L, discreteness effects become more significant,
affecting the topological stability of these skyrmions. Consequently, as

the skyrmion size becomes smaller, the lifetime of skyrmions with in-
itial size R0 decreases as R0 decreases and it is annihilated generating

spin waves. For an infinite lattice, skyrmions of any dimension must
become stable even in a discrete lattice, because their energy tends to

4πJ, independent of R (see Fig. 2). These results are in qualitative
agreement (in some aspects) with results obtained in Ref. [15]. In this

work, the authors studied analytically and by numerical solutions,
skyrmions of one core in ferro- and antiferromagnetic lattices. They

obtained that their lifetimes scale with the initial size R0 as R0
5 for

ferromagnets and as R0
2.15 for antiferromagnets. This means that ferro-

magnetic skyrmions are more stables than antiferromagnetic sky-
rmions. Following this reasoning, we also calculate how the lifetime of

the double core skyrmion scales with its initial size R0. The results are
shown in the insertion of the graphic in Fig. 3. Here, we obtain that the

collapse time scales as =t Rc 0
2.25. Therefore, very close to the value

obtained for the one core case of Ref. [15]. Indeed, our results lead to

the conclusion that, in antiferromagnets, 1CS and 2CS have very similar
behaviors. We really expect that these two merons spin texture could be

directly found in a near future in some magnetic materials with special
features.

2.2. Lattice with impurities

In addition to the lattice discreteness effects in the skyrmion stabi-
lity and dynamics, it would be very useful to investigate how the 2CS

behaves in the presence of nonmagnetic impurities. In fact, a lot of
studies showed that nonmagnetic impurities affect the dynamics of

solitons, specially vortices in the two dimensional XY magnets [25]. So

we consider in our system a skyrmion configuration with initial size
R0=10a and mass center localized at the origin (0, 0) and a spin va-

cancy located at the site (12a, 10a). The lattice size is L=1000 and the
time evolution of the initial structure is shown in Fig. 4 up to

t=120(J∕ℏ). The colors intensity refers to the z-component of the spin
SA (A refers to the sublattice) and the black circle represents the

Fig. 2. Energy of skyrmion as a function of the inverse of the lattice size L.

Fig. 3. Skyrmion size R as a function of the time simulation time t.
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vacancy. As one can see, the simulation results show that the skyrmion
center is not static, but rather, it goes towards the impurities, i.e, the

skyrmion as a whole is attracted to the lattice defect. During this pro-
cess, the spin vacancy does not deform the two merons structure, but

just pull it as a whole. A similar behavior was obtained by Mól et al.
[26] in the context of planar vortices. In this work, the authors showed

by Monte Carlo simulation as well as by analytical calculations that an
individual planar vortex is attracted and trapped by nonmagnetic im-

purities, which works as an attractive potential [26]. It occurs because
the exchange interaction between spins is higher in the vortex center

than in the vortex periphery (since the angle between neighbor spins is
larger near the vortex center). Then, to minimize the energy, it is better

the center of the vortex to be located at the spinless atom. These authors
also showed that the vortex structure does not appreciably change its

configuration in the presence of an impurity. However, we have found
here an important difference for the skyrmion case. Indeed, when one

of the cores falls into the vacancy, the 2CS collapses completely.
Therefore, we conclude that the lifetime of a skyrmion in antiferro-

magnets reduces considerably in the presence of impurities. It is import
to point out that in the process of annihilation, the skyrmion size R

decreases with time t due to discreteness effect, as previously men-
tioned. Lastly, the simulations show that the mass center of skyrmion

does not move appreciably to great distances (about 2R) between the
skyrmion and the vacancy.

2.3. 2CS skyrmion in a magnetic field

We have also investigated the 2CS skyrmion in the presence of ap-
plied external magnetic fields. Since this spin texture is not cylindrically

symmetric, two cases are analyzed: (a) the field is applied perpendi-
cularly to the line joining the merons centers; (b) the field is applied

parallel to the line joining the merons centers. In both cases, the dy-
namic of the skyrmion is strongly affected. First, we present the case

(a). A constant magnetic field is applied along the x-direction, e.g,
aligned with the lattice edge spins. Basically, the effect of this field is to

induce a rotation of the skyrmion cores counterclockwise around its
“mass” center with a defined frequency ω∝ Bx. In this process, the

skyrmion center does not move, but it stays at the initial place during
all the time. Moreover, the field does not affect the lifetime of the

structure, which collapse at a time tc equal to the previous case without
the field. Therefore, in principle, for an infinite lattice (where the

skyrmion is stable), the two merons can rotate around the mass center
of the spin texture (the skyrmion center) when a static field is applied in

the system.
On the other hand, by applying a magnetic field along the y-direc-

tion (case (b)), we observe a more interesting behavior of the skyrmion
as a whole. Initially the skyrmion centers are placed at (0,-10) and (0,

10). After applying the field, the spins start to precess around the field
and the spins of the system borders rotate practically perpendicular to

the field (since the initial conditions imply S = (±1, 0, 0) at x → ∞).
Therefore, as the borders spins tend to become out of plane, the 2CS is

continuously deformed in a 1CS since both configurations have the
same topological charge and energy. As the spins remain rotating (due

to the presence of the field), the 1CS is continuously transformed in a
2CS and this process repeats periodically with frequency ω∝ By until

the collapses of the structure (in a finite lattice). Fig. 5 presents the z-
component of the spin Sz

A (spins belonging to the sublattice A) as a

function of the position along the y-axis (keeping x=0) for two dif-
ferent instants of time (t=0 and t=2π).

At t=0 (black line), one can see the two-centers of the AFM sky-

rmion (2CS) as indicated by the two peaks in the graphic, which cor-
respond to the two merons cores (of course, the spins on the edge of the

lattice point out along the x-direction). As time evolves, the skyrmion
configuration changes in such a way that, at t=2π, these peaks become

only one (and the edge spins point out along the z-direction). This is
exactly the skyrmion with only one center (1CS) also with Q=1.

Fig. 4. Time evolution of skyrmion in the presence of nonmagnetic impurities

located at site (12a, 10a).
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Indeed, the 2CS-type excitation become 1CS-type and so on. Analyzing

only the sublattice magnetization (for instance, sublattice A), the first

transformation of a 2CS skyrmion leads to a 1CS with central spins
pointing positively along z-direction while the second transformation

leads to 1CS with central spins pointing negatively along z-direction
and so on. Topologically, the magnetic field works like an apparatus

that deforms continuously the 2CS structure in a 1CS structure and vice-
versa since these two structures are in the same topological sector

(Q=1-sector for both). Although 1CS and 2CS are not substantially
distinct topologically, it is important to say that the formation of these

structures depends on the properties of the material; for instance,
magnetic fields and small anisotropy could determine the tendency of

the spins (in-plane or out-of-plane) and dipolar interaction tend to keep
the spins parallel to the plane. Objects very similar to the 2CS in-

vestigated here (bimerons) are now considered in ferromagnetic ma-
terials in structures such as racetracks [12].

3. Conclusion

In summary, we have investigated the behavior of skyrmions con-

stituted by two merons in two-dimensional Heisenberg anti-
ferromagnetic materials. The effects of lattice discreteness on the to-

pological stability are small if these skyrmions are large enough. Of
course, our investigations considered finite lattices, which imply that

the skyrmion energy is larger than 4πJ. Indeed, the lattice finiteness
impels an attraction between the merons, destroying the whole struc-

ture. When the distance between the two merons shrinks to the lattice
scale, the skyrmion decays into spin waves. The presence of magnetic

fields can also induce interesting behaviors in the skyrmion and
merons, such as the transformation of a two centers skyrmion in a cy-

lindrically symmetric skyrmion and vice-versa in a cyclic process.
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Capítulo 5

Considerações Finais

Além dos trabalhos escolhidos para desenvolvimento e descrição dos capítulos 2 ao 4,

os 4+1 anos de estudo e pesquisa deste doutorado também renderam outros trabalhos e

colaborações, a listar:

• A.R. Moura and R.J.C. Lopes. On coherent states and the self-consistent harmonic

approximation. JMMM, 472 1-6, (2019). [107]

Neste trabalho analisamos a magnetização para sistemas bidimensionais dentro das

condições suficientes para obtenção de estados coerentes. Desenvolvemos uma ge-

neralização da aproximação harmônica autoconsistente para modelos de spin com

estados coerentes. Uma vez que os operadores Sz e φ são operadores canonicamente

conjugados, obtivemos o mínimo princípio da incerteza, justificando assim a adoção

da aproximação harmônica. Mostramos que a aplicação de um campo magnético

dinâmico perpendicular ao plano da amostra gera as condições suficientes para o

surgimento de uma precessão coerente da magnetização. A análise da termodinâ-

mica em baixas temperaturas também foi desenvolvida concordando com resultados

teóricos e experimentais prévios.

• R.J.C. Lopes, R.C. Silva, R.L. Silva, W.A. Moura-Melo, and A.R. Pereira. Antiferromagnetic-

vortex dynamics driven by spin-polarized current in small thin disks. PLA 384(18)

126376 (2020). [108]

Foi investigado configurações tipo vórtice confinadas em filmes finos antiferromagné-

ticos. Com auxílio de uma corrente spin-polarizada alternada, utilizamos a equação

de Landau-Lifshitz-Gilbert modificada com o termo de Berger-Slonczewski e mostra-

mos que estes vórtices adquirem dinâmica oscilatória com frequência bem definida,

o que abre a possibilidade de controle da dinâmica de vórtice através de meios

puramente eletrônicos. Entre a região de parâmetros onde predominam os vórti-
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ces circulares e a região predominante de vórtices divergentes, também observamos

configurações intermediárias tipo-“cebola”.

• A. S. Araújo, R. J. C. Lopes, V. L. Carvalho-Santos, A. R. Pereira, R. L. Silva,

R. C. Silva, and D. Altbir. Typical skyrmions versus bimerons: A long-distance

competition in ferromagnetic racetracks. PRB 102 104409 (2020). [109]

Investigamos o movimento de skyrmions e bimerons ferromagnéticos em uma “pista

de corrida” composta por uma rede de spins cujo comprimento é maior que a sua

largura. Ambas as texturas estão sujeitas a uma força Magnus, induzindo um efeito

Hall de skyrmion apreciável que, eventualmente, leva à destruição da textura nas

bordas desta “pista”. O movimento dos spins é induzido através da introdução

de uma corrente spin-polarizada. Mostramos que este movimento é intimamente

dependente da matriz de massa dos skyrmions e dos bimerons, onde pequenas va-

riações nos elementos da matriz de massa levam a modificações na sua trajetória.

Além disso, mostramos que bimerons posicionados verticalmente em relação à sua

velocidade de movimento atingem maiores distâncias em relação aos bimerons posi-

cionados horizontalmente que por sua vez também atingem distâncias maiores que

os skyrmions.

• Neeti Keswani, Ricardo J. C. Lopes, Yoshikata Nakajima, Ranveer Singh, Neha

Chauhan, Tapobrata Som, D. Sakthi Kumar, Afranio R. Pereira, and Pintu Das.

Controlled creation and annihilation of isolated robust emergent magnetic monopole

like charged vertices in square artificial spin ice. Scientific Reports 11 13593 (2021).

[110]

Neste trabalho é demonstrado computacional e experimentalmente a estabilização

de vértices tipo monopolo magnético em recortes extremamente finitos de uma rede

quadrada de gelos de spin, tanto no caso normal como na presença de pequenas

deformações em alguns domínios magnéticos. Além de mostrar a existência de uma

possível rota para o surgimento de excitações tipo-monopolo entre os estados em

um sistema de gelo de spin, a replicação deste resultado em sistemas maiores pode

ajudar no estudo da dinâmica de linhas de Faraday [111]. Também é especulada a

possibilidade de testar a inversão de helicidade em partículas de Dirac espalhadas

por monopolos magnéticos [112].
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Todos estes trabalhos desenvolvidos foram capazes de gerar resultados inovadores,

além de diversas contribuições para temas e áreas ainda em desenvolvimento na literatura.

Pessoalmente, considero prolífico este longo, porém rápido período de minha formação.

Ressalto ainda a possibilidade de continuidade e de realização de novas colaborações, com

outros grupos ao qual pude ter contato e algumas ligações mas, em especial, com este

grupo ao qual devo a minha formação.
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